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“Compare yourself to who you were yesterday,

not to who someone else is today.”

(Jordan B. Peterson)

“We have the duty of formulating, of summari-
zing, and of communicating our conclusions, in
intelligible form, in recognition of the right of
other free minds to utilize them in making their

own decisions.”

(Ronald Fisher)



RESUMO

Com a mudanga do processo seletivo do Vestibular para o ENEM/SiSU na Universidade Federal
do Ceard — UFC, o fendmeno da evasao discente se tornou mais precoce, acontecendo, em grande
maioria, nos dois primeiros semestres do curso. Tal fendmeno acarreta prejuizos consideraveis
para as institui¢des, assim como para a sociedade de modo geral. Desse modo, um estudo sobre
essa problematica e a elaboracao de mecanismos destinados a perceber o mais rapido possivel a
possibilidade da evasiao se faz necessario. Uma das agdes possiveis € a identificacio dos discentes
sujeitos a evasdao com base em alguma métrica avaliativa, denotado aqui por classificador. Para a
selec@o de bons classificadores existem diferentes medidas destinadas a avaliar sua eficiéncia,
como acurdcia, sensibilidade, especificidade e a curva ROC (receiver operation characteristic).
Esta que € bastante aplicada em diversas dreas do conhecimento. Dela obtém-se diversas outras
medidas, tais como: a AUC (drea under curve) e pAUC(partial area under curve), tais medidas
sao fundamentadas por uma repertério tedrico considerdvel. O objetivo do presente trabalho
€ abordar técnicas destinadas a combinag¢ao de diferentes classificadores a fim de formar uma
melhor capacidade discriminativa. Aplicando tal ferramental em dados praticos relativos aos
discentes ingressantes na UFC, nos cursos do Centro de Tecnologia, para uma verificagdo da
capacidade desses métodos na percep¢ao do risco a evasdo destes discentes com a utilizagdo das

notas basicas do ENEM.

Palavras-chave: Classificadores, Curva ROC, AUC, sensibilidade, especificidade.



ABSTRACT

With the change from the selective process from the entrance exam to the ENEM / SiSU at the
Federal University of Ceard - UFC, the phenomenon of student evasion became more precocious,
occurring in the majority of the first two semesters of the course. This phenomenon causes
considerable damage to the institutions as well as to society as a whole. In this way, a study
on this problem and the elaboration of mechanisms to perceive the possibility of avoidance
as quickly as possible is necessary. One of the possible actions is the identification of the
students subject to evasion based on some evaluative metric, denoted here by classifier. For
the selection of good classifiers, there are different measures to evaluate its efficiency, such as
accuracy, sensitivity, specificity and the ROC (receiver operation characteristic) curve. This is
quite applied in several areas of knowledge. From this, several other measures are obtained,
such as the AUC (area under curve) and pAUC (partial area under curve), these measures are
based on a considerable theoretical repertoire. The objective of the present work is to approach
techniques aimed at combining different classifiers in order to form a better discriminative
capacity. Applying this tool in practical data related to the students entering the UFC, in the
courses of the Technology Center, to verify the ability of these methods in the perception of the

evasion risk of these students with the use of basic grades of ENEM.

Keywords: Classifiers. ROC curve. AUC. sensitivity. specificity.
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1 INTRODUCAO

Métodos de classificac@o sao utilizados em estudos praticos de diversas dreas com o
objetivos de agrupar unidades observaveis com base em categorias de interesse. Na Biologia, por
exemplo, o termo taxonomia refere-se a classificacdo de grupos biolégicos com base em aspectos
comuns; na Economia institui¢des financeiras utilizam modelos de classificacdo de risco em
seus processos de concessdo de crédito; na Medicina em estudos epidemioldgicos, testes de
diagnéstico sdo feitos com finalidade de identificar algumas doengas; etc.

Uma das formas possiveis de classificagdo pode ser viabilizada por intermédio de
uma varidvel numérica, em que, neste caso, a classificagdo se dd por intermédio de intervalos,
com a utilizacdo de diversos pontos de corte, ou por intermédio de um ponto de corte tinico, em
que até um especifico valor de referéncia ha um tipo de classificacdo e a partir deste valor uma
outra classificagao.

Atualmente no ensino superior existe uma problemadtica com relacdo a evasao dis-
cente que tem ocorrido principalmente no primeiro ano da graduacao (LOBO, 2017), esse
fendmeno provoca sérios prejuizos para as institui¢des, necessitando de atencao para a compre-
ensdo de suas causas. Uma alternativa para lidar com essa situagdo pode ser tratid-lo como um
problema de classificacdo, com a ado¢do de uma métrica capaz de auxiliar na identificacdo de
alunos propicios a desisténcia.

A presente monografia tem por objetivo apresentar propostas com base na curva
ROC que serdo utilizadas no estudo de percepc¢ao da evasdo na UFC. As métricas utilizadas serdo
as notas obtidas pelos alunos no ENEM, em seus respectivos processos seletivos, no momento de
ingresso na Universidade. Essa combinagdo linear assim como o processo de escolha de pontos
de corte para a classificacdo podem ser utilizadas na escolha de pesos nas respectivas provas do
ENEM, assim como na defini¢do de notas minimas para o ingresso como previsto na PORTARIA
NORMATIVA N° 21, DE 5 DE NOVEMBRO DE 2012, que dispde sobre o Sistema de Sele¢do
Unificada - SiSU.

Para uma melhor efetividade na percepc¢ao da evasao discente, além da verificada
nos primeiros semestres, foram considerados os alunos ingressantes nos cursos do Centro de
Tecnologia, por intermédio do processo ENEM/SiSU, nos anos de 2014 e 2015, observando seus
respectivos status de matricula no segundo semestre do ano de 2018.

Quanto a estrutura de elaboracio desta monografia, adotou-se o seguinte critério: o

primeiro capitulo, a introdu¢do, apresenta a proposi¢do do tema com seus objetivos, justificativa,
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percurso metodoldgico e estrutura. No Capitulo 2 serd apresentado a fundamentagao tedrica
do trabalho, detalhando formalmente o processo de classificacdo, medidas de acurécia, bem
como propriedades envolvendo curva ROC e medidas associadas a mesma. No Capitulo 3 sdo
apresentados e discutidos diferentes métodos de combinagdo linear com base na curva ROC. No
Capitulo 4 serd realizada a aplicacao referente ao estudo da evasdo. No Capitulo 5, serdo feitas

as consideragdes finais do trabalho e propostas para trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Seja {€},&,...,&n} elementos de uma populagdo Q e T uma varidvel dicotdmica
que caracteriza os elementos populacionais em duas categorias possiveis dy ou dp; o e €21 sdo
particdes de Q, tal que {T(€) =dy — € € Qp} , {T(€) =d; — € € Q;}. Existem situa¢des em
que ndo é possivel obter T'(€), impossibilitando identificar quais elementos pertecem a Qg e Q1
podendo ocorrer devido a custos elevados para a obten¢@o da resposta, ou simplesmente devido
a auséncia de uma logistica confidvel. Classificadores, cuja aplicacdo sejam mais versateis sao
utilizadas nesse processo de categorizacgao.

Seja D um classificador que associa a cada elemento de Q um valor dj ou dj, e seja
So e S; parti¢des de Q, de modo que {D(g) =dy — €€ Sp} e {D(e) =d; — € €S;}. Ocaso
ideal, da relacdo entre a varidvel T e o classificador D, seria So = Qg e 1 = Q1 indicando que
D é um classificador perfeito. Porém, na grande maioria dos casos praticos, esse exercicio de
discrimin¢do ndo € algo tdo fécil de ser realizado eficientemente. Neste contexto, conceitos como

o de eficiéncia devem ser discutos.

2.1 Medidas de eficiéncia

Existem medidas para avaliar o desempenho de um classificador, dentre essas, a mais
simples talvez seja a acuracia, que consiste no nimero de vezes em que o mesmo classificou
corretamente os objetos do estudo a serem categorizados. Normalmente € razodvel pensar que
acurdcia alta equivale a um teste eficiente, porém existem casos em que o resultado pode enganar.
Por exemplo, supondo que para um estudo epidemioldgico serd utilizado um classificador D para
diagnosticar 100 pacientes, considerando que 5% esteja realmente doente; afirmando cegamente
que todos sao sauddveis, em 95% dos casos essa afirmagao estard correta, resultando em alta
acuricia. O que esté correto para os sauddveis, mas lastimavel para os doentes.

Em situagcdes envolvendo diversos classificadores, pode-se utilizar a acuricia para
compara-los. Em casos em que os mesmos obtiveram valores proximos nessa medida ndo
necessariamente implica que ambos possuem a mesma eficiéncia de classificagao. Por exemplo,
para dois classificadores Dy e D;, pode ser que os erros de D; sejam em sua maioria na
classificagdo em dp enquanto para D, com a classificacdo em d;. Dependendo da situagdo
um pode ser bem mais util do que outro; diante disso, avaliar um teste apenas pela acuricia

pode ser limitador, por isso, € mais proveitoso passar a analisar os resultados de maneira mais
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fragmentada, a partir dai, conceitos de sensibilidade e especificidade passam a ser de grande

utilidade.
2.1.1 Sensibilidade e especificidade

Sensibilidade e especifidade sdo definidas como duas formas distintas de eficiéncia;
a primeira referente ao nimero de classificados corretamente em d1, definidos pela proporcao
no conjunto {D(€) =d; | € € Q;}, em que cada ocorréncia se trata de um Verdadeiro Positivo
(VP), a segunda é referente ao nimero de classificados corretamente em dy, definidos pela
propor¢do no conjunto {D(g) = dy | € € Qo} em que cada ocorréncia é denotada por Verdadeiro

Negativo (VN). Formalizando, especificidade e sensibilidade sao dadas por

Numero de Verdadeiros Positivos  #S51M€2;
Total de Positivos #O,

Sensibilidade =

Y

Numero de Verdadeiros Negativos — #Sp M€
Total de Negativos #HQy

Especificidade =

Alguns autores utilizam os termos Taxa de Verdadeiro Positivo (TVP) e Taxa de
Verdadeiro Negativo (TVN) para se referir a sensibilidade e especificidade respectivamente.
No decorrer do trabalho serdo utilizados tanto os termos TVP e TVN quanto sensibilidade e
especificidade.

Um classificador dificilmente conseguird classificar com perfeicao todos os elemen-
tos do estudo, sendo possivel a ocorréncia de erros de classificacdo, nesse caso existem dois tipos
de erro: {D(€) =d, | € € Qp} serd denotado por Falso Positivo (FP) e {D(¢g) =dy | € € Q1},
que serd denotado por Falso Negativo (FN). Com isso, € possivel definir Taxa de Falso Posi-

tivo (TFP) e Taxa de Falso Negativo (TFN) como dois termos antagonicos a sensibilidade e

especificidade, dados por

Numero de Falsos Positivos  #51 MQg

TFP =
Total de Negativos #Qo

Numero de Falsos Negativos — #59M€2;

TEN =
Total de Positivos #Qq

Em situacdes préticas, o acesso a todas as observacdes pode ser invidvel ou pratica-
mente impossivel devido alguns fatores citados em Cochran (1977) como: necessidade de coleta
em um curto espago de tempo, um alto custo associado a coleta de cada unidade populacional que

inviabiliza a realiza¢do de um censo por exemplo, dificuldades associadas a supervisdo da coleta
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que se torna mais complicada quando maior for a populagdo. Como alternativa uma amostra
probabilistica de Q é coletada, de modo que {€;,&,...,&} C Q. Por amostra probabilistica
entende-se como procedimentos onde cada possivel amostra distinta (A,A,...,A,) possui
probabilidade conhecida de ocorrer (COCHRAN, 1977).

As frequéncias apresentadas para TVP, TVN, TFP e TEN, podem ser utilizadas
como estimativas para as verdadeiras taxas populacionais, em que os valores sdo dados por:

P[D(e)=d; | e € Q],P[D(e)=dy| € €Qo),P[D(e) =d; | e € QleP[D(e) =dy | € € Q.
2.1.2 Ponto de Corte

O processo para defini¢cdo de D pode ser obtido por intermédio de uma variavel
numérica W definida nos reais, com dominioem Q,W : Q — R W (¢g) € R, Ve € Q; um ponto

de corte ¢ é definido como um critério de classificacao tal que

D(g) =dp, se W(e) <c,
D(e) =d,;, se W(g) > c.

O valor atribuido a este ponto ¢é arbitrario, porém dependendo da escolha pode haver
varias combinagdes de decisdes corretas e incorretas. Havendo uma predominéncia de valores
positivos para valores mais altos de W, assumindo um ponto de corte muito alto, o nimero de
verdadeiros positivos e falsos positivos serdo reduzidos, por outro lado, aumentardo os casos de
verdadeiros negativos e falsos negativos. E possivel associar-se a esse dilema uma balanca em
que o objetivo € encontrar um ponto 6timo e de equilibrio entre sensibilidade e especificidade.
Essencialmente um ponto de corte € tido como um critério de divis@o para as distribuicdes de

valores de W nos elementos de Qg e Q, isso pode ser visualizado por meio da Figura 1

Figura 1 — Distribui¢des de valores hipotéticos para elementos Qg e Q.

possivel ponto de corte
Distribuicdo dos valores em Qg

Distribuic&o dos valores em 0
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No exemplo ilustrativo da Figura 1 € perceptivel que para valores altos em Q| e
baixos em €y, o processo de classificacdo ocorre sem muitas complica¢des, porém, existe uma
frequéncia de elementos de €2y e 21 com valores similares para W, sendo representado pela area
de encontro das duas densidades, sendo assim dado um ponto de corte qualquer, os elementos
de Q; que obtiveram valores mais baixos para W serdo classificados como dyp que € um erro
de classificacdo, de forma andloga, elementos de ( que tem valores mais altos de W serdo
classificados como d; que também € um erro. Além disso € possivel entender que € impossivel

encontrar um ponto de corte que sirva como um critério de classificagcdo perfeito.

2.2 Curva ROC

A curva ROC (Receiver Operating Characteristic) € um ferramental grafico origi-
nalmente desenvolvido durante a segunda guerra mundial no contexto de detecc@o de sinais
eletronicos e problemas com radares. Basicamente o objetivo era quantificar a habilidade dos
operadores de radares, chamados de receiver operators, em distinguir se algo que foi captado
pelo radar era um avido inimigo (sinal) ou algum outro objeto sem relevancia (ruido). Pos-
teriormente, a teoria de deteccdo de sinais foi desenvolvida por volta das décadas de 50 e 60
(GREEN; SWETS, 1966; EGAN, 1975). O potencial de utilidade da curva ROC em diagndsticos
médicos foi reconhecido por volta de 1960 (LUSTED, 1960). Na década de 80 sua popularidade
especialmente em radiologia cresceu apds a publicacido de Swets e Pickett (1982). A utilizacdo
da curva ROC se disseminou em vdrias outras dreas de conhecimento, como economia, para
avaliacdo de desigualdade de renda, validacdo de modelos de risco de crédito; previsao de
tempo para se avaliar a qualidade de predicdes de eventos raros; em aprendizagem de maquina e
minera¢do de dados como um ferramental para avaliacdo de classificadores.

Em Bamber (1975) o problema de detec¢ao de sinais € descrito como um experimento
em que existem dois possiveis eventos: sinal e ruido. Um observador recebe uma tarefa de
diferenciar ambos, assumindo que o experimento conta com j ensaios, cada observador precisa
identificar se no ensaio ocorre um sinal ou ruido baseado no seu grau de certeza, além de um
critério de tolerancia. Se em um determinado ensaio, seu grau de certeza superar seu critério
de tolerincia ele responderd “sim” para sinal e caso contrdrio “ndo”. Seja P(sim | sinal) e
P(sim | ruido) as probabilidades de se dizer “sim” em ensaios com sinal e ruido respectivamente.
Se o critério de tolerancia for reduzido, P(sim | sinal) e P(sim | ruido) se tornarfo maiores.

Com o aumento do critério de tolerancia as probabilidades serdo cada vez menores. Seja I, e I
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varidveis aleatdrias que representam o grau de certeza do observador nos dois possiveis eventos.

Seja cr o critério de tolerancia adotado, entao

P(sim | sinal) = P(Iy > cr),

P(sim | ruido) = P(I, > cr),

realizando um paralelo com o conceitos de medidas de eficiéncia apresentados, € facil ver que
P(sim | sinal) e IP(sim | ruido) sdo andlogos as defini¢des de sensibilidade e TFP, e cr ao ponto
de corte c.

Diferentes pontos de corte irdo resultar em diversos valores de sensibilidade e TFP
(1— especificidade). A curva ROC ilustra o comportamento de ambos a medida que o valor de
c aumenta, a escolha de um ponto de corte conservador resultard em baixa sensibilidade e alta
especificidade, ou seja, o classificador serd mais relutante em classificar um dado elemento como
dy, o critério moderado servird como um ponto de equilibrio entre ambos e o critério liberal
ocasionard em alta sensibilidade e baixa especificidade, nesse caso o classificador terd mais
liberdade para classificar os elementos como d; porém isso ird resultador muitos falsos positivos.

Em algumas aplicacdes o custo de falsos positivos € menor do que falsos negativos
ou vice versa, a curva ROC auxilia na escolha do ponto de corte que ird diferenciar de uma

situagdo para outra.

Figura 2 — Curva ROC com trés possiveis pontos de corte
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Na Figura 2 percebe-se que a curva € representada no plano cujos eixos vertical e

horizontal sdo sensibilidade e TFP respectivamente, ambos partem do ponto (0,0), em que o
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delimitador W sempre assume valores menores que ¢ € por consequéncia D serd sempre igual a
do, dessa maneira todas as unidades experimentais sdo alocados em Sy de modo que SoNQy = Qo
e S; =0 tal que S; N Q| = 0, ou seja, todos as elementos de € estdo alocadas corretamente, em
contra partida, nenhum elemento de €2 foi selecionado de maneira correta; por fim para ponto
(1,1), o delimitador W € sempre maior do que ¢ e D igual a d; em todos os casos, resultando em
SiNQ =Q1eSy)=0,SoNQy=0. Como apresentado em Dodd e Pepe (2003), sensibilidade
em um dado ponto de corte ¢ e TVP(c), podem ser definidas como P[W(e) >c|e€ Q] e
TFP(c) como P[W(€) > ¢ | € € Qp], portanto, a curva ROC é determinada como o conjunto de
pontos verdadeiros e falsos positivos associados a dicotomizac¢do de W para diferentes pontos de

corte ¢ (PEPE, 2003), sendo assim, a curva ROC é dada por
ROC(c) = {(TFP(c), TVP(c)),c € (—o0, )},
em que para um extremo, a medida que o valor de ¢ aumenta

lim TVP(c)=0 e lim TFP(c) =0,

c—ro0 c—ro0

por outro, a medida que ¢ diminui

lim TVP(¢c)=1 e lim TFP(c) = 1.

c——oo c——oo

A curva ROC também pode ser escrita como
ROC() = {(1,ROC(1)). € (0,1)},

em que t = TFP(c) e ROC(t) = TVP(c).
2.2.1 Propriedades matemadticas da curva ROC

Dado uma amostra, em que ja se sabe se os elementos sdo positivos ou negativos,
para uma andlise dos valores obtidos na aplicacdo da varidvel W, € possivel definir dois conjuntos

de valores:
X =W(g), em que g éum caso negativo;
Y =W(&), emqueég; éum caso positivo.
Esta amostra pode ser utilizada como referéncia para a classificacdo de outras obser-

vagdes amostrais, passiveis de classificagdo em positivo ou negativo. Seja X = (x1,x2,...,X,)

eY = (y1,y2,..-,Ym), dado que o processo amostral é probabilistico, pode-se supor que x; sa0
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valores observados de uma varidvel aleatéria continua X com funcdo densidade de probabilidade
fx(-) e y; sdo valores observados de uma varidvel aleatéria continua ¥ com fungio densidade
de probabilidade fy(-), em que uma varidvel aleatéria é definida por: seja A = {ay,...,as} um
espaco amostral em que uma funcao de probabilidade € definida, se Z € um funcio de valores
reais definida em S, tal que Z associa pontos de S a valores reais, entdo Z € uma varidvel aleatéria
unidimensional (MOOD, 1950).

Se Z é uma variavel aleatdria continua, entdo existe uma fun¢io ndo negativa fz(z),

definida para qualquer real z € (—oo,0), tal que para um evento A qualquer

P[ZecAl= /Afz(z)dz.

A fung@o fz(+) é denominada fungdo densidade de probabilidade da varidvel aleatéria

Z (MOQOD, 1950). Além disso, outras defini¢des que serdo utilizadas no decorrer do trabalho sao

Fda) = PZ<d= [ fr(adz

Srla) = PlZzdl= | fo(e)dz=1-Frla),

sendo F7(z) a fungdo de distribui¢do acumulada e Sz(z) a fungdo de sobrevivéncia da variavel
aleatoria Z.
Uma classificagdo ineficiente W) ndo possui capacidade discriminativa quando as
varidveis aleatdrias X e Y sdo identicamente distribuidas, portanto para qualquer valor de c,
TVP(c) = TFP(c¢). Um teste perfeito W, consegue classificar corretamente todos os elementos
de Q) e Q,, neste caso, para algum ponto de corte ¢, TVP(c) = 1 e TFP(¢) = 0. Na prética a
maioria dos testes tem desempenho entre o teste perfeito e o ndo discriminativo.
Como definido em Pepe (2003), é possivel estabelecer algumas propriedades formais
para a curva ROC:
Propriedade 1: Seja (TFP(c),TVP(c)) um ponto na curva ROC para um classificador
W qualquer, seja .7 = h(W) e p = h(c), em que h(.) é uma funcdo estritamente cres-
cente, entdo P[.7 () >pleec Q| =P[W(e)>c|lee Qe P[T(e)>plec] =
P[W(e) > c| € € Q). Portanto, a curva ROC € invariante a transformacdes estritamente
crescentes.
Propriedade 2: Seja S, e Sy funcdes de sobrevivéncia das varidveis aleatérias X e Y, tal

que Sx(c) =P[W(e) >c|e€QpleSy(c)=P[W(e) >c|eeQ]. Sendo assim a curva
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ROC pode ser representada da seguinte forma
ROC(c) = Sy (Sx'(¢)) (2.2.1)

Essa defini¢cdo pode ser verificada simplesmente assumindo que ¢ = Sgl (1), sendo ¢ o
ponto de corte que gera um valor de TFP(c) = ¢, de modo que P[W(g) > ¢ | € € Qo] =1.
A TVP correspondente € P[W(e) > c | € € Qi] = Sy(c), daf a Equagdo 2.2.1 pode ser
facilmente verificada. Portanto, a curva ROC ¢é formada por um par de pontos dependentes

de c.
A curva ROC € uma fun¢do monotodnica crescente, 0 seu comportamento ird va-
riar dependendo da eficiéncia do classificador a ser analisado. Na Figura 3 € possivel ver o

comparativo das curvas ROC de trés classificadores diferentes.

Figura 3 — Curvas ROC para trés diferentes testes.
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2.2.2 Relagoes de domindncia

E possivel estabelecer algumas relacdes de domindncia para comparar diferentes
curvas ROC, generalizando as defini¢des apresentadas em Liu et al. (2005), sendo ROC; e ROC,
curvas associadas a dois classificadores W; e W», € possivel estabelecer as seguintes relacdes de
dominéncia:

I. ROC; domina ROC; para um valor fixo #, se ROC; (1) > ROC;();
II. ROC; domina ROC; em um intervalo [t,#;], se ROC(z) > ROC,(¢),Vt € [ty,11];
III. ROC; domina uniformemente ROC,, se ROC (¢) > ROC;(¢),Vr € [0, 1].
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2.2.3 Indices de sumarizacdo

Baseado na curva ROC existem vdrias medidas destinadas a auxiliar na avaliagio de
desempenho de um classificador. Como visto, a curva ROC apresenta valores para TVP e TFP
para diferentes pontos de corte, portanto conseguir agregar as informacdes fornecidas pela curva

em medidas resumo € algo muito pratico.
2.2.3.1 Area sob a curva ROC

A drea sob a curva ROC (area under curve, AUC), € uma medida que avalia o

desempenho de um classificador para todos os possiveis pontos de corte. A expressdo para a

AUC ¢ dada por
1
AUC = / ROC(r)dr.
0

Um teste perfeito, terd valor para AUC = 1, por outro lado, um teste nao informativo
tera AUC= 0,5. A drea sob a curva é uma medida de avaliacdo mais abrangente quando
comparado com as relagdes de dominancia, adotando um teste W uniformemente melhor do que

W,, de modo que
ROC|(t) > ROCy(z), Ve (0,1),
implica que
AUC| > AUCy;

porém a reciproca ndo € verdadeira. A interpretacdo para a drea sob a curva € de que ela trata
da probabilidade de uma observagdo, coletada aleatoriamente de X, ser menor ou igual a uma
outra observacao coletada aleatoriamente de Y. Com base nisso, a expressao da AUC descrita

em Bamber (1975) é dada por

1
AUC = / P(X > ¢)dP(Y > ¢)
0

_ / T PX > ¢) fy(e)de

= P(Y >X).

para o caso em que X e Y sdo varidveis aleatérias continuas, AUC = P(Y > X).
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2.2.3.2  Area Parcial sob a Curva ROC

A AUC possui algumas limitagdes em determinadas aplicacdes, visto que ela agrega
informagdes em regides da curva ROC sem relevancia para alguns estudos. Por exemplo, em um
processo de triagem populacional, uma alta TFP gera altos custos monetarios, portanto apenas a
regido com baixa TFP € de interesse. A drea parcial sob a curva ROC (partial AUC, pAUC) foi
abordada inicialmente em McClish (1989), Thompson e Zucchini (1989), Jiang et al. (1996),
mas um enfoque inferencial e probabilistico mais completo foi discutido em Dodd e Pepe (2003).
A pAUC definida em um intervalo (fo,#;) para TFP é dada por

pAUC(10,11) = t” ROC(1)dt, 2.2.2)

0
em que 0 <ty <t <1. A escolha do intervalo pode ser algo complicado e vai depender do
prejuizo associado a TFP, que varia dependendo da situacdo. Portanto € necessério didlogo com

o especialista da drea. Uma exemplificagdo para a pAUC(1y, 1) estd presente na Figura 4

Figura 4 — Tlustragdo de uma curva ROC e sua pAUC (tp = 0,1,1; =0,3).
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Alguns autores apresentaram diferentes interpretacdes desenvolvidas a partir da

Equacdo 2.2.2, Dodd e Pepe (2003) apresentam uma expressao alternativa para pAUC, dada por

gl i Sx ' (to)
pAUC(10,11) = /t Sy {551 (1)} dr = /S1 Sy (»)dFx (y)
0

X (tl)

Sy (10)
= [ sy

v (1)

= Py >X,X € {Sx'(n),S¢ (t0) }].
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2.2.4 Estimacgdo da Curva ROC

Dado que algumas propriedades da curva ROC foram definidas, existem uma série
de metodologias estatisticas destinadas a realizar inferéncias sobre a curva ROC populacio-
nal, na literatura existem duas abordagens que aparecem com certa frequéncia. A primeira
consiste na aplicagdo de métodos nao paramétricos aos dados para a obtengdo da curva ROC
empirica. Segundo Pepe (2003) métodos empiricos sdo populares para problemas envolvendo
classificadores continuos. A segunda metodologia consiste na suposi¢do de distribuicdes de
probabilidade conhecidas para X e Y, algumas criticas surgem com relacdo a essa metodologia
como apresentado em Pepe (2003), o principal motivo esta relacionado a fortes suposi¢des
paramétricas com relagdo a X e Y, uma condi¢do ocasionalmente desnecessdria, visto que a
curva ROC esté associada a relagdo das distribui¢des de X e Y e ndo na forma da distribuicao
propriamente dita.

Algumas considerac¢des precisam estar claras com respeito aos processo de estimacao:
as unidades amostrais precisam ser coletadas de maneira aleatdria para garantir independéncia,
isso serd util para defini¢des utilizando teoria de distribuicdo assintStica apresentadas mais
adiante. Os diferentes métodos de estimag¢dao bem como a variabilidade associada a cada um serd

abordado a seguir.

2.2.4.1 Estimagcdo Empirica

O estimador empirico da curva ROC consiste da representacdo da mesma por meio
dos dados observados, sendo assim, uma fun¢do da amostra. Portanto, para um ponto de corte ¢

€ possivel estimar a TVP e TFP por

TVR() = il[nzd/m,
TFP(c) = i"ll[Xch}/n,

J

sendo /[.] a fun¢do indicadora, tal que para um conjunto A

1, sexcA
0, sex¢A

]A()C> =

Equivalente a Equagdo 2.2.1, a curva ROC empirica R/OE pode ser expressa por

ROC, (c) = Sy (S5'(c)),
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em que Sy e Sy sdo as funcdes de sobrevivéncia empiricas das varidveis aleatérias X e Y, res-
pectivamente. Com relagdo a lﬁe sabe-se que ¢ uma fung¢do discreta que assume valores
{0,1/n,2/n,...,1} no eixo horizontal referente a TFP, na prética esses ponto sdo unidos linear-
mente; quando ndo existem empates, ou seja, nao existem valores iguais entre as observagdes
de Qp, de 1 ou entre Qp e Q, R/OEe ¢ um funcao escada crescente com saltos de tamanho
1/m no eixo vertical referente as observa¢des de Q; e saltos horizontais para as observagdes
de Q. Na ocorréncia de empates 1{0736 apresenta caracteristicas distintas dependendo do tipo
de empate: (1) na ocorréncia de empates entre as observacdes pertencentes a g (£21) ocasiona
em maiores saltos no eixo horizontal (vertical), (2) empates entre os elementos de Qy e Q;
resulta em saltos diagonais, representando um salto vertical e horizontal simultaneo. A Figura 5
apresenta a curva referente a um estudo sobre cincer de ovario abordado em Pepe (2003), em
que se mediu a intensidade de um gene especifico em tecidos com e sem cancer, nela é possivel

ver as ocorréncias descritas.

Figura 5 — Curva ROC empirica para conjunto de dados sobre cancer de ovario.
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2.2.4.2 Estimagdo da AUC empirica

A drea sob a curva ROC empirica pode ser calculada utilizando a Regra dos trapézios,
que consiste em dividir a curva em vérios retangulos, calcular e somar suas respectivas areas,
obtendo assim um aproximagao da verdadeira AUC empirica. A utilizagdo desse método €
equivalente a estatistica U do teste de Mann-Whitney (MANN; WHITNEY, 1947) aplicada a
duas amostras (BAMBER, 1975). Isso € bastante condizente visto que, por defini¢do, a estatistica
U estima a probabilidade de que um par (x,y) coletado aleatoriamente de dois grupos distintos X

e Y obedecerem a desigualdade x < y. Portanto o estimador ndo paramétrico para a AUC é dado
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por
AUC, =) Y vw(x,y)) / nm (2.2.3)
i=1j=1
sendo
I, sex<y
v(x,y) =19 1/2, sex=y
0, sex>y

Basicamente o procedimento consiste em avaliar, primeiramente para X, cada uma de
suas observagoes x; fixa e compara-las com todas as demais de Y atribuindo uma de trés possiveis
classificagdes denotadas por C;;, em que C;; = 1 se x; < y;, que representa a classificagido
"correta", C;; = 0 se x; > y; a classificacdo “incorreta” e C;; = 0,5 se x; = y;. O mesmo €
feito comparando cada uma das observagdes y; fixas com todas as observacdes de X. Um
exemplo didatico apresentado em Hanley e Hajian-Tilaki (1997) ajuda na compreensao desse
processo; assumindo X = (xq,...,x9) e Y = (y1,...,ys) como valores de um teste para os grupos

de pacientes sauddveis e doentes respectivamente.

Tabela 1 — Célculo das classificacdes para o conjunto de dados com seis individuos doentes e
nove sauddveis.

Individuos do grupo doente (m = 6)

Individuos do grupo
sauddvel (n=9) y=1 y,=5 y3=1 y=2 ys=2 Ys=5 C,

X =2 0,0 1 0,0 0,5 05 1 0,50
=1 0,5 1 0,5 1 1 1 0,83
a=1 0,5 1 0,5 1 1 1 0,83
=1 0,5 1 0,5 1 1 1 0,83
x5 =2 0,0 1 00 05 05 1 0,50
X =1 0,5 1 0,5 1 1 0,83
X7 =1 0,5 1 0,5 1 0,83
xg =1 0,5 1 0,5 1 1 1 0,83
Xo =1 0,5 1 0,5 1 1 1 0,83
C, 0,39 1 0,39 0,89 0,8 0,89

Os valores presentes na Tabela 1 representam o procedimento de classificagdo
descrito; parax; =2ey; =1, Cy; =0,0ja que x; > y1; os valores dos X-componentes denotados
por C,; sdo referentes as médias de cada uma das linhas da tabela com excecao da tltima e dos

Y-componentes denotados por Cy; as médias de cada uma das colunas com exce¢do da ultima.
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As medidas C, e C, apresentam alguns atributos interessantes; € possivel utiliza-las
para construir a curva ROC empirica, as médias de ambas sao equivalente a drea sob a curva.
Posteriormente, essas medidas também serdo utilizadas no estudo da variabilidade do estimador

nao paramétrico da AUC definido na Equacao 2.2.3.
2.2.4.3 Modelagem Paramétrica

Por intermédio da Equacdo 2.2.1 a curva ROC pode ser estimada por meio de uma
abordagem paramétrica em que se supoe distribui¢cdes de probabilidade conhecidas para X e Y.
A abordagem paramétrica utilizando a distribui¢do normal é uma das mais utilizadas na literatura

(SU; LIU, 1993; LIU et al., 2005; YAN et al., 2018; PEPE; THOMPSON, 2000). Supondo que

2 2 ~ ‘1 2 2 A -
X~ N (L, 05) €Y ~ AN (lhy,05), em que Ly, Ly sdo as médias € O, , 0y as varidncias, cada uma

podendo ser estimada por seus respectivos valores amostrais. Sob tais condi¢des a expressao
para a Curva ROC € dada por
) — O.
ROC(t) = ® <“’ Pry ( ’“) o (r)) : (2.2.4)

Oy Oy

em que P denota a funcio de distribuicdo acumulada da normal padrao. Na literatura a Equagdo
2.2.4 € a expressdo para a curva ROC binormal.

Existem algumas suposi¢des para a curva ROC binormal decorrente da propriedade
de invariancia diante de transformacdes monotdnicas estritamente crescentes, se X e Y tem dis-
tribui¢do de probabilidade normal e uma transformacdo H, = h(X) e H, = h(Y) é feita para uma
fun¢do monotdnica estritamente crescente, entdo H, e H, também seguem distribui¢do normal.

Afirmar que uma curva ROC para X e Y € binormal, € andlogo a afirmacado de que
para uma transformacdo estritamente crescente %, h(X) e h(Y) seguem distribuicdo normal
(PEPE, 2003). Sendo assim, € possivel aplicar fun¢des que ajudem a transformar a distribuicao
dos dados para um quadro mais préximo da normalidade.

A estimacdo para a curva definida na Equacao 2.2.4 pode ser feito por intermédio dos

valores amostrais da média e variancia das distribui¢des de X e Y, denotadas por fly, fl,, 6y e 6,

SN . ,ay_.ax @ -1
ROC(I)—CI)( 5 +<éy<1> (t))). (2.2.5)

A AUC paramétrica é dada por

Hy — Hx
AUC, =D | ———
g (\/G)C‘f’cy)7
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que pode ser estimada por
iy — i
\/6x + 6y

2.2.5 Variabilidade Amostral da Curva ROC

AUC, = @

O estudo da variabilidade amostral para medidas associadas a curva ROC como
sensibilidade, especificidade, AUC, pAUC e ponto de corte, € de grande importancia para auxiliar
nas interpretagdes dos resultados e avaliar a precisao dessas estimativas em que se observa os
valores que as mesmas podem assumir caso outras amostras sejam coletadas. Em especial, para a
AUC existe um conjunto de abordagens destinadas ao cdlculo da variagdo associada ao estimador
nao paramétrico (HANLEY; MCNEIL, 1982; HANLEY; MCNEIL, 1983), um dos métodos
mais intuitivos € o definido em DeLong et al. (1988), o qual consiste em calcular a variancia do
estimador definido na Equagdo 2.2.1 por intermédio das quantidades C, e Cy apresentadas na
Secdo 2.2.4.2. A expressdo da variancia é dada por

Val’(z@e) _ Variancia de Cy n Variancia de Cy’ (2.2.6)

n m

em DeLong et al. (1988) existe um terceiro termo ﬁe(l - z@e) /nm, sendo ignorado pelo
autor por ser insignificante a medida que n e m aumentam. O fato da A/U\Ce ser equivalente
a estatistica U permite usufruir das propriedades da mesma, dentre estas, a propriedade de
normalidade assint6tica, Mann e Whitney (1947) mostraram que se X e Y sdo varidveis aleatdrias
continuas e identicamente distribuidas, a medida que n e m cresce, a distribuicdo de U se
aproxima da distribuicdo normal. Posteriormente, Lehmann (1951) provou para uma classe de
estatisticas, que continha U, que independente de X e Y serem identicamente distribuidas, a
distribuicdo de todas as estatisticas desta classe € assintoticamente normal. Por meio dessas

propriedades € possivel definir um intervalo de confianca para a AUC, dado por

AUC, =@ ' (1 — at/2) \/Var(AUC,), (2.2.7)

em que @ ! denota a funcdo de quantis da normal padrio, Var a variincia amostral e & o nivel
de significancia.

Algumas consideragdes com respeito a intervalos de confianca na forma da Equagdo
2.2.7 foram feitas por Bamber (1975), que chama atenc¢ao para o fato da violacdo da suposicao
de normalidade, visto que a drea sob a curva somente assume valores no intervalo [0, 1], ao

contrario da distribuicdo normal que possui suporte nos reais, diante desta problematica, quando
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a estimativa pontual para a AUC estiver proxima dos limites zero ou um, a suposi¢do de
normalidade serd violada. Para valores distantes dos extremos, essa aproximacao tenderd a ser
adequada. Outro fator a se avaliar também € o tamanho da amostra, visto que quando maior for,
menor serd a variancia definida na Equacgdo 2.2.6 que resultard em intervalos mais estreitos.
Frequentemente € desejdvel saber se a drea sob a curva de dois classificadores (AUC;
e AUC,) distintos sdo iguais, isso € equivalente a testar se a diferenca entre ambas € igual a zero.
Com isso elabora-se um teste de hipdtese cujas alternativas sdo definidas na Equagdo 2.2.8. A
metodologia desenvolvida por DelLong et al. (1988) € voltada a comparacao da AUC, no ambito
nao paramétrico, de curvas ROC correlacionadas, que ocorre, por exemplo, quando diferentes

medidas sao retiradas de uma mesma observagao.

HO . AUC1 = AUCQ,
H: AUC1 #AUCz.

(2.2.8)

Para a realizacdo de um teste de hipdteses se faz necessario a definicdo de uma
estatistica de teste, nesse caso, essa estatistica € dada em funcdo da variacdo da diferenca entre a
—_— —_— - . - L. .
AUC,; e AUC,,, que sdo os estimadores ndo paramétricos para AUC; e AUC; respectivamente.

A expressao da variancia de A/U\Ce 1 — A/U\Cez ¢ dada por
Var(ﬁel - KU\Cez) = Var(ﬁ:el) + Var(ﬁez) - 2C0v(1@61 71®e2),

em que a expressao para covariancia em 2.2.9 é dada por

Covariancia entre os pares Cy

Cov(ﬁl,ﬁz) =
n

Covariancia para entre os Cy

(2.2.9)
m

Sen (1960) apresenta um método destinado a obtencdo de estimativas consistentes para os
elementos da matriz de variancia e covariancia de uma vetor de estatisticas U . Por meio disso,
DeLong et al. (1988) desenvolve o teste de comparagdo de duas ou mais AUC’s com base
no componente-X e no componente-Y previamente apresentados. A covariancia definida na

Equacgao 2.2.9 pode ser estimada por
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sendo C;,-,Cyli os X-componentes e Y-componentes para o primeiro classificador, C)%,-,Cyzl- 0s

componentes para o segundo classificador, C;,Cy,C; e C; as médias dos componentes.

Em geral ndo existe um teste exato para a Equacao 2.2.8, diante disso, a estatistica
para o teste assint6tico desenvolvida em DeLong et al. (1988) para o comparativo de duas AUC’s

¢ dado por

AUC,; — AUC,, — (AUC; — A
. AUC. —AUC, — (AUC, — AUCy) (2.2.10)

\/Var(AUC,; — AUC,»)

sob hipdtese nula z segue uma distribui¢ao normal padrao.

Outra forma presente na literatura para comparacdo de AUC’s € por meio do método
de bootstrap. Em que se define uma quantidade Z originalmente proposta por Hanley e McNeil
(1983), dada por

6, —6,
~ dp(61—65)
sendo 0; e 6, as duas AUC’s e dp o desvio padrdo. O dp(6; — 6,) é computado com base
em R réplicas bootstrap. Para cada réplica r, se faz uma amostragem aleatdria respeitando
a quantidade de individuos de ambos os grupos de classificagdo Qg e ;. Uma curva ROC
para cada classificador € construida, calcula-se suas respectivas AUC’s, 0y , e 6, ,, bem como
sua diferenga D, = 6y, — 60, ,. Por fim, dp(D) é computado. Como Z segue uma distribui¢ao
normal padrdo, os niveis descritivos sao calculados de acordo com a hipdtese nula de interesse.
O método de bootstrap também pode ser utilizado para construcao de intervalos de confianca
nao somente da AUC, mas também para outras medidas como pAUC, ponto de corte e AUC

paramétrica (ROBIN et al., 2011).
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3 COMBINACAO LINEAR DE CLASSIFICADORES

Em um cendrio multidimensional envolvendo classificadores com capacidades dis-
criminantes distintas, ou seja, métricas associadas a caracteristicas especificas dos individuos de
uma populacdo, pode ser proveitoso utilizar estes classificadores simultaneamente por intermédio
de um método de combinacdo a fim de elaborar um novo de maior eficiéncia. Além disso, dados
multidimensionais podem ser dificeis de se analisar; a reducio dessa dimensionalidade pode ser
feita por intermédio da combinacao linear dos classificadores (SU; LIU, 1993).

A combinacdo serd utilizada em conjunto com o ponto de corte para classificar os
individuos de Qg e Q1; no cendrio 2-D em que se dispde de dois classificadores Wy e W; e se
estabelece um combinagdo linear oy W; + coW», a equacao da reta oy Wi + opW, = ¢ serd no
caso um critério de divisdo. Isso pode ser visualizado na Figura 6 (a), em que as linhas em
paralelo representam a escolha de diferentes pontos de corte para a combinacgao linear. Em um
cendrio 3-D a combinacgdo passa a projetar um plano que divide os individuos dos grupos de
classificagdo como pode ser visualizado na Figura 6 (b).

Figura 6 — Combinacao Linear dos classificadores W; e W, para trés pontos de cortes distin-
tos, em (a). Em (b) ilustracdo do comportamento da combinacgdo linear com trés

classificadores Wi, W, e W3 no cendrio 3-D.
(a) b)

Na literatura existem metodologias baseadas em diferentes critérios para a elaboragado
de uma combinacdo linear. Fisher (1936) considera a combinagdo linear de discriminantes de
modo que a razdo entre a diferenca de médias da combinacao linear nos dois grupos e sua
variancia seja maximizada. Welch (1939) sugere um procedimento que minimiza a probabilidade
total do erro de classificacdo. Também existem métodos baseados na curva ROC por ser
uma ferramenta avaliativa muito utilizada em estudos de classificacdo, em que seus indices de
sumarizagdo apresentados nas Se¢do 2.2.3 sdo também escolhas razodveis como critérios de

maximizacdo; Su e Liu (1993) aborda dois métodos com base na curva ROC binormal em que
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um deles visa a maximizagdo da AUC, que também € um critério adotado em Pepe e Thompson
(2000) para a elaboragdo da combinagao linear ndo paramétrica. Yan et al. (2018) discutem

técnicas paramétricas e ndo paramétricas para a maximizagao da pAUC.

3.1 Combinacao discriminante linear

SejaX=X,X,...,.X,eY=Y,Y,,....Y,, amostras aleatdrias de Qg e € res-
pectivamente, tal que X; = [Xi1,.... Xu]T,i=1,2,...,n,e ¥; = [le,...,ij}T,j =1,2,....m
sdo vetores aleatorios de dimensdo k x 1, em que cada elemento destes € uma varidvel aleatoria
com sua propria distribui¢do de probabilidade marginal. Supondo agora que X e Y possuem

distribui¢cdo normal multivariada tal que

X ~ M (ﬂx,zx> . Y~ M (ﬂyzy)a

sendo p, e U, os vetores de médias e Zx e Zy as matrizes de variincia e covariancia de
dimensdes (k X k).

Su e Liu (1993) apresenta duas abordagens baseadas na relacdo existente entre as
matrizes de varidncia e covariancia, a primeira considera que aZZy ¢ igual a X, ou seja, elas
diferem por um fator de escala desconhecido a®. Utilizando essa restricao € possivel elaborar uma
combinagdo linear que resultard na curva ROC dominante em relagao as demais combinagdes
lineares; a segunda abordagem ndo estabelece restri¢des para X, e X, e adota a AUC como

critério para a elaboracdo da combinagdo.

3.1.1 Curva ROC dominante para ¥ e ¥., proporcionais

-

Seja & = [oy,...,04]" o vetor de coeficientes associado a combinagéo linear. E

possivel definir duas varidveis unidimensionais U = "X e V = &Y, tal que
U=a'X~ AN (,07) , V=aTY~ A (w,07),

emque l, =01 U, =W, ol=a'Laec’= o'X 0. A fim de encontrar uma combi-
nacao linear que resultard em uma curva ROC que domina todas as demais, Su e Liu (1993)
define @ = [aty, ..., 0] o< ( Hy—p X)Z;l como os coeficientes para a melhor combinagio linear,
condizente com o coeficiente discriminante linear de Fisher (FISHER, 1936). Expressdes para
sensibilidade e especificidade podem ser obtidas em fun¢do dessa combinagéo linear; seja Fy (-)

a funcdo de distribuicdo acumulada de U, em que a especificidade é definida por Fy(c), e
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sensibilidade definida por H(c) = 1 — Gy (c), tal que Gy (+) é a fungdo de distribui¢do acumulada

de V. Portanto, para qualquer valor ¢ fixo, existe um ponto de corte ¢ tal que

O ponto de corte pode ser definido por
c = w+o (1o,

por fim, a expressao para sensibilidade é dada por

. . —1
Ha(c) — 1—c1>(c ‘u”):l—cp(uV Hu - © W’“). 3.1.1)

o2 oy

Para o caso de matrizes de varidncia e covariancia nao proporcionais Anderson et
al. (1962) apresentaram uma classe de regras para classificacdo de duas distribuicdes normal
multivariada utilizando uma combinacao linear. Em geral, ndo existe uma combinacao linear
que resulte em uma curva ROC uniformemente dominante, a ndo ser que condi¢cdes especiais
sejam estabelecidas, estas que na pratica costumeiramente sdo violadas. Além das classes de
regras, Anderson et al. (1962), apresentaram critérios para estabelecer a combinacdo linear,
dentre eles, uma solu¢do Bayesiana em que dada uma distribui¢ao a priori para as proporg¢oes
populacionais, adota-se um procedimento que minimiza a probabilidade do erro de classificacao
para um grupo, mantendo fixa a probabilidade para o outro. Uma alternativa abordada em Su e
Liu (1993) consiste de uma combinagao linear de classificadores que maximize a AUC; denotada

por combinacdo sob o critério AUC.
3.1.2 Combinacao linear sem restricoes em ¥, e X,

Seja X ~ ([.l.x,zx> eY ~ M (uyi‘.y) , ou seja, ndo ha restri¢cdes especiais
para X, e . Nesse caso os coeficientes para a melhor combinac@o linear sdo @ = [¢t;,. .., 0] o<

(X, + Ey)_l ( Hy,—p .)- A expressdo da AUC para a melhor combinagio linear é dada por

AUC = & <\/(uy — )T (Z+ X))y, — ﬂx)) ,

sem perda de generalidade, € possivel definir a pAUC para um intervalo de TFP com limites

[to,11], cuja expressdo obtida por meio da Equagéo 3.1.1 é dada por

h v Mu (I)_l u
pAUC(1g,11) = 1_q>(“ a J; (1) )dt. 3.12)
) v

Em muitas situagdes [, iy, Xx e Xy sdo desconhecidos, sendo possivel estimd-los por meio de

uma amostra representativa.
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3.1.3 Processo de estimacdo

Seja S a soma de quadrados dada por
S=) Xi—A)Xi—p)T+ )Y (Y;—p,)(¥;— )T,
i=1 j=1

emque fl, e ﬁy sao os vetores de médias amostrais. Para para o caso em que X, =X, =X, Sue

Liu (1993) define um estimador ndo viciado para £~! dado por § = (m+n—k— 3)S*1, além
) N DU . .

disso, & = S ([.Ly — f1,) é um estimador nao viciado para ¢.

Quando ndo vale supor que X, e X, sdo proporcionais, ambas podem ser estimadas
n m

utilizando S, = Z(X,- —p)Xi—f,)"eS, = Z (Y;—@,)(Y;—f,)7, supondo que
i=1 =1
S, ~ Wishart(n—1,k,X),

S, ~ Wishart(m—1,k,Z)),

sendo S,/(n—1) e S,/(m— 1) estimadores de maxima verossimilhanga para X, e X, com erro
quadratico médio na ordem de 1/n e 1/m, respectivamente. Su e Liu (1993) define um estimador
consistente para @ = (£, +£,) " (, — u,) dado por

o (S 8 N\

a:(ﬁ—f— 3 ) (”‘y_”'x>v

m—1

em que o erro quadratico médio associado a & é de ordem 1/min(n, m).

A utilizagdo dos métodos apresentados exige uma avaliacdo do comportamento
dos dados e verificagdo da suposicao de normalidade, quando esta nao é valida para X e Y,
a transformacao de Box-Cox (BOX; COX, 1964) pode ser utilizada para melhorar o ajuste.
Em geral quando ocorre afastamento da distribuicao normal existe certa perda de performance

associada aos métodos (SU; LIU, 1993).
3.1.4 Limitacoes do uso da pAUC sob suposi¢do de normalidade

Existem algumas complica¢des associadas a combinagdo linear sob o critério pAUC,
primeiro que ao contrario da AUC, a pAUC ndo possui expressdo analitica simples, além
disso existe o problema de multiplos mdximos como apresentado em Hsu e Hsueh (2013).
Analiticamente o processo de maximizacao pode ser feito por meio de uma soluc¢do que satisfaca
a Equacdo 3.1.3 para um ¢ fixo

dpAUC(t)

o =0. (3.1.3)
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Porém a matriz hessiana ¢ de uma complexidade considerdvel, que implica na
incerteza associada ao vetor de coeficientes encontrado, podendo o mesmo ser um ponto de
maximo global ou um ponto de minimo local (HSU; HSUEH, 2013).

Uma expressdo alternativa para um caso envolvendo um tnico classificador foi
proposta por Thompson e Zucchini (1989). Assumindo que X ~ A4 (0,1) e Y ~ .4 ([.L, 62), a
pAUC(0,7) é dada por

pAUC() = Fayy (L,cp1 (t): —;) ,
Vito? Vit ol
em que Fgyn(v1,02;0) =P (U1 < 01,0 < v7) é a fungdo de distribui¢do de varidveis aleatdrias
0 e Y, que conjuntamente seguem normal multivariada com correlacdo p. Generalizando para
o caso de multiplos classificadores, Yan et al. (2018) apresenta a seguinte expressao

aT(”Y_”'X> 71( ) \% aTEXa

pAUC I)ZFBVN , P (1);—
( \/aT (Ex-l-z.y)a \/(XT<ZX +Zy)a

3.1.4.1 Problema dos miiltiplos mdximos

O célculo da combinagdo 6tima sob o critério da pAUC pode envolver problema de
multiplos maximos, em que existem dois ou mais vetores de coeficientes distintos que levam a
mesma curva ROC, e por consequéncia, a mesma pAUC. Nesse caso se diz que os vetores sdao
equivalentes. Além disso, existe o problema de méximos locais provocados por diferentes vetores
de coeficientes que ndo sdo essencialmente equivalentes, como € relatado em Hsu e Hsueh (2013).
A fim de reduzir esses problemas Yan et al. (2018) apresenta alguns procedimentos que consiste
em dividir a regido de busca dos coeficientes em sub regides em que se espera existir apenas
um maximo local, em que o procedimento de otimizag¢do pode ser feito separadamente em cada
umas dessas sub regides, para que por fim, possam ser combinados. Esses procedimentos sao
apresentados a seguir
Padronizar o vetor de coeficientes: Dado um vetor de coeficientes &, e um escalar
positivo b, tal que & e ba sdo equivalentes por resultarem na mesma curva ROC e pAUC;

Yan et al. (2018) define o seguinte vetor de coeficientes padronizados

sgn( o
b= Ma, (3.1.4)
| Cmax|
em que sgn(.) a funcao sinal e o,y 0 coeficiente com o maior valor absoluto. O maior
coeficiente de @, serd igual a um, e todos os demais € [—1, 1]. Dois vetores €; e € serdo

equivalentes se suas formas padronizadas forem iguais.
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Dividindo regides viaveis: Para situacdes envolvendo dois classificadores &¢* = (o], 3 ),
adaptado de Pepe e Thompson (2000), o procedimento consiste (1) fixar af = 1 e encontrar
um valor para @; € [—1,1] que maximize a fun¢éo de interesse, (2) repetir para o; = 1
fixo e @ € [—1,1], por fim (3) combinar os resultados obtidos nas buscas anteriores e
encontrar os coeficientes cuja combinagdo seja a melhor sob o critério de maximizacgao;
essa estratégia divide a regido de busca em duas sub regides que nao contém dois vetores
de coeficientes equivalentes.

Para o procedimento de busca apresentado é possivel estabelecer uma estratégia
de troca de sinal da escore combinada, nesse caso W = ;W + coW», sempre que a AUC for
menor que 0,5; isso permite que os coeficientes (—1,0,) e (¢, —1) sejam observados. Porém,
como apresentado em Yan et al. (2018), essa estratégia pode provocar a ocorréncia de multiplos
maximos, como alternativa rotinas semelhantes as (1) e (2) para @ = —1 e 0p = —1 fixos podem

ser utilizadas.

3.2 Métodos nao paramétricos

Quando as suposi¢des paramétricas sdo violadas, estimar a AUC e pAUC por meio
das expressoes apresentadas anteriormente nio € aconselhdvel. Como alternativa, a utilizacdo de
métodos nao paramétricos para o problema de maximiza¢do pode ser uma solucdo viavel. As
suposicdes previamente apresentadas nao serdo consideradas nessa se¢ao, sendo fy(.) e fy(.)

func¢des densidade de probabilidade desconhecidas paraU e V.
3.2.1 Combinacdo linear ndo paramétrica

Por definicao, a AUC representa a probabilidade de corretamente ordenar os pares
(x;,y;) ou seja x; < y;, uma estimativa da AUC baseada nesse processo de ordenacdo €, na
verdade, similar a estatistica U do teste de Mann—Whitney. Sendo assim, o estimador ndo
paramétrico para AUC associado a combinacio linear € dado por
AUC,, = 221 v; > U] / (3.2.1)
i=1j=
O estimador ndo paramétrico da pAUC(#, ;) associado a combinagio linear é dado

por

n

m
pAUCnp l(),l‘1 Z Z[ V >U; , Ue€ (QQ,ql)] /nm, (3.2.2)
i=1j=1
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em que gy = S[,l (to) e q1 = Sl_]1 (t1), em situagdes em que os quantis populacionais sdo desco-
nhecidos, os empiricos deverao ser utilizados.

As Equagoes 3.2.1 e 3.2.2 fornecem solu¢des mais robustas para o problema de
maximizacdo de AUC e pAUC afim de encontrar coeficientes 6timos para a combinagdo linear
de classificadores, porém por ndo serem funcdes continuas, um método de busca ao invés de
um por derivacdo € necessario para a maximizagao, outra complicagdo € de que o processo de
otimizacdo fica mais dificil a medida que o nimero de classificadores aumenta. Com o objetivo
de diminuir o gasto computacional, Pepe e Thompson (2000) propuseram um método stepwise,
dado por

Método stepwise: Seleciona-se os dois classificadores que juntos produzem a maior area
de todos os k classificadores, com isso um novo classificador é formado, W) () =Y; + aYs.
Em seguida, o terceiro melhor classificador é agregado a W (), formando sem perda
de generalidade um novo classificador W (a, B) =Y + a¥, + BY3. O procedimento é
repetido até que todos os k classificadores sejam incluidos no modelo. Pepe e Thompson
(2000) afirma que esse método € ttil para economizar gastos computacionais, porém o0s
coeficientes obtidos podem ndo ser os melhores no espaco k-dimensional.

Algumas consideracdes sobre a eficiéncia dos métodos ndo paramétricos foram feitas
por Pepe e Thompson (2000), por meio de estudos de simulagcdo em que se considerou dados com
comportamento normal em que ambos 0s grupos possuiam matrizes de variancia e covariancia
iguais, percebeu-se que o desempenho da combinagdo linear ndo paramétrica sobre o critério da
AUC foi similar ao obtido utilizando a combinacdo linear sob suposi¢ido de normalidade proposta
por Su e Liu (1993). Além disso, o processo de combinagdo linear, nesse cendrio, trouxe maior

contribui¢do para AUC quando os classificadores eram nao correlacionados.
3.2.2 Combinagdo linear ndo paramétrica por kernel

A utilizacdo de kernel pode ser ttil para modelagem de um conjunto de dados sem
que haja a suposicao de uma distribuicdo de probabilidade especifica para os mesmos. Esta
metodologia pode ser entendida por meio do processo de construcdo de um histograma, que €
uma forma de estimacao nao paramétrica da densidade de um conjunto de observagdes, nele d
observagoes sao agrupadas em intervalos geralmente equiespacados de tamanho /4, de modo que
a densidade no ponto s é estimada por

nimero de observacdes no intervalo que contém s
dh '

fr(s:h) =
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Duas escolhas importantes sdo tomadas na constru¢cdo de um histograma: (1) o valor do limite
inferior do primeiro intervalo e (2) o valor 4 para a largura dos intervalos. Dependendo destas
escolhas, o histograma terd diferentes formas, como pode ser visualizado na Figura 7.

Figura 7 — Histogramas do tempo de erupg¢do de géiseres no Parque Nacional de Yellowstone
para diferentes valores de 4.
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Fonte: Azzalini e Bowman (1990).
Seguindo esse raciocinio, para uma amostra aleatoéria Sy,...,S; de uma varidvel

aleatdria continua e univariada S, com func¢io densidade de probabilidade fs(-), tal que

1
fs(s) = lim —Pls—h < S <5+ (3.2.3)

para qualquer valor de A, é possivel estimar a fun¢do densidade de probabilidade definida na
Equagdo 3.2.3 por meio da quantidade de observagdes no intervalo (s — h,s+ k). Portanto uma
forma natural de estimar a Equagao 3.2.3 para um valor pequeno de 4, € dado pela expressao a

seguir

1
fs(s) = i [Nimero de observagdes no intervalo (s —h, s+ h)], (3.2.4)
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em que a Equagdo 3.2.4 € denotado na literatura como naive estimator, cuja expressao pode ser

e

também definida por

&I'—‘

~.

em que

1/2, se |s| <1,
o(s) = / s (3.2.5)
0, caso contrdrio,
desse modo, para cada observagio se constréi uma retdngulo de largura 2/ e altura (2hd) ™!
Generalizando para o caso em que a Equacdo 3.2.5 € substituida por uma funcao K

que satisfaz / K(x)dx = 1 conhecida como kernel, é possivel definir o estimador da densidade
R

kernel no caso univariado por

fs(s) = (dn)~! ZK{ s—Si)/h}, (3.2.6)

em que 4 é um nimero positivo referente a largura intervalar, também conhecido como parametro
de suavizagcdo. Geralmente a escolha para K é de uma funcdo densidade de probabilidade
simétrica e unimodal em torno de zero, isso garante que fg (x) definida na Equac@o 3.2.6 também
seja uma densidade; embora existam casos em que kernels que ndo sejam densidades sdo
utilizados (WAND; JONES, 1994). A escolha de K ndo € particularmente importante, ja o valor

de & tem grande impacto no processo de estimacao.

Figura 8 — Gréfico das estimativas de densidade kernel para o tempo de gé€iseres no Parque
Nacional de Yellowstone para diferentes valores de 4. A linha continua € referente a

estimativa kernel, a pontilhada a verdadeira densidade.
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Fonte: Azzalini e Bowman (1990).

Na Figura 8, o gréfico (a) representa a densidade de kernel para 4 = 0,25, resultando

em uma densidade proxima da real. Ja (b) e (c) com valores de 4 de 0,05 e 0,8 respectivamente,
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resultaram em estimativas inadequadas, no caso de (b) o resultado foi uma densidade pouco
suave (undersmoothed), em (c) o contrario ocorre, que € o caso de uma estimativa da densidade
super suave (oversmoothed).

Portanto, para o processo de andlise com relac@o a curva ROC, € possivel utilizar
o estimador de kernel para estimar as fun¢des densidade de probabilidade de U e V sem a

necessidade de suposi¢des paramétricas. Os estimadores de densidade kernel nesse caso sao

dados por
. 1 & w—U;
U\w - K )
o) = oYK ()
. 1 o w V,)
w) = —) K
fV( ) mhv i—1 < hv
A expressao para o estimador de kernel para AUC definida em Lloyd (1998), € dada
por
_ m.n Vi—U
AUC, = — d J (3.2.7)

em que /iy € hy s@o definidos em Zou et al. (1998) por

hy = 0,9min(dp(U),IQR(U)/1,34)n" 17,

hy = 0,9min(dp(V),IQR(V)/1,34)m™ ',

sendo IQR o intervalo interquartil.
Em Yan et al. (2018) o estimador para pAUC por kernel € obtido utilizando hy =
0,9min (dp(V;),IQR(V;))n®2, com nota¢do andloga para V. Dada a densidade estimada, é

possivel obter as fungdes de sobrevivéncia, definidas por

Suw) = [ uoa
Ssw) = [ v

a estimativa da curva de ROC pelo método de kernel é dada por
ROCk(r) = $v (85 (1))
por fim, o estimador de kernel para a pAUC ¢é dado por

— fo
pAUCk(t) = / ROCk (t)dt.
0
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Portanto, € possivel definir um método de combinacio cujo objetivo seja encontrar o
coeficiente & que maximize a AUC definida na Equacdo 3.2.7, ou utilizando o método definido
por Yan et al. (2018) para o critério pAUC. Algumas consideragdes para o método de kernel
sdo destacadas em Yan et al. (2018): (1) tamanho da amostra, (2) tempo computacional e
(3) intervalo apropriado. (1) recomenda-se uma amostra de tamanho 100 para cada um dos
grupos, para gerar estimativas robustas. Em (2) o tempo computacional necessario para encontrar
os coeficientes pelo abordagem de kernel € consideravelmente alto quando comparado com
os demais métodos apresentados. Para (3) a escolha do intervalo A, que em certos cendrios,

proporciona uma estimava da drea que subestima o verdadeiro valor.
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4 APLICACAO

Foi realizada uma anélise do conjunto de dados relativo a situagdo cadastral dos
alunos da Universidade Federal do Ceara no ano de 2018, cujo processo de ingresso dos mesmos
foi feito por intermédio do SiSU dos anos de 2014 e 2015. O objetivo do estudo € analisar o
fendmeno da evasdo discente precoce cuja ocorréncia representa um cendrio catastréfico no
ambito educacional por ser muito custoso para a Institui¢do. Estudantes ingressos que desistem
sdo desperdicios sociais, académicos e econdmicos; no setor privado significa perda de receitas,
no setor publico sdo recursos investidos sem retorno (LOBO et al., 2007).

O MEC/SESU (1996) por meio da Comissao Especial de Estudos sobre a Evasao
nas Universidades Publicas Brasileiras classifica o fendmeno da evasio no ensino superior em:

e Evasao de curso: Aluno desliga-se do curso de origem sem conclui-lo (transferéncia
interna ou aprovagao no vestibular para outro curso na mesma institui¢ao);

e Evasao de instituicdo: Aluno abandona a IES na qual estd matriculado (transferéncia
externa ou aprovagdo no vestibular para curso em outra institui¢cdo);

e Evasao de sistema: Aluno se ausenta de forma permanente ou temporaria da academia
(desisténcia).

Na andlise, foi considerado evadido o aluno que teve cancelamento de matricula no
curso.

A PORTARIA NORMATIVA N° 21, DE 5 DE NOVEMBRO DE 2012, instituida
pelo MEC, que trata do Sistema de Sele¢do Unificada - SiSU, estabelece a possibilidade das
institui¢Oes participantes designarem pesos € notas minimas referentes as provas do ENEM. Tal
procedimento visa gerar “melhores” perfis dos ingressantes nos cursos superiores. Na UFC,
até o processo dos ingressantes do ano de 2018, ndo hd pesos diferenciados entre as provas,
assim como nao ha nota de corte. Uma possivel andlise sobre a eficiéncia da adocao de pesos
diferenciados nas provas do ENEM, pode ser realizada por intermédio dos métodos apresentados
nos capitulos anteriores.

No presente trabalho foram utilizadas as notas obtidas pelos alunos, nos exames de
2014 e 2015, nas disciplinas de Matematica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas, Portugués
e Redacdo; por meio destas procurou-se elaborar um classificador baseado na combinagao linear
das diferentes disciplinas de modo a definir uma métrica que considera pesos para cada uma das
provas bem como a escolha de pontos de corte focando na implementacao no sistema de selecao

que pode ser adotado pela Universidade.
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4.1 Apresentacio dos dados

Para esse estudo foram consideradas 1569 alunos, dos quais 919 (59%) estao com
matricula ativa, 628 (40%) com matricula cancelada e 22 (0,1%) concluiram a graduacdo. O

conjunto de dados € apresentado na Tabela 2

Tabela 2 — Status e Notas dos alunos que realizam a prova do ENEM (2014 e 2015).

Indice Status Por Mat CN CH Red
1 ATIVO 648,10 666,70 603,80 673,00 780,00
2 ATIVO 579,90 735,80 598,10 623,00 720,00

3 ATIVO 332,30 743,40 629,80 671,60 780,00

927 CANCELADO 596,30 722,30 607,80 745,50 660,00
928 CANCELADO 618,80 775,40 617,90 684,40 860,00
929 CANCELADO 635,30 725,70 628,30 769,60 800,00

1567 CONCLUIDO 620,90 784,40 644,90 66520 660,00
1568 CONCLUIDO 59840 850,40 678,00 654,80 780,00
1569 CONCLUIDO 627,60 827,30 643,80 651,20 940,00

As variaveis do estudo sdo

Mat: Nota na prova de Matematica;

Por: Nota na prova de Portugués;

CN: Nota na prova de Ciéncias da Natureza;

CH: Nota na prova de Ciéncias Humanas;

Red: Nota na prova de Redacao;

Status: Indicador se o aluno evadiu ou nao.

Alunos com Status ativo ou concluido serdo considerados como igualmente perten-
centes a um tnico grupo de classificacdo andlogo a 1, no texto serd referido como grupo dos
nao desistentes, estudante com Status cancelado serdo pertencentes ao conjunto de classificacdo
Qo ou grupo dos desistentes. Para essa andlise foram considerados apenas os alunos dos cursos

oferecidos pelo Centro de Tecnologia da UFC.
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4.2 Analise descritiva

Para a anélise descritiva foram calculadas primeiramente algumas medidas para cada

uma das notas apresentadas na Tabela 3

Tabela 3 — Medidas Descritivas para notas do ENEM (2014 e 2015).

Minimo 1°Q Mediana Média 3°Q Miximo  dp (Y

Port 332,33 596,0 6224 6204 646,8 7589 42,53 0,0685
Mat 3439 6965 7573 750,6 808,77 973,6 84,78 0,1129
CN 389,8 6066 6499 649,88 6942 860,0 62,82 0,0966
CH 5484 6548 6842 6852 714,66 863,6 4323 0,0631
Red 380,0 740,0 820,0 814,6 900,0 1000,0 102,62 0,1259

Para a prova de Portugués é possivel perceber que se trata da avaliagdo com as
menores notas, em que os valores variam de 332,3 a 758,9, as medidas de tendéncia central
sdo similares com 620,4 e 622,4 para a média e mediana respectivamente, além disso pelo
coeficiente de variacdo (0,0685) a nota de Portugués apresenta a segunda menor variagdo. A
prova de Matematica apresenta maior magnitude com relacdo as notas quando comparada a
de Portugués, com variagdo de 343,9 a 973,6, a média e mediana de 750,6 e 757,3 também
indicam isso, porém sua variagdo € a segunda maior das provas como indicada pelo coeficiente
de variacao (0,1129). A prova de Ciéncias da Natureza € um intermedidrio entre Portugués e
Matemadtica, na maioria das suas medidas de posi¢ao, tendéncia central e pelo coeficiente de
variagdo (0,0966). As provas descritas até entdo trazem um comportamento similar entre si, todas
apresentam amplitude considerdvel do minimo para o primeiro quartil, algo que ndo ocorre entre
o terceiro quartil e 0 méximo. A prova de Ci€ncias Humanas apresenta comportamento similar
com a de Portugués do que diz respeito a dispersdo das notas, com coeficiente de variagdo de
0,0631 sendo o menor dentre as provas, porém a mesma apresenta magnitude de valores maior
que a prova de Portugués, variando de 548,4 a 863,6, com mediana e média de 684,2 e 685,2
respectivamente. As notas de Redacao sdo as que apresentam os maiores valores, variando de
380,0 a 1000,0, com mediana e média de 820,0 e 814,6, porém pelo coeficiente de variagao
(0,1259) a prova de Redacdo € a que apresenta a maior variacdo, além disso a amplitude entre o
minimo e primeiro quartil € consideravel, similar ao que foi observado para as trés primeiras
provas, sugerindo assimetria dos dados.

A Tabela 4 apresenta as medidas descritivas para cada uma das provas para o grupo
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dos desistentes e ndo desistentes. Em geral, as notas das provas dos alunos do grupo desistentes
sao menores que a do grupo dos nao desistentes, as interpretacdes com base no coeficiente de
variagdo sdo similares as apresentadas para a Tabela 3.

Tabela 4 — Medidas Descritivas para notas do ENEM (2014 e 2015). As linhas em branco sao

referentes as medidas descritivas dos alunos com matricula cancelada, as azuis dos
alunos com matricula ativa ou concluida.

Minimo 1°Q Mediana Média 3°Q Maiximo dp Cv

Por 3724 592,1 6164 6158 6425 7589 43,56 0,0707
0,0666

Mat 3844 6773 738,2 7335 7930 969,8 81,92 0,1116

0,1112
CN 421,2 5957 6365 636,7 677,8 844,7 61,21 0,0961
CN 389,88 613,5 660,2 6585 703,7 860,0 62,39  0,0947
CH 5484 6506 678.8 681,8 712,5 863,6 43,69 0,0640
CH 5744 657,1 687,77 687,4 7164 849,55 42,79  0,0622
Red 480,0 720,0 800,0  799,8 880,0 1000,0 103,06 0,1288
Red 380,0 760,0 840,0 824,5 900,0 1000,0 101,18 0,1227

A matriz de gréaficos na Figura 16 (ver Apéndice) apresenta informagdes sobre as
notas dos alunos desistentes e ndo desistentes com relagdo a cada uma das provas, sendo com-
posta na parte superior pelo coeficiente de correlacdo de Pearson, na diagonal as estimativas de
densidade kernel e na parte inferior pelos gréaficos de dispers@o. Considerando o coeficiente de
correlacao percebe-se que as provas apresentam correlacdo moderada, sendo a maior entre Mate-
mdtica e Ciéncias da Natureza, isso ndo ocorre para Redacdo cujo coeficiente de correlagdo com
todas as demais € préximo a zero, indicando relagdo linear muito fraca. As curvas de densidade
entre grupos de classificacdo sao similares para todas as notas, sugerindo certa semelhanga no
perfil dos alunos desistentes e ndo desistentes quando se avalia as provas marginalmente isso
pode ser também visualizado com auxilio da Figura 9, nela também € possivel ver a diferenca da
magnitude das notas comentadas na andlise da Tabela 3 em que a prova de Portugués possui em
geral as menores notas e a de Redacao as maiores.

A fim de definir um classificador baseado na combinacao linear das provas, foram
utilizados os seguintes métodos: Normal Discriminante Linear (SU; LIU, 1993) para o caso
de matriz de variancia e covariancias nao proporcionais, Nao Paramétrica utilizando o método
stepwise (PEPE; THOMPSON, 2000), Nao paramétrico simultdneo em que todos os coeficientes

sdo selecionados pelo algoritmo de busca de forma simultinea, Combinacao Linear Nao Paramé-
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trica por kernel. Também foi realizado o ajuste de um modelo de regressao logistica por ser uma

abordagem respeitada na drea da estatistica e servindo também como referéncia.

Figura 9 — BoxPlot referente as notas no ENEM para ambos os grupos de classificacdo. D:
Alunos Desistentes, N.D: Alunos Ndo Desistentes.
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Para essa andlise todas as notas foram padronizadas. Os procedimentos computacio-
nais foram realizados com auxilio do software R (R CORE TEAM, 2018).

Primeiramente, tratar cada uma das notas como classificadores € interessante para
analisar como se d4 o desempenho de cada umas das varidveis da combinacdo linear individual-

mente. A Figura 10 apresenta as curvas ROC para cada uma das notas.

Figura 10 — Curva ROC para classificadores individuais.
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Considerando cada uma das provas como um classificador é possivel perceber pela
Figura 10 que todos apresentam baixa eficiéncia de classificacdo, isso pode ser compreendido
com o auxilio da anélise descritiva em que o comportamento das distribuicdes de frequéncia
dos alunos desistentes e ndo desistentes para cada uma das provas sdo similares, isso resultard
em uma quantidade considerdvel de erros de classificacdo independente da escolha do ponto
de corte (relembrando a exemplificagdao da Figura 1). A prova de Matematica e de Ciéncias da
Natureza apresentaram as maiores AUC’s (0,60 e 0,59) dentre as disciplinas avaliadas, além disso
a curva ROC de ambas domina as demais em praticamente todo o intervalo de especificidade.
A prova de Ciéncias da Humanas ficou bem préxima da linha que indicaria que o classificador
€ ndo informativo, apresentando uma AUC (0,54) muito préxima de 0,5. Com base nos dados
procurou-se elaborar uma combinagdo linear desses classificadores pra a elaboracdo de um novo

classificador de maior eficiéncia, utilizando as diferentes metodologias apresentadas.

4.3 Ajuste para Modelo Normal Discriminante Linear

Para o ajuste do modelo normal discriminante linear certas suposi¢des precisam ser
avaliadas. Como visto na andlise descritiva, algumas notas apresentavam assimetria a esquerda,
0 que sugere um afastamento da distribuicdo normal. Um forma de verificar a suposi¢ao de
normalidade se dé pela construcdo de um grafico QQplot com bandas de confianca construidas
através de simulacdes de Monte Carlo propostas por Atkinson (1981), originalmente para
verificac@o da distribuicdo dos residuos do modelo de regressao normal linear, denominado de
envelope. Os graficos estao presentes na Figura 11, em que X1,X>,X3,X4,X5 € Y1,Y2,Y3,Y4,Y5
sdo as notas de Matematica, Ciéncias da Natureza, Redagdo, Portugués e Ciéncias Humanas para
o grupo de alunos desistente e ndo desistente respectivamente

O comportamento esperado € de que os pontos estejam dentro das bandas de con-
fianca proximos a reta em diagonal. Em geral visto que foram construidos intervalos de 95%
de confianca, espera-se que 95% dos pontos estejam dentro dos limites. Alguns dos grafi-
cos presentes na Figura 11 indicam afastamento da distribuicao normal, principalmente para
variaveis X1, X3,Xy,Y e Y3; a transformagao de Box-Cox pode ser aplicada a essas varidveis
(ndo transformadas) no intuito de deixd-las com comportamento mais proximo da normalidade.
Porém nesse caso, as varidveis ndo transformadas serdo mantidas visto a natureza da aplicacao,
em nao admitir transformagdes mais sofisticadas para os dados. Diante desses percalcos, este

modelo ndo € o mais adequado para a andlise desse conjunto de dados devido a viola¢des em
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suposicoes primadrias, isso resulta em certa perda de eficiéncia como apresentado em Su e Liu

(1993). Mesmo assim o ajuste serd feito por motivos de comparagdo com os outros tipos de

modelo em relacao a suas eficiéncias de classificagao.

Figura 11 — Graficos QQplot para cada uma das notas avaliadas por grupo.
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Considerando que X, e X, sdo ndo proporcionais, o vetor de coeficientes estimado € dado por

A

a = (2x+>iy)“(ﬂy—ﬂx):[o,12 0,1 0,12 0,05 —o,os]

< 10,98 0,84 1,00 0,45 -0, 38}
4.4 Ajuste para Modelo Nao Paramétrico com método stepwise, simultineo e Kernel

Adotando o método stepwise proposto por Pepe e Thompson (2000), fixou-se para
a varidvel com maior AUC o coeficiente ®; = 1 que no caso se trata da nota de Matematica,
posteriormente a primeira combinacao foi feita para a varidvel com a segunda maior AUC, sendo
a nota de Ciéncias da Natureza, apds a obtencdo da escore combinada Mat + apCN, o processo
foi feito para as demais provas seguindo a ordem Redacdo, Portugués e Ciéncias Humanas. Cada
umas das etapas do processo de otimizagao pode ser visualizada pelos graficos na Figura 12,
que mostra o valor da ﬁnp a medida que o valor do respectivo coeficiente varia, tal que (a)
representa S| = Mat+ apCN, (b) S» = S1 + wRed, (¢) S3 = S, + azPor e (d) S4 = S3 + 04CH.

Figura 12 — Graficos das etapas do método stepwise.
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Tanto o ajuste do modelo pelo método de stepwise quando por otimizagdo simultanea,
foram realizados utilizando a func@o optim, que conta com algumas opcdes com relagido ao

método de otimizagdo a ser utilizado, para esta tarefa utilizou-se o0 método L-BFGS-B em que é
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possivel estabelecer limites para a busca dos coeficientes da combinagdo.

A combinacdo linear pelo método de Kernel foi feita de forma similar, em que se
buscou uma combinagdo linear a fim de maximizar a AUC dada pela Equagdo 3.2.7. O resultado
para os valores dos coeficientes de todos os modelos padronizados na forma apresentada pela

Equacdo 3.1.4, estdo presentes na Tabela 5.

Tabela 5 — Resultados para combinagdo linear das provas do ENEM de 2014 e 2015 sob as trés
abordagens baseadas no critério da AUC.

Modelo Mat CN CH Red Por

Normal 0,98 0,84 -0,38 1,00 045
N P stepwise 1,00 091 -0,15 1,00 0,36
N P simultdnea 1,00 0,57 -0,22 0,99 0,39
Kernel 1,00 0,72 -0,19 0,95 0,37

Pela Tabela 5 € possivel ver que os coeficientes associados as notas de Matematica e
de Redacdo sdo similares para as quatro combinacdes, porém para as demais notas os coeficientes
variam consideravelmente. Um fato conhecido € a presenca de diversos mdximos locais quando
a expressao 3.2.1 € utilizada para o processo de maximizacao, sendo uma fun¢do de indicadoras
a mesma ndo continua para valores de &, comprometendo assim o encontro de um combinagdo
Unica. Muitos chutes iniciais foram testados para esse processo em vista dessa problemadtica. Ao
menos € possivel perceber certa concordancia para os coeficientes das notas de CN, CH e Por, a
nota de Ciéncias da Natureza possui coeficientes maior que a de Portugués, a prova de Ciéncias
Humanas estd associada a um coeficiente negativo em todos os casos, fator este que também deve
ser discutido se realmente for aplicado, pois basicamente o modelo determina que quanto maior
sdo as notas dos alunos em Ciéncias Humanas menor seré sua escore combinada W culminando
no mesmo sendo classificado como possivel desistente, e mais grave, que para o sistema SiSU
essa informacao ndo poderia ser diretamente aplicada visto que alunos com notas altas em CH
correriam o risco de ndo serem classificados. Durante o processo de maximizacao a nota de CH
contribuiu pouco para o acréscimo na AUC que poderia ser desconsiderada, para isso um método
informal apresentado em Pepe e Thompson (2000) que estabelece a construcao de intervalos de
confianca para a AUC pode ser utilizado para verificar se um determinado classificador € ou ndo
adequado para o modelo utilizando os diferentes métodos ja apresentados. Porém essa decisdo
de eliminar notas seria um fator a ser discutido posteriormente, na presente aplicacao todas as

notas serdo consideradas independente da sua contribui¢@o.
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4.5 Modelo de Regressao Logistica

A Tabela 6 apresenta as estimativas, erros padrao, estatistica z e valor p associado a

cada um dos coeficiente do modelo

Tabela 6 — Estimativas, erro padrao e valor-p para os pardmetros do modelo de regressao logistica.

Estimativa Erro padrdao Estatisticaz Pr(> |z|)

Intercepto 0,42 0,05 8,00 <0,001
Red 0,23 0,05 4,34 <0,001

Mat 0,23 0,07 3,18 <0,001

CN 0,21 0,08 2,66 0,01

Port 0,11 0,06 1,87 0,06

CH -0,10 0,06 -1,55 0,12

Considerando um nivel de significincia de 5% as variaveis Por ¢ CH s3o nao
significativas para o modelo. Além disso para testar a existéncia de multicolinearidade, o fator de

inflacdo da variancia foi calculado para cada uma das varidveis, sendo apresentado na Tabela 7

Tabela 7 — Fator de Inflagdo da Variancia

Red Mat Cn Port CH
VIF 1,0163 11,7302 2,0541 1,1999 1,4562

O fator de inflagdo da variancia € uma medida importante para identificar a presenca
de multicolinearidade no modelo que resulta em maiores erros padrdo associados as estimativas
dos parametros, sendo agravado a quanto maior forem as correlacdes entre as varidveis expli-
cativas do modelo. Como informado em Kassambara (2018), valores excedendo 5 ou 10 siao
indicativos de presenga de multicolinearidade, de acordo com esse critério, os valores presentes
na Tabela 7 nao informam a presenca desta condicao.

A avaliacdo da suposi¢do de linearidade na escala do preditor linear pode ser verifi-
cada pelos gréficos na Figura 13, percebe-se que para todas as notas com exce¢do de Ciéncias
Humanas a suposicado parece estar sendo satisfeita.

Um modelo apenas com as varidveis significativas foi ajustado, em que o valor dos

coeficientes, erros padrdo, estatistica z e valor p sdo apresentados na Tabela 8.
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Figura 13 — Gréficos com relagdo a cada uma das varidveis explicativas na escala do preditor
linear para teste de linearidade.
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Tabela 8 — Estimativas, erro padrao e valor-p para os parametros do modelo de regressdo logistica
sem as varidveis Por e CH.

Estimativa Erro padrao Estatisticaz Pr(> |z|)

(Intercepto) 0,42 0,05 7,99 0.00
Red 0,23 0,05 4,33 0,00
Mat 0,22 0,07 3,14 0,00
CN 0,19 0,07 2,71 0,01

A um nivel de 5% de significancia, todas as varidveis foram significativas para o
modelo. O fator de inflagdo da variancia € apresentado na Tabela 9, € perceptivel que nao ha
indicios de multicolinearidade. A Figura 14 apresenta os gréficos para teste da suposicao de

linearidade na escala do preditor linear, em que ndo a indicios de violagdo dessa exigéncia.

Tabela 9 — Fator de Inflagdo da Variancia

Red Mat CN
VIF 1,0153 1,7290 1,7337
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Figura 14 — Gréficos com relagdo a cada uma das varidveis explicativas na escala do preditor
linear para teste de linearidade.

CN Mat Red

4.6 Resultados

O gréfico contento as curvas ROC de cada modelo estd presente na Figura 15.
E possivel perceber que as curvas sugerem que todos o métodos apresentaram eficiéncias

semelhantes.

Figura 15 — Comparativo das curvas ROC para cada um dos modelos utilizados.
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Para a definicdo de um ponto de corte foi utilizado a func@o coords presente no
pacote pROC (ROBIN et al., 2011), nela existem alguns métodos utilizados para a escolha
de um ponto de corte adequado, optou-se por utilizar aquele que resultasse na maior soma
de sensibilidade e especificidade. Resultados mais precisos de cada abordagem podem ser

verificados nas tabelas a seguir. Em geral todos os modelos apresentaram resultados insuficientes,
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existe certo desempenho na classificacao de individuos desistentes mas para o outro grupo de

classificacdo a taxa de acerto é de aproximadamente 50%.

Tabela 10 — Tabela de contingéncia para modelo normal discriminante linear.

Predito

0 1

Resooga O 463 165
p 1 499 442

ponto de corte 0,75

AUC 0,6326
Nota: sensibilidade e especificidade iguais a 0,47 e 0,74.

Tabela 11 — Tabela de contingéncia para modelo linear ndo paramétrico (stepwise).

Predito

0 1

Resposta 0 470 158
POSE 1 500 441
ponto de corte 0.87
AUC 0,6329

Nota: sensibilidade e especificidade iguais a 0,47 e 0,75.

Tabela 12 — Tabela de contingéncia para modelo linear ndo paramétrico (simultaneo).

Predito
0 1
R ¢ 0 462 166
eSPOST 1501 440
ponto de corte 0,69
AUC 0,6340

Nota: sensibilidade e especificidade iguais a 0,47 e 0,74.

Tabela 13 — Tabela de contingéncia para modelo de regressdo logistica.

Predito
0 1
Resposta 0 470 158
P 1 507 434
ponto de corte 0,65
AUC 0,6304

Nota: sensibilidade e especificidade iguais a 0,46 e 0,75.
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Tabela 14 — Tabela de contingéncia para modelo linear utilizando kernel.

Predito

0 1

R ) 470 158
OPOSI 500 419
ponto de corte 0,77
AUC 0,6337

Nota: sensibilidade e especificidade iguais a 0,46 e 0,75.

Portanto observa-se que para todos os modelos, a eficiéncia dos mesmos quando
considera-se a AUC € questionavel. Algo a se avaliar € com respeito a eficiéncia dessas
metodologias comparada a de medidas mais triviais, como por exemplo a média aritmética
das notas. Com base nisso, um modelo simples na forma de W = Mat 4+ CN + Red + Port + CH
foi calculado. As informacdes sobre o resultados da aplicacdo do classificador simples estdao

presentes na Tabela 15.

Tabela 15 — Tabela de contingéncia para modelo linear simples.

Predito
0 1
Resoost 452 176
eSposta 1 493 458

ponto de corte 1,13

AUC 0,6160
Nota: sensibilidade e especificidade iguais a 0,48 e 0,72.

Tomando como referéncia a medida AUC, € possivel perceber que o modelo simples
apresentou o menor valor para esta medida. Para auxiliar nas interpretacdes dos resultados,
utilizou-se um teste de hipdteses unilateral para avaliar se a AUC obtida pelos métodos apre-
sentados € significativamente maior do que aquela obtida pelo modelo simples. Sendo assim,
seja AUC4 a medida associada ao modelo simples e AUCp uma quantidade genérica referente a

AUC de qualquer modelo que deseje comparar, o teste possui as seguintes hipoteses

Hy: AUC4 = AUCg,
H;: AUC4 < AUCp.
O teste de DeLong unilateral foi utilizado para o comparativo das AUC’s, os valores
da estatistica z e seu valor-p para cada um dos testes estd presente na Tabela 16. Percebe-se

que AUC de todos os modelos apresentados € significativamente maior do que a do modelo
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simples, considerando um nivel de significancia de 5%. Apesar disso, a melhora no desempenho

de classificacdo continua insuficiente.

Tabela 16 — Resultados para teste de DeLong.

Comparacdo  Estatisticaz valor-p

Normal -2,22

N P stepwise -2,58
N P simultinea -2.42
Log -1,91
Kernel -2,52

0,013*
0,005%*
0.007*
0,028*
0,006*

Nota: O simbolo "*"representa as relacdes estatisticamente significativas a 5% de significancia.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foram apresentados termos associados a métodos de classificacao
como as medidas de eficiéncia, ponto de corte e curva ROC, abordando seu contexto histérico e
tedrico, propriedades matemaéticas, diferentes processos de estimacdo e a variabilidade associada
a mesma.

Foram discutidos também métodos destinados a combinacao linear de classifica-
dores tendo como critério de maximiza¢do da AUC ou da pAUC, com exce¢do do método de
combinag¢do discriminante linear para matrizes de variancia e covaridncia proporcionais em que
o resultado € a curva ROC dominante.

Todos esses métodos foram estudados tendo em mente sua aplicagdo direta no estudo
precoce da evasido discente na Universidade Federal do Ceard, mais especificadamente no Centro
de Tecnologia. Em que foram consideradas as notas do Exame Nacional do Ensino Médios dos
ingressantes via processo seletivo ENEM/SiSU dos de 2014 e 2015.

Na andlise da possibilidade de aplicar pesos nas notas do Exame, assim como na
defini¢do das notas minimas para o possivel ingresso, que poderia ser adaptada ao sistema de
selecdo da Universidade (ENEM/SiSU), a fim de aprimorar o processo seletivo, identificando
previamente os individuos com menor propensao a evasao, foi visto que a solucao para esse
problema pode ir muito além das notas no ENEM.

No trabalho € percebido que a eficiéncia para todos os modelos de classificagdo foi
insatisfatoria, sugerindo que para um critério de combinacao linear, as notas do ENEM ndo sdo
bons classificadores, mesmo considerados conjuntamente sob o critério da AUC, em relagdo a
evasdo discente nos cursos do Centro de Tecnologia.

Outras metodologias mais sofisticadas podem ser aprimoradas para uma obtencdo de
resultados melhores, mas isso foge da possibilidade da implementacdo no sistema de sele¢do via
ENEM/SiSU, assim como da proposta desta monografia.

Para trabalhos futuros outros fatores poderiam ser considerados tais como a utilizag@o
da pAUC para um estudo dos custos que cada erro de classificacdo pode resultar servindo assim
para estabelecer um intervalo vidvel para a especificidade. Além disso, seria interessante uma
andlise mais aprofundada considerando a politica de cotas ou até mesmo a utiliza¢do da varidvel
renda que talvez seja determinante para a permanéncia no curso para uma parcela considerdvel
dos alunos. Em sendo estes fatores realmente significativos o problema passaria a ser mais do

que o desenvolvimento de uma métrica de selecao e mais a identificacdo de alunos sujeitos a
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evasdo que poderiam ser auxiliados por medidas assistenciais adotadas pelas instituicdes, nesse

caso, modelos mais sofisticados poderiam ser utilizados como os de aprendizagem de maquina.
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