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RESUMO

Modelar dados multivariados e univariados com estrutura nao-linear usando fungdes paramétricas
pré-definidas torna o processo inferencial complicado, a medida que a complexidade na estrutura
aumenta. Uma analise através do conceito de modelagem usando regressao nao-linear com
Processos Gaussianos, permite flexibilizar o processo de ajuste do modelo, definindo um Processo
Gaussiano como uma distribuic¢ao a priori para a fungao de regressdo. Esse tipo de modelagem ¢
chamada de ndo-paramétrica, pois as inferéncias sao feitas diretamente no espaco de fungdes
e ndo mais em uma particular forma paramétrica, resultando, assim, em um modelo bayesiano
ndo-paramétrico, o qual é bastante flexivel e que vem sendo amplamente usado em vdrias dreas.
O trabalho tem por objetivo apresentar os conceitos referentes a modelagem e predicdo da
Regressdao Nao-Linear usando como distribuicdo a priori os Processos Gaussianos e os Processos
t-Student, o ultimo apresentando uma abordagem completamente bayesiana para o modelo,
sendo feito um comparativo entre as modelagens com ambos os Processos.

Palavras-chave: Regressdo ndo-linear. Processos Gaussianos. Processos t-Student. Modelagem

nao-paramétrica.



ABSTRACT

Modelling multivariate and univariate data with non-linear structure using parametric functions
pre-define, makes the inferential process complicated, as the complexity of structure increases.
An analysis through the concept of modelling using Gaussian Process non-linear regression,
allows to flexibilize the process of adjustment of the model, define a Gaussian Process as a prior
distribution over the regression function. This type of modelling is called as nonparametric
because the inferential process is made directly in function spaces and no longer in a particular
parametric’s form, thus resulting in a nonparametric bayesian model, which is very flexible and
has been widely used in many areas. This work focus in presentation concepts about modelling
and prediction with non-linear regression using as prior distribution a Gaussian Process and
Student-t Process, which show a complete bayesian approach for the model, furthermore the

work has the objective make a comparison of modelling between both Process.

Keywords: Non-linear Regression. Gaussian Process. Student-r Process. Nonparametric

Models.
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18
1 INTRODUCAO

Em andlise de regressdo, tipicamente se deseja estudar a relacdo entre varidveis, com
o objetivo de fazer previsoes para as observagdes. Contudo, em alguns casos, a relacio entre
varidvel resposta e covaridveis podem apresentar uma complexidade elevada devido, em grande
parte, a esta relagdo se apresentar de forma nao-linear. Hd uma vasta drea paramétrica tanto
no enfoque frequentista como no enfoque bayesiano para lidar com problemas dessa natureza,
porém as técnicas de ajuste e diagndsticos tem sua complexidade aumentada em comportamentos
ndo-lineares.

Outro ponto de interesse sobre a regressdo € a atualizacdo do modelo a medida que
novos dados sdo coletados. Assim, uma alternativa para simplificar a atualizacdo do modelo e
lidar com a complexidade na relacdo dos dados, é através da modelagem nao-paramétrica, onde
ndo se assume uma forma paramétrica para a funcdo de regressdo.

Nesse trabalho, a modelagem nao-paramétrica serd desenvolvida no enfoque bayesi-
ano, no qual a fun¢do de regress@ao como um todo passa a ser assumida como aleatdria, sendo
necessario uma distribuic@o a priori capaz de levar a valores em um espaco infinito dimensional,
por exemplo, através de Processos Estocasticos.

Um dos Processos Estocasticos mais utilizados como distribui¢do a priori sdo os
Processos Gaussianos, introduzidos na drea de anélise de séries temporais por volta da década
de 1940 e mais tarde adaptado para outras dreas, a0 ponto em que se tornou uma ferramenta no
contexto geral de regressao. Blight e Ott (1975), O’Hagan (1978) introduziram a teoria do uso
do Processo Gaussiano como priori sobre fun¢des na literatura da estatistica, posteriormente
estudado por Williams e Rasmussen (1996) na area de aprendizagem de maquinas, com foco na
area de regressao. Para mais detalhes de propriedades e aplicacdes veja: Kuss (2006), Rasmussen
e Kuss (2004), Neal (1997), MacKay (1998).

O trabalho trard entdao, uma revisao sobre a teoria de regressdo nao-linear utilizando
Processos Gaussianos e Processos t-Student (SHAH et al., 2014), os quais se tratam de uma
extensdo dos Processos Gaussianos, como distribuigdes a priori. Sera feita a abordagem de
algumas das funcdes de covariancia estaciondrias dos processos estocasticos, além de aplicacdes

usando dados simulados.



19
2 REGRESSAO NAO-PARAMETRICA BAYESIANA
2.1 Inferéncia Bayesiana

Como o trabalho tem enfoque bayesiano, serdo apresentadas definicdes e conceitos
da area. Para mais detalhes sobre recomenda-se: Bernardo e Smith (2006), Box e Tiao (1973),
DeGroot e Schervish (2012), Gelman et al. (1995), Jaynes (2003), O’Hagan (1994).

Dado um parametro 0 e assumindo este como uma quantidade aleatoria, atribui-se um
modelo probabilistico associando os dados ao pardmetro com o intuito de se modelar a incerteza
sobre o mesmo. Usando da inferéncia bayesiana, combina-se a fun¢ao de verossimilhanga e a
distribui¢do a priori através do Teorema de Bayes, de tal modo, que € possivel a atualizacdo do
conhecimento sobre o parametro a cada nova informacdo inserida nos dados.

Portanto, supondo que os dados sigam um determinado modelo probabilistico com

pardmetro 0, define-se a funcdo de verossimilhanca:

Definicdo 1 . (Fungdo de Verossimilhanga) Seja L(6|x) a notagdo para a fungdo de verossi-
milhanca, a qual consiste numa funcdo do parametro 0 dado os dados, ou seja, quando a funcdo

de densidade conjunta dos dados é vista como funcdo do parametro.
L(9|ZC) = f(xlax27 A 7-xn|9)'

Se a amostra da populacdo for independente e identicamente distribuida (iid), a

verossimilhaga é reescrita como,

n
L(6|x) =[] f(xil6).
i=1
Supondo, entdo, o pardmetro como uma quantidade aleatdria e assumindo um modelo

estatistico para ele tem-se:

Definicio 2 . (Distribuicdo a Priori) Seja n(0) a distribuicdo atribuida ao pardmetro antes de

se observar os dados, ou seja, a distribuicdo a priori do parametro.

Fazendo a combinacdo através do Teorema de Bayes das duas fontes de informacao
sobre o parametro, obtém-se a atualizacdo da informacgdo a priori do parametro depois de se

observar os dados denominada de Distribui¢c@o a Posteriori do parametro, definida como:

Definicio 3 . (Distribuicdo a Posteriori) Seja X1|0,X>|0,...,X,|0 uma amostra aleatdria cuja

fungdo de verossimilhanga seja L(0|x). E seja também o valor pardmetro 6 desconhecido, cuja
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distribui¢do a priori é dada por (0). Entdo a posteriori é

L(6]z)x(0)

mOle) = L(0lw)n(0)d0

2.1)

em que [g.0L(0]2)7(0)d0O é a fungdo de distribui¢do de probabilidade marginal conjunta de

X1,Xs,...,X, ou constante normalizadora.

Logo, como o denominador da Equagdo 2.1 € a constante normalizadora, tem-se que:
m(0]x) < L(6|x)7m(6). (2.2)

A Equacdo (2.2) é a forma usual adotada em estatistica bayesiana para a regra de
Bayes.

Outra distribuicao importante a ser definida € a preditiva, através da qual seré feita a
previsdo de uma nova quantidade baseada tanto nos dados observados como na distribui¢do a

posteriori dos pardmetros:

Definicao 4 . (Distribui¢cdo Preditiva) Seja X| = x1,...,X, = x, os dados observados, X,+1 =
Xn+1 um dado ndo observado e (0 |x) a distribuicdo a posteriori do pardmetro da distribuicdo

dos dados observados, tem- se que a distribuicdo preditiva é:
PO X1, ) = /L(an\a:,9)717(9]x1,...,xn)d6, 2.3)

onde L(x,11|x,0)) pode ser reescrita como L(x,1|0) se x for iid.

2.2 Modelagem Nao-paramétrica Bayesiana

Os modelos ndo-paramétricos assumem que a relagdo entre a varidvel resposta e
os preditores nao segue uma forma funcional, mas € parte de um conjunto infinito de fung¢des
desconhecidas. Isso torna o modelo mais flexivel e preferivel a alguns modelos paramétricos,
que requerem o pré-estabelecimento de uma fungdo paramétrica.

Para fazer predi¢oes, diferente dos modelos paramétricos onde a previsao de obser-
vagoes sdo feitas através do modelo ajustado com os parametros estimados, modelos do tipo ndo
paramétrico fazem previsao através de "memoria”, ou seja, o modelo passa por um treinamento,
onde captura toda a informagdo possivel sobre o comportamento dos dados para que depois seja

apto a prever observacdes baseado na sua "memdria".
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Portanto, para trabalhar com esse tipo de modelagem os dados sdo divididos em
dois conjuntos bdsicos, o conjunto treino, que é o conjunto dos nossos dados empiricos o qual
¢ utilizado para selecdo de modelos e inferéncias, e o conjunto teste, que € o conjunto de
valores gerados de um espaco (intervalo) nao observado, o qual tem-se o interesse de conhecer o
comportamento, ou seja, fazer predicoes, além de ser usado para fazer a validagdo cruzada do
modelo.

Entdo, tratando a modelagem nao-paramétrica no enfoque bayesiano, entende-se que
o que difere esta da modelagem paramétrica bayesiana, € o fato de que a quantidade aleatdria de
interesse ndo sao mais os parametros de uma regressao paramétrica pré-definida, mas a fungao
de regressdo como um todo sendo considerada aleatdria.

Desse modo, ndo cabe usar como priori uma distribuicdo paramétrica, € necessdria
uma distribui¢ao que leve varidveis a valores em um espaco infinito dimensional. Logo, na
regressao ndo-paramétrica bayesiana, as distribuicdes a priori sobre as fungdes sdo Processos
Estocésticos e, quando combinadas aos dados amostrais observados através da fun¢do de veros-
similhanga, resultam em uma distribuicdo a posteriori sobre a fun¢do de regressao, esta sendo

também de natureza estocdstica como ilustrado na Figura 1.

Dados observados

21 ", e

¥
() ]

2.5
= 0.0
-2.51

=10 -5 0 5 10

Func¢des a posteriori

251
> 0.0
-2.51

-10 -5 0 5 10

Figura 1 — Gréficos ilustrando o funcionamento da Modelagem Nao-paramétrica usando
Processos Gaussianos como distribui¢do a priori.

Para a modelagem de uma amostra finita, usa-se apenas um subconjunto finito de

parametros, porém, esse subconjunto pode crescer na medida em que a amostra cresce, pois
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as dimensdes do espaco paramétrico sdo infinitas. Dessa forma, como citado anteriormente, o
modelo ndo paramétrico bayesiano é bastante flexivel.

Na modelagem bayesiana ndo-paramétrica, hd variados Processos Estocasticos usa-
dos como distribuicdes a priori como Dirichlet Process (FERGUSON, 1973), Beta Two Parame-
ters Process ISHWARAN; ZAREPOUR, 2000), entre esses estdo os Processos Gaussianos, que
devido suas propriedades como facilidade de implementacdo, conceitualmente simples, além de
lidar bem com problemas mais complexos, vém sendo amplamente utilizados. Seu uso vai desde

problemas com classificacio a problemas de regressao.
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3 PROCESSOS GAUSSIANOS E PROCESSOS T-STUDENT

Nessa secao serdo abordadas as teorias sobre os Processos Estocésticos, com foco nos
Processos Gaussianos e #-Student, bem como propriedades sobre os mesmos. Como os Processos
Gaussianos e Processo t-Student usam, em suas definicdes, a teoria das distribuicdes Normal
Multivariada e #-Student Multivariada, respectivamente, serdo apresentadas breve introdugdes

sobre as mesmas.

3.1 Distribuicado Normal Multivariada e suas propriedades

A distribuicdo Normal Multivariada possui a funcdo densidade de probabilidade

conjunta dada por

p(@lu, D) = (2m)P2[S| " Pexp (—écc WS (e —u)) , G.1)

onde p é o vetor (D x 1) de médias e X é a matriz (D x D) de variincias e covaridncias que tem
a propriedade de ser simétrica e positiva definida. A notacdo para tal distribui¢do é Ap(p,X) e
sem perda de clareza, serd denotada no presente trabalho por A4 (u, X).
Sejam x e y vetores aleatdrios seguindo conjuntamente uma distribuigdo Normal
multivariada
Tl ™ Y Yy
Yy Hy Z)—Cl_;) Xy

entdo a distribui¢cdo marginal de y e a distribui¢do condicional de y dado x sdo, respectivamente,
Y~ AN (1, By) e yle ~ A (py+ B30 (@ - ), By - B8 By,

Para maiores detalhes sobre a distribui¢do recomenda-se Mardia et al. (1979).

3.2 Distribuicao #-Student Multivariada e suas propriedades

A distribui¢do #-Student Multivariada tem fun¢do de probabilidade conjunta dada
por

T((v+p)/2)=|~1/? 1 - ~(vtp)/2
(ivl/zrp()v//z);m‘)/z (@ —p) 2 @—p) ) (32)

onde p é o vetor (p x 1) de médias e 32 é a matriz (p X p) de variancias e covariincias que tem a

plx|p, %) =

propriedade de ser simétrica e positiva definida. A notagdo para tal distribui¢do é MTV,, (v, u, %)

e sem perda de clareza, serd denotada no presente trabalho por MTV (v, u, X0).
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Sejam x e y vetores aleatérios seguindo conjuntamente uma distribuicdo 7-Student

Multivariada

Xy X
~MTV Hx : :; Xy ’
Yy Hy Exy Ey

entdo a distribuicao marginal de y e a distribui¢do condicional de y dado x sdo, respectivamente,

y ~ MTV(V7“y72y> ¢
v+ﬁ1—2

Twve-—1
y‘w -~ MTV(v+nx,2xy2x (w—ux)_ﬂyam

(2)’ - ETEIEW)) ’

xy<ix

com By = (x — p) "3, (x — pay) € n, tamanho do vetor x. Para mais detalhes sobre a distrbui-

¢ao recomenda-se Kibria e Joarder (2006).

3.3 Processos Gaussianos

Sabendo que um Processo Gaussiano é um Processo Estocdstico, define-se esse

altimo como:

Definicao S . (Processo Estocdstico) Um processo estocdstico é uma familia de varidveis
aleatorias {X (t,),t € T}, w € Q definidas em um espago de probabilidade (Q, < ,P), indexado

por um pardmetro t, onde t varia no conjunto de indices T.

Logo um processo estocastico € fungdo de dois argumentos ¢ e m, portanto ha duas situagdes
possiveis,
1. Para um r = 19 fixo, X (fp, ) = X;,(®) € uma varidvel aleatéria que varia ® no espago
amostral Q;
2. Paraum @ = wy fixo, X (¢, wy) = X, (f) € uma varidvel aleatdria levando valores em um
espago de dimensao infinita 7.
Assim, um processo estocdstico, quando visto sob a Gtica da situacdo 2 citada acima,
se utiliza da teoria probabilistica em dimensdo infinita. Estendendo isso a Processos Gaussianos,
um Processo Gaussiano € uma colecao infinita de varidveis aleatdrias que marginalmente seguem

distribui¢do Normal.

Definicao 6 . (Processo Gaussiano) Um conjunto de varidveis que se desenvolvem no decorrer
do tempo (ou espago) f(x) é dito ser um Processo Gaussiano, se qualquer coleg¢do finita retirado

deste, possuem distribuicdo Normal Multivariada.
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Um Processo Gaussiano é completamente especificado por sua fun¢cdo média e sua fungdo de

covariancia, assim como a distribuicdo Normal Multivariada. Denota-se Processo Gaussiano por:
/
f(x) ~ GP(m(x),k(x,x)),
onde m(x) é a fun¢do média e k(x,x’), a fungdo de covariancia, definidas como:

m(x) = E[f(x)],
k(x,x') = E[(f(x) —=m(x))(f(+) —m))].

3.4 Processos -Student

Os Processos #-Student surgem como uma alternativa aos Processos Gaussianos.
Partindo de um Processo Gaussiano hierdrquico, Shah et al. (2014) propuseram obter um
Processo t-Student, através de uma mistura de escala, isto €, atribui-se um Processo Wishart
Inverso como distribuicao para a fun¢do de covarincia e um Processo Gaussiano para a funcao
de regressdo. A escolha desse processo como distribui¢do a priori é baseada nas propriedades que
a distribuicao Wishart Inversa possui frente a distribuicdo Wishart. Shah et al. (2014) descrevem
um exemplo de problema com a distribuicdo Wishart de forma detalhada e demonstram que a
distribui¢cdo Wishart Inversa é a solucao para este problema de restricao.

A distribuicdo Wishart Inversa é uma distribui¢do de probabilidade sobre I1(n), o
conjunto de matrizes reais, n X n, simétricas e positivas definida. Parametrizada como Dawid

(1981) propos, € definida da forma,

Definicao 7 . (Distribuicdo Wishart Inversa) Uma varidvel aleatéria ¥ € I1(n) € dita seguir
uma distribuicdo Wishart Inversa com parametros v € Ry, K € Il(n), denotada por ¥ ~

IW, (v, K) se sua densidade for dada por,
1
p(E) = ea(v,K)|Z| -2 2exp (_iTr(Kz—l)) :

’K‘(W—n—l)/z
2(vAn=1n/2T, (v 4+n—1)/2)

comcy(vV,K) =

A principal diferenca entre as distribuicdes, € que v nio depende do tamanho da
matriz na Wishart Inversa e, a partir disso, é possivel definir um processo que tenha distribui¢des
marginais seguindo Wishart Inversa de tamanho arbitrarios. Sendo 2~ um conjunto de dados de

entradae K : 2" x 2" — R, uma funcio de covaridncia positiva definida, tem-se que,
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Definicao 8 . (Processo Wishart Inversa) 3. é um Processo Wishart Inversa em 2~ com pard-
metros v € R, e funcdo de covariancia K : 2 x Z — R? se para qualquer colegdo finita
xi,...,pn € X, B=2(xy,...,25) ~IW,(v,K), onde K € II(n) com K;;j = k(x;, ;). Denota-
se X ~IWP(v,K).

Um Processo #-Student, € obtido entdo, da seguinte forma,

FIZ ~ 9P (m,(v—2)%)
(3.3)
S~ IWPV,K),

em que K € um kernel base parametrizado por ¢ e m € a fun¢do média do Processo Gaussiano.
Como a distribuicdo Wishart Inversa € uma distribui¢io a priori conjugada para a matriz de
covariancia da Normal Multivariada, é possivel marginalizar analiticamente 3 na integral
do modelo 3.3. Tomando f = [f(x),...,f(x,)]" como qualquer colegiio de pontos, com

m = [m(xy),...,m(x,)]", ¥ =X(x1,...,x,), a posteriori é dada por,

PANV.K) = [ plFS)p(Sly, Kz

perlar((xmmn)e)

‘Z’(V+2n+1)/2

1 —(v+n)/2
(140 mE g em )
v—-2
que coincide com o nucleo da #-Student Multivariada.

Definicdo 9 . (Processo t-Student) f é um Processo t-Student em 2 com pardmetros v > 2,
fungcdo média m : & — R e fungdo de covaridncia K: & x X — R, se qualquer colecdo
finita da fungdo de valores tiver uma distribuicdo t-Student Multivariada, [f(x1), ..., f(x,)]" ~
MVT,(v,m,K) onde K €1(n) comK;; = (k(z;,x;)) em € R" comm = [m(zxy),...,m(z,)]".
Denota-se f ~ T Z(v,m,K).

Entdo, dado que se tem uma colecao finita da funcao de valores, trabalha-se de forma
marginal com distribui¢do 7-Student Multivariada, f ~ MV T,(v,m, K). Porém, hd uma forma
mais simples de se obter o mesmo resultado marginal aplicando uma mistura de escala em uma
Normal Multivariada, onde divide-se a funcao de covariincia por um escalar 7 e atribui-se uma
distribui¢cdo Gama a esse escalar (O’Hagan (1991),0’Hagan et al. (1999)).

Usando a parametrizacdo proposta por Shah et al. (2014), pode-se obter a ¢t-Student

como na defini¢do a seguir:
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Definicdo 10 . Fazendo K € Il(n),m € R",v >2,p > 0, se,

flt ~ A (m,z(v-2)K/p)
T~ I(v/2,p/2),

entdo f ~MTV,(v.m,K).

3.5 Relacao entre os Processos

Os Processos ¢-Student generalizam os Processos Gaussianos, pois quando v — oo,
para qualquer cole¢do de dados, a distribuigdo marginal dos Processos #-Student converge em
distribui¢do para a distribui¢cdo marginal de um Processo Gaussiano. O parametro v controla
0 quao pesada a cauda do processo serd. Assim, quanto menor o valor de tal parametro mais
pesada a cauda serd. Como a distribuicao Normal € de cauda leve, a medida que o valor de v

cresce, o Processo ¢#-Student converge para o Processo Gaussiano.
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4 FUNCOES DE COVARIANCIA

A fung¢do de covariincia k(x,x’) é crucial para ambos os Processos Estocdsticos
supracitados, pois através desta se controla aspectos importantes sobre as amostras de fungdes
que se deseja obter como suavidade, periodicidade e estacionariedade. Essa fun¢do especifica
o grau de dependéncia entre dois pontos distintos dos dados de entrada, e sob o ponto de vista
dos Processos isso significa controlar a proximidade entre os pontos de entrada x,x’ € 2~ = R”"
e, como consequéncia, a proximidade entre os pontos de saida da fungdo f(x) e f(x'), o que se
denomina de proximidade ou similaridade.

A fungdo de covariincia também chamada de funcao kernel gera uma matriz simé-

trica k(x,x") = k(x’,x) e semidefinida positiva :

K = k(x,x) = cov(f(x), f(x')),
onde K é composta de todas as entradas K;; = k(x;,« ;) dado os pontos de entrada x;[i = 1,...,n.

Definicao 11 . (Semidefinida positiva) Uma matriz de covaridncia é dita ser semidefinida

positiva em 2 x 2 se satisfaz:

n on
ZZk(mi,mj)a,-(xj = aTKa >0,
iJ

para qualquer escolha de n, « € R" e x1,...,x, € 2.

No trabalho serdo trabalhadas apenas as funcdes de covariancia estaciondrias devido
as suas propriedades atrativas (RASMUSSEN; WILLIAMS, 2006). Uma fun¢do de covariancia
estaciondria é dependente apenas de T = x — x/, fazendo com que esta seja invariante a qualquer
translacao feita no espago de valores de entrada na fun¢ao. Pode ser expressa a crenga de que
entradas que estdo proximas em .2~ devem ter valores similares na func¢do, portanto, ela é usada

com razoavel frequéncia.
k(x,x') = k(x+t,x +1),Vt € 2.

O uso de fung¢des de covariancia estaciondrias combinado a ado¢ao de uma fungdo
média constante, resulta em Processos Estocdsticos estaciondrios, dessa forma quando dividido
em intervalos de tempo as vdrias se¢des do processo exibem essencialmente as mesmas proprie-
dades estatisticas, ou seja, a distribui¢do de probabilidade se mantém a mesma para toda cole¢ao

finita do processo.
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Dentro da classe de funcdes de covaridncia estaciondrias, existem a fungdes isotro-
picas e as anisotropicas. A funcdo de covaridncia isotrépica € fun¢do da distancia Euclidiana
T = ||x—x/|| somente, de tal forma que k(x,x") = k(7). J4 a forma anisotrépica depende da norma
de 7 (||7||*w = 7TW 1), sendo W positiva definida. Nesse trabalho s6 serdio apresentadas
as funcdes de covaridncia na sua forma isotrdpica, sabendo que € possivel ver uma fungao
anisotropica como isotropica através de uma transformacado nos dados de entrada, para mais
detalhes veja Kuss (2006).

Serdo apresentados e discutidos resultados sobre o comportamento da fun¢ao de
covariancia em fun¢do do decaimento das distancias das observagdes, além do comportamento
das funcdes aleatdrias geradas modificando a estrutura de pardmetros contida nas func¢des de
covariancias. As amostras de fungdes foram obtidas através de Processos Gaussianos com fun¢do
média nula e fungdes de covaridncia que serdo apresentadas a seguir e as entradas utilizadas para

a geracao de amostras pertencem ao conjunto dos reais e estdo no intervalo [-10,10].

4.1 Funcao de Covariancia Exponencial Quadratica

A funcdo de covariancia Exponencial Quadrética € expressa da seguinte forma,

r2

k(r)zgfexp{—ﬁ}, com GS2>O e [>0. 4.1)

Esse € o kernel mais comum usado em Processos Gaussianos. Ele € infinitamente
diferenciavel, o que significa que um processo Gaussiano com essa fun¢do tem derivada para
todas as ordens para quadrado da média, sendo assim muito suave. Stein (1999) argumenta que
essa suposi¢ao de forte suavidade pode ser irreal para muitos processos e recomenda o uso da

Classe Matérn, esta € apresentada a seguir.
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Figura 2 — (a): comportamento fungdo de covaridncia Exponencial Quadratica mantendo 62 = 1

e variando os valores de / em 0,3, 1, 5 e 10 versus a distiancia das entradas e (b): uma

amostra aleatéria de fungdes geradas de um Processo Gaussiano com esta fungdo de
covariancia.

Como visto através da Figura 2, o hiperparametro / altera o decaimento da covariancia
entre dois pontos € quanto maior o seu valor mais suave serdo as fungdes geradas pelo processo.
Outro hiperparimetro que se destaca é o 67, o qual representa o sinal da variancia e quanto
maior seu valor, maior serd o espaco de variacdo na imagem da func¢ao.

Ambos hiperparametros estido presentes nas quatro funcdes de covariancia apresenta-

das no trabalho e, nas quatro, possuem os mesmos efeitos quando alterados.
4.2 Classe Matérn de Funcao de Covariancia

A classe de funcdes de covariancia Matérn é dada por

2 (Vave\ (Vavr

kymatern(r) = O; o) 7 v 7 com v>0 e [>0, 4.2)

onde K, ¢é a funcdo de Bessel modificada (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965). Quando v — oo,
obtém- se a funcdo de covariancia Exponencial Quadrética (4.1).

A classe de fun¢des Matérn de covariancia,torna-se especialmente simples quando
v =p+1/2, onde p é um nimero inteiro ndo- negativo. Nesse caso, a fun¢do de covariincia

€ um produto de exponenciais € um polindmio de ordem p. A expressdo pode ser derivada de

(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965, eq. 10.2.15), resultando em

p—i
2vr) T(p+1) & (p+i)! [ V8vr
2
Kv=ps1/2(r) = Oy exp | == r(2p+1)i§6iz(p—i)! I ‘ 4.3)
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E comum o uso das fungdes de covariancia quando v =3/2, v=5/2e v =7/2,

onde obtém-se,

3r 3r
ky_sp(r) = of [ 1+ =P\~ |
2 V5r 512 S5r
ky=sa(r) = oy | 1+ 5 taz |||
2 VIr 142 VI 1VIR8 Tr
kV:7/2(r) - (fs 1 + l 512 l + 1513 eXp - l
\‘\H [ ) 7 d A [

Fungéo de Covaridncia : K(r)
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Figura 3 — (a): comportamento funcio de covaridncia Classe Matérn mantendo v = 5/2, 62 = 1
e variando os valores de [ em 0,5, 2 € 5 versus a distidncia das entradas e (b): uma
amostra aleatdria de fungdes geradas de um Processo Gaussiano com esta funcao de

covariancia.
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Figura 4 — (a): comportamento funcio de covariancia Classe Matérn mantendo [ =1, 62> =1¢e
variando os valores de v em 3/2, 5/2 e 7/2 versus a distancia das entradas e (b): uma
amostra aleatdria de fungdes geradas de um Processo Gaussiano com esta funcao de

covariancia.



4.3 Funcao de Covariancia y-Exponencial

A funcdo de covariancia Y- Exponencial tem a seguinte férmula,

k(r) = cZexp <— G)Y) onde 0<y<2.
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4.4)

Por mais que ela tenha o nimero similar de pardmetros a Classe Matérn (4.2), é

menos flexivel como Stein (1999) aborda, pois o correspondente processo sé € diferencidvel

quando y = 2.
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Figura 5 — (a): comportamento funcio de covarincia y-Exponencial mantendo [ =1, 6> =1e
variando os valores de yem 1, 1,5 e 2 versus a distancia das entradas e (b): uma
amostra aleatdria de fungdes geradas de um Processo Gaussiano com esta funcao de

covariancia.

4.4 Funcao de Covariancia Radial Quadratica

A funcao de covariancia Radial Quadrética € expressa por,

r2

-
kro(r) = o2 (1 + 20512) com o,l>0.

(4.5)

E quando o — oo, a Radial Quadrética se torna a Exponencial Quadratica (4.1).
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Figura 6 — (a): comportamento funcdo de covariancia Radial Quadratica mantendo [ = 1,
02 = 1 e variando os valores de o em 0,5, 2 e 80 versus a distancia das entradas e (b):
uma amostra aleatdria de fungdes geradas de um Processo Gaussiano com esta
fun¢do de covariancia.

Desse modo, dependendo das caracteristicas que se queiram obter, sdo escolhidas
funcdes de covariancias mais convenientes, por exemplo, se o objetivo sdo fun¢des mais suaves
recomenda-se a Exponencial Quadratica e a Radial Quadritica, ja se o objetivo sdo fun¢des com
comportamento menos suave, recomenda-se o uso da Classe Matérn e y-Exponencial.

Outros aspectos podem ser controlados além da suavidade, como a periodicidade,
para esses objetivos outras funcdes de covariancia, ndo citadas aqui, sdo recomendadas como a

funcdo de covariancia periddica. Para mais detalhes sobre outras fun¢des de covariancia e seus

aspectos ver Rasmussen e Williams (2006).
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5 REGRESSAO NAO-LINEAR USANDO OS PROCESSOS ESTOCASTICOS

Nessa secao serdo apresentados os modelos de regressdo com o uso dos Processos
Estocdsticos como distribui¢do a priori para a funcao de regressdo, onde serdo assumido para os

dados, ruidos que tem como distribuicdo a Normal e a t-Student.

5.1 Regressao com ruidos normais usando Processos Gaussianos

Assumindo que os dados sdo coletados aos pares Z = {(y;,x;i|i =1,...,n)} onde n
é o niimero de amostras. Fazendo X = [z,...,x,] ' a matriz composta dos vetores de entrada
(x;) do i-ésimo individuo comi=1,...,ne X € R", x; = [xy;,..., Xy 0 vetor de entradas do
i-ésimo individuo com i = 1,...,n, y = [y1,...,ys] " 0 vetor de respostas e € = [¢],...,&,] 0

vetor de ruidos e assumindo o seguinte modelo
vi=f(xz;)+€& para i=1,...,n, (5.1)

em que € ~ .4 (0,6%I) e os &,i = 1,...,n sdo assumidos independentes e identicamente
distribuidos (i.i.d). Denotando, f = [f(x1),...,f(x,)]" como o vetor contendo os valores da

fungdo para cada entrada x;,i = 1,...,n, a verossimilhan¢a do modelo (5.1) fica dada por,

p(ylf,0) =1+ Gilf(xi),0%) = A (ylf,0°I), (5.2)
i=1

em que 6 denota a estrutura de paridmetros presente na verossimilhanca, que no modelo 5.1 é

2

6 = 6%1I, onde o parametro ¢~ serd admitido como fixo. Assumindo, entdo, que a distribuicao a

priori para f é um Processo Gaussiano
p(fIX,9) ~ 29 (m, K),

onde ¢ € a estrutura de parametros (ou hiperpardmetros) que podem ser introduzidos no modelo e
aqui serdo tidos como fixo, m = [m(zxy),...,m(x,)]" é a fungdo média e K;; = k(zi,x;),i,j =
1,...,n é a funcdo de covariincia. Assumir um Processo Gaussiano como distribui¢do a priori
corresponde a dizer que a distribui¢do conjunta do vetor f que possui quantidade finita de

elementos € uma Normal Multivariada,

p(fIX) = (f|m, K). (5.3)
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Calculando a distribuicdo a posteriori de f através do Teorema de Bayes, encontra-se

que,

IR OPFIX) | N (ylf DN (flm,K)
P20 = =g 7(716)

p(f12.6) < N (ylf o> D) (flm,K).

Nesse trabalho serd considerado apenas o caso onde m = 0, isso corresponde a
crenca a priori de que € igualmente provavel que a funcdo latente tenha um valor positivo ou

negativo em qualquer posicao de entrada, portanto a posteriori marginal fica,

p(£12,6) < A (y|f,0°I)N (f10,K) = A (K (K +0°I) )y, (K +0’I)7"),

que tem distribui¢do Normal Multivariada também.

Assim, quando a componente aleatdria, ou ruido, &; € atribuida a distribui¢do Normal,
assim como no modelo (Equacao 5.1), as inferéncias sobre a componente sistematica, ou fungdo
latente, f na Regressdo usando Processo Gaussiano se torna analiticamente tratavel, pois tanto
a fungdo de verossimilhanga (Equagdo 5.2) como a distribui¢cdo a priori (Equagdo 5.3) sdo
normalmente distribuidas.

A distribuigdo preditiva para f. = [f(x41),--., (2 )], que representa os valores
da fungdo para qualquer conjunto de entradas de teste, X, = [x,1,..., ], é obtida através da
incorporacdo do conhecimento dos dados de treinamento. A distribui¢do conjunta das respostas

observadas, y, e da funcdo de valores para o conjunto de teste, f, sob a distribuicdo a priori &,

K+o’l K.
Y ~ Ao, , (5.4)
I+ K] K.,

em que K, € a matriz de covariancia calculada com as entradas de treinamento e de teste de
dimensodes (v x n) e K., é a matriz de covariancia calculada somente com os dados de teste
de dimensdes (v x v). Para obter a distribui¢do a posteriori preditiva é preciso restringir a
distribui¢do conjunta a conter somente funcdes que concordem com os dados observados.

Em termos probabilisticos isso corresponde a condicionar a distribui¢do de f. a
distribui¢do de y, o que pode ser feito através da distribui¢do conjunta dada na Equacao (5.4),
usando os resultados obtidos quando duas varidveis aleatérias seguem conjuntamente uma

distribuicdo Normal Bivariada, a distribuicdo condicional € uma Normal com média e variancia
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sendo uma combinag¢do das médias e covaridncias marginais, respectivamente, das distribuicao

das duas varidveis aleatérias em questdo. Assim, a distribui¢ao preditiva fica dada por,

p(fily, X,0,0) < N/ (E(f),V(fi)),

onde

E(f.) = K/(K+0o'I)ly

V(f.) = K.-K,/(K+c’I)''K,).

Logo, para novas observagdes ., a estimativa de f, é E(f,).

5.2 Regressao com ruidos -Student usando Processos Gaussianos

Assumindo que os dados sdo coletados aos pares Z = {(y;,xi[i=1,...,n)} onde n
é o niimero de amostras. Fazendo X = [z,...,,] a matriz composta dos vetores de entrada
(x;) do i-ésimo individuo comi=1,...,ne X € R", x; = [xy;,...,Xy] 0 vetor de entradas do
i-ésimo individuo com i = 1,...,n, y = [y1,...,ya] ' 0 vetor de respostas e € = [],...,&,] 0

vetor de ruidos e assumindo o seguinte modelo

vi=f(x;)+& para i=1,...,n, (5.5)
em que € ~ ¢ — Student(v,0,62I) e os &,i = 1,...,n sdo assumidos independentes e iden-
ticamente distribuidos (i.i.d). Atribui-se um Processo Gaussiano a f = [f(xy),...,f(x,)]

f~2%(0,K), onde a fungao média foi considerada como sendo m = 0.

Nesse modelo, onde os ruidos sdo assumidos distribuidos de acordo com a distri-
bui¢do #-Student e ndo mais normalmente distribuidos foi proposto por Neal (1997), com o
objetivo de tornar a regressao mais robusta, de modo que a regressdo estd apta a suportar outliers
na varidvel reposta, o que € benéfico ja que esse tipo de observacao diminui a acuricia das
inferéncias realizadas.

O uso de uma distribuicdo de cauda mais pesada no modelo leva maiores proba-
bilidades a valores dos dados mais extremos, o que € vantajoso, pois desse modo, os dados
podem variar em valores mais distantes da fun¢do esperada a posteriori. Os graficos da Figura
7 trazem uma ilustracao retirada de Vanhatalo et al. (2009) de como o uso da verossimilhanca

como #-Student influencia no ajuste a posteriori.
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(a) (b)
Figura 7 — (a): Ajuste usando Processos Gaussianos com ruidos Normais e (b): Ajuste usando
Processos Gaussianos com ruidos 7-Student. A linha azul representa a funcao média a
posteriori, a preta a fungdo real dos dados e as linhas pontilhadas vermelhas o
intervalo de 95 % de credibilidade. Imagem adaptada de Vanhatalo et al. (2009).

O problema com esse tipo de ajuste € que ndo se obtém um modelo a posteriori
de forma analitica. Uma estratégia bastante comum ¢ usar uma representacao de mistura de
escala da distribui¢do #-Student (GEWEKE, 1993), o que permite o uso do amostrador de Gibbs
(GEWEKE, 1993), ou ainda, uma aproximacao variacional fatorizada (fVB) para a inferéncia a
posteriori (TIPPING; LAWRENCE, 2005).

Vanhatalo et al. (2009) propdem uma abordagem motivada pela aproximacdo de
Laplace em Processos Gaussianos em modelos de classificagio (RASMUSSEN; WILLIAMS,
20006). Eles propdem obter a distribuicdo a posteriori de f usando uma expansao em séries de
Taylor de segunda ordem do log p( f|y, 6), resultando em uma aproximag@o para a distribui¢do

Normal Multivariada

p(£12,0) ~ q(£12,0) = A (fIf. %), (5.6)

onde f = argmax #0(f12,6) e £ ¢ a matriz Hessiana do logaritmo negativo da distribuigdo a

posteriori de f no ponto f,
S = —vvlogp(f12,0) |, =K '+ W, (5.7)

onde, \/5/ representa a matriz (Hessiana) de derivadas parciais de segunda ordem e

(i — f(z:))* — vo?
[(vi = f(i))* — vo?]

Além disso, Vanhatalo et al. (2009) discutem o modelo preditivo obtido a partir da aproximagao

Wii=—(v+1)

seW;i=0sei#j. (5.8)

supracitada, de tal forma que, a distribui¢do preditiva para f. = [f(x«1),...,f (%« )], que repre-

senta os valores da funcdo para qualquer conjunto de entradas de teste, X, = [Z1,...,Tx], &
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também Normal Multivariada, com média e variancia dadas por

Eyf12.0)(f|2,X.) = K.K™'f = K./ logp(y|f,0), (5.9)
Var, 519.6)/(f12,X.) = K. — K. (K+W ) 'K, (5.10)

Para se fazer aproximacio usando MCMC, Jylinki et al. (2011) discutem que é mais
comum abordar a representacdo da distribui¢do #-Student na forma de mistura de escala, fazendo

os dois estdgios a seguir,

yi’f(xi)avi ~ '/V(f(xl)vvi)?

Vi|v7 62 ~ I”V—%z(va 62>7

onde cada ruido tem sua prépria distribuicio Inv — y? para a sua variancia (V;). Assim, a

distribuic@o a posteriori de f(x) é obtido através da aproximagdo usando MCMC.

5.3 Regressao com ruidos normais usando Processos #-Student

Uma abordagem completamente bayesiana para regressao com Processos Gaussianos,
¢ assumir uma distribuicao a priori para a fun¢do de covariancia através dos modelos de Processos
Gaussianos hierdrquicos, para representar toda a incerteza sobre a funcio de covariancia e refletir
a intuicao natural de que a covariancia nao tem uma simples forma paramétrica, usando disso,
surge o Processo #-Student.

O Processo #-Student deriva as propriedades atrativas dos Processos Gaussianos
como uma representacao nao-paramétrica, distribui¢do marginal e preditiva analitica, facilidade
na escolha do modelo através das fun¢des de covariancia, porém se apresenta mais flexivel e
diferente dos Processos Gaussianos, a fun¢do de covariancia sdo explicitamente dependentes dos
dados de treinamento.

Shah et al. (2014) citam que o Processo 7-Student € mais robusto para ponto de
mudanca e modelar erros de especificacdo, ou seja, quando o modelo nao foi bem especificado
para certo conjunto de dados, para melhorar a func@o de covariancia preditiva, além de ser ttil
para dependéncia nas caudas para valores distantes (aumento de dependéncia entre duas varidveis
quando ocorrem eventos extremos).

A Figura 8 trazem um comparativo de amostras de fungdes a posteriori para ambos
os processos. E possivel notar que para o Processo 7-Student, a amostra de fun¢des apresenta

comportamento mais extremo, ou seja, permite que as amostras estejam mais afastadas da média
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a posteriori. Isso indica que as observagdes discrepantes (usualmente longe da média) nao terdo
muito efeito na média dos Processos #-Student, mas para os Processos Gaussianos a média sera
impactada de forma severa por outliers, ja que estes forcam que as amostras estejam proximas a

média.

(a) (b)

Figura 8 — (a): Ajuste usando Processos Gaussianos e (b): Ajuste usando Processos 7-Student.
As linhas azuis representam a amostra de func¢des a posteriori, a vermelha pontilhada
representa a funcdo média a posteriori e a regido hachurada cinza, o intervalo de 95%
de credibilidade. Imagem adaptada de Shah et al. (2014).

Assim, assumindo que os dados sdo coletados aos pares 2 = {(y;,xili=1,...,n)}
onde n é o nimero de amostras. Fazendo X = [x{,...,x,] a matriz composta dos vetores
de entrada (x;) do i-ésimo individuo com i = 1,....,n e X € R", x; = [xy;,...,Xmi| O vetor
de entradas do i-ésimo individuo com i = 1,...,n, y = [yi,..., yn]T o vetor de respostas e

€ =[g1,...,&)] o vetor de ruidos e assumindo o seguinte modelo
vi=f(x)+& para i=1,...,n,

em que € ~ 4 (0, o’I ). Analogamente a regressdo com Processos Gaussianos, atribui-se um
Processo #-Student a f, f ~ .7 Z(v,0, K), onde a fungdo média foi considerada como sendo
m = 0, pois no trabalho sé serd considerado este caso. Porém, com a diferenca que nao se
consegue um modelo analiticamente tratdvel, pois a distribuicao #-Student ndo é fechada por
adicdo, dado que o componente aleatério (ruido) tem distribuicio Normal.

Shah et al. (2014) propdem uma abordagem que incorpore os ruidos na funcao de
covariancia, de tal forma que os ruidos serao nio correlacionados com a func¢ao latente f, mas
nio serdo independentes. A ideia é reescrever a funcédo de covaridncia como K, = K + 621,

onde K ¢ a funcdo de covariancia proveniente do Processo #-Student, a qual € parametrizada por



40

¢, e 621 é o kernel diagonal proveniente do ruido. Logo, o modelo fica descrito como

vi = flxi)
f ~ T2v,0,K),

e a verossimilhanga continua sendo dada por p(y|f,0) = MTV(v,0,K), em que 0 denota a
estrutura de pardmetros presente na verossimilhanca, desse modo a distribuicdo a posteriori de f
resultaem p(f|2,0) =MTV(v,0,Kg).

O Lema 3 provado por Shah er al. (2014) diz que a distribuicdo condicional de
duas varidveis que conjuntamente seguem 7-Student Multivariada, é também uma #-Student

Multivariada. Assim € possivel obter a distribui¢do preditiva através da distribuicdo conjunta das

respostas observadas, y, e f. = [f(@41),. .., f(2«)], que representa os valores da fungéo para
qualquer conjunto de entradas de teste, X, = [x,1,...,T], pois,
K. K
Yl omrv|o, | ¢ 7
fa K] K.

Baseado nisso, Solin e Sarkkid (2015) demonstra que a distribuicdo preditiva de tal modelo é

dada por,

onde

E(f.) = K/K;'y
v—2+yTKg1y

Vir) = S S YKL - KKK,

em que K, € a matriz de covariancia calculada com as entradas de treinamento e de teste de
dimensdes (v x n) e K., é a matriz de covariincia calculada somente com os dados de teste de

dimensdes (v X v). Logo, para novas observagdes X, a estimativa de f, ¢ E(f.).

5.4 Regressao com ruidos #-Student usando Processos ¢-Student

A proposta de se utilizar como distribui¢@o a priori os Processos 7-Student e ruidos
t-Student € lidar com outliers tanto na varidvel resposta como nas covaridveis do modelo, ou seja,
uma abordagem totalmente robusta para o modelo de regressao.

Assim, assumindo que os dados sdo coletados aos pares 2 = {(y;,xi[i=1,...,n)}
n]T

onde n é o nimero de amostras. Fazendo X = [x[,...,®,] ' a matriz composta dos vetores de
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entrada (x;) de cada i-ésimo individuo comi=1,...,ne X € R", x; = [xy;,...,Xni| 0 vetor

de entradas do i-ésimo individuo com i = 1,...,n, y = [y1,...,y,] o vetor de respostas e

€ =[€1,...,&)] o vetor de ruidos e assumindo o seguinte modelo
vi=f(x)+g& para i=1,...,n,

em que € ~ MTV(v,0,621). Atribui-se um Processo ¢-Student a f, f ~ .7 Z(v,0,K), onde
a funcdo média foi considerada com sendo m = 0. Essa junc¢do de distribuicdes 7-Student gera
uma distribui¢ao a posteriori analiticamente intratavel.

Tang et al. (2016) propuseram um modelo usando Processos #-Student com ruidos
dependentes com distribui¢cdo #-Student, modelos estes que levam aos mesmos resultados que
os propostos por Shah et al. (2014), onde os ruidos sdo incorporados a funcao de covariancia
(K, = K + ¢TI o que gera ruidos nio-correlacionados, porém dependentes. Em alternativa,
Tang et al. (2017) propuseram um modelo que assume os ruidos independentes e distribuidos
segundo a distribuicdo 7-Student, onde os cdlculos foram feitos por meio de aproximacgao de

Laplace.
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6 DETERMINACAO DOS HIPERPARAMETROS DOS PROCESSOS E SELECAO
DE MODELOS

6.1 Determinacao dos hiperparametros

Como j4 citado, a funcdo de covariancia, através dos hiperparametros presentes nas
mesmas, determinam as caracteristicas principais da amostra de fun¢des a posteriori que se
pretende obter. Sendo assim, é imprescindivel que a escolha deles seja feita de forma cuidadosa.

Rasmussen e Williams (2006) abordam a inclusao no modelo de hiper-priori, a
qual trata de uma distribuicao a priori para os hiperparametros. Assim, o modelo a posteriori
fica calculado através do teorema de Bayes envolvendo integrais para o cdlculo da constante
normalizadora. Como sdo cdlculos que, em sua maioria, sdo intrataveis, utiliza-se os métodos de
Monte Carlo via Cadeia de Markov. Alguns desses serdo abordados mais a frente no trabalho.
Esse processo de cédlculo da distribuicdo a posteriori € discutido com detalhes em MacKay (1992)
e MacKay (1999).

Um ponto importante é que a escolha das distribui¢cdes dos hiperpardmetros de
K deve ser feita de forma criteriosa, no sentido de ndo levar a uma distribui¢do a posteriori
improépria. Pode-se advogar que ndo deve-se atribuir distribui¢des para esses parametros, mas
usd-los (fixd-los) de forma a representar a avaliagdo pessoal de como o ajuste do modelo deve

ser feito, isto é, funcdes de covaridncia mais suaves, mais sensiveis, etc.

6.2 Opverfitting e Validaciao cruzada

Um dos problemas que podem surgir com a modelagem nao-paramétrica é o over-
fitting, que tem por definicdo um ajuste perfeito do modelo aos dados de treinamento, porém
quando o modelo € usado para previsao apresenta pouca informacdo sobre o real comportamento
das observacdes a serem previstas, ou seja, 0 modelo apresenta pouca utilidade.

Isso se deve ao fato de os dados observados apresentarem desvios por fatores ale-
atorios e os modelos ajustados estdo expostos ao risco de se ajustar a esses desvios, o que 0s
leva a apresentarem um ajuste muito bom, porém somente para aqueles dados especificos, pois
nao representam de forma coerente o comportamento geral dos dados. Uma forma de se evitar
esse tipo de problema € usando conjunto de dados de treinamento com um nimero grande de
observacoes.

A validacao cruzada € um dos conjuntos de métodos para avaliar se 0 modelo esta
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sofrendo sobreajuste e ainda verificar a qualidade do ajuste. Ha alguns tipos de validacao,
Rasmussen e Williams (2006) citam, por exemplo, o0 Método k-fold e o Método leave-one-out.
Nesse trabalho serd usado o mais simples que € o Método holdout, o qual divide a amostra
em duas partes, uma como treino e outra para teste, e aos valores preditos e aos observados,
aplicam-se algumas medidas comparativas para avaliar a performance preditiva dos modelos
apresentados. Algumas das medidas estdao apresentadas abaixo e sdo discutidas com detalhes em
Kuss (2006).
e Raiz Quadrada do Erro Quadratico Médio (REQM):

1 &
REQM = n—ZO’*i_E(f*i))z?
* =]

onde n, é o tamanho da amostra do conjunto de dados de teste e E( f,;) é o valor esperado
para a i-ésima saida dado a i-ésima entrada x,;.
e Erro Médio Absoluto (EMA):
1 & 2
EMA = —[Y (y«i —E(fu))?l,
s i3
onde 7, é o tamanho da amostra do conjunto de dados de teste e E( f,;) é o valor esperado

para a i-ésima saida dado a i-ésima entrada x.;.
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7 METODOS APROXIMADOS DE ESTIMACAO

Para serem feitas inferéncias bayesianas a respeito da fun¢ao latente nos modelos
de Processos Gaussianos, sdo necessarios métodos de iteracdo que fornecam estimativas apro-
ximadas, dado que os célculos sdo complexos e, em muitos casos, analiticamente intrataveis.
Métodos como o de Laplace (LAPLACE, 1774) ou Expectation Propagation (MINKA, 2001),
sdo computacionalmente convenientes, porém suas acuracias sdo limitadas e dificeis de deter-
minar. Em contraste, tem-se o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) que
contornam esses problemas.

Portanto, os MCMC sao uma forma de aproximagdo inferencial bayesiana nos
Processos Gaussianos que se desenvolvem da seguinte forma: considerando um conjunto de
dados & como definido anteriormente secdo 5, tal que p(Z|¢) representa um modelo genérico,
com ¢ sendo um vetor de pardmetros continuo e sem restricdo. A distribui¢do a posteriori para

esse vetor dado que os dados foram observados, € calculada de acordo com o Teorema de Bayes,

p(@|Z) = p(Z|b)p(P) = 2(¢|Z).

Uma situagdo comum € que a posteriori ndo é calculdvel analiticamente, os métodos MCMC
propdem entdo gerar amostras da distribui¢do a posteriori p(¢|%) usando apenas a posteriori
ndo normalizada 2(¢|2). Diversos amostradores de fun¢des fazem parte dos métodos MCMC,

alguns dos quais estdo listados abaixo.

7.1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Uma abordagem mais geral € simular um cadeia de Markov nos parametros ¢, ¢, ¢3,
..., ¢0n de tal forma que a distribuicdo estaciondria da cadeia seja idéntica a distribuicdo a
posteriori. Isso significa que ¢y se torna aproximadamente uma observacao independente da
distribui¢do a posteriori a medida que a sequéncia f = 1,...,N aumenta. Na pratica, a cadeia
¢ gerada para um tamanho finito N e o estado ¢y € interpretado como uma observacdo da
distribuicdo a posteriori. O procedimento continua até que amostras suficientes sejam obtidas de
tal forma que as caracteristicas da distribuicao a posteriori possam ser bem aproximadas pelas
amostras geradas.

Uma das técnicas usadas para construir essa cadeia de Markov é o algoritmo
Metropolis-Hastings apresentado por Metropolis et al. (1953) e posteriormente estendido por

Hastings (1970) o qual descreve como o estado consecutivo é encontrado. Assumindo que ¢; é o
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estado atual da cadeia e para achar um candidato vélido para o estado ¢, |, toma-se uma amostra
@ da distribuicdo proposta p($|¢;), a qual é escolhida de forma arbitraria. A distribuicdo
proposta é aceita como o estado consecutivo da cadeia de Markov ¢, = ¢ se a probabilidade,

o 27)p(9)
(P, ¢) = (1’ Q(¢;|@)P(¢3|¢t>>

for maior que u (0t(, ;) > u), onde u é uma amostra gerada da distribui¢io uniforme num

intervalo unitdrio. Do contrario, a distribuicdo proposta é rejeitada e ¢, = ¢;.
O algoritmo pode ser especificado nos seguintes passos

Inicializa-se o contador de iteragdes ¢ = 0 e especifica-se um valor inicial o)

Gera-se um novo valor de ¢, da distribuicio p(@|¢,);

Calcula-se a probabilidade (¢, ;) e gere-se u ~ U(0, 1);

e Se u < a, entdo o novo valor é aceito, portanto ¢,,; = ¢. Caso rejeite, 1 = ¢r;

Incrementa-se o contador de ¢ parat + 1 e o algoritmo retorna ao passo 2.

7.2 Monte Carlo Hamiltoniano

Esse método proposto por Duane et al. (1987), usa o Algoritmo de Metropolis-
Hastings, porém, a distribui¢cdo proposta usada nesse método nao € fixa, pois através de um
sistema fisico ficticio, sistema ficticio Hamiltoniano (para mais detalhes, ver Kuss (2006), usa-se
propriedades locais da distribui¢do a posteriori ndo normalizada Q(¢|2) derivada em relacdo a ¢,
de tal forma que esta fornece informagdes tteis sobre a direcao em que regides de maior densidade
a posteriori podem ser encontradas. A ideia chave € que o estado proposto no Algoritmo de
Metropolis-Hastings € obtido através da simulagdo discreta da dindimica Hamiltoniana do sistema.

Como Hartmann (2015) aborda, em esséncia o método simula 0 movimento de uma
particula se deslocando sob uma energia potencial igual ao logaritmo negativo da distribui¢cdo
alvo. De modo que a cada iteracdo a velocidade da particula € aleatorizada simulando seu
movimento por algum tempo. Ao final, obtemos sua nova posi¢do, que serd o novo valor
proposto para a distribui¢do alvo, aceitando ou ndo de acordo com a regra de Metropolis. No
contexto de Processos Gaussianos, ¢ corresponde a um vetor contendo a funcao latente a ser
estimada, os parametros da verossimilhanca e os hiperparametros inseridos através da fungdo de

covariancia. Para mais detalhes desse método em Processos Gaussianos consulte Neal (1998b).
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7.3 No-U-Turn Sampler (NUTS)

O algoritmo No-U-Turn Sampler (NUTS) foi proposto por Hoffman e Gelman (2011)
e se trata de uma extensao do método Monte Carlo Hamiltoniano, onde se elimina a necessidade
de especificar a quantidade de vezes que o algoritmo deve simular até que exista a convergéncia.
O NUTS contém um critério de parada da simulag@o na etapa onde a amostra da distribuicdo
proposta nao se distancia mais da distribui¢do a posteriori, através de um algoritmo recursivo
para construir um conjunto de provdveis pontos candidatos que abranjam uma grande faixa da
distribui¢do alvo, parando automaticamente quando ele comeca a retornar e refazer passos ja
feitos na simulacao.

Nesse trabalho foi utilizado este amostrador através do software Stan na interface

para o software R (Stan Development Team, 2018).

7.4 Diagnostico de convergéncia

A verificacao da convergéncia do algoritmo utilizado para estimacao € feita através
de gréficos como o traceplot, o qual retrata o comportamento da cadeia ao longo das estimativas
simuladas para cada parametro e dele espera-se observar uma convergéncia em torno de um
valor, e o grafico de autocorrelag@o entre as estimativas, do qual espera-se que na convergéncia a

autocorrelacdo tenda a zero.
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8 ESTUDO DE SIMULACAO PARA A COMPARACAO DO AJUSTE A POSTERI-
ORI

Nessa se¢do serdo apresentados resultados quanto a distribui¢ao a posteriori de f
para todos os modelos supracitados usando a fun¢do de covariancia Radial Quadrética. O objetivo
€ mostrar, sob presenca de outliers, o comportamento da fun¢do média a posteriori variando a
distribui¢do a priori sobre as fungdes e variando a distribui¢dao dos ruidos dos modelos, ou seja,
todos os modelos de regressao apresentados na secdo 5 serdo ajustados aqui e estudados.

Para todos ajustes foi utilizado um conjunto de dados simulados de fun¢des senoidais
com ruidos normais contendo 50 amostras. Os outliers inclusos foram na magnitude de 10* no
intuito de avaliar o comportamento quando os outliers tendem a infinito dado que os dados de

resposta estdo variando de -3 a 3 e os dados de entrada de -10 a 10.

8.1 Outliers na variavel resposta

8.1.1 Regressdo com ruidos normais usando Processo Gaussiano

101 10004 - .

51 500
A Legenda
o —* Dados observados
= 0 - = 0 "

e g —* Funcdo média a posteriori

Func@es a posteriori

51 -500 1

-10 1 -1000 .
-10.0 -1.5 -5.0 -2.5 00 25 -10 -5 0 5

(a) (b)
Figura 9 — (a): Fun¢do média a posteriori sem os outliers, com um "zoom"na maior
concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (b) e (b): Amostra de
fungdes a posteriori e funcdo média a posteriori.

A Figura 9 mostra que os outliers na varidvel resposta afetam consideravelmente
a amostra de fungdes a posteriori quando usa-se Processos Gaussianos com ruidos Normais e,
como consequéncia, afeta a funcdo média a posteriori, a qual ndo descreve bem o comportamento

dos dados.



8.1.2 Regressdao com ruidos t-Student usando Processo Gaussiano
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(@) (b)
Figura 10 — (a): Funcdo média a posteriori e (b): Amostra de func¢des a posteriori e funcio
média a posteriori sem os outliers, com um "zoom'"na maior concentracao dos
dados, ou seja, mudando a escala do grafico (a).

A Figura 10 mostra que a fungdo média a posteriori ndo € afetada pela presenca

dos outliers, desse modo a regressao usando Processos Gaussianos com ruidos #-Student € uma

alternativa mais robusta.

8.1.3 Regressdao com ruidos normais usando Processo t-Student
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Figura 11 — (a): Funcdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom"na maior

uma variab

dos dados,

concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (b) e (b): Amostra de
fungdes a posteriori e funcdo média a posteriori.

Pela Figura 11, nota-se que, apesar da amostra de funcdes a posteriori apresentarem
ilidade levemente alta, a funcdo média preditiva, no geral explicou o comportamento

porém ela sofreu influéncia dos valores mais afastados. Desse modo, o modelo de

regressdo usando Processo t-Student, apresenta mais robustez que a regressao usando Processo
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Gaussiano com ruidos normais, mas ainda apresenta problemas.

8.1.4 Regressdo com ruidos t-Student usando Processo t-Student

1000 . .
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Legenda
—+— Dados observados

—#- Func3o média a posteriori
FuncBes a posteriori

-5001

-1000 .

(a) (b)
Figura 12 — (a): Funcdo média a posteriori e (b): Amostra de func¢des a posteriori e funcio
média a posteriori sem os outliers, com um "zoom'"na maior concentracao dos

dados, ou seja, mudando a escala do grafico (a).

Através da Figura 12, percebe-se que a utilizagdo dos ruidos com distribuigao ¢-
Student faz com que a regressao seja robusta aos outliers, independente do Processo atribuido

como distribui¢ao a priori.

8.2 Outliers na covariavel

8.2.1 Regressdo com ruidos normais usando Processo Gaussiano

(]
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(a) (b)
Figura 13 — (a): Amostra de fung¢des a posteriori e funcdo média a posteriori e (b): Amostra de
funcdes a posteriori e funcdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom"na
maior concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (a).
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A Figura 13 mostra que os outliers ndo acarretaram efeitos na funcdo média a

posteriori.

8.2.2 Regressdo com ruidos t-Student usando Processo Gaussiano
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(a) (b)
Figura 14 — (a): Amostra de fungdes a posteriori e funcao média a posteriori e (b): Amostra de
fungdes a posteriori e fungdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom"na
maior concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (a).

Através da figura 14, nota-se que os outliers ndo acarretaram efeitos na amostra de

fungdes e na fungdo média a posteriori.

8.2.3 Regressdo com ruidos normais usando Processo t-Student
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(a) (b)
Figura 15 — (a): Amostra de fungdes a posteriori e funcdo média a posteriori e (b): Amostra de
funcdes a posteriori e funcdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom"na
maior concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (a).

Pela Figura 15, percebe-se que os outliers ndo acarretaram efeitos na fun¢do média a

posteriori como nos outros modelos supracitados.
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8.2.4 Regressao com ruidos t-Student usando Processo t-Student
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(a) (b)
(a): Amostra de funcdes a posteriori e fungdo média a posteriori e (b): Amostra de
funcdes a posteriori e fungdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom"na
maior concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (a).

A Figura 16 mostra que os outliers ndo acarretaram efeitos na funcdo média a

posteriori. Assim, independente da distribuicao do ruido e do Processo adotado como distribuicao

a priori, a regressao dessa natureza lida bem com esse tipo de influéncia.

8.3 Outliers na variavel resposta e na covariavel

8.3.1 Regressdao com ruidos normais usando Processo Gaussiano

Figura 17 —
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500
Legenda
—+— Dados observados
> 0
—#- Func3o média a posteriori
FuncGes a posteriari
-500
-1000 .
-10.0 -75 5.0 -25 0.0 -1000 -500 0 500 1000
X X
(a) (b)

(a): Funcdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom'"na maior
concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (b) e (b): Amostra de
fungdes a posteriori e funcdo média a posteriori.

A regressao usando Processo Gaussiano com ruidos normais apresentou uma fungdo

média a posteriori que sofreu forte influéncia pelos outliers, como se observa na Figura 17.
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8.3.2 Regressdao com ruidos t-Student usando Processo Gaussiano
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(a) (b)
Figura 18 — (a): Amostra de fung¢des a posteriori e funcdo média a posteriori e (b): Amostra de
funcdes a posteriori e fungdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom"na
maior concentracdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (a).

Através do grafico da Figura 18, € possivel notar que o modelo de regressdo usando
Processos Gaussianos com ruido 7-Student lidou bem com os outliers dado que sua média a

posteriori e sua amostra de funcdes nao sofrem alteracdo na presenca dos mesmos.

8.3.3 Regressdao com ruidos normais usando Processo t-Student
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Figura 19 — (a): Funcdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom'"na maior
concentragdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (b) e (b): Amostra de
fungdes a posteriori e funcdo média a posteriori.

Apesar da regressdo usando Processo 7-Student apresentar uma fung¢do média a
posteriori que explica grande parte dos dados, esta ainda apresenta pertubacdes devido a presenca

dos outliers como se observa na Figura 19.
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8.3.4 Regressdao com ruidos t-Student usando Processo t-Student
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Figura 20 — (a): Funcdo média a posteriori sem os outliers, com um "zoom'"na maior
concentragdo dos dados, ou seja, mudando a escala do grafico (b) e (b): Amostra de

funcdes a posteriori e fun¢do média a posteriori .

Pela Figura 20, é possivel ver que a regressao usando Processo t-Student com
ruidos 7-Student foi robusta aos outliers, mostrando média a posteriori que descreve bem o
comportamento dos dados. O desempenho do modelo se assemelha a regressdo usando Processos
Gaussianos com ruidos 7-Student, levantando a hipdtese que a escolha da distribui¢do do ruido

seja mais determinante no ajuste que a escolha do Processo como distribuicdo a priori.
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9 ESTUDO DE SIMULACAO PARA A COMPARACAO DO AJUSTE PREDITIVO

Nessa se¢do serdo apresentados ajustes preditivos para a Regressdo usando Processos
Gaussianos com ruidos Normais e para a Regressao usando Processos 7-Student com ruidos Nor-
mais, cujos modelos preditivos possuem uma forma fechada. Serdo estudados os desempenhos
preditivos de ambas regressdes para as quatro fungdes de covariancia abordadas no presente
trabalho.

Foram simulados 100 dados através de fungdes senoidais com ruidos normais, dos
quais 50 foram usados para dados de treinamento e os demais foram utilizados como dados
de teste. Foram incluidos outliers nos dados de entrada e resposta de treinamento com valores
escolhidos de forma ndo aleatdria, trés pontos em cada, com o intuito de comparar os modelos
com diferentes funcdes de covariincia na presencga de outliers. No apéndice A, encontram-se 0s
graficos de diagndstico da convergéncia das cadeias dos modelos abaixo.

O modelo usando Processos Gaussianos com ruidos Normais para todas as funcdes

de covariancia €,

ylf(X|p).0 ~ A (f(X|$),0°])
[(X]p) ~ 42(0,Ky)

6?2 ~ GAMA(4,2),

j& o modelo usando Processo 7-Student com ruidos Normais para todas as funcdes de covariincia
€,
y = f(X)
f(X|p,0%) ~ T20,Ky+0°I)

6’ ~ GAMA(4,2),

ambos os modelos variando apenas a estrutura de pardmetros, ¢, para cada fun¢io de covariancia:

¢ Exponencial Quadratica: ¢ Radial Quadriatica:
I ~ GAMA(4,2) I ~ GAMA(4,2)
oy, ~ GAMA(4,2) oy, ~ GAMA(4,2)

o ~ GAMA(4,2)
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¢ v-Exponencial:
e Classe Matérn com p=5:
P cAMA2) | ~ GAMA(4,2)
o, ~ GAMA(4,2) ’

o, ~ GAMA(4,2)
y ~ GAMA(4,2)

9.1 Processo Gaussiano usando Exponencial Quadratica com ruidos Normais

Na Tabela 1 constam as estimativas para o modelo ajustado a posteriori e a Figura 21
mostra a fun¢cdo média preditiva com a drea hachurada representando o intervalo de credibilidade
com 95% de credibilidade. Observando este ultimo, nota-se que a funcdo média preditiva sofreu

interferéncia com os outliers o que a afastou do comportamento real dos dados.

Tabela 1 — Ajuste do Modelo usando Exponencial Quadrética.
Parametro Estimativa Erro Padrio

o 1,90 0,51
o 1,41 0,20
) 1,20 0,40

-20 -10 0 10 20 30

Legenda E Dados observados E Fungio média preditiva estimada Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 21 — Funcdo média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando Exponencial
Quadratica.

A Tabela 2 apresenta as medidas apresentadas na se¢do 6 para avaliagdo preditiva do

modelo.

Tabela 2 — Medidas de Ajuste do Modelo usando Exponencial Quadrética.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 4,648
EMA 21,603
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9.2 Processo -Student usando Exponencial Quadratica com ruidos Normais

Fazendo um comparativo com o modelo Processo Gaussiano usando Exponencial
Quadratica com ruidos Normais, nota-se pela Figura 22 que a fun¢do média preditiva sofre
menos influéncia pela presenca de outliers quando atribui-se ao modelo o Processo #-Student.
Além disso, € possivel ver que o Intervalo de Credibilidade € mais largo do que o da Figura
21, ou seja, a variabilidade de amostras de fun¢des preditivas foi maior quando usa-se Processo

t-Student como distribui¢@o a priori.

Tabela 3 — Ajuste do Modelo usando Exponencial Quadrética.
Parametro Estimativa Erro Padrao

o 1,72 0,71
o 2,57 0,46
[ 1,66 0,83

Legenda Dados observados E Funcdo média preditiva estimada E Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 22 — Fun¢do média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando Exponencial
Quadrética.

Através da Tabela 4, é possivel confirmar que o ajuste usando Processo #-Student foi
mais robusto na presenca de outliers e se aproximou mais dos dados observados, apresentando

vantagem frente ao uso de Processos Gaussianos como distribui¢do a priori.

Tabela 4 — Medidas de Ajuste do Modelo usando Exponencial Quadrética.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 2,167
EMA 4,696
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9.3 Processo Gaussiano usando Radial Quadratica com ruidos Normais

Semelhante ao modelo usando Processos Gaussianos com func¢ao de covariancia
Exponencial Quadrética, a fungdo média preditiva, apresentada na Figura 23, sofreu disttrbios

devido a presenca de outliers.

Tabela 5 — Ajuste do Modelo usando Radial Quadratica.
Pardmetro Estimativa Erro Padrio

a 2,11 0,97
o 1,40 0,19
GS 1 940 O, 1 9
[ 1,17 0,47
201 .
10 .
0 . - .
-101
-20 -10 0 10 20 30
X

Legenda Dados observados E‘ Funcdo média preditiva estimada E‘ Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 23 — Fun¢do média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando Radial
Quadrética.

A Tabela 6 confirma o ajuste bem semelhante entre os modelos usando Processo

Gaussiano com as fung¢des de covariancia Exponencial Quadrética e Radial Quadritica.

Tabela 6 — Medidas de Ajuste do Modelo usando Radial Quadrética.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 4,647
EMA 21,603

9.4 Processo t-Student usando Radial Quadratica com ruidos Normais

Através da Figura 24 e da Tabela 8 confirma-se que para estes dados as fungdes de
covariancia Exponencial Quadrética e Radial Quadratica apresentaram ajustes bem semelhantes
para ambos os Processos utilizados como distribui¢des a priori. Desse modo, o Processo t-Student

foi mais robusto também neste caso.
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Tabela 7 — Ajuste do Modelo usando Radial Quadrética.
Parametro Estimativa Erro Padrao

o 2,14 0,93
o 2,35 0,61
Oy 1,61 0,65
) 1,73 0,89

-20 -10 0 10 20 30

Legenda Dados observados E‘ Funcdo média preditiva estimada E‘ Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 24 — Funcdo média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando Radial
Quadratica.

Tabela 8 — Medidas de Ajuste do Modelo usando Radial Quadrética.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 2,224
EMA 4,9468

9.5 Processo Gaussianos usando Classe Matérn (p = 5) com ruidos Normais

Pela Figura 25, percebe-se que o ajuste da funcdo média preditiva e Intervalo de

Credibilidade tiveram comportamento proximo as outras duas fungdes ja citadas.

Tabela 9 — Ajuste do Modelo usando Classe Matérn com p = 5.
Parametro Estimativa Erro Padrao
o 1,39 0,19
Oy 1,93 0,53
l 1,34 0,50
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Legenda Dados observados E‘ Funcdo média preditiva estimada E‘ Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 25 — Funcdo média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando Classe Matérn
com p =35.

Porém, avaliando através da Tabela 10, € possivel notar que o modelo adotando esta
funcdo de covariancia é o que tem sua fun¢cdo média preditiva mais distante dos dados observados.

Para esse caso, portanto, seria indicado o uso de outra func¢do de covariancia.

Tabela 10 — Medidas de Ajuste do Modelo usando Classe Matérn com p = 5.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 5,014
EMA 25,149

9.6 Processo t-Student usando Classe Matérn (p = 5) com ruidos Normais

Adotando o Processo 7-Student, o modelo passa a ter ajuste semlhante as demais

fun¢des de covariancia o que pode ser visto pela Figura 26 e da Tabela 12.

Tabela 11 — Ajuste do Modelo usando Classe Matérn com p = 5.
Parametro Estimativa Erro Padrao
c 2,52 0,49
Oy 1,75 0,69
l 1,68 0,79
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Legenda Dados observados E‘ Funcdo média preditiva estimada E‘ Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 26 — Funcdo média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando Classe Matérn
p=>5.

Tabela 12 — Medidas de Ajuste do Modelo usando Classe Matérn p = 5.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 2,355
EMA 5,545

9.7 Processo Gaussianos usando y-Exponencial com ruidos Normais

Para os modelos usando Processos Gaussianos, este que utilizou como fungao de
covariancia a y-Exponencial, foi o que apresentou funcdo média preditiva, observada através da

Figura 27 como sendo a menos afetada pelos outliers como confirma-se através da Tabela 14.

Tabela 13 — Ajuste do Modelo usando y-Exponencial.
Pardmetro Estimativa Erro Padrao

o 2,58 0,29
GS 1’82 0,60
) 1,92 0,90

y 1,30 0,45
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Legenda Dados observados E‘ Funcdo média preditiva estimada E‘ Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 27 — Fun¢do média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando
Y-Exponencial.

Tabela 14 — Medidas de Ajuste do Modelo usando y-Exponencial.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 3,438
EMA 11,819

9.8 Processo t-Student usando y-Exponencial com ruidos Normais

Esse funcao de covaridncia foi a unica que apresentou resultado semelhante para
ambos os Processos. Destaca-se que dentro da classe dos modelos usando Processo Gaussiano,
essa fun¢do ganhou destaque por apresentar menor REQM e EMA como mostra a Tabela 16. Ja
dentro da classe dos modelos usando Processo ¢-Student ela ndo ganhou destaque ja que foi a

que apresentou maior REQM e EMA dentre as apresentadas para os dados.

Tabela 15 — Ajuste do Modelo usando y-Exponencial.
Pardmetro Estimativa Erro Padrio

(o] 2,48 0,49
GS 1 965 0,63
[ 1,95 1,04

y 1,87 0,96
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Legenda Dados observados E‘ Funcdo média preditiva estimada E‘ Intervalo com 95% de credibilidade

Figura 28 — Fun¢do média preditiva e Intervalo com 95% de credibilidade usando
Y-Exponencial.

Tabela 16 — Medidas de Ajuste do Modelo usando y-Exponencial.
Medidas de Ajuste  Valor
REQM 3,008
EMA 9,048

Abaixo constam as Tabelas 17 e 18 onde se encontram as medidas ja apresentadas,
porém, aqui, elas estdo agrupadas para melhor comparacao entre os modelos para as funcdes de
covariancia representadas pelas siglas: Exponencial Quadrética (E.Q), Radial Quadratica (R.Q),

Classe Matérn (C.M) e y-Exponencial (G.E).

Tabela 17 — Medidas de Ajuste para todos os modelos usando Processos Gaussianos
Funcdo de Covariancia
Medida E.Q R.Q CM G.E
REQM 4,648 4,647 5,014 3,438
EMA 21,603 21,603 25,149 11,819

Tabela 18 — Medidas de Ajuste para todos os modelos usando Processos ¢-Student
Funcdo de Covariancia
Medida E.Q RQ CM GE
REQM 2,167 2,224 2,355 3,008
EMA 4,696 4,9468 5,545 9,048
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10 CONSIDERACOES FINAIS

Como observado através do trabalho, essa abordagem da area ndo paramétrica
bayesiana € um op¢do com inimeras vantagens que flexibiliza o processo de ajuste e apresenta
alternativas que lidam bem com situacdes que trariam complicacdes para outras modelagens,
como presenga de nao-linearidade, presenca de observacoes influentes, entre outros fatores.

Dentre os modelos apresentados destacaram-se os que envolviam o uso da distribui-
¢ao r-Student, ja que a mesma lida melhor com outliers frente a distribui¢io Normal. No caso
do ajuste a posteriori, modelos com uso de ruidos distribuidos como #-Student se mostraram
mais robustos. No ambito preditivo, o trabalho focou no comparativo apenas dos modelos com
ruidos normais e foi possivel observar que o uso de Processos 7-Student se destacam frente aos
Processos Gaussianos na presenga de outliers.

Como projetos futuros, cabe o estudo preditivo dos modelos usando ruidos 7-Student
e se analisando em quais situagdes os Processos 7-Student se destacariam frente aos Processos
Gaussianos. Além também, de desenvolver ferramentas de diagndstico sobre a robustez de tais
modelos baseadas, por exemplo, na Divergéncia de Kullback-Leibler, a qual € utilizada em
modelos bayesianos paramétrico como medida de influéncia global. Essa entdo, poderia ser

estendida para os modelos ndo-paramétricos com enfoque bayesiano.
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Nesse apéndice se encontram os graficos de convergéncia dos modelos preditivos.

A.1 Processo Gaussiano usando Exponencial Quadratica com ruidos Normais
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Figura 29 — Traceplot para as estimativas dos parametros
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Figura 30 — Autocorrelacao para as estimativas dos parametros



A.2 Processo -Student usando Exponencial Quadratica com ruidos Normais
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Figura 32 — Autocorrelacio para as estimativas dos parametros

A.3 Processo Gaussiano usando Radial Quadratica com ruidos Normais
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Figura 33 — Traceplot para as estimativas dos parametros
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A.4 Processo t-Student usando Radial Quadratica com ruidos Normais
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A.5 Processo Gaussiano usando Classe Matérn com ruidos Normais
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Figura 38 — Autocorrelacio para as estimativas dos parametros
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A.6 Processo t-Student usando Classe Matérn com ruidos Normais
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Figura 40 — Autocorrelacdo para as estimativas dos parametros
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A.7 Processo
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A.8 Processo t-Student usando Gama-Exponencial com ruidos Normais
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