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RESUMO

Teorias de dimensdes extras tém sido consideradas desde o inicio do século XX com Nordstrom
e, em seguida, com Kaluza e Klein, e, ao longo dos anos, foram ressurgindo em novos contextos.
Neste trabalho, iremos abordar de uma maneira didatica o modelo proposto em 1999 por Ran-
dall e Sundrum que se propde a explicar o chamado problema da hierarquia de gauge: a enorme
discrepéncia entre a escala de energia eletrofraca e a da gravidade. Como nossa linguagem € a
relativiade geral, dedicamos o primeiro capitulo para desenvolver seu formalismo, elucidando
os topicos necessarios para a compreensao do que serd abordado. Em seguida, introduzirmos o
modelo de Randall-Sundrum. Neste cendrio, duas branas estdo imersas em um espago-tempo
Anti-de-Sitter (4+1)-dimensional onde uma delas comporta os campos do modelo padrio. Dis-
cutimos a hierarquia de gauge para campos escalares, vetoriais e spinoriais. Por fim, abordamos
a cosmologia, onde revisamos a cosmologia convencional (3+1)-dimensional dos universos de
Friedmann-Robertson-Walker, e, em seguida, mostramos como podemos obter uma solu¢ao in-
flaciondria no modelo de Randall-Sundrum. Limitamo-nos ao caso em que distancia entre as
branas esta fixa.

Palavras-chave: Randall-Sundrum. Hierarquia. Brana. Cosmologia.Inflacao.



ABSTRACT

Higher-dimensional theories have been considered since the early twentieth century by Nords-
trom and then by Kaluza and Klein, and over the years, they have re-emerged in new contexts.
In this work, we will discuss in a pedagogical manner the model presented in 1999 by Randall
and Sundrum, which proposes an explanation to the so-called gauge hierarchy problem: the
large discrepancy between the electroweak and the gravity scales of energy. As our language is
general relativity, we devote the first chapter to developing its formalism, elucidating the topics
necessary for understanding what will be addressed. Next, we introduce the Randall-Sundrum
model. In this scenario, two branes are embedded in a (4+1)-dimensional Anti-Sitter spacetime,
where one of them contains the fields of the standard model. We explore the gauge hierarchy
for scalar, vector and spinorial fields. Finally, we discuss cosmology, where we review the
(3+1)-dimensional conventional cosmology of the Friedmann-Robertson-Walker universes and
then show how we can obtain an inflationary solution in the Randall-Sundrum model. We limit
ourselves to the case where the distance between the branes is kept fixed.

Keywords: Randall-Sundrum. Hierarchy. Brane. Cosmology. Inflation.
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1 INTRODUCAO

A ideia de que podem existir mais dimensdes que as nossas quatro usuais tém sido
consideradas desde o inicio do século XX com Nordstrom e, em seguida, com Kaluza e Klein,
em uma tentativa de unificar a gravidade e o eletromagnetismo. Ao longo dos anos, teorias com
dimensdes extras foram ressurgindo em novos contextos, combinando ideias de relatividade e
mecanica quantica. Por exemplo, teorias que envolvem supersimetria, como teoria das super-
cordas, exigem mais de quatro dimensdes. Ademais, consequéncias cosmoldgicas podem ser
extraidas de alguns desenvolvimentos recentes, indicando que poderemos testar estes modelos
com os dados cosmolégicos que estdo cada vez mais precisos.

Na teoria proposta por Kaluza e Klein o espago-tempo apresenta cinco dimensdes.
Nesse cendrio, a dimensdo extra é compacta, isto é, finita e fechada em torno de si mesma como
um circulo. Teorias mais recentes, como em supercordas, também consideram dimensdes extras
compactas, e a fisica 4-dimensional é recuperada a partir de um processo chamado de reducdo
Kaluza-Klein, na qual a compactificacgdo € feita em uma variedade de pequeno tamanho, geral-
mente da ordem de Plank.

Uma outra forma de se compactificar dimensdes extras tem sido abordadas em de-
senvolvimentos recentes em teoria das cordas e em sua extensdo teoria M. Nestes desenvol-
vimentos, considera-se que as particulas do modelo padrdo estao confinadas em uma hiper-
superficie, chamada brana, imersa em um espaco-tempo com dimensdes superiores, chamado
bulk. Apenas a gravidade e alguns tipos de matéria exdtica podem se propagar no bulk. As
restricdes quanto ao tamanho das dimensdes extras ficam mais brandas, uma vez que as particulas
do modelo padrao se propagam em trés dimensodes. Esse tipo de mundo-brana emerge no mo-
delo de Horava-Witten, em teoria das cordas, que constituiu uma base para os demais modelos
de mundo brana desenvolvidos até agora. [6, (7]

Neste trabalho, iremos abordar o modelo proposto em 1999 por Randall e Sundrum
[20] como uma tentativa de explicar o chamado problema da hierarquia de gauge. Tal problema
constitui na enorme discrepancia entre a escala de energia eletrofraca e a escala de Plank. De
acordo com o modelo padrdo, a quebra espontinea de simetria para a simetria eletrofraca é
« 103GeV, o que significa que as massas dos campos de gauge estdo nessa escala. Entretanto,
para a gravidade, a escala de energia é de «~ 10'°GeV, a escala de Plank. Essa discrepancia
M.ietrofraca/Mpiank = 10716 requer para os termos de massa um ajuste fino de 16 digitos o que
¢ um absurdo. Além de revelar uma imperfei¢do na teoria do modelo padrao, essa discrepancia
¢ um empecilho para uma unificacdo entre modelo padrao gravidade. [[16]]

Uma solugdo para esse problema usando a ideia de mundo-brana foi proposta inici-
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almente por Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali, 1998, [4, 5] no que se tornou conhecido por
modelo ADD. Neste cendrio, a brana estd imersa em um espago-tempo plano (4+d)-dimensional,
onde as d dimensdes extras sdo compactas de raio r.. A gravidade se propaga em (4+d) di-
mensdes com uma escala de energia fundamental M., de forma que para distancias muito mai-
ores que r. a gravidade se comporta 4-dimensional, com M p;u,1 = Mf*drg. Como a gravidade
ndo havia sido medida em escalas menores de um milimetro, r. poderia ser uma fracdo de
milimetro. Para um volume do espacgo extra-dimensional suficiente poderiamos fazer a escala
fundamental se equiparar a eletrofraca, e para isso requeriamos mais de uma dimensdo extra.
(6, 7]

Entretanto, o modelo ADD introduz uma nova hierarquia entre a escala fundamental
da gravidade M, e a escala de compactificagdo 1/r.. E nesse contexto que surge o modelo de
Randall-Sundrum, onde se propde uma geometria ndao-plana dobrada com uma métrica ndo-
fatorizavel, e a relacdo anterior para a escala de energia ndo é mais valida. Pode-se gerar a
hierarquia com uma dimensao extra compacta sem a exigéncia de um 7, grande, de forma que
podemos trazer todas as constantes fundamentais da teoria para a mesma escala de energia. O
bulk é uma por¢ao de uma geometria Anti-de-Sitter com duas branas na fronteira: Uma com
tensao positiva, que chamamos de brana oculta, e a outra, com tensao negativa, que chamamos
de visivel, por ser aquela que comporta os campos do modelo padrdo. [6, 7,17, 20]

Em um segundo artigo [19], Raman e Sundrum mostram que sua métrica ndo fa-
torizdvel permite outra possibilidade: a dimensdo extra pode nao ser compacta. Nesse cenario
sO existiria uma unica brana, aquela com tensao positiva. Apesar de ndo resolver o problema
da hierarquia, esse modelo apresenta implicagdes cosmoldgicas interessantes [6]. Entretanto,
nesta revisao introdutdria, trataremos apenas o modelo de Randall-Sundrum tipo I (com duas
branas).

Este trabalho € organizado da seguinte forma: como nossa linguagem € a relativiade
geral, dedicamos o primeiro capitulo para desenvolver seu formalismo, elucidando os tépicos
necessdrios para a compreensao do que serd abordado. Em seguida, introduzimos o modelo
de Randall-Sundrum de uma maneira mais simples e intuitiva para o leitor ndo-familiarizado
com teorias de dimensodes extras, para em uma se¢do seguinte introduzirmos os formalismos
mais amplamentes usados. Discutimos a hierarquia de gauge para campos escalares, vetoriais
e spinoriais. Por fim, discutimos cosmologia, onde revisamos a cosmologia convencional 4-
dimensional dos universos de Friedmann-Robertson-Walker e entio mostramos como podemos
obter uma solu¢do inflacionaria no modelo de Randall-Sundrum com duas branas como foi
proposto por Hang Bae Kim e Hyung do Kim [[15]. Nos limitamos ao caso em que distincia
entre as branas esta fixa. O assunto € discutido em uma arbodagem didatica, acessivel a qualquer

leitor familiarizado com relatividade geral, e os cédlculos sdo apresentados de forma detalhada.
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2 UMA REVISAO DE RELATIVIDADE GERAL

2.1 Fundamentos

A gravidade € a tnica interacdo fundamental da natureza que apresenta a propri-
edade da universalidade. Qualquer particula imersa no campo gravitacional adquire a mesma
aceleracdo e, consequentemente percorre a mesma trajetoria. Isto independe de sua massa ou
de qualquer outra caracteristica intrisseca a ela. Devido a esse motivo, podemos descrever essa
interacdo sem o uso de “forcas”, mas como um efeito da estrutura do espago-tempo. [2]

Como um guia de como essa deformagdo do espago-tempo deve ser construida to-
mamos como base o Principio da Equivaléncia de Einstein enunciado da seguinte forma: sempre
haverd um sistema de coordenadas tal que a gravidade zera localmente [2,14]. Fisicamente, se
tomarmos uma regido suficientemente pequena onde o campo gravitacional pode ser tido como
constante,as leis da fisica em um referecial ndo-girante em queda livre sdo as mesmas de um
referencial inercial sem gravidade. [21]]

Como a relatividade especial descreve a fisica sem gravitagdo, requeremos que a
métrica de Lorentz 7, € a simetria de Poincaré sejam vélidas localmente. Isto sugere que essa
deformacao no espaco-tempo seja dada por uma mudanca na métrica [2]]. O espaco-tempo agora

€ curvo, e serd dada por uma métrica mais geral:

ds® = g, (x) dz¥dz” (2.1

A condig¢ao de ser localmente Minkowski requer que a distribui¢io de sinal, ou assinatura, seja
(+ — ——) [21]. Podemos visualisar que em um ponto qualquer do espago-tempo, um espago
de Minkowski pode ser introduzido tangente a esse ponto [14]]. Estes espacos sdo denotados
pseudo-riemannianos. Os espacos ditos propriamente riemmanianos sao aqueles localmente
euclidianos [21]].

Para que possamos construir teorias no espago curvo dado pela eq. (2.1)), é con-
veniente escrevermos em termos de quantidades que se transformem como tensores para uma
transformacdo qualquer de coordenadas. Por exemplo, a equagdo do movimento da particula

livre

dU#* B dx”
ds  ds
sO € valida no sistema de coordenadas localmente Minkowski. O fato dela ndo ser valida em

o,U" =0 (2.2)

coordenadas arbitrarias reside no fato de que a derivada parcial ndo se comporta como tensor.
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O mesmo problema acontece para teorias de campo, como por exemplo para o campo escalar:

(8,0"+M?) 6 =0 (2.3)

Nesse sentido, € de nosso interesse introduzir um novo objeto V,, que substitua
a derivada e que seja covariante, o qual chamamos de derivada covariante. Com isso, temos
uma regra (acoplamento minimo) [2, [14] que permite a passagem de uma teoria do espago de

Minkowski para o espaco curvo através da substitui¢ao:

77;11/ — guu (24)
dz — d'zv/—g (2.5
9, — V, (2.6)

Para que possamos caracterizar a derivada covariante, primeiramente, precisamos definir um
objeto denotado por simbolo de Christoffel. Este possui duas versdes que sdao chamadas de

primeira e segunda espécie respectivamente [21]]:

1
Dy = B} (DG + OuGup — Ougup) (2.7)
Fllfp = gAMF)\Vp (28)

A partir da definicdo, vemos que ele apresenta simetria nos dois ultimos indices:

Top=TLpp D =T 2.9)

wvp

A seguir, uma outra propriedade interessante que pode ser facilmente verificada substituindo a
definicdo (2.7) no lado direito da equagao:

Op G = Lywp + Topp (2.10)

Uma vez que ja caracterizamos o simbolo de Christoffel e suas propriedades, vou enunciar sem
prova que a derivada covariante de um tensor € da sequinte forma: (para uma demonstragao

veja por exemplo ref. 2,14} 21] etc):

VaF! = 0\Fl + FOTY  — FMTY, (2.11)

Esta expressdo pode ser generalizada para um tensor de ordem arbitraria F'. Comecamos com
um termo de derivada parcial, e, em seguida, acrescentamos termos positivos para cada indice

contravariante, substituindo-o em £’ por um indice mudo, que contrai com um I, que também
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recebe o indice substituido. De forma similiar, acrescentamos termos negativos para cada indice
covariante. [14, 21]] E imediato, usando equagoes , e a simetria do Simbolo de
Christoffel, eq. , que o tensor métrico € “constante” no sentido de derivada covariante, isto
¢ [14, 21]:

V)\gw, = ng’“’ = V(;‘L,ﬁ =0 (212)

Podemos agora voltar para nosso problema original e generalizar as equagdes (2.2) e (2.3). Para
a particula cléssica livre, temos:
dx” dU*

JUM = —— 4 TH UPUP = 2.13
VU = T U =0 (2.13)

Essas curvas, chamadas de geodésicas, tem a propiedade de nao variarem de dire¢do analoga-

mente as retas no espaco plano. [2]. Da mesma forma, a equacdo covariante para 0 campo

escalar é dada por:

(V. 0"+ M?*) ¢ =0 (2.14)

Note que mantivemos a primeira derivada na forma 0* pois a derivada covariante de um escalar
se resume a propria derivada parcial, enquanto a segunda derivada estd sendo aplicada em um
vetor (o gradiente do escalar). Alternativamente, podemos generalizar as teorias de campo a
partir das acdes. Tomemos, por exemplo, as acdes do campo escalar, vetorial e spinorial no

espaco plano de Minkowski [2, 3, [14]

1
Sescalar = 5/(141’ [nHV8#¢8V¢_M2¢2] (215)
1
Svetorial - _Z/d4x [FHVFHV + MQTIWA;LAV] (216)
Sepinorial = / d*z [{Uy*0,¥ — MV U] (2.17)

A generalizagdo para o espago curvo, usando as equagdes (2.4), (2.5) e (2.6), sdo dadas por
[2, 14]]:

1
Sescalar = 5/(:141’\, -9 [guyauqsallgb - M2¢2} (2.18)
1
Svetorial = _Z /d4517\, -9 [FMVFMV + MQQMVAMAV] (2.19)

Sepinorial = / d'zy/=g [iVA*V, ¥ — MUV] (2.20)
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A derivada covariante para o campo spinorial €, na verdade, dada por um acoplamento com uma
conexao de spin, mas nao nos precupemos com isso. Apenas note que os termos com conexao

se cancelam em £, de forma que se mantém a expressao original:

F,=V,A -V,A,=0,A, —0,A, (2.21)
2.2 Tensor de curvatura e equacoes de Einstein

Nesta sec¢do, vamos introduzir um objeto puramente geométrico que € responsavel
por descrever as propriedades de curvatura na geometria (pseudo)-riemanniana: O tensor de
curvatura de Riemann. Optamos por defini-lo através do comutador das derivadas covariantes.

Usando a equagdo (2.11)), temos:
[V, VoV = =R}, V? (2.22)

Onde o tensor de Riemann R),gw, ¢ dado por:

A N A A A o A TOo
R, = 0,J7,—09,, +TI7, —T)T7, (2.23)
1
RAP/LV = 5 (@&,gw + aAE)VgW — @(%gw — OAE?,Lgp,,) + F/\O'MFZV — F)\JVFZ” (224)

Este pode ser usado para distinguirmos espacos curvos, de parametrizacdes do
espaco “plano” de Minkowski. De fato, existe um resultado rigoroso na geometria diferen-
cial que diz que a condi¢do de suas componentes zerarem € nescessdria e suficiente para que
exista uma transformagao global de coordenadas tal que deixa a métrica na forma 7, em todos
os pontos [[14]. Ainda, podemos notar, a partir das equagdes e (2.24).que o tensor de

Riemann apresenta algumas simetrias:

Ryppw = —Rpup (2.25)
Ry = —Roppw (2.26)
Rypuw = Ruvxp (2.27)
Rppw + Bapwp + B = 0 (2.28)

A validade dessas propriedades podem ser mais facilmente verificadas no sistema de coorde-
nadas no qual o simbolo de Crhristoffel zera localmente. A existéncia dessas coordenadas é
garantida pelo principio da equivaléncia. Dessa forma, podemos eliminar os termos em que

o simbolo de Christoffel aparece sem derivada nas equacdes (2.23)) e (2.24). A primeira e a
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ultima simetria sao mais facilmente vistas a partir da primeira definicdo, e a segunda e terceira
propriedade, a partir da segunda defini¢ao. [21]

Contracgdes sucessivas deste tensor dao origem a outras quantidades igualmente im-
portantes para caracterizar a geometria do espagco-tempo na relatividade geral. Sao elas o tensor

de Ricci e o escalar de Ricci:

R, = R, (2.29)
R = ¢"R, =R/ (2.30)

Podemos notar que o tensor de Ricci € simétrico. Para isto, basta usarmos a propriedade eq.
(2.28) e, em seguida, as (2.23) e (2.26)) e fazer a contragdo. [21]]

Ja colocamos que o tensor de Riemann e suas contragdes, tensor e escalar de Ricci,
descrevem a curvatura do espaco-tempo. Para estabelecermos como a matéria causa essa dis-
tor¢ao, devemos lembrar que na gravidade newtoniana, A® = 47 (G)p, a densidade p atua como
fonte do campo gravitacional. Na relatividade, p ndo € mais um invariante, de forma que o tensor
momento-energia a substitui representando a matéria. Como a conservacao da energia requer
V#T,, = 0, a ideia de Einstein foi relacionar 7,,, com grandezas geométricas que possuem
derivadas covariantes zero. [21] Além da prépria métrica, eq. , o Tensor de Einstein
G = R — %QW,R também satisafaz esta propriedade (para uma demonstragdo veja, por

exemplo, [14]). Deste modo, a Equacao de Einstein é dada como segue:

1
R, — (§R + A) G = KT}, (2.31)

A constante de proporcionalidade x, pode ser dada fazendo-se o limite newtoneano: x = 87 G,
sendo GG a constante da gravitacdo universal de Newton. A constante A é chamada de constante
cosmoldgica por motivos histéricos e seu valor € tao pequeno que € desprezada em muitos
contextos. Optamos por manté-la para facilitar a conexdo com a gravitagdo em dimensoes

extras.

2.3 A acao de Einstein-Hilbert

A Equag@o de Einstein, (2.31)), fornece a dindmica do campo g,,, onde o termo fonte
TH € devido a interagdo com outros campos, que representam a matéria [14]. Estes podem
ser: escalares, como o bdéson de Higgs; vetoriais, como os campos de gauge das interacdes
eletrofracas; ou spinoriais, como o spinor de Dirac. Suas lagrangeanas sao func¢des do valor do
campo e de sua primeira derivada £ = L [¢(z), 0, (x)]. A interacdo correta entre 0s campos
¢ dada a partir de uma ag@o total .S invariante quanto as simetrias do sistema, de modo que

as configuracdes de campo sdo tais que a acdo é extremante, 05 = 0 [3]. Em gravitagdo, a
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simetria de nosso interesse € a de Poincaré. Sua validade local é assegurada pelo Principio de
Equivaléncia. Deste modo, é de nosso interesse introduzir a a¢do associada ao campo g,,, (X)

que € chamada acdo de Einstein-Hilbert [2]:

1
Spirle) = - / /=g (R + 2A) (2.32)

Para simplificarmos nosso raciocinio, vamos, inicialmente, considerar que nao ha
presenca de matéria, de modo que a acdo € dada exclusivamente pela (2.32), e, portanto,

0SEgn = 0. Tomando o variacional e aplicando a regra da cadeia, temos [2]:

08pule) _ 1
0gre 2K

5v/—a S 0 Ry
d'z {ng (9" Ry + 2A) + \/_—g(sz7RW + \/—gg“”@—p‘; (2.33)

Pode ser provado (veja [14]), que o terceiro termo do lado direito da equagdo (2.33)) corresponde

a uma divergéncia total. O segundo pode ser simplificado, uma vez que:

oght” 5
5gr = 0%,0% (2.34)
O primeiro termo pode ser simplificado usando a seguinte identidade:
In|detg|=trin|g | (2.35)
De modo que [2]:
o/—9 1 46(-g) 1 Jexpltring] (2.36)
0gP7  2y=g dg"  2y/=g o9~ '
1 dlng 1 0g 1
= —— (=)t = —q) " = ——\/—qg,, 2.37
2\/_—g( 9t s 2\/_—9( 9)9" 5 r =~V 99 (237)

Substituindo as equagdes (2.34) e (2.37) de volta na equagao (2.33)) temos:

0SEH [9] - 1 4 1
597_ oy d*zv/—g | Rpo §R+A 9po (2.38)

Na auséncia de matéria, vemos que a condicdo Sy = 0, nos impde:

1
Ry — (53 + A) Gpo =0 (2.39)

Que ¢ precisamente a equacao de Einstein no vécuo.
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2.4 A contribuicao da matéria

Para que pocamos incluir a interacdo da matéria, bastamos partir da acao total dada

pela A¢ao de Albert-Hilbert somada a acdo da matéria:

Smat = /d4x\/ _g'cmat (240)

Onde a acdo acima corresponde a generalizacdo da ag¢do usal dos campos no espaco de Min-
kowski para o espago curvo, seguindo a regra do acoplamento minimo como nos exemplos
(2.18), (2.19) e (2.20). [14]. Entretanto, ndo devemos nos preocupar, por enquanto, com a

forma funcional dessa lagrangeana. Como as configuracdes de campo sdo tais que a a¢ao total

deve extremante:

0Ser + 0Smat =0 (2.41)

Uma vez que ja conhecemos a contribuicdo da A¢do de Eintein-Hilbert, podemos

usar a equagdo (2.38)), obtendo:

1 1
_ﬁ / \/—_gd4x |:R,DCT N (éR * A) gPU:| 5gpa + 5Smat =0 (2.42)

Comparando com a Equacdo de Einstein, eq. (2.31]), podemos notar que o seu termo fonte surge
naturalmente a partir do termo de interacdo com a matéria, de maneira que devemos defini-lo

como [2]]:

2 0(vV/—9Lma
Typ = V9L ma) (2.43)
V=g  6g”
Precisamos nos atentar para a seguinte propriedade: ao levantarmos os indices a expressao troca

de sinal [2]]:

Tor _ _ 2_9 d (v ;ggﬁmaﬁ (2.44)
V po

O que pode ser facilmente obtido ao tomarmos o variacional na equacao abaixo:

g,\“g)‘” = 5: = gu,\5g)‘” = —g’\”dgw\ = T,\,,ég’\” = —TA“(Sgu,\ (2.45)

Contudo, ainda nio estd claro que o objeto definido pela equagdo (2.43) de fato
representa o momento-energia da matéria. O que entendemos por “momento-energia” de um
campo € a corrente de Noether conservada devido a invariancia da a¢do quanto a translacoes.

Como a simetria de Poincaré € apenas local, devemos considera-las dependentes da posicao no
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espaco-tempo [14]:

ot — o' =t 4 € (x) (2.46)

Entdo, devemos calcular a variagdo da a¢do quanto a essas transformacoes a partir das equacoes

@.43) e @.44) [2]:

8Smar = / A i) V(;;f’”“t)agw (2.47)

1 1

onde 0g,, pode ser dado para " pequenos, por:

OGu = G, (277 — ") — g (27) (2.49)
= G (27) = g (27) — €0pg, (2.50)

Usando a lei de transoformag¢do de um tensor (veja ref. [21]):

dzP Oz
5guu = Oz'n Wgo/\ — Guv — epapg;w (251)
= (62 - 6M60) (5’; — &,e/\) Gox — G — € 0oy (2.52)
- _go'yapeo- - gupal,ep - GPapg“V (253)

Substituindo de volta na equacgao (2.48))(ii) [2]:

1
0Smat = ) /d4$\/ —g T [—gpyﬁuep - gupaufp - Gpapgm/] (2.54)

Podemos usar a simetria do tensor 7" (a simetria estd evidente nas equagdes (2.43)) e (2.44)
devido a simetria da métrica) para juntar os dois primeiros termos, e, entdo, integrando por

partes o termo resultante, e, eliminando o termo de fronteira, temos:

1
0Smat = — /d4x e? [8V (\/—ng”) — 5\/—gT“”8ng (2.55)

Aqui vamos usar a propriedade 0,9,, = 'y, + L'vup. €q. (2.10), e, novamente, a propriedade
de simetria do tensor momento-energia, e, em seguida, integramos por partes e usamos o fato

que 0,/—g =+/—g F’/fw (ref. [2]]), resultando [2]:
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S = — [ e 0, (VGTY) - VI, .56
= - / d'zv/=g €’ [0, T, + T %, —TLT", | (2.57)
= —/d49: —ge [VVTH (2.58)

A arbitrariedade do €” e o fato de que a acao deve ser invariante quanto a translacdo, leva a que

T"? satisfaca a lei de conservagdo covariante [2]:

vV, 77" =0 (2.59)

O que nos mostra que, de fato, este objeto pode ser interpretado como o tensor momento-energia

dos campos de matéria.
2.5 Formulacao D-dimensional

Até o presente momento temos considerado implicitamente que 0 nosso espago-
tempo apresenta quatro dimensdes, sendo uma temporal e trés espaciais, onde usamos indices
gregos minudsculos i, v, \... para percorrer as quatro coordenadas 0, 1,2, 3. Contudo, podemos
generalizar, sem dificuldades, para uma teoria D-dimensional. A mudanga 6bvia € substituir o
elemento de volume d*z por d”z nas equacdes e . Mas, como queremos manter
a acdo com dimensdo numérica 0 (veja apéndice (A)), a constante ~ deverd mudar de unidade.

Como + = 8@, e fazendo uso da equacdo (A.4), podemos re-escrever as equagodes (2.32)) e

(2Z20) por:

o MI%lank
167

Para generalizarmos esta acdo para uma métrica D-dimensional dada por ds? =

S = / d*2v/=g (R + 2A) + Syt (2.60)

gap (z) dzdz?, onde os indices latinos maitsculos A, B, C, ... percorrem os indices 0, 1,2, ..., D—
1 (D = 5, nos capitulos subsequentes), devemos nos atentar que cada dx possui dimensao —1,
de modo que podemos generalizar a equacdo (2.60) afim de manter dimensionalidade da acdo
por [16]:

MD—2
S =_—— /de\/_—g (R+2A) + Spat (2.61)

167
Onde M, € a escala da teoria, e a nova constante A, ao contrario da constante cosmoldgica 4D

efetiva, ndo tem obrigacdo de zerar ou mesmo ser pequena [[13]]. O momento-energia serd dado
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por:

2 0(v/=9Lma
= (\/(;943 2 (2.62)

De modo que, tomando 65 = 0, chegamos a equagdo de Einstein:

Ty =

1 8T
Rup — (53 + A) gap = WTAB (2.63)

*
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3 O MODELO DE RANDALL-SUNDRUM

3.1 Uma construcao intuitiva do modelo

Supomos que o nosso mundo (3+1)-dimensional é uma (hiper)-superficie, uma 3-
brana, imersa em um espago-tempo com uma dimensao extra. Por conveniéncia vamos repre-
sentar a métrica em um sistema de coordenadas dado pelas quatro coordenadas usuais x* do
nosso universo, mais uma coordenada Z para parametrizar a dimensdo extra, onde a defini-
mos perpendicular A brana, a fim de ndo haver termos cruzados dz*dz# na nossa métrica [16].
Também precisamos que a métrica satisfaca a simetria global de Poincaré, visto que o mundo
4D proveniente dessa solucdo 5D deve parecer plano e estatico [13]. Assim sendo, podemos

tomar o ansatz a seguir 9, 10, [11} 13} 116} 117, 20]:

ds? = eQA(Z)nH,,dx“dx” —dz? (3.1

onde devemos notar que sempre podemos fixar g, = 1 a partir de uma transformacao de coor-
denada em Z [16]. A fungiio ¢>4(%) ¢ escrita na forma de uma exponencial por conveniéncia, e
¢ denotada de fator de dobra [13]. Ao substituir a equacao (3.1) na equagdo (2.63) com D = 5

as equagdes de Einstein ficam reduzidas a [[16]:

(

8

— (BA" + 642 + A) §* = ]\/;T’j (3.2)
8

— (647 +A) = —=T% (3.3)

\ 0="T7 (3.4)

E facil ver que podemos substituir a segunda equacio, eq. 1} na primeira, eq. li obtendo

a equagdo abaixo, onde T) = T{ = T3 = Ts:
8
=I5

Aqui, convém considerarmos que toda a matéria estd confinada na brana, de modo

3A'

(17 —T9) (3.5)

que, para fora da brana, impomos 7y = 0, resultando as equacoes:

{6A'2 +A=0 (3.6)
A" =0 (3.7)
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Que podem ser facilmente resolvidas:

A [ A

O termo A, pode ser eliminado através da transformacio dz* — e~“4°dz*, de modo que a

métrica se torna:

ds* = My, datds” — d 23 k=1/—= (3.9)

Esta solugdo s6 é compativel com A < 0, o que significa que o espago-tempo tem
geometria anti-de Sitter (AdS5) [20]. Como ainda precisamos definir o sinal do fator de dobra,
vamos analisar o comportamento das duas solugdes possiveis em funcdo da coordenada da

dimensao extra.

Graéfico 1 — Grafico do fator de dobra positivo e negativo em funcao da coordenada da
dimensdo extra

2kE

, 24.(2)
®Z, e i

Fonte: Ref. [16].

Grifico 2 — Grafico do fator de dobra em funcao da coordenada da dimensdo extra com os
sinais ajustados para a compactificacao

e~ 2Z) )

i I i

i 1

i 1

i 1

! __{i—zzkr,if;W

1 1 -
—Tre 0 AT &

Fonte: Ref. [16].

Se quiséssemos que a dimensao extra fosse extensa, isto €, se prolongasse ao infinito
nas duas direcdes, —o0o < Z < +00, 0 que € feito no modelo de Randall-Sundrum tipo II [[19]],

a escolha natural seria atribuir o sinal positivo na regido Z < 0 e negativo em Z > ( para que
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o fator de dobra nao divirja no infinito. Contudo, no modelo tipo I estamos interessados que a
dimensao extra esteja compacta em um circulo, de modo que necessitamos que a métrica seja
periddica. Entdo, podemos restringir A(Z) = —k|Z| no intervalo —r.m < Z < r.m, onde r, é
o raio de compactificacdo da dimensdo extra, de maneira que o fator de dobra troque de sinal
novamente no ponto diametralmente oposto a origem como mostra o gréfico (2)). Formalmente,
estamos lidando com a orbivariedade |'| S /Z, onde S* € a 1-esfera (circulo) e Z, é o grupo dos
inteiros médulo 2, Z, = {—1,0, 1} [10,[13]. Entéo, é facil ver que podemos escrever a derivada

do fator de dobra no intervalo —r.m < Z < r.m usando funcdes Heaviside 6:

A=k[-0(-Z+rm)+0(—=2)—0(Z)+0(Z —r.m)] (3.10)

Podemos derivar a equagao (3.10]) para obter a expressdo da derivada segunda de A [10} 11}, 13}
20]:

A" = —2k[5(Z) = 6§ (Z — rem)] (3.11)

Olhando novamente as equagdes de Einstein eq. (3.2)) a (3.4) e a eq. (3.5)), podemos

achar o momento-energia a partir da equacgao (3.11). De fato, substituindo-a na equagdo (3.5))
[16]:

—6k[6(Z2) —6(Z —rem)] = — (T — T%) (3.12)

Mas substituindo a equacdo (3.8))(i) na equagdo (3.3)), € facil ver que 7% = 0, de modo que as

componentes ndo nulas do momento-energia, 7 = T} = T3 = T3, sdo dadas por [16]:

B Bka
g

Ou, podemos escrever de uma maneira compacta uma componente qualquer do tensor momento-

I (6(2) —6(Z —rem)] (3.13)

energia, usando deltas de Kronacker para indicar as componentes nao nulas[16]:

kM3 ”
T = T 0(2) = 0(Z = rem) 54050 (3.14)

A equagdo acima, (3.14), nos mostra que hd, na verdade, duas branas, uma em

Z = 0 eoutraem Z = r.m, paralelas entre si e separadas ao longo da dimensdo extra (veja
figura (I))). Uma delas € a que nds habitamos, que, por conveniéncias futuras, escolhemos que
sejaa Z = r.m, e a denotamos brana visivel, enquanto a outra, Z = 0, chamamos de brana
oculta. Note que a existéncia da segunda brana foi nescessdria para que a dimensao extra seja

compacta.

'Quociente entre uma variedade e um grupo discreto. [18]]
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Figura 1 — Figura esquematica mostrando as duas branas, oculta e visivel, separadas por uma
distancia L = r.m ao longo da dimensao extra
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Fonte: ref. [13]]

As branas pertencem a um espaco-tempo S-dimensional (bulk) com uma dimensao

extra compacta com métrica para —r.m < Z < r.m dada por: [9, (10} [11} 13,116} 17, 20]

ds® = e’%'Z‘anx“dx” —dz* (3.15)
3.2 Formulacao via principio variacional

Na sec¢do anterior determinamos o tensor momento-energia consistente com as si-
metrias do problema. Mas sabemos da secdo que o momento-energia provém de uma
acdo de matéria. Afim de elucidar sua origem fisica, vamos mostrar, nesta secdo, como po-
demos obté-lo por principio variacional. A acdo total composta pela acao de Einstein-Hilbert,
eq (2.61), com a acdo de matéria devido as duas branas fornecerd as equagdes de Einstein
com o momento-energia correto, eq. (3.14), onde, nessa abordagem, a solucdo (3.15) é obtida
de forma imediata resolvendo-as com as condi¢des de contorno da simetria da orbivariedade
S1/Z, e aquelas discutidas no inicio da se¢do anterior.

Como ja discutimos a solugdo, vamos focar nossa discussdo, agora, na constru¢ao
da acdo da matéria e na obtencdo do momento-energia. Para iniciarmos, vamos, primeiramente,

definir g/* e g como segue [}, 20]:

g (@) = gu (27,2 =r.m) (3.16)
g (27) = gu (2", Z =0) (3.17)
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A acdo da matéria pode ser separada nas contribuicdes devido a brana visivel e a

oculta, S,;s € S, TESpPECtivamente:

Smat = Svis + Socu (318)

Onde [11} 20]:
Svis = /d537 0 (Z - Tcﬂ-) V —Guis [ﬁvis - Vms] (319)
Socu - /d5113 ) (Z) V —Yocu [Eocu - V;)cu] (320)

Incluimos em cada a¢do um termo extra de energia de vacuo Vs e V., associado
as branas visivel e oculta respectivamente. Estes termos funcionam como fonte de gravidade, de
modo que, mesmo no vacuo, a 3-brana seja capaz de dobrar o espaco tempo [11} 20] e garantir
que a dimensao extra seja compacta. Para calcularmos a varia¢do dessas a¢des, podemos usar a

equacao (2.37):

5 V —Guis = \/ —Guis gvzs(su 51/ (321)

Obtendo, entdo, a variacao da acdo de matéria contida na brana visivel:

1 .
551”'5 = 5 /dBZE ) (Z — 7"671') vV —Guvis [T:ZS + V;nsgfbﬂ (322)

Onde definimos T;’ff como sendo o tensor momento-energia associado aos campos presentes na

brana visivel:

1 2 5 ( —Guis ‘Cvis)
TV = v (3.23)
a V —YGuis 59015

Definindo T;’is de maneira andloga a equacdo (3.23) obtemos a variacdo da acdo de matéria

contida na brana oculta:

1 A
0Soeu = 5 / &% 6 (Z) V/=Goeu T2 + Vicugs'] (3.24)

De modo que, usando a versdo 5-dimensional da (2.38)), obtemos a equagdo de
Einstein abaixo, onde comparando com a equagio (2.63) podemos reconhecer no lado direito o

tensor momento-energia total devido as contribui¢des dos campos e das energias de vacuo:

Gap — AgAB =

8 .
55 [6(2 = rem) (Vussgls +T2i7) + 6 (2) (Vaeugps + T)] 8485 (3.25)

my

Como ndo podemos especificar como a matéria estd distribuida na brana, vamos considerar o
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caso da auséncia de matéria (vacuo) nas duas branas:

TV = To" =0 (3.26)

Desta maneira obtemos [11]]:

8
G — Aoy = 7 [0(Z — 1e7) Viis + 6 (Z) Vioeu) 0% (3.27)
Substiuindo as expressoes dos tensores de Einstein e fazendo a substiui¢do analoga a feita para
obter a equacdo (3.5)), obtemos as equagdes andlogas as (3.3) e (3.5) mas com o termo de

momento-energia [ 10, (11} 13 20]:

— (64 +A) =0 (3.28)
_3A" = % 6(Z — 1em) Vigs + 6 (Z) Vi (3.29)

Novamente a equagdo (3.28) leva a (3.8)), onde a solug@o consistente com a orbivariedade S* /7,
¢ a dada pela equagdo (3.10), conforme discutido na se¢do anterior. Desse modo, substituindo
eq. (3.11) em eq. (3.29), obtemos os valores das energias de vacuo [9} [10, [111 13} 17, 20]:

kM3
AT
Substituindo (3.30) em (3.27) obtemos o tensor momento-energia encontrado na se¢do anterior,

V;)cu - _‘/;Jis =

(3.30)

eq. (3.14). Note que enquanto a brana oculta apresenta densidade de energia e tensdo positiva a

brana visivel apresenta densidade de energia e tensao negativa.
3.3 Implicacoes fisicas: hierarquia de gauge

O modelo de Randall-Sundrum se propde explicar a enorme diferenca entre as es-
calas de energia do Modelo Padrao e da gravidade. Nesta secdo vamos obter os paradmetros da
teoria efetiva 4-dimensional: A escala de Plank M p;,,,. € os parametros de massa dos campos
4D em termos das constantes fundamentais, que supomos estar todas na mesma escala funda-
mental M,.

Primeiramente, € de nosso interesse saber como uma teoria gravitacional 4D efetiva
na escala de Plank pode emergir desse cendrio 5-dimensional. A nossa métrica dada pela eq.
(3.15) nao leva em conta a presenca de matéria (além da energia de vacuo) na brana, de forma
que a métrica efetiva € do espaco de Minkowski 4-dimensional. Vamos assumir, que ao incluir

flutuacdes gravitacionais, a métrica toma a forma [9, 10, [11, [13} (17, 20]:

ds® = e 27l [, + k] datda” — d2° (3.31)
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Onde a métrica efetiva é:

G = v + P (3.32)

Como a métrica da teoria fundamental se relaciona com a efetiva por g, = e 22 |§W, temos
que os jacobianos se relacionam por \/—g = e~ %14l /—5 e, também, podemos ver que Ly =
e 2MZIT,, e re pr, de forma que o escalar de Ricci é dado por R = e?*I2IR + ... [11},[16]
Portanto, podemos substituir o jacobiano e o escalar de Ricci da parte gravitacional da acdo

(2.6I) em termos das grandezas efetivas, obtendo [9, (10, 11}, 13}, 16} 20]::

4 7 —2k|Z|
167T/d /_Tdrd e V—9R

M3
> Ton [1- 2’““6“}/&:1:\/ gR (3.33)

Comparando com a acdo 4-dimensional onde a escala da teoria € a escala de Plank, nés temos
que [9, 10, 114 13 116k 17, 20]:

% [1 o 6—2krc7r:| (334)

Queremos que todas as constantes fundamentais, M,, k, 1/r. estejam na mesma escala de

2 _
MPlank -

energia. Portanto, para valores razodveis de kr., o termo exponencial se torna desprezivel, e a

escala da teoria coincide com a escala de Plank [[16]:

A
Mpigng ~ M, ~ k = ~% (3.35)

Enquanto a exponencial ndo tem efeito significativo para determinar a escala da
teoria, veremos que ela tem um efeito crucial para gerar a hierarquia das massas.[20] Vamos
tomar como um primeiro exemplo o béson de Higgs confinado na brana visivel, cuja acao

devidamente acoplada com a gravidade estd posta a seguir [9, 10, [11} 113,116, 17, 20]:

Sus > [ doy=gus [920,6/0,6 X (10F - o2)’ (3.36)

—2krem—

Para escrevermos em termos das grandezas efetivas, devemos usar que g“s =e Gus O que

4’““”\/— g. Dai, obtemos a relac@o a seguir, onde, na

também implica na relacdo \/—g,;s = €

segunda linha, fazemos a transformacdo de renormalizacdo ¢ — <" ¢:
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Spis D / d'a e ey /=g (g 9,010,6 — A (|9]* — v])] (3.37)
) / d'z/=7 [770,0'0,6 — X (|¢|> — e > ™v7)] (3.38)

Dai a massa efetiva sofre uma supressao exponencial [9, 10} 11} 1316, 17, 20]:

T = e Ty, (3.39)

Sabemos que a massa efetiva estd na escala eletrofraca, da ordem 1TeV, ou 103GeV. Ao
tomarmos a massa fundamental na escala de Plank, da ordem 10'GeV, obtemos a relagio[13,
16]:

161n 10
s

kr. =

~ 12 (3.40)

O que é consistente com a ideia de k e 1/r. terem a mesma escala de energia. A concluséo é
que todas as constantes fundamentais inclusas as massas das particulas do modelo padrao, estdo
na mesma escala de energia, a escala de Plank, e, a hierarquia entre a escala eletrofraca surge
naturalmente ao usar uma teoria efetiva, devido a fatores puramentes geométricos. Portanto,
de fato, o modelo de Randall-Sundrum resolve o problema de hierarquia. Vale ressaltar que na
brana oculta, g, = g;,,)', as massas efetivas permanecem na escala fundamental. E por isso que
a brana oculta também é chamada de brana Plank, equanto a brana visivel de brana TeV. [[13]]
Vamos testar a teoria para mais dois exemplos: um campo de gauge A", como os
que constituem a interacdo eletrofraca [3]]; e o campo de Dirac ¥, que descreve férmions de

spin 1/2 como o elétron [3]]. Primeiramente, para o campo de gauge, ao considerarmos que sua

massa fundamental esteja na escala de Plank, podemos escrever [16]:

1 v v
Spis D 1 /d4$v —Guis [QﬁisgigFuAFup + MJ%lankgﬁisAuAV}
1
5 _Z /d4l‘ /_§6—4k7‘c7r [64krc7r§uug)\pFu)\pr + BQkTCWMIQDlankguVAMAV}
> -3 / d'e/=G [§VTYFnFp + € 2T Mpy g™ Ay AL (3.41)

Onde obtemos a mesma relacdo de hierarquia [16]:

=l

gauge — e_'I€7‘C7TA]\4Planl<; (3 42)
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Para o férmion, temos [16]]:

S5 / /= gurs [TV 0+ Mpr V] (3.43)

Onde ~* sdo as matrizes de Dirac e ¥ = ~°UT [3] e os vielbeinef, coma =0,1,2,3,4 cons-
tituem um quintupleto de vetores ortonormais que geram o espaco de Minkowski M5 tangente
a variedade, isto é: gap = nabeje% [14, [16]. Mas o vierbein da teoria efetiva EZ ¢ dado por
a _ ekrcﬂ'

=a .
eu 6#, uma vez que:

95’5 = Nuwehey, = e—2krc7r§w/ = e_%rcﬂhvégég (3.44)
De modo que temos que [16]:
Suis = € 7T / d'z\/=g [Uy eV, + e ¥ Moy, U] (3.45)

—3krem

L. L _3
O termo de e € eliminado ao fazermos a renormalizacdo ¥ — e shrem o portanto,

obtemos que a massa efetiva do férmion obedece a mesma relag@o de hierarquia [[16]:

Mfermion = e7kr€7r]\4,Pl0ml~c (346)

20s termos vielbein e vierbein sdo emprestados da lingua alema e significam “muitas pernas” e ‘quatro pernas”
respectivamente. [14]
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4 ABORDAGEM COSMOLOGICA

4.1 Uma revisao da solucao FRW

Os modelos cosmoldgicos atuais se baseiam na ideia de que o universo € homogéneo,
isto €, aparenta o mesmo em toda a sua extensao. Essa premissa, conhecida por principio coper-
nicano, € tomada como vélida em larga escala onde podemos tomar a densidade de momento-
energia aproximadamente constante [8]. Também assumimos que o universo aparenta 0 mesmo
em todas as direcdes, o que chamamos de isotropia. E, uma vez que assumimos a homoge-
neidade, a isotropia em um ponto implica na isotropia em todos os pontos [2]]. A validade de
ambas as conjecturas sdo manifestadas em diferentes observacdes. Na contagem do nimero de
galaxias, observacdes em raios-z, raios-y €, principalmente, na radiacdo césmica de fundo em
microondas [8§]].

As condi¢des de homogeneidade e isotropia requerem que a parte espacial tenha
curvatura constante. Existem trés tipos de espacos 3-dimensionais com essa caracteristica: a 3-
esfera S3, espago fechado com curvatura constante; espaco hiperbélico aberto S©2) (ou esfera
de raio imagindrio) cuja curvatura é negativa; espaco euclidiano £ com curvatura zero. Estes
trés espagos podem ser postos juntos com a ajuda de um pardmetro k, na qual k¥ = 1 para S?;

k= —1parao S®?;ek = 0 parao E:

d 2
a2 =—"" 12402 + 12 sin? fdp? 4.1)
1 — kr?
A homogeneidade também nos permite fixar goo = —1 de modo a haver um “tempo

universal”, o mesmo em todos os pontos do espago [2]. Também, devemos acrescentar um fator
de escala a (t) para dar conta da expansdo do universo [12], de forma que a métrica assume o
ansatz [2, 18, 112, 21}, [22]]:

dr?
1 —kr?

Neste capitulo, estamos usando a assinatura (— + ++) como é comum no estudo de cosmo-

ds? = —dt® + a? (t) { +72d0? + 7 sin® 9d¢2} 42)

logia. O espaco acima pode, equivalentemente, ser expresso em um sistema de coordenadas

“cartesianas” [1]]:

ds* = —dt* + a® (t) [de + kd—x?] (4.3)
N ‘ 1 — ka? )

(2

Devemos modelar a matéria e a energia presente no universo como um fluido per-
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feito homogéneo e istrépico (2} 8] [12, 22]:

T,uu = (p + p) UMUV + ygemy (44)

no referencial comével, U* = (1,0, 0, 0), temos [2} 8, [12] 22]:

Substituimos a métrica (4.3) e o momento-energia (4.5)) nas equacdes de Einstein (2.31)) e obte-
mos duas equagdes independentes, que dao a dinamica da evolug@o do universo em termos do
fator de escala [2, 8 12, 22]]:

at+k
3 oo A =8nGp (4.6)
. 12
EDL A= srGyp 4.7)
a a

Podemos substituir a eq. (.6) em eq. (4.7) de modo a eliminar o termo quadratico de derivada
primeira, obtendo [2, 8, 12} 22]]:
a A AnG

S 3= 3 (p+3p) (4.8)

As equagoes (4.6) e (4.8) constituem, juntas, as chamadas equagdes de Friedmann, e as métricas
da forma (4.2)) definem universos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [8]. Naturalmente, p
e p sdo funcdes do tempo e sdo tais que 0 momento-energia satisfaz a equacdo de continuidade.

. _ __a By 13 . 9 z
Por exemplo, para o universo plano, k£ = 0, (F%M = 55?6&6; nas coordenadas “cartesianas” ) é
valido que [8, [12} 22]]:

V.1 = 0= (4.9)

p+3-(p+p) = 0= (4.10)
30 a

a 3@ (pa’) = —3-p (4.11)

O universo plano, £ = 0, € o mais interessante das trés possibilidades. Além de
ser mais fécil de se trabalhar, atualmente, existem fortes evidéncias, baseadas em medi¢des da
radiacdo césmica de fundo, de que esse € de fato o formato do universo [8]], de forma que vamos
tomar como verdade.

A priori podemos considerar duas contribui¢des a0 momento-energia a da matéria
em si e a da radiacdo. Além, € claro, da contribuicdo da constante cosmoldgica ou energia de

vicuo, que também atua como um termo fonte. De acordo como a teoria padrdo, o universo
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inicia-se com uma singularidade, o Big-Bang, e entdo se expande, passando por um periodo ini-
cial dominado por radiagdo, e, em seguida, por um periodo dominado por matéria. Observacoes
mais recentes de uma expansao acelerada também podem indicar um periodo dominado por
vacuo (constante cosmoldgica) [12]]. Vamos achar uma solugdo para cada caso, considerando
que o termo domimante fornece a tnica contribui¢do, isto €, desprezamos os outros termos.
Comecemos pelo universo dominado por radiacdo. Primeiramente, note que o

momento-energia eletromagnético possui trago zero [8]:

1
Th = F'Fu = 10 F 7 B =0 (4.12)

Desse modo, ¢ fécil ver que para o momento-energia dado pela (4.5) € satisfeita a equacdo de
estado p = %p, o que pela eq. || leva a [8, 12, 22]:

,é+4pg:O:>a4p:cte (4.13)
a

Portanto, podemos substituir na eq (4.6), desprezando a contribui¢io da constante cosmoldgica
e tomando £ = 0, a equagdo (4.13)), de forma a obter [8, 22]:

a_ \/87TGp _ \/87TGp0a§ 4.14)
a 3 3a?
Definimos o parametro de Hubble [2, 8} [12, 21, 22]:
1 (t
) = 20 (4.15)

)
Definindo ag = 1 para um dado ¢;, podemos notar pela prépria eq. que, sendo Hy =
H(ty), temos [8} 12} 22]:

s
- 8nG
Ao substituir (4.16) na equagdo (4.14) e resolvé-la, impondo a (0) = 0 no Big-Bang, obtemos

a seguinte métrica para o universo dominado por radiacao [8, 22]:

o0 (4.16)

ds® = —dt* + \/2Ht 6;;dx'da’ (4.17)

Quanto a matéria, vamos considerd-la como um fluido formado por particulas nao
colidentes e ndo relativisticas, o que significa basicamente que p = 0 em eq. @#.5). Também
chamada de poeira, a matéria € formada, por exemplo, por um grande nimero de galdxias e
estrelas comuns, onde podemos considerar a pressao desprezivel em relacdo a densidade de

energia [8]. Também devemos considerar que o termo de densidade de energia seja sominante
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em relacdo ao de constante cosmoldgica, de modo que a eq. (4.6) pode ser lida [8], 22]:

a 8tGp \/ 8rGpoad
¢_ _ [ S P% 4.1
a \/ 3 3a? (4.18)

Onde usamos a equagio (4.11) com p = 0 . Note que p a3 pode ser interpretado como

a energia se diluindo a medida que o universo expande, mantendo [ pdV = cte. Novamente,
resolvemos usando a equagio (4.16)), impondo ag = 1 e usando a condigdo de contorno a (0) =

0 no Big-Bang. Portanto, a métrica para o universo dominado por matéria € [, 22]:

SHyt

2
3 . .
ds? = —dt* + ( ) 0;jdx"da’ (4.19)

Como a contribuicao da constante cosmoldgica € fixa, eventualmente, ela ird ser do-
minante em relacao a matéria que se dilui. Acreditamos, que ja estamos vivendo em um periodo
de transicdo, pois se observa uma expansao acelerada do universo, equanto as métricas
e apresentam fatores de escala com concavidade negativa, representando uma expansao
desacelerada do universo [12, 2]. A equa¢do de Freedmann (4.6) com constante cosmoldgica

dominante se torna [2, 8]

g _ j:\/g = a(t) = eV (4.20)

O sinal positivo € escolhido em conformidade com o universo em expansdo. Dai, a métrica para

o universo dominado por vacuo € [2, 8]

ds? = —de* + eQHtéijdxidxj 4.21)
4.2 O modelo de Randall-Sundrum com inflacao

Pretendemos generalizar o modelo de Randall-Sundrum afim de obter uma soluc¢ao
de larga escala, que incorpore o efeito da expansdo inflacionaria do universo. Novamente,
assumimos que vivemos em um bulk (4+1)-dimensional que contém duas branas, visivel e
oculta, onde a matéria estd confinada. Por simplicidade, vamos procurar solucdes nas quais as

branas sdo planas, de forma que podemos partir da seguinte métrica:

ds® = —n® (t,¢) dt* + a* (1, ¢) §;;da’da’ + b (¢, ¢) Ao (4.22)

O momento-energia total deve ser dado pelas energias de vicuo mais a matéria e
radiacdo presentes em cada brana. Vamos considerar a versdo completa do momento-energia
que aparece em €eq. li onde os termos 177 e T;’lﬁs correspondem aos fluidos perfeitos da

secdo anterior, eq. (4.5). O lado esquerdo das equacdes de Einstein sdo obtidas quando calcu-



34

lamos os tensores de Einstein para a métrica acima, de maneira que obtemos quatro equacoes

independentes correspondentes as componentes 00, iz, ¢p¢, 0¢ respectivamente [[15]:

8
M3b

*

56) Voeu = poca) + 8 (6= 5 ) (Vass = puss)] (4.23)

1 " " / / / / / /
1 [n_+2a_+2(22+2)_2(n_+2a_)] A

b2 | n a a n a b \n a
8 T
31 19(68) (Vaou = Poeu) 6 (6 = 5 ) (Vess + i) (4.24)
Sfa_a(n_a\]_3d(m &\ (s
n2la a\n a b2 n a
an’  bd
3 (——+———> =0 (4.26)
an ba a
\

Novamente requeremos que a dimensio extra esteja atrelada a orbivariedade S* /Z2.
E, para que as trés funcdes n, a e b obedecam a simetria, estas podem possuir derivadas primei-
ras descontinuas e, consequentemente, derivadas segundas do tipo fun¢do delta (quando ¢ = 0

e ¢ = m) e dai o o termo fonte tipo delta. Tomemos, primeiramente, a brana oculta. Quando

. ~ + 4 P .
integramos as equacgdes (4.23) a (4.26) de foo_ d¢, s6 vai importar os termos de derivada se-

gunda em relac@o a ¢, no lado esquerdo das equagdes; e os termos com ¢ (¢), no lado direito.

De maneira que temos as seguintes condi¢des de contorno [15]:

a' 0" s
- = — b(t,0) (Voew — Pocu 4.27
a lo- 3M§ ( ? )( p ) ( )
n' |0t 8T
— = — b(t,0) (Voew — 200cu + 3Pocu 4.28
el EWE (,0)( Pocu + 3Pocu) (4.28)

., . at=—nt —+m
Fazemos o mesmo para a brana visivel, integrando fr do = — f_ﬂ do :
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a' |+ 81
— = b(t,0 %is - Puis 4.29
ol = tam (¢,0) ( Puis) (4.29)
n |+ 8T
—_ - b(t ocu 2 vis vis 4.30
| = g (00) (Vi = 2+ 1) 4.30)

Vamos considerar que os termos de energia de vacuo sdo dominantes em relacdo
a matéria e a radiacdo contidas nas branas. Nesse caso, as condi¢des de contorno acima se
tornam as mesmas para n € a o que sugere que as fungdes sejam iguais. Entdo, vamos procurar
solugdes separdveis n = a = g (t) f (¢). Ao substituirmos na equacio (4.26) obtemos b = 0,
de forma que o raio da dimensdo extra estd fixo: b = cte = r.. Fagamos uma transformacgao
de coordenada ¢ (t) dt — dt de forma que, agora, n = f (¢) e a = g (t) f (¢). A métrica é,
entdo, dada por ﬂ

ds® = f(¢)* [~dt* + g (t) 6;ydz’da?] + r2d¢? (4.31)

Naturalmente, a funcgéo f (¢) é o novo fator de dobra, e a funcéo g (¢) € um fator de escala. Para
encontrarmos essas fungdes, primeiramente, podemos re-escrever as componentes 00 e ¢ das
equagdes de Einstein, eqs. (4.23) e (4.24), para a métrica (4.31). A primeira igualdade, fornece

a solucgdo para g:

" I\ 2
f7 + (f7> + A + termo fonte  (4.32)

= :g =cte=Hy = g(t) =" (4.33)

A componente ¢¢, eq (4.25), fornece uma equagdo para f, que podemos simplificar usando

([@:33)(i) e B.9)i):

—A = 0= (4.34)

1(q 2_i<i’)2
6[f2(g) 2 \7

'\
(7) CRP o = 0 (4.35)

A equacg@o abaixo € a solugdo da equagdo (4.33)), (verifique) onde tomamos |¢| para garantir a

'Solugdes em que o raio da dimensdo extra ndo estd fixo podem ser encontradas através de funcdes nio se-
paraveis
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simetria da orbivariedade. [[15]]

£(8) = 22 sinh (~hrelo] + co (4.36)

Agora, podemos, facilmente, calcular as energias de viacuo. Primeiramente, para a
brana oculta, substituindo a equacdo (4.36) em e (.28)), de forma que obtemos:

a/ o+ n/ o+ f/ o+ 871'7‘0

alo-  nlo-  flo- fecotico 3M3 (4.37)
3kM?

= Voew = * coth ¢y (4.38)

7

A energia de vacuo da brana visivel é encontrada de maneira analoga usando as condi¢Oes de

contorno (4.29)) e (4.30):

3kM3

™

‘/vis:_

coth (—kr.m + ¢o) (4.39)

Obtivemos tensdao positiva para a brana oculta e negativa para a brana visivel, como ja es-
perdvamos. Contudo, ao contrdrio do que encontramos para o modelo estatico(3.30)), as ener-
gias de vacuo ndo sdo mais iguais em médulo. Como a funcio coth z é decrescente e definida

apenas para |z| > 1, nds temos a seguinte relagdo para cq positivo [[15]:

3503

™

—Viis > Voeu > =W (4.40)

Onde V; é o médulo das energias de vacuo para o modelo estitico, eq. (3.30). E facil ver
que quando ¢y — oo, recuperamos os valores estaticos Vie,, —Viis — V. Além disso,

podemos ver que o raio da dimensdo extra pode ser escrito em termos das energias de vacuo.
Ao isolarmos ¢ e ¢y — kr.m nas equagdes (4.38) e (4.39), obtemos:

1 (VE) + ‘/ocu) (_V;)zs - Vb)
.= 1 4.41
" 2km n |:(—V;)7,5 + VE)) (‘/;cu - Vb) ( )
Pelas equacoes (4.36), (4.33) nossa métrica é:
2 Hy ? s 12 2 2Hot i 1. 2142
ds? = - sinh? (—kre|¢| + co) [—dt® + €*70'6;;da*da’ ] + r2de (4.42)
Recuperamos a solugdo estatica no limite /7y — 0, ¢y — oo mantendo fixa a razio %e"’o — 1.

Claramente, o parametro H, ndo € fisico, podendo ser re-definido arbitrariamente a partir de

L
Ho*

Contudo, o verdadeiro parametro de Hubble, tal como definido na secdo anterior, deve ser dado

uma transformacao de coordenada ¢t — At. Por simplicidade, vamos fixar Hy = k com \ =
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em um sistema de coordenadas em que na métrica 4-dimensional goy = —1, ou seja:

dstyy = —dt* + 27 D'5;da’ da? (4.43)

Pela transformagao sinh (—kr.|¢| + ¢o) t — t obtemos um pardmetro de Hubble dependente da

dimensio extra:

H (¢) = k csch (—kr.|¢| + o) (4.44)

Usando as equagdes (4.38), (4.39)), obtemos para as branas:

47

Hoew = H (0) = 3M3 Vvo2cu o %2 (4.45)
4
Hys = H(rm) =3 ]\Zg Vi, — V¢ (4.46)

O valor experimental H ;4 é 107%° M py4ni do pardmetro de Hubble, extremamente pequeno
comparado com a escala da teoria, indica que o valor da energia de vacuo deve ser bem préximo
do seu andlogo estédtico. Logo, podemos fazer a aproximacgdo —V,;s + Vo ~ 2V}, e, pela eq.
(@.40), também podemos fazer V., + Vo ~ 2. De modo que podemos aproximar o raio da
dimensdo extra, eq. (4.41), a:

1 —Viis = Vo
~ 4.47
e zkwm[vm—vo} (47

Do mesmo modo, nds temos que:

Hyis 1 VUQ’LS — V02

In Hocu = 5 In |:‘/2—_‘/02:| (448)
1 — Vwis T Vi

~ 5l {H} ~ kr.m (4.49)
ocu — VO

Logo, o parametro de Hubble para a brana oculta deve ser [15]:

Hocu = e_kTCWHm's é 10_76MPlank (450)

Onde usamos e~ *"<™ = 1076 em conformidade com a solugio do problema da Hierarquia. Essa
diferenca da ordem de 1076 revelam pelas equagdes e que a energia de vacuo da
brana oculta precisa ser ajustada em relaciio a constante cosmolégica com uma precisdo 10716
vezes maior do que a visivel. Isso significa que o problema da hierarquia € subsituido por um

ajuste fino entre a constante cosmoldgica e as energias de vacuo.
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5 CONCLUSAO

Vimos que o modelo de Randall-Sundrum fornece uma tnica escala de energia fun-
damental, a escala de Plank, para todos os parametros da teoria, sejam eles geométricos ou atre-
lados as massas das particulas do modelo padrao. A escala eletrofraca surge quando adotamos
uma teoria 4-dimensional efetiva para os campos contidos na brana visivel, enquanto a gravi-
dade, que se propaga em todas as dire¢des, permanece na escala de Plank. A hierarquia, por-
tanto, € explicada devido a efeitos puramente geométricos. Neste cenario, o bulk € uma por¢ao
de um espaco tempo Anti-de-Sitter 5-dimensional. Como temos duas 3-branas na fronteira, a si-
metria de translacdo é, necessariamente, quebrada. Requerimos a existéncia de duas branas para
que a dimensdo extra possa ser compacta. Verificamos a geracao da hierarquia para o béson de
Higgs, campos de gauge da interacdo eletrofraca e o férmion de Dirac.Respectivamente campo
escalares, vetoriais e spinoriais.

Encontramos uma solug¢ao inflaciondria no contexto de Randall-Sundrum, onde po-
demos recuperar a solucao original em um limite estitico. A expansio, tanto na brana visivel
como na oculta, se d4 devido a pequenas diferencas entre os valores das energias de vacuo e o
valor estatico que € dado em termos da constante cosmoldgica do bulk. Desta forma, o problema
da hierarquia é, na verdade, substituido por um novo ajuste fino entre as energias de vicuo e a

constante cosmoldgica do bulk.
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APENDICE A - UNIDADES NATURAIS

Todas as grandezas mecanicas podem ser expressas em termos de unidades de
massa, posi¢do e tempo. Por exemplo, a unidade de forga pode ser expressa por [F| = [M LT 2]
e ade energia [E] = [M L*T?%]. Em teoria de campos, é conveniente expressar essas grandezas
em um sistema natural de unidades, nas quais as constantes fundamentais A e ¢ tomam o valor
da unidade, isto é: h = ¢ = 1. Nestas unidades, velocidade e ac¢do tornam-se adimensionais:
[V] =[] = [LT'] = 1, que implica [L] = [T], e [S] = [h] = [ML*T~'] = 1, o que implica
[M] = [L™'] = [T~!]. Entdo, fica claro que as grandezas mecanicas podem ser expressas em
unidades de poténcias de massa, € o expoente passa a ser chamado de “unidade numérica”. [2]]
A tabela (1) mostra alguns exemplos de grandezas fisicas e suas unidades.

Também nos convém definir a massa, o comprimento e o tempo de Plank em termos

das constantes fundamentais £, c e G [23]]:

Q
=

Mpiank = = = 2,17 -1075g (A.1)
Gh
Lptank = - = 1,61-10"%cm (A.2)

n
P ,/5025,4-10—4% (A.3)

Estes nimeros representam as escalas nas quais efeitos de uma gravidade quantica
relativistica se tornam significativas [23]. Assim, alguns autores preferem usar unidades nas
quais i = ¢ = G = 1, chamadas unidades de Plank. Nelas, a massa, comprimento ou tempo
igual a um representam as escalas acima. Entretanto, vamos preferir ndo fixar GG, para que

possamos deixar explicita a escala da teoria:

G = MI%lcmk = l1_3l2ank = t];l2ank (A4)



| grandeza | dimenso usual | dimensdo natural | dimensdo numérica
massa M M +1
comprimento L Mt -1
tempo T M-t -1
velocidade LTt MO 0
forca MLT—* M? +2
energia ML*T* M! +1
acio ML*T! MP° +0
G de Newton ML3T—2 M2 2
T, ML T2 M 4
G MOLOTO MO 0
Py [T Vg A1
R\, L2 g 2
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Tabela 1: Dimensdes usuais, naturais € numéricas de algumas grandezas fisicas. Adaptado de

ref. [2]
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