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AMILCAR MONTALBAN SAYAGO

A MASSA EM TERMOS DOS TENSORES DE EINSTEIN E NEWTON E
APLICAÇÕES
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graduação em Matemática do Departamento
de Matemática da Universidade Federal do
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mentos repassados, dedicação na pesquisa, no ensino da matemática e pela gentileza que
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Silva, Diego Sousa, Diego Eloi, Eddygledson Gama (Nino), Elisafã Braga, Elzimar Rufino,
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RESUMO

Mostra-se que a massa e o centro de massa de uma variedade riemanniana assintotica-

mente plana com bordo não compacto podem ser calculados como o limite, quando r vai

para infinito, da integral, sobre a esfera coordenada de raio r, de expressões em termos

dos tensores de Einstein e Newton da variedade. A expressão obtida para a massa é então

usada para se obter uma nova demonstração, para gráficos euclidianos com bordo não

compacto, do teorema da massa positiva e da desigualdade de Penrose.

Palavras-chave: Massa. Centro de massa. Tensores de Einstein e Newton. Gráficos

Euclidianos. Teorema da massa positiva. Desigualdade de Penrose.



ABSTRACT

It is shown that the mass and the center of mass of an asymptotically flat Riemannian

manifold with noncompact boundary can be computed as the limit, as r goes to infinity, of

the integral, over the coordinate sphere of radius r, of expressions in terms of the Einstein

and Newton tensors of the manifold. The expression obtained for the mass is then used

to give a new proof, for noncompact Euclidean graphs, of the positive mass theorem and

the Penrose inequality.

Keywords: Mass. Center of mass. Einstein and Newton tensors. Euclidean graphs.

Positive mass theorem. Penrose inequality.
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1 INTRODUÇÃO

Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade riemanniana completa, orientada e suave.

Dizemos que (M,g) é assintoticamente plana de ordem τ (com um fim) se existem um

subconjunto compacto K de M e um difeomorfismo (chamado carta no infinito) Ψ ∶
M/K → Rn/Br0(0), para algum r0 > 0, introduzindo coordenadas em M/K, digamos

x = (x1, . . . , xn), de forma que, nessas coordenadas,

(gij − δij) + rgij,k + r2gij,kl = O(r−τ), (1.1)

onde os gij’s são os coeficientes de g com respeito a x,

gij,k =
∂gij
∂xk

, gij,kl =
∂2gij
∂xk∂xl

e r =
√
x2

1 +⋯x2
n.

Observação 1.1. Ao longo do texto, abusaremos notação e denotaremos uma métrica

em M/K e seu empurrado (push forward em inglês) por Ψ para Rn/Br0(0) pelo mesmo

śımbolo.

Sejam ωn−1 o volume da esfera unitária de dimensão (n − 1),

cn =
1

2(n − 1)ωn−1

,

Sr a esfera coordenada euclidiana de raio r, dvolδSr a forma de volume de Sr (com respeito

à métrica euclidiana δ), e ν = r−1x o campo unitário normal (também com respeito a δ)

a Sr que aponta para fora. Se τ > (n − 2)/2 e a curvatura escalar de (M,g) é integrável,

então o limite

mg = cn lim
r→∞
∫
Sr

(gij,i − gii,j)νjdvolδSr , (1.2)

existe, é finito, e é um invariante geométrico, isto é, dois sistemas de coordenadas satis-

fazendo (1.1) fornecem o mesmo valor para (1.2) por BARTNIK (1986); CHRUŚCIEL

(1986a). O invariante mg, que foi introduzido por ARNOWITT, DESER, and MISNER

(1960), e é chamado de massa ADM de (M,g), provou-se extremamente útil em Análise

Geométrica; ele atuou de forma crucial, por exemplo, na solução do famoso problema de

Yamabe por SCHOEN (1984) (veja também LEE and PARKER (1987)).

Observação 1.2. Em geral, usaremos sobrescritos para indicar em relação a qual métrica

um certo objeto está sendo considerado, mas quando não houver risco de confusão, pode-

remos omitir tal sobrescrito.

A expressão (1.2), por ser escrita em termos das derivadas da métrica até a
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primeira ordem, obscurece o significado geométrico da mesma. É desejável, portanto, que

a massa seja expressa em termos de objetos geométricos mais fundamentais.

Denotamos por Ricg e Rg, respectivamente, o tensor de Ricci e a curvatura

escalar de (M,g). O tensor

Eg = Ricg − 1

2
Rgg (1.3)

é conhecido como tensor de Einstein de (M,g). Sabe-se que a massa ADM de (M,g)
pode também ser calculada da seguinte forma por ASHTEKAR and HANSEN (1978);

CHRUŚCIEL (1986b):

mg = dn lim
r→∞
∫
Sr
Eg(X,µg) dvolgSr , (1.4)

onde

dn =
1

(n − 1)(2 − n)ωn−1

,

µg é o campo unitário normal (com respeito a g) a Sr e que aponta para fora, e X é o

campo

xi
∂

∂xi
, (1.5)

o qual é Killing conforme com respeito a δ. Formula (1.4) também foi sugerida por Schoen

(cf. HUANG (2009); CORVINO and POLLACK (2011)).

Suponha que τ > (n − 2)/2, que a curvatura escalar de (M,g) é integrável, e

que mg /= 0. Suponha também que as seguintes condições, conhecidas como condições de

Regge-Teitelboim, e que chamaremos resumidamente de condições RT, são satisfeitas:

∣godd
ij ∣ = O (r−τ−1) , ∣godd

ij,k ∣ = O (r−τ−2) e ∣Rodd
g ∣ = O (r−2τ−2) , (1.6)

onde f odd denota a parte ı́mpar da função f com respeito às coordenadas introduzidas

pela carta no infinito. Sob essas condições, o limite

cαg =
cn
mg

lim
r→∞
∫
Sr

[xα (gij,i − gii,j)νj − (giανi − giiνα)]dvolδSr , (1.7)

existe e é finito, para cada α ∈ {1, . . . , n}. Além disso, o vetor

cg = (c1
g, . . . , c

n
g) (1.8)

é independente da carta no infinito (a menos de ações por isometrias euclidianas) e é

denominado o centro de massa de (M,g). O centro de massa cg foi introduzido por

REGGE and TEITELBOIM (1974b,a), e por BEIG and Ó MURCHADHA (1987) (vide

CORVINO (2000) e CORVINO and SCHOEN (2006)).

Semelhantemente a (1.4), uma outra maneira de calcular o centro de massa foi
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sugerida por Schoen (cf. HUANG (2009)):

cαg = −
dn

2mg

lim
r→∞
∫
Sr
Eg(Y(α), µg) dvolgSr , (1.9)

onde, para cada α ∈ {1, . . . , n}, Y(α) é o campo

∣x∣2 ∂

∂xα
− 2xαxi

∂

∂xi
,

o qual, assim como X, é Killing conforme com respeito a δ.

Fórmulas (1.4) e (1.9) podem ser provadas via teoremas de densidade por

CORVINO and SCHOEN (2006); SCHOEN and YAU (1981); HUANG (2009). Recente-

mente, provas que não utilizam tais teoremas foram dadas por MIAO and TAM (2016),

através de um cálculo direto em coordenadas locais, e por HERZLICH (2016), usando

uma fórmula integral tipo-Pohozaev–Schoen e a abordagem dada por MICHEL (2011)

para os invariantes assintóticos .

Uma conjectura muito famosa na Relatividade Geral Matemática é o chamado

teorema da massa positiva (TMP), cujo enunciado é o seguinte:

Conjetura 1.1. Se (Mn, g), n ≥ 3, é uma variedade riemanniana assintoticamente plana

de ordem τ > (n − 2)/2 cuja curvatura escalar é não negativa e integrável, então a massa

ADM de (M,g) é não negativa. Ademais, se a massa é zero, então (M,g) é isométrica

ao espaço euclidiano (Rn, δ).

O TMP foi provado por SCHOEN and YAU (1979) quando n ≤ 7 e quando

(M,g) é conformemente plana por SCHOEN and YAU (1988), e WITTEN (1981) quando

M é espinorial (veja também PARKER and TAUBES (1982) e CHOQUET-BRUHAT

(1984)). Recentemente, SCHOEN and YAU (2017) anunciaram uma demonstração que

funciona para todo n ≥ 3 e sem restrições topológicas . Quando (M,g) é um gráfico

euclidiano, demonstrações muito elegantes (sem a rigidez) foram dadas por LAM (2011)

(veja também DE LIMA and GIRÃO (2015)) para gráficos de codimensão um, e por

MIRANDOLA and VITÓRIO (2015) para gráficos de codimensão arbitrária com fibrado

normal plano (veja também GRANGEIRO (2017)). O caso de hipersuperf́ıcies euclidianas

(incluindo a rigidez) foi tratado em HUANG and WU (2013).

Observação 1.3. Note que, como uma hipersuperf́ıcie euclidiana é espinorial, o TMP

para essa classe de variedades riemannianas segue também do resultado de Witten.

A desigualdade de Penrose (DP) é um melhoramento do TMP para o caso

em que (M,g) possui um bordo compacto Λ o qual é uma hipersuperf́ıcie mı́nima outer-

most (mais externa, em tradução livre). A igualdade ocorre quando (M,g) é isométrica

ao espaço (riemanniano) de Schwarzschild, o qual consiste da variedade diferenciável
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Rn/{∣x∣ < (2m) 1
n−2} munida da métrica

gSch
m = (1 + m

2∣x∣n−2
)

4
n−2

δ,

onde m > 0 é um parâmetro, o qual coincide com a massa ADM deste espaço. A conjectura

pode ser enunciada da seguinte forma:

Conjetura 1.2. Se (Mn, g), n ≥ 3, é uma variedade riemanniana assintoticamente plana

de ordem τ > (n − 2)/2 cuja curvatura escalar é não negativa e integrável, e Λ = ∂M é

uma hipersuperf́ıcie mı́nima outermost (não necessariamente conexa) de área ∣Λ∣, então

mg ≥
1

2
( ∣Λ∣
ωn−1

)
n−2
n−1

.

Além disso, se a igualdade ocorre, então (M,g) é isométrica ao espaço riemanniano de

Schwarzschild.

A DP foi provada por HUISKEN and ILMANEN (2001) para n = 3 e Λ conexo,

e por BRAY (2001) para n = 3 e Λ não necessariamente conexo. Em BRAY and LEE

(2009), demonstraram a DP quando n ≤ 7, com a hipótese extra de M ser espinorial para

a obtenção da rigidez. O caso de gráficos euclidianos de codimensão um foi tratado por

LAM (2011) (veja também DE LIMA and GIRÃO (2015)) e generalizado por Mirandola

e Vitório para gráficos euclidianos de codimensão arbitrária e fibrado normal plano (veja

também GRANGEIRO (2017)). A rigidez para gráficos de codimensão um foi tratada em

HUANG and WU (2015).

Vamos agora discutir mais detalhadamente o caso especial de gráficos eucli-

dianos (de codimensão um). Seja Ω um subconjunto aberto e limitado (possivelmente

vazio) de Rn tal que Γ = ∂Ω é uma hipersuperf́ıcie compacta (e suave) de Rn com uma

quantidade finita de componentes conexas. Seja f ∶ Rn/Ω→ R uma aplicação cont́ınua tal

que sua restrição a Rn/Ω é suave. Denote por fi, fij e fijk a primeira, segunda e terceira

derivadas parciais de f em Rn/Ω, respectivamente, onde 1 ≤ i, j, k ≤ n. A aplicação f é

dita assintoticamente plana de ordem τ se

∣fi(x)∣ + ∣x∣∣fij(x)∣ + ∣x∣2∣fijk(x)∣ = O(∣x∣−τ/2), (1.10)

para cada tripla (i, j, k) com 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Assumimos que

M = {(x, f(x));x ∈ Rn/Ω}, (1.11)

o gráfico de f , é uma hipersuperf́ıcie suave com bordo (possivelmente vazio) e que a
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métrica δij+fifj, estende-se a uma métrica suave em Rn/Ω. Denote por g a métrica em M

induzida pela métrica euclidiana em Rn+1. Note que (M,g) é isométrica a (Rn/Ω, δij+fifj),
e portanto, por (1.1) e (1.10), se f é assintoticamente plana de ordem τ , então (M,g) é

assintoticamente plana de ordem τ .

Observação 1.4. O espaço de Schwarzschild pode ser realizado como o gráfico de uma

função assintoticamente plana (vide LAM (2011)).

LAM (2011), mostrou o seguinte:

Teorema 1.1. Seja f ∶ Rn/Ω → R uma função assintoticamente plana de ordem τ >
(n − 2)/2. Suponha que f é constante em cada componente conexa de Γ = ∂Ω, que

∣Df ∣→∞ quando x→ Γ, (1.12)

e que a curvatura escalar Rg do gráfico (M,g) de f é integrável. Então, vale a seguinte

fórmula integral para a massa ADM de (M,g):

mg = cn (∫
M
φRg dvolM + ∫

Γ
Hδ dvolΓ) , (1.13)

onde

φ = 1√
1 + ∣Df ∣2

e Hδ é a curvatura média de Γ como hipersuperf́ıcie de Rn.

Observação 1.5. A condição (1.12) implica que f(Γ) é uma hipersurperf́ıcie mı́nima

outermost de (M,g) (vide LAM (2011)).

Se Γ = ∅, o TMP para gráficos (sem o resultado de rigidez) decorre diretamente

de (1.13); no caso em que Γ /= ∅, supondo Γ convexa (como hipersuperf́ıcie de Rn),

obtemos, com a ajuda da desigualdade de ALEXANDROV (1937, 1938), a DP para

gráficos (novamente sem a rigidez). A demonstração de (1.13) dada por Lam consiste

em escrever a curvatura escalar como o divergente de um campo e aplicar o teorema da

divergência. Uma demonstração aternativa, utilizando (1.4), a qual vale para gráficos de

codimensão arbitrária com fibrado normal plano, foi dada por GRANGEIRO (2017).

Observação 1.6. Devido a um resultado de GUAN and LI (2009), para se obter a

DP a partir de (1.13), a condição de convexidade sobre Γ pode ser relaxada para Γ

estrelada e com curvatura média positiva. Já um resultado de FREIRE and SCHWARTZ

(2014) garante que a hipótese de convexidade sobre Γ pode ser relaxada para Γ êxtero-

minimizante e com curvatura média positiva.

ALMARAZ, BARBOSA, and DE LIMA (2016) consideraram variedades rie-
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mannianas com bordo não compacto. Semelhantemente ao caso sem bordo, existem, neste

contexto, a noção de variedade assintoticamente plana e também a noção de massa. Para

isto, no lugar de Rn, deve-se considerar como espaço de referência o semi-espaço (superior)

Rn
+
= {x ∈ Rn; xn ≥ 0}; considere também, para r∗ > 0, o conjunto Rn

r∗,+ = {x ∈ Rn
+
; r > r∗}.

Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade riemanniana completa, orientada e suave,

possuindo um bordo não compacto Σ. Dizemos que (M,g) é assintoticamente plana de

ordem τ (com um fim) se existe um subconjunto compacto K de M e um difeomorfismo

Ψ ∶ M/K → Rn
r0,+, para algum r0 > 0, introduzindo coordenadas em M/K, digamos

x = (x1, . . . , xn), tais que, nessas coordenadas,

(gij − δij) + rgij,k + r2gij,kl = O(r−τ), (1.14)

onde, como no caso sem bordo (ou com bordo compacto),

gij,k =
∂gij
∂xk

, gij,kl =
∂2gij
∂xk∂xl

e r =
√
x2

1 +⋯ + x2
n.

Seja (M,g) como no parágrafo anterior. Denotamos por Hg a curvatura média

de Σ como hipersuperf́ıcie de M , calculada usando-se o campo normal unitário que aponta

para dentro, o qual chamamos de νg. Como anteriormente, denotamos por Rg a curvatura

escalar de (M,g). Suponha que τ > (n−2)/2 e que as curvaturas Rg e Hg são integráveis,

isto é, Rg ∈ L1(M) e Hg ∈ L1(∂M). A massa de (M,g) é definida por

mg = cn lim
r→∞

[∫
Sn−1r,+

(gij,j − gjj,i)µidvolδSn−1r,+
+ ∫

Sn−2r

gαnϑ
αdvolδSn−2r

] , (1.15)

onde Sn−1
r,+ = {x ∈ Rn

+
; ∣x∣ = r}, Sn−2

r = {x ∈ ∂Rn
+
; ∣x∣ = r}, com ∣ ⋅ ∣ denotando a norma

euclidiana, e onde µ = µδ e ϑ = ϑδ denotam os campos vetoriais unitários normais a Sn−1
r,+

e Sn−2
r , respectivamente, e que apontam para fora. Além disso, assumimos que ı́ndices

denotados por letras romanas variam de 1 até n e que ı́ndices denotados por letras gregas

variam de 1 até n − 1. Foi mostrado em ALMARAZ, BARBOSA, and DE LIMA (2016)

que o limite no lado direito de (1.14) existe, é finito, e é um invariante geométrico, ou seja,

dois sistemas de coordenadas satisfazendo (1.14) fornecem o mesmo valor para (1.15).

Observação 1.7. O invariante (1.15) aparece de forma decisiva em ALMARAZ (2015)

em conexão com a convergência global de um certo fluxo tipo-Yamabe considerado pri-

meiramente por BRENDLE (2002), o qual, no limite, produz domı́nios com curvatura

escalar nula e bordo de curvatura média constante.

Existe também a noção de centro de massa para uma variedade assintotica-

mente plana (M,g), de ordem τ , com bordo não compacto Σ. Suponha que τ > (n− 2)/2
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e que, rRg ∈ L1(M) e rHg ∈ L1(∂M). O centro de massa de (M,g) é o vetor

cg = (c1
g, . . . , c

n−1
g ),

dado por

cαg =
cn
mg

lim
r→∞

[∫
Sn−1r,+

[xα (gij,i − gii,j)νj − (giανi − giiνα)]dvolδSn−1r,+

+ ∫
Sn−2r

xαgβnϑ
β dvolδSn−2r

] , (1.16)

para todo α ∈ {1, . . . , n − 1}.

A conjectura a seguir é a versão do TMP para variedades assintoticamente

planas com bordo não compacto.

Conjetura 1.3. Seja (M,g) uma variedade riemanniana com bordo não compacto Σ e

assintoticamente plana de ordem τ > (n − 2)/2. Suponha que a curvatura escalar Rg de

(M,g), assim como a curvatura média Hg de Σ são integráveis. Se Rg ≥ 0 e Hg ≥ 0,

então mg ≥ 0. Além disso, se mg = 0, então (M,g) é isométrica a (Rn
+
, δ).

Casos especiais desta conjectura foram demonstrados por ESCOBAR (1992)

e RAULOT (2011). Recentemente, ALMARAZ, BARBOSA, and DE LIMA (2016) de-

monstraram que esta conjectura é verdadeira em todos os casos em que vale o TMP. Em

particular, ela vale para 3 ≤ n ≤ 7 e para M espinorial.

Assim como no caso sem bordo, é desejável que se obtenha uma expressão para

a massa (1.15) em termos mais geométricos. Nossos dois primeiros resultados principais

consistem em mostrar que o elegante método utilizado em HERZLICH (2016) pode ser

adaptado para expressar mg e cg em termos dos tensores de Einstein e Newton; este último

é definido da seguinte forma:

Jg = Πg −Hgg, (1.17)

onde Πg é a segunda forma fundamental de Σ, definida com respeito a νg, o campo

unitário normal que aponta para dentro. Como no caso sem bordo, esses tensores devem

ser avaliados no campo radial X = r∂r. Mais precisamente, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.2. Seja (M,g) uma variedade assintoticamente plana com bordo não com-

pacto Σ e tal que as curvaturas Rg ∈ L1(M) e Hg ∈ L1(∂M). A seguinte igualdade ocorre:

mg = dn lim
r→+∞

[∫
Sn−1r,+

Eg(X,µg)dvolg
Sn−1r,+

+ ∫
Sn−2r

Jg(X,ϑg)dvolg
Sn−2r

] . (1.18)

Observação 1.8. O Teorema 1.2 também foi provado, de forma independente, por X.
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Chai CHAI (2018), utilizando coordenadas locais.

Teorema 1.3. Seja (M,g) uma variedade assintoticamente plana com bordo não com-

pacto Σ, satisfazendo mg /= 0 e tal que rRg ∈ L1(M) e rHg ∈ L1(∂M). Então o centro de

massa de (M,g) é o vetor cg = (c1
g, . . . , c

n−1
g ) dado por:

cαg = −
dn

2mg

lim
r→+∞

[∫
Sn−1r,+

Eg(Y(α), µg)dvolg
Sn−1r,+

+ ∫
Sn−2r

Jg(Y(α), ϑg)dvolg
Sn−2r

] , (1.19)

para todo α ∈ {1, . . . , n − 1}.

Como no caso em que o espaço de referência é o Rn, podemos considerar

variedades riemannianas assintoticamente planas com bordo não compacto que são dadas

por gráficos de funções que possuem um decaimento apropriado.

Seja Ω um (possivelmente vazio) subconjunto aberto e limitado de Rn
+
/{x ∈

Rn
+
; xn = 0}, tal que Γ = ∂Ω é uma hipersuperf́ıcie compacta, suave e com uma quantidade

finita de componentes conexas. Seja f ∶ Rn
+
/Ω → R uma função cont́ınua tal que sua

restrição a Rn
+
/Ω é suave. Denote por fi, fij e fijk a primeira, segunda e terceira derivadas

parciais de f em Rn
+
/Ω, respectivamente, onde 1 ≤ i, j, k ≤ n. A aplicação f é dita

assintoticamente plana de ordem τ se

∣fi(x)∣ + ∣x∣∣fij(x)∣ + ∣x∣2∣fijk(x)∣ = O(∣x∣−τ/2), (1.20)

para cada tripla (i, j, k) com 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Assumimos, ao longo desta tese, que

M = {(x, f(x));x ∈ Rn
+
/Ω}, (1.21)

o gráfico de f , é uma hipersuperf́ıcie com bordo a qual é suave e tal que a métrica

δij + fifj estende-se a uma métrica suave em Rn
+
/Ω. Denote por g a métrica induzida em

M pela métrica euclidiana em Rn
+
×R. Note que (M,g) é isométrica a (Rn

+
/Ω, δij + fifj),

e portanto, por (1.20) e (1.21), se f é assintoticamente plana de ordem τ , então (M,g) é

assintoticamente plana de ordem τ .

Denote por f̄ a restrição a ∂Rn
+

da função assintoticamente plana f ∶ Rn
+
/Ω→ R.

Temos que o gráfico de f̄ é uma hipersuperf́ıcie de Rn = ∂Rn
+
× R, cuja segunda forma

fundamental (com respeito ao vetor η̃ = −D̄f̄ + en+1) é denotada por Ā. Temos também

que o gráfico de f é uma hipersuperf́ıcie de Rn+1, cuja segunda forma fundamental (com

respeito ao vetor N = −Df + en+1) é denotada por A. Indicaremos por ∇ , ∇ as conexões

de M, ∂M, e Ĵ denota o tensor J com um ı́ndice levantado.

Semelhantemente a LAM (2011), Barbosa e Meira obtiveram a primeira parte

do Teorema 1.5, isto é, a parte que trata apenas da desigualdade, sem a rigidez, como
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consequência direta de uma fórmula integral para a massa. O enunciado preciso é o

seguinte:

Teorema 1.4. . Seja f ∶ Rn
−
→ R uma função assintoticamente plana, sobre Rn

−
/Ω e de

clase C2 até o bordo, com ordem τ > n−2
2 . Seja (Rn

−
, δij+fifj) o gráfico de f . Nós supomos

os seguintes itens:

• fn = ∂f/∂xn ≥ 0 sobre ∂Rn
−

e ∂n = (en, fn) é normal ao bordo não compacto (isso

ocorre quando fn = 0 sobre ∂Rn
−
, por exemplo);

• Rg ∈ L1(Rn
−
) e Rg ≥ 0;

• A curvatura média Hg do bordo de (Rn
−
, δij + fifj), visto como uma subvariedade

de (Rn
−
, δij + fifj) é tal que Hg ≥ 0 (com respeito ao campo normal, unitário e que

aponta para dentro) e Hg ∈ L1(∂Rn
−
);

• A segunda forma fundamental escalar h̃ (com respeito ao campo normal, unitário e

que apontando para cima) do bordo de (Rn
−
, δij +fifj), visto como uma subvariedade

de (Rn, δ) = (∂Rn
−
×R, δ) é tal que Σn−1

i=1 h̃(∂̄i, ∂̄i) ≥ 0 e Σn−1
i=1 h̃(∂̄i, ∂̄i) ∈ L1(∂Rn

−
). Aqui,

ēi ∈ Rn−1 é o i-ésimo vetor da base canônica e ∂̄i = (ēi, fi) é um campo de vetores

tangentes.

Então,

mg = cn
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∫
Rn−
Rgdxδ + ∫

∂Rn−

Hg

√
1 + (fn)2

(2 + ∣Df ∣2)dxδ

+ ∫
∂Rn−

fn

√
1 + ∣D̄f̄ ∣2 (

n−1

∑
i=1

h̃(∂̄i, ∂̄i))
∣Df ∣2

1 + ∣Df ∣2
dxδ] , (1.22)

onde D̄f̄ = (f̄1, . . . , f̄n−1) . Em particular, a massa mg será não negativa.

Em BARBOSA and MEIRA (2018), utilizando técnicas semelhantes às usadas

em LAM (2011), Barbosa e Meira demonstraram a Conjectura 1.3 no caso especial de

gráficos. Mais precisamente, eles mostraram o seguinte:

Teorema 1.5. Seja (M,g) o gráfico de uma função suave e assintoticamente plana f ∶
Rn
+
→ R de ordem τ > (n − 2)/2. Suponha que fn = 0 ao longo de ∂Rn

+
, que Rg ∈ L1(M) e

que Rg ≥ 0. Suponha também que Hg ∈ L1(∂M) e Hg ≥ 0. Então, mg ≥ 0. Além disso, se

mg = 0, então (M,g) é isométrica a (Rn
+
, δ).

Outra consequência do Teorema 1.4, em conjunto com a desigualdade de

Alexandrov–Fenchel, é o seguinte teorema:

Teorema 1.6. Seja Ω ⊂ Rn
−
/{xn = 0}, n ≥ 3 um conjunto aberto, limitado, com bordo

suave, médio-convexo. Suponha que ∂Ω seja êxtero-minimizante ou que cada componente

conexa de Ω seja estrelada. Seja f ∶ Rn
−
/Ω→ R uma função suave assintoticamente plana ,

e de clase C2 até o bordo , constante ao longo de cada componente conexa de ∂Ω e tal que
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∣Df ∣→∞ quando x→ Γ. Suponha também que fn = 0 sobre ∂Rn
−
, a curvatura escalar do

gráfico é não negativa, as curvaturas médias dos bordos compactos são não negativas, e

que a curvatura média do bordo não compacto (vista como uma subvariedade do gráfico)

é não negativa. Então

mg ≥
1

2

⎛
⎝

∣Γ∣
ωn−1

⎞
⎠

n−2
n−1

, (1.23)

onde ∣Γ∣ é o (n − 1)− volume de ∂Ω.

O Teorema 1.5 é um corolário do nosso terceiro resultado principal, que consiste

de uma fórmula integral para mg, semelhante à fórmula (1.22). Diferentemente do método

usado em BARBOSA and MEIRA (2018), nossa demonstração parte da fórmula (1.18)

para a massa. Assim, conseguimos uma nova demonstração para o Teorema 1.5.

Teorema 1.7. Seja (M,g) o gráfico de uma função suave e assintoticamente plana f ∶
Rn
+
→ R de ordem τ > (n − 2)/2. Suponha que Rg ∈ L1(M) e que Hg ∈ L1(∂M). Então

mg = cn [ ∫
M
φRgdvolgM + 2∫

∂M
φHgdvolg∂M

+ 2

n − 2 ∫∂M
φ⟨A(∇f) − Ā(∇f̄), Ĵ(X)⟩dvolg∂M] , (1.24)

onde ḡ é a restrição de g a Σ, ⟨⋅, ⋅⟩ é a métrica induzida em Σ pela métrica euclidiana,

φ = 1√
1 + f 2

1 +⋯ + f 2
n

.

O seguinte corolário, que segue de (1.24), implica o Teomema 1.5 (sem o re-

sultado de rigidez).

Corolário 1.1. Sob as hipóteses do Teorema 1.7, se

⟨A(∇f) − Ā(∇f̄), Ĵ(X)⟩ ≥ 0,

então mg ≥ 0. Em particular, se fn = 0 ao longo de Σ, então mg ≥ 0.

Diferentemente do método usado em BARBOSA and MEIRA (2018), nossa

demonstração para a Desigualdade de Penrose (1.23) parte da fórmula (1.18) para a massa.

Assim, conseguimos uma nova demonstração para o Teorema 1.6.
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2 A MASSA EM TERMOS DOS TENSORES DE EINSTEIN E NEWTON

Como observado na Intradução, na presença de uma carta no infinito Ψ po-

demos identificar M/K com Rn
r0,+. Isso nos permite definir para r0 < r < r′, Mr,r′ =

{x ∈ M/K; r ≤ ∣x∣ ≤ r′}, Σr,r′ = {x ∈ ∂(M/K); r ≤ ∣x∣ ≤ r′} e as esferas coordenadas

Sn−1
r,+ = {x ∈M/K; ∣x∣ = r}, de modo que

∂Mr,r′ = Sn−1
r,+ ∪Σr,r′ ∪ Sn−1

r′,+ .

Representamos por µδ o campo unitário normal (com respeito a δ) a Sn−1
r,+ e que

aponta para fora de Sn−1
r,+ . Além disso, consideramos a esfera coordenada Sn−2

r = ∂Sn−1
r,+ ⊂

∂(M/K), dotada de seu campo conormal unitário exterior ϑδ, o qual é tangente a Σ.

Definimos e = g − δ, onde escrevemos δ = Ψ ∗ δ para simplificar a notação, e definimos a

1-forma

Uδ
e,w = w(divδe − dtrδe) −∇δw⌟e + trδedw, (2.1)

onde w é uma função em Rn
+
. Finalmente, representaremos por ηδ = −νδ o campo vetor

normal unitario exterior a longo de Σ.

O seguinte resultado foi provado em (ALMARAZ, BARBOSA, and DE LIMA,

2016).

Teorema 2.1. Se (M,g) é assintoticamente plana como acima, então a quantidade

mg = cn lim
r→+∞

[∫
Sn−1r,+

Uδ
e,1(µδ)dvolδSn−1r,+

− ∫
Sn−2r

e(ηδ, ϑδ)dvolδSn−2r
],

é finita e seu valor não depende de qual carta no infinito é escolhida, onde 1 aqui denota

a função identicamente igual a 1.

Observação 2.1. Para que a massa esteja bem definida, não é necessário assumir um

controle pontual de segunda ordem na métrica, como em (1.14) acima; um controle de

primeira ordem é suficiente (veja MICHEL (2011)) para uma discussão sobre este ponto

bastante sutil no caso sem fronteiras). No entanto, para os nossos propósitos, esta su-

posição extra é crucial, pois não só implica que Hg = O(r−τ−1) mas também que ambos

Ricg e Rg são O(r−τ−2).
Uma pequena variação na prova do Teorema 2.1 nos permite definir o centro

de massa de uma variedade assintoticamente plana com bordo não compacto.

Teorema 2.2. Seja (M,g) uma variedade assintoticamente plana com mg ≠ 0 e assuma,

além disso, que ambos ∫Σ rHgdvolgΣ e ∫M rRgdvolgM são finitos, onde a coordenada radial
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assintótica foi suavemente estendida a toda a M . Então, para todo α ∈ {1, . . . , n − 1}, a

quantidade

cαg =
cn
mg

lim
r→+∞

[∫
Sn−1r,+

Uδ
e,xα(µ

δ)dvolδ
Sn−1r,+

− ∫
Sn−2r

xαe(ηδ, ϑδ)dvolδSn−2r
],

é finita. Além disso, o vetor cg = (c1
g, . . . , c

n−1
g ) não depende da carta escolhida no infinito

(a menos de movimentos ŕıgidos euclidianos) e é denominado o centro de massa de (M,g).

Observação 2.2. Sabe-se que o centro de massa cg também é bem definido se, em vez

das condições de integrabilidade sobre Rg e Hg no Teorema 2.2 acima, assumirmos as

condições de Regge-Teitelboim (RT). Mais precisamente, for x = (x′, xn) ∈ M/K, onde

x′ = (x1, ..., xn−1), defina a involução τ ∶ M/K → M/K por τ(x′, xn) = (−x′, xn−1), de

modo que para cada função f em M/K, podemos considerar sua parte ı́mpar

f odd(x) = 1

2
(f(x) − f(τx)).

Então, dizer que (M,g) satisfaz as condições RT significa que

∣goddij ∣ + r∣∂kgoddij ∣ = O(r−τ−1), (Rg)odd = O(r−2τ−2), (Hg)odd = O(r−2τ−1);

(veja CEDERBAUM, CORTIER, and SAKOVICH (2016); CORVINO and WU (2008);

HERZLICH (2016)) para discussões no caso sem bordo.

Nós seguimos (HERZLICH, 2016) de perto para r > 4r0 consideramos a função

cut-off χ = χr(r′) em M/K que se anula para r′ ≤ r
2 , é igual a 1 para r′ ≥ 3r

4 e satisfaz as

estimativas

∣∇χ∣ ≤ Cr−1, ∣∇2χ∣ ≤ Cr−2, ∣∇3χ∣ ≤ Cr−3,

para algum C > 0 independente de r. Em seguida, definimos uma métrica em Mr =Mr/4,r

por

h = (1 − χ)δ + χg, (2.2)

que é então estendida para toda a M da maneira óbvia.

O próximo ingrediente da prova do Teorema 1.2 é uma identidade integral do

tipo Pohozaev-Schoen cuja versão infinitesimal apresentamos agora. Um caso especial

desse resultado aparece em (HERZLICH, 2016, Lema 2.1); veja também (BARBOSA,

DE LIMA, and FREITAS, 2016) para outra variante dessa identidade. Escolhemos aqui

apresentar este material com total generalidade, pois acreditamos que ele pode ser útil em

outros contextos também. Assim, vamos considerar (N,γ) uma variedade riemanniana

de dimensão p e tomar um 2-tensor covariante simétrico T = Tij ∈ S2(N,γ) e um campo

vetorial Y = Y i ∈ X (N), onde i, j = 1, ..., p.
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Proposição 2.1. Tem-se que

divγ(Y ⌟ T ) = ⟨divγT,Y ⟩γ + ⟨T, d̃ivγ†Y ⟩γ +
1

p
divγY trγT, (2.3)

onde divγ† ∶ X (N)→ S2(N,γ) é adjunta, em L2, da aplicação divergência divγ ∶ S2(N,γ)→
X (N) e o til significa a parte livre de traço.

Demonstração. Calculando no centro de um sistema de coordenadas normais, temos

divγ(Y ⌟T )j = (TijYi),j
= Tij,jYi + TijYi,j

= Tij,jYi +
1

2
Tij(Yi,j + Yj,i),

onde a v́ırgula significa derivação covariante. Em notação livre de ı́ndices, isso significa

que

divγ(Y ⌟ T ) = ⟨divγT,Y ⟩γ +
1

2
⟨T,LY γ⟩γ,

onde L é a derivada de Lie. De

divγ†Y = 1

2
LY γ,

nós temos

divγ(Y ⌟ T ) = ⟨divγT,Y ⟩γ + ⟨T,divγ†Y ⟩γ.

Além disso, de

(divγ†Y )ij =
1

2
(Yi,j + Yj,i),

temos

trγdivγ†Y = divγY,

de modo que

d̃ivγ†Y = divγ†Y − 1

p
(divγY )γ.

Portanto,

divγ(Y ⌟ T ) = ⟨divγT,Y ⟩γ + ⟨T, d̃ivγ†Y ⟩γ +
1

p
divγY trγT.

Observação 2.3. Denote por Q o termo restante (quadrático) na fórmula de Taylor para

a curvatura escalar Rh = Rδ + Ṙδ(h) +Q(δ, h), onde a linearização da curvatura escalar

em δ é

Ṙδ(h) = divδ(divδ(h) − d(trδh)) + ⟨Ricδ, h⟩,

veja (HERZLICH, 2016, equação (1.2)).
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Proposição 2.2. Com a notação acima,

mg = cn lim
r→∞

[∫
Mr

RhdvolδMr
+ 2∫

Σr
HhdvolδΣr] , (2.4)

onde Σr ∶= Σr/4,r.

Demonstração. Usando (2.1) temos, Uδ
h,1 = divδ(h) − d(trδh) ou Uδ

h,1 = hij,j − hjj,i. Da

Observação 2.3 temos que

K1 = ∫
Mr

RhdvolδMr

= ∫
Mr

(Rδ + Ṙδ(h) +Q(δ, h))dvolδMr

= ∫
Mr

Q(δ, h)dvolδMr
+ ∫

Sn−1
r/4,+∪S

n−1
r,+ ∪Σr

Uδ
h,1(µδ)dvolδ∂Mr

= ∫
Mr

Q(δ, h)dvolδMr
+ ∫

Sn−1
r/4,+

Uδ
δ,1(µδ)dvolδSn−1

r/4,+

+ ∫
Sn−1r,+

Uδ
g,1(µδ)dvolδSn−1r,+

+ ∫
Σr

Uδ
h,1(ηδ)dvolδΣr

= ∫
Sn−1r,+

Uδ
g,1(µδ)dvolδSn−1r,+

+ ∫
Σr

Uδ
h,1(ηδ)dvolδΣr + o(1).
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Tem-se também

2K2 = ∫
Σr

2HhdvolδΣr

= ∫
Σr

(2hna,a − haa,n)dvolδΣr + o(1).

Ao longo de Σr, como ηn = −1, temos que

Uδ
h,1(ηδ) = (hij,j − hjj,i)ηi

= (hnj,j − hjj,n)ηn

= hna,a − haa,n.

Dáı,

K1 + 2K2 = ∫
Sn−1r,+

Uδ
g,1(µδ)dvolδSn−1r,+

+ ∫
Σr
hna,advolδΣr + o(1)

= ∫
Sn−1r,+

(gij,j − gjj,i)µidvolδSn−1r,+
+ ∫

Sn−2r

hnaϑ
advolδSn−2r

+ o(1).

Portanto,

mg = cn lim
r→∞

[∫
Mr

RhdvolδMr
+ 2∫

Σr
HhdvolδΣr] .

Usaremos as proposições 2.1 e 2.2 para demonstrar os teoremas 1.2 e 1.3.

2.1 Prova dos Teoremas 1.2 e 1.3

Prova do Teorema 1.2. Integramos (2.3) no meio anel, n-dimensional (Mr, h), onde h é a

métrica de interpolação em (2.2). Tomamos T para ser

Eh = Rich − R
h

2
h,

o tensor de Einstein de h, de modo que

divhEh = 0, trhEh = 2 − n
2

Rh,

e tomamos Y para ser X. Integrando a equação (2.3), obtemos

∫
Mr

divh(X ⌟Eh)dvolhMr
= ∫

Mr

⟨divhEh,X⟩hdvolhMr
+ ∫

Mr

⟨Eh, d̃ivh†X⟩hdvolhMr

+ 1

p ∫Mr

divhXtrhEhdvolhMr
.
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Aplicando o teorema da divergência ao lado esquerdo tem-se

∫
∂Mr

Eh(X,µh)dvolhMr
= ∫

Mr

⟨Eh, d̃ivh†X⟩hdvolhMr
+ 2 − n

2n ∫Mr

RhdivhXdvolhMr
.

Considerando ∂Mr = Sn−1
r/4,+

∪ Sn−1
r,+ ∪Σr, temos

∫
Sn−1
r/4,+∪S

n−1
r,+ ∪Σr

Eh(X,µh)dvolh∂Mr
= ∫

Mr

⟨Eh, d̃ivh†X⟩hdvolhMr
+ 2 − n

2n ∫Mr

RhdivhXdvolhMr
.

Logo,

∫
Sn−1
r/4,+

Eh(X,µh)dvolhMr
+ ∫

Sn−1r,+
Eh(X,µh)dvolhMr

+ ∫
Σr
Eh(X,ηh)dvolhΣr

= ∫
Mr

⟨Eh, d̃ivh†X⟩hdvolhMr
+ 2 − n

2n ∫Mr

RhdivhXdvolhMr
.

Usando a equação (2.2) e χ = 0, tem-se h = δ. Visto que

∫
Sn−1
r/4,+

Eh(X,µh)dvolhSn−1
r/4,+

= ∫
Sn−1
r/4,+

Eδ(X,µδ)dvolδSn−1
r/4,+

= 0,

obtemos

∫
Sn−1r,+

Eg(X,µg)dvolg
Sn−1r,+

+ ∫
Σr
Eh(X,ηh)dvolhΣr = ∫

Mr

⟨Eh, d̃ivh†X⟩hdvolhMr

+ 2 − n
2n ∫Mr

divhX.RhdvolhMr
.

Consideramos agora o campo vetor radial X = r∂r, de modo que

divδX = n, d̃ivh†X = 0, (2.5)

a última identidade sendo devida ao fato de que X é conforme relativamente a δ. Como

em (HERZLICH, 2016), notamos que, como g = δ +O(r−τ), então

h = χg + (1 − χ)δ

= χ(δ +O(r−τ)) + (1 − χ)δ

= δ + χO(r−τ). (2.6)
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Usando (2.5) e procedendo novamente como em (HERZLICH, 2016), notamos que, quando

r → +∞,

∫
Mr

divhX.RhdvolhMr
= ∫

Mr

divδX.RhdvolδMr
+ o(1)

= n∫
Mr

RhdvolδMr
+ o(1),

onde usamos o decaimento na curvatura escalar descrita na Observação 2.1. Similarmente,

∫
Mr

⟨Eh, d̃ivh†X⟩hdvolhMr
= ∫

Mr

⟨Eh, d̃ivδ†X⟩hdvolδMr
+ o(1)

= o(1),

que finalmente dá

∫
Sn−1r,+

Eg(X,µg)dvolg
Sn−1r,+

+ ∫
Σr
Eh(X,ηh)dvolhΣr = 2 − n

2 ∫
Mr

RhdvolδMr
+ o(1). (2.7)

Nós agora integramos (2.3) sobre outra configuração, a saber, o anel (n − 1)-dimensional

Σr, cuja fronteira é ∂Σr = Sn−2
r/4

∪ Sn−2
r .

Desta vez nós tomamos T para ser Jh = Πh −Hhh, o tensor de Newton de Σ

em relação a h, de modo que

trhJh = (2 − n)Hh, divhJh = Rich(η, .),

com a última identidade sendo apenas a aplicação da equação de Codazzi; veja a prova de

(BARBOSA, DE LIMA, and FREITAS, 2016, Teorema 14). Tomamos também Y como
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r∂r∣Σr , que ainda denotamos por X. Integrando a equação (2.3), obtemos

∫
Σr

divh(X ⌟ Jh)dvolhΣr = ∫
Σr

⟨divhJh,X⟩hdvolhΣr + ∫
Σr

⟨Jh, d̃ivh†X⟩hdvolhΣr

+ 1

p ∫Σr
divhXtrhJhdvolhΣr .

Aplicando o teorema da divergência ao lado esquerdo tem-se

∫
∂Σr

Jh(X,ϑh)dvolh∂Σr = ∫
Σr

⟨divhJh,X⟩hdvolhΣr + ∫
Σr

⟨Jh, d̃ivh†X⟩hdvolhΣr

+ 2 − n
(n − 1) ∫Σr

HhdivhXdvolhΣr .

Considerando ∂Σr = Sn−2
r/4

∪ Sn−2
r , temos

∫
Sn−2
r/4 ∪S

n−2
r

Jh(X,ϑh)dvolh∂Σr = ∫
Σr

⟨divhJh,X⟩hdvolhΣr + ∫
Σr

⟨Jh, d̃ivh†X⟩hdvolhΣr

+ 2 − n
(n − 1) ∫Σr

HhdivhXdvolhΣr .

Logo,

∫
Sn−2
r/4

Jh(X,ϑh)dvolhSn−2
r/4

+ ∫
Sn−2r

Jh(X,ϑh)dvolhSn−2r
= ∫

Σr
⟨divhJh,X⟩hdvolhΣr

+ ∫
Σr

⟨Jh, d̃ivh†X⟩hdvolhΣr +
2 − n

(n − 1) ∫Σr
HhdivhXdvolhΣr .

De (2.2) tem-se h = δ em Sn−2
r/4

. Assim,

Jh(X,ϑh) = Jδ(X,ϑδ)

= Πδ(X,ϑδ) −Hδδ(X,ϑδ)

= ⟨∇Xη
δ, ϑδ⟩ −Hδδ(X,ϑδ)

= r⟨∇∂rη
δ, ∂r⟩ − rHδδ(∂r, ∂r)

= rHδ − rHδ

= 0,

e portanto,

∫
Sn−2
r/4

Jh(X,ϑh)dvolhSn−2
r/4

= 0.
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Obtemos então

∫
Sn−2r

Jh(X,ϑh)dvolhSn−2r
= ∫

Σr
⟨divhJh,X⟩hdvolhΣr + ∫

Σr
⟨Jh, d̃ivh†X⟩hdvolhΣr

+ 2 − n
(n − 1) ∫Σr

HhdivhXdvolhΣr .

Considerando o campo radial X = r∂r∣Σr , temos

divδX = n − 1, ⟨divhJh,X⟩ = Rich(X,ηh), d̃ivh†X = 0. (2.8)

A última identidade é válida pois X ∣Σ é conforme relativamente a δ = δ∣Σ. Como em

(HERZLICH, 2016), notamos que, como g = δ +O(r−τ), então de (2.6), (2.8) e r → +∞
tem-se

∫
Σr

divhX.HhdvolhΣr = ∫
Σr

divδX.HhdvolδΣr + o(1)

= (n − 1)∫
Σr
HhdvolδΣr + o(1),

onde usamos o decaimento na curvatura escalar descrita na Observação 2.1. Similarmente,

∫
Σr

⟨Jh, d̃ivh†X⟩hdvolhΣr = ∫
Σr

⟨Jh, d̃ivδ†X⟩hdvolδΣr + o(1)

= o(1),

que finalmente dá

∫
Sn−2r

Jh(X,ϑh)dvolhSn−2r
= ∫

Σr
Rich(X,ηh)dvolhΣr +

2 − n
2 ∫

Σr
2HhdvolhΣr + o(1).

Como X é tangente a Σ,

Eh(X,ηh) −Rich(X,ηh) = −R
h

2
⟨X,ηh⟩h = 0,

ou seja,

Eh(X,ηh) = Rich(X,ηh).

Logo,

∫
Sn−2r

Jh(X,ϑh)dvolhSn−2r
= ∫

Σr
Eh(X,ηh)dvolhΣr +

2 − n
2 ∫

Σr
2HhdvolhΣr + o(1). (2.9)
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Usando (2.7) e (2.9) acabamos com

dn [∫
Sn−1r,+

Eg(X,µg)dvolg
Sn−1r,+

+ ∫
Sn−2r

Jg(X,ϑg)dvolg
Sn−2r

]

= cn [∫
Mr

RhdvolδMr
+ 2∫

Σr
HhdvolδΣr] + o(1).

Portanto, por (2.4),

mg = dn lim
r→+∞

[∫
Sn−1r,+

Eg(X,µg)dvolg
Sn−1r,+

+ ∫
Sn−2r

Jg(X,ϑg)dvolg
Sn−2r

] .

Prova do Teorema 1.3. A prova é obtida essencialmente pelo mesmo argumento acima,

onde agora usamos

divδY(α) = −2nxα,
̃divδ†Y(α) = 0, (2.10)

a última identidade sendo devida ao fato de Y(α) ser conforme relativamente a δ.
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3 APLICAÇÃO DA FÓRMULA PARA A MASSA EM TERMOS DOS TEN-

SORES DE EINSTEIN E NEWTON

3.1 Resultados auxiliares

Considere os conjuntos Rn
+
, Rn

+
× R ≅ Rn+1

+
e ∂Rn

+
× R ≅ Rn. Denotamos, res-

pectivamente, as métricas euclidianas desses espaços por δ, δ̃ e δ̄, e suas conexões de

Levi-Civita por D, D̃ e D̄.

Seja f ∶ Rn
+
→ R uma função assintoticamente plana. Denotemos por M o

gráfico de f e por g a métrica induzida em M por δ̃. A restrição de g a ∂M será denotada

por ḡ. As conexões de Levi-Civita de g e ḡ serão denotadas por ∇ e ∇, respectivamente.

Denote por f̄ a restrição de f a ∂M . Note que (∂M, ḡ) pode ser vista como o gráfico de

f̄ munido da métrica induzida por δ̄.

Seja {e1, . . . , en+1} a base canônica de Rn+1. Abusando notação e chamando

pelos mesmos śımbolos as restrições de {e1, . . . , en} a {x ∈ Rn+1; xn+1 = 0} ≅ Rn, obtemos a

base canônica de Rn. Abusando notação mais uma vez e chamando pelos mesmos śımbolos

as restrições de {e1, . . . , en−1, en+1} a ∂Rn
+
×R, obtemos uma base para este espaço.

É de fácil verificação que os campos de vetores ∂i = ei + fien+1, i = 1,2, . . . , n,

nos dão um frame para o fibrado tangente de M e que o campo de vetores N = −Df +en+1

é normal a M (note que N não é unitário). De modo análogo, os campos de vetores

∂̄α = eα + fαen+1, α = 1, . . . , n − 1, nos dão um frame para o fibrado tangente de ∂M e o

campo de vetores N̄ = −D̄f̄ +en+1 é normal a ∂M (note que N̄ não é unitário). Denotamos

por A o operador de forma com respeito a N e por Ā o operador de forma com respeito

a N̄ .

Como na Introdução,

φ = 1√
1 + ∣Df ∣2

.
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De modo análogo, denotamos por φ̄ a função

1√
1 + ∣D̄ f̄ ∣2

.

A seguir, denotamos por V ⊺ a projeção de um campo de vetores V em Rn+1

sobre o fibrado tangente de M e denotamos por W t a projeção de um campo de vetores

W em ∂Rn
+
×R sobre o fibrado tangente de ∂M .

Lema 3.1. Seja M o gráfico de uma função f ∶ Rn
+
→ R. Tem-se os seguintes resultados:

i. e⊺n+1 = ∇f e etn+1 = ∇f̄.
ii. ∇φ = −φA(∇f) e ∇φ̄ = −φ̄Ā(∇f̄).

iii. ∇φ = −φA(∇f) − ν(φ)ν.

Demonstração.

i. Sejam N̂ = (−f1, ...,−fn,1)/
√

1 + ∣Df ∣2 e Ñ = (−f1, ...,−fn−1,0,1)/
√

1 + ∣D̄f̄ ∣2, te-

mos

∇f = gijfi∂j

= (δij − φ2fifj)fi(ej + fjen+1)

= δijfiej − φ2fifjfiej + δijfifjen+1 − φ2fififjfjen+1

= Df + ∣Df ∣2en+1 − φ2∣Df ∣2Df − φ2∣Df ∣4en+1

= φ2Df + (1 − φ2)en+1

= en+1 − φ2(−Df + en+1)

= en+1 − ⟨N̂, en+1⟩N̂

= e⊺n+1

e

∇f̄ = ḡαβfα∂β

= (δ̄αβ − φ̄2fαfβ)fα(eβ + fβen+1)

= δ̄αβfαeβ − φ̄2fαfβfαeβ + δ̄αβfαfβen+1 − φ̄2fαfαfβfβen+1

= D̄f̄ + ∣D̄f̄ ∣2en+1 − φ̄2∣D̄f̄ ∣2D̄f̄ − φ̄2∣D̄f̄ ∣4en+1

= φ̄2D̄f̄ + (1 − φ̄2)en+1

= en+1 − φ̄2(−D̄f̄ + en+1)

= en+1 − ⟨Ñ, en+1⟩Ñ

= etn+1.
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ii. Seja en+1 = (0, ..,1), então

⟨N,en+1⟩ = 1/
√

1 + ∣Df ∣2 = φ.

Definamos N̂ = φN e um vetor v ∈ X(M) tem-se que

v(φ) = v⟨N̂, en+1⟩

= ⟨D̃vN̂, en+1⟩ + ⟨N̂, D̃ven+1⟩

= ⟨D̃vN̂, en+1⟩

= ⟨D̃vφN̂, e
⊺

n+1⟩

= v(φ)⟨N,e⊺n+1⟩ + φ⟨D̃vN,e
⊺

n+1⟩

= φ⟨−A(v), e⊺n+1⟩

= φ⟨v,−A(e⊺n+1)⟩.

Seja {v1, .., vn} uma base ortonormal de M tem-se que

v1(φ)v1 + ... + vn(φ)vn = ∇φ.

Logo

φ⟨v1,−A(∇f)⟩v1 + ... + φ⟨vn,−A(∇f)⟩vn = ∇φ.

Portanto,

∇φ = −φA(∇f).

Agora para ∇φ̄ = −φ̄Ā(∇f̄) é análogo.

iii. Seja {ν,w1, ..,wn−1} uma base ortonormal de M tem-se que

∇φ −∇φ = ν(φ)ν +w1(φ)w1 + ... +wn−1(φ)wn−1 −w1(φ)w1 − ... −wn−1(φ)wn−1.

Portanto,

∇φ = −φA(∇f) − ν(φ)ν.

Se T é um 2-tensor covariante simétrico, denotamos por T̂ o tensor obtido pelo

levantamento de um ı́ndice de T .

Proposição 3.1. Se T é um 2-tensor covariante simétrico em M e V é um campo de

vetores em M , tem-se que div(T̂ (V )) = div(T )(V ) + gijT (∇∂iV, ∂j).

Demonstração. Fixando V podemos definir a 1-forma ω, por ω(Z) = ⟨T̂ (V ), Z⟩ de tal
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modo que div(T̂ (V )) = div(ω). Temos:

div(ω) = gij∇∂iωj

= gij∂iωj − gijω(∇∂iω)

= gij∂iT (V, ∂j) − gijT (V,∇∂i∂j)

= gij∂iT (V, ∂j) − gijT (∇∂iV, ∂j) − gijT (V,∇∂i∂j) + gijT (∇∂̄iV, ∂)

= div(T )(V ) + gijT (∇∂iV, ∂j).

O seguinte Lema foi mostrado por GRANGEIRO (2017).

Lema 3.2. Sendo (M,g) o gráfico da função f ∶ Rn
+
→ R, tem-se

gijE(∇∂i (φX) , ∂j) = φtrgE.

Lembre-se que para codimensão 1 o fibrado normal é sempre plano.

Trocando M por ∂M e o tensor de Einstein E pelo tensor de Newton J , com

1 ≤ α,β, γ ≤ n − 1, onde Ĵ denota o tensor J com um ı́ndice levantado. Temos a seguinte

versão do lema anterior:

Lema 3.3. Sendo (M,g) o gráfico da função f ∶ Rn
+
→ R , tem-se

ḡαβJ(∇∂̄αφ̄X, ∂̄β) = φ̄trḡJ.
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3.2 Prova do Teorema 1.7

Nesta seção iremos apresentar a prova do Teorema 1.7.

Demonstração. Fazendo Eg = Ricg − 1
2R

gg , Jg = Πg −Hgg e ḡ = g∣∂Mn , temos

trgJg = (2 − n)Hg

e

divgJg = Ricg(η, ).

Além disso,

mg = dn lim
r→∞

[∫
Sn−1r,+

Eg(X,µg)dvolg
Sn−1r,+

+ ∫
Sn−2r

Jg(X,ϑg)dvolg
Sn−2r

], (3.1)

onde tem-se que ∂Bn
r,+ = Sn−1

r,+ ∪Σr e ∂Σr = Sn−2
r .

Agora, de (3.1)

mg = dn lim
r→∞

[∫
Sn−1r,+ ∪Σr

Eg(φX,µg)dvolg∂Bnr,+ − ∫Σr
Eg(φX,µg)dvolgΣr

+ ∫
Sn−2r

Jg(φX,ϑg)dvolg
Sn−2r

]. (3.2)

De (3.2), Lema 3.1, Proposição 3.1, Lema 3.2 e Lema 3.3 temos

mg = cn[∫
M
φRgdvolgM + 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
Ricg(φX,ηg)dvolgΣr

− 2

n − 2
lim
r→∞
∫
Sn−2r

Jg(φX,ϑg)dvolg
Sn−2r

]

= cn[∫
M
φRgdvolgM + 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
Ricg(φX,ηg)dvolgΣr

− 2

n − 2
lim
r→∞
∫
Sn−2r

φ

φ̄
Jg(φ̄X,ϑg)dvolg

Sn−2r
]

= cn[∫
M
φRgdvolgM + 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
Ricg(φX,ηg)dvolgΣr

− 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
(φ
φ̄

div(Ĵ(φ̄X)) + ⟨∇(φ
φ̄
), Ĵ(φ̄X)⟩g)dvolgΣr]
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= cn[∫
M
φRgdvolgM + 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
Ricg(φX,ηg)dvolgΣr

− 2

n − 2
lim
r→∞

(∫
Σr

φ

φ̄
Ricg(φ̄X, ηg)dvolgΣr + ∫Σr

φ

φ̄
φ̄trgJdvolgΣr)

− 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
⟨∇(φ

φ̄
), Ĵ(φ̄X)⟩gdvolgΣr]

= cn[∫
M
φRgdvolgM + 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
Ricg(φX,ηg)dvolgΣr

− 2

n − 2
lim
r→∞

(∫
Σr

Ricg(φX,ηg)dvolgΣr + ∫Σr
φtrgJdvolgΣr)

− 2

n − 2
lim
r→∞
∫

Σr
⟨∇(φ

φ̄
), Ĵ(φ̄X)⟩dvolgΣr]

= cn[∫
M
φRgdvolgM + 2∫

∂
φHgdvolg∂M

− 2

n − 2 ∫∂M
⟨∇(φ

φ̄
), Ĵ(φ̄X)⟩dvolg∂M].

(3.3)

Usando o Lema 3.1 tem-se

mg = cn[∫
M
φRgdvolgM + 2∫

∂M
φHgdvolg∂M

− 2

n − 2 ∫∂M
⟨ 1

φ̄2
(−φ̄φA(∇f) + φφ̄Ā(∇f̄) − φ̄ν(φ)ν), Ĵ(φ̄X)⟩dvolg∂M].

Como

⟨ν, Ĵ(X)⟩ = 0,

temos

mg = cn[∫
M
φRgdvolgM + 2∫

∂M
φHgdvolg∂M

+ 2

n − 2 ∫∂M
φ⟨A(∇f) − Ā(∇f̄), Ĵ(X)⟩dvolg∂M].

Prova do Corolário 1.1. Do Teorema 1.7, o Corolário 1.1 está demonstrado.

Em particular, se fn = 0, então

⟨A(∇f) − Ā(∇f̄), Ĵ(X)⟩ = ⟨Ā(∇f̄) − Ā(∇f̄), Ĵ(X)⟩

= 0.
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3.3 Desigualdade de Penrose

Agora vamos enunciar alguns resultados auxiliares.

Proposição 3.2. (Guan e Li, 2009, Teorema 2). Suponha que Ω ⊂ Rn+1 seja um

conjunto limitado e estrelado. Suponha também que Γ = ∂Ω seja suave e médio-convexo,

isto é, que seja 1-convexo. Denote por Hδ a curvatura média de ∂Ω com respeito ao

campo normal, unitário e interior a Ω e por B ⊂ Rn+1 uma bola unitária. Então,

1

2nωn
∫

Γ
Hδ dvolΓ ≥ 1

2
( ∣Γ∣
ωn

)
n−1
n

Além disso, a igualdade ocorreŕıa se, e somente se, Ω for uma bola.

Proposição 3.3. (Freire e Schwartz, 2014, Teorema 5, item(V)). Seja Ω ⊂ Rn

um conjunto (nõ necessariamente conexo) limitado, com bordo suave, médio-convexo e

êxtero-minimizante. Denote por Hδ a curvatura média de Γ = ∂Ω com respeito ao campo

normal, unitário que aponta para detro de Ω . Então,

1

2(n − 1)ωn−1
∫

Γ
Hδ dvolΓ ≥ 1

2
( ∣Γ∣
ωn−1

)
n−2
n−1

. (3.4)

Além disso, a igualdade ocorreŕıa se, e somente se, cada componente conexa de Ω for uma

bola redonda.

Lema 3.4. (Huang e Wu, 2015, Proposição 5.2, item(V)). Seja a1, .., ak números

reais não negativo e 0 ≤ β ≤ 1. Então,

k

∑
i=1

aβi ≥
⎛
⎝

k

∑
i=1

ai
⎞
⎠

β

Se, 0 ≤ β ≤ 1, então a igualdade se mantém, se e somente se, no máximo um elemento de

{a1, .., ak} for diferente de zero.

Prova do Teorema 1.6. A nova demonstração para o Teorema 1.6. Usaremos

lim
ε→ 0
∫
∂Mε

E(φX,µg)dvol∂Mε = 2(n − 2)∫
Γ
Hδ dvolΓ,

(veja GRANGEIRO (2017)), (1.18), Teorema 1.7, Corolario 1.1 e (3.4).



36

4 CONCLUSÃO

Na primeira parte da tese obtivemos que a massa e o centro de massa de uma variedade

riemanniana assintoticamente plana com bordo não compacto podem ser calculados como

o limite, quando r vai para infinito, da integral, sobre a esfera coordenada de raio r, de

expressões em termos dos tensores de Einstein e Newton da variedade. Na segunda parte

da tese aplicamos a expressão da massa obtida na primeira parte para obter uma nova

demonstração, para gráficos euclidianos com bordo não compacto, do teorema da massa

positiva e da desigualdade de Penrose.
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GUAN, Pengfei; LI, Junfang. The quermassintegral inequalities for k-convex starshaped
domains. Adv. Math., v. 221, n. 5, p. 1725–1732, 2009. URL
https://doi.org/10.1016/j.aim.2009.03.005.

HERZLICH, Marc. Computing asymptotic invariants with the Ricci tensor on
asymptotically flat and asymptotically hyperbolic manifolds. Ann. Henri Poincaré,
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