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RESUMO

Este trabalho é baseado no artigo “Uniquely Covered Groups”de M. A. Bro-
die, que investiga grupos finitos que possuem uma unica cobertura irredun-
dante por subgrupos préprios. O resultado principal obtido por M. A. Brodie
assegura que um grupo finito e nao nilpotente GG é unicamente coberto se, e
somente se, G/Z(G) é um grupo nao abeliano de ordem pq, onde p e g sado
primos distintos e (z, Z(G)) ¢é ciclico para todo z € G. Nosso proposito é
apresentar a demonstragao e uma aplicagao deste teorema.

Palavras-chave: Teoria dos Grupos; Cobertura finita; Irredundante; Particao;
Subgrupo maximal.



ABSTRACT

This work is based on the paper “Uniquely covered groups’due to M. A.
Brodie, which investigates finite groups that have a single irredundant cove-
ring by subgroups. The main result obtained by M. A. Brodie asserts that
a non-nilpotent finite group G is uniquely covered if and only if G/Z(G)
is a non-abelian group of order pg, where p and ¢ are distinct primes and
(x, Z(@)) is cyclic for every x € G. Our purpose is to present the proof and
an application of this theorem.

Keywords: Group Theory; Finite covering; Irredundant; Partition; Maximal
subgroup.
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Capitulo 1

Introducao

Um conjunto & de subgrupos préprios de um grupo G é chamado de co-

bertura para G sempre que ocorrer G = U H. A cobertura § é chamada

HeS
irredundante se nenhuma subcolecao de S cobre G.

Os primeiros resultados sobre cobertura de grupos surgiram na década de
20 num trabalho de G. Scorza [12]. Em meados dos anos 50, B. Neumann
em [7] e [8] investigou coberturas de grupos por subconjuntos permutaveis e
por classes laterais, respectivamente. Em 1988 M.A. Brodie e R.F. Chamber-
lim [3] obtiveram resultados sobre coberturas finitas por subgrupos normais.

Outros resultados interessantes, ainda nesse contexto, podem ser vistos no
artigo [4] de J.H. Cohn. Neste artigo, o autor estima a quantidade minima
de subgrupos em uma cobertura irredundante.

Esta dissertacao de mestrado é baseada no artigo de M.A. Brodie [2] pu-
blicado em 2003, que trata sobre os grupos finitos que tém exatamente uma
cobertura irredundante por subgrupos proprios. Como exemplo desses tipos
de grupos podemos citar: Cy x (5, 0 qual é coberto pelos seus trés subgrupos
de ordem dois; o grupo quatérnio () de ordem oito, que é escrito como uniao
de seus trés subgrupos ciclicos de ordem quatro; e S3, o qual possui uma
cobertura formada por seu subgrupo de ordem trés e seus trés subgrupos de
ordem dois.

Mostraremos que esses grupos se dividem naturalmente em duas classes, a

10



1 Introducao

de grupos nilpotentes e a de grupos nao nilpotentes. Apresentaremos agora
os resultados principais do artigo de M.A. Brodie [2]. O primeiro deles ca-
racteriza grupos nilpotentes finitos que possuem uma tnica cobertura. Mais
precisamente, este resultado estabelece o seguinte

Teorema 1.1. Seja G um grupo nilpotente finito unicamente coberto. Entao
G é isomorfo a um dos grupos Q, Q x C,, (n impar), C, x C, ou a C, X
C, x Cy, onde (n,p)=1.

Denotemos por ¥ a classe formada pelos grupos finitos que possuem uma
unica cobertura irredundante por subgrupos préprios juntamente com todos
os subgrupos ciclicos finitos. De posse disto, podemos enunciar o segundo
resultado.

Teorema 1.2. Seja G um grupo finito nao nilpotente. Entdo G € VU se, e

somente se, € um grupo nao abeliano de ordem pq para primos distintos

Z(G)
peq, ez, Z(Q)) € ciclico para todo x € G.

O nosso texto foi dividido em trés partes. No capitulo 2, desenvolvemos
alguns topicos basicos de teoria dos grupos que serao necessarios posterior-
mente. A secao 2.1 traz a nocao de classe lateral de um subgrupo e apresenta
o Teorema de Poincaré, que é de simples demonstragao e nao menos impor-
tante neste trabalho. A secao 2.2 define os principais subgrupos que aparecem
no texto. A segao 2.3 trata dos teoremas de isomorfismos, teorema da cor-
respondéncia e de subgrupo caracteristico, os quais sao de grande utilidade
na prova dos principais resultados deste trabalho. Nas secoes 2.4 e 2.5, sao
abordados os teoremas de Sylow e produtos direto e semidireto de grupos,
topicos essenciais para a fundamentacao do capitulo 4.

Nas duas primeiras secoes do capitulo 3, apresentamos algumas propriedades
basicas sobre comutadores e fazemos um breve estudo dos grupos nilpoten-
tes, soluveis e supersoliveis, destacando alguns resultados basicos que nos
serao fundamentais no capitulo final. Ainda na secao 2, apresentamos uma
classificacao de grupos, cuja ordem é uma poténcia de um nimero primo,
que possuem um subgrupo ciclico o qual é maximal.

Teorema 1.3. Um grupo de ordem p", p primo, possui um subgrupo ciclico
de indice p se, e somente se, ele € um dos sequintes tipos:

(1) Um grupo ciclico de ordem p™;

11



1 Introducao

n—1

(ii) Um produto direto de um grupo ciclico de ordem p com um de ordem

p;

n—1

(iii) (z,y;2? =1=y"" " y* =y ), n>3;

(iv) O grupo diedral Don, n > 3;
(v) O grupo quatérnio generalizado Qan, n > 3;
(vi) O grupo semidiedral (zx,y;2? =1=1y?" 4" =" "1, n> 3.

Utilizamos fortemente este resultado para provarmos o teorema que caracte-
riza os grupos nilpotentes finitos que possuem uma tnica cobertura irredun-
dante o qual apresentaremos na peniltima se¢ao do capitulo 4. Finalizamos
este capitulo apresentando um teorema de caracterizacao de grupos finitos
que posuem um subgrupo maximal e abeliano. Usaremos tal resultado no
ultimo capitulo para provarmos o seguinte resultado auxiliar:

Lema 1.4. Se G € V, entao G possui um subgrupo ciclico normal de indice
PTiIMo.

Completamos assim os pré-requisitos necessarios para a compreensao dos re-
sultados principais deste trabalho.

Na tultima parte, correspondente ao capitulo 4, apresentamos a prova dos
resultados principais deste trabalho, bem como exibimos uma aplicacao de
um desses teoremas. Finalizamos esta dissertacao apresentando um exem-
plo de um grupo abeliano finito que possui r coberturas irredundantes por
subgrupos proprios, onde r é um niimero natural.

12



Capitulo 2

Nocoes Elementares de Teoria
dos Grupos

Neste capitulo estabeleceremos alguns conceitos e resultados da Teoria dos
Grupos, que sao necessarios para leitura desta dissertacao. Em geral nao
apresentaremos as demonstragoes destes resultados, todavia indicaremos uma
bibliografia na qual o leitor podera consultd-las. Quando nos referirmos a
um grupo G, estard implicito que é um grupo multiplicativo com elemento
neutro 1.

2.1 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Proposicao 2.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G.

114 b

(i) A relagio “~7 sobre G definida por “a ~ b se, e somente se, b'a € H”
€ uma relacao de equivaléncia,

(ii) Sea € G, entao a classe de equivaléncia determinada por a € o conjunto
aH = {ah;h € H}.

Demonstracao. (i) e Como a'a=1¢€ H, entdo a ~ a e, portanto vale

[43 7

a reflexividade para “ ~ 7;

e Sea~ b, entdo b='a € H. Mas, sendo H subgrupo de G, entao
a™'b = (b=ta)™! € H. Isso mostra que b ~ a e, portanto, que a
simetria também se verifica para a relacao definida acima,;

13



2.1 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

e Sea~beb~c entdo b~ ta,c7b e H, dai, cla = (¢c'b)(b7ta) €
H e, portanto, a ~ ¢, donde a transitividade também é satisfeita
neste caso.

.. A relagdo “ ~ 7 é de equivaléncia.

(ii) Seja @ a classe de equivaléncia do elemento a. Se x € @, entdo = ~ a,
isto 6 a='x € H. Dai, a~'x = h, para algum h € H. Portanto,
x = ah € aH. Por outro lado, se x € aH, entao x = ah, para um certo
h € H. Assim, a 'z = h € H e, portanto, x ~ a, donde z € a.
c.a=aH.
m

Definicao 2.2. Para cada a € G, a classe de equivaléncia aH definida pela

114 7

relagcao “~ 7 introduzida na Proposicao 2.1 é chamada classe lateral a es-
querda de H em G que contém a.

Decorre imediatamente da Proposicao 2.1 que:
(1) Se a € G, entao aH # @;
(2) Se a,be G, entao aH = bH ou aH NbH = &;

(3) A unido de todas as classes laterais a esquerda é igual a G.

14

De maneira analoga podemos demonstrar que a relacao “ ~ 7 definida por
“a ~ b se, e somente se, ab-! € H” também é uma relacao de equivaléncia
sobre GG. A classe de equivaléncia de um elemento a € G é o subconjunto
Ha = {ha;h € H}, que chamamos de classe lateral a direita de H em G que
contém a.

Definigao 2.3. Seja H um subgrupo de G (notag¢ao: H < G ). Dizemos que:

(i) T € G € um transversal de H em G (a esquerda), se G = U tH e

teT
t1 # to implica t1H # toH ;

(ii) S € G € um transversal de H em G (a direita), se G = U Hs e

s e S

S1 # so implica Hsy # Hss.

14



2.1 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Definicao 2.4. Sejam G um grupo e H < G.
(1) A ordem de G, denotada por |G|, é o nimero de elementos de G;

(ii) A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda é o indice
de H em G. Ele serd denotado por |G : H|.

Proposicao 2.5. Sejam G um grupo, H < G e x € G qualquer, temos:
(i) |zH|=[H| = |Hz];
(ii) (Lagrange). Se G € finito, entdo |G| = |H||G : H]|.

Demonstragao. (i) De fato, sabemos que dois conjuntos tém a mesma car-
dinalidade se existe uma bijecao entre eles. E a funcao ¢ : Hr — H,
definida por hx +— h é claramente uma bijecao;

(ii) Considere x1H,--- ,x;H as classes laterais (& esquerda) distintas. Entao,
|G : H| =t. E devido a Proposigao 2.1 temos : G =x1H{J---Jz:H
e x;H Nx;H = &, sempre que ¢ # j. E portanto,

G| = |z H|+ -+ |z, H| = [H| + -+ |H| = t|H].
ti?c;es

]

Proposigio 2.6 (Teorema do Indice). Seja G um grupo. Se K < H < G,
entio |G : K|=|G: H||H : K|.

Demonstragao. Veja [6]. O

Teorema 2.7 (Teorema de Poincaré). Sejam H e K subgrupos de indice
finito de um grupo G, entio |G : HN K| < |G : H||G : K|, valendo a
igualdade se (|G : H|,|G : K|) = 1.

Demonstragao. Veja [10]. O

Proposicao 2.8. Sejam H e K subgrupos finitos de um grupo G. Entao:
[H|| K]
|HN K|’

(ii) Se (|H|,|K|) =1, entao HN K = {1}.

(i) [HK|=

Demonstracao. Veja [11]. O

15



2.2 Subgrupos Normais e Grupos Ciclicos

2.2 Subgrupos Normais e Grupos Ciclicos

Nesta se¢ao apresentamos duas classes particulares de subgrupos de um grupo
(G, cujas propriedades sao relevantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 2.9. Seja G um grupo.
(i) Para x,y € G definimos:

e o ordem de um elemento x € G, que denotamos por o(x), € o
menor n € N tal que 2" = 1. Quando nao existe tal n, dizemos
que o(x) = 00;

e 0 subgrupo Ci(x) = {g € G; xg = gz} é chamado de centralizador

de x em G;

e 0 conjugado de x pory € o elemento z¥ =y~ txy.

(ii) Seja X C G, o subgrupo (X) = {z{'z3?x5*... " x; € X, e; = £1} €
chamado de subgrupo gerado por X. Se X = {z}, entio (X) = (z) € o
subgrupo gerado pelo elemento x, e o chamamos de subgrupo ciclico.

(iii) Sejam H < G e g€ G:

e 0 subgrupo g-'Hg = {g~'hg; h € H} ¢ chamado de conjugado
de H por g e denotamos por HY. Dizemos que K < G ¢ um
conjugado de H se K = HY para algum g € G;

o 0 subgrupo Ca(H) = {g € Gihg = gh,Vh € H} = () Ca(h) ¢
heH
chamado de centralizador de H em G.

Lema 2.10. Se G é um grupo e H < G, entdo |H| = |HY| para todo g € G.

Demonstragdo. A aplicacao ¢ : H — HY definida por h + g~'hg é clara-
mente uma bijegao. O]

Definicao 2.11. Dizemos que um subgrupo N de um grupo G € um subgrupo

normal de G, se tN = Nz para todo x € G. Usaremos neste caso a nota¢ao
N 4 G.

16



2.2 Subgrupos Normais e Grupos Ciclicos

Proposicao 2.12. Seja G um grupo e N < G. Sao equivalentes:
(i) N <G,

(ii) z7'Nz =NV z € G;

(iii) x ' Nz C NV zx eG.

Demonstragao. Veja [1]. O

G
Proposigao 2.13. Seja G um grupo. Se N < G e N = {zN; z € G},
entao N é um grupo com a operagdo (aN)(bN) = abN.

Demonstragao. Veja [6]. O

- G
Observacao 2.14. Um subgrupo de N ¢ da forma N onde H é um subgrupo

de G' que contém N.
Definicao 2.15. Sejam G um grupo e H < G.
(i) O centro de G € o subgrupo Z(G) = {g € G;zg = gx,¥V x € G} = C(G);

(ii) O subgrupo Ng(H) = {9 € G;9g'Hg = H} = {g € G;HY = H}, ¢
chamado de normalizador de H em G;

(iii) O subgrupo Hg = ﬂ y~ ' Hy, ¢ chamado de niicleo normal de H em G
yeG

(iv) O subgrupo HY = (y"*Hy; y € G), é chamado de fecho normal de H
em G.

Observacao 2.16. Facilmente se verifica que:
e Z(G), Hg e HY sdio subgrupos normais de G;
o Ng(H) € o maior subgrupo de G no qual H € normal;
e N¢(H)=G < HQG;

e Hg é o maior subgrupo normal de G contido em H e HY é o menor
subgrupo normal de G que contém H.

17



2.2 Subgrupos Normais e Grupos Ciclicos

Proposicao 2.17. Seja G um grupo.

(i) Se H < G, entdo o nimero de conjugados de H em G € igual ao indice
de seu normalizador;

(ii) Seja G finito. Se H < G, entdo G nao € a uniao de todos os conjugados
de H, ou seja, G # U HI;

geG
(iii) Se H < K <G, entio Nx(H) = Ng(H)N K.

Demonstracao. (i) Seja O = {HY% g € G} a familia de todos os conjugados
de H, e seja C = {Ng(H)g;g € G} a familia de todas as classes laterais a
direita de Ng(H) = N. Mostraremos que existe uma bijegao entre esses dois
conjuntos. Para isto, defina a aplicagao ¢ : O — C por p(g-'Hg) = Ng.
Temos que:

e  é bem definida:
De fato, se a 'Ha = b='Hb para algum b € G, entdao ba *Hab™! = H,
ou seja, (ab™)"'H(ab™') = H e ab™! normaliza H, isto é, ab™* € N e
assim, Na = Nb;

e ¢ ¢ injetiva:
Suponha que Na = ¢p(a™*Ha) = p(c"'Hc) = Nc para algum ¢ € G.
Entao ac™' € N, ac™! normaliza H, (ac™') 'H(ac™') = H e a ' Ha =
c 'He;

e ( ¢é claramente sobrejetiva.

Portanto, ¢ é uma bijegao e |O| = |C| = |G : Ng(H)].

(17) Seja |G : H| =n, |G| =me|G: Ng(H)| =c. Jaque H < Ng(H), entao
pela Proposigao 2.6 (Teorema do fndice) e pelo item anterior, ¢ < n. Como
a identidade ¢ um elemento comum a todos os conjugados de H e |H| = |HY|
para todo g € GG, segue que:

(H?] = 1) o+

-H)+1 = (|H-1)+---+(|H|-1)+1

¢ termos ¢ termos
= c-(|H-1)+1
< n(|H|-1)+1
= m—(n—1)
< m
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2.2 Subgrupos Normais e Grupos Ciclicos

E com isso completamos a prova deste item.

(77i) Deixamos a prova deste item a cargo do leitor. ]
Proposicao 2.18.

(1) Seja G um grupo e H N < G com N < G. Entao NNH < H;

(ii) Seja G um grupo e K < H < G. Se K 4G, entao K 1 H;

(iii) Se G é um grupo abeliano, entdo todo subgrupo H de G €é normal em

G;

(iv) Seja G um grupo finito e p o menor divisor primo de |G|. Se H < G e
|G : H| = p, entio H < G|

(v) Seja N <G com |G: N| =2, entio N < G.
Demonstracao. Veja [6] e [11]. O
Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G. Temos:

(HUK) D HK :={hk;he He ke K} DO HUK.
Portanto, é claro que:

(HUK)=HK & HK <(.

Veremos na proposicao a seguir em que condi¢oes H K é um subgrupo de G.
Proposicao 2.19. Sejam H, K dois subgrupos de um grupo G.
(i) Entao HK < G se, e somente se, HK = KH;
(ii) Se H ou K for normal em G, entao HK ¢é um subgrupo de G

(iii) Se H e K sao subgrupos normais em G, entao HK é um subgrupo
normal de G.

Demonstragao. Veja [1]. O
Proposicao 2.20. Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G com indices
finitos. Se (|G : H|,|G: K|) =1, entio G = HK.
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2.2 Subgrupos Normais e Grupos Ciclicos

Demonstragao. Veja [6]. O

Definicao 2.21. Um grupo G serd chamado grupo ciclico se, para algum
elemento g € G, se verificar a igualdade G = (g). Nessas condigoes, o
elemento g € chamado gerador do grupo G.

Proposicao 2.22. Seja G um grupo e a € G, entao:
(i) ofa) = [{a)|, se o(a) # oo;

(ii) Se a™ =1, entao o(a) | n;

(iii) Seja r um inteiro positivo. Se o(a) = m, entdo o(a”) =
Demonstragao. Veja [6]. O

Exemplo 2.23. Seja G um grupo. Se G tem ordem prima, entao G € ciclico.
De fato, seja |G| = p onde p € um nimero primo. Se g € G, 1 # g entdo (g)
¢ um subgrupo de G. Assim, por Lagrange (cf. Proposi¢ao 2.5) |{g)| € um
divisor de p e |(g)| > 1. Portanto |(g)| = p e isso nos diz que G = (g).

Proposigao 2.24. Seja G = (a) = {1,a,...,a" '} um grupo ciclico finito de
ordem n. Entao:

(i) O elemento a™ € um gerador de G se, e somente se, (m,n) = 1;

(ii) Todo subgrupo H de G também € ciclico. Mais precisamente, H = (a™)
onde m € o menor inteiro positivo tal que a™ € H. O subgrupo H tem
ordem igual a n/m;

(iii) Se d é um divisor de n, entao existe um tnico subgrupo H de G com
ordem iqual a d. FEste subgrupo H € igual a (a”/d>;

G
(iv) Seja N < G, entdo N é ciclico.
Demonstracao. Veja [5]. O

Observagao 2.25. Seque diretamente do item (i) da Proposi¢ao acima, que
se G = (a) e |G| = p, p primo, entdo a™ gera o grupo G com 1 < m <p—1.

Definicao 2.26. Um subgrupo proprio M de um grupo finito G € dito ser
maximal em G, quando M ndo estd contido em qualquer outro subgrupo
proprio de G.

Denotaremos por M < G.
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2.3 Teoremas de Isomorfismos e o Teorema da Correspondéncia

2.3 Teoremas de Isomorfismos e o Teorema
da Correspondéncia

Definicao 2.27. Sejam G e K grupos. Uma aplicacao p : G — K é um
homomorfismo se p(ab) = p(a)p(b), para a,b € G. O nicleo de ¢ € definido
por

Ker() ={g9 € G; ¢(g) = 1k}

A imagem de ¢ € definida e denotada por Im(p) = ¢(G). Um homomorfismo
bijetivo ¢ chamado de isomorfismo. Se existe tal isomorfismo, diremos que
G € isomorfo a K e denotaremos por G = K.

Teorema 2.28 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G, H gru-
pos e p: G — H um homomorfismo de grupos. Entao,

G
=] .
Ker(y) m(e)
Corolario 2.29 (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam G um
HN H
H < N taio NNH<H, NJINH = .
grupo, H< G e N <G, entao NNH < H, Nd e N TAN

Corolario 2.30 (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo,
H G, NG e H<N. Entao,

G G/H
N N/H’

Teorema 2.31 (Teorema da Correspondéncia). Se G é um grupo e

N < G, entao existe uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de

G
G que contem N e os subgrupos de N Por esta correspondéncia, subgrupos

normais de G que contém N correspondem a subgrupos normais de N e vale

a reciproca.
As demonstragoes dos resultados acima, podem ser encontradas em [6].

Definicao 2.32. Um automorfismo de um grupo G € um isomorfismo
v : G — G. Um subgrupo H de G ¢é chamado de caracteristico em G,
denotado por H 5 G, se o(H) = H para todo automorfismo ¢ de G.

car
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Lema 2.33. Seja G um grupo e H < G.

(i) Se H € o unico subgrupo de ordem n de G, entio H 5, G;

car

(ii) Se H 3, G, entio H < G.

car

Demonstracao.

(i) Seja ¢ : G — G um automorfismo. Sabemos que |p(H)| = |H|, e pela
hipétese concluimos que p(H) = H. Portanto, H == G.

car

(ii) Sendo H 3, G, segue que p(H) = H para todo automorfismo ¢ : G —
G. Consideremos em particular o automorfismo ¢,(r) = a 'za (con-
jugacao por a). Disto segue que a~'Ha = H para todo a € G, portanto

H<G.
[l

Observacao 2.34. Note que todo subgrupo de um grupo ciclico finito G €
caracteristico em G.

Lema 2.35. Sejam G um grupo e H, K < G.
(i) SeH S, KeK3, G, entaio HZ, G;

car car car

(ii) Se H 5, K e K <G, entao H < G.

car

Demonstragao. Veja [11]. O

2.4 Teoremas de Sylow

Teorema 2.36 (Primeiro Teorema de Sylow). Sejam p um nidmero
primo e G um grupo finito de ordem p™r com (p,r) = 1. Entao, para cada
n, 0 <n <m, existe H<G tal que |H| = p".

Corolario 2.37. Seja G um grupo finito e seja p um numero primo. Seja
p™ a maior poténcia de p que divide |G|. Entao existe um subgrupo de G de
ordem p™.

Definicao 2.38. Sejam G um grupo finito, p um primo e p™ a maior poténcia
de p que divide |G|. Os subgrupos de G que tém ordem p™ (cuja existéncia
estd garantida pelo coroldrio acima) sdo chamados de p— subgrupos de Sylow

de G.
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2.4 Teoremas de Sylow

Escreveremos P € Syl,(G) para dizer que P é um p — subgrupo de Sylow de
G.

Definigao 2.39. Seja p um primo. Um grupo G (ndo necessariamente finito)
no qual todo elemento tem sua ordem igual a uma poténcia de p € chamado
um p — grupo.

Corolario 2.40. Seja p um primo. Um grupo finito G é um p — grupo se, e
somente se, |G| € uma poténcia de p.

Proposicao 2.41. Todo subgrupo H de indice primo p em um p — grupo G
é normal em G.

Teorema 2.42 (Segundo Teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito,
p um nimero primo e n, o numero de p — subgrupos de Sylow de G. Entao:

(1) Todos os p — subgrupos de Sylow de G sdo conjugados entre si. Em
particular, um p — subgrupo de Sylow P de G € normal em G se, e
somente se, P € o unico p — subgrupo de Sylow de GG. Neste caso, P €
um subgrupo caracteristico de G;

(ii) Se H € um p — subgrupo de G, existe um p — subgrupo de Sylow P de
G tal que H C P;

(iii) Se p € um p — subgrupo de Sylow, temos n, = |G : Ng(P)|. Em
particular, n, | |G : P|.

Lema 2.43. Sejam G um grupo finito e p um numero primo. Sejam P um
p — subgrupo de Sylow de G e Q) um p — subgrupo qualquer de G. FEntao
QN Ng(P)=QnNP.

Teorema 2.44 (Terceiro Teorema de Sylow). Sejam p um nimero primo
e G um grupo finito de ordem p™r, com (p,r) = 1. Se n, € o nimero de
p — subgrupos de Sylow de G. Entao:

(i) np |7
(ii) n, = 1(mod p).

Corolario 2.45 (Argumento de Frattini). Se N < G e P € Syl,(N),
entio G = NNg(P).

As demonstragoes dos resultados enunciados nesta secao podem ser consul-
tadas em [5] e [9].
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2.5 O Produto Semidireto

2.5.1 Produto Direto

Sejam H e K grupos. Considere o conjunto H x K = {(h,k);h € H,k € K}.
Defina em H x K a seguinte operacao:

(h,k) ® (h1, k1) = (hhy, kky),

V h,hi € HeVY k ki € K. E possivel mostrar que (H x K,®) é um grupo.
Os subgrupos H* = {(h,1);h € H} e K* = {(1,k); k € K} sdo respectiva-
mente isomorfos aos grupos H e K, para isto basta observar que as aplicacoes
v:H— H* et : K — K* definidas por ¢(h) = (h,1) e (k) = (1,k) sao

isomorfismos.

Proposicao 2.46. Sejam H e K grupos. Entdo os subgrupos H* e K* sao
subgrupos normais de G = H x K com Hx K = H*K* e H* N K* = {1}.

Demonstragdao. Devemos mostrar que g 'H*g = H* para todo g € H x K,
como H* C g~ 'H*g, para todo g em H x K, basta provarmos que também
vale a inclusao contraria. Veja que

(h, k)" (R, 1)(h, k) =

) (h,1)(h. k)
1h E71)(h, k)
h'hh, k1 1E)
1) e H* (2.1)

(h~
(h
(h
(h,

.. H* <4 G. Analogamente mostra-se que K* < G.

Pela Proposigao 2.19, segue que H*K* < H x K. Seja (h, k) € H x K, temos
(h,k)=(h,1)(1,k) € H*K".

S H x K =H"K* com H* N K* = {1}. O

Reciprocamente temos:

Proposicao 2.47. Seja G um grupo tal que H e K sdo subgrupos normais
de G com G=HK e HNK ={1}. Entio, G = H x K.

Demonstragao. Veja [11]. O

Provaremos agora um resultado que nos sera 1util no capitulo 4.
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2.5 O Produto Semidireto

Proposicao 2.48. Sejam G = H x K e L < G. Se (|H|,|K|) = 1, entao
L=(HNL)x (KNL).

Demonstracao. Suponha que G = HK, com H < G, K A Ge HNK =
{1}. Como |G : H| e |G : K| s@o relativamente primos, temos também ,
|L:HNL|e|L:KnN L relativamente primos. Logo, L = (HNL)(K N L).
Por outro lado, temos H N L < L (ja que H < G), KNL < L (ja que
KdG) e HNLN(KNL)=(HNK)NL = {1} nL = {1}. Donde
L=(HNL) x (KNL). O

Proposicao 2.49. Seja H e K grupos ciclicos. Entao H x K € ciclico se, e
somente se, (|H|,|K|) = 1.

Demonstragao. Veja [11]. O

2.5.2 Produto Semidireto

Apresentaremos agora uma generalizacao do Produto Direto.

Definigao 2.50 (Produto Semidireto). Dizemos que G € o produto semi-
direto (interno) de N por H se NG, H<G,G=NH e NNH = {1}.

Notacao: G =N x H.

Proposicao 2.51. Seja G = N x H, entdo:
G
i) — =2 H;
(l) N )

(ii) Todo g € G se escreve de modo unico como g = nh, onde n € N e
he H;

(iii) NN Ng(H) =Cn(H).

Demonstracao. (i) Segue diretamente do Segundo Teorema do Isomorfismo.

(ii) Suponhamos que g = nh = njhy. Dai, hh;' =n"'n; € NN H = {1},
isso implica que hhl_1 =1 =n"'n;. Portanto, n =n; e h = h,.

(iii) Temos que Cn(H) € Ng(H) N N. Agora, sejam g € Ng(H) N N e
h € H, entao:

e g-'h7'g € H, pois g normaliza H;
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2.5 O Produto Semidireto

e h™lgh € N, pois N <G .
E daf, g7'h™'gh € NN H = {1} e gh = hg. Logo, g € Cny(H).

Com isso concluimos a prova desta proposicao.
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Capitulo 3

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos alguns resultados classicos que serao utiliza-
dos no capitulo seguinte deste trabalho.

3.1 Comutadores

Definicao 3.1. Seja G um grupo.

(i) Sea,be G, o comutador de a e b, denotado por [a,b] é dado por [a,b] =
a 'b~tab;

(ii) Se H, K C G, definimos o sequinte subgrupo:
[H, K] :=(|lh,k];h € H, k € K).

Em particular, o grupo G' = [G, G| chama-se subgrupo comutador ou
subgrupo derivado de G.

Indutivamente, podemos definir agora uma sequéncia de subgrupos da se-
guinte forma:

GO = @
W@G] c.q=¢
[G(z 1) (z 1)]

)

isto é, G é o subgrupo dos comutadores do grupo G~ para cada i € N.
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3.1 Comutadores

Definicao 3.2. O subgrupo G definido acima chama-se o n-ésimo subgrupo
derivado de G e a sequéncia

G=G>aV>.¢"M>. .5
chama-se a sequéncia derivada de G.
Proposicao 3.3. Seja G um grupo, entao:
(i) ¢'2G;
(ii) g ¢ abeliano;
(iii) G’ € o menor subgrupo normal de G com esta propriedade, isto é, se

G
H <G € tal que I ¢ abeliano, entao H O G';

(iv) G 3, G;

car

K G
(v) Se HLG, K<G e H<K, entao i < Z(E) se, e somente se,
G, K| < H;

. . |G H G, H|N
< < L S
(vi) Se NG e N < H, entao [N’N} N
Demonstracao. Veja [5], [9] e [11]. O
Observacgao 3.4.

G—1)

e Peclos itens (i) e (ii) da proposi¢ao acima, temos €0

€ abeliano para

todo i;

e Pelo item (iv) da proposicao acima e pelo Lema 2.33, obtemos induti-
vamente que G < G para todo i.
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3.2 Solubilidade e Nilpoténcia

Definicao 3.5. Uma série de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos G;,
tais que :

A série € dita ser subnormal se G; I Giyq e se G; I G, dizemos que a série
€ normal.

Definicao 3.6. Seja G um grupo.
(1) Diz-se que G € solivel, se existe uma série subnormal

{1} =Gy 4G, 9...4G, =G

i+1

Gi

tal que ¢ abeliano para todo i;
(2) Diz-se que G € nilpotente, se G possui uma série central, isto €, uma

série normal
{1}:G0§G1§...§Gn:G

G G .
<Z|—= :
tal que, G = (G) para todo i,

(3) Diz-se que G € supersolivel, se existe uma série normal

1, .
¢ ciclico para todo 1.

tal que, Cl;:
Observacao 3.7.
e Todo grupo abeliano € nilpotente;
e Todo grupo nilpotente é soluvel;

e Todo grupo supersoluvel é soluvel.

Exemplo 3.8. Se G € um grupo supersolivel, entao G nao € necessariamente
nilpotente.
De fato, seja G = S3. Os subgrupos de Ss sao: {1}, Sz, ((12)), ((13)),

29



3.2 Solubilidade e Nilpoténcia

((23)) e ((123)). Como Gy = ((123)) < Ss3, temos entdo a série normal (que
também € subnormal):
{1} =Gp < Gy < Ss.
Sz Gy L o .
Como a € m < Gy sao ciclicos (o primeiro porque tem ordem prima),
1

seque que S € supersolivel (consequentemente solivel). Mas veja que esta
série nao € central, pois do contrario teriamos:

G((;Zl SZ(%) i% SZ({%) = Gy < Z(8;) = {1},

um absurdo. Portanto, S3 nao € nilpotente.

Proposicao 3.9. Seja G um grupo solivel. Se {1} =Gy <Gy < ... 4G, =

1
sao0

G ¢ uma série subnormal de G, onde todos os grupos quocientes
abelianos, entio G < G,,_;, para todo i. Em particular, G™ = {1}.

Demonstracao. Provaremos por inducao sobre 1.
Parai =0, G° = G = G,,_y = G,. Suponha, por inducio, que G® < G, _,.

—1

Como é abeliano, pela Proposicdo 3.3 temos (Gn—;)" < Gr_@+44).

Gn—(1+i) '
Por outro lado, como supomos G < G,,_;, segue que:

G = (GY) < (Gu-i)' < Guuriy-

Portanto, o resultado segue. Em particular, para i = n, temos G™ < G,_,, =
Go = 1, isto é, G™ = {1}, O

Corolario 3.10. Seja G um grupo. G € soluvel se, e somente se, eriste
n >0 tal que G™ = {1}.

Proposicao 3.11. Seja G um grupo.

(i) Se G é solivel e H < G, entao H ¢é solivel;

(ii) Se G € solivel e N < G, entdo % ¢ solivel;

G
(iii) Se N <G e se ambos, N e i sao soluveis, entio G € solivel.
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3.2 Solubilidade e Nilpoténcia

Demonstragao. Veja [11]. O

Definicao 3.12. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. N €é chamado
de subgrupo normal maximal se:

i) N#Ge
(il) H<{GeHDON= H=N ouH=G.
Notacao: N < -G.

Definigao 3.13. Um grupo G € simples se G e {1} sdo seus unicos subgrupos

NnoTrmais.

Proposicao 3.14. Seja M wum subgrupo normal de um grupo G. FEntao
G

M < -G se, e somente se, U ¢ um grupo simples.

Demonstracao. (=) Se i nao é simples, entao existe um subgrupo proéprio

N N G
nao trivial U tal que i < U Pelo Teorema da Correspondéncia, temos

que N < G. Por outro lado sabemos que M < N, ou seja, M < N < G, um
absurdo, pois por hipotese M < -G.
(<) Reciprocamente, seja N < G tal que M < N < G, pelo Teorema da

N G _
(]]\?rresp]c\)fndénga, tem-se i < i Como i é simples, entao {1} = i
MouM:M,logoM:NouN:GeportantoM<l-G. O

Proposicao 3.15. Seja G um grupo finito nao trivial. Se G € simples e
solivel, entao |G| = p, com p primo.

Demonstracao. Temos que G’ < G, entao G' = {1} ou G’ = G. Se G' = G,
entdo indutivamente teremos G = G para todo n, um absurdo, ja que G
é soliivel e G™ = 1 para algum n > 0. Portanto, G’ = {1}, ou seja, G
¢ abeliano. Existe x € G tal que z # 1, entdo H = (x) # {1} e como
H <1 G, pois G é abeliano segue que H = G, ou seja, G ¢ ciclico e claramente

|G| =p. O

Proposicao 3.16. Seja G um grupo solivel finito. Se M €é um subgrupo
normal mazximal de G, entao o indice de M em G € um numero primo.
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3.2 Solubilidade e Nilpoténcia

Demonstracao. Uma vez que M < -G, segue respectivamente das Proposicoes

3.11 e 3.14 que U é simples e soluvel, portanto, da proposi¢ao anterior temos

|G : M| = O

i -

Proposicao 3.17. Seja G um grupo. Se N < Z(G) e
G € nilpotente.

¢ nilpotente, entao

2l

. G, . - -
Demonstracao. Como N ¢é nilpotente, entao existe uma série normal

N Ny N, G
{I}=4=<—=<..<{—=—
N N N N
G N; G G N; N;
em N com N; < G, ja que N N Além disso, [N’ ]\71] < N e dai
Nii1,GIN Ni .
% < — 7y © assim [Nit1,G] < N;. Desse modo, como N < Z(G),
temos que [N,G] = {1} e dai
{I}<N<N,<...<N, =G
é uma série central, e portanto, G' é nilpotente.
O]
Proposicao 3.18. Seja G um grupo.
(1) Se G # {1} € nilpotente, entio Z(G) # {1};
(ii) Se |G| =p™ com p primo, entio G € nilpotente.
Demonstragao. Veja [11]. O

O resultado seguinte sera muito 1til no proximo capitulo.
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3.2 Solubilidade e Nilpoténcia

Teorema 3.19 (Caracterizagao dos Grupos Nilpotentes Finitos). Seja
G um grupo finito, entdo sao equivalentes:

(i) G € nilpotente;

(ii) Se H < G, entio H < Ng(H);

(iii) Se M <G, entao M < G;

(iv) Se P € Syl,G, entao P < G;

(v) G= P, x..x P, onde P, € Syl,,(G).

Demonstragao. Veja [9]. O

Definigao 3.20. Um subgrupo N de um grupo G é normal minimal se {1} #
N <G e ndao existe K com {1} < K <N e K JG.

Notagao: N - < @G.

Proposicao 3.21. Seja G um grupo supersolivel.

(i) Se N -< @G, entao |[N| = p, onde p é um nimero primo;

(ii) Se M < G, entdo |G : M| = p, onde p € um nimero primo.
Demonstracao. Veja [9]. O

Proposicao 3.22. Seja G um grupo. Se N é um subgrupo normal e ciclico

de G, com N e N supersoliuveis, entao G € supersolivel.

Demonstra¢ao. Como — é supersoltvel, entao

N
_ N, N, (G
I1H<—-—<..<{—=—
N; G N /N, ,
onde i < N e #}]/\[ é ciclico para todo i. Pelo Teorema da Corres-
Nii1/N N; Nigt .
pondéncia, N; < G e além disso, +1/ = +1, 1 1 ¢ cfclico.

NJ/N N %N,
Assim, {1} < N < N; < N, < ... < Ny = G é uma série normal de G onde
i+1

sao ciclicos. Portanto G é supersolivel. O
i
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3.3 Teorema de Schur-Zassenhaus e Aplicagoes

O préximo resultado, que sera usado na demonstragao do teorema que carac-
teriza os grupos nilpotentes finitos unicamente cobertos, é uma classificacao
dos p — grupos que possuem um subgrupo ciclico que é maximal.

Teorema 3.23. Um grupo de ordem p", com p primo, possui um Subgrupo
ciclico de indice p se, e somente se, ele é um dos sequintes tipos:

(1) Um grupo ciclico de ordem p";

L com um de ordem

(ii) Um produto direto de um grupo ciclico de ordem p"~
p;

n—1

(ili) (z,y;27 = 1=y y* =y "), n>3;

(iv) O grupo diedral Don, n > 3;
(v) O grupo quatérnio generalizado Qgn, n > 3;
(vi) O grupo semidiedral (z,y;2?> =1=1y>" 4" =¢*" 1), n> 3.

Demonstragao. Veja [9]. O

3.3 Teorema de Schur-Zassenhaus e Aplicacoes

Nesta secao teremos como objetivo principal apresentar um resultado que
¢ uma aplicacao do Teorema de Schur-Zassenhaus, com este propdsito, nos
limitaremos apenas a enunciar este importante teorema, assim como faremos
com o resultado que o sucede. O leitor pode consultar as demonstracoes
desses resultados em [9)].

Teorema 3.24 (Schur-Zassenhaus). Seja G um grupo finito e N 4 G
com (|N|,|G : N|) = 1. Entao existe H < G tal que |H| = |G : N|. Em
particular G = HN e HN N = 1, pois (|N|,|H|) = 1. Além disso dois

quaisquer subgrupos de ordem |G : N| sao conjugados em G.

Corolario 3.25 (Teorema de Burnside-Transfer). Se G é um grupo
finito e existe P € Syl,(G) tal que P < Z(N), N = Ng(P), entdo existe
H QG tal que G =HP, HN P = {1}. Em particular, se Ce(P) = Ng(P),
entdo existe H QG tal que G = HP com HN P = {1}.
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3.3 Teorema de Schur-Zassenhaus e Aplicagoes

Proposicao 3.26. Seja G um grupo finito. Se existe um subgrupo A de G
maximal e abeliano, entdo G € solivel.

Demonstracdo. Suponha falsa a afirmacao acima e seja G um contra-exemplo
minimo. Ou seja, se K é um grupo que cumpre as hipéteses desta proposicao
com |K| < |G|, entdo K ¢ soluvel.

Considere o subgrupo Ag = ﬂ AY, sabemos que este é o maior subgrupo

ge G
normal em G contido em A. Analisemos duas situagoes:

A G A G
(1) Se Ag # 1, entao i é um subgrupo abeliano de i e i < i
G G
logo — satisfaz as hipdteses da Proposigdo e como |—| < |G|, segue —
AG AG AG

é soluvel. Por outro lado, Ag < A é abeliano, donde solivel, portanto pela
Proposicao 3.11 G ¢ solivel, que é uma contradicao.

(17) Se Ag = {1}. Sejam 7 = { Primos que dividem |A|}, 7’ = { Primos que
nao dividem |A|} e p € 7. Como A é abeliano, entdo todo subgrupo de A é
normal, em particular um p-subgrupo de Sylow de A é normal e pelo Segundo
Teorema de Sylow ele é tnico, ou seja, Syl,(A) = {F} e A < Ng(F). Seja
P e Syl,(G) tal que Py < P. Entao Fy = PN A. Agora, como Ag = {1}
e Py < A temos que Py 4 G, assim Ng(FPy) # G e pela maximilidade de A
concluimos que Ng(Fy) = A. Portanto,

Py = PNA = PNNg(Py) = Np(Py).

Voltando ao fato Fy < P, afirmamos que Fy = P. Pois se Py < P, como
P é nilpotente segue do Teorema 3.19 que Py < Np(Py) = Py, um absurdo.
Portanto Py = P e p1 |G : Al, logo (|A],|G : A]) = 1.

Por outro lado,

A< Cq(P) < Na(P)=A, VP e Sylp(A).
Portanto, Ci(P) = Ng(P) = A e pelo Teorema de Burnside-Transfer, existe
Np <G tal que G = PNp e PN Np ={1}.

G —
Seja L = ﬂ Np. L < @G, ja que é intersecao finita de normais, entao 7 ~H,
pem
X ... X G
Ny N,

onde H é um subgrupo de = P x...x P.e P, é abeliano,
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3.3 Teorema de Schur-Zassenhaus e Aplicagoes

: , : G, . .
assim — ¢é um m-grupo abeliano e portanto 7 ¢é soluvel. Mas como p nao
divide |Np| = |G : P|, temos que L é 7'-grupo.

Podemos supor que L # {1}, pois caso contrario G é abeliano e portanto
solivel. Temos A < AL < Gecomo L Z A, (JAL IGe Ag ={1}) e A<QG,
segue que G = AL. E mais, como A é m-grupo e L é n’-grupo, segue que
ANL={1}.

Seja @ € Syl,(L), pelo Argumento de Fratini temos que G = LNg(Q).

G o Ne(@) Ne(Q)
Pelo Segundo Teorema do Isomorfismo L~ NaQNL ~ NuQ)
isto concluimos que (|L|, |[Ng(Q) : NL(Q)|) = 1.

Note ainda que Nz(Q) 9 Na(Q) com (IN(Q)],IN6(Q) : NL(Q)]) = 1. As-
sim, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus existe X < Ng(Q) tal que Ng(Q) =
NL(@Q)X e X N NL(Q) = {1}. Deste modo G = LNg(Q) = L(NL(Q)X) =
LX = LA com X NL = {1}, pois |X| = |[Ng(Q) : NL(Q)| = |G : L] e
(|L],|G : L]) = 1. Novamente, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, existe
g € G tal que X = AY e assim X é maximal abeliano.

Agora temos que @@ < Ng(Q), X < Ng(Q), X <G e XNQ = {1}. De
modo que X < QX < Ng(Q) < G. Portanto G = QX = Ng(Q) e com isto
provamos que < G, consequentemente () < L. Entao mostramos que todo
subgrupo de Sylow de L é normal, com isto L é nilpotente e em particular L é

€ com

G
solivel. Mostramos que 7 e L sao soluveis, logo GG é solivel pela Proposicao

3.11, um absurdo pois G foi escolhido como o menor grupo nao solivel com
um subgrupo maximal e abeliano .
Portanto, todo grupo finito com um subgrupo maximal abeliano é solivel. [J
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Capitulo 4

Grupos Unicamente Cobertos

Apresentaremos neste capitulo a caracterizacao de grupos finitos que possuem
uma Unica cobertura irredundante por subgrupos proprios.

4.1 Definicoes e Exemplos

Nesta se¢ao introduziremos conceitos pertinentes para o desenvolvimento do
tema em estudo aqui neste trabalho.

Definicao 4.1. Um conjunto S de subgrupos proprios de um grupo G €

chamado de cobertura para G sempre que ocorrer G = U H. A cobertura

HeS
S € chamada irredundante se nenhuma subcolecao de S cobre G, ou seja, se

S C 8 entio, G# | J H.
HeS

Um grupo finito G é unicamente coberto quando possui exatamente uma
cobertura irredundante por subgrupos préprios.
Apresentaremos a seguir trés grupos conhecidos que sao unicamente cobertos:
(1) O grupo quatérnio, Q = {(a,b;a* = 1,a*> = b?,b~tab = a® = a7 1).
De fato, como (a) < @, pois |@ : {a)| = 2, segue que:

Q = (a,b) = (a)(b) = {1,a,d? a® bV, ab,a’b}.
Por Lagrange as possiveis ordens dos elementos deste grupo sao 2, 4 e 8,

sendo () nao abeliano, donde nao ciclico, assim descartamos a possibilidade
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4.1 Definigoes e Exemplos

de existir elemento de ordem 8, no entanto verifica-se facilmente que G possui
elementos de ordens 2 e 4, a saber:

e Elementos de ordem 2: a? = b?;
e Elementos de ordem 4: a,b,a®, b, ab e a®b.

Os subgrupos de @) gerados pelos elementos acima sao:

K = (a) = {La*} = (0?):

e Hy = (a) ={1,a,a% a%};
L4 H2 = <b> = {1’b7 b27b3};
o Hs = (a®b) = {1,a®b,b* ab} = (ab).

Note que K < H; e que H; <@, pois |Q : H;| = 2 para todo i = 1,2,3,
e dai temos HiHs, HyHy < G e como |H{Hs| = |HyHs| = @, segue que
H{H; = () = HyH3. E com isso concluimos que os unicos subgrupos proprios
de () sao os descritos acima.

Assim, a cobertura
Q=H,UHy;UHj;

é irredundante, pois H; € U Hj, e ¢ claramente tnica.
) J#i
Portanto, () é unicamente coberto.

(2) O grupo Cy x Cs.
Com efeito, seja Cy x Cy = (a) x (b) = {(1,1),(1,b), (a, 1), (a,b)}. Todos os

elementos deste grupo tém ordem 2, j& que é nao ciclico e |Cy x Cy| = 4.
Temos entao os seguintes subgrupos ciclicos de Cy x Cy:

o H = <(1,(l)> = {(17 1)7 (1,@)};
o Hy= <(17b>> = {(17 1)7 <1vb)};
o Hy=((a,0)) ={(1,1),(a,0)}.
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4.1 Definigoes e Exemplos

Como H; 4 Uy x Cy para todo ¢ = 1,2,3, temos H;H; < Cy x Cy. Mas
|H;H;| = |Cy x Cs] e portanto os tinicos subgrupos préprios de Cy x Cy sdo
os ciclicos listados acima. Logo

02X02:H1UH2UH3

¢é claramente a tunica cobertura irredundante por subgrupos préprios deste
grupo, isto é, Cy x Cy é unicamente coberto.

(3) O grupo simétrico Ss.

De fato, S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}. Sabemos que S3 possui trés
elementos de ordem 2: (12), (13) e (23); 2 elementos de ordem 3: (123) e
(132). Os subgrupos gerados por estes elementos sdo:

o Hy=((12)) ={(1),(12)};

o Hy=((13)) = {(1),(13)};

o Hy=((23)) = {(1),(23)};

o Hy=((123)) = {(1),(123), (132)} = ((132)).
E assim,

53:H1UHQUH3UH4
¢ uma cobertura irredundante de Ss, pois H; ¢ U H;. Por outro lado,

(]
como Hy <.S3, ja que |Ss : H4] =2, e (|S3 : Hy|,|Ss : Hi]) = 1 para todo
1 =1,2,3, concluimos que H H; = S3, com i = 1,2,3 (note que H; 4 Sz se

1<+ < 3). Portanto a cobertura acima € unica, e consequentemente temos
S3 unicamente coberto.

Comparando os subgrupos que fazem parte da cobertura de cada um dos
grupos acima, percebemos que sao todos subgrupos maximais de seus res-
pectivos grupos. Na secao 2 deste capitulo veremos que este fato nao é
coincidéncia.

Lema 4.2. Um grupo finito G ndo pode ser escrito como uniao de dois de
seus subgrupos proprios.
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4.1 Definigoes e Exemplos

Demonstragio. Suponha que G = HU K, com H £ K e K £ H. Tome
he H\K ek € K\ H, como h,k € G=HUK, segue que hk € G = HUK,
e daf temos hk € H ou hk € K. Suponha hk € H, como h™! € H, segue
que h™'(hk) € H, isso implica que k € H, um absurdo. Com o mesmo
raciocinio, mostra-se também que nao pode ocorrer hk € K. Portanto, segue
o lema. O

Lema 4.3. Seja G um grupo finito nao ciclico. Entao G possui uma unica
cobertura irredundante por subgrupos ciclicos.

Demonstragao. Seja 1 # x; € G. Por hipdtese temos G # (z1), logo existe
g € G\ (x1). Pelo lema anterior G # (1) U (x9), assim, existe z3 € G\
(x1) U (x9). Portanto, temos duas possibilidades:

o G = (1)U (x9) U(x3).
Neste caso temos uma cobertura irredundante por construcao;

o G # (11) U (x2) U (23).
Neste caso, podemos encontrar x4 € G \ (1) U (z2) U (z3) de modo
que G = (1) U (xq) U (x3) U (z4) ou G # (x1) U (x2) U (x3) U (x4). Se
G # (r1) U (x2) U (x3) U (x4), repetindo este processo um nimero finito
de vezes, uma vez que G é finito, obtemos: G' = (x1) U (xg) U---U ().
Logo, eliminando as possiveis redundancias concluimos que:

G = (71) U (z2) U--- U ()
¢ uma cobertura irredundante de G.

Agora, se G = UL; = UT; sao duas coberturas irredundantes de G donde
L; = (l;) e T; = (t;). Entao, l; € G = UT;, portanto (l;) C (t;), para algum
Jj. Por outro lado, t; € G = UL;, dai t; € Ly, para algum k. Agora, se k # 1,
entdo L; = (I;) C (t;) C Ly, um absurdo, ja que G = UL; é irredundante.
Portanto, k = v e T; = L;. O

Definigao 4.4. Um subgrupo ciclico (x) de um grupo G é chamado de ciclico
maximal, quando nao estda contido em nenhum outro subgrupo ciclico de G.
Notagao: (z) <. G.

Claramente temos que todo subgrupo ciclico que é maximal em um grupo
G, é ciclico maximal. Agora é interessante questionarmos se a reciproca
desta afirmacao é verdadeira. O exemplo a seguir nos mostra que em geral
nao é, mas na segao 3.2, onde abordaremos com mais énfase sobre esse tipo
de subgrupos, veremos em quais circunstancias isto ocorre.
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4.1 Definigoes e Exemplos

Exemplo 4.5. Seja G = Cy: x Cy = (z,y;2* =1 =y? 2¥ = z). Eriste um
subgrupo ciclico mazimal em G que nao € maximal.
De fato, como (x) < G, pois G € abeliano seque que

G = (z)(y) = {1,2,2°,2°,y,zy,2°y =, 2y}

Por Lagrange e pelo fato de G ser nao ciclico, as possiveis ordens deste grupo
sao 2 ou 4. E assim,

o (vy)” = (ay)(ay) = zayy =2° = (ay)' =% =1
o (23y)2 = Pyady = Pady? = 28 = 22 = (2Py)t = 22 = 1;
o (2%y)? = xyxdy = 2?2y = 1.
. o(zy) = o(z’y) =4 = o(x) e o(z?y) =2 = o(y).
Dai,
o = (y)={Ly};
Hy = (z%y) = {1, 2%y};
o N = (2% ={1,2%};
o Ny = (z) ={1,x,2%, 23} = (27);
o Ny = (zy) ={1,zy,2% 2y} = (z%y).

Verifica-se facilmente que estes sao os unicos subgrupos ciclicos de G, pois
H;H;,i# j, possuem dois subgrupos de ordem 2 e como |H;N;| = |G|, seque
H;N; = G. Assim, (y) <.G. Por outro lado, (z*){y) < G é um subgrupo nao
ciclico de G, jd que contém dois subgrupos de ordem 2, a saber: (x*) e (y).
Portanto (y) nao é maximal.

Denotamos por ¥ a classe formada por todos os grupos finitos unicamente
cobertos juntamente com todos os grupos ciclicos finitos.

Definicao 4.6. Uma particao de um grupo G' é uma cole¢ao o de subgrupos
proprios de G tal que cada elemento de G, diferente da identidade, pertence
a um e somente um subgrupo do conjunto o. A particio ¢ dita completa se
cada um dos subgrupos de o € ciclico. Se para cada H em o, HY € o, para
todo g € G, entao dizemos que G possui uma particio normal.
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4.1 Definigoes e Exemplos

Lema 4.7. Seja G um grupo finito. Se G = U H; é uma particao normal e
H; € maximal para todo ©, entdo H; < G para algum 1.

Demonstragao. Sabemos que o nimero de conjugados de H; é |G : Ng(H;)|.
Temos que G = UH; é uma particao normal, ou seja, dado H; C UH;, segue
que todos os seus conjugados estao em UH;. Assim,

G=(HU...UH")YU(HyU..UH)U..U(H,U...UH™).

Suponha que H; ¢4 G para todo i. Sabemos que H; < Ng(H;) < G e que
H; < G para todo i, logo H; = Ng(H;) (ja que Ng(H;) = G & H; < G).
Com isso temos que o numero de conjugados, n;, de H; é

Gl

n;, = |(; . ]Vk}(]¥}>’ = ‘(; . Zié‘ = ’}¥1|.

Portanto,
n;|H;| = |G|. (4.1)
Mas H; é um subgrupo nao trivial de G, logo |H;| > 2, assim

I LS R (€]
COH T2

(4.2)

Temos ainda que:

G=EHN\{1HU--UE" N {1H U UEN 1)U UETN A1) U1}
Os conjuntos H;\ {1} sao disjuntos para todo i.
Portanto,

G| = |[HN {1 + o+ = SN 4+ [ HNC{LY 4 [ HN {1 41
= [(|Hy =D+ ..+ (H" | = D]+ o+ [(|H| = 1) 4 .. + (|[H™ | - 1))+ 1
= m([Hi| = 1)+ ... +n(|H)| — 1)+ 1
= nm|Hi| —ny+ ... +ng|Hy| —ng + 1

De (4.1) temos

G| = |G|l—-m+..+|G|—nm+1
G|+ ...+ |G| —n1+ ... =y + 1
~—_——

t vezes

= tGl—(ni+...+n) +1
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4.1 Definigoes e Exemplos

Portanto,

= |G|(t—1)+1

Reordenando os indices dos n;’s de modo que n; > n; para todo i, teremos:

IGlt—1)+1=n14+...4+n, <ny+ ... +ny =tny.

De (4.2) obtemos
|Gl

t
\G|(t—1)+1§t7:>1§|G]-(§+1—t):>t+2—2t>0:>2>t.

..t =1, um absurdo pela Proposicao 2.17. Portanto, segue o lema. O

Considere a classe dos grupos unicamente cobertos e a classe dos grupos
particionados. Embora os grupos Cy x Cs e S3 sejam ao mesmo tempo uni-
camente cobertos e particionados, dado que suas respectivas coberturas sao
formadas por subgrupos préprios disjuntos dois a dois, é importante ressaltar
que nenhuma dessas classes é necessariamente subclasse da outra.

Por exemplo, o grupo quatérnio () é unicamente coberto mas nao é partici-
onado, pois ha intersecao nao trivial entre dois quaisquer de seus subgrupos
proprios. Por outro lado, o grupo Cy x Cy x (s, é particionado:

De fato,

Cy x Cyx Cy = (a) x (b) x {c)
= {(1,1,1),(1,1,¢),(1,b,1),(1,b,¢), (a,1,1),(a,1,¢),(a,b,1),
(a,b,c)}.

Todos os elementos tem ordem 2, dai temos:
Hl -

—~
—_
\.)—‘
o
~
S~
I
~=
\.)—‘
—_
—_
N—
—~
—_
\.)—‘
o
S~—
—
=
I
—~
—~
—_
=

CQXCQXCQIH1U"'UH7,

é uma particao completa de Cy x Cy x (5. Porém, mostraremos na secao 4.3
que este grupo nao ¢ unicamente coberto.
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4.2 Algumas Propriedades Elementares

4.2 Algumas Propriedades Elementares

Nesta se¢ao, investigaremos o papel de subgrupos maximais e subgrupos
ciclicos maximais em grupos unicamente cobertos. Iniciemos com trés lemas
estabelecendo alguns fatos elementares sobre grupos unicamente cobertos e
sobre cobertura finita irredundante.

Lema 4.8. A classe U ¢ fechada a quociente.

Demonstracao. Seja G € ¥ e seja N um subgrupo normal de G. Se G é

G
ciclico, entao pela Proposicao 2.24 temos que — é ciclico, e dai N € Wv. Se

G é unicamente coberto, temos duas situagoes a considerar:

G, .. <
e Se ~ ¢ ciclico, entao nao hé o que fazer;

G B . G
e Se — ¢é nao ciclico, entao  Possui pelo menos uma cobertura irre-

dundante. Suponha que

ZIE
ZIC}
zm

SRR RVE

G

sejam duas coberturas irredundantes distintas de e Pelo Teorema da Cor-

ZIQ

respondéncia segue que
T S
G = U ]’Iz e G= U Kj
i=1 j=1

. : . G
sao duas coberturas irredundantes distintas de G, um absurdo. Portanto, N

G
¢ unicamente coberto, ou seja, ¥ € U e U ¢ fechada a quociente. O
Lema 4.9. SeG € V e G = Hx K, entao pelo menos um dos subgrupos H, K

de G é ciclico. Reciprocamente, se H € U e K ¢ ciclico com (|H|,|K|) =1,
entao H x K € V.
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4.2 Algumas Propriedades Elementares

Demonstragao. (=) Suponha por absurdo que G € ¥, mas ambos H e K

nao sao ciclicos. Entao H e K possuem coberturas irredundantes H = U H;
i=1

e K = U K respectivamente. E dai, G = H x K = (UH;) x K = U(H; x K)
j=1
eG=HxK =Hx(UK;) =U(H x Kj), sdo duas coberturas irredundantes

distintas de G. De fato, ja que as coberturas H = U H, e K = U K; sao
i=1 j=1

irredundantes, segue que H; ¢ UHl e K; ¢ UKt' Portanto, H; x K ¢
i#l t#j

U x K) e H x K; ¢ | J(H x K;). E claro que H; x K # H x Kj, jé

i#l £t

qfle H ¢ He K; & K, p;fa todo ¢ e para todo j. Portanto, as coberturas

G=HxK = (UH)xK =UH;xK)eG=HxK = Hx(UK;) = UHxKj)

sao de fato irredundantes e distintas. Um absurdo, pois G é unicamente

coberto.

(<) Assumiremos que H € ¥ e K ¢ ciclico com (|H|, |K|) = 1. Mostraremos

que H x K € ¥. Analisemos dois casos:

(i) H ciclico
Como por hipdtese K é ciclico e (|H|,|K|) = 1, segue que H x K é
ciclico e dai teremos H x K € U,

(ii) H unicamente coberto

Seja H x K = (G = UL; uma cobertura irredundante de G. Pela
Proposigao 2.48, L; = (L, N H) x (L; N K). Se H = UH; é a tunica
cobertura de H, entao pelo Lema 4.3 todos os H|s s@o ciclicos e dai
Li=(L;NH)x (L;NK)=H; x (L;NK) é ciclico para todo i, pois K
é ciclico.

Mostramos que qualquer cobertura irredundante G = UL; tem todos os L's
ciclicos e usando novamente o Lema 4.3, concluimos que G é unicamente
coberto, ou seja G € V. O

Como consequéncia do lema acima e das observagoes feitas na segao anterior,
concluimos que os grupos @ x C,, n fmpar; e S3 x C,,, onde (n,6)=1, sao
unicamente cobertos.
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Lema 4.10. Seja G um grupo finito nao ciclico. Entao G = U (g) € uma

ge G
cobertura irredundante de G, onde a uniao € sobre todos os subgrupos ciclicos

mazimais de G.

Demonstracao. Segue do Lema 4.3 que G = U (g) ¢ uma cobertura irre-

ge G
dundante de G e que (g) <. G. Caso exista um subgrupo ciclico maximal

(g9;) que nao seja membro desta cobertura, chegarfamos que o elemento g;
de G nao seria coberto, uma contradicao. Portanto, esta uniao é sobre to-
dos os subrupos ciclicos maximais de GG, e com isso completamos a prova do
lema. O

Proposicao 4.11. Seja G um grupo finito nao ciclico. Entao G é uni-
camente coberto se, e somente se, todo subgrupo ciclico mazximal de G é
mazimal em G.

Demonstragao. (=) Suponha que (h) <. G mas nao ¢ maximal em G. Entao

(h) < H < G, H nao ciclico.

Afirmacao: G = HU U (g9), com (g) <., é uma cobertura irredundante
9 ¢ H

de G.
De fato,

(i) Seja a € G, consideremos trés casos :

e ac (h)
e ac(g),comgeH;
e ac(g),comg¢H.

Nos dois primeiros casos a € H e no ultimo caso, a é coberto por um
dos subgrupos ciclicos maximal de G. Portanto, G = H U U (g) é

g¢H
uma cobertura;

(ii) Se H é excluido, ent@ao h € G nao sera coberto, ja que (h) <.G e portanto
nao estd contido em nenhum dos (g), g ¢ H; se (g) for excluido para
algum g ¢ H, entdo g nao serd coberto. Assim, concluimos que a
cobertura G = H U U (g) ¢é irredundante.

g¢H
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Logo, G possui pelo menos duas coberturas irredundantes, a que acabamos
de construir e aquela garantida pelo Lema 4.10, uma contradigao, ja que por
hipétese G é unicamente coberto.

(<) Sejam G = U H; uma cobertura irredundante de G e {{(g1), {(g2), ---, (¢)}

i=1
m

o conjunto dos subgrupos ciclicos maximais de G. Temos que g; € U H;,
i=1

1 <j<redal(g;) € H; <G para algum i. Como (g;) < G, segue que

(g9j) = H;. Note ainda que dois dos g; nao podem estar contidos no mesmo

H;, poisse s # j e (g9s) & H; = (g;), terfamos (g5) & (g;), absurdo. Portanto

(9;) = H; para 1 <i<r <m,edal

1=1 i=1 1=r+1

Pelo lema anterior, G = U(gl> ¢ também uma cobertura irredundante de G,
i=1

donde
T ‘s m
U<gz> =G = U<gz> U U H;
i=1 i=1 i=r+1
m T
e portanto r = m, pois caso contrario, como U H,; C U(gi>, terfamos
i=r+1 i=1

m
H,..1 & H;, paraalgum 1 <7 <r, um absurdo, ja que a cobertura G' = U H;

i=1
¢é irredundante. Portanto, s6 existe uma cobertura irredundante para G, ou

seja, G é unicamente coberto. n

Observe que as informacgoes da Proposicao 4.11 nao sao equivalentes a que
todo subgrupo maximal de G seja ciclico. De fato, Cy x Cy x C3 é unicamente
coberto, pelo Lema 4.9, mas possui um subgrupo nao ciclico Cy x Cy que é
maximal, pois tem indice primo.

Lema 4.12. Seja G um grupo nao abeliano em V. Se A < G, A abeliano,
entao A € ciclico.

Demonstracao. Seja a € A e x € G, tal que a € (x) <¢ G. Suponha que A
seja nao ciclico, entao existe y € A — (x), e com isso temos (y) £ (x), e dai
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(x) C (z,y) C G, pela maximalidade de (x) segue que G = (z,y).
Veja que:

e a € (x), isto implica que ax = za;
e a,y € A, ou seja ay = ya.

Logo a comuta com todo elemento de (x,y) = G, isto é, a € Z(G). Portanto,
A< Z(G). E como, y € A < Z(G), segue que zy = yzx, donde G abeliano,
um absurdo. Com isso concluimos a prova do lema. ]

Lema 4.13. Se G € ¥, entao G € soluwvel.

Demonstracao. E imediato para o caso de G ser ciclico. Agora, se G é
unicamente coberto, entao todo subgrupo ciclico maximal (abeliano) de G é
maximal. Portanto, pela Proposi¢ao 3.26, G é soluvel. [

Lema 4.14. Seja G um grupo nao abeliano com G € ¥, entao G € super-
solivel.

Demonstracdo. Seja G um contra exemplo minimo, ou seja se existir um
grupo de ordem menor que |G| que satisfaca as hip6teses do lema, entao este
grupo é supersolivel. Temos que G é unicamente coberto e nao é super-
solivel, no entanto, é solivel. Considere a série derivada,

{1}=c"<c"Vg.<169=¢

GO 4
onde NEOR é abeliano e G < @ para todo i. Seja N = GV o menor
termo ndo trivial da série acima, como {1} = G®™ = [G~V G| =

N’, segue que N é abeliano, donde ciclico, pelo Lema 4.12, e como é nao

. G G G, . .
trivial, teremos i < |G| e N € W, portanto ~ ¢ supersoliivel, pois este

grupo cumpre as hipéteses do lema e sua ordem é menor que a de G, e pela
Proposicao 3.22, segue que G é supersolivel, um absurdo. Logo, nao existe
contra exemplo minimo e portanto G é supersolivel. n

De posse das ferramentas introduzidas na primeira e segunda secao deste
capitulo, estamos preparados para apresentar a classificacao de grupos finitos
que possuem uma unica cobertura irredundante. Dividimos esta 1ltima parte
do nosso trabalho em duas secoes.
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4.3 Grupos Nilpotentes Unicamente Cober-
tos

Nesta secao apresentaremos a classificacao dos grupos finitos nilpotentes que
possuem uma unica cobertura irredundante. Para os p — grupos, tem-se o
seguinte.

Teorema 4.15. Seja G um p-grupo finito unicamente coberto. Entao G €

isomorfo ao p — grupo abeliano C, x C,, ou ao grupo quatérnio () de ordem
8.

Demonstragao. Temos por hipdtese que |G| = p™. Se (a) é um subgrupo
ciclico maximal de G, entao pela Proposigao 4.11, (a) é maximal em G, ou
seja, [{a)| = p"~!. Temos entao um p— grupo que possui um subgrupo ciclico
que ¢ maximal em G e a classificacao de p — grupos com um subgrupo ciclico
e maximal foi apresentada no capitulo 3, mais precisamente no Teorema 3.23.
Baseado neste resultado, as possibilidades para G sao:

(i) Grupo ciclico de ordem p™;

(i) (a,b;a” " =1=10,a" = a7,

(iii) Produto direto de um grupo ciclico de ordem p™~! com um de ordem p;
(iv) Grupo diedral Don, n > 3;

(v) Grupo quatérnio generalizado Qan, n > 3;

(vi) Grupo semidiedral, (a,b;a?" =1=1b =a’ =a2"""1), n > 3.

Portanto, para completarmos a prova deste teorema, nos restringimos a ve-
rificar quais dos grupos acima sao unicamente cobertos.

* (G nao pode ser do tipo (i), j4 que é um grupo unicamente coberto;

* Seja H um grupo tipo (ii). H é nao abeliano, pois a® = " £

Suponha H unicamente coberto, entao pela Proposicao 4.12, todo subgrupo
abeliano de H ¢ ciclico. Considere o subgrupo A = (a?)(b) de H, como
(aP)’ = (ab)P = (a*P"7°)P = a?t"' = @P, segue que A é abeliano, donde

ciclico. Mas isso nao pode ocorrer, pois existem dois subgrupos ciclicos em
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A de ordem p, a saber (a?" ") e (b). Portanto H niio pode ser unicamente
coberto, e com isso G % H,

% Seja H do tipo (iii). H = Cpu1xCp = (x,y;2"" =1 =y? 2% = z),n > 2.
Como (z) ((y) = {1} e (x), (y) < H, pois H ¢é abeliano, teremos
Ty T Ty

e Sep" 1 >p istoén > 2 entdao (y) <c G e (y) nao é maximal.
De fato, como y ¢ (), basta mostrarmos que y ¢ (z'y’). Se y € (x'y’),
com1<i<p"'—1lel<j<p—1,entioy = (2y) =yt
st =y 79t e como (x) N(y) = {1}, segue que 2" =1 = y'~Jt,
Dai temos:

(1) p it
(2) pl1—jt.

De (2), temos que

H={x) x (y)={1,x,..,2"" Loy, .. ¢cyr~t .. 2P

1—jt=pm, m e Z.

\|3
1=pm+jt
|3
(p,t) = 1.

Logo, em (1) temos, p"~!| ¢, um absurdo, pois i < p"~!. Portanto, (y)
nao esta contido em nenhum ciclico de H, isto é, (y) <. H. Por outro
lado, (y) < (aP)(y) e assim (y) nao é maximal em H. Portanto, para
n > 2, H nao é unicamente coberto e por isso H 2 G.

e Sen =2, H=C,x (C,ecomo mostramos na se¢ao 1 deste capitulo,
H ¢é unicamente coberto, isto é, H = G.

* Seja H do tipo (iv). H = Don = {a,b;a®" =1 =10?,a* = a~') n > 3. Como
(a) < H, pois |H : (a)| = 2, segue que

0= <a><b> = {1,@,@2, .”7(12”7171)7 ab7 ...7a2n71b}.

Temos que a® = a1, assim (a')’ = (a®)! e daf b~la’b = (a71)! = a7, isto
é, a'b = ba~" com 1 < i < 2" — 1. Logo, o(a’h) = o(y) = 2, j4 que
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(a’b)? = (a'b)(ba™") = 1. Observe que (b) <. H, mas (b) nao ¢ maximal
em H. De fato, como b ¢ (a) e também b ¢ (a’b), uma vez que o(a’b) = 2,
segue (b) <, H. Agora, considere o subgrupo (a®" ', b), ja que (a®" ') é ca-
racteristico em (a), pelo Lema 2.33, e (a) < H, segue do Lema 2.35 que
(a®7"y < H. Assim, (a®",b) = (a®" " )(b) D (b), ou seja, (b) ndo é maxi-
mal em H. Portanto H nao é unicamente coberto, donde concluimos que
H = Dy 22 G.

* Seja H do tipo (v). H = Qan = (x,y;xQn_l =1,z =2, 2V = b, n>
3. Como (x) < H (pois |H : (z)| =2 ), temos

H=(z)\y)={l,z, ..

Observe que os elementos i , x'y, com 1 < i < 277! —1 tém ordem 4. De fato,
a relacao o'y = yr ¢, com 1 < i < 2! — 1 obtida no item anterior, nos diz
que (z'y)? = y?, e isso implica que (2'y)* = (y?)* =1, com 1 <7 <271 -1,
Portanto o(y) = o(z'y) = 4 para todo 1 < i < 2" — 1.

Agora note que:

-1 an—l1
7y)xy7"‘7x y}

e Sen >3, entdo (y) <. H mas (y) nao é maximal em H.

Com efeito. Suponha que y € (z'y), para i # 2" 2. Como [{y)| =
[(z'y)], segue que (y) = (x'y), isso implica que z'y = y' para algum
inteiro t, isto é, ' = y'~t. Mas (z) N (y) = {1,9*}, entao 2 = 1 ou
' =y% Sex’ =1, entdo 2" | 4, um absurdo, ja que 1 < i < 2" —1;
e como supomos i # 272, temos x' # y>. E com isso concluimos
que {y) <. H. Agora note que y* = x lyx = (2?)"'y ¢ (y), portanto
y) 9 H, e como H é nilpotente segue que (y) nao ¢ maximal em H, e
por isso temos que H nao ¢ unicamente coberto;

e Se n = 3, mostramos na se¢ao 4.1 que H = (Qo» é unicamente coberto.

Portanto, QQon = G se, e somente se, n = 3.

x Se H é do tipo (vi). H=(a,b;a*  =1=0*=a"=a* "), n>3.
Veja que H é nao abeliano, pois a® = a2" °~' # a. Suponha que H seja
unicamente coberto e considere o subgrupo A = (a2 *)(b), como |A| = 22,
segue que A é abeliano, donde ciclico pelo Lema 4.12, um absurdo, pois
(22"} e (y) sdo dois subgrupos de ordem 2 em A. Portanto, H néao pode
ser unicamente coberto e dai H 2 G.

Concluimos finalmente que G = C), x C, ou G = Q. O
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O préximo resultado, é uma generalizagao dos grupos nilpotentes finitos que
sao unicamente cobertos.

Teorema 4.16. Seja G um grupo nilpotente finito unicamente coberto. Entao
G é isomorfo a um dos grupos Q, Q x C,, (n impar), C, x C, ou a C, X
C, x Cy,, onde (n,p)=1.

Demonstracao. Sendo G um p— grupo, segue do teorema anterior que G = ()
ou G = (C, x C,. Considere agora, G um grupo nilpotente que nao seja
p—grupo. O Teorema da Caracterizacao dos Nilpotentes Finitos nos diz que
se P € Syl,G, entao P <G e

G:P1XP2><...><PT,

onde P; € Syl,,G. Pelo Segundo Teorema de Sylow, {P;} = Syl,,G' com
i=1,..,7m; ouseja, (|P],|P;|) =1 para todo i # j.

Por hipétese G é unicamente coberto, logo pelo Lema 4.9, pelo menos um
P, 1 <i<r, éciclico.

Afirmagao 1: Apenas um P; é nao ciclico.

De fato, primeiramente observamos que os P;’s nao podem ser todos ciclicos,
pois isto contrariaria a hipotese de GG ser nao ciclico. Suponha que dois dos
P;’s sejam nao ciclicos, digamos P; e P». Entao

G:P1><P2><Cn.

G
Mas sabemos que o = P, X P, agora pelo Lema 4.8 tem-se que P, X P, =

— € V¥ e pelo Lema 4.9, P, ou P, (ou ambos) é ciclico, uma contradicao.

C

Aglicando este raciocinio para uma quantidade n = 3,4, ..., r—1 de subgrupos
P;’s, chega-se a mesma contradicao. Portanto, a afirmacgao segue.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que P; é o subgrupo nao ciclico.
Dai temos

Pyx..xP.~2C, onde n= H | P,
i—2

e entao,
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G .

Como o = Py, pelo Lema 4.8 segue que P, € U. Portanto, P; é unicamente
n

coberto, ja que é nao ciclico e pelo teorema anterior,

PlngXCp ou Png (44)
Por (4.3) e (4.4) concluimos que:
G=P xC,=C,xC,xC(Cy, com (n,p) =1

ou

G=P xC,=QxC,,

onde n é impar. Com isso finalizamos a prova do teorema. O

4.4 Grupos Nao Nilpotentes Unicamente Co-
bertos

Um grupo ser nilpotente nao é condi¢ao necessaria para que seja unicamente
coberto. Apresentaremos nesta secao uma descricao de grupos nao nilpoten-
tes que sao unicamente cobertos. Para tanto, usaremos a nocao de particao
de grupos. Iniciaremos com trés lemas que nos serao bastante 1teis na prova
do principal teorema deste trabalho.

Lema 4.17. Seja G € V com G nao abeliano, e seja G = UHi a unica
i=1

cobertura de G. Entdo Z(G) = ﬂ H;.
i=1

Demonstracao. Como G = U H; é a nica cobertura de GG, segue do Lema
i=1

4.10 que os H;’s sao subgrupos ciclicos maximais de G, donde abelianos .

Seja x € ﬂHZ Tome g € G = UHi’ logo g € H; para algum ¢, assim, x

i=1 i=1
comuta com g. Como ¢ foi tomado arbitrariamente em G, concluimos que

v € Z(G). E da,
(N H: € Z(G) (4.5)
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Agora, se z € Z(G) e z ¢ H; = (a;), para algum i, entao (a;) € (a;,2) C G

=

e (a;) < G, edai (a;,z) = G, portanto G é abeliano, uma contradi¢ao. Logo

2(G) (B, (46)
i=1
o lema segue imediatamente de (4.3) e (4.4). O

Lema 4.18. Seja G € ¥ com G nao nilpotente, e seja G = U H; a cobertura
i=1

L .G .
unica de G. Entdo ——— é um grupo sem centro com particao completa.

Z(G)

Demonstragao. Sabemos que Z(G) < G. Dai, pelo Lema 4.8 segue que
G G G

€ U, mais precisamente é unicamente coberto, ja que

Z(G) Z(G) Z(G)
é nao nilpotente (e portanto nao ciclico), pois do contrario, teriamos pela

G " H;
Proposicao 3.17 que G é nilpotente. Assim, ——— = ———, é a Unica
Z(G) L:Jl Z(G)

cobertura de 7 ( G)’ Sendo Zia @ nao abeliano, segue do lema anterior que,

G ) . H; Z(Q)
| —— | = = ={1} (4.7)

<Z(G) Q Z(G)  Z(G)

G . .

Agora provaremos que 72 possui uma particao completa.
Como G = i = LTJ i = Oﬁ» é a tnica cobertura de G, segue
Z(Q) ~ Z(G) et ! ’

do Lema 4.10 que os subgrupos H; ’s sdo ciclicos maximais em G, ou seja,
H; ¢ H; para todo ¢ # j. Portanto o subgrupo (H;, H;) < G, com i # j
contém propriamente os subgrupos H; e H, isto é,

T, < (.1, <.
Por outro lado, o Lema 4.11 nos garante que H; < G, e assim

(@, H,) - a. (4.8)

o4
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S_e ge H;n Hj C H,, Fj, entao g comuta com todos eliment_os de H; e de
H; e por (4.6) segue que g € Z(G) = {1}. Portanto, H; N H; = {1} para

G — -
todo ¢ # j, e com isso provamos que 20 =G = UHi = U
i=1 i=1

H;
2(@) ©
G H; |
Z(G) Z(G

% para todo i. O

Lema 4.19. Se G € VU, entao G possui um subgrupo ciclico normal de indice
PTIMO.

uma particao completa de , j& que os s sao subgrupos ciclicos de

~—

Demonstracdo. Sabemos do Lema 4.13 que G é soluvel. Seja G ciclico com

|G| = pI'ps?---por, onde p; < py < -+ < p, e p; primo. Note que
pIps2 - pee divide |G| e como G é ciclico, segue que existe um tnico

H < G, tal que |H| = p{*'p52---p2», donde |G : H| = p; e H < G, ja que

G é abeliano.
.

Agora considere o caso de GG ser unicamente coberto, onde G = U H; é sua
unica cobertura. Como H; < G para todo ¢ e G é soluvel, entélo 1pela Pro-
posigao 3.16 é suficiente mostrarmos que H; < G' para algum .

Podemos admitir que G é nao nilpotente, pois sendo G nilpotente, todo sub-
grupo maximal de G é normal, e dai terd indice primo. Portanto, G satisfaz
as hipdéteses do lema anterior, ja que é nao abeliano e dai podemos analisar
as seguintes situacoes para G :

& _ G
Z(G) {1}

G possui uma particao completa, ou seja, G' é escrito como uniao disjunta de
subgrupos ciclicos.
T

. Se G é um grupo sem centro ( = G>, entao, pelo Lema 4.18,

Se G = U H; é a cobertura tunica de GG, entao note que
i=1

Ui~ ((n) - -6-n. vaea
=1 i=1

=1

.
Ora, mas a cobertura G = U H; é tnica, assim para cada H; da cobertura e
i=1
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cada a € G, H{ ¢ membro da cobertura, e a cobertura de G ¢ uma particao

normal. Portanto, pelo Lema 4.7 concluimos que existe H; < -G, donde
|G : H;| = p.

G " H;
. Se G possui centro, entao, pelo Lema 4.18, = ' é um grupo
7@ ~ Yz

sem centro e, pelo Lema 4.8, é uni-

i € U, mais precisamente G
Z@G) - P Z(G)
camente coberto, ja que é nao nilpotente. Logo, pelo caso anterior, existe
H; < G G  H;
Z(G)  Z(G) Z(G)  Z(G)

pondéncia temos que H; < - GG, e com isso fializamos a prova do lema.

com ‘

= q, q primo. pelo Teorema da Corres-

m
Agora podemos apresentar o resultado principal desta dissertacgao.

Teorema 4.20. Seja G um grupo finito nao nilpotente. Entao G € U se, e

somente se,

€ um grupo nao abeliano de ordem pq para primos distintos

Z(G)
peq, e{x,Z(Q)) € ciclico para todo x € G.

Demonstragao. (=) Suponha G € ¥. G é unicamente coberto, ja que nao

G
nilpotente, donde nao ciclico e, pelo Lema 4.18, m é um grupo sem centro
— G
em V. Agora, pelo Lema 4.19 temos que G = possui um subgrupo

2(G)

— H
ciclico normal H = ——— de indice primo p. Ou seja,

2(G)

isso implica que % é ciclico. Seja b H um gerador de —, onde b €
b’ € H, pois H= (bH)? = "H. Como H = (a) < (@, b> < @, com
eﬁ<a,jéque|a:ﬁ|—p Entdo, H = <al_)> (@, b) = amas
portanto, G = (@, b) = (a)(b), pois (a) = H <1 G. Agora, como b e H = (a),
segue que b P comuta com todo elemento de (@), logo b P comuta com todo
elemento de (a)(b) = G, ou seja b ? € Z(G), portanto b? =1 e o(b) = p.

E assim, G = (@) (b) pois (@) N (b) = {1}, visto que [(b)] =p e (b) € (a).
Afirmagdo 1: (b) < G.

De fato, mostraremos primeiramente, que
Note que T ¢ H, pois caso contrario b € (

m

b) <. G. Suponha que (b) < (7).
)

(
7) C H. Entdo, zH é um gerador
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Q)

de = e 7” € H = (@), portanto Z” comuta com b e com @, logo 77 € Z(G),

Sx

ou seja 7’ = 1 e o(T) = p. E com isso concluimos (b) = (Z). Portanto,

(b) <. G. Por outro lado, = @ é nao abeliano, ja que é ndo nilpotente,

Z(G)
pois do contréario, G seria nilpotente pela Proposicio 3.17. E como G € ¥,
segue que G é unicamente coberto e pela Proposicdo 4.11 (b) é maximal em
G, logo a afirmacdo segue.

Agora, pela Proposicdo 4.14 temos que G é supersoliivel. Portanto, da
afirmacio acima e da Proposicdao 3.21 concluimos que |G : (b)| = ¢, para
algum primo ¢ distinto de p, pois se p = ¢ terfamos |G| = [b| - |G : b| = p? e
al G seria abeliano. Portanto,

Seja G = UH" cobertura tnica de G, pelo Lema 4.17 temos que Z(G) =

=1

mHi‘ Tome x € G, entdo x € H; para algum 4, e como Z(G) < H; para
i=1
todo 7, segue que (z, Z(G)) < H; e jd que H; é ciclico, temos (x, Z(G)) ciclico

para todo z € (G. Portanto, é um grupo nao abeliano de ordem pq e

2(G)
(x, Z(Q)) é ciclico para todo = € G.

(<) Reciprocamente, assumiremos G = —— nao abeliano de ordem

Z(G)
pq e (x, Z(@)) é ciclico para todo z € G. Podemos supor p < ¢, logo pelo
Terceiro Teorema de Sylow, temos:

e (G contém um unico ¢ - subgrupo de Sylow H; o qual é normal, maximal
e ciclico, pois tem ordem prima;

e G contém ou um p - subgrupo de Sylow ou ¢ p-subgrupos de Sylow.
Se G possui um tnico p- subgrupo de Sylow K, entdo este é normal e
ciclico, e como G = H, K, onde H, N K = {1}, terfamos G = H, x K
ciclico, donde abeliano, um absurdo. Portanto, G possui ¢ p-subgrupos
de Sylow de ordem p, digamos, Hs , ... , H, ¢+1, 08 quais sao ciclicos,
pois tém ordem p e sao maximais pois tém indice q.
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4.4 Grupos Nao Nilpotentes Unicamente Cobertos

Portanto,
G:H1UH2U...UHQ+1

¢ a Unica cobertura irredundante de G.

- H. q+1
Seja H; < G tal que H; = Z(CZ?) = (¢:Z(@)). Entao G = z:le H; é irredun-

dante e H; = (g;, Z(QG)) é ciclico para todo i =1,...,q+ 1.

Agora, sendo 7 (é) maximal para todo i, segue do Teorema da Corres-
pondéflcia que cada H; é maximal em G e portanto, pela Proposicao 4.11,
G = qLJ H; é a tnica cobertura de G.

E corirj 1iss.o completamos a prova do teorema. O

Como aplicacao do Teorema 4.20 temos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.21. Seja G um grupo de ordem 20 tal que G = (a,b;a®> = 1 =

b a® = a™t). Entio G é unicamente coberto.

De fato, como (|G : (a)|, |G : (b)|) = 1, seque do Lema 2.20 que G = {(a)(b).

Dai temos

G = {l,a,a® a* a* b, b* b%, ab,ab?, ab’, a*b, a®V?, a*b*, a®b, a®b?, a*b?, ab,
a*b?, a*v’}.

b

x G € nao abeliano, pois a® = a=' # a e valem as sequintes relacoes:

e dd=a'=ab=ba"'= ba=a"'b;
o (d)l=(a")=(aN)=a'"= ab=ba""=ba'=a"" ;
x Note que:

o ()’ = b2a'b® = b'a"b = b 'ba’ = a' para todo i = 1,...,4. Por-
tanto, b*> comuta com a' para todo i, logo b* comuta com todos os ele-
mentos de (a)(b) = G, ou seja b* € Z(G).

x Agora vejamos as ordens dos elementos de G.

e (a'b)? = (a'b)(a'd) = ba""a’'b = b* = (a'b)* = V?V* = 1.
o(ah) =4, 1 <i <4
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4.4 Grupos Nao Nilpotentes Unicamente Cobertos

o (@b?)? = (ab?)(@h?) = a¥ = (@) = a¥ = (ab?)P® = B =
(a’b?)10 = 1.
o(a'h?*) =10, 1 <i < 4;

o (a'b?)? = (a'b®)(a'h®) = a'ba'b = a'bba™" = b? = (a'b3)* = b*V* = 1.
o(a'h®) =4, 1 <i<A4.
x Temos entao o sequinte:
e clementos de ordem 2: b?;
e clementos de ordem 4: b,b, ab, a®b, a®b, a*b, ab®, a*b?, a®b3, a*b3;
o clementos de ordem 5: a,a?, a®, a*;
e clementos de ordem 10: ab?, a’b?, a®b?, a*b?.
x Os subgrupos gerados pelos elementos acima sao:
o H = () = {1,1?);
= (b) = {1,0,0*,0°} = (b*);

o My = (ab) = {1,ab,V?, ab®} = (ab?);

o M = (a®b) = {1,a%b,0? a*b®} = (a®V?);
o My = (a®b) = {1,ab,b* a’b*} = (a®V?);
o M; = (a'D) = {1,a"b,0? a’b®} = (a'b?);

o Ny = {(a) ={1,a,d% a3 a*} = (a®) = (a3) = (a*);

)=
o Ny = (ab?) = {1,ab? a? ab? a*, b?, a,ab? a®, a*V?} = (a®b?) = (a3b?)

Note que os subgrupos M s sao 2- subgrupos de Sylow de G, logo pelo Segundo
Teorema de Sylow M; 4 G para todo i = 1,...,5. Por outro lado, M; <G para
todo ©v. Portanto, pelo Teorema da Caracterizacao dos Nilpotentes Finitos,
G € nao nilpotente.

Afirmacao 1: Z(G) = (b?).

De fato, como (b*) < Z(QG), seque que |Z(G)| > 2, e as possibilidades para
|Z(G)| sao: 2 ou 4 ou 10;
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4.4 Grupos Nao Nilpotentes Unicamente Cobertos

o Se |Z(G)| = 4, entao

seria

G
= |G : Z(G)| =5, e dat
J| =16 2@ =5, ¢ dut 5
ciclico donde nilpotente e, pela Proposicao 3.17, G seria nilpotente,
um absurdo;

G G
e Se |Z(G)| = 10, entao m' =1G:Z(G) =2, e da{m seria
ciclico donde nilpotente e, pela Proposicao 3.17, G seria nilpotente, um
absurdo.
Logo, sé pode ocorrer |Z(G)| = 2 e com isto encerramos a prova desta
afirmacgao.

Segque imediatamente da Afirmacao acima que

G ' |G| 20
— | =G: Z(G)| = ————x=—=2"5.
‘Z (G) Z(G)] 2
G . : . -
Por outro lado, m € nao abeliano, pois caso contrdrio, pela Proposicao

3.17, G seria nilpotente. Entao, para mostramos que G € unicamente coberto,
pelo Teorema 4.20, é suficiente mostrar que (g, Z(G)) € ciclico para todo
geqG.

Jd que os elementos de G sdo da forma a't’, com 0 <i <4 e0 < j <3,
temos que:

a', Z(G)) = (a',b%) = (') (0%) = (a)(b?) = (a) x (b°);
a'b, Z(G)) = (a'b,b*) = (a'b), para todo i = 1,2,3,4, pois b*> = (a'b)?*;
= (a'b?,b?) = (a’,1*) = (a) x (b?);

a't’, Z(G)) = (a'b?, b?) = (a'b, b*) = (a’b);

[ ]
—~ —~ —~ —~ —~
S

.
=
\.l\'l
N
—~
@
~—
~

V,Z(Q)) = (1, 0*) < (b), para todo j =1,2,3.

Portanto, (g, Z(G)) € ciclico para todo g € G e G € unicamente coberto.
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4.5 Grupos com r Coberturas Irredundantes

Finalizaremos nosso trabalho deixando a seguinte pergunta: Para um inteiro
fixo r > 1, podemos determinar os grupos com exatamente r coberturas ir-
redundantes por subgrupos proprios?

Para motiva-los a investigacao deste questionamento, mostraremos que para
qualquer inteiro » > 1, existe um grupo com exatamente r coberturas irre-
dundantes por subgrupos proprios. Mas antes introduziremos um resultado
que sera 1til na construcao do exemplo.

Lema 4.22. Seja G um grupo abeliano finito e n um inteiro positivo, entao
0s subconjuntos G = {g" ; g € G} e Gn| ={g € G ; ¢" = 1} sdo subgrupos
G
de G e — = G".
Gln]
Demonstragao. Sejam gy, g, € G, entao é facil ver que g7, g5 € G". Agora

note que

g (g) " =gt (92)" = (192 )" € G
Mas entao G"™ < (.
Considere g1, g2 € G[n], logo

(- )" =gt (") =97 (g5)" =1

donde concluimos que G[n] < G.

Como G é abeliano, segue que G, G[n] < G.

Agora seja ¢ : G — G™ dada por ¢(a) = a". Logo, para quaisquer a,b € G
temos que p(ab) = (ab)™ = a™b", isto é, ¢ é um homomorfismo. Por outro
lado, temos Ker(y) = {a;a™ = 1} = G[n]. Portanto, pelo Primeiro Teorema

dos Isomorfismos, — = G™. m
Gln]

Exemplo 4.23. O grupo H = Cy x C, possui exatamente r coberturas

wrreduntantes por subgrupos proprios.

Faremos inducdo sobre r para provarmos este fato. Para r =1, temos H =

C, x Cp que € unicamente coberto pelo Teorema 4.106.

Afirmacgao 1: H contém exatamente p subgrupos ciclicos de ordem p".

De fato, um elemento nao trivial de H tem a forma (a*,b’), onde 1 < i <

P 1<j<p—1eH=/{a)x(b).
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4.5 Grupos com r Coberturas Irredundantes

(i) o(a’,b’) = p" se, e somente se, p1i, ou seja, (i,p) = 1.
Para verificarmos isso, basta analisarmos como se comporta a primeira
componente do par (a*,v’), pois (V)P" =1, para todo j =1,....,p—1 ¢
para todo o = 1,T...,7‘. Note que:

’"—oai:p— ") = 1) = 1.
p" = o(a’) (pr’z.)@(p,) 1l & (pi)=1

so(adV)y=p" & (pi)=1com1<i<p—L

(ii) ((a’,v7)) = ((a,b™)) onde j = im(mod p).
De fato, como (i,p) = 1, seque-se que existe m tal que j = mi(mod p).
Dai, j = mi+pk, logo (a',b7) = (a*,0™) = (a,b™)". Portanto, (a',v’) €
{(a,b™)). Como o(a’,VV) = p" = o(a,b™), concluimos que ((a’,b?)) =

{(a, ™).

(iii) Sejam (a,b'),(a,V/) € H, com i # j. Entdio ((a,b")) # ((a,V’)).
De fato, suponha {(a,b")) = {(a,V’)) com i # j. Entio (a,b') €
{(a,b)), logo (a,b") = (a,b?)t = (a', (1)), para algum inteiro t. Daf,
a=a'eb = (), disto seque que a®~* =1 e portanto p" divide t — 1,
ou seja, t = sp” + 1, para algum inteiro s, donde, b' = (V)1 =

(BPY" (b)) = B, um absurdo.

Concluimos que os subgrupos ciclicos de ordem p" em H sdo:

{(a, 1)), {(a,)), {(a,b%)), ... {(a, b""1)),

que sao exatamente p subgrupos. Portanto, seque a afirmacao.

Garantimos ainda que estes subgrupos sao mazximais em H, pois tém indice
p primo, portanto fazem parte de qualquer cobertura irredundante de H .
Afirmacao 2: Os elementos x de {(a,b")) de ordem p* com s < r, sio da
forma (a',1).

Com efeito, se x € ((a,b")) e o(x) = p*, entdo x = (a,b")" para algum inteiro
tea? = (", (b)7") = (a7, ()") = (a7, 1).

Sa? =1=ptp® = p' it =t = mp"~*%, para algum inteiro m.

Dai teremos x = (a*,b'") = (a', 6" ") = (a*, (B)P" "™ = (at, 1).
Afirmacgao 3: HPH|[p] € o unico subgrupo de H que € isomorfo a Cyr-1 x C,
e contém todos os elementos de ordem menor que p".

De fato, € claro que HPH[p] < H onde

o 7 ={(a",V)P;(a",VV) € H}

(a”',b7); (o', ) € H}

(aP',1); (a",1) € H com 0 <i <p—! -1}

=1
={
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4.5 Grupos com r Coberturas Irredundantes

Como .

p=o(a’) = (Z: j S@phi)=p lei=sp0<s<p-1,
bt

temos

o Hlp] ={(a’,b');0(a’, 1) = p}
={(a» *V),0<s<p—-1,0<j<p—1}.

Um elemento de HPH|[p] é da forma:

r—1

(@ 1)@ 1) = (@00 b) = (@) 0 < B < T e 1< < p-l.

Note ainda que HP H[p] é um subgrupo préprio de H, jd que (a,b) ¢ HPH|p].

Agora, vamos a prova da afirmacado:

(i) HPH[p] = Cpr—1 x C,,.
A aplicagao

p:CpxC, — HPH[p|,
(™, V) = (a™, )

€ um isomorfismo.
Com efeito,
«p € um homomorfismo:

p((a”, V) - (@ V) = (a?) pH)

( ap(z’+z")7 bj+j’)

= (a”, V) (a"", V)
p(a”, b)) - p(a b))

/

«p € claramente injetiva,
«p € sobrejetiva;
Como ¢ € injetiva seque que p" = |Cpr-1 X Cy| < |HPH[p]| < |H| = p",

e isso implica que |HPH|[p|| = p". Portanto, HPH[p| = Cpr—1 x C,,.

(ii) HPH|[p] contém todos os elementos de ordem menor que p" em H.
De fato, seja (a',b) € H com o(a’,b’) = p*, a < r, ou seja (1,1) =
(a, V)P" = (a®®”, bP").
Sa? =1 = p|ip* = pr%i =i = sp’" %, para algum s inteiro.

63



4.5 Grupos com r Coberturas Irredundantes

Dat,
k

1

. _ rT——
at = aP " = ¢(SP )p

o (ah V) = (kP b)) = (a*?, 1) - (1,07) € HPH p].

(iii) Unicidade de H?H [p).
Seja K = Cpr-1 x Cp, contendo todos os elementos de ordem menor que
p" de H. Entao , HPH[p] C K (jd que todo elemento de H?H[p| tem
ordem menor que p") e como |HPH[p|| = p" = |Cp—1 x Cp| = |K],
seque que K = HPH|[p|.

Observe que H = HPH [p| U O(cﬁ, onde {(¢;) = {(a,¥)) com 1 <j<p-—1,
¢ irredundante. De fato, é Z‘c:lclw“o que (¢;) € HPH[p]. Agora, se HPH[p] C
P P p P
(), entio H = | J(c;) e |H| = 'U(ci) <Y e, pois 1€ (e) N {ey),
Z2):011”tant0 Pl <p- E;rl) Absurdo. - -

Por inducao Cyr—1 X Cp, tem r —1 coberturas irredundantes. Cada uma destas
HyUHyU...UHj com os p subgrupos (c;) de ordem p" forma uma cobertura
para H.

Afirmacgdo 4: Quaisquer duas coberturas irredundantes distintas de HP H|p],
produzem duas coberturas irredundantes distintas para H.

De fato, sejam

01H1UH2UUH5:HPH[]D] eCQKlLJKQUUKn:HpH[p]

duas coberturas irredundantes distintas de H = HPH[p]. Entao,

p p
ClHlLJHQUUHSUU<CZ>:HGCQK1UK2UUKnUU<Cl>:H

i=1 i=1

sao duas coberturas para H. Essas duas coberturas se tornarao irredundantes
P

quando eliminamos os possiveis H;’s e K;’s que estdo em U<CZ>
i=1

Perceba que:

(i) Os subgrupos ndo ciclicos de C; nao sao eliminados.
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De fato, estes subgrupos sao da forma {(z) x (y), com o(z) = p* e o(y) = p°
ea,B <r.

o Sex,y € U<Ci>’ entio v = (a',1) e y = (a*,1), portanto (z) x (y) C
i=1
((a,1)), contrariando o fato de (x) x (y) ser ndo ciclico;
e Seja H; = (x) x (y), sendo Cy irredundante, existe h € H; \ UHZ e
i#]
h ¢ U ¢i). Se h € U ¢y, entdio h = (a',1) = (a?*,1) = (a?, 1)* € ((a?, 1)),
=1

mas |((a?,1))] = p"~ T e entdo ((aP, 1)y < HPH|[p|, portanto ((a?,1)) deve fa-
zer parte de toda cobertura irredundante de H?H|p|, ou seja, ((a?,1)) = H;
para algum i # j, visto que H; € nao ciclico e dai h € H; com i # j, o que

contraria h ¢ UHi' Portanto H; ¢ U H; U U(cl>
i i =l

p
De modo andlogo mostra-se que K; = (T) x (y) ¢ U K; U U<C’>
i#j i=1
Como as coberturas Cy e Cy sao distintas, entao existe H, em C4, para
algum z, tal que H, # K; para todo j. Do mesmo modo, existe um K; em
Cs, para algum [, tal que K; # H; para todo i.
p

(17) H, e K; nao estao simultaneamente em U<C@>
i=1
De fato, temos dois casos a considerar:

Caso (1) Um dos subgrupos H, ou K; ndo é ciclico.
p

Neste caso, um dos subgrupos H, ou K; nao estd contido em U<Cl> (pelo

i=1
item (i) ;
Caso (2) H, e K; sao ambos ciclicos.

Suponha H,, K; C U<Ci>’ entio H, = ((a’,1)) e K; = {((a*,1)) = (g).
i=1

Claramente ocorrerd H, C K; ou K; C H,, pois o({a,1)) = p". Supo-

nha H, C K; = (g), logo g € Hi UHyU ..U Hy; = HPH[p|. Se (g) C

Hy UHsU..UH,, entao H, C Hy U H3 U ... U Hy, um absurdo pois Cy €

wrredundante, logo H, = K, o que contraria a hipdtese. De modo andlogo

mostra-se que K Q H,.
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Portanto as novas coberturas Ay e Ay de H obtidas ao eliminar as possiveis
redundancias de Cy e de Cy, sao irreduntantes e distintas pelo item (ii).

Da Afirmacao 4 concluimos que H possui r — 1 coberturas irredundantes
do tipo Ay que juntamente com aquela obtida inicialmente formam no total
r coberturas irredundantes para H.

Reciprocamente, qualquer cobertura irredundante de H consiste dos p subgru-

pos de ordem p" e de subgrupos de HP H|p| cobrindo aqueles elementos de H
P

que ndao pertecem a U<CZ>
i=1

P

Seja H= H UHy,U..UH,U U<CZ> uma cobertura irredundante de H, é
i=1

claro que a ordem de qualquer elemento de H;, para todo i, € menor que p",

logo H; C H?H|[p] para todo i.
Dai,

HPHI[p] = (Hlu...UHsUU<ci>)ﬂHpH[p] = H1U...UHSUU((ci>ﬁH”H[p]),

eliminando possivelmente alguns subgrupos do tipo {(c;) N HPH[p] obtemos
uma cobertura irredundante de HPH|p|. De modo que qualquer cobertura
irredundante de H € do tipo descrito acima (na primeira parte da prova).
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