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Resumo

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar um teorema devido a A. Lichnerowicz, que
garante a estabilidade de aplicacoes holomorfas ou anti- holomorfas com dominio compacto

entre variedades Kéahler.

Palavras-chaves: Variedades complexas (Kéhler), aplicagoes harménicas e holomorfas,

energia, variedade compacta.



Abstract

Our goal in this work is to present a theorem due to A. Lichnerowicz,which guarantees
stability from applications holomorphic or antiholomorphic with compact domain between

Kahler manifolds .

Keywords: Complex manifolds (Kéhler), applications holomorphic and harmonic, en-

ergy, compact manifolds.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos uma demonstragdo de um teorema de A. Lichnerowicz [7]
sobre a estabilidade de aplicacoes holomorfas ou anti-holomorfas f : M — N entre duas
variedades Kéahler, sendo M compacta. Seguimos essencialmente as referéncias [1] e [12].
O Capitulo 1 comeca com um pequeno resumo da teoria de fibrados vetoriais, de acordo
com o Capitulo 5 de [5], resumo este que sera essencial para o material do Capitulo 2. Apre-
sentamos ainda uma breve exposi¢ao sobre espacos vetoriais complexos, onde esclarecemos
como se da a complexificacao de um espaco vetorial real. Por fim, definimos variedades
complexas e aplicacoes holomorfas e anti-holomorfas entre tais objetos, destacando-se nesse

sentido a seguinte

Proposicao. Se J e J sao as estruturas quasi-complexas canodnicas das va-
riedades complexas M e N, respectivamete, entdo uma aplicacao f : M — N de classe
C' e holomorfa (resp. anti-holomorfa) se, e somente se, df, o J, = Jhp © dfp (resp.

dfy o J, = —J}(p) o df,) para todo p € M.

Na Segao 1.5 encontramos ainda a defini¢cao de variedade Kahler, conceito este que sera
o nosso foco principal de nossa atencgao.

O Capitulo 2 trata diretamente da teoria das aplicacoes harmonicas entre duas var-
iedades Riemannianas. Em particular, na Secao 2.1 apresentamos a definicao de segunda
forma fundamental de uma aplicagao suave entre variedades Riemannianas, destacando-se

a seguinte

Proposi¢ao. Se f : M — N é uma aplicacdo holomorfa ou anti-holomorfa entre var-

iedades Kahler, entao f é harmonica.



Ainda na Sec¢ao 2.1 destacamos a Proposigao 2.20, a qual sera utilizada diretamente
para demonstrar o teorema principal. A Secao 2.2 traz a definicao da energia de uma
aplicacao suave f : M — N, dando énfase as férmulas para a primeira e segunda variacoes
da energia, quando veremos que se tivermos uma aplicacao suave f com energia finita, entao
serd harmonica se, e somente se, for ponto critico do funcional energia associado a qualquer
variacao propria. Na Secao 2.3 fazemos uma pequena revisao sobre o operador estrela de
Hodge, frisando o Lema 2.37 pela sua utilidade na demonstracao do teorema principal.

Por fim, no Capitulo 3 enunciamos e demonstramos o resultado principal dessa dis-

sertacao, conforme enunciado abaixo.

Teorema (Lichnerowicz). Sejam M e N variedades Kéhler. Se M é compacta, entao
qualquer aplicacao holomorfa ou anti-holomorfa f : M — N é uma aplicacao harmonica

com energia minima em sua classe de homotopia.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Fibrados vetoriais

Nesta secao veremos um pouco da teoria de fibrados vetoriais.

Defini¢ao 1.1 (Fibrado vetorial). Dada uma variedade diferencidvel M, um fibrado
vetorial (suave real —i.e., C*) sobre M € uma variedade diferencidvel E, juntamente com

uma aplicacao diferencidavel e sobrejetiva m : E — M satisfazendo as sequintes condicoes:

(a) Eziste k € N tal que, para todo p € M, o conjunto E, = 7' (p) possui uma estrutura

de espaco vetorial real k dimensional.

(b) Para cada p € M, existe uma vizinhanga U de p em M e uma aplicagdao diferencidvel

U:n Y (U) — U x R” tal que:

i. Para cada q € U, a restricao de ¥ a E, € um isomorfismo linear entre F, e

{q} x R*, munido com a estrutura canénica de espago vetorial.

ii. Semy : UxRF — U denota a projecao sobre o primeiro fator, entdo m = myoW :

1 (U)—U.
Nas notacgoes acima, temos:
e M é a base e E é o espago total do fibrado.
e E, ¢ afibra de £ sobre p, onde p € M.

e k¢ o postode E (oudem).



e U é uma trivializacao local, ou carta de fibrado de E sobre U.

Dado um fibrado vetorial = : £ — M sobre M, uma segao do fibrado E (ou de 7) é
uma aplicacao diferenciavel o : M — E tal que m o o = Id .

Temos também que,
e ['(F) denotard o espago vetorial das segoes de F.

e O suporte de o é o subconjunto fechado de M

supp(o) = {p € M;a(p) # 0}.
e I'.(E) denotard o conjunto das se¢oes o € I'(E) de suporte compacto.

e (°°(M) denotaréd o conjunto das fungoes suaves sobre M.

Exemplo 1.2. Se 7 : E — M é um fibrado vetorial sobre U C M aberto, entao a restri¢cao
my a m Y(U) é um fibrado vetorial my @ 7~ }(U) — U, o qual chamaremos o fibrado
induzido ou a retrigcao de m a U. Quando nao houver perigo de confusao, denotaremos

por Ejy =7 '(U) a base do fibrado induzido e por I'(E|;y) o seu espaco de segoes.

Exemplo 1.3. O fibrado tangente TM, onde M é uma variedade dife-
rencidvel n-dimensional, é um fibrado vetorial de posto n sobre M. Denote ['(T M) =

X(M).

Lema 1.4. Sejam M uma variedade suave, k € N e, para cada p € M, E, um espago
vetorial real k— dimensional; sejam também E = ]_[peM E,en: E — M a aplicagao tal

que m(E,) = {p}. Suponha dados
(a) Uma cobertura aberta {Uy}taca de M.
b) Para cada o € A, uma bijecio YV, : 71 (U,) — Uy X R¥ cuja restricio a cada E, €
P

um isomorfismo linear entre E, e {p} x R¥, munido da estrutura candnica de espago

vetorial real k—dimensional.

(¢) Para cada o,0 € A tais que U, N Ug # 0, wuma aplicagio suave
gop : Uy N Usg —  GL(kE;R) tal que a composicio Y, o \Ifgl de

(U, NUg) x R¥ para si mesmo tem a forma

(o 0 U5 (p,v) = (P, gap(p)v)-



Entao E tem uma unica estrutura de variedade suave tal que @ : EE — M é um fibrado

vetorial suave de posto k tendo as aplicagoes W, como trivializacoes locais.
Para uma prova do resultado acima veja Lema 5.5 de [5].

Exemplo 1.5. Seja 7 : ' — M um fibrado vetorial de posto k. O fibrado dual de F ¢

0 espaco topologico

E = 1] E;.

pEM

munido da estrutura de fibrado vetorial sobre M induzida a partir daquela de E, conforme

o Lema 1.4. De maneira mais precisa, seja {U, }aca uma cobertura aberta de M tal que

v, : HpGUQ E, — U,xRk
(p,v) = (P, 7alp)V)
é trivializacao local para E, com aplicagdo de transicao g.g (sempre que U, N Ug # 0);
definindo
U [lew, Bf = Ua x (RY)?

(p,e)  — (0, (Ta@)) ')

temos, no caso em que U, N Ug #* @,

(W2 o (W) Dpe) = (p(alp)) " o7s(p) )
= (p,(m8(p) o 7a(p) ) *e0)

*

= (P, 98a(p)" ).

Pelo que acabamos de fazer acima, segue que as secoes de E* sao da forma ¢*, com
o € I'(F). Aqui entendemos ¢* como a se¢ao que faz corresponder, a cada p € M, o

funcional linear o} : E), — R, dual algébrico de 0, € E),.
Para prosseguirmos, temos as seguintes notacoes:
e T*M é o fibrado cotangente sobre M, ou seja, o dual do fibrado tangente.
e I'(T*M) sera danotado por Q'(M).

Definicao 1.6. Dados os fibrados wvetoriais suaves 7w : FE — M e
7 FF— M, um homomorfismo de E para F ¢é uma aplicagao suave ¥V : E — F

tal que tp oV =7p e Vg, : B, — F, ¢ uma transformagdo linear para todo p € M.



Proposicao 1.7. Sejam g : E — M e mp : F' — M fibrados vetoriais suaves dados.
Se & : T(E) — I(F) é uma aplicagio C®(M)-linear, entio existe um homomorfismo

®: E — F tal que ®(n)) = ®on, paran € ['(E).
Para uma prova desta proposigao veja Proposicao 5.16 de [5].

Definicao 1.8. Sejam 7 : E — M e np : F — M fibrados vetoriais de posto k e,
respectivamente. Definimos o fibrado de homomorfismo por
Hom(E; F) = [ [ Hom(E,; F,),
peEM

onde Hom(E),; F,,) € o conjunto das transformagoes lineares de E, para F,.

Dizemos ainda, que dois fibrados sao isomorfos se existir um homomorfismo ¥ : £ — F
que é um difeomorfismo.
Considere 7 : B — M e mp : F' — M fibrados vetoriais sobre M, {U,}aea uma

cobertura aberta de M tal que

Ooi (e, By — U xRE Uyt [Ley Fy — Uy xR

e peUqy ~ P
p,v) = (p7a(p)v) (p,w) = (p,Oa(p)w)
sao trivializacoes locais para £ e I, com aplicagoes de transicao gng € hqg, respectivamente
(com U, NUsz # (). Definimos o produto tensorial de E e F como sendo o espago
topoldgico

E®F: H(Ep@Fp)a

peM

munido com a estrutura de fibrado vetorial sobre M induzida pelas trivia-

lizagoes
D@V [lep, (B, ®F,) — U,x (RFR)
My @ &p = (P (Ta(p)p) ® (Ba(p)ép))

Se E1, ..., E,, sao fibrados sobre M, uma secao de £ ®---® E,, ¢ um campo tensorial
(ou tensor) sobre M. Dado U C M dominio de trivializacoes locais para F, ..., F,,, com
{Mjk1s - - Mjk,; } referencial local para Ej;, temos, por construcao, que em U

NEy® - @E,) ~T(FE)®- - T (E,). (1.1)

Para o que segue, quando tivermos M uma variedade diferenciavel,
E=MxRFenmy: E — M éa projecao sobre o primeiro fator, entdao £ é um fibrado

vetorial de posto k sobre M, chamado o fibrado trivial de posto k sobre M.



Por simplicidade, se um fibrado vetorial 7 : £ — M de posto k for isomorfo ao fibrado

trivial m; : M x R¥ — M, diremos que 7 é trivial.

Definicao 1.9. Se E é um fibrado sobre M, uma k—forma diferencial sobre M com

valores em E é uma secdo do fibrado A*M @ E.

A definigao acima é concistente pelo fato que localmente (confira isomorfismo (1.1))

NA*M ® E) ~ Q¥ (M) @ I'(E). (1.2)

Além disso, se w € T(A*M ® E) se escreve em U C M como w = w; ®;, onde w; € QF(U)
e & € I'(Ejy), entado, para Xi,..., Xy € X(M), temos

w(Xl, N ,Xk) = wj(Xl, N ,Xk) & gj ~ wj(Xl, c ,Xk)fj € F(E|U) (13)
Para terminar esta secao, precisamos das defini¢oes que seguem.

Definicao  1.10. Umae métrica  Riemanniana em wum  fibrado wvatorial

m: E— M € uma aplicagio C*(M)-bilinear, simétrica e positiva definida
g:T(E)xT'(FE) — C®(M).

Com esta definicao, todo fibrado vetorial w : E — M admite uma métrica Riemanniana.
De fato, seja k o posto de 7 e fixe uma cobertura {U,} de M por vizinhangas coordenadas
de M, dominios de trivializacoes locais ¥, : 7~ 1(U,) — U, x R¥ para m. Se {,) denota a
métrica canonica de R* e {¢,} é uma partigao da unidade subordinada & cobertura {U,}

de M, defina, para n,£ € I'(E)

9(1,€) = Pa(P)(Va(mp), Va(p))-

Observe que usando as propriedades da particao da unidade, g satisfaz as propriedades da
nossa definicao acima, e portanto, ¢ uma métrica Riemanniana em FE.
Caso nao tenha perigo de confusao, denotaremos g(n, &) por (n,£). Temos ainda, que

um referencial {n,...,n} em U C M para 7 é ortonormal se (1;,7;) = d;;.

Definigao 1.11. Uma conexao (linear) em um fibrado vetorial 7 : E — M € uma

aplicacao R-linear
V: X(M)xT(F) — T'(E)
(X7 77) = VXU

(1.4)



satisfazendo, para f € C*(M), X € X(M) en € I'(E), as sequintes propriedades:
(a) Vixn= fVxn.
(b) Vxfn=[fVxn+X(f)n.
Localmente, em um fibrado, temos
V o1y =i, (1.5)

onde {ny,...,nr} é um referencial local para7: E — M e I‘ﬁj sao os simbolos de Chistoffel

da conexao V em U C M.

Lema 1.12. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial sobre M, munido de uma conexao linear

V.

(a) Fizadon € T'(FE), a aplicacao X +— Vxn é C®°(M)—linear e seu valor em p € M s
depende do valor de X em p.

(b) Fizado X € X(M), a aplicagao n — Vxn é R—linear e seu valor em p € M s6

depende dos valores de 1 ao longo de uma curva tangente a X em p.

9

va. Tom uma vizinhan rden m cam rden - mini
Prova. Tome U C M" uma hanga coordenada com campos coordenados 77, do 08

de uma trivializagao local para 7 com referencial local {n,...,nx}. Se X = ai% en = u;n;,

entao

Vxn = V, on=aV_ o umn,
oxt

@i ozt
0
= ai(;V o+ %(Uj)m)
0
= au;V o n; + ai%(“j)ﬁj)
= X(uj)n; + aiw;V o 1),
= X(w)m + amu;Tim

= (X(Ul) + CLﬂLjF%)T]l.

O valor da expressao acima em p s6 depende do valor de X em p e de 1 ao longo de uma

curva tangente a X em p. [



Defini¢ao 1.13. Seja 7w : E — M um fibrado vetorial munido de uma métrica g = (,).
Uma conexio V : X(M) x '(M) — I'(M) é compativel com a métrica se, para todos

X € X(M) en, & eT(E), tivermos

X(n,&) = (Vxn.&) + (n, Vx&). (1.6)

Definicao 1.14. Um fibrado vetorial Riemanniano ¢ um fibrado vetorial 7 : E — M

munido de uma métrica Riemanniana g e de wma conexao V compativel com g.

Observacao 1.15. Se tomarmos V a ser a conexao de Levi-Civita da va-
riedade Riemanniana M™ e p € M fixo, podemos escolher uma vizinhanca U de p em
M na qual fica definido um referencial ortonormal {eq, ..., e,} tal que (V.e;)(p) = 0 para

todos 1 < i,5 < n. Um tal referencial é dito ser geodésico em p.

Exemplo 1.16. A soma de Whitney dos fibrados E e F

E@WF: H(EP@FP)a

peM

¢ um fibrado Riemanniano com métrica g = (,) e conexao V tais que

(m @©&,m2 @ &2) = (Myme)e + (61, §2) F

Vx(n® &) = Vin® V&,

onde X € X(M) en,m,n € I'(E), ,&,5 € T'(F).

Exemplo 1.17. No fibrado de homomorfismo Hom(E,F) de E em F, defi-
nimos a métrica g = (,) para ®, ¥ € I'(Hom(E£; F')) por

(@, W) = (P(m:), Y (n:)) rs

onde {ny,...,m} é um referencial ortonormal local para E.

A conexao V é definida por
(Vx®@)n = Vi®(n) — 2VEn,

onde X € X(M),neT'(E) e ® € I'(Hom(E, F)).



10

Nas notagoes do exemplo acima, se & € I'(Hom(TM,F)) definimos
Vo € I'(Hom(TM @w TM, F)) pondo, para X,Y € X(M)

(VO)(X,Y) = (VxP)Y.
Definigao 1.18. No produto tensorial E® F definimos a métrica g = (,) e conexdo V por

(M @&,m &) = (m,m)E - (&,8)F,

Vx(n®&) = (Vi) @&+ (VXE),
para todos X € X(M), n,m,m € I'(E), {,&,& € T'(F).

Para finalizar, vamos estender para fibrados vetoriais munidos com uma conexao linear,

a noc¢ao de curvatura de uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.19. Se V é uma conezxao no fibrado vetorial m : E — M, o operador de
curvatura, ou simplesmente a curvatura de E é a aplicacio R : X(M) x X(M) x ['(E) —
I'(E) dada por

R(X,Y)n=VxVyn—VyVxn— Vixypm.

1.2 Resumo de Algebra Linear

Em tudo o que segue, ¢ denota a unidade imaginéaria de C. Os espagos vetoriais(reais ou
complexos) considerados serao supostos de dimensao(real ou complexa) finita. Se V' é um
espago real (resp complexo), denotamos sua dimensao real (resp complexa) por dimg V'
(resp dime V).

Se V' é um espaco vetorial complexo, ¢ imediato que V' também pode ser visto como
espaco vetorial real pela operacao de restricao do corpo de escalares de C para R, o qual
denotaremos por Vg, sempre que conveniente.

A transformacao linear em V resultante da multiplicacao por i pode ser vista, em Vg,

como um operador linear J : Vg — Vi tal que J?> = —1, onde J> = JoJel:V — V
denota o operador identidade. Nesse caso, sendo {ey, ..., e,} uma base de V sobre C, uma
verificagao direta garante que {ey, Jey, ..., e, Je,} é uma base de Vi sobre R, de maneira
que

dimR VR =2 dlm(c V.



11

Exemplo 1.20. O conjunto C" das n-uplas de niimeros complexos, munido com as operagoes

(21, -y 2n) + (w1, .. wy) = (21 Wi, .oy 2n + W)

Mz, ey 2n) = Az, 00 Azn),

é um espaco vetorial complexo tal que dim¢ C™ = n. Visto como espaco vetorial real, temos

que C" ¢ isomorfo a R?" pela identificacao

(217 cee wzn) ~ (alabla s 7an>bn)>

onde aj,b; € Re z; = a; +1b; para 1 < j < n. Além disso, a transformagao linear

J : R?" — R?" induzida pela multiplicacao por i em C" é tal que

J(x1, Y1y Ty Yn) = (=YL, T1y ooy =Yy Tiy)-

Vimos acima que um espago vetorial complexo V' gera (por restrigdo do corpo de es-
calares) um espago vetorial real Vg de dimenséao real par e munido de uma transformagao
linear J : Vg — Vi tal que J? = —1. Essa situacao é suficientemente importante para

merecer a seguinte

Definicao 1.21. Uma estrutura complexa em um espaco vetorial real V' é um operador

linear J : V — V tal que J* = —1.

Lema 1.22. Se V' € um espaco vetorial real munido de uma estrutura complexa J : V — V,

entao dimV' € par. Além disso, se dimV = 2n entao,

(a) Podemos escolher uma base {e1, €}, ... e, e} para V tal que Jep = e}, e Jej, = —ey

para todo 1 < k < n.

(b) A operacao de extensao de escalares (a+ib)v := av+bJv torna V um espago vetorial
complexo de dimensao complezan. Além disso, nas notagoes do item (a), {eq,...,e,}

¢ base de V' sobre C.

Prova. (a) Se e; € V' \ {0}, entéo {e;, Je;} ¢ L.I. Também, temos que Je; # 0 (j4 que
J(Jey) = —e; # 0). Por outro lado, se a,b € R\ {0} forem tais que ae; + bJe; = 0, entao

aJe, + bJ%e; =0 = aJe; — be; = 0.
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Dai, segue que

=0.
-b «a

Desde que a igualdade acima implica que a = b = 0, temos uma contradicao.

Se es € V \ R{ey, Jep), entao Jes € V' \ R{ey, Jeyg), pois se Jes = aeq + bJey teriamos
J%ey = aJe; + bJ%e; = —eq = aJe; — bey = €5 = bey — aJe.

Mas, isto é um absurdo. Veja ainda que pelo mesmo argumento acima {ey, Jeo} é L1, de
sorte que {e, Jey, ea, Jeo} é LI em V.,
Prosseguindo nesse sentido, concluimos que V' tem dimensao par. Para concluir (a),

basta fazer e, = Jey.

(b) Munindo V' com a operacao do enunciado, as operagoes de espago vetorial seguem

de imediato. Para o que falta, se {e1,€],...,e,, e/} é uma base de V' (sobre R) como em

a), entao, sobre C, temos e}, = Je, = ie, para 1 < k < n, donde segue que dim¢ V' < n;
k g

por outro lado, se ay,b,...,a,,b, € R sao tais que (ay + ibg)ex = 0 no espago vetorial

complexo V' | entao, sobre R temos
agey + bpe, = arex + b Jep = 0.

A expressao acima implica que ar = by = 0 V1l < k < n. Portanto, o subconjunto

{e1,...,en} do espago vetorial complexo V' é L.I. sobre C, e segue que dim¢ V' > n. O

Se V é um espaco vetorial real qualquer (i.e., ndo necessariamente de dimensao par), o

espaco produto (real) V' x V admite a estrutura complexa
J: VXV — VxV
(o) — (-vu)

Portanto, aplicando o item (b) do Lema 1.22, podemos ver V' x V' como um espago vetorial
complexo, o qual denotaremos por V¢ e denominaremos a complexificacao de V . Também
pelo item (b) do Lema 1.22, se {ey,...,e,} é uma base de V sobre R, entao {ey,...,e,}

também ¢ base de V' sobre C, de tal forma que

dim(c V(C = dlmR V.



13

Por simplicidade, escreveremos u + iv para denotar o elemento (u,v) de V. Assim,
para u,u’,v,v" € V, temos

utiw=u+w su=u e v=1.

Com isso, podemos operar em V' como se estivesse em C da seguinte maneira, para

u, Uy, U2, vV, 01,03 €V e a, B € R, temos

(u1 + ivl) + (UQ + Z"UQ) = (Ul + Ug) + i(’l)l + Ug)

(a+if)(u+iv) = (au — fv) +i(av + fu),
Se V' é um espaco vetorial real, a inclusao

Vv — VC
u — u—+10
respeita as operacoes de V; de fato, tal inclusao é simplesmente a inclusao u — (u,0) de V

em V x V.

Exemplo 1.23. O espago vetorial complexo n-dimensional C" introduzido no Exemplo 1.20

pode ser visto como a complexificacao de R™.

Ainda em relacao a complexificagdo de um espaco vetorial V' | estendemos a operagao

de conjugacao complexa a VC definindo, para u,v € V , o conjugado de v + iv € V® por

U+ =u— .

O operador V€ — VC assim obtido ¢ linear com respeito a conjugacio, i.¢.,

a+b=a+b e \a=\a.

para todo A € C e a,b € VC.
Se W é um subespaco (complexo) de VC, definimos o subespago conjugado de W

como sendo

W ={a;a € W}.

i.6., W é a imagem de W em relagao ao operador acima.
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Agora considere V um espago vetorial real munido de uma estrutura complexa J e
tal que dimV = 2n. O espago vetorial complexo obtido a partir de V' de acordo com o
Lema 1.22 tem dimensao complexa n, ao passo que a complexificacao de V tem dimensao

complexa 2n. O lema a seguir expoe a relagao entre esses dois espagos vetoriais complexos.

Lema 1.24. Se V é um espaco vetorial real munido de uma estrutura complexa J e tendo

dimensao real 2n, entao:

(a) J se estende unicamente a um operador linear complexo sobre VE | também denotado

por J, tal que J*> = —1, onde 1 é o operador identidade de V.
(b) Os subconjuntos V* e V= de V<, definidos por
Vi={zecVSJr=iz} e V- ={zecV"Jr=—ix},
sdo subespacos complexos n-dimensionais de VC, tais que V- =V+ e VE =Vt @V~

(¢) VT € isomorfo sobre C ao espago vetorial complexo obtido a partir de V' conforme

prescrito no Lema 1.22.

Prova. Obviamente V' e V~ sao subespacos vetoriais complexos. Também é imediato que

V~ = V+. O que ndo ¢ tao imediato nos item (a) e (b) é que dim¢ V* = dimc V™ =n e
VE=VtoVv-
Assim, para finalizar o ftem (b) basta mostrar que dime¢ V' = dim¢ V™~ =n e VE =

VT 4+ V™, uma vez que é imediato que V' NV~ = {0}. Considere pela Lema 1.22 uma

base (real) {eq,...,en,€l,..., e} de V tal e = Jep e e = —Je). Veja que

1 1

_ / . _
er = up + uy e e =i(up —uy),
de tal forma que {u1, ..., Up, Uy, ..., U,} é base complexa de V. Veja ainda que

1 1
Juy, = é(Jek —iJe)) = §(J(—Je§€) —iJ(Jex))

1 : : : :
= 5(6}C +iey) = Ez(ek —ie)) = iuy.

Logo, u; € VT, e analogamente, 4, € V'~ para 1 < k < n, como queriamos.
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Para (c) defina a aplicacio I : V — V* por I(u) = u para todo u € V. E claro que I é
R-linear e injetiva. Além disso, segue da definicao de multiplicacao por 7 no espaco vetorial

complexo e do fato de u € V™, que

I(iu) = I(Ju) = Ju = iu,
ou seja, I é C-linear. Agora, como dim¢V = dimc V' = n, o teorema do ntcleo e da
imagem garante que I é um C-isomorfismo. m

Dizemos que os elementos de V' sao do tipo holomorfo e os de V'~ sao do tipo

anti-holomorfo.

Definicao 1.25. Se V' é um espaco vetorial munido de uma estrutura complexa J, dizemos

que um produto interno (-,-) : V. x V — R ¢ Hermitiano se
(Ju, Jv) = (u,v), Yu,v V.
Dai, dizemos que (V, J, (-,+)) é um espago vetorial Hermitiano.

Lema 1.26. Se V' é um espaco vetorial Hermitiano, podemos escolher uma base ortonormal

de V' da forma {ey, Jey, ..., en, Je,}.
Prova. Se dim V' = 2n, vamos fazer inducao sobre n. Paran =1 e e; € V unitério, temos

<J€1, J€1> = <€1,€1> =1

<J€1,61> = <J2€1, J€1> = <—€1, J61> = —<J61,61>,

de sorte que (Jey, e;) = 0. Assim, {e;, Je;} é uma base ortonormal de V.
Para n > 1, comecemos escolhendo um vetor unitario e; em V , de sorte que, como

acima, {e, Je;} seja um conjunto ortonormal. Dai, se B = {e1, Je;}* e v € B, entdo

(Ju,Jer) = (v,e1) =0

(Ju,er) = <J2U, Jer) = —(Jv, eq),

e logo, (Ju,e;) = 0. Assim, Jv € B, e dai a restricao de (-,-) a B é um produto in-
terno Hermitiano em B. Como B tem dimensao igual a 2(n — 1), segue por hipdtese de
indugdo que B admite uma base ortonormal da forma {es,...,e,, Jes, ..., Je,}, de sorte

que {ey,es,...,e,,Jer, Jea, ..., Je,} é a base ortonormal procurada para V' . [
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1.3 Variedades quasi-complexas

Definicao 1.27. Uma estrutura quasi-complexa J em uma variedade diferencidvel 2n-
dimencional M € a escolha, para cada p € M, de uma estrutura compleza J, = T,M —

T,M, a qual € diferencidvel no sequinte sentido: para cada p € M ewistem coordenadas

locais (1, . .., 2a,) definidas numa vizinhanga U de p em M e tais que a matriz de J, com
TR d 0
respeito a base coordenada {%, e E} de T,M tem a forma

Jp (%)p = sz(p) (%);f

onde Jy € C°(U) para todos 1 <k <mel<Il<2n.

A estrutura quasi-complexa J estd munida da propriedade de que

J? = —Id. Com isto, podemos fazer a seguinte definicao.

Definicao 1.28 (Variedade quase-complexa). Uma  variedade  quasi-
complexa é um par (M, J), onde M é uma variedade diferencidvel e J é uma estrutura

quasi-compleza, ou seja, um campo tensorial tal que J* = —Id.

Se M é uma variedade diferenciavel 2n-dimensional, o fibrado tangente complexifi-

cado de M é o produto tensorial
TME =TM @ (M xC).

O espaco %(/\/l)(C denotarda o espaco de secoes de tal fibrado, de sorte que todo & €
X(M)E pode ser escrito de maneira tinica como & = X 4 iY, com X,Y € X(M).

Um tal £ ¢ um campo de vetores complexo sobre M, e seu valor §, em p € M ¢
por definicao

& = X, +1iY, € T,ME.

Agora, seja M uma variedade quasi-complexa, com estrutura quasi-
complexa J. Para X € X(M), pondo (JX), = J,X, para cada p € M obtemos um

campo JX € X(M) tal que a aplicagao

T X(M) — X(M)
X = JX
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define uma estrutura complexa no espago vetorial real X(M). Tal estrutura se estende

unicamente a uma aplicacao linear de C*°(M, C)
J: x(ME = xMm)°©
X+iV - JX+iJY

onde  induz, de acordo com a Proposicao 1.7, um  endomorfismo
J: TM® — TME.

De acordo com o Lema 1.24, e denotando por
X(M)™ = {€ € X(M); T = i}, (1.7)

obtemos o0s subespacos complexos n-dimensionais X(M)T e  X(M)T de

X(M)® de maneira que

EM)T =X(M) e XM)E =X (M) B x(M)".

A decomposicao em soma direta acima induz uma decomposicao do fibrado tangente com-

plexificado na soma de Whitney
TME =TM" @y TM™, (1.8)

onde TM™ e TM~ sao fibrados vetoriais de posto real n sobre M, tais que I'(TM™) =
E(M)T e T(TM™) = £(M)™. Observe que em (1.7), se & € X(M)" entdo

E=EN+¢7,
onde,

£ = 56— iJE) € XM)* e & = S(€+iJE) € X(M), (19

e dai, £ e £ sao chamados de componentes do tipo holomorfo (respect, do tipo anti-

holomorfo). Com isso, obtemos

AEM)T ={X —iJX; X € (M)} (1.10)

X(M)” ={X +iJX: X € X(M)} (1.11)
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Definigao 1.29. Seja (M, J) uma variedade quasi-complera. O tensor de Nijenhius de

M € o 2-tensor covariante N sobre M, tal que
NX,Y)=[JX,JY] - JJX, Y] - JX,JY] - [X,Y], (1.12)
para todos X, Y € X(M).

Para o que segue, estenda o colchete de Lie de campos de vetores em M a campos de

vetores complexos pondo
(X +iV, X' +4Y" = (X, X' - [V, Y']) +([X, Y]+ [V, X)),

onde X, X" Y)Y’ € X(M).

Feito estas consideracoes, podemos provar a seguinte proposicao.

Proposicao 1.30. Se M € uma variedade quasi-complexa com estrutura quasi-complexa

J, sio equivalentes:
(a) €,me X(M)T = [€,n) € X(M)T, para todos €,m € X(M)E.
(b) &,neX(M)” = [¢,9] € X(M), para todos £, € X(M)".
(¢) N(X,Y) =0, para todos X,Y € X(M).

Prova. Primeiramente, estenda N a X(M)® por linearidade, ou seja,

N(&n) = [JE, Jn] = JJ&n] = JIE, Jn] = [€,1]- (1.13)
(a)<(b):  Tome &,n € X(M). Dai, £7 € XWM)". Logo, por (a)
£,7] € XM)T. Como [£,n] = [£,7)], entdo [€,7] € F(M)T. Mas, isto implica que
(£,n] € X(M)™. Analogamente, (b)=-(a).
(a)=(c): Precisamos somente mostrar que N({,n) = 0 para todos

&n e XM)E. Como X(M)® é soma direta de X(M)' e X(M)~, basta mostrarmos
que N(&,n) = 0 para &,1 € X(M)F, ja que N(€,71) é linear em € e em 7. Mas, assim, temos

que considerar trés casos:
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o Se&,ne X(M)T, entdo JE = i€ e Jn = in. Usando a hipétese, temos [¢,1] € X(M)T,
e dai, J[&,n] =i[¢,n]. Assim, segue de (1.13) que

= P& ] —id[En] — i€ n] — &)
= —[¢&n] — @& n] — @€ — &0 = 0.

e Se &,m € X(M)™, entdo JE = —if e Jn = —in. Como, por hipdtese, [£,n] = [€,7]] €
X(M)T, temos que [¢,7] € X(M)™. Dai, J[¢,n] = —i[¢,n]. Novamente, usando (1.13)
obtemos N(&,n) = 0.

e SefcX(M)T encX(M), entdo JE =if e Jn = —in. Novamente, usando (1.13),

temos

N(&n) = [i€, —in] — J[i&,n] — J[E, —in] — [§, ]

Da mesma forma, se £ € X(M)™ en € X(M)™, obtemos N(&,7) = 0.
(c)=(a): Suponhamos que N(X,Y) = 0 para todos X,Y € X(M). Vamos provar primeiro

que N(&,m) = 0 para todos &,n € %(M)C. Com efeito, se { = X +iY en = X' +4Y’, onde
X, X" YY" € X(M), entao pela hipétese

N(&n) = (N(X,X') = NY,Y") +i(N(X,Y) + N(Y, X)) = 0.
Agora, se £, € X(M)", entdo JE = i€ e Jn = in. Logo, por (1.13) temos que

Logo, J[¢,n] = i€, n]. Portanto, [¢,7] € X(M)T. ]

Definigao 1.31. Se (M, J) satisfazer qualquer um dos itens da proposi¢cdo acima, dizemos

que J € completamente integravel.
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1.4 Formas diferenciais complexas

Considerando os conceitos de formas numa variedade diferenciavel, agora, no sentido da

Definigao 1.9, trataremos de formas com valores complexos.

O fibrado de k-formas diferenciais complexas sobre uma variedade diferenciavel

M, de k-formas em M com valores no fibrado trivial M x C, é definido por
AME =AM @ (M xC).
Seu espaco de secdes é dado por QF(M)C.
Definigao 1.32. Uma k-forma diferencial complexa em M € um elemento w de QF(M)C.

Dizemos que uma k-forma complexa w é real se, e somente se, w = w.
As operacoes de produto exterior e derivacao exterior sao estendidas por lineridade a

k-formas com valores complexos pondo-se
(m +1i61) A (2 +i602) = (m A g — 01 A O2) +i(m1 A Oy + 61 Ang)
para todas 7,0, € Q¥(M),m2,0, € QY(M), e
d(n +10) = dn + id0,

Podemos ver ainda que, com as defini¢oes acima, o produto exterior A admite as pro-

priedades
(a) associativo.
(b) anti-comutativo.
(c) d* =0.
(d) d(wy Awsy) = dwy Awy + (—1)kw; A duws.

para todas w; € Q¥(M)C e wy € QY (M)E.

Temos ainda, que para as mesmas w, wi,ws como acima, vale

dw:@ e wl/\WQ:wl/\wg.
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Considere agora M sendo uma variedade quasi-complexa de dimensao 2n, com estrutura

quasi-complexa J. Veja que se k = 1 entao
AMME=AM@ (M xC) ~ (TM)*.
Com isto, a decomposicao (1.8) induz uma outra decomposigao correspondente
AMME = N MT @y MM

Assim, denotando por Q'(M)T e Q1 (M)~ os espacos de secoes de ALMT e ALM ™, respec-

tivamente, obtemos
QUM)T = (X(M)T)" e QY (M) = (X(M) )" (1.14)

Lembre que Q'(M) ~ X(M)", e sendo J a estrutura quasi-complexa em X(M), temos
que a sua transposta J* é uma estrutura quasi-complexa em Q'(M), e que por linearidade,

ela se estende a Q'(M)® pondo
Jn+i0) = J'n +iJ'0
para todas 1,60 € Q'(M). Dai, de (1.14) e (1.7) obtemos que

AM)E = {w e B'(M)S; Jw = +iw}. (1.15)

Da mesma maneira como para campos complexos, se w € Q'(M)C se escreve como

w=w"+w", comw" e WPM)" ew € Q(M)", entdo analogamente como em (1.9),
temos
1

1
wh = §(w —iJ'w) e wT = §(w +iJ'w). (1.16)

Também dizemos que as 1-formas complexas em Q' (M) (resp. em Q'(M)7) sdo do tipo

holomorfo (resp. do tipo anti-holomorfo).

Lema 1.33. Sew € Q'(M)* e £ € X(M)T, entdo w(§) = 0.

Prova. Suponha que w € Q'(M)* e & € X(M) ™. Dali, segue de (1.15) que
iw(&) = (J'w)(§) = w(JE) = w(—if) = —iw(§).

Assim, w(§) = 0.

Analogamente, segue o outro caso. 0



22

Lembrando que X(M)* = X(M)~, segue diretamente da definicio que

QT M)T = Q' (M)~

Dado um referencial {n1, ..., n,} para Q'(M)™, entao pelo que vimos acima, {7, ...,7,}
é um referencial para Q'(M)~. O mesmo ocorre com os duais, de maneira que, se {&;, ..., &, }
é o referencial para X(M)" dual de {n1,...,n,}, entdo {£,,...,€,} é o referencial para

QY (M)~ dual de {7,,...,7,}. Logo, teremos

ni(&k) = 7;(&) = 0.
Usando o lema anterior obtemos ainda,

ni(Ex) = 1;(Ek) = 645

Assim, segue da discussao acima que

{517"'7€n7gl>--'75n}

é o referencial para X(M)® dual do referencial {1, ..., 0,7, ...,7,} para Q'(M)C.

Proposigao 1.34. Dado um referencial {ny,...,n,} para Q' (M)*, o conjunto das k-

formas complexas da forma

M A oo Ay ATy Ao ATy (1.17)

coml <j<---<gp<nl<k< <k, <nep+q=1, éum referencial para
QYM)E.

Para uma prova do resultado acima confira Lema 6.2 de [1].
Denotaremos o conjunto das [-formas complexas em M da forma (1.17) por Q@9 (M),

para p,q > 0 inteiros fixos e tais que p + g = [. Assim, obtemos
Q' M)t = QM) e Q'(M) =0V (M),

de maneira que

AM)E = P a2 (M.
pt+q=l

Para terminar esta segao, precisamos saber quanto a orientabilidade de uma variedade

quasi-complexa M.
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Teorema 1.35. Toda variedade quasi-complexa é orientdvel.

Prova. Seja M uma variedade quasi-complexa 2n-dimensional e {n;,...,n,} um refer-
encial para Q9 (M) sobre o aberto U C M. O referencial para QV(M) sobre U é

{71, --.,7,}. Defina em U a 2n-forma complexa w por
w=1"MmM AT, A ANy AT, (1.18)

Sendo {n1, ..., M7, .- .,7,} 0 referencial para (M) entdo w # 0 em Q' (M)E. Veja

ainda, que

€|
|

AN A, AT,

= AN AT, AN

= ()" AN AT, A,

= (=)"(=D"m A A A AT,

= w,

e assim, w € Q?"(U)\{0} .
Tome agora outro referencial {7,...,7,} para QY (M) sobre U. Dai, se n; = ajp7,

com aj, € C<(U,C), entao 1; = @;;Tx. De maneira andloga como acima, a expressao
O=1"TI ANTIN...NT, NTp,
define uma 2n-forma real nao nula em U. Logo, temos

w = "MA AN CAD AT,

= "(a1j,75,) N (@ Ty ) A - A (g Tj0) A (@b, Ty )

n _ _
(a1j1a2j2 .. .anjn)(alklagkz e ankn)z Tj VAN Tk VANPIAN Tin VAN Tk,

= <Z(sgnK)a1j1a2j2 o anjn> (Z(SgnK)a1k1a2k2 - ankn>0
J K

= (det(aji) det(a;i))0 = (det(ajxa;r))0
(

det |aji|?)0 = | det(ajx)[?0.

Cobrindo M por abertos U; C M, dominios de trivializacoes locais para Q19 (M),
seja uma particao da unidade {¢;;j > 1} subordinada & cobertura {U;};>; de M. Se

w; € Q*(U;)\{0} ¢é definida em U; como em (1.18), entao, pelos cdlculos acima

w =gy € L (M)\{0}.
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Portanto, M ¢ orientavel. m

Assim, a orientagao canodnica para uma variedade quasi-complexa M com estrutura

quasi-complexa .J é aquela construida na prova do teorema acima.

1.5 Variedades complexas

Definicao 1.36. Uma variedade complexa M de dimensdo (complexa) n é uma var-
iedade diferencidvel 2n-dimensional (dimensao real), munida de um atlas formado por car-
tas oo : Uy, — C" ~ R?" satisfazendo a sequinte condicao: sempre que U, N Uz # @ a

mudanca de coordenadas

05095 PalUaNUs) = (U NUp)
¢ uma func¢ao holomorfa de n varidveis complexas.

Uma variedade complexa de dimensao complexa 1 diz-se uma superficie de Riemann.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.37. O n-espago Euclidiano complexo C" = {(z1, ..., 2,); 2zx € C}, com o atlas

formado pela aplicagao identidade, é uma variedade complexa de dimensao n.
Um exemplo nao trivial é o seguinte:

Exemplo 1.38. O n-espaco projetivo complexo CP". De fato, considere em C"™\{0} a
relagdo de equivaléncia ~ que identifica z = (21,...,2,41) € W = (w1, ..., Wy41) se existe
A € C\{0} tal que z; = Aw; V1 < j < n+1. O espaco CP" é o conjunto quociente de
C"\{0} pela relagao de equivaléncia ~ munido com a topologia quociente.

Afirmo que CP" é uma variedade complexa de dimensao complexa n. Com efeito,
mostremos primeiro que ¢ uma variedade topoldgica 2n-dimensional. Para isto, veja que
a projegao canonica m : C"™\{0} — CP" além de continua, é aberta. De fato, tome

V C C"*1\{0} aberto, e dai,

(@ (V) = | BV,

IA=1

onde Fy : C"1\{0} — C"™\{0} é o homeomorfismo F\(z) = Az, Vz € C""1\{0}.
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Considere entdo em C"*\{0}, os abertos da forma

Vi={z=(21,...,2011) € C"T\{0}; 2; # 0}.

Dai, se U; = m(V}) entao 7~ 1(U;) = V;, e logo, pela defini¢ao de topologia quociente temos

que U; é aberto em CP". Além disto, sendo
Wi ={z=(z1,...,2n41) € Vj;2; =1}

temos W; ~ C" e ( munindo W} com a topologia induzida por V; ) temos que 7y, : W; — U;
¢  continua, aberta e  bijetiva, o que implica em um  homeo-
morfismo de W; em U;. Assim, CP" é localmente Euclidiano de dimensao real 2n, com
cartas

p; = (mw,) " U; — W; = C",

para 1 < j < n+ 1. Assim, como C"™\{0} tem base enumeravel e CP" ¢ localmente
Euclidiano, segue do Lema 3.21 de [6] que CP™ tem base enumeravel.
Agora falta ver que CP" é Hausdorff. Para tanto, tome z € C"™\{0} e denote z =

2] = 7(2z) € CP". Tome Z # w em CP", uma de duas possibilidades ocorre:
(i) ouexiste 1 <j <n+1tal que Z,w € U;
(ii) oun=1ez e U, w € U,

Em (i) o homeomorfismo entre U; e W; garante que Z e w podem ser separados por subcon-
juntos abertos de U;, logo, de CP". Em (i) temos z = 7(2),
z=1(1,0), ew = w(w), w = (0,1). Como 7 é aberta, basta mostrarmos que existe k € N

tal que as bolas Euclidianas B%(z), Bi (w) € C*\{0} satisfazem

Fy(Bi(2)) N Bi(w) = YA € C\{0}.

==

Vamos supor, por contradigao, que existam sequéncias (z;)i>1 € (wy)p>1 em C?\{0}, tais

que
1
0 <|zk — 2|, |Jwp —w| < %
e wr = Az para algum A\, € C\{0}. Entao
ol _ ok —wl + o] gt wl o g 41

A - - .
| Ak | lzkl = 2] — |z — 2] _%+|Z| _%Jrl
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e analogamente,

1
-~
1+

Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que Ay — A para algum A € C

|Ae| >

tal que |A| = 1. Fazendo k — oo em wy = A\xzk, obtemos w = Az. Contradigao.
Pelo que vimos acima, CP" é uma variedade topoldgica real de dimensao 2n. Agora,

veja que a mudanga de coordenadas para 1 < j <k <n+1
~1 .
prop; (Ui NUk) — @u(U; N U)

¢ dada por

(ero@; Nz, z) = @l[(z1--- 2521, 1, 25,0, 20)])

21 zji-1 1z Zp—1 , Zkt1 Zn
Y SR T ST )

P

’ ) ’ ) ) ) )
<k Rk Rk Rk 2k 2k 2k
o <Zl Zj—1 1 Zj Zk—1 1 2kl Zn)
- DR R RREE) 5 Ly I B
2k Rk Rk Rk 2k 2k 2k

e sendo as fungoes coordenadas holomorfas, entao a mudanca de coordenadas é holomorfa.

Portanto, CP™ é uma variedade complexa.

Seja. M uma variedade complexa de dimensao n. Considere
¢ = (21,...,2,) um sistema de coordenadas em U C M, onde z, = zp + iy;. Dal,
(1,91, ..., %k, Yp) é um sistema de coordenadas reais para M em U. Dessa forma, temos
que {(%)p, (%)p, ce (%)p, (%)p} ¢ base de T, M, parap € U.

Agora, para T, M, definimos

0 0 e, 0 0 /0
(52), =21, ()} o(52), = {6, G, )
Analogamente como na prova de (b) do Lema 1.24 obtemos que

(G (i) (52 ) (5 )} € base de T,

Lema 1.39. Seja M uma variedade complexa de dimensao complexa n. Se (wy, ..., wy,) e

(21, ..., 2n) sGo sistemas de coordenadas complezas em uma vizinhanca de p € M, entao

(a?uk>p - o <p><8%),, ’ (a%k)p = %(p)(%)p.
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Prova. Como z, = x + iyr € wi = uy + vy, entao omitindo o ponto p, temos que pelas

equagoes de Cauchy-Rimann

0y 0 _ Afon oy\(0 0
Owy0z; 2\ 0w,  Ow, ) \Ox; Oy,
o 1 ij 0xj .(‘9yj ayj 8 . 6
n 4 (8uk Z(‘)vk + Zauk + 8Uk 8xj Z@yj
o 1 8xj .8yj 0 . 0
- 2(8uk —Hauk) (8% Zayj)
_f(05 0 oy 0N (00 oy 0
) Ouy, Oxj;  Ouy, Oy Ouy, Oy;  Ouy Ox;
10 (w0 om0
2] Oy, Ov, Oy;  Ovy Ox;
1 0 . g\ 0
B 2 8uk Za?}k B 8wk
Analogamente, temos a outra igualdade. O]
Continuando com M sendo uma variedade complexa de dimensao n e ¢ = (21,...,2,)

um sistema de coordenadas em U C M, onde zp = x) + 1y, denotaremos as extensoes de

dzy, dy, € T,M* a (T,M*)® ainda por dzj e dyy. Definimos ainda
(dzx)p = (dar)p + i(dyk), € (dZk)p == (dag), — i(dyk),

onde {(dz1),, (dz1)p, - -, (d2n)p, (dZ,),} é uma base de (T, M*)C.
Seja f : U — C de classe C'! e sejam

expressoes que denotaremos simplesmente por g—;;(p) e %(p), respct. Fazendo f = u + v,

onde u,v : U — R sao funcoes de classe C!, definimos ainda

df, := duy, + idvy,
onde du,, dv, € T, M* sao as diferenciais usuais de v e v em p € U.

Lema 1.40. Seja f : U — C de classe C'. Nas notagoes acima, temos

_of
_(9zk

of
dfp 0%,

(P)(dzk)p + === (P)(dZk)p
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Prova. Tome f = u + v, com u,v : U — R de classe C'. Omitindo o ponto p por

conveniéncia, temos

L)z, + S )z, -

- %(g—i — z?—i) (dxy + idyg) + % (aa—xj; + Zg—yi) (dxy, — idyy)

- g—;;dxk + g—yJ;dyk = (5—2 + z‘(%) (dzy) + (3—; + ig—;) (dyr.)
= (%dmk +i§—;€dyk) +i<%dxk§—;dyk>

= du + idv.

[]

Definicao 1.41. Se M ¢é uma variedade complexa de dimensao n, dizemos que uma fungao
f: M — C de classe C* é holomorfa se, para toda carta coordenada holomorfa ¢ : U C

M — C", sua expressao em coordenadas
firog™ig(U)CcC" —C
¢ uma funcao holomorfa de n varidveis complexas.

O préximo lema da um critério para uma funcao f como na definicao acima ser holo-

morfa.

Lema 1.42. Seja M uma variedade compleza e f : M — C de classe C'. Entio f é

holomorfa se, e somente se, para todo sistema de coordenadas complexas (z1,...,z,) em
U Cc M, tivermos % =0emU, para 1l <k <n.

2k
Prova. Identificando f com sua expressao nas coordenadas (z1, .. ., 2, ), temos pelas definigoes

acima que

af af . of ou . Ov { Ou . Ov
22— = — — - = - _ =
fﬁk a$k +28yk (8xk +Z8xk> +Z< e )

ou . Ov i ou L v
= | =——i— i =—+i— .
Ov,  Oyg Oy, Oxy,
Como f é holomorfa se, e somente se, sua expressao em coordenadas satisfaz as equagoes

de Cauchy-Riemann, entao, pelos calculos acima

of ou ov ou ov
0z}, Ovisksn oxy, 8yk ¢ 8yk @l’k’ =m=n

Mas, isto é equivalente a f ser holomorfa. O
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Nao faremos aqui, mas é importante observar que as tinicas fungoes holomorfas em var-
iedades  complexas compactas e  conexas sao as  fungdes  cons-
tantes (confira teorema 1.2.1 de [10]).

Agora, vamos olhar para aplicagoes entre variedades. Considere duas variedades com-
plexas M e N de dimensao complexa m e n, respectivamente, e uma aplicacao f : M — N

de classe C'. Fixado p € M, podemos estender a diferencial (real)
(fo)p : ToM = TypN
a uma aplicacao C-linear
(f)p s ME = TppN©
pondo
(fo)p(u +iv) = (fo)pu +i(fi)pv,

para todos u,v € T,M.
Agora, tendo em mente a definicao de variedade quasi-complexa podemos definir os

subespagos complexos n-dimensionais 7, M* e T, M~ de Tp/\/l(C como no Lema 1.24 obtendo

LM+ =T,M" e T,M* =T,M" & T,M",

onde

T,M* = {¢ € T,ME; J,¢ = i€}

Veja ainda que a prova do item (b) do Lema 124 garante que

{(%)p, ce (%)p} ¢ uma base de T,M™ ¢ {(%)p, ce (%)p} ¢ uma base para T, M™.

A préxima proposi¢ao garante que o espaco tangente a todo ponto de uma variedade

complexa vem munido de uma estrutura complexa (no sentido da Defini¢ao 1.21) canonica.

Proposicao 1.43. Seja M uma variedade compleza de dimensao complezan e (zy,. .., z,)
um sistema de coordenadas complexas para M definido em um aberto U C M. Entao, para

p € U, o operador linear J,, : T, M — T, M tal que

M) ()l (), e

independe das coordenadas z, = xj + 1y escolhidas e define uma estrutura complexa em

T,M.
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Prova. Para comegar, fixe um p € M e uma carta coordenada (21, . .., 2,) como no enunci-
ado, e assim, J, dado por (1.19), define uma estrutura complexa em 7, M. Agora estenda J,
a um operador linear em 7, M® como no Lema 1.24, ou seja, ponha J,(u+iv) = Jyu+iJ,v,
para todos u,v € T, M. Faca e, = (%)p eey = <6%k>p na prova do item (b) do mesmo

Lema. Logo, usando (1.19) temos que (em relagao a .J),
TLME =T,M" e T,M",

onde {(a%l) R, (%) }ébase para T,M™" e {(%) . (@) }ébase para T, M™.
P "/p 'Jp /p

Agora, tome outro sistema de coordenadas complexas (wy, . .., w,) numa vizinhanga de

p em M e I, a estrutura complexa de 7, M, ou seja,

0 /0 0 /0
Ip(a_w,)p = Z(a_@(%)p e fp(a—@,)p = —Z(a—m>p-

Queremos que [, coincida com J, em 7, M, e para isto, basta mostrarmos a coincidéncia
em T,MC. Assim, é suficiente mostrarmos, em relacdo & decomposi¢io em soma direta

Tp./\/l‘C = T,M" & T,M" induzida por J, que (8%19) € TL,M" e (%) € T,M™, pois
P P

4G, = ), = a0,

com 1isso teremos

e
0 A 0
W), ==, =2 (5m),
Para o que falta, o Lema 1.39 garante que
0 0z 0 n
(5u), = 5 )(5;), € oM
e —
0 0z; 0
—) == — T,M"™.
m
Assim, se M é uma variedade complexa, a  estrutura  quasi-

complexa J construida na proposicao anterior é denominada a estrutura quasi-complexa

canodnica de M. A partir da discussao que fizemos no inicio da Se¢ao 1.3, temos que

TME =TM" @&y TM. (1.20)
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Na expressao acima, TM™ e TM™ sao chamados o fibrado tangente holomorfo e
fibrado tangente anti-holomorfo, respectivamente, sobre M. A decomposi¢ao (1.20)

ainda induz uma decomposicao dual

T*M® =T M @y T* M.
Por definicao,

TM* ={X +iV; J(X +iY) = i(X +iY)}

e
TM™ ={X+iY; J(X +1Y) = —i(X +1Y)}
Assim,
JX +iJY ==Y +iX e JX +1JY =Y —iX,
e dai,
JX =-Y
JY =X
e
JX =Y
JY = -X
Aplicando J na segunda equagao dos sistemas acima, obtemos V¥ = —JX e Y = JX,

respectivamente. Assim, temos as caracterizacoes

TM'={X —iJX; X € TM} (1.21)
TM™ ={X+iJX; X € TM} (1.22)
de maneira que TM~ = T M+, onde a barra indica a conjugacao complexa. Também,

podemos construir um isomorfimo real de TM™ (resp, TM™) em T'M, fazendo correspon-

der

X — (X —iJX)(resp, X +1JX) VX € TM.

Usando a proposi¢ao anterior, temos um resultado que serda de nosso interesse no final

desta secao. Vejamos.
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Proposicao 1.44. Se M ¢é uma variedade complexa e J € sua estrutura quasi-complexa

canonica, entao J é completamente integravel.

Para uma demonstragao veja Proposicao 2.95 de [1].

Agora, vamos a definicao de holomorfia entre variedades complexas.

Definigao 1.45. Sejam M e N variedades complexas de dimensoes m e n, respectivamente.
Uma aplicagcio f : M — N de classe C' € dita ser holomorfa se, para todas as cartas
coordenadas complexas ¢ :U C M — C™ ep: V CN — C", com f(U) CV, a expressio
em coordenadas de f

Yo firog:o(U) = ¢(V)

for uma aplicacao holomorfa entre abertos de C™ e C".

A préxima proposicao serd de grande utilidade, e vale resaltar que a maioria das liter-

aturas trazem como defini¢ao.

Proposigao 1.46. Se J e J' sao as estruturas quasi-complexas canonicas das variedades
complexas M e N, respectivamente, entio uma aplicacio f : M — N de classe C* ¢

holomorfa se, e somente se, df, o J, = J}(p) odf, para todo p € M.

Prova. Considere (z1,...,2,) ¢ (wi,...,w,) sistemas de coordenadas complexas em viz-

inhangas de p € M e de f(p) € N, respectivamente, e

fCzr,ooizm) = (wi(z1, s 2m)s - Wa(21, -5 2m))

é a expressao de f com respeito a tais coordenadas, temos (omitindo o ponto p, se necessério)

que
dfp © Jp(%)p - dfp (i%)p B idﬁ(%)p
_ @'(awj 0 40w 0 )
Oz, Ow; Oz, 0w,
e

, o\ ., (Ow 0 w0
T e dh(g), = TG dw, | 0z 8@-)
N Z(@zk ow; + 0z, a@j)
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Assim, se df, o J, = J o) © df, para todo p € M, entao

= =0
6§k 6zk ’

para todos 1 < k <mnel<j<m. Dal, aexpressao acima garante que f é holomorfa.

Por outro lado, se f é holomorfa entao, pelos calculos acima,

dfy © (ai) Tio Odf”(azk)

Também, como nos calculos acima temos

0 ow; 0 ow; 0
d _ J J
fp(azk)p 921, 0w, | Oz, OW,
segue que
0 0
e 2), (),
Portanto, df, o J, = J}(p) o df,, para todo p € M. O

Exemplo 1.47. Considere a aplicagao f : R? — R? de classe C*°, onde J(z,y) = (—y,x)

é a estrutura quasi-complexa do R2. Dai, temos que

0 —1 Gu gu Gu gu 0 —1
JOdf:dfOJ o Jdr Oy _ or Oy
10 G o i 10
ox 0Oy ox Oy
o _ou ou _ou ou _ 0w
PN ~ oz oy _ oy oz = ox ~ Oy
ou ou ou _ow ou _ _ow
Oz Ay Oy oz oy ~ Oz

Assim, a proposicao acima estende a nocao de funcao holomorfa usual.

Tendo em vista a Proposicao 1.46, podemos definir ainda, que uma
aplicacao f : M — N de classe C! entre variedades complexas é dita anti-holomorfa
se, e somente se, df, o J, = —J}(p) o df,, Vp € M.

Para o que segue precisamos da seguinte

Definicao 1.48. Seja M uma variedade complexa com estrutura quasi-complexa J. Uma

métrica Riemanniana (-,-) diz-se uma métrica Hermitiana se
(X, YY) =(X)Y) (1.23)

parap e M e XY € T,M.
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Dada uma métrica Riemanniana qualquer g = (-,-) em M, podemos estendé-la a um

2-tensor simétrico
9= () XM)" x X(M)® - C*(M;C)
pondo

g(X +4iY, X' +iY") = (g(X, X") — g(YV, V") +i(g(X,Y") + (X', Y)).

Veja que
h(&,m) = g(&m)

define uma métrica Riemanniana em T MC.
Proposicao 1.49. Qualquer variedade complexa admite uma métrica Hermitiana.

Prova. Seja M uma variedade complexa e (-,-) uma métrica Riemanniana qualquer em

M. Defina

para quaisquer X,Y € T, M. Dai, veja que

X LYY = X, Y ) a+ (X0, (Y )
= (L,X, L,Y)r+ (=X, -Y)r
= (X, L,Y)r+ (X, Y)r
= (X,Y),

Portanto, (1.24) é uma métrica Hermitiana em M. O

Uma variedade complexa com uma métrica Hermitiana é chamada uma variedade

Hermitiana.

Definigao 1.50. Seja M uma variedade Hermitiana. A forma Kahler associada a M é

a 2-forma w definida por

w(X,Y) = (JX,Y). (1.25)
Observe que

w(X,Y) = (JX,Y) = (J,(JX),,Y) = —(X,JY) = —w(Y, X).
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Lema 1.51. Se M ¢ uma variedade Hermitiana com dimensao (complexa) n e p € M,
existem uma vizinhanca U C M de p e um referencial ortonormal positivo em U da forma

{er, Jey, ... en, Je,}.

Prova. Seguindo o que fizemos no Lema 1.26, se e; ¢ um campo unitario numa vizinhanca

Uy C M de p, temos que (Jey, Je;) = (e1,e1) =1 e
(Jer,er) = (J%ey, Jer) = (—ey, Je1) = —(Je, e1),

logo (Jey,e1) =0 e, portanto, {ey, Je; } forma um conjunto ortonormal em X(U;).
Diminuindo Uj, se necessario, tome, numa vizinhanca Uy C U; de p, um campo unitario
es, ortogonal a ambos e; e Je;. Uma repeticao do argumento acima garante que o conjunto

{e1, Jey, ea, Jea} é ortonormal em X(Us). Por fim, repetindo o argumento acima mais n — 2

vezes, chegamos a um conjunto ortonormal {ey, Jey, ..., e, Je,}, definido numa vizinhanca

U, C M de p. Basta entao fazer U = U,,. O

Definicao 1.52. Nas notagoes do lema acima dizemos que

{e1, Jey,...,en, Je,} € um referencial Hermitinano em U. O  corefe-
; : / 4

rencial associado {wy,w], ... ,wp,w} € tal que

wi(X) = (X, ¢;) e wj(X) = (X, Jej)
para todos 1 < j<neX € X(U).

Lema 1.53. A expressao da forma Kahler w de M em relacio ao corefe-

rencial de um referencial Hermitiano como acima €
. /
w= E wj A\ Wi (1.26)
J

Prova. De fato, veja que

w(ej,er) =w(Jej, Jep) =0 e wlej, Jeg) = —w(Jej, ex) = .
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Dali, temos

w = Zw(ej, ex)wj A wi + Zw(Jej, Jep)w; A wy,

i<k <k
+ Zw(ej, Jer)wj Awy, + Zw(Jej, er)w; A W
i<k i<k
= Z 5jkwj A\ (.A)]/C
J<k

= ij/\w}
J
0

Definigao 1.54 (Variedade Kihler). Se M € uma variedade compleza com estrutura

quasi-compleza J, uma métrica Kahler em M ¢é uma métrica Hermitiana g em M cuja

forma Kdhler é fechada. Nesse caso, (M, J,g) é uma variedade Kéhler.

Exemplo 1.55. Com a estrutura quasi-complexa canonica e a métrica Euclidiana canonica,
o espaco C" é uma variedade Kéhler, denominada o n-espago Euclidiano complexo. De

fato, tome (z1,y1,...,Tn,yn) as coordenadas canonicas de C" ~ R?". Dali,
0 0 g 0 o 0
<‘]<a_;cj>"]<a_xk>> = <a_%’a_%> = O = <a—%737k>‘
Da mesma maneira,
0 0 g 0 0 0 o 0
<‘]<a_xj>"]<a_%>>:<a_xj’a_%>’ <J<a_%>’J<a_%>> :<a—%’a—yk>-

Assim, a métrica canonica é Hermitiana. Agora, se w é a forma Kahler correspondente,

temos

w = D w (ai aindeI“Z (ai aa ) A du

Jj<k J<k

-I-Z ( )dyj/\dyk

= ;:<a?/j 8ik>dxj/\d:rk—|—z<ayj aak>dxj/\dyk

g 0
— d d
<axj I ) 1
= Zéjkdfbj/\dyk:diﬂj/\dyj.

j<k

Logo, dw = d(dx; A dy;) = 0.
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Proposicao 1.56. Seja M uma variedade Hermitiana com estrutura quasi-complexa J e
conexao de Levi-Civita V. Entao M é uma variedade Kdhler se, e somente se, VxJ =0

para todo X € X(M).

Prova. Considere os campos X, Y, Z € X(M) quaisquer. De (2.15) temos que

(dw)(X,Y, Z) = (Vxw)(Y, Z) = (Vyw)(X, Z) + (Vw)(X,Y) (1.27)

Agora veja que,

(Vxw)(Y.Z) = X(w(Y,2)) —w(VxY,Z) —w(Y,VxZ)
= X(JY,Z) = (JVxY,Z) — (JY,VxZ)
= (VxJY, Z) + (JY,VxZ) — (JVxY, Z) — (JY,VxZ)
= (VxJY,Z) — (JVxY, Z)
— (VxJ])Y,2),

e por (1.27)
(dw)(X,Y, Z) = (VxJ)Y. Z) — (Vy D)X, Z) + (V2])X,Y). (1.28)

Assim, se VxJ = 0 para todo X € X(M) entao pela tltima relacao acima temos que
dw = 0, e assim, M é Kahler.

Reciprocamente, como J? = —Id, temos que

VJ2=0= (VJ)J+JV.J=0. (1.29)

Veja ainda que sendo N o tensor de Nijenhius de M, temos
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N(X,Y) =[JX,JY] = J[JX,Y] - JIX,JY] — [X,Y]

=Vix(JY) = Viy(JX) = J(VixY) + J(Vy(JX)) = J(Vx(JY))
+J(Vyy X) = [X,Y]
= Vix(JY) = J(Vyx(JY)) = Vi (JX) + J(Vy X) + J(VyJX)
— J(VxJY) - [X,Y]

= (Vyx )Y) = (Voy J)(X) + J(VyJX) — J(VxJY) a0
— (VxY — VyX)
= (Vux N)Y) = (Vy J)X) + J(Vy JX) + Vy X — J(VxJY)
—VyY
— (Vux))(Y) = (Voy J)(X) + J(Vy JX = J(Vy X))
— J(VxJY — J(VyY))
= (Vux )(Y) = (Voy )(X) + T(Vy ) (X)) = J(Vx T)(Y)).
Agora, utilizando sucessivamente (1.28), (1.29) e a métrica de M sendo Hermitiana,

de (1.30) obtemos que

dw(X,Y, Z) — dw(JX,JY, Z) =

(Vx)Y), Z) = (VyI)(X), Z) + (V2 ])(X),Y) = (VuxJ)(JY), Z)
(Vo )(IX), Z) = (V2 ])(JX), JY)
= ((Vx)(Y), Z) = (VyI)(X), Z) + (V2 ])(X),Y) + (J(VuxJ)(Y)), Z)
— (J(Vy N)(X)), Z) + {(J((V2])(X)), JY)
= (J(Vux)(Y)), Z) = (J((Voy J)(X)), Z) = (Vy)(X), Z)
H{(Vx)(Y), Z) +2(Vz ) (X),Y)

{ )

= (J(Vux)(Y)) = J(Voy )(X)) = (V¥ J)(X) + (VxJ)(Y), Z)

= (Vo J)(X) + J(Vy J)(X) = J(VxJ)(Y)), Z)
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Assim, se dw = 0 entao

Como M é uma variedade complexa entao a Proposicao 1.44 nos garante que J é comple-

tamente integravel, dai pela Proposicao 1.30 temos que N =0 . Logo,
(VzJ)(X),Y) =0
para todos X,Y,Z € X(M). Portanto, Vx.J = 0 para todo X € X(M). O

Coroléario 1.57. Seja M uma variedade Kahler de dimensao (complexa) n. Dado p € M,

existem uma vizinhanca U C M de p e um referencial Hermitiano em U geodésico em p.

Prova. Tome uma bola normal U C M centrada em p e, pelo Lema 1.26, uma base
Hermitiana {e1, Jye1, ..., en, Jpe,} para T, M. Transportando paralelamente tais vetores
ao longo dos raios geodésicos de U que partem de p, obtemos um referencial ortonormal
{e1,€],... en, €.} em U, o qual é geodésico em p.

Vamos mostrar que e, = Jey em U, para 1 < k < n. Com efeito, dado ¢ € U, considere
a geodésica radial « : [0, 1] — U tal que v(0) = p e v(1) = ¢. Usando a proposi¢ao anterior
temos

D
Ejek = V'y’Jek = valek = 0.

Assim, Jey, é paralelo ao longo de v. Como

er(p) = Jper = (Jex)(p),

entdo pela unicidade do transporte paralelo obtemos que €) = Jey ao longo de v, e dai, em

particular, e}, = Je em ¢g. Como ¢ é arbitrario, segue que e, = Je;, em U. [



Capitulo 2
Aplicacoes Harmonicas

Neste capitulo vamos apresentar os rudimentos da teoria de aplicagoes
harmonicas necesséarios ao entendimento do teorema de Lichnerowicz 3.6. Seguimos essen-

cialmente a referéncia [12].

2.1 Aplicacoes harmonicas

Ao longo desta segao, M denota uma variedade Riemanniana n-dimensional sem bordo
e com conexao de Levi-Civita VM, e E um fibrado vetorial Riemanniano sobre M, com
métrica (,)p e conexdo V. Para dar inicio a esta se¢do, comecemos com a defini¢ao de
fibrado induzido sobre M por uma aplicacao suave f.

Seja f : M™ — N™ uma aplicacao suave entre variedades Riemannianas, 7 : F' — N
um fibrado vetorial suave de posto k. Considerando o Lema 1.4, definimos um fibrado

g E — M, dito induzido por f sobre M, da seguinte maneira:

E F
e | |7F
M — N
f

(a) Ponhamos

E=[] Fro) = {(p.v);p € M,v € Fy)}
pEM

e mp(E,) = p para cada p € M.

40
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(b)) Tome uma cobertura aberta {Vo}aea de N tal que, para cada
a € A, tenhamos uma trivializacdo local ¥, : 75" (V,) — V, x R¥ para F. Se U, =
7' (V,) entao  {Us}laea ¢é uma  cobertura  aberta de M e
v, : w;l(Ua) = HPGUQ Fy(p). Denotando por mp : V, X RF — RF a projecao so-

bre o segundo fator, definimos ®, : 7, (U,) — U, x R¥ por

Do (p,v) = (p, (m2 0 Vo) (f(p),v)),

obtendo uma bijecao de 7' (U,) em U, x R* que é um isomorfismmo linear se restrita

a E,, pois U, : Fp) — {f(p)} x R* é um isomorfismo linear.
(¢) Para «, 8 € A tais que U, N Uz # 0, temos V,, N V5 # 0.

Para o que segue, denotaremos o fibrado induzido pela aplicacao
f:M— N por [7IF.
Dado um aberto V' C N, dominio de uma secao local n : V' — F para F, uma segao

local de f~'F é uma aplicagao o : U — f~'F, com U = f~1(V), dada por

a(p) = (p,n(f(p)),

onde 7(q) € F, para cada ¢ € V. Vamos denoté-la simplesmente por 7o f.
Podemos tornar o fibrado f~'F um fibrado Riemanniano quando F ¢ um fibrado vetorial

Riemanniano de acordo com préxima proposicao.

Proposicao 2.1. Seja F' um fibrado vetorial Riemanniano com métrica (,)p e conexdo

VE An, ...} um referencial local para F sobre o aberto Ve N e U = f~1(V).
(a) Se 1,09 € T(f1F) sao dadas em U por oy = a;(n; o f) e 02 = b;(n; o f), entdo
(01, 02) = a;bj((ni,mj)r © f)

independe  do  referencial  {m,...,mx} e define wuma métrica Rieman-

niana em f~F.
(b) Se X € X(M) eco € T(f~'F) € dada em U por o = a;(n; o f), entdo

(Vx0)(p) == X (a:)(p)(ni o /)(p) + ai(p)(V {1y, x,m) © f

independe do referencial {n,,...,nx} e define uma conexdo em f~'F.
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Além disso, (f~'F,(-,-),V) é um fibrado Riemanniano.

Para uma prova do resultado acima veja Proposigao 1.41 de [1].

Agora, dada f : M — N suave e o fibrado f~'TN sobre M, induzido por f a partir do
fibrado tangente de A/, um referencial local {eq,...,e,} para TN sobre o aberto V-C N é
um conjunto de n campos de vetores suaves em V', L.I. em cada ponto. Podemos escrever
duas segoes v e w de f~'TN na forma v = a;(e; o f) e w = bj(e; o f).

Denotando por V tanto a conexdo de Levi-Civita de N quanto a conexao de f~'TN,

temos para X € (M) e v € I'(f~'TN) dado como acima que
(Vxv)(p) = X(a;)(p)(ei o f)(p) + ai(p)(V(),x,) o f-
No caso em que o referencial é geodésico em f(p), temos
(Vxv)(p) = X (a;)(p)(ei o £)(p)- (2.1)

Lema 2.2. Sejam f: M — N uma aplicagio suave, p € M, X € X(M) ev € T(f'TN).

Se vy :(—€€) — M € uma curva integral de X que passa por p em t =0, entdo

Dv
Vxv =—1 2.2
(Vxo)o) =] 22
onde, no sequndo membro da igualdade acima, % denota a derwada cova-
riante em N ao longo da curva f oy, v =v(t) é um campo ao longo da mesma e £ é

dt =0

visto como um elemento de (f'TN),.

Para uma prova do lema acima, veja Lema 1.42 de [1].

Dado X € X(M), denotamos por f,X a secao de f~'TN tal que

para todo p € M. Com as notagoes e convencoes do Lema acima, obtemos que
D
(Vx £.Y)(p) = E((f*)v(t)yfy(tﬁ . (2.4)

Quando nao houver perigo de confusao, escreveremos a igualdade acima como
Vx Y = Vf*Xf*Ya (2'5)

convencionando-se que seu segundo membro denota o segundo membro de

(2.4).
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Sejam X,Y € X(M), e df a 1-forma com valores no fibrado vetorial induzido f~'TN
definida por
df (X) = f.X,

a qual é uma segao do fibrado vetorial TM @ f~'TN. Temos ainda que Vxdf € T(T*M ®
f7YTN), onde V é a conexao induzida no fibrado vetorial T*M @ f~'TN. Quando nao
houver confusao, denote ainda por V para indicar diferentes conexoes em fibrados diferentes.

Tendo em vista a discussao acima, temos a

Defini¢ao 2.3. A segunda forma fundamental de f € a secao By do fibrado de homo-
morfismo Hom(TM @&w TM; f7ITN) tal que

para todos X,Y € X(M).

Observe que By ¢é linear em X e Y. Além disso, ela é simétrica como veremos na
proposigao a seguir. Mas, primeiramente, recorde (cf Segao 3.3 de [3]) que se ¢ : U C R? —
M é uma superficie parametrizada, entdo em ¢(s,t) que

Doy Doy
~ v _=7r 2.7
Os ot 0Ot 0s (2.7)
Proposicao 2.4. Se f : M™ — N™ é uma aplicacao suave, entdo, para todos X,Y €
X (M), temos

By(X,Y) = By(Y, X).
Em particular, Bf(X,Y) s6 depende em p de X, e Y.
Prova. Observe que

Com efeito, para provar a igualdade acima, fixe um p € M e considere primeiro o caso em

que X = g—‘g’ eY = %—‘f, onde ¢ : U C R? — M é uma superficie parametrizada. Note que

dp 8g0]

XY= 5%

Veja ainda que por (2.4) temos

D 0y
VxfiY = s ((f*)w(aﬂ%)v
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em que no segundo membro % denota a derivada direcional com respeito a superficie

parametrizada f o : U — N. Dai

D O(f o ¢)
Y = =
Vil ds Ot
e, de maneira andloga,
Do(feop)
X = )
Vvl dt  0Os

Assim, segue de (2.7) que

Do(foyp) DI(foyp)

WY — X = — =0.
Vit Vv/ ds ot  dt 0s
Agora, no caso geral, tome os campos X = aia%i eY = bj%, onde 3%1, cee % sao os
campos coordenados em uma vizinhanca em M. Assim, veja que
0 0
* X7 Y| = * [ 7 ]
f [ ] f Aix— Jaxj
81) 0 da; 0
(a0 0
4 (“ oz, 83:*] 79, O;
da; ., 0
_ J ip 9
N f jﬁxjf ox;
Por outro lado,
0 0 ob; . 0
VXf “ vaizz ]f 85@' “ ]v’%zf al’j ta 81sz al’j

De forma analoga,
oa; 0
+ — b fi—.
090, 8 X ]f 8[)3Z

0
No entanto, o primeiro caso nos garante que V f* 9e; =V % figa- Logo,

va*X azb v f

Bai b 0

J J ?

= f*[XvY]
[

Defini¢ao 2.5. Uma aplicacao suave f : M — N € dita totalmente geodésica se

By = 0.
No que segue, precisamos da definicao que sera crucial no restante do nosso trabalho.

Definigao 2.6. O campo de tensao da aplicagio f: M — N € o traco 7(f) da sequnda

forma fundamental By em M.
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Simbolicamente, se {ej,...,e,} é um referencial ortonormal em um aberto U C M,

entao 7(f) é segao de f~'TN dada em U por

7(f) = Bylei, i) = (Ve,df ) (e:). (2.8)

Agora, temos a defini¢ao principal desta Segao.

Definicao 2.7. Uma aplicagio suave f : M — N € dita ser harmonica se 7(f) = 0 em

M.

Exemplo 2.8. Seja f : M — N e faga NV = R. Entao, f é harmonica no sentido da

Definigao 2.7 se, e somente se, ¢ harmonica no sentido usual.

De fato, tendo em consideracao que a conexao de f~'TR é a derivada direcional usual

de funcoes, temos

=ei(ei(f) = (Vee)(f) (2.9)
—Af.

Exemplo 2.9. Uma imersao isométrica f : M — M é harmonica se, e somente se, é uma

imersao minima, i.e., H = 0.

Com efeito, denote por V as conexdes de M e f~'TM, e por V a de M. Lembre
que toda imersao é localmente um mergulho. Dai, dado p € M podemos escolher uma
vizinhanga aberta U C M de p tal que fy seja uma mergulho. Veja ainda que sendo f

isométrica obtemos

Vxf.Y =V, xf.Y.

Fixando em U um referencial ortonormal {ey,... e}, sendo H o vetor curvatura média

de f, segue da Proposigao 2.6 de [1] que
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7(f) = (Vedf)e
= Ve fuei = [iVee
= Viefei— LVee
= (Viefsei)"
= mH.

Proposi¢ao 2.10. Seja f : M — N wuma aplicagio holomorfa (anti-

holomorfa) entre variedades Kdhler. Entao f € uma aplicagao harmonica.

Prova. Para o caso holomorfo, seja By a segunda forma fundamental da aplicacao f, a

qual é uma forma quadratica simétrica em 7'M com valores em f~'TN. Lembre que
(VxJ)(Y)=Vx(JY)—J(VxY).

Agora, sendo J e J' estruturas quasi-complexas de M e N, respectivamente, entao apli-

cando as Proposicoes 1.46 e 1.56 obtemos
By(X,JY) = (Vxdf)(JY)
=Vx/fJY — L,VxJY
=VxJ' .Y = f.JVxY
=J'Vx Y = Jf.VxY
— J(VxfY — f,VxY)
= J'By(X,Y).
Como By(X,Y) é simétrica em X e Y entao
By(JX,Y) = JByX,Y). (2.10)
Como M e N sao Kahler, escolha um referencial local hermitiano
{e1,...,en, Jer, ..., Je,}. Dai, por (2.10) obtemos,
7(f) = By(Jej, Jej) + Bylej ¢5)
= (J”By(ej, ¢5)) + Bylej, ¢))
= —Bjy(ej,€5) + Bylej e5) = 0.

O caso anti-holomorfo ¢ anélogo. O



47

Definicao 2.11. Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional com conexao de

Levi-Civita V. A métrica de Gramm em A*M € definida, para w,n € Q¥(M), por

<Wa7l>p: Z wp(eila"'7€ik)np(€i1a"'7€ik)a

11 <<t
onde {e1,...,e,} € um referencial ortonormal para TM numa vizinhanga de p em M
Seja. # : FE — M um fibrado vetorial Riemanniano sobre uma va-

riedade Riemanniana M.  Considere o fibrado vetorial A*M ® E. Toda secao
w € N(A*M ® E) é chamada uma k-forma diferencial exterior com valores em E.

Se w € MMM @ E) e X1,..., Xy € X(M), lembre que anteriormente escrevemos
w(X7, ..., X;) para denotar a se¢do de E obtida por intermédio da identificagao (1.3), ou

seja,

W(Xl,...,Xk):w]‘(Xl,...,Xk)é—j, (211)

Se W = wj & fj, com wj c Qk(U> [§] éj S P(E|U)
A identificacdao acima se estende & métrica (,) e & conexao V usuais em A*M @ E, ou

seja, se 0 € DN(N*M @ E) e {ey,...,e,} é um referencial em um aberto de M, entao

(w,0) = (w(eq, ..., e,),0(€,....6,))E (2.12)

De fato, seja 0 = 6; ® (;, com 6; € Q¥(U) e (; € ['(E|y). Denote as métricas envolvidas por

(,), caso nao tenha perigo de confusao. Dai, segue das Defini¢oes 2.11 e 1.18 que

(w,0) = (w;,0;)(&,Gle

(wilei, - eq),05(ei, - €)) (&, GE
(wileir, - e3)&, (€, e )¢) B
(Wleis i), 0(ei, v ei)) pe

De acordo com a Definicao 1.18 a conexao induzida em A*M ® E é dada como segue.

Definigao 2.12. Seja w = w' @ s € N(AAM @ E) com ' € T(A*M) e s € I'(E). Para
qualquer X € X(M), definimos a conexdo induzida em A*M ® E por

Vixw=(Vx)®s+w ®Vys. (2.13)
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Proposicao 2.13. Dados os campos X1, ..., Xy € X(M), temos que

(Vxw)(X1,.., Xp) = VEW(X1, .. Xp) = Y w(Xy, . VX, X)), (214)

J

Prova. Segue de (2.13) que

(VXUJ)(Xl, e ,Xk)

= (Vx)(X1,..., Xp) @5+ (Xy,..., X)) ® Vis

= Vx(W(X1,..., Xp)@s+ Y (X1, VxX;,...,Xx) @

J

HVx (WX, X)) @) = Vi (WX, X)) @

= Vx(W(X1,..., X)) ®s) = > o (X1,...,VxXj, ...
J

= VRW(X1,... . X)) = > w(Xi,...,V¥X;, ...

J

,Xk)®8

7Xk)

]

Para o que segue, precisamos estender o operador derivacao exterior para fibrados Rie-

mannianos. O proximo resultado nos da uma pequena idéia de como fazer isso.

Proposigao 2.14. Seja M uma variedade Riemanniana com conexdao de Levi-Civita V.

Se w € QF(M), entao

dw(Xy, ., Xpr) = ()N (Vxw) (X1, .., X,

Prova. Segue diretamente da Proposigao (12.19) de [5], que

dw(le s 7Xk+1)

— Z(—l)i_lXi(w(Xla . ,5(:2', e ,Xk—‘rl))

+Z(—1>i+jW([Xi,Xj],X1, . 7)?1'7 . ,Xj, e

1<j

Usando que [X;, X;] = Vx, X; — Vx,X; deduzimos

 Xin). (2.15)

7Xk+1)'
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dw(Xla R 7Xk+1)
= Z(_1>i71Xi(w(X17 X X))

+ Z(—l)i—’—jW(VXin - vXinu Xl, ce 7)?i7 o ,Xj, PN 7ch+1)
1<j
= Z(_l)z_lXZ(w(Xh s 7)?2'7 s )Xk-i-l))

+ Z(-l)%&(Xl, c. 7)’51', ey VXZAXVJ7 c. >Xk+1>
——

1<J ’
J
+ Z(—l)jw(Xl, con 7VXin7 ce ,Xj, NP ;Xk+1)
i<j —

i

- Z(_l)i_l(VXiW)(Xh s w)?ia ‘e ,Xk+1).

i

Agora, considerando (2.15), temos a defini¢ao

Definicao 2.15. Se M é uma variedade Riemanniana e E um fibrado vetorial Riemanni-

ano sobre M, a diferencial exterior
d:T(NM@E) - T(A""M®E)
¢ definida, para w € T(A*M ® E), por
do(X1,. .., Xpp1) = (1) HVx,0) (X1, o, Xy, Xipr), (2.16)
onde Xi,...,Xpi1 € X(M) e V denota a conexio de ANM @ E.

Observe que nao é claro que a igualdade d?w = 0 ainda ¢ verdadeira. Vejamos o préximo

lema.

Lema 2.16. Se w € ['(A*M ® E), entdo
dQW(Xla s 7Xk+2) - <_1)Z+j(R(X17X])w)(X17 s 7)?i7 SR 7)?j7 R 7Xk+2)7

onde a soma no sequndo membro acima se estende aos pares ordenados (i, ) tais que i < j.
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Prova. Como ambos os membros da igualdade acima sao C°°(M)-multilineares, basta
verificd-la em p € M, supondo ainda que Xi,..., X o sao elementos de um referencial

geodésico em p € M. Assim, temos [X;, X;](p) = 0, e por (2.14), segue que, em p

d2w<X17 s JXk+2) = d<dw(X17 s 7Xk+2>>
= (—1) N Vx,dw) (X1, X, Xigo)
= (—1)Y 'V dw(X1, ., Xy, Xiya)

= (1w (X, Ve X X Xi)

i

= D ()Y (Vaw) (X, Ko X Xiye)

i<j
+ Z(—l)i+j_2VXj (inCU)(Xl, ce 7)?ja ce 7)?i N 7Xk+2>
i>j
= > (—1)"M(Vx, Vxw — Va, Va,w) (X1, Xy, X Xign)
i<j
= Z(—l)Z+J(R<XZ, Xj)W)(Xl, ce 7)?1’7 ce ,Xj, ce ,Xk+2).
i<j
O
Definicao 2.17. Seja M"™ uma veriedade orientada. O operador codiferencial ¢ :
L (AMMM®@ E) = T(A*M @ E) € definido por
5(4)(X1,...,Xk) = —(Veiw)(ei,Xl,...,Xk), (217)

onde {e;} € wma referencial  ortonormal local na  wvizinhan¢a  dada e
I (A*M ® E) denota o espago das k-formas diferenciais exterior de suporte compacto com

valores em E.

Vamos estabelecer uma relacao entre d e §. Mas, para isto, precisamos da definicao

seguinte.

Definicao 2.18. Sejam as k-formas diferencial exterior w e 6. Definimos o produto interno

global entre elas por

(w,0) := /M (w,0)dM. (2.18)
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Lema 2.19. Seja M orientada e {eq,...,e,} um referencial ortonormal positivo em U C
M, com co-referencial associado {wy, ... ,w,}. Sen € Q""Y(M), entao temos em U que
dn = w; A V. (2.19)

Prova. Observe que (2.19) independe do referencial ortonormal escolhido. Assim, basta
que verifiquemos em p € M. Para isto, tome um referencial {e;,...,e,} numa vizinhanga
de p, geodésico em p.

Considere {wy,...,w,} o co-referencial associado e escreva
n= (D" awi A...AGA ... Aw,.
Uma vez que wyj(er) = (Ve €i,e;) = 0 para 1 < k < n, temos w;; = 0 em p. Logo, pela
Proposigao 1.30 de [2] temos que, em p, dw; = w;; Aw; = 0. Dal,
dn = (=1)""dawi A... AT A ... Awy)
= (=) Mday Awi AL ADA L Awy
= (=1)"ejla)w; Awr A ADEA L AWy
= eia)wi Ao AW AL A wy
= ¢i(a;)dM.
Por outro lado, ainda no ponto p, temos V.,w; = 0, ja que
(Vewj)(er) = ei(wj(e)) —wj(Veer) =0
em p, V1 < k <n. Assim, também em p, segue que
Vet = Ve (=D lawi A AG AL Aw,
= (—1)i’1vejaiw1 Ao NG;N N wy
= (=) tejlai)wr A AB AL Awy
(=) a;Vewi A ADIA L Awy,
= (—1)i’1ej(ai)w1 AN NN N wy.
Portanto , em p,
wj AVen = wjA (—1)i_lej(ai)w1 Ao NGN N wy
= ei(a)wi A AW AL AWy

= e;(a;)dM,
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isto conclui a demonstragao. O]
Feito estas consideracoes, temos a relacao entre os operadores d e d na seguinte proposicao.

Proposicao 2.20. Seja M uma variedade Riemanniana orientada e compacta, e 7w : E —
M um fibrado vetorial Riemanniano. Entdao, os operadores d e § sao adjuntos com respeito

ao produto interno definido acima.

Prova. Segue de (2.14) que o segundo membro de (2.17) independe do refe-
rencial escolhido. Assim, escolha um referencial ortonormal local positivo {ey, ..., e,} numa
vizinhanca de p € M e geodésico em p. Tome aindaw € I (A*M®FE) e € T (A" "TM®E).
Veja que de (2.14) e (2.16), temos

(dw,0) = (dw(ei,... €, ),00e,... ,eik+1)>
= ((Veijw)(eil, €y ), 0(e e )
- (—1)j*1(veijw(eil, . ,a-j, . ,eikﬂ),@(eil, o eikﬂ))
= (—l)j_leij (w(ei, ... ,é}j, cosei ) 0(e, ,eik+1)>

—(—1)j_1<w(eil, R ,gij, R ,6ik+1>,veij6<€il, e 7€ik+1)>‘

Vamos provar que a segunda parcela acima é igual a (w,d0). Com efeito, novamente

por (2.14),temos

(w,00) = (W(€iy; €5 i), 00(€iy, .o €5y €ipyy))
= <w(eil,...,/e}j,...,eikﬂ),—(Veije)(eij,eil,...,é}j,...,eikﬂ))
— —(w(eil,...,é}j,...,eiHl),Vein(eij,eil,...,@j,...,eikﬂ))

= —(=1" Huw(ey,... y€ijs e Cigr )y Veiiyﬂ(eil, iy )

como queriamos.

Para a primeira parcela, seja {w1,...,w,} o co-referencial de {ey,...,e,} e defina n €
Q"1(M) por
N = (W€, Ciyresiyy),0(Ci, e Wi A AD, AL A wy.
Veja que a (n—1)-forma 7 estd bem definida, pois tomando {€1, ..., €,} outro referencial

ortonormal positivo na mesma vizinhanga de p, com €; = a;;je;, dai, (a;j)nxn ¢ ortogonal
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com determinante igual a 1; sendo {wi,...,w,} o co-referencial correspondente, temos
w; = aj;w; e da,

D= (W@, s Cir)s O@irs s i DL - AD A ATy,

Agora, pelo Lema anterior, dn = w; A V,,n, e ainda pela prova do mesmo lema, obtemos

(Ve,wi)(p) = 0. Logo, em p

Ven
= Vel<w(ei1,...,/e}j,...,eik+1),9(ei1,...,e,-kH))wl /\/\ZJZJ NN\ wy
= (W€, € iy )y 0(€is iy )WL A AL A AWy

F(W(€iys s Cipsee s iy )y 0(€ays i ) Ve (Wi A NG AL Awy)

= (W€, € iy )y 0€is iy )WL AL AL A A Wy

Logo, ainda em p,

dn = w; AVen
= wiAefw(ei,. .. Ciyeneiy ), 0(ei, e Wi A AD AL A wy
= (_1)jilei]’<w(ei17- .. ,/e\l-j, .. '7€ik+1)79(6i17 R ,eikH))wl VAN AN,

= (—1)j_1eij<w(ei1, e ,/e}j, Ceey eik+1)’9(ei1? Ce 7eik+1)>dM-

Substituindo os cdlculos acima em (dw, f), obtemos que (a principio em p, e logo em

toda M) vale

(dw,0ydM = (—1)3"161-]. (W(eiyy -y CijyeosCipyy), 000,54, ))dM
+(w, 00)dM = dn + (w, §6)dM.

Integrando em M e usando e Teorema de Stokes, obtemos
/ (dw,0)dM = / dndM —I—/ (w,60)dM = / (w,60)dM.
M M M M
O resultado segue de (2.18). O

Agora que ja conhecemos os operadores d e 9, podemos dar uma definicao muito impor-

tante.



Definicao 2.21. O operador de

rador

A =dd + dd.

Uma k-forma w com valores em E é harmonica se Aw = 0.

Proposicao 2.22. Se M™ é compacta e orientada, entao:

Hodge-Laplace em A"M ® E

o4

0 ope-

(a) O operador de Hodge-Laplace em A*M @ E é auto-adjunto e positivo semi-definido

(b) Uma k—forma w € T.(A*M ® E) é harmonica se e s6 se dw =0 e dw = 0.

Prova. Tome w,f € T'.(A*M @ E). Dali, pela Proposicao 2.20 temos

(Aw, ) = /M (6 + 8d)w, 0)dM

_ /M<d5w,0>d/\/l+ / (6dw, ) dM

M

— / (dw, 60)dM + / (dw, d)dM
M M
= (8w, 60) + (dw, db).

Trocando w por 6 e § por w em (2.20), concluimos que

(A, w) = (60, 6w) + (df, dw) = (Aw, ).
Logo, A é auto-adjunto.
Agora, fazendo 6 = w em (2.20), obtemos
(Aw,w) = (dw, dw) + (dw, dw) > 0.
Assim, A é positivo semi-definido.

Para o item (b), se dw =0 e dw = 0, entao

Aw = (dd + dd)w = ddw + ddw = 0.

(2.20)

(2.21)

Reciprocamente, se w é harmonica (i.e., Aw = 0), entao por (2.21) que dw = 0 e

ow = 0.

]
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Definigao 2.23. O trago-Laplaciano de E ¢ o operador V? : T'(E) — T'(E), definido no
aberto U C M por
V277 = Vgi_n — v@%n,

7

onde {ey,...,e,} € um refencial ortonormal em U.

Podemos ver o trago-Laplaciano como uma generalizacao natural do Laplaciano or-
dinéario para fibrados vetoriais suaves quaisquer, pois se £ = M x R é o fibrado trivial de

posto 1 sobre M e f € C*M, a defini¢ao acima nos da

Vf =eileif) — (Vile) f = AFf.

2.2 Primeira e segunda variacoes da energia

Ao longo desta secaio M e N denotarao veriedades Riemannianas de dimensoes m e n, com
métricas (-, )m e (-, "), respectivamente, sendo M orientada pelo elemento de volume
dM. Aqui, faremos uma relagao entre o campo de tensao e a energia de uma aplicagao
suave f: M — N.

Seja f : M — N uma aplicacao suave. A densidade de energia da aplicacao f ¢é a

funcao suave

1
e(f) = S lff, (2.22)
onde |df|? denota a norma de Hilbert-Schmidt de df.
Em particular, dado um referencial ortonormal {es, ..., e,} no aberto U C M, temos
1
e(f) = S{(f)le), (f)(ei))w (2.23)

Para o préximo resultado, recorde (cf Lema 4.1, Capitulo 4 de [3]) que se ¢ : U C
R? — A é uma superficie parametrizada, V' é um campo de vetores oa longo de v e Ry é

o operador de curvatura de N\, entao

DD DD oY O
geo’ oo = (55

Lema 2.24. Sejam f: M — N uma aplicagio suave, Ry o operador curvatura de N e R
o operador curvatura de f~'TN. Para X,Y,7Z € X(M) e p € M, temos

(2.24)

(R(X,Y)[.2)(p) = (p, Bar((f)p X, (f£)pYp) Zp) (2.25)
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Prova. Como ambos os lados de (2.25) é C*°-multilinear, basta provarmos no caso em que
Xo(st) = g—f e Yo = aat, onde ¢ : U C R?> — M ¢ uma superficie parametrizada em M,
tal que ¢(0,0) =p

Aplicando duas vezes (2.4), obtemos

ViV e £.2)0) = 3 Floto Zoten|__

D

e 5, no lado direito acima denotam derivadas direcionais com respeito a superficie

D
onde 5

parametrizada f o ¢ : U — N. De maneira anéloga,

DD
(V%V%f*Z)(p) dtd (f) )th(s,t) s,t:O‘
Como [g—f, %—f} = 0, temos por (2.24) que, em p
dp Oy _
R(as at)fZ _ v%v%f*z—v%fv@f*z
DD
= - T \Ux)p(s Z s * (s
(ds dr ot Zetan) = dtd A Zoten) 54=0
_ O(fop) O(fop)

= R/\/((f*)pg—w, (f*)p%) (f)pZp

= RN((f*) pv(f*) )(f*)pr

]

Daqui em diante, sempre que nao houver perigo de confusao, escreveremos a igualdade

do lema acima da forma
R(X,Y)f.Z = Ry(f. X, f.Y) [ Z. (2.26)

Definicao 2.25 (Energia). Se f : M — N for uma aplicag¢io suave tal que sua densidade

de energia e(f) € integrdavel em M, definimos a energia de f como sendo o nimero real

B(f) = /M ()M, (2.27)

Observacao 2.26. Se M for compacta entao a energia é finita.
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De fato, quando M é compacta a funcao continua e( f) atinge maximo e minimo. Assim,
para todo p € M temos 0 < e(f)(p) < A para algum A € R. Dai, integrando em M,
obtemos 0 < E(f) < )\fM dM < oco. Logo, a energia estd bem definida.

Definicao 2.27. Uma variacao de f ¢ uma aplicacao suave
F:(—ee) x M =N
tal que F(0,-) = f.

Denotaremos f; = F(t,-) e, em particular, fo = f.
Dizemos que uma variacao f; : M — N de f = fy é propria se existir um compacto

K C M tal que f; = f em [O(C, para todo t. Assim, se f tem energia finita, entao

B = [ eldar+ [ e(ran, (2.28)

e dai, fica bem definida uma funcao suave

E: (—e¢) — R
t = E(f)

denominada o funcional energia associado a f;.

Definicao 2.28. O campo variacional de wuma  wvariacao  propria

de f[~YTN, tal que
0

)

Na definicao acima, no segundo membro, % ft (p)‘ € TN denota o vetor velocidade
t=0

fi : M — N € a secio compactamente suportada %

df,

pm (p) ~ (p, %ft(p)

t=0

da curva t — f;(p) no instante t = 0.
O préximo resultado é devido a Eells-Sampson [4], e nos d4 uma relagao entre o campo

de tensao e a energia de f.

Teorema 2.29 (Primeira variagao da energia). Seja f : M — N uma aplicagio suave
com energia finita. Se f; : M — N € uma variacao prépria de f com campo variacional

v, entao

= —/ (T(f),v)dM. (2.29)
M
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Prova. Observe inicialmente que se F' : (—¢,€) X M — N é a variagao prépria em questao
(de maneira que f,(-) = F\(t,-)), entdo, como fibrado Riemanniano, f, *TN é a restricao de
F7ITN a {t} x M ~ M.

Agora, fixe um ponto p € M e um referencial mével {ey,...,e,} numa vizinhanga
aberta U C M de p, geodésico em p. Considere 2 5; 0 campo canonico em R e o estenda
juntamente com os campos e; paralelamente em (—e,€) x U. Dai, obtemos o referencial

mével {%, €1,...,em}, tal que

9, 9,
\Y 520, Vaoei=0 e Ve— =0. (2.30)

ot

el
ot

Em (—¢,¢) x U obtemos de (2.23) que e(f;) = 5((fe).(e:), (f¢)«(e:)). Dai, por (2.30) e

pela simetria da segunda forma fundamental de F~'TN temos

d 1d

L) = Sl (e = (Vg (fees (S0
= (v 6dft)€i>(ft)*€i>+<(ft)*vgeia(ft)*ei>
= <(ve,dft) (ft) €)
(Tl () — (T ()
_ df
- (w2 G

Fixado t € (—¢,€) e um referencial ortonormal {ei,...,€,} no aberto V.C M, tome

um campo de vetores global W; em M cuja expressao local é

dfy

Wi = <dt

(fe)€j)e;.

Observe que a expressao do segundo membro acima independe do referencial escolhido, e
dai W; fica bem definido como campo suave em M. Como o referencial é geodésico em p,

temos que, em p
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df
dt’
dfy
dt’

diviW, = <Veth7€i>:<v (=,

= (el (f).egpe, + (L

L(f-es)es) e
,(fo)« 6]>v616376z>

= (9.2 ()etes + 1T 9 (Fesbes e
= Lol + (Y edre) + (L (1.Veel)
= o)+ (% (v e

= Zeln) +{ %),

Como as duas expressoes obtidas acima independem de p (pois p é fixo), entao a igualdade

dfy

) d
divW, = Ee(ft) + <Ey 7(ft))

vale em toda a variedade M.
Agora, sendo F' prépria podemos escolher K C M compacto tal que f; = f em K ¢ de
tal maneira que W; = 0 em Ke. Assim, por (2.28) e pela regra de Leibniz de diferenciagao

sob o sinal de integral (uma vez que K é compacto) e o Teorema da Divergéncia, obtemos

d
CB(f) = e(fi)dM = / @ (f)d

dt
= /deth /dft (f,))dM
= [ ram
- -/ (& s (ram

Portanto, em t = 0

]

O teorema acima nos mostra que se tivermos uma aplicacao suave f com energia finita
entao serd harmonica se, e somente se, for ponto critico do funcional energia associado a
qualquer variacao propria f; de f.

Fixada uma funcao f : M — N harmonica com energia finita, queremos investigar

se ela é um minimo do funcional energia E : (—¢,¢) — R associado a variagdo prépria
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fi + M — N. Assim, devemos calcular %(0). Para isto, o préoximo resultado devido

independentimente a Smith [11] e Mazet [8] serd de grande interesse em nosso estudo.

Teorema 2.30 (Segunda variagao da energia). Seja f : M — N wma aplica¢io

harménica e v € To(f~YTN). Se f; é uma variagao de f com campo variacional v, entdio

d2
S| =~ /M<v2v - Raclo, fued) foeos v)dM, (2.31)

onde V?* é o trago-Laplaciano de f~YTN, Ry é o operador curvatura de N e {ei1,...,en}

¢ um referencial ortonormal local qualquer em M.

Prova. Como na prova de (2.29), veja que se F : (—¢,€) x M — N ¢é a variagao prépria
em questdo ( de maneira que f,(-) = F(t,-)), entdo, como fibrado Riemanniano, f, 'TN ¢

a restrigao de F'TN a {t} x M ~ M. Assim, segue de (2.29) que

d*E d

- -5 | e, de__/ i), &

2 dt >
- —/< (70, Beyans - / (). Ddft> M.

" dt dt
Como f é harmonica, fazendo t = 0 ( logo, fo = f), obtemos
d’°E D D dfy
— = — — v)d — d
dt? li=o /M<dt7(ft g V1M = / ) t:0> M
I (2.32)
=— — d
[ G vam
Agora, fixe um p € M e um referencial mével {ey,...,e,} numa vizi-

nhanca aberta U C M de p, geodésico em p. Da mesma maneira como no Teorema 2.29 de-

6

note por g 0 campo canonico em R e estenda a campos e; paralelamente em (—¢, €) x U,

obtendo assim, o referencial movel {§> €1y, en}, satisfazendo as condigoes (2.30). Logo,

[%7 61] = 0, e dai, no ponto p

D
ET(ft) = V%T(ft)zvg((veidft)ei>
= (Vg Vedi)e: + (Vadf)V e
= (Vo Vedfi = VoV odfy = Vio ydf)ei + (V.,V 2 dfie
0

- (B,

ei)dfr)ei + Ve, (V2 dfy)er) = (Vo dft)Ve,e;

ei)dfr)ei + Ve, (V2 dfy)ei),
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onde R é o operador curvatura de F~'TN. Agora, vamos analisar o lado direito da equacao
acima em t = 0. Denotando ainda por Ro operador de curvatura de (—e, €) X M, temos

pela prépria defini¢ao de R que é(%, e;)e; = 0. Dai, pelo Lema 2.24 obtemos

0 0 0

(R(§7ei)dft)ei‘t:0 = R(E,ei)(ft)*eihzo—(ft)*(é(§76i>€i)’t:0

0
= RN(<ft>*E7 (ft)*ei)(ft)*ei‘tzo
= Ru(v, feei) fues.

Veja ainda que, sendo a segunda forma fundamental de F~'T'\ simétrica, usando nova-

mente (2.30) temos que, em p,

0
Vei(<V%dft)€i)|t:0 = vei((veidft)a)‘t:()
0 0
= Ve(Velfdsg = (F:Vez) sy
= V.,V,v= V20.
Logo,
D 2
ET(ft) = RN(va*ei)f*ei + V.
t=0

Portanto, segue de (2.32) que

d2
ﬁE(ft)

= —/ (Rp(v, fues) frei + V20, 0)dM.
=0 M
u

Definicao  2.31. Nas notacoes do teorema acima, dada uma aplicacao

f: M — N harmonica, definimos a forma do indice de f como sendo a forma bilinear

I:T(f'TN) x To(f'TN) — R tal que
I(v,w) = / (J(v), wydM, (2.33)
M
onde J :T(fT'TN) — T(f'TN) dado por

J(-) = =V? = Ry (-, frei) foe;

¢ o operador de Jacobi associado a f.
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Se pensarmos na segunda variacao de energia de geodésicas, as se¢oes v € Lo f1TN)
tais que Jv = 0 sao os campos de Jacobi associados a f.

Dada f : M — N harmonica, v € T.(f'TN) e f; uma variagio de f com campo
variacional v e funcional energia F, temos por (2.31)

d2
LB =10 = /M(J('U), o) dM.

t=0

Agora, chegamos a definicao do que é uma aplicagao harmonica ser estavel.

Definigao 2.32 (Estabilidade). Seja f : M — N uma aplicagao harmonica. Se I(v,v) >
0 para toda se¢io v € T.(f'TN), dizemos que f ¢ estavel; caso contrdrio, se existe

v € T(fYTN) tal que I(v,v) < 0, dizemos que f ¢ instavel.
Um exemplo de aplicagao harmonica estavel é o seguinte

Exemplo 2.33. Seja M" uma variedade Riemanniana orientada e f : M™ — R""! uma
imersao isométrica minima. Entao f é estavel como aplicacao harmonica.
Com efeito, se v € T'o(f~'TR"*1) entao pela segunda variagao da energia e pela Proposigao

4.19 de [1] temos

d? 9
I(v,v) = ﬁE(ft) T /M<—V v — Rpn+1(v, fr€;) feei, v)dM
= / (—=V?0,0) = —(V?v,0)
M
= / |Vul?dM > 0.
M

Pelo Exemplo 2.9 f é harmonica, e portanto, f é uma aplicacao estavel.

Um exemplo mais interessante sera dado pelo Teorema 3.6, que é o resultado principal
deste trabalho. Para terminar este capitulo, faremos uma breve revisao do operador estrela

de Hodge, que é o conteido da proxima segao.

2.3 Alguns resultados sobre o operador estrela de Hodge

Seja M uma variedade Riemanniana orientada. O operador estrela de Hodge de M ¢

definido pela aplicacao

QM) — QM)
w — *W ,
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a qual é um operador C*°(M)-linear satisfazendo
<777 *w> - <w A, dM>7

para todas w,n € QF(M).

Lema 2.34. Seja  {ei,...,en} um  referencial  ortonormal  positivo  em
U C M", com coreferencial {wq,...,wp,}. Se o = (i1, ik, J1,- -, Jnk) € uma per-
mutacao de (1,2,...,n) tal que iy < -+ < iy ej1 < -+ < ju_g, entdo

*(wil AN /\wzk) = EsWj, VAN /\wjn_k,
onde €, denota o sinal da permutacao o.

Prova. Pela férmula de expansao ortonormal aplicada a A" *T,M com res-

peito a base ortonormal {w;, A... Aw;, 1<l <--- <1, <n}

*(wiy, Ao Aw) = (wi, Ao AW )W A Aw, wn A AW,

w; cAwy A A Aw L dM)w AL A wy,

n—k?

wipy Ao AWy Awiy Ao Awg L dM)w AL A w;,

—k

{
(wiy
(wiy
(Eod M, dM)wj, A ... Awj,

= EqWj VAN /\wjnfk.

Proposigao 2.35. Seja x : (M) — Q" *(M) o operador estrela de Hodge. Entdo
(a) % = (—=1)F=R) . QF(M) — QF(M). Em particular, * ¢ bijetivo.
(b) Para w,n € Q¥(M), temos que w A*n = (w,n)dM. Em particular, w A*w = |w|?*dM.
Para uma demonstragao deste resultado veja Proposicao 6.9 de [1].

Proposicao 2.36. Se M" ¢ uma variedade Riemanniana fechada e orientada, entdo

§ = (—1)"“””4rl * dx : QF (M) — QFH(M).
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Prova. Denotando por §' : QF(M) — QF"1(M) o operador do segundo membro da igual-

dade acima, pela unicidade do operador adjunto basta mostrarmos que

(dw, )2 = (w,0'n)2,

para todos w € Q¥Y(M),n € Q¥(M), onde (-,-); denota o produto interno de L? em

QOF(M). Pelo item (b) da proposicio acima, é equivalente a mostrarmos que

/dw/\*n:/ w A *0'n,
M M

para todos w € Q¥ M), n € QF(M). Para ver isto, mostraremos inicialmente que

x0 = (=1)Fdx 1 w € QM) — Q" FM). (2.34)
De fato, para n,w € QF(M), o ftem (a) da proposigao acima garante que
(—1)nle+D+1

x0'n = s kd k1)

_ (_1)n(k+1)+1(_1)(n—k+1)(k—1)d %1

= (=1)*d=n,

como queriamos.

Agora, usando (2.34), temos

dwA*n) = dwAsn+ (=) TwAadxny

= dwA*n—wAx0'n.

Mas, pelo Teorema de Stokes, obtemos

0:/ d(w/\*n):/ dw/\*n—/ w A *0'n.
M M M

/ dw/\*n:/ w A *0'n.
M M

Lema 2.37. Seja M uma variedade Hermitiana de dimensao (compleza) n, com forma

Kdihler w™. Se % : Q2 (M) — Q?"2(M) denota o operador de Hodge, entdo

Logo,

]
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Prova. Considere um referencial hermitiano {eq, Jey, ..., e,, Je,} num aberto U C M,
o qual é positivo em relagao a orientagao canonica. Agora, se {wi,w), ... ,wy,w,} é 0

coreferencial do referencial considerado, entao por (1.26) temos que

M !
W= wj A w;.

Pelo Lema 2.34, obtemos
xwM = k(W Awh) = eow; A W]

— 2.35
=D (Wi AW A A (W AW A LA (wn Aw). (2:35)
j

Novamente por (1.26), temos

WA AW =W Awj+ Fw, AW A A (w0 Aw) A+ - w, Aw))

J

e e (2.36)
= (wj, AW )AL A (wy,y, AWy ).

jnfl

Para ver explicitamente a tltima (2n — 2)-forma acima, denotemos por Py o conjunto das
(n —1)! permutagoes o = (j1,...,Jn1) de {1,... ,E, ...,n}. Como wj; Awj, é uma 2-forma
e 0 € Py, obtemos

P

(Wi, AW )AL A (W), AW ) = (Wi AW A A (W AW ) A A (W Awy). (2.37)

Logo, por (2.37), (2.35) e (2.37), obtemos

WA AW = (Wi AW )AL A (W), AW )
n—1
= ZZ(wjl/\w}l)/\.../\(wjnfl/\w;nil)
k o€Py
= S (DN AG) A AW AG) A A (W Aw)
K

= (n—1)*xwM
[l

Com isto, temos as ferramentas necessarias para provar o teorema de Lichnerowicz, que

serd o conteudo do préximo capitulo.



Capitulo 3

O Teorema de Lichnerowicz

3.1 Energias parciais

Sejam M e N variedades quasi-complexas com suas estruturas quasi-
complexas J e J', respectivamente. Seja f : (M,J) — (N,J') uma aplicacao suave.

A diferencial complexificada f, : X(M)“ — X(N)° ¢ dada pela relacao

X +iY — . X +if.Y, VXY € X(M),

e ela determina as diferenciais parciais como segue. Denote por 7, e ¢_ as inclusoes de
TM*, TM~ em TMC e, 7, m_ as projecoes de TN em TN+, TN, respectivamente.
Definimos

Of =myo0fooiy : TMT —TNT
Of =myof.oi_:TM™ —TNT
Of =m_o fioiy : TM"T — TN~
Of =m_of.oi_:TM — TN".
Pelo que vimos na Secio 1.3, para & € X(M)® denote por £ € X(M)T e &~ € X(M)~
as componentes de £ do tipo holomorfo e anti-holomorfo, respectivamente. Lembre que
L1 , _ 1 .
§ 25(5—2(]5) ef =§(f+2<]§)» (3.1)

donde vale £+ =€ .

66
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Veja que usando uma notacio andloga em X(AN)®, obtemos

(f.65 =i £.67)
(GUE— i 1.6) = 5iT (.6 — i £.6))
1 1., L., 1

(f*£+)+ =

N RN~ =D -

Assim, de maneira analoga a expressao acima, obtemos
(OF)E = (f.£7)7, (0)s = (f£)" e (9))E = (f:£7)".
Da discussao acima, obtemos ainda que:
of =0f of =0f. (3.2)

De fato,

ONE=ONE=(£E ) =£E =(LE) = (1) =@
De forma totalmente analoga, segue a outra igualdade.

Por construcao,

Com efeito, sabemos que TNC = TN+ & TN~ = 7 (TN®) @ 7_(TNC). Assim, dado
X € TM™ temos

fu(X) = fooip(X) e TNC
= fo(X) = 1 (fi 0 i (X)) + 7 (fi 004 (X))
= f.(X) =0f(X)+ 0f(X).
A outra igualdade é anéloga.
Agora, seja & € ¥(M)T dado por ¢ = X —iJX, com X € X(M). Pelo que vimos

acima, temos

0N = (£ = 5L~ iT'f8)
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Assim,

(0F)6 = S ((f.X = T FuIX) = (T X + J'£.X)). (3.4

Analogamente,

(0F)€ = L (X + T £.TX) ~ i F.X — J'f.X)). (3.5)

Lembrando que f é holomorfa se, e somente se, f,J = J'f,, e anti-holomorfa se, e

somente se, f,J = —J'f,, temos a seguinte

Proposigao 3.1. Seja f : M — N uma aplicagio suave. Entao f € holomorfa (resp,
anti-holomorfa) se, e somente se, Of =0 (resp, 0f =0).

Demonstragio. Suponha que df = 0. Dados ¢ = X — iJX, com X € X(M), temos
por (3.5) que
X —ifJX = —iJ X - Jf.JX,

donde
fJX =Jf.X, VX € X(M).

Logo, f é holomorfa.

Por outro lado, se f é holomorfa entao

(0F)€ = S(FX + 8T [IX) ~i(f.TX — J'£.X))
= SUX 4T EX) = (X — £.X) =0

Logo, 0f = 0.

O caso anti-holomorfo é andlogo usando-se (3.4). O

Na Secao 1.5 vimos, apds definicao de métrica Hermitiana, que se M é uma variedade
Hermitiana 2n-dimensional com métrica (-, -), entdo (-, -) se estende por linearidade a T MC.

Seja agora © : TM® — TM® um homomorfismo de fibrados e
{&,...,&,€,,...,E,} um referencial ortonormal para X(M)" sobre o aberto U € M (com
€1, ..., 6 € X(M)T e em relacao a métrica (-,7) de TM®). A norma de Hilbert-Schmidt
de © é dada por

n

01° =) _(18¢[* +168,1%).

j=1
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Tomando um referencial Hermitiano {ey, Jey,...,e,, Je,} para X(M) sobre U (veja

Lema 1.51) podemos fazer uma escolha natural pondo

6= 5l —iJe) € XM)', e &= (e + iJey) € X(M)

V2
paral <7 <n.

Proposigao 3.2. Seja f: M — N uma aplicagio suave, M e N variedades Hermitianas

com estruturas quasi-complexas J e J', respectivamente. Entao

e(f) =10f* +|0f*. (3.6)
Prova. Escolha um referencial local Hermitiano {ey, Jey,...,e,, Je,} em U C M. Dali,
temos o correspondente referencial ortonormal holomorfo n; = %% (e; —iJe;) e o referencial

anti-holomorfo 7j; = \/75(6]' +iJej). Assim, temos que

011 = {07 (ny), BF03)) = (G (Fomy — i ey, (Fo + 8 Fo)

= L (L - 1) — i E D ey - e, £ ey +7ey)
(e + 7e,)

= %(f*ej —ifude; —iJ fue; — J fJej, fue; +ifiJe; +iJ fue; — J [ Tej)
= é(<f*€J7f*ej> +i{feej, fodej) +ilfues, J fuej) — (fuej, J' fode;)
—i(fTej, o)) + (foTes, fodes) + (fudes, T fues) + il fudes, J fude;)
— i Ly, )+ T g fodes) + (T Sy, T L) + i s, T e
(S fudes, fues) — il fodes, fudes) — il fdes, I fues)

V(T fode;, T fode;))

= Uy Foes) + (g, oTes) = (Fuess T fudes) + A fudes, T o)

= (g, foeg) (g, fudes) = T fuey, T Fudes) + (e, T fuey)
= i(<f*€j7 feei) + (fudeg, fodes) + (J' fuey, fudej) + (fudej, J' fues))

= Lty foeg) (g, fudes) + 2 fudes, o).

Analogamente, temos

(3.7)

07 = (ot ) + (fules, fules) = 2fudes, T fuey)). (3.9
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Portanto,
0f1* + [0f) = %(<f*6ja feei) + (fedej, fide;)) = e(f), (3.9)

ja que {ey, Jey, ..., e,, Jey,} é um referencial em M. O

Definicao 3.3. Definiremos as densidades parciais de energia como sendo

¢(f)=10ff e '(f)=of (3.10)
Se M € compacta, definimos
E’(f):/M ¢(f)dM (3.11)
e
B () = /M ¢ (F)IM. (3.12)

Segue das propriedades de integracao e da Proposicao 3.2 que

E(f) = E'(f) + E"(f). (3.13)

Chamamos E'(f) e E”(f) de energias parciais da aplicagao f.

O seguinte corolario sera de grande utilidade futuramente.

Corolario 3.4. f € holomorfa (resp, anti-holomorfa) se, e somente se, E"(f) = 0 (resp,

E'(f)=0).
Prova. Ora, se f é holomorfa entdo df = 0. Logo,
E"(f) = / ¢’(f)dM = / Of2dM = 0.
M M
Por outro lado, se E”(f) = 0 entao
/ OF 2dM = 0.
M

Logo, Of = 0, e portanto, f serd holomorfa.

O caso anti-holomorfo é andlogo para FE'. O]
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3.2 O teorema de Lichnerowicz

Agora, estamos prontos para provar o resultado principal. Mas, antes disso, temos a seguinte

Definicao 3.5. A agao de f € definida por

K(f)=E'(f) - E"(f). (3.14)
Usando (3.7) e (3.8) obtemos ainda
K(f) :/M<f*Jej,J'f*ej)dM, (3.15)
onde {ey, Jey, ..., e,, Je,} é um referencial local Hermitiano em M.

Agora sejam w™ e wV as respectivas formas Kéhler das variedades kdhler M e N com

referencial local Hermitiano {ey, Jey, ..., e,, Je,}. Veja que

w(e;, ej) = (Jei,ej) =0

w(Je;, Je;) = (J(Je;), Jej) = —(e;, Jej) =0 . (3.16)

w(e;, Jej) = (Je;, Jej) = 0y
Teorema 3.6 (Lichnerowicz). Sejam M e N variedades Kihler. Se M é compacta, entio
qualquer aplicacao holomorfa ou anti-holomorfa f : M — N € uma aplicagio harmoénica
com energia minima em sua classe de homotopia.

M e N as formas Kihler em M e N'. Entdo

K(f) = / (e MM, (3.17)

Lema 3.7. Sejam w

onde em Q*(M) no membro a direita da equagdo acima € a métrica de Gramm.

Prova. De fato, considere um referencial Hermitiano local {ey, Jey, ..., e,, Je,}. Assim,

segue de (3.16) e pela definicio de métrica de Gramm em Q?(M) que
(Fro™N, WMy = Zf (ei, e5)w™ (e, €5) + Zf (ei, Jej)w™(es, Jej)
—l—Zf*wN Je;, Jej)wM (Jel-,Jej)
= Zf (i, Je;)d;;

= Zw f*ei,f*Jej) ij
i,J
= <J/f*€7j7f*<]6i>-
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Logo, substituindo em (3.15) obtemos,

]

Lema 3.8 (lema de homotopia). Seja f; : M — N uma homotopia suave entre as

variedades M e N, indexzada por t € [0,1]. Se w é uma k—forma fechada em N entdo

d * *
Eft w= d(ft L(fz*é’t)w) ’

onde vx denota a contracao na direcao do campo X.

Prova. Sejam w uma k-forma fechada em N, v = ft*% e, para p € M fixado, {ey,...,e,}
um referencial mével numa vizinhanca U C M de p, geodésico em p. Denote por V
a conexao de Levi-Civita de M e as conexoes nos fibrados de formas diferenciais sobre
M e N (aquelas compativeis com a métrica de Gramm). Fixando campos Xi,..., X}, €

{e1,...,en}, temos por (2.15) que, no ponto p

d(ffw)( Xy, ..., Xe) = (=1 H(Vx, fiww) (X1, X5, Xp)
= (X ((frew) (X, Xy, X))

F1 (frow) (Vi Xoy o, Xy X)) +

+ (=1 (ffrow) (X, .., X, .o, VX, X)

= (=17 X5((freow) (X, ooy Xy oo, Xi)).

Veja que, para g € U, temos

(ft*va)q(le"'7va"'7Xk) = (va)ft(Q)(ft*Xlw-'7ft>ka7'"aft*Xk)
= Wfi(q ( ft*Xlﬂ' '7ft*Xj7"'7ft*Xk)'
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Assim, teremos que, em p

d(ffLw) (X, ..., Xy)
= ()X ((frw) Xy, X X))
= (X W) (U, X P X X))
= () (V@) X X fuXo)
(=1 WV fox 0 fn Xy oo Fn X feX)

A (w0, fu X Vg fu Xt fu X fuX)

1<j
) (1w, fu X Ju X Vi fu Xt fu X
I>j

Na primeira soma acima, temos novamente por (2.15)

0 = dw(v, fruX1, .., fuuXk)
= (Vow)(fuuX1, -, [ Xi)

+(_1)j(vft*ij)(v7 ft*Xh s 7ft*Xj7 SR ft*Xk)a
ou seja,

(1 (Vg @) (0, fu X, FnXgy oo X
= (va)(ft*Xla cee 7ft*Xk)‘

(3.18)

Na segunda soma, permutando os termos, temos

(_1)j_1w(vft*va7 ft*Xla ce >ft*Xj> R ft*Xk:)
= ([ X Vs [ Xi) (3.19)
= w(ft*Xl, ey Vyft*Xj + [ft*Xj,’U], e ft*Xk)

Na tltima soma troquemos j por [ e denotemos por S a combinacao das ultimas duas.
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Dali, temos no ponto p que

S = Y (= w, fu Xy, Vo fu X X X

I<j
+Z(_1)Z_1W(U,ft*X1,..-,ft*Xl,...,Vft*let*Xj,..-,ft*Xk)
j>l

= D (1w, fuXt, o Vi Xt fu X X
I>j
Z(_l)jw(v’ft*Xh'“’vft*Xzft*Xj7‘"7ft*Xj7"')ft*Xk)
j>l

= Z(_l)j_lw(v>ft*Xla---7[ft*Xjaft*Xl]a--->ft*Xj>---vft*Xk:)
I<j

= 0.

Agora, substituindo S = 0, (3.18) e (3.19) na expressao d(f;t,w)(X1, ..., Xy), teremos

em p

d(fiew)(Xa, .., X)) = (Vow)(fuXi, .., fuX)
Fw(feX1, . Vo fuXy + [fuXj vl fuXi)
= (Vow)(fuXi, o, [ Xp)
Fw(fu Xty Vo X,y fruXp)
= Vow([uuX1,. oo, fruXkp)
= V,fiw(Xy,..., Xg)
= (Va o)X, Xe) + fiw(X,....VaX;, .. Xy)
= (Vo fi0)(Xi ., X,

onde usamos que [ X;, fru2] = fu[X;, &) e [X;, 5] = Vo X; = 0.

d

* *
Como, = fiw = V%ft w, o resultado segue. m

Proposicao 3.9. Sejam M e N wariedades Kdhler, com M compacta. Se f; : M — N,
t € [0,1], € uma homotopia suave e K(f;) € sua acgdo, entio a aplicagao t — K(f;) €

constante, i.e. K(f;) € um invariante homotdpico.

Prova . Seja 0, = f/i,, 2w, Como M é compacta podemos usar a regra de Leibniz de
* ot
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derivagao sobre o sinal da integral em (3.17) para obtermos

d o d * N M

d
= —(fro™N, wMYdM
/M dt ™'t

d . v d
= /M(<£ th,wM>+( th,EwM)>d/\/l
= /<% t*wN,wM>d./\/l.
M

d

TR = [ (a0 am,

e pela Proposicao 2.20, teremos

Pelo lema anteior,

d

EK(m = /th?(sw%d/w.

Mas, pela Proposigao 2.36, obtemos

d

EK(ft) = /M(Gt, — s dxwMydM = — /M<9t, sd x MY AM.

Agora, usando que w™ é fechada e o Lema 2.37, temos

d

1
GG == [ sl

mw/\.../\w»d/\/l:().

n—1

O

Prova (do teorema de Lichnerowicz). Considere o caso holomorfo (o anti-holomorfo é
analogo). A harmonicidade da f segue da Proposigao 2.10. Como f é holomorfa, temos
pelo Corolario 3.4 E"(f) = 0. Assim, se f, : M — N, com ¢ € [0,1] é uma homotopia

suave tal que fo = f, entao pela proposicao anterior que,
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Observe que o Teorema de Lichnerowicz garante que I(v,v) > 0. Portanto, ele garante
que toda aplicagdo holomorfa(anti-holomorfa) entre variedades Kéhler é uma aplicagao

harmonica estavel.

Corolario 3.10. Sejam M e N wariedades Kdhler, com M compacta, fo : M — N
holomorfa, e fi : M — N anti-holomorfa. Entdo fy e fi nao podem ser homotdpicas a

menos que sejam constantes.

Prova. Com efeito, se fy é homotdpica a fi, entao pela Proposicao 3.9 e Coroléario 3.4

obtemos,

E(fo) = E'(fo) + E"(fo) = E'(fo) — E"(fo) = K(fo)
=K(fi)=E'(fi) = E"(f) = =E'(/i) = E"(f)
=—(E'(fi) + E"(f)) = —E(f).

Mas, pela Observacao 2.26

E(fi)>20=—-E(fi) <0=0<E(fo) = —E(f1) <0.

Logo,
E(fo) = E(f1) = 0.

Portanto, fy e fi devem ser constante. m

Observacao 3.11. Na Proposicao 3.9 obtemos %K(ft) = 0. Dali,

d d

EEl(ft) - EEH(ft)-

Também, pela defini¢ao de K(f;) e sendo E(f;) = E'(f;) + E"(f;), temos

K(ft) + E(ft) = QE/(ft)
E(fi) — K(f;) =2E"(f2)

Assim, temos

d d

! o " o li
SE(f) = SE(f) = 5 5B,

Portanto, todo ponto critico de E(f;)(energia funcional) coincide com o das energias

parciais.
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