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RESUMO

Apresentamos vários resultados de existência, unicidade, rigidez e bifurcação para
o problema da prescrição de diversas estruturas geométricas em variedades Rie-
mannianas, entre os quais incluem-se: i) deformação e rigidez para estruturas
2k-Einstein em variedades com (2k − 2)-curvatura seccional constante; ii) defor-
mação conforme de métricas no contexto do problema de Yamabe para curvaturas
de Gauss-Bonnet; iii) unicidade, bifurcação e rigidez local no âmbito do problema
de Yamabe para as funções simétricas dos autovalores do tensor de Schouten.
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ABSTRACT

We present several results of existence, uniqueness, rigidity and bifurcation for the
problem of prescribing various geometric structures on Riemannian manifolds,
among which include: i) deformation and rigidity for 2k-Einstein structures on
manifolds with constant (2k − 2)-sectional curvature; ii) conformal deformation
of metrics in the context of the Yamabe Problem for Gauss-Bonnet curvatures;
iii) uniqueness, bifurcation and local rigidity in scope of the Yamabe Problem for
symmetric functions of eigenvalues of the Schouten tensor.
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Capítulo 1

Introdução

Embora o tensor de curvatura R seja o invariante central em Geometria Rie-
manniana, reconhece-se que este objeto é deveras complicado do ponto de vista
algébrico, o que inviabiliza sobremaneira o estudo de propriedades geométricas
diretamente definidas a partir de R. Por exemplo, a constância das curvaturas
seccionais já implica que a variedade Riemanniana em questão é uma forma es-
pacial e isto leva a fortes restrições topológicas em dimensão n ≥ 3. Por outro
lado, o completo entendimento do problema geral de prescrever, mesmo que local-
mente, as curvaturas seccionais como uma função definida na Grassmaniana dos
planos tangentes parece estar além do alcance da tecnologia atual. Estes exemplos
certamente reforçam a alternativa de estudar invariantes Riemannianos obtidos a
partir de R por meio de construções algébricas naturais (produtos tensoriais, con-
trações, etc.), os mais simples entre estes sendo o tensor de Ricci e a curvatura
escalar. Desta perspectiva, o problema de determinar as estruturas Riemannianas
satisfazendo à condição de que algum destes invariantes é constante no sentido
apropriado destaca-se por sua evidente naturalidade. O objetivo deste trabalho é
precisamente apresentar alguns resultados inéditos para este problema no contexto
de alguns invariantes Riemannianos com este tipo de configuração.

A primeira classe de invariantes aqui considerados pode ser descrita em termos
do conceito de forma dupla, que nada mais é que um elemento da álgebra

A•,•(X) = A•(X)⊗D(X) A•(X),

onde X é uma variedade diferenciável, D(X) é o anel das funções suaves em X e

A•(X) = ⊕r≥0Ar(X)

1



é a D(X)-álgebra graduada das formas diferenciais; veja a Seção 2.5 para deta-
lhes. Claramente, a álgebra das formas duplas é naturalmente bi-graduada:

A•,•(X) = ⊕r,s≥0Ar,s(X).

Note que se g é uma métrica Riemanniana em X , então g ∈ A1,1(X) e seu tensor
de curvatura Rg ∈ A2,2(X), o que decorre das simetrias de Rg. Mais ainda,
existe um operador de contração cg, que é na verdade o adjunto da operação de
multiplicação por g. De posse desta terminologia, o tensor de Ricci de g pode ser
expresso como

Ricg = cgRg,

de modo que soa natural considerar, para k ≥ 1, o tensor 2k-Ricci dado por

R(2k)
g = c2k−1Rk

g , (1.1)

um elemento de A1,1(X) que é simétrico em suas entradas em virtude das sime-
trias de Rg. Neste contexto, uma métrica é 2k-Einstein se cumpre R(2k)

g = λg
para alguma constante λ. É importante observar que, a exemplo do caso Einstein
(k = 1), esta condição sobre g admite uma interpretação variacional (Proposição
2.7.8).

Classicamente, o estudo de métricas de Einstein é um tópico honorável em
Geometria Riemanniana [Be]. Em particular, mostra-se que o espaço de módulos
de tais estruturas sempre aparece, para uma variedade diferenciável compacta X ,
em famílias de dimensão finita. Mais ainda, em alguns casos verifica-se que tais
estruturas apresentam fenômenos de rigidez local. Isto acontece, por exemplo,
se (X, g) é uma forma espacial esférica, o que pode ser interpretado como uma
extensão de um famoso teorema de rigidez demonstrado por Calabi [Ca], ou ainda
se (X, g) é uma forma espacial hiperbólica, o que pode ser visto como uma versão
local de um famoso teorema de rigidez global de Mostow [Mo].

Como R(2k)
g é homogêneo de grau k em Rg (ou, equivalentemente, nas deri-

vadas de segunda ordem de g), resulta que o símbolo principal da linearização de
(1.1) depende de Rg para k ≥ 2. Note que, em contraste, para k = 1 este símbolo
depende das derivadas de g até primeira ordem, de forma que a equação lineari-
zada é elíptica num gauge apropriado; na verdade, esta é a informação que justi-
fica o resultado de finitude acima mencionado. Assim, para k ≥ 2, a linearização
não é em geral elíptica e a questão de exibir exemplos de variedades 2k-Einstein
onde a elipticidade é restaurada, com a consequente finitude local da dimensão do
espaço de módulos de tais estruturas, adquire fundamental importância.
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Neste trabalho isolamos uma classe de variedades Riemanninas para as quais
este programa é satisfatoriamente executado. Mais precisamente, se n ≥ 4 e
2 ≤ k < n/2, denotemos por Hn,k a classe das variedades Riemannianas fechadas
que são 2k-Einstein e satisfazem a condição de curvatura

Rk−1
g = µkg

2k−2, µk ̸= 0, (1.2)

que significa que a variedade em questão possui (2k − 2)-curvatura seccional
constante; veja a Proposição 2.5.7. Assim, a classe Hn,k contém todas as formas
espaciais exceto aquelas localmente planas (isto é, que satisfazem Rg = 0). Nosso
primeiro resultado (Teorema 3.2.7) garante que se (X, g) ∈ Hn,k, então o espaço
de módulos de estruturas 2k-Einstein em X , representado por E(2k)(X), possui
dimensão finita em ⟨g⟩, a classe de g, o que obtém-se como consequência do fato
que a linearização de (1.1) em (X, g) é elíptica num gauge apropriado. Na ver-
dade, um resultado bem mais preciso a respeito da estrutura local de E(2k)(X) em
torno de ⟨g⟩ é obtido no Teorema 3.2.15. Complementa-se ainda esta informação
com o Teorema 3.2.9, que exibe exemplos de variedades em Hn,k que são rígidas,
como variedades 2k-Einstein, sob uma hipótese adicional envolvendo condições
no maior e menor autovalor de

◦
Rg, a ação natural de Rg em A1,1(X). Esta sub-

classe de exemplos inclui as formas espacias esféricas e hiperbólicas (Corolário
3.2.14), de forma que os resultados clássicos acima citados sobre rigidez destas
formas espaciais como estruturas de Einstein estendem-se para o caso 2k-Einstein.

Uma contração adicional de R(2k)
g produz a chamada 2k-curvatura de Gauss-

Bonnet,

S(2k)
g =

1

(2k)!
cgR(2k)

g , (1.3)

um invariante escalar de g que é homogêneo de ordem k em suas derivadas de
segunda ordem. Estes invariantes gozam de notável ubiquidade em Geometria,
aparecendo em situações que vão desde a expressão para o volume de tubos de
Weyl [G] até às fórmulas cinemáticas de Chern [Ch]. Note que S(2)

g = κg/2, onde
κg = cgRicg é a curvatura escalar de g. Ora, classicamente, a curvatura escalar
desempenha um papel fundamental em Geometria Conforme, em conexão com o
famoso problema de Yamabe [LP]. É natural, por conseguinte, formular o pro-
blema corresponde para as curvaturas de Gauss-Bonnet: dada uma métrica g em
X , existe g′ conforme a g tal que S(2k)

g′ é constante? Este problema, que é também
de cunho variacional, somente foi considerado na literatura no caso em que g é
localmente conformemente plana [LL], [GW], pois aí ele é equivalente ao pro-
blema σk-Yamabe (Proposição 4.1.1). Neste trabalho, apresentamos os primei-
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ros exemplos de variedades (X, g) com tensor de Weyl não-identicamente nulo
para as quais este problema possui solução positiva. Mais precisamente, se H′

n,k

representa a subclasse das variedades (X, g) em Hn,k isometricamente distintas
das esferas redondas, então demonstra-se (Teorema 4.1.3) que qualquer métrica
suficientemente próxima de g é conformemente equivalente a uma métrica com
2k-curvatura de Gauss-Bonnet constante.

A última classe de invariantes aqui considerada envolve a conhecida decom-
posição do tensor curvatura em componentes irredutíveis com respeito à ação do
grupo ortogonal:

Rg = Ag ⊙ g +Wg,

onde

Ag =
1

n− 2

(
Ricg −

κg

2(n− 1)
g

)
,

é o tensor de Schouten, ⊙ é o produto de Kulkarni-Nomizu e Wg é o tensor de
Weyl; veja a Seção 2.3. Como Wg é invariante conforme, é natural considerar o
problema de deformar conformemente uma métrica de tal forma a tornar cons-
tante alguma função simétrica elementar σk(Ag) nos autovalores de Ag. Este é o
famoso problema σk-Yamabe [V], que reduz-se ao problema de Yamabe clássico
quando k = 1. Consideraremos aqui somente o caso k = 2, que sempre é de
natureza variacional (Teorema 5.1.1), e estenderemos para este contexto alguns
resultados recentes estabelecidos em [dLPZ1] e [dLPZ2] para o problema de Ya-
mabe. Mais precisamente, no produto de esferas Sn × Sn, munido com a métrica
gλ = g0 ⊕ λg0, λ > 0, onde g0 é a métrica redonda, verificamos que existe uma
sequência dupla de valores de λ nos quais a família (gλ) apresenta bifurcação,
sendo localmente rígida nos demais valores de λ (Teorema 5.3.7). Apresentamos
ainda um resultado de unicidade global em formas espacias tri-dimensionais iso-
metricamente distintas da esfera redonda (Teorema 5.2.1), que estende um caso
especial de um teorema de Viaclovsky [V2].
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Capítulo 2

Noções preliminares de Geometria
Diferencial e Análise Global

Neste capítulo, apresentamos as noções de Geometria Diferencial e Análise
Global utilizadas neste trabalho. Nosso objetivo aqui é primordialmente recordar
estes resultados e fixar notação e terminologia, de modo que, como regra geral,
as demonstrações serão omitidas. Quando não mencionadas explicitamente no
texto, referências detalhadas sobre os fatos aqui descritos podem ser encontradas
em [Be], [GHL], [Jo], [Kl] e [Sa].

2.1 Fibrados vetoriais
Seja E um fibrado vetorial real sobre uma variedade diferenciável X de dimen-

são n ≥ 3, que sempre suporemos, salvo menção explícita em contrário, fechada,
isto é, compacta e com bordo vazio. Recordemos que, para cada p ∈ X , a fibra de
E sobre p é o conjunto Ep = π−1(p), onde π : E → X é a projeção fibrada. Note
que Ep é um espaço vetorial real, cuja dimensão não varia com p (se supusermos
que X é conexa, o que sempre faremos a seguir). Esta dimensão comum é, por
definição, o posto de E , representado por p(E).

Uma seção de E é uma aplicação suave η : X → E satisfazendo π ◦ η = IdX .
O espaço vetorial das seções de E será denotado por Γ(E).

Dados fibrados vetoriais E → X e E ′ → X ′, uma aplicação fibrada f : E →
E ′ leva fibras em fibras e é linear quando restrita a cada uma delas. Se X = X ′ e
f |X = IdX , diremos que f é um homomorfismo fibrado. Mais especificamente, se
f é um isomorfismo linear quando restrito às fibras, diremos que f é um isomor-
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fismo fibrado, caso em que E e E ′ são isomorfos. Neste caso, necessariamente,
p(E) = p(E ′). Em particular, se E é isomorfo ao fibrado produto X × Rs, para
algum s ≥ 1, diremos que E é trivial.

Uma métrica em E é uma regra que a cada p ∈ X associa um produto interno
⟨ , ⟩p em Ep que depende suavemente de p. Um par (E , ⟨ , ⟩) é chamado um fibrado
Riemanniano. Em particular, se E = TX , o fibrado tangente de X , então ⟨ , ⟩ é o
que se convenciona chamar uma métrica Riemanniana em X . Neste caso, diz-se
que o par (X, ⟨ , ⟩) é uma variedade Riemanniana.

Se η, η′ ∈ Γ(E), onde E é métrico e X é variedade Riemanniana, então define-
se seu produto interno L2 por

(η, η′) =

∫
X

⟨η, η′⟩νg,

onde νg é o elemento de volume induzido pela métrica Riemanniana g1.
É notável que as construções usuais de Álgebra Linear estendem-se natural-

mente à categoria dos fibrados vetoriais. Assim, dados fibrados E e E ′ sobre a
mesma variedade X , podemos formar sua soma direta E ⊕ E ′, seu produto ten-
sorial E ⊗ E ′, o fibrado de homomorfismos Hom(E , E ′), etc. Mais ainda, os
isomorfismos canônicos associados às fibras típicas traduzem-se em isomorfis-
mos correspondentes para fibrados. Por exemplo, E∗ ⊗ E ′ ∼= Hom(E , E ′), onde
E∗ = Hom(E ,R) é o fibrado dual de E2. Em particular, se começarmos com TX ,
podemos dualizar para obter o fibrado cotangente T ∗X , e se fizermos o produto
tensorial de q cópias de TX e r cópias de T ∗X obtemos o fibrado ⊗(q,r)TX; neste
caso, T (q,r)(X) = Γ(⊗(q,r)TX) é o espaço dos tensores do tipo (q, r) sobre X .

Efetuando a operação de anti-simetrização a ⊗(0,r)TX obtém-se o fibrado ex-
terior Λr(X), cujas seções são as r-formas diferenciais sobre X . Mais geral-
mente, na presença de uma fibrado auxilar E , podemos considerar Λr(X) ⊗ E ,
o fibrado das r-formas sobre X com valores em E . Neste contexto, escrevere-
mos Ar(X; E) = Γ(Λr(X) ⊗ E); note que A0(X; E) = Γ(E). Em particular,
se E = V , para algum espaço vetorial V , escreveremos Ar(X;V ) = Ar(X; E).
Nesta notação, Ar(X) = Ar(X;R).

Podemos ainda aplicar a operação de simetrização a ⊗(0,r)TX , obtendo assim
o fibrado Symr(X), de modo que Sr(X) = Γ(Symr(X)) é o espaço dos tensores
covariantes simétricos de grau r. Desse modo, um elemento g ∈ S2(X), que é
positivo definido em cada ponto de X , nada mais é que uma métrica Riemanniana.

1Evidentemente, estamos supondo aqui que X está orientada.
2Em geral, se V é um espaço vetorial, representaremos por V o fibrado vetorial trivial sobre X

com fibra típica V .
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Observemos ainda que existe uma outra maneira de criar novos fibrados a par-
tir de fibrados já existentes: se f : X ′ → X é uma aplicação suave e E → X ,
então existe o fibrado induzido f ∗E → X ′. Grosso modo, (f ∗E)p′ identifica-se a
Ef(p′), p′ ∈ X ′. Finalmente, cumpre mencionar que, dadas métricas nos fibrados
E , E ′, etc., todos os fibrados construídos a partir destes através dos vários proce-
dimentos descritos acima possuem estruturas naturais de fibrados Riemannianos.

2.2 Conexões e curvatura em fibrados vetoriais
A menos que um fibrado vetorial E → X seja trivial, não existe em geral

nenhuma maneira natural de identificar as fibras de E sobre pontos distintos. Na
verdade, para efetuar tal identificação, algum tipo de estrutura adicional faz-se
necessária. A estratégia consiste então em, inicialmente, prescrever uma maneira
de derivar seções de E e daí efetuar a identificação ao longo de curvas conectando
os pontos em questão por meio de seções com derivada nula. Isto dá origem
tanto ao conceito geométrico de transporte paralelo quanto ao seu correspondente
analítico descrito na definição a seguir.

Definição 2.2.1. Uma conexão num fibrado vetorial E sobre X é uma aplicação
R-linear ∇ : A0(X; E) → A1(X; E) satisfazendo a regra de Leibniz:

∇(fη) = df ⊗ η + f∇η, (2.1)

onde η ∈ Γ(E) e f ∈ D(X), o anel de funções suaves sobre X .

Recordando que A1(X; E) = Γ(T ∗X ⊗ E) = Γ(Hom(TX, E)), obtemos,
para x ∈ X (X) = Γ(TX), a derivada covariante ∇x : Γ(E) → Γ(E) com (2.1)
substituído por

∇x(fη) = x(f)η + f∇xη, ∇fxη = f∇xη.

Definição 2.2.2. Se E é Riemanniano, então dizemos que ∇ é compatível com a
métrica se vale

x⟨η1, η2⟩ = ⟨∇xη1, η2⟩+ ⟨η1,∇xη2⟩, x ∈ X (X), η1, η2 ∈ Γ(E). (2.2)

Neste ponto, é conveniente recordar que qualquer métrica Riemanniana em X
induz uma única conexão ∇ em TX , que é a um só tempo compatível e simétrica
no sentido que

∇xy −∇yx = [x, y], x, y ∈ X (X). (2.3)
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Esta é a famosa conexão de Levi-Civita.
Em geral, sempre consideraremos triplas (E ,∇, ⟨ , ⟩), com a conexão compa-

tível com a métrica. É importante observar ainda que os fibrados derivados do
tipo E ⊕E ′, etc., podem ser munidos de conexões naturais sempre que os fibrados
originais possuem conexões. Mais ainda, estas conexões são compatíveis com as
métricas naturais sempre que as conexões dos fibrados originais são compatíveis
com as respectivas métricas. Em particular, os diversos fibrados tensoriais pos-
suem conexões compatíveis naturalmente induzidas a partir da conexão de Levi-
Civita.

Uma conexão ∇ em E pode ser estendida a uma aplicação em duas etapas

A0(X; E)
d∇0 =∇
−→ A1(X; E)

d∇1−→ A2(X; E), (2.4)

onde
d∇1 (α⊗ η) = dα⊗ η − α ∧∇η, α⊗ η ∈ A1(X; E),

e d é a derivada exterior. Denotando a composição em (2.4) por R∇, verifica-se
facilmente que

R∇(fη) = fR∇(η), f ∈ D(X).

Além disso, vale

R∇
x,yη = ∇x∇yη −∇y∇xη −∇[x,y]η, x, y ∈ X (X), η ∈ Γ(E),

ou seja, R∇ mede o grau de não-comutatividade de ∇. Diz-se então que R∇ é o
tensor curvatura associado a ∇.

A composição (2.4) pode ser facilmente estendida a uma sequência de aplica-
ções

· · ·
d∇p−1−→ Ap(X; E)

d∇p−→ Ap+1(X; E)
d∇p+1−→ · · · (2.5)

onde a derivada exterior covariante é

d∇p (α⊗ η) = dα⊗ η + (−1)pα ∧∇η, α⊗ η ∈ Ap(X; E).

Verifica-se então que, para β ∈ Ap(X; E),

d∇p+1d
∇
p β = R∇ ∧ β,

donde deduz-se facilmente que

d∇2 R
∇ = 0. (2.6)
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Esta é a famosa identidade de Bianchi. É possível ainda reexpressar a condição
de compatibilidade satisfeita pela conexão de Levi-Civita em termos deste forma-
lismo: se pensarmos na métrica como um elemento g ∈ A1(X;T ∗X), então a
compatibilidade é equivalente a que valha

d∇0 g = 0, (2.7)

ou seja, g é paralela.
Recordemos agora a existência de um importante operador diferencial linear

de segunda ordem atuando em seções de um fibrado Riemanniano com conexão
compatível. Com efeito, se E é um tal fibrado, definimos, para x, y ∈ X (X) e
η ∈ Γ(E), o operador Hessiano:

∇2
x,yη = ∇x∇yη −∇∇xyη, (2.8)

onde ∇ representa tanto a conexão em E como a conexão de Levi-Civita em X . É
fácil verificar que ∇2 é D(X)-bilinear em (x, y). Isto permite definir o Laplaciano
de Bochner ∇∗∇ : Γ(E) → Γ(E) por

∇∗∇η = −tr∇·,·η.

É fácil verificar, no caso em que X é fechada, que ∇∗∇ é simétrico e não-negativo
relativamente ao produto interno L2 em Γ(E). Mais precisamente, vale

(∇∗∇η, η′) = (∇η,∇η′), (2.9)

onde
(∇η,∇η′) =

∫
X

⟨∇η,∇η′⟩νg

e

⟨∇η,∇η′⟩ =
n∑

i=1

⟨∇eiη,∇eiη
′⟩,

onde n = dimX e {ei}ni=1 é qualquer referencial ortonormal local tangente a
X . Em particular, (∇∗∇η, η) ≥ 0 e a igualdade acontece se, e somente se, η é
paralela, ou seja, ∇xη = 0 para qualquer x ∈ X (X).

Observação 2.2.3. Se E = X × R, de forma que Γ(E) = D(X), então ∇2 é
de fato simétrico em (x, y) e ∇∗∇ = ∆g : D(X) → D(X), o Laplaciano usual
atuando em funções, associado à métrica g. Note que, de acordo com a convenção
adotada aqui, ∆gf = −f ′′ se X = R.
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2.3 Geometria Riemanniana
Nesta seção suporemos que (X, g) é uma variedade Riemanniana, de modo

que g ∈ S2(X) é positiva definida em qualquer p ∈ X . A conexão de Levi-
Civita e o correspondente tensor de curvatura serão denotados por ∇g e −Rg

3,
respectivamente, ou simplesmente por ∇ e −R, quando não houver possibilidade
de confusão.

Claramente, R ∈ T (1,3)(X). É possível expressar este invariante em coorde-
nadas locais. Assim, se x = (x1, . . . , xn) é um sistema local de coordenadas em
X e

∂i =
∂

∂xi

, i = 1, . . . , n,

é a base local correspondente para TX , os coeficientes de R em relação a x são
definidos por

R (∂i, ∂j) ∂k = Rl
ijk∂l,

onde adotamos aqui a convenção usual de somar sobre índices repetidos. Equi-
valentemente, pode-se usar a métrica para transformar R em um tensor do tipo
(0, 4), cujos coeficientes são

Rijkm = ⟨R (∂i, ∂j) ∂k, ∂m⟩ = glmR
l
ijk,

onde
glm = g (∂l, ∂m)

são os coeficientes de g relativamente a x. Obviamente, definições similares, que
ilustram o esquema geral de descer e subir índices por meio de g = {gij} e sua
inversa g−1 = {gij}, respectivamente, aplicam-se a qualquer tensor sobre X .

Usando esta representação local de R, é fácil descrever suas simetrias algébri-
cas, a saber,

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rklij, (2.10)

e
Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0, (2.11)

que é conhecida como a primeira identidade de Bianchi.
O tensor curvatura é o invariante fundamental em Geometria Riemanniana no

sentido que R ≡ 0 se, e somente se, (X, g) é localmente plana, ou seja, para
cada p ∈ X existe um sistema de coordenadas x em torno de p tal que gij =

3Por conveniência, adotaremos para a curvatura o sinal oposto àquele utilizado em [Sa].
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δij relativamente a x. Este invariante, porém, é reconhecidamente complicado
do ponto de vista algébrico, de modo que é conveniente considerar invariantes
definidos a partir de R com estrutura mais simples. Destaca-se aqui o tensor de
Ricci, que é definido pela contração

Ricjk = Ri
jik,

ou seja, em termos invariantes,

Ric(z, w) = tr (u 7→ Rz,uw).

Vê-se que Ric ∈ S2(X), ou seja, Ricij = Ricji, o que decorre imediatamente de
(2.10). Uma segunda contração, a saber,

κ = gjkRicjk,

define a curvatura escalar. Assim, κg = trgRicg.
Verifica-se que

Rl
ijk = −∂iΓ

l
jk + ∂jΓ

l
ik − Γp

jkΓ
l
ip + Γp

ikΓ
l
jp,

onde
Γk
ij =

1

2
gkl (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

são os símbolos de Christoffel. Resulta então que tanto Ric como κ são invarian-
tes tensoriais que, expressos num sistema de coordenadas qualquer, dependem das
derivadas da métrica até segunda ordem, sendo esta dependência linear nas deri-
vadas de segunda ordem. Um outro invariante com estas mesmas propriedades é
o tensor de Einstein

E = Ric− κ

2
g, (2.12)

que desempenha um papel fundamental na formulação matemática da Teoria de
Relatividade Geral.

Outros invariantes podem ser obtidos a partir da chamada decomposição orto-
gonal do tensor curvatura [Be]. Para descrevê-la, definamos o produto de Kulkarni-
Nomizu de dois tensores simétricos h, k ∈ S2(X) por

(h⊙k)(x, y, z, t) = h(x, z)k(y, t)+h(y, t)k(x, z)−h(x, t)k(y, z)−h(y, z)k(x, t).
(2.13)
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Note que h⊙ k = k ⊙ h ∈ T (0,4)(X) possui as mesmas simetrias (algébricas) de
R, a saber, (2.10) e (2.11). A aludida decomposição de R nos diz então que

R =
κ

2n(n− 1)
g ⊙ g +

1

n− 2
Ric0 ⊙ g +W, (2.14)

onde
Ric0 = Ric− κ

n
g.

Em particular, (X, g) é uma forma espacial, ou seja, possui curvatura seccional
constante, se, e somente se, Ric0 = 0 (isto é, (X, g) é Einstein) e W = 0.

A parcela W em (2.14) é o famoso tensor de Weyl, que na verdade é um
invariante conforme da métrica no seguinte sentido: se g̃ = e2fg, para alguma
função f , então Wg̃ = e2fWg. Mais precisamente, verifica-se para n ≥ 4 que
W ≡ 0 se, e somente se, g é localmente conformemente plana no sentido que
para qualquer p ∈ X existe um sistema de coordenadas x em torno de p tal que
g = λ

∑
i dx

2
i , para alguma função positiva λ. Levando-se em consideração que

(2.14) pode ser reescrito como

R = A⊙ g +W, (2.15)

onde

A =
1

n− 2

(
Ric− κ

2(n− 1)
g

)
, (2.16)

é o tensor de Schouten, resulta então que todas as informações a respeito de mu-
danças conformes de métricas estão concentradas em A. Esta observação desem-
penha um papel central na formulação do problema σk-Yamabe; veja a Seção 5.1.

Encerraremos esta breve revisão de Geometria Riemanniana recordando algu-
mas fórmulas do tipo Weitzenböck que serão úteis posteriormente. Isto aparece
quando consideramos, no contexto da sequência (2.5), o chamado laplaciano de
Hodge ∆∇ : Ar(X; E) → Ar(X; E), definido por

∆∇ = d∇δ∇ + δ∇d∇,

onde δ∇ é o adjunto de d∇ no sentido do produto interno L2. Uma decomposição
do tipo

∆∇ = ∇∗∇+K,

onde K : Ar(X; E) → Ar(X; E) é um endomorfismo algébrico que somente
depende dos tensores de curvatura R e R∇, é então chamada de Weitzenböck.
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O exemplo mais simples de tal decomposição acontece quando r = 1 e E = R,
o fibrado de retas trivial. Neste caso, ∆∇ : A1(X) → A1(X) satisfaz

∆∇ = ∇∗∇+Ricg. (2.17)

Um outro exemplo útil acontece em razão da identificação

T (0,2)(X) = A1(X; Λ1(X)),

de maneira que E = Λ1(X) em (2.5). Neste caso, a restrição de ∆∇ a S2(X)
expressa-se como

∆∇h = ∇∗∇h−
◦
Rgh+ h ◦ Ricg, h ∈ S2(X), (2.18)

onde, em termos de um referencial ortonormal local {ei},

(h ◦ k)(x, y) =
n∑

i=1

h(x, ei)k(ei, y), h, k ∈ S2(X), (2.19)

e

(
◦
Rgh)(x, y) =

n∑
i=1

h(Rg(x, ei)y, ei). (2.20)

2.4 Os tensores de Lovelock e as curvaturas de Gauss-
Bonnet

Definiremos agora invariantes Riemannianos que generalizam tanto o tensor
de Einstein como a curvatura escalar. Para tanto, recordemos inicialmente o ope-
rador divergência div = divg : S

r(X) → Sr−1(X) dado por

(div T )i2···ir = gij∇iTji2···ir = ∇iT
i
i2···ir ,

onde ∇iT = ∇∂iT é a derivada covariante. Observemos que no contexto Rieman-
niano, (2.6) transforma-se na segunda identidade de Bianchi:

∇iRjklm +∇jRkilm +∇kRijlm = 0, (2.21)

de forma que contraindo-se isto duas vezes obtem-se

div Ric =
dκ

2
,
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ou equivalentemente, o tensor de Einstein (2.12) possui divergência nula:

divE = 0. (2.22)

Nossa intenção agora é apontar a existência de uma família natural de tensores
L2k ∈ S2(X), 1 ≤ k ≤ [(n − 1)/2], os tensores de Lovelock, que possuem
divergência nula e generalizam o tensor de Einstein no sentido que L2 e E são
proporcionais.

Recordemos que, dados um campo de vetores z ∈ X (X) e um elemento de
volume local Ω, tem-se

dizΩ = dizΩ + izdΩ = LzΩ = (div z)Ω,

onde iz é a contração com z, e Lz é a derivada de Lie. Desse modo, a corres-
pondência z ↔ ω = izΩ define um isomorfismo entre T ∗X = TX e Λn−1(X)
de forma que div z = 0 se, e somente se, dω = 0. Similarmente, a corres-
pondência z1 ⊗ z2 ↔ iz1Ω ⊗ iz2Ω define um isomorfismo entre ⊗(0,2)TX e
Λn−1(X)⊗Λn−1(X), o fibrado das (n−1)-formas com valores nas (n−1)-formas,
que está globalmente bem definido mesmo se X não é orientável. Mais ainda, a
restrição desta construção a Sym2(X) ⊂ ⊗(0,2)TX define um isomorfismo entre
Sym2(X) and Sym2(Λn−1(X)), onde η ∈ Sym2(Λp(X)) ⊂ Λp(X) ⊗ Λp(X) se,
e somente se,

η(v1 ∧ . . . ∧ vp ⊗ w1 ∧ . . . ∧ wp) = η(w1 ∧ . . . ∧ wp ⊗ v1 ∧ . . . ∧ vp).

A seguir, escreveremos

S2(Λp(X)) = Γ(Sym2(Λp(X))).

Ora, um cálculo simples mostra que T ∈ S2(X) satisfaz div T = 0 se, e
somente se, a seção correspondente η ∈ S2(Λn−1(X)) ⊂ An−1(X,Λn−1(X))
cumpre d∇η = 0, onde d∇ é a derivada exterior covariante definida na Seção 2.2.
Notando que g ∈ S2(X) = S2(Λ1(X)) e R ∈ S2(Λ2(X)), definimos

L̃2k = R∧ k. . . ∧R ∧ g ∧ . . . ∧ g ∈ S2(Λn−1(X)), 1 ≤ k ≤
[
n− 1

2

]
. (2.23)

Assim, por (2.6) e (2.7), d∇L̃2k = 0 e concluímos que o correspondente tensor
L2k ∈ S2(X) satisfaz divL2k = 0. Estes são, precisamente, os tensores de Love-
lock.
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Em geral, vale a expansão local

(L2k)
i
j = dn,kδ

ii1i2...i2k−1i2k
jj1j2...j2k−1j2k

Rj1j2
i1i2

. . . R
j2k−1j2k
i2k−1i2k

, (2.24)

onde dn,k é uma constante universal, δ representa o símbolo de Kronecker gene-
ralizado e Rij

kl são os coeficientes de R (visto como um elemento de T (2,2)(X))
relativamente a um referencial ortonormal local. Daí vê-se facilmente que L2 é
proporcional ao tensor de Einstein (2.12), como desejado. Além disso, se con-
traírmos (2.24) em i e j, obteremos o escalar

κ2k = en,kδ
i1i2...i2k−1i2k
j1j2...j2k−1j2k

Rj1j2
i1i2

. . . R
j2k−1j2k
i2k−1i2k

, (2.25)

a chamada 2k-curvatura de Gauss-Bonnet. Note que κ2 é a contração total de R,
sendo por conseguinte um múltiplo de κ. Desta forma, as curvaturas de Gauss-
Bonnet generalizam a curvatura escalar e reduzem-se a esta quando k = 1.

É importante salientar que os tensores de Lovelock admitem uma interessante
caracterização que traduz a naturalidade de sua construção. Para explicar isto,
diremos que T ∈ T (p,q)(X) é natural se, relativamente a um sistema de coorde-
nadas, seus coeficientes se expressam como

T
j1···jp
i1···iq = F

j1···jp
i1···iq (gij, g

ij, ∂gij, . . . , ∂
mgij),

onde F
j1···jp
i1···iq é uma função polinomial em suas entradas. Exigimos ainda que

F
j1···jp
i1···iq seja universal, no sentido que seu ‘formato’ não depende da escolha de

coordenadas. Assim, os coeficientes dependem das derivadas da métrica até or-
dem m ≥ 0 da maneira especificada. Diz-se então que m é a ordem de T . Note
que os tensores de Lovelock são naturais de segunda ordem. O resultado a se-
guir, demonstrado em [Lo], caracteriza os tensores de Lovelock em termos destes
conceitos.

Teorema 2.4.1. Se T ∈ S2(X) é um tensor natural de segunda ordem satisfa-
zendo div T = 0, então T é uma combinação linear dos tensores de Lovelock.
Mais precisamente,

T =
∑
k≥0

ckL2k,

onde, por convenção, L0 = g.
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2.5 Formas duplas
Nesta seção mostraremos como os tensores de Lovelock e as curvaturas de

Gauss-Bonnet, definidas na seção anterior, podem ser recuperadas por meio do
conceito de formas duplas4. Para tanto, seja X uma variedade diferenciável de
dimensão n ≥ 3. Como sempre, denotaremos por Ar(X) o espaço das r-formas
diferenciais sobre X . Lembremos que Ar(X) é um módulo sobre o anel D(X)
das funções suaves em X .

Definição 2.5.1. O espaço das formas duplas de bi-grau (r, s) é definido por

Ar,s(X) = Ar(X)⊗D(X) As(X).

Equivalentemente,
Ar,s(X) = Γ(Λr,s(X)),

onde
Λr,s(X) = Λr(X)⊗ Λs(X).

Também definimos

A•,•(X) = ⊕r,s≥0Ar,s(X).

Vê-se então que A•,•(X) é uma álgebra associativa unitária e bi-graduada, cha-
mada a álgebra das formas duplas.

Por exemplo, qualquer forma bilinear sobre vetores tangentes é uma (1, 1)-
forma5. Em particular, uma métrica Riemanniana g em X é uma (1, 1)-forma.
Mais ainda, o tensor curvatura Rg de g pode ser visto como uma (2, 2)-forma. De
fato, se definirmos Cr(X) ⊂ Ar,r(X) como o espaço de (r, r)-formas satisfazendo
à condição de simetria

ω(x1 ∧ . . . ∧ xr ⊗ y1 ∧ . . . ∧ yr) = ω(y1 ∧ . . . ∧ yr ⊗ x1 ∧ . . . ∧ xr),

então qualquer forma bi-linear simétrica (g, em particular) pertence a C1(X) e,
evidentemente, Rg ∈ C2(X) pelas suas simetrias6. Mais informações sobre for-
mas duplas podem ser encontradas em [L1], [L2] e [G].

4Veremos no Capítulo 3 que este formalismo é bastante eficiente do ponto de vista computa-
cional.

5Note que, restrito a A1,1(X), o produto em A•,•(X) coincide com o produto de Kulkarni-
Nomizu já introduzido.

6Nesta notação, C1(X) = S2(X).
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Consideremos uma variedade Riemanniana (X, g) fechada. Então a multipli-
cação pela métrica define uma aplicação g : Ar−1,s−1(X) → Ar,s(X). Além
disso, o operador de contração cg : Ar,s(X) → Ar−1,s−1(X) é definido por

cgω(x1∧. . .∧xr−1⊗y1∧. . .∧yr−1) =
∑
i

ω(ei∧x1∧. . .∧xr−1⊗ei∧y1∧. . .∧yr−1),

onde {ei} é um referencial ortonormal local. Vê-se facilmente que g and cg são
tensoriais e pode-se verificar que estes operadores são adjuntos entre si em relação
ao produto interno natural definido a partir de g em

Λ•,•(X)p = ⊕r,s≥0Λ
r,s(X)p, p ∈ X.

Mais ainda, estes operadores satisfazem à seguinte regra de comutação, estabele-
cida em [L2]: para η ∈ Ar,s(X), vale

1

m!
clgg

mη =
1

m!
gmclgη +

+

min{l,m}∑
q=1

C l
q

q−1∏
i=0

(n− r − s+ l −m− i)
gm−q

(m− q)!
cl−q
g η, (2.26)

onde C l
q é o coeficiente binomial usual. Merece atenção aqui o caso especial

cggη = gcgη + (n− r − s)η, η ∈ Ar,s(X). (2.27)

Estas identidades desempenharão importante papel em cálculos a serem efetuados
no Capítulo 3.

Observação 2.5.2. Usando a linguagem de formas duplas, o fato de uma varie-
dade Riemanniana (X, g) possuir curvatura seccional constante µ ∈ R é caracte-
rizado pela identidade Rg =

µ
2
g2.

A contração pode ser usada para escrever o tensor de Ricci e a curvatura esca-
lar de (X, g) como Ricg = cgRg e κg = c2gRg. Isto motiva a definição a seguir.

Definição 2.5.3. Para 1 ≤ k ≤ n/2, definimos o tensor 2k-Ricci e a 2k-curvatura
de Gauss-Bonnet, respectivamente, por

R(2k)
g = c2k−1

g Rk
g , S(2k)

g =
1

(2k)!
c2kg Rk

g . (2.28)
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Note que, no caso das curvaturas de Gauss-Bonnet, a normalização que ado-
taremos a partir de agora difere por uma constante da escolhida na definição ante-
rior; veja a Seção 2.3. De fato, S(2)

g = κg/2 e, mais geralmente, S(2k) = en,kκ2k,
para alguma constante en,k > 0. Por outro lado, R(2)

g = Ricg.
De posse destes conceitos, é possível reescrever os tensores de Lovelock na

forma L2k = fn,kJ (2k), onde

J (2k)
g =

R(2k)
g

(2k − 1)!
− S(2k)

g g. (2.29)

Os tensores J (2k) também serão doravante denominados de Lovelock.
A definição a seguir desempenha um papel central no Capítulo 3.

Definição 2.5.4. [L2] Diremos que (X, g) é 2k-Einstein se existe uma função
suave λ em X tal que

R(2k)
g = λg. (2.30)

Assim, 2-Einstein significa precisamente que (X, g) é Einstein no sentido
usual. Mostraremos na Proposição 2.7.8 que as métricas 2k-Einstein são pontos
críticos para o funcional de Einstein-Hilbert-Lovelock definido por

F (2k)(g) =

∫
X

S(2k)
g νg,

restrito ao espaço M1(X) das métricas de volume unitário em X . Aqui, νg é o
elemento de volume de g. Exemplos de variedades 2k-Einstein incluem as formas
espaciais e as variedades homogêneas isotropicamente irredutíveis. Mais ainda,
se 2k = n, então qualquer métrica em X é 2k-Einstein, pois neste caso S(n)

g é, a
menos de uma constante, o integrando de Gauss-Bonnet. Assim, podemos admitir
a partir de agora que n > 2k.

Proposição 2.5.5. Se n > 2k e (X, g) é 2k-Einstein, então λ é constante. Em
particular, S(2k)

g é constante.

Demonstração. Note que divJ (2k) = 0 (que segue das considerações acima ou
da Proposição 2.7.7) equivale a

divR(2k) = (2k − 1)!dS(2k).

Combinando isto com (2.30), vê-se então que a função

µ = λ− (2k − 1)!S(2k)
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é constante. Por outro lado, como

trgR(2k)
g = ⟨c2k−1

g Rk
g , g⟩ = c2kg Rk

g = (2k)!S(2k)
g , (2.31)

tem-se, novamente por (2.30),

λ =
(2k)!

n
S(2k)
g , (2.32)

e o resultado segue.

O formalismo acima pode ser usado para isolar uma classe de variedades Rie-
mannianas que desempenhará um papel central neste trabalho.

Definição 2.5.6. [T] Dado k ≥ 2, diremos que (X, g) possui (2k − 2)-curvatura
seccional constante se existe µk ∈ R tal que

Rk−1 = µkg
2k−2. (2.33)

O caso k = 2 corresponde às formas espaciais; veja a Observação 2.5.2. Em
geral, a condição (2.33) pode ser geometricamente interpretada da seguinte forma.
Dado um (2k − 2)-plano tangente p ⊂ TpX , p ∈ X , sabemos que existe uma
vizinhança U ⊂ p contendo a origem tal que expp U ⊂ X é uma subvariedade
mergulhada que é totalmente geodésica em p. Assim, podemos associar a cada p a
(2k − 2)-curvatura de Gauss-Bonnet de expp U em p. Diz-se que este número é a
(2k − 2)-curvatura seccional de X em p na direção de p, denotada por K(p, p)7.

Proposição 2.5.7. [T] Para uma variedade Riemanniana (X, g), (2.33) acontece
se, e somente se, K(p, p) não depende do par (p, p).

2.6 Operadores e complexos diferenciais
Desenvolveremos nesta seção a teoria de deformação de operadores e com-

plexos elípticos que necessitaremos neste trabalho. Este material será utilizado,
por exemplo, na Seção 3.1 para estudar a teoria de deformação de estruturas de
Einstein.

7Na literatura, este invariante também é conhecido como a curvatura de Lipschitz-Killing.
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Sejam X uma variedade diferenciável e E , E ′ fibrados vetoriais sobre X . Uma
aplicação linear Q : Γ(E) → Γ(E ′) é um operador diferencial linear (o.d.l.) de
ordem m se, localmente, pode ser escrita como

(Qη)i =
∑
|α|≤m

r=p(E)∑
j=1

aijα (p)∂
αηj, i = 1, . . . , r′ = p(E ′),

onde p varia sobre o domínio U de um sistema de coordenadas locais x em X de
modo que E|U and E ′|U são triviais, η = (η1, . . . , ηr) e Qη = ((Qη)1, . . . , (Qη)r′)
são as expressões relativamente às trivializações, aijα são funções suaves (com al-
gum aijα ̸≡ 0, |α| = m) e ∂α = ∂α1

x1
· · · ∂αn

xn
para um multi-índice α = (α1, . . . , αn).

O conjunto de todos os o.d.l.’s de ordem m será denotado por ODLm(E , E ′).
Dada a expressão local acima para Q, podemos definir, para p ∈ U , a aplicação

linear σQ(p, ξ) : Rr → Rr′ ,

(σQ(p, ξ)(v))i =
∑
|α|=m

r∑
j=1

aijα (p)ξ
αvj, i = 1, . . . , r′.

Se considerarmos (p, ξ) como coordenadas locais em T ∗X , esta construção pode
ser globalizada para gerar um homomorfismo fibrado σQ : π∗E → π∗E ′, onde
π : T ∗X → X é a projeção usual. Diremos então que Q é elíptico se σQ, o
símbolo de Q, é um isomorfismo fibrado fora da seção nula X ⊂ T ∗X . Note que
isto implica, em particular, que r = r′. O conjunto de todos os o.d.l.’s elípticos de
ordem m será denotado por Ellm(E , E ′).

Dadas uma métrica Riemanniana em X (que supomos fechada a partir de
agora) e métricas em E e E ′, vemos que o.d.l.’s aparecem em pares. Mais preci-
samente, se Q ∈ ODLm(E , E ′), então existe Q∗ ∈ ODLm(E ′, E), completamente
determinado por Q e pelas escolhas de métricas, tal que

(Qη, η′) = (η,Q∗η′), η ∈ Γ(E), η′ ∈ Γ(E ′),

onde ( , ) é o produto interno L2 usual. Diz-se então que Q∗ é o adjunto formal
de Q. É fácil verificar que vale a identidade pontual σP ∗ = σ∗

P , de forma que Q
é elíptico se, e somente se, Q∗ também o é. Neste contexto, se E = E ′ e P = P ∗

diremos então que P é auto-adjunto. Mais ainda, vale

σQ′Q = σQ′ ◦ σQ, (2.34)

para Q ∈ ODLm(E , E ′) e Q′ ∈ ODLm′(E ′, E ′′).
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Exemplo 2.6.1. Seja E → X um fibrado vetorial e ∇ : Γ(E) → Γ(T ∗X⊗E) uma
conexão. Então ∇ é um o.d.l. de ordem 1 com σ∇(p, ξ)(v) = ξ ⊗ v. Portanto,
∇ não é elíptico, mas seu símbolo é injetivo (fora da seção nula). Se X e E são
Riemannianos, podemos considerar o operador adjunto ∇∗ : Γ(T ∗X⊗E) → Γ(E)
e a composição ∇∗ ◦ ∇ : Γ(E) → Γ(E). É fácil ver então que ∇∗ ◦ ∇ = ∇∗∇,
o Laplaciano de Bochner associado a ∇. Evidentemente, ∇∗∇ é um operador
elíptico e auto-adjunto de segunda ordem, pois σ∇∗∇(p, ξ)(v) = −|ξ|2v.

Para cada s ∈ R, seja Hs(E) o espaço de Sobolev de ordem s de seções de
E . Então cada Q ∈ ODLm(E , E ′) estende-se unicamente a uma aplicação linear
contínua

Qs : H
s(E) → Hs−m(E ′).

Mais ainda, se Q é elíptico, pode-se usar operadores pseudo-diferenciais para
inverter cada Qs a menos de operadores suavizantes [LM], [W]. Mais precisa-
mente, diremos que Q : Γ(E) → Γ(E ′) é Sobolev de ordem m ∈ R (Notação:
P ∈ Sobm(E , E ′)) se Q estende-se continuamente a Qs : Hs(E) → Hs−m(E ′)
para qualquer s. O teorema de inversão a que nos referimos afirma que para cada
Q ∈ Ellm(E , E ′) ⊂ Sobm(E , E ′) existe R ∈ Sob−m(E ′, E) tal que

QR = I +K ′, RQ = I +K,

onde K ∈ ∩kSobk(E) e K ′ ∈ ∩kSobk(E ′).
Pelo Teorema de Rellich, K e K ′ são operadores compactos e assim Qs é

Fredholm para cada s. Isto significa, por definição, que dimkerQs < ∞, imQs ⊂
Hs−m(E ′) é fechado e dim cokerQs < +∞, de forma que o índice de Fredholm
de Qs,

indQs = dimkerQs − dim cokerQs,

está bem definido. Para eliminar a dependência deste invariante em relação a s,
notemos que, pelo Teorema de Sobolev, imK ⊂ Γ(E), de forma que se η ∈
kerQs, então η = −Kη; logo, η ∈ Γ(E). Assim, kerQs é constituído por se-
ções suaves e, portanto, não depende do parâmetro s. Este subespaço comum
será denotado simplesmente por kerQ. Na presença de estruturas métricas vale o
isomorfismo cokerQ ∼= kerQ∗, donde

indQ = dimkerQ− dimkerQ∗,

o índice de Q, está bem definido.
Acontece que o invariante ind : Ellm(E , E ′) → Z é extremamente robusto

por deformações contínuas de operadores elípticos. Para explicar este ponto,

21



sejam Q0, Q1 ∈ Ellm(E , E ′). Diremos então que σQ0 e σQ1 são regularmente
homotópicos se existe uma família a um parâmetro de homomorfismos fibrados
t ∈ [0, 1] 7→ σt ∈ Hom(π∗E , π∗E ′) satisfazendo:

1. σt é contínua em t;

2. σ0 = σQ0 e σ1 = σQ1;

3. Para cada t ∈ (0, 1), σt é um isomorfismo fora da seção nula.

A proposição a seguir esclarece em que sentido o índice é um invariante robusto;
veja [LM] para uma demonstração.

Proposição 2.6.2. Se Q0, Q1 ∈ Ellm(E , E ′) com símbolos regularmente homotó-
picos, então indQ0 = indQ1. Em particular, indQ0 = 0 se Q1 é auto-adjunto.

Para nossos propósitos, é conveniente generalizar a teoria acima, seguindo a
prescrição de [AB]. Para tanto, consideremos uma sequência finita de fibrados
métricos E = {E j}dj=0 sobre uma variedade Riemanniana X . Diremos então que

(E , Q) : · · · −→Γ(E j)
Qj−→ Γ(E j+1)−→· · · ,

onde cada Qj é um o.d.l. de ordem mj > 0, é um complexo elíptico se:

1. Qj+1 ◦Qj = 0, para qualquer j;

2. A sequência de símbolos

σQ : · · · −→π∗E j
σQj−→ π∗E j+1−→· · ·

é exata fora da seção nula.

Note que Q ∈ Ellm(E , E ′) se, e somente se,

0−→Γ(E) Q−→ Γ(E ′) −→0

é um complexo elíptico. Assim, o conceito de complexo elíptico de fato generaliza
aquele de operador elíptico. Reciprocamente, a cada complexo elíptico (E , Q)
podemos naturalmente associar um o.d.l. do seguinte modo. Definamos E+ =
⊕jE2j , E− = ⊕jE2j+1 e

Q+ : Γ(E+) → Γ(E−)
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pondo Q+ = ⊕jQ2j +⊕jQ
∗
2j+1. Resulta então que Q+ é elíptico e

indQ+ = χ(E , Q),

onde
χ(E , Q) =

∑
j

(−1)j dimHj(E , Q)

é a característica de Euler de (E , Q). Aqui,

Hj(E , Q) =
kerQj

ImQj−1

é o i-ésimo grupo de cohomologia de (E , Q)8.
À semelhança do que acontece com o índice, a característica de Euler é extre-

mamente robusta em relação à deformações contínuas do complexo. Para explicar
isto, sejam (E , Qi), i = 0, 1, complexos elípticos. Diremos então que as sequên-
cias de símbolos σQ0 e σQ1 são regularmente homotópicas se existe uma família a
um parâmetro de homomorfismos fibrados

σ(t) : · · · −→π∗E j
σ
(t)
j−→ π∗E j+1−→· · ·

satisfazendo:

1. σ(t) depende continuamente de t ∈ [0, 1];

2. σ(0) = σQ0 e σ(1) = σQ1;

3. Para cada t ∈ (0, 1), σ(t) é exata fora da seção nula.

Note que, neste caso, os símbolos σQ+
0

e σQ+
1

são regularmente homotópicos e
a discussão acima implica imediatamente a proposição a seguir.

Proposição 2.6.3. Se (E , Qi), i = 0, 1, são complexos elípticos cujas sequências
de símbolos são regularmente homotópicas, então χ(E , Q0) = χ(E , Q1).

8Implícito nesta discussão está o fato que os grupos de cohomologia de um complexo elíptico
possuem dimensão finita. Isto decorre da teoria de Hodge para tais complexos; veja [AB], [LM] e
[W].
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2.7 Funcionais geométricos
Seja X uma variedade Riemanniana fechada de dimensão n ≥ 3. Denotare-

mos então por M(X) o conjunto das métricas Riemannianas suaves em X e por
M1(X) o subconjunto das métricas de volume unitário. Assim, g ∈ M1(X) se,
e somente se, ∫

X

νg = 1,

onde νg é o elemento de volume de g.
Em relação à topologia compacto-aberta C∞, M(X) é um cone aberto e con-

vexo que tem M1(X) como base. Em particular, se g ∈ M(X) e h ∈ S2(X),
então g+ th ∈ M(X) se t ∈ (−ϵ, ϵ) com ϵ > 0 suficientemente pequeno. Assim,
se g 7→ Bg é um invariante Riemanniano (tomando valores no espaço de seções de
algum fibrado vetorial), então faz sentido definir sua linearização em g na direção
de h por

Ḃgh = lim
t→0

Bg+th −Bg

t
. (2.35)

A proposição a seguir descreve as linearizações de alguns invariantes Rieman-
nianos considerados anteriormente. Para tanto, precisamos introduzir o Laplaci-
ano de Lichnerowicz, ∆L : S2(X) → S2(X), dado por

∆Lh = ∇∗∇h+Ricg ◦ h+ h ◦ Ricg − 2
◦
Rgh, (2.36)

onde

(h ◦ k)(x, y) =
n∑

i=1

h(x, ei)k(ei, y), (2.37)

e

(
◦
Rgh)(x, y) =

n∑
i=1

h(Rg(x, ei)y, ei), (2.38)

com {ei} sendo um referencial ortonormal; compare com (2.19) e (2.20). Consi-
deraremos ainda o operador de Bianchi βg : S

2(X) → A1(X),

βgh = δgh+
1

2
dtrgh, (2.39)

onde
δg = −divg. (2.40)
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Proposição 2.7.1. Se g ∈ M(X) e h ∈ S2(X), então vale

Ṙicgh =
1

2

(
∆Lh− L(βgh)♯g

)
, (2.41)

onde ω♯ ∈ X (X) é o campo de vetores dual a ω ∈ A1(X) e L é a derivada de
Lie. Mais ainda,

κ̇gh = ∆gtrgh+ δgδgh− ⟨Ricg, h⟩. (2.42)

Se D(X) é o grupo dos difeomorfismos suaves de X , então existe uma ação
natural ξ : (R+ ×D(X))×M(X) → M(X),

ξ((t, ϕ), g) = tϕ∗g.

Obviamente, duas métricas numa mesma órbita desta ação possuem as mesmas
propriedades geométricas. Podemos ainda considerar a restrição ξ1 : D(X) ×
M(X) → M(X), com ξ1 = ξ|{1}×D(X). Vê-se então que classes de isometrias
de métricas correspondem a elementos de M(X)/D(X), enquanto que classes de
métricas globalmente homotéticas correspondem a elementos de M1(X)/D(X).
Os elementos de M1(X)/D(X) são chamados de estruturas Riemannianas.

Um problema fundamental em Geometria Riemanniana consiste em enten-
der o conjunto de estruturas Riemanninas numa determinada variedade X satisfa-
zendo alguma condição de natureza geométrica (Einstein, 2k-Einstein, etc.). Com
este intuito em mente, faz-se necessário entender a estrutura do espaço de órbitas
M1(X)/D(X) numa vizinhança de alguma métrica g. Comecemos procurando
elucidar o que acontece do ponto de vista infinitesimal. Ora, é fácil ver que, pelo
menos do ponto de vista formal, o espaço tangente à órbita

O(g) = {ξ1(ϕ, g);ϕ ∈ D(X)}, g ∈ M1(X),

é dado por
TgO(g) = {Lω♯g;ω ∈ A1(X)}.

Assim, TgO(g) = im δ∗g , onde δ∗g : A1(X) → S2(X) é o o.d.l. de primeira ordem
dado por

δ∗gω =
1

2
Lω♯g.

A notação para δ∗g justifica-se pelo fato que este operador é, no caso em que X é
fechada, o adjunto formal do o.d.l. δg : S2(X) → A1(X) definido em (2.40).
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Localmente, temos

(δ∗gω)ij =
1

2
(∇iωj +∇jωi),

de modo que σδ∗g , o símbolo de δ∗g , é injetivo (fora da seção nula). Resulta então de
(2.34) que δgδ

∗
g : A1(X) → A1(X) é elíptico e um argumento de Berger e Ebin

[BE] garante a existência da decomposição

S2(X) = im δ∗g ⊕ ker δg, (2.43)

que é ortogonal com respeito ao produto interno L2. Como TgM(X) = S2(X)
(resp. TgM1(X) = {h ∈ S2(X) ;

∫
X
trghνg = 0}), resulta que (2.43) deter-

mina explicitamente o complemento ortogonal de TgO(g) em TgM(X) (resp.
TgM1(X)), a saber, ker δg (resp. TgM1(X) ∩ ker δg).

Observação 2.7.2. É importante mencionar que, por um resultado de Ebin [E], a
parcela TgM1(X) ∩ ker δg da decomposição TgM1(X) = im δ∗g ⊕ [TgM1(X) ∩
ker δg] pode ser ‘exponenciada’ para gerar um slice local para a ação de D(X)
em M1(X). Mais precisamente, TgM1(X)∩ker δg é o espaço tangente, em g, de
uma subvariedade Vg ⊂ M1(X) que é localmente transversal às órbitas da ação.
De fato, se Ig denota o grupo de isometrias de g, então Vg módulo Ig parametriza
o espaço de órbitas em torno de O(g).

Observação 2.7.3. Os operadores δg, δ∗g e
◦
Rg aparecem numa decomposição do

tipo Weitzenböck associada ao operador Sr : S
r(X) → Sr+1(X) dado por

(Srη)(x1, . . . , xr+1) =
∑
i

(∇xi
η)(x1, . . . , x̂i, . . . , xr+1)

e seu adjunto

(S∗
rη)(x1, . . . , xr) = −

∑
i

(∇eiη)(ei, x1, . . . , xr).

Um cálculo direto fornece então a decomposição

(S∗
2S2 − S1S

∗
1)h = ∇∗∇h+ 2

◦
Rgh− 2h ◦ Ricg, h ∈ S2(X).

Em particular, se δgh = 0, então

S∗
2S2h = ∇∗∇h+ 2

◦
Rgh− 2h ◦ Ricg, (2.44)

pois S∗
1 = δg. Esta fórmula será bastante útil na discussão sobre rigidez de estru-

turas 2k-Einstein no Capítulo 3.
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Definição 2.7.4. Uma função F : M(X) → R é um funcional geométrico se vale
F(ϕ∗g) = F(g), para g ∈ M(X) e ϕ ∈ D(X) quaisquer.

Em palavras, F é geométrico se, e somente se, é constante ao longo das órbitas
da ação natural de D(X) em M(X). Como exemplos importantes mencionamos
os chamados funcionais de Hilbert-Einstein-Lovelock:

F (2k)(g) =

∫
X

S(2k)
g νg, (2.45)

onde S(2k) é a 2k-curvatura de Gauss-Bonnet.

Definição 2.7.5. Um funcional geométrico F é diferenciável se existe m ≥ 0 tal
que F é diferenciável na norma de Sobolev de ordem m. Neste caso, diz-se que
a ∈ S2(X) é o gradiente de F em g ∈ M(X) se vale

Ḟgh = (a, h), h ∈ S2(X).

Nesta definição,

Ḟgh =
d

dt
F(g + th)|t=0

é a derivada direcional (ou linearização) de F em g na direção de h. Denotaremos
por gradFg o gradiente de F em g.

Acontece que os tensores de Lovelock são os gradientes dos funcionais de
Hilbert-Einstein-Lovelock, conforme vê-se na proposição a seguir.

Proposição 2.7.6. [Lo][L2] Na notação acima,

gradF (2k)
g = −1

2
J (2k)

g . (2.46)

Demonstração. Verifica-se em [L2] que

Ṡ(2k)
g h = − 1

2(2k − 1)!
⟨R(2k)

g , h⟩+ divgω,

onde
Ṡ(2k)
g h =

d

dt
S(2k)
g+th|t=0

é a linearização da 2k-curvatura de Gauss-Bonnet em g na direção de h ∈ S2(X),
e ω ∈ A1(X). Por outro lado, a clássica fórmula de Liouville nos diz que

ν̇gh =
1

2
trghνg, (2.47)

de modo que o resultado segue após linearizarmos (2.45) derivando sob o sinal da
integral e usarmos o Teorema da Divergência.
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A proposição a seguir, que remonta a D. Hilbert e E. Noether e generaliza
(2.22), ilustra a importância da decomposição (2.43) na teoria dos funcionais geo-
métricos.

Proposição 2.7.7. Se F é um funcional geométrico diferenciável, então seu gra-
diente possui divergência nula:

δggradFg = 0, g ∈ M(X). (2.48)

Em particular,
δgJ (2k)

g = 0. (2.49)

Demonstração. Basta observar que a órbita O(g) está contida numa hipersuperfí-
cie de nível de F , de modo que gradFg é ortogonal no sentido L2 a TgO(g), e a
decomposição (2.43) aplica-se imediatamente.

No restante desta seção, usaremos a Proposição 2.7.6 para verificar que tanto
a condição de ser 2k-Einstein como a de possuir 2k-curvatura de Gauss-Bonnet
constante admitem uma interpretação variacional. Para isto, definimos os funcio-
nais de Hilbert-Einstein-Lovelock normalizados F̃ (2k) : M(X) → R,

F̃ (2k)(g) =
F (2k)(g)(∫
X
νg
)n−2k

n

.

Note que F̃ (2k) é invariante por deformações homotéticas de g. Mais ainda, dado
um elemento de volume µ em X , seja

Nµ = {g ∈ M1(X); νg = µ}.

Proposição 2.7.8. As seguintes afirmações a respeito de uma métrica g ∈ M1(X)
são equivalentes:

1. (X, g) é 2k-Einstein;

2. g é um ponto crítico de F̃ (2k);

3. g é um ponto crítico de F (2k) restrito a M1(X);

4. g é um ponto crítico de F (2k) restrito a Nνg .
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Demonstração. A equivalência entre o segundo e o terceito item é óbvia. Por
outro lado, note que

TgM1(X) = {h ∈ S2(X); (g, h) = 0}

e
TgNνg = {h ∈ S2(X); trgh = 0}.

Assim, g é um ponto crítico de F (2k)|M1(X) (respectivamente, F (2k)|Nνg
) se, e

somente se, a projeção ortogonal de gradF (2k)
g = −1

2
J (2k)

g sobre TgM1(X) (res-
pectivamente, TgNνg ) é nula. Em ambos os casos, existe uma função λ em X tal
que R(2k)

g = λg. O resultado segue então da Proposição 2.5.5.

Se g ∈ M(X), denotaremos por [g] = {fg; f ∈ D(X), f > 0} a classe de
métricas conformes a g. Mais ainda, se g ∈ M1(X), escreveremos

[g]1 =

{
g̃ ∈ [g];

∫
X

νg̃ = 1

}
.

Proposição 2.7.9. Uma métrica g ∈ M1(X) possui 2k-curvatura de Gauss-
Bonnet constante se, e somente se, g é um ponto crítico para F (2k) restrito a
[g]1.

Demonstração. Observemos inicialmente que

Tg[g]1 =

{
fg; f ∈ D(X),

∫
X

fνg = 0

}
,

de modo que a criticalidade de g significa que (J (2k)
g , fg) = 0, para qualquer f

de média nula. Equivalentemente,

(R(2k)
g , fg) = (2k − 1)!(S(2k)

g g, fg).

Lembrando agora que vale ⟨h, g⟩ = trgh e usando (2.31), vemos então que a
condição de criticalidade é

2k

∫
X

S(2k)
g fνg = n

∫
X

S(2k)
g fνg,

e como 2k < n, ∫
X

S(2k)
g fνg = 0.
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Aplicando isto a

f = S(2k)
g −

∫
X

S(2k)
g νg,

resulta que ∫
X

(S(2k)
g )2νg =

(∫
X

S(2k)
g νg

)2

,

ou seja, S(2k)
g é constante.
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Capítulo 3

Rigidez de estruturas 2k-Einstein

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados sobre rigidez de estruturas 2k-
Einstein. Começamos por discutir, na Seção 3.1, o que acontece no caso Einstein
(k = 1). Aqui, abundam exemplos de estruturas de Einstein onde obstruções à
existência de deformações se fazem presentes sempre que deformações infinitesi-
mais existem, o que significa que a teoria de deformação usual não tem em geral
utilidade para estudar a estrutura local do espaço de módulos de estruturas de
Einstein. Isto acontece, por exemplo, se o tensor de Ricci é estritamente negativo,
o que inclui as formas espaciais hiperbólicas; veja a Proposição 3.1.4. Em função
deste resultado decepcionante, a análise do espaço de módulos de estruturas 2k-
Einstein segue o procedimento clássico, ou seja, busca-se determinar condições
que garantam a trivialidade do espaço de deformações infinitesimais (Teorema
3.2.9) e procura-se então, nestas condições, verificar que a estrutura em questão é
rígida num sentido apropriado (Teorema 3.2.13). Isoladamente, talvez o resultado
mais interessante aqui demonstrado é que formas espaciais não-euclidianas são rí-
gidas como estruturas 2k-Einstein (Corolário 3.2.10), o que estende um resultado
clássico para o caso Einstein (k = 1), discutido no Capítulo 12 de [Be].

3.1 O caso Einstein
Nesta seção revisitaremos a teoria de deformação de estruturas de Einstein

sobre uma variedade fechada [Be]. A análise do complexo de deformação corres-
pondente leva ao resultado clássico segundo o qual, em muitas situações de inte-
resse, a existência de deformações infinitesimais não-triviais sempre vem acom-
panhada de obstruções (Proposição 3.1.4).
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Seja então X uma variedade diferenciável fechada de dimensão n ≥ 3. Re-
cordemos a ação natural

(R+ ×D(X))×M(X)
ξ−→ M(X) (3.1)

dada por
ξ((t, ϕ), g) = tϕ∗g.

Note que, equivalentemente, podemos eliminar a ação de R+ por homotetias e
considerar a ação

D(X)×M1(X)
ξ1−→ M1(X)

dada por
ξ1(ϕ, g) = ϕ∗g.

Seja E(2)(X) ⊂ M(X) o conjunto das métricas de Einstein em X . Restrin-
gindo ξ a E(2)(X) obtém-se a ação

(R+ ×D(X))× E(2)(X)
ξ−→ E(2)(X)

ou ainda,
D(X)× E

(2)
1 (X)

ξ1−→ E
(2)
1 (X)

onde E
(2)
1 (X) = E(2)(X) ∩M1(X).

Definição 3.1.1. O espaço de módulos de estruturas de Einstein em X é o quoci-
ente

E(2)(X) =
E(2)(X)

R+ ×D(X)
=

E
(2)
1 (X)

D(X)
,

com respeito às ações acima. Em ambos os casos, a aplicação quociente será
denotada por g 7→ ⟨g⟩ e cada classe ⟨g⟩ é uma estrutura de Einstein em X .

Um problema fundamental em Geometria Riemanniana consiste em descrever
a estrutura do espaço de módulos E(2)(X), para uma variedade fechada X; veja,
por exemplo, a discussão no Capítulo 12 de [Be]. Uma primeira providência neste
sentido seria determinar as deformações infinitesimais de estruturas de Einstein.
Mais especificamente, seja t ∈ (−ϵ, ϵ) 7→ ⟨gt⟩ ∈ E(2)(X) uma família diferen-
ciável a um parâmetro de estruturas de Einstein, que interpretaremos como uma
deformação da estrutura ⟨g0⟩ ∈ E(2)(X). Como Tg0M(X) = S2(X), resulta que

h :=
d

dt
gt|t=0 ∈ S2(X), (3.2)
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mas a pergunta crucial agora é: que condições adicionais h ∈ S2(X) deve satis-
fazer pelo fato de cada métrica gt ser Einstein?

Ora, cada gt satisfaz
Ricgt = λtgt,

para alguma constante λt. Derivando esta curva de equações e calculando o resul-
tado em t = 0, obtemos

Ṙicgh = λ̇0g + λ0h,

onde g = g0,

Ṙicgh =
d

dt
Ricg+th|t=0

é a linearização da aplicação g′ ∈ M(X) 7→ Ricg′ ∈ S2(X) em g′ = g na direção
de h e

λ̇0 =
d

dt
λt|t=0.

Mas note que podemos supor que gt ∈ E
(2)
1 (X) para cada t. Assim, por (2.32)

com k = 1 (e lembrando que S(2)
g = κg/2),

λt =
κgt

n
=

1

n

∫
X

κgtνgt ,

onde usamos a Proposição 2.5.5 na última etapa. Disto e da Proposição 2.7.8
resulta então que λ̇0 = 0, donde concluímos que h deve satisfazer

Ṙicgh = λh, (3.3)

onde agora escrevemos λ = λ0.

Observação 3.1.2. Neste ponto, devemos recordar que, pela Proposição 2.7.1,

Ṙicgh =
1

2

(
∆Lh− L(βgh)♯g

)
, (3.4)

onde ∆L é o Laplaciano de Lichnerowicz e βg é o operador de Bianchi.

Vimos então que deformações infinitesimais de estruturas de Einstein como
em (3.2) necessariamente pertencem ao núcleo do o.d.l.

L(2)
g := Ṙicg − λ : S2(X) → S2(X). (3.5)
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Ora, resulta facilmente de (3.4) que L
(2)
g nunca é um operador elíptico, pois o

termo de segunda ordem L(βgh)♯g, que certamente contribui para o símbolo σ
L
(2)
g

,
estraga a elipticidade de ∆L. Isto naturalmente reflete o fato que a condição de
Einstein é invariante por difeomorfismos, de maneira que urge descartar aquelas
soluções que provêm de famílias a um parâmetro de difeomorfismos. Mais preci-
samente, se

h =
d

dt
ϕ∗
tg|t=0 ∈ TgO(g), (3.6)

onde ϕt ∈ D(X) com ϕ0 = idX , então tais soluções não devem ser levadas em
consideração, pois a curva de métricas {ϕ∗

tg} corresponde a uma deformação tri-
vial em E(2)(X) no sentido que as variedades Riemannianas (X,ϕ∗

tg) e (X, g) são
isométricas e assim definem o mesmo elemento em E(2)(X). Isto sugere conside-
rar a sequência de aplicações lineares

0 → A1(X)
δ∗g→ S2(X)

L
(2)
g→ S2(X).

Note que se gt = ϕ∗
tg, com

d

dt
ϕt|t=0 = ω♯, ω ∈ A1(X),

então Ricgt = ϕ∗
tRicg, donde

ṘicgLω♯g = Lω♯Ricg = λLω♯g,

ou seja, L(2)
g ◦ δ∗g = 0, de modo que im δ∗g ⊂ kerL

(2)
g e

H1
g :=

kerL
(2)
g

im δ∗g

representa então, de acordo com a discussão acima, o espaço das deformações
infinitesimais genuínas de estruturas de Einstein. Neste contexto, a questão rele-
vante é: sob que condições podemos garantir que um elemento de H1

g pode ser
integrado para uma família a um parâmetro de estruturas de Einstein? Noutras
palavras, dado h (um representante de uma classe) em H1

g \ {0}, existe {gt},
t ∈ (−ϵ, ϵ), curva de métricas de Einstein tal que

d

dt
gt|t=0 = h? (3.7)
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Observe que se isto acontecer então, pelo modo como definimos H1
g , a deformação

⟨gt⟩ é de fato genuína no sentido que não reduz-se ao tipo trivial em (3.6). Outra
maneira de expressar a genuinidade de {gt} em (3.7) é apelar para a Observação
2.7.2, que garante a existência de um slice local Vg para a ação (3.1). Neste
contexto, genuinidade significa simplesmente que {gt} é regular ( d

dt
gt|t=0 ̸= 0) e

{gt} ⊂ Vg.
Naturalmente, a questão acima teria uma resposta positiva para qualquer h ∈

H1
g se a aplicação L

(2)
g fosse sobrejetiva, pois poderíamos então aplicar o Teorema

da Função Implícita a algum completamento métrico de S2(X). Para entender a
obstrução para que isto aconteça, recordemos que, por (2.22) e pelo fato de ser g
paralela, βg(Ricg − λg) = 0, para qualquer g ∈ M(X). Aplicando isto a g = gt
e derivando o resultado em t = 0, obtemos

β̇g(Ricg − λg) + βgL
(2)
g = 0.

Como g é Einstein,
Ricg − λg = 0,

de forma que βgL
(2)
g = 0. Isto mostra, definitivamente, que L

(2)
g nunca é sobreje-

tivo: na verdade, vale imL
(2)
g ⊂ ker βg.

Esta discussão sugere considerarmos

(E , Qdef) : 0 → A1(X)
δ∗g→ S2(X)

L
(2)
g→ S2(X)

βg→ A1(X) → 0, (3.8)

o chamado complexo de deformação de estruturas de Einstein. Vê-se então que

H2
g :=

ker βg

imL
(2)
g

é precisamente a obstrução para que a pergunta acima tenha resposta positiva, ou
seja, H2

g é trivial se, e somente se, qualquer h ∈ H1
g pode ser integrado para uma

curva de deformações genuínas. Este círculo de idéias é formalizado na definição
abaixo.

Definição 3.1.3. Uma estrutura de Einstein ⟨g⟩ ∈ E(2)(X) é desobstruída se H2
g

é trivial.

Assim, se ⟨g⟩ é desobstruída, uma aplicação do Teorema da Função Implí-
cita implicaria que E(2)(X) possui, em torno de ⟨g⟩, uma estrutura de variedade
diferenciável com T⟨g⟩E

(2)(X) = H1
g , o espaço das deformações infinitesimais
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genuínas de ⟨g⟩. Noutras palavras, uma vizinhança da origem de H1
g parametri-

zaria uma vizinhança de ⟨g⟩ em E(2)(X). No entanto, veremos agora que esta
abordagem à estrutura local de E(2)(X) é muitas vezes inconclusiva, pois existem
exemplos de estruturas de Einstein para as quais desobstrução implica a triviali-
dade de H1

g .

Proposição 3.1.4. Se (X, g) é uma variedade de Einstein que não possui campos
de Killing não-triviais1, então

dimH2
g ≥ dimH1

g . (3.9)

Em particular, H1
g é trivial se ⟨g⟩ é desobstruída.

A chave para verificar a validade de (3.9) é a proposição a seguir.

Proposição 3.1.5. O complexo de deformação (E , Qdef) é elíptico e possui carac-
terística de Euler nula.

Demonstração. A sequência de símbolos

C0 : 0 → Λ1(X)
σδ∗g→ Sym2(X)

σ
L
(2)
g→ Sym2(X)

σβg→ Λ1(X) → 0

é exata (fora da seção nula); veja [CCGGIILLN]. Por outro lado, consideremos,
para t ∈ (0, 1), a sequência

Ct : 0 → Λ1(X)
σt
0→ Sym2(X)

σt
1→ Sym2(X)

σt
2→ Λ1(X) → 0

onde σt
0 = (1− t)σδ∗g , σt

2 = (1− t)σβg e σt
1 = σ

L
(2)
g (t)

, com

L(2)
g (t) =

1

2

(
∆L − (1− t)Lβ♯

g
g
)
− λ.

Resulta então do argumento em [CCGGIILLN] que Ct também é exata (fora da
seção nula), de modo que C0 é regularmente homotópica a

C1 : 0 → Sym2(X)
σ∆L→ Sym2(X) → 0.

Como ∆L é elíptico e auto-adjunto, segue das Proposições 2.6.2 e 2.6.3 que
χ(E , Qdef) = 0, como queríamos.

1Isto acontece, por exemplo, se Ricg = λg com λ < 0, por um resultado de Bochner [Be]. Isto
inclui o importante caso em que (X, g) é uma forma espacial hiperbólica.
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Decorre da Proposição 3.1.5 que

dimH0
g + dimH2

g = dimH1
g + dimH3

g ,

onde

H0
g := ker δ∗g , H3

g =
A1(X)

im βg

.

Mas a nossa hipótese sobre (X, g) significa precisamente que H0
g é trivial, de

modo que
dimH2

g = dimH1
g + dimH3

g ,

donde (3.9) resulta imediatamente.
A Proposição 3.1.4 confirma a percepção já externada acima de que, em ge-

ral, o complexo de deformação para estruturas de Einstein não tem utilidade na
questão de determinar a estrutura local de E(2)(X). Assim, a pesquisa nesta área
tem-se concentrado em determinar critérios para verificar quando H1

g é trivial e,
de posse deste tipo de informação, concluir que ⟨g⟩ ∈ E(2)(X) é rígida num sen-
tido apropriado. Vários resultados deste tipo estão disponíveis na literatura (veja
as contribuições atribuídas a Koiso e Bourguignon no Capítulo 12 de [Be]) e os
teoremas apresentados na próxima seção buscam precisamente estender alguns
destes para o contexto 2k-Einstein, k ≥ 2.

Observação 3.1.6. Talvez seja ilustrativo introduzir alguns comentários de na-
tureza geral a respeito da teoria de deformações de estruturas geométricas no
sentido de ilustrar a relevância da Proposição 3.1.4. Com efeito, no abrangente
contexto de deformações de G-estruturas numa variedade fechada X , os grupos
de cohomologia Hr(X,Θ), r = 1, 2, onde Θ representa o feixe de germes de
automorfismos infinitesimais da correspondente G-estrutura, desempenham um
papel fundamental. Com efeito, H1(X; Θ) pode ser interpretado como o espaço
de deformações infinitesimais da G-estrutura, de modo que o problema de deter-
minar que elementos deste espaço podem ser integrados para gerar deformações
genuínas adquire importância fundamental. Em geral, obstruções a que isto acon-
teça podem efetivamente existir, sendo tais obstruções representadas por classes
em H2(X; Θ). Assim, é frequente encontrar na literatura critérios para garantir
que uma vizinhança da origem de H1(X; Θ) parametrize localmente o espaço de
módulos das deformações de uma G-estrutura que é desobstruída no sentido que
H2(X; Θ) é trivial. Como exemplos de tais procedimentos, citamos os casos de
estruturas complexas [Ko], formas espaciais [Ca] e conexões auto-duais [AHS];
um tratamento bastante geral pode ser encontrado em [Gr] e [Ra]. Quando esta

37



abordagem mostra-se ineficiente, o problema de determinar a estrutura local do
espaço de módulos torna-se deveras complicado, visto que obviamente depende
de informações de ‘ordem superior’. Em vista da Proposição 3.1.4, isto é o que
efetivamente acontece no caso Einstein e, por extensão, no caso 2k-Einstein tra-
tado a seguir.

3.2 Rigidez de estruturas 2k-Einstein
Nesta seção apresentaremos alguns resultados de rigidez para uma classe de

estruturas 2k-Einsten. Seja então X uma variedade diferenciável de dimensão
n ≥ 4. Como no caso Einstein, tratado na seção anterior, a definição a seguir
encerra a idéia de estrutura 2k-Einstein.

Definição 3.2.1. O espaço de módulos de estruturas 2k-Einstein em X é o quoci-
ente

E(2k)(X) =
E(2k)(X)

R+ ×D(X)
=

E
(2k)
1 (X)

D(X)
.

Aqui, E(2k)(X) ⊂ M(X) é o conjunto das métricas 2k-Einstein em X e E(2k)
1 (X) =

E(2k)(X) ∩ M1(X). Em ambos os casos, a aplicação quociente será denotada
por g 7→ ⟨g⟩ e cada classe ⟨g⟩ é uma estrutura 2k-Einstein em X .

Assim, um problema fundamental neste contexto é determinar a estrutura de
E(2k)(X), para uma variedade X dada. Como no caso k = 1, tratado na seção
anterior, uma primeira providência neste sentido seria determinar o espaço de de-
formações infinitesimais genuínas de estruturas 2k-Einstein. Mais precisamente,
se ⟨g⟩ ∈ E(2k)(X), seja ⟨gt⟩, t ∈ (−ϵ, ϵ), uma família diferenciável a um parâme-
tro de estruturas 2k-Einstein com g0 = g ∈ E(2k)(X). Como sempre, veremos
esta família como uma deformação de ⟨g⟩. Neste caso, e similarmente ao que
acontece no caso Einstein, pelo fato de cada gt satisfazer R(2k)

gt = λtgt resulta
facilmente que

h =
d

dt
gt|t=0 ∈ S2(X)

cumpre
Ṙ(2k)

g h = λh, (3.10)

onde
Ṙ(2k)

g h =
d

dt
R(2k)

g+th|t=0
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é a linearização da aplicação g′ ∈ M(X) 7→ R(2k)
g′ ∈ S2(X) e λ = λ0. Por outro

lado, tendo em conta que, em vista da decomposição (2.43), deformações infini-
tesimais genuínas devem ser transversais às órbitas da ação de D(X), devemos
supor ainda que, para tais deformações,

δgh = 0; (3.11)

veja a Observação 2.7.2. Mais ainda, como podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que gt ∈ M1(X), tem-se ainda, em função de (2.47),∫

X

trghνg = 0. (3.12)

A esta altura, somos tentados a definir o espaço de deformações infinitesimais
de ⟨g⟩ a partir das condições (3.10), (3.11) e (3.12). Veremos, no entanto, que a
última condição, de caráter integral, pode ser substituída, sem perda de generali-
dade, por uma condição algébrica sobre h. A chave para isto é o seguinte teorema
de J. Moser.

Teorema 3.2.2. [M] Se g1, g2 ∈ M1(X), então existe ϕ ∈ D(X) tal que νg1 =
ϕ∗νg2 .

Em palavras, D(X) age transitivamente no conjunto das densidades positivas
de mesmo volume. Em vista disto, e levando em consideração a Proposição 2.7.8,
item 4, para entender a estrutura de E(2k)(X) em torno de ⟨g⟩, basta restringir-se
ao conjunto de métricas

Ng = {g′ ∈ M1(X); νg′ = νg}

com o mesmo elemento de volume que g, de forma que continuaremos denotando
por ⟨g′⟩ a estrutura 2k-Einstein correspondente. Mas note que agora, em função
de (2.47), (3.12) é substituído por

trgh = 0. (3.13)

Esta discussão motiva a definição a seguir.

Definição 3.2.3. Se (X, g) é 2k-Einstein, R(2k)
g = λg, o espaço de deformações

infinitesimais genuínas de ⟨g⟩, denotado por ε(2k)⟨g⟩ , é o espaço vetorial de todos os
elementos h ∈ C1(X) = S2(X) tais que

Ṙ(2k)
g h = λh, (3.14)

e
δgh = 0, trgh = 0. (3.15)
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Observação 3.2.4. Se definirmos Ig = δ−1
g (0) ∩ tr−1

g (0) e

L(2k)
g = Ṙ(2k)

g − λ, (3.16)

então ε
(2k)
⟨g⟩ = kerL

(2k)
g |Ig . Em particular, como X é fechada, ε(2k)⟨g⟩ possui dimen-

são finita se L
(2k)
g |Ig é um operador elíptico.

Observação 3.2.5. As condições sobre deformações infinitesimais definidas por
(3.15) são usualmente interpretadas na literatura como uma escolha de gauge,
visto que, pela Observação 2.7.2, elas correspondem a uma escolha de slice local
para a ação de D(X) em M1(X) em torno de g.

Resulta de (3.4) que L
(2)
g |Ig sempre é elíptico, ou seja, ε(2)⟨g⟩ possui dimensão

finita para qualquer (X, g) Einstein; isto foi primeiramente verificado em [BE].
Entretanto, se k ≥ 2, o resultado correspondente não é necessariamente verda-
deiro, pois ε(2k)⟨g⟩ pode possuir dimensão infinita para certas escolhas de (X, g), o

que reflete o fato de que, em geral, L(2k)
g |Ig é um o.d.l. de tipo misto (não necessa-

riamente elíptico). Com efeito, considere o produto Riemanniano X = M r×Tm,
onde M é uma variedade Riemanniana arbitrária e Tm é um toro plano. Se 2k > r,
então X é 2k-Einstein, independentemente da métrica em M , o que mostra que
dim ε

(2k)
⟨g⟩ = +∞ neste caso. Isto naturalmente reflete o fato, já comentado na

Introdução, de que o símbolo de L
(2k)
g , em geral, depende da curvatura Rg. Em

vista disto, é natural buscar exemplos de estruturas 2k-Einstein (X, g) para as
quais dim ε

(2k)
⟨g⟩ < +∞. O Teorema 3.2.7 abaixo fornece uma classe interessante

de estruturas 2k-Einstein para as quais isto acontece e seu enunciado envolve a
definição a seguir.

Definição 3.2.6. Dados inteiros n e k com n ≥ 4 e 2 ≤ 2k < n, e µk ̸= 0 um
número real, representaremos por Hn,k a classe das variedades Riemannianas fe-
chadas (Xn, g) de dimensão n que são 2k-Einstein e possuem (2k−2)-curvatura
seccional constante, ou seja, cumprem

Rk−1
g = µkg

2k−2; (3.17)

veja a Proposição 2.5.7.

Note que, em função da Observação 2.5.2, a classe Hn,k contém as formas es-
paciais não-euclidianas. Nosso primeiro resultado mostra que, para estruturas na
classe Hn,k, o fenômeno de degenerescência observado nos exemplos de produtos
com toros planos discutidos acima não acontece.
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Teorema 3.2.7. Se (X, g) ∈ Hn,k, então ε
(2k)
⟨g⟩ possui dimensão finita.

Discutiremos agora a rigidez de estruturas 2k-Einstein na classe Hn,k. Para
isto, precisaremos de algumas definições.

Definição 3.2.8. Uma estrutura 2k-Einstein ⟨g⟩ ∈ E(2k)(X) é dita ser infinite-
simalmente não-deformável se ε

(2k)
⟨g⟩ é trivial. Mais ainda, ⟨g⟩ é não-deformável

se qualquer deformação ⟨gt⟩, t ∈ (−ϵ, ϵ), é trivial, ou seja, gt = ϕ∗
t g, onde

ϕt ∈ D(X) com ϕ0 = idX .

Definamos agora as constantes

αn,k =
kn− 5k + 2

n(kn+ k + 2− 2n)
(3.18)

e
αn,k =

kn− 2k − 1

n(kn− 5k + n− 1)
, (3.19)

que são sempre positivas se k ≥ 2. O resultado a seguir estabelece um critério
de não-deformabilidade em termos do relacionamento entre estas constantes e o
menor e o maior autovalor de

◦
Rg |tr−1

g (0), dados respectivamente por

a0 = inf
h∈tr−1

g (0)

(
◦
Rgh, h)

∥h∥2
, a0 = sup

h∈tr−1
g (0)

(
◦
Rgh, h)

∥h∥2
. (3.20)

Teorema 3.2.9. Se (X, g) ∈ Hn,k satisfaz a0 > αn,kκg ou a0 < αn,kκg, onde κg =

2S(2)
g é a curvatura escalar de g, então ⟨g⟩ é infinitesimalmente não-deformável.

Corolário 3.2.10. Se (X, g) é uma forma espacial com curvatura seccional µ ̸=
0, então ⟨g⟩ é infinitesimalmente não-deformável.

Demonstração. Basta notar que, pela Observação 3.3.8 abaixo,
◦
Rgh = −µh se

trgh = 0, de forma que a0 = a0 = −µ. Como κg = n(n− 1)µ, o resultado segue
imediatamente.

Adaptando um argumento em [K1], verifica-se facilmente que ⟨g⟩ infinitesi-
malmente não-deformável implica que ⟨g⟩ é não-deformável, o que se aplica, em
particular, às estruturas 2k-Einstein no Teorema 3.2.9. É possível, no entanto, a
partir da conclusão deste teorema, deduzir propriedades de rigidez para a estru-
tura. Para explicar isto, recordemos que, pela Observação 2.7.2, a decomposição
(2.43) implica a existência de um slice Vg para a ação de D(X) em M1(X) em
torno de g.
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Definição 3.2.11. O conjunto de todas as métricas 2k-Einstein em Vg é chamado
o espaço de pré-módulos em torno de ⟨g⟩ e denotado por E(2k)

g (X).

O espaço de módulos propriamente dito, E(2k)(X), pode ser localmente obtido
a partir de E(2k)

g (X) após passagem ao quociente pela ação do grupo de isometrias
de (X, g), que é um grupo de Lie compacto. No entanto, no tratamento a se-
guir, ignoraremos completamente esta questão e trabalharemos diretamente com
E
(2k)
g (X). Em particular, a definição a seguir traduz a noção de rigidez (local) de

estruturas 2k-Einstein.

Definição 3.2.12. ⟨g⟩ é rígida se é um elemento isolado em E
(2k)
g (X).

O resultado a seguir fornece exemplos de estruturas 2k-Einstein rígidas.

Teorema 3.2.13. Nas condições do Teorema 3.2.9, ⟨g⟩ é rígida.

Corolário 3.2.14. Se (X, g) é uma forma espacial com curvatura seccional µ ̸=
0, então ⟨g⟩ é rígida.

Na verdade, o Teorema 3.2.13 é consequência imediata de um resultado mais
geral que elucida a estrutura local de E(2k)

g (X), com ⟨g⟩ nas condições do Teorema
3.2.7.

Teorema 3.2.15. Se ⟨g⟩ cumpre as condições do Teorema 3.2.7, então E
(2k)
g (X)

possui, numa vizinhança de ⟨g⟩, a estrutura de um subconjunto analítico contido
numa variedade analítica cujo espaço tangente em ⟨g⟩ é precisamente ε

(2k)
⟨g⟩ .

Observação 3.2.16. Para o caso em que µ > 0, os Corolários 3.2.10 e 3.2.14
foram obtidos em [dLS1].

3.3 Linearizando o tensor 2k-Ricci
As demonstrações dos teoremas de finitude e rigidez da seção anterior apoiam-

se no cálculo explícito do operador L(2k)
g , definido na Observação 3.2.4, que por

sua vez repousa na linearização da aplicação g ∈ M(X) 7→ R(2k)
g ∈ C1(X);

veja a Proposição 3.3.7 abaixo. Para tanto, precisaremos de alguns resultados
preliminares demonstrados em [L1], [L2] e [dLS1], que passamos a descrever.
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Para h ∈ C1(X) define-se em [L2] a aplicação linear Fh : Cr(X) → Cr(X)
do seguinte modo: para qualquer p ∈ X e {e1, . . . , en} uma base ortonormal de
TpX que diagonaliza h, põe-se

(Fhω)(ei1 ∧ . . . ∧ eir , ej1 ∧ . . . ∧ ejr) =

=
( r∑

k=1

h(eik , eik) +
r∑

k=1

h(ejk , ejk)
)
ω(ei1 ∧ . . . ∧ eir , ej1 ∧ . . . ∧ ejr).

Acontece que Fh tem várias propriedades interessantes (por exemplo, é auto-
adjunto, age como uma derivação, etc.) mas somente precisaremos a seguir de
duas destas propriedades, que destacamos:

• Fh(g
r) = 2rgr−1h, para r ≥ 1;

• Se Rg é o tensor curvatura de g, então vale

Fh(Rg)(x ∧ y, z ∧ u) = h(Rg(x, y)z, u)− h(Rg(x, y)u, z) +

+h(Rg(z, u)x, y)− h(Rg(z, u)y, x) (3.21)

para vetores tangentes x, y, z, u.

Consideremos ainda o o.d.l. de segunda ordem D2 : C1(X) → C2(X) dado
por

D2h(x1 ∧ x2, y1 ∧ y2) = ∇2
y1,x1

h(x2, y2) +∇2
x1,y1

h(x2, y2)

+∇2
y2,x2

h(x1, y1) +∇2
x2,y2

h(x1, y1)

−∇2
y1,x2

h(x1, y2)−∇2
x2,y1

h(x1, y2)

−∇2
y2,x1

h(x2, y1)−∇2
x1,y2

h(x2, y1), (3.22)

onde
∇2

x,yh = ∇x∇yh−∇∇xyh

é o operador Hessiano usual; veja (2.8). A relevância destes conceitos tem a ver
com o seguinte lema, demonstrado em [L2].

Lema 3.3.1. A linearização do tensor curvatura é

Ṙgh = −1

4
D2h+

1

4
Fh(Rg). (3.23)
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Mostraremos a seguir que se (X, g) ∈ Hn,k, então o termo de segunda ordem
em L

(2k)
g = Ṙ(2k)

g −λ, o o.d.l. de segunda ordem que define o espaço de deforma-
ções infinitesimais genuínas de ⟨g⟩, conforme a Definição 3.2.3, é completamente
determinado pelas contrações de primeira e segunda ordem de Ṙg. Portanto, em
vista de (3.23), faz-se necessário determinar tais contrações para D2 e Fh(Rg).
Tal cálculo, para uma métrica qualquer, foi obtido em [dLS1] e será reprodu-
zido aqui, para conveniência do leitor. A seguir, faremos ainda uso dos o.d.l.’s
δg = −div : Sr(X) → Sr−1(X) e seu adjunto δ∗g : Sr−1(X) → Sr(X), definidos
por

(δgω)(x1, . . . , xr−1) = −
∑
i

(∇eiω)(ei, x1, . . . , xr−1),

e
(δ∗gη)(x1, . . . , xr) =

1

r

∑
k

(∇xk
η)(x1, . . . , x̂k, . . . , xr).

Em vista dos comentários acima, a proposição a seguir (e seu corolário) são
fundamentais.

Proposição 3.3.2. [dLS1] Para uma métrica qualquer g ∈ M(X), e dado h ∈
C1(X), as seguintes identidades são válidas:

1. Se ∇∗∇ é o Laplaciano de Bochner atuando em C1(X), então

cgD2h = −2∇∗∇h+ 2∇2trgh+ 4δ∗gδgh− (R(2)
g ◦ h+ h ◦ R(2)

g ) + 2
◦
Rgh;

(3.24)

2. Se ∆g é o Laplaciano associado a g, então

c2gD2h = −4∆gtrgh− 4δgδgh; (3.25)

3. cgFh(Rg) = R(2)
g ◦ h+ h ◦ R(2)

g + 2
◦
Rgh;

4. c2gFh(Rg) = 4⟨R(2)
g , h⟩.

Aqui, R(2)
g = Ricg é o tensor de Ricci.

Corolário 3.3.3. As contrações de primeira e segunda ordem de Ṙgh são, respec-
tivamente, dadas por

cgṘgh =
1

2

(
∇∗∇h−∇2trgh− 2δ∗gδgh+R(2)

g ◦ h+ h ◦ R(2)
g

)
(3.26)

e
c2gṘgh = ∆gtrgh+ δgδgh+ ⟨R(2)

g , h⟩. (3.27)
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Segue uma demonstração da Proposição 3.3.2, que pode ser encontrada em
[dLS1]. Ao longo desta parte do texto, estaremos somando sobre índices repeti-
dos.

Para o primeiro item, observemos que a contração de D2h é

cg(D2h)(ej, ek) = D2h(ei ∧ ej, ei ∧ ek),

donde resulta, em função de (3.22), que

cg(D2h)(ej, ek) = 2∇2
ei,ei

h(ej, ek) +
(
∇2

ek,ej
h(ei, ei) +

+∇2
ej ,ek

h(ei, ei)
)
−
(
∇2

ek,ei
h(ej, ei) +∇2

ej ,ei
h(ei, ek)

)
−

−
(
∇2

ei,ej
h(ei, ek) +∇2

ei,ek
h(ej, ei)

)
.

Usando então as identidades de Ricci para reescrever o último parênteses acima
como

∇2
ei,ej

h(ei, ek) +∇2
ei,ek

h(ei, ej) = ∇2
ej ,ei

h(ei, ek) +∇2
ek,ei

h(ei, ej) +

+h(Rg(ei, ej)ei, ek) + h(ei, Rg(ei, ej)ek) +

+h(Rg(ei, ek)ei, ej) + h(ei, Rg(ei, ek)ej),

decorre que

cg(D2h)(ej, ek) = 2∇2
ei,ei

h(ej, ek) +
(
∇2

ek,ej
h+∇2

ej ,ek
h
)
(ei, ei)−

−2
(
∇2

ek,ei
h(ei, ej) +∇2

ej ,ei
h(ei, ek)

)
−

−
(
h(Rg(ei, ej)ei, ek) + h(ei, Rg(ei, ej)ek) +

+h(Rg(ei, ek)ei, ej) + h(ei, Rg(ei, ek)ej)
)
.

Sem perda de generalidade, podemos supor que, no ponto p ∈ X onde o cálculo
está sendo feito, o referencial é geodésico, ou seja, ∇eiej(p) = 0. Daí resulta que
∇eih(ej, ek) = ei(h(ej, ek)),

−∇2
ei,ei

h = ∇∗∇h

e
∇2

ek,ej
h(ei, ei) = ∇2

ej ,ek
h(ei, ei) = (∇2trgh)(ej, ek).
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Assim,

∇2
ek,ei

h(ei, ej) +∇2
ej ,ei

h(ei, ek) = −ek(δgh(ej))− ej(δgh(ek))

= −2

[
1

2
(ek(δgh(ej)) + ej(δgh(ek)))

]
= −2δ∗gδgh(ej, ek),

e consequentemente,

cg(D2h)(ej, ek) = −2(∇∗∇h)(ej, ek) + 2(∇2trgh)(ej, ek) + 4δ∗gδgh(ej, ek)−

−(R(2)
g ◦ h)(ej, ek)− (h ◦ R(2)

g )(ej, ek) + 2
◦
Rgh(ej, ek),

como queríamos.

Observação 3.3.4. Se g é Einstein, R(2)
g =

κg

n
g, temos:

R(2)
g ◦ h+ h ◦ R(2)

g =
2κg

n
h,

donde

cg(D2h) = −2∇∗∇h+ 2∇2trgh+ 4δ∗gδgh− 2κg

n
h+ 2

◦
Rgh.

Para o segundo item, usamos (3.22) para escrever

c2gD2h = D2h(ei ∧ ej, ei ∧ ej) = 4∇2
ei,ei

h(ej, ej)− 4∇2
ei,ej

h(ei, ej).

Mas,
∇2

ei,ei
h(ej, ej) = −∆gtrgh e ∇2

ei,ej
h(ei, ej) = δgδgh, (3.28)

onde a última igualdade resulta de

∇2
ei,ej

h(ei, ej) =
∑
i

ei

(∑
j

∇ejh(ei, ej)

)
= −

∑
i

ei(δgh(ei))

= δgδgh.

Assim,
c2g(D2h) = −4∆gtrgh− 4δgδgh, (3.29)
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como desejado. Finalmente, como Fh satisfaz (3.21), obtemos imediatamente

cgFh(Rg)(x, y) = Fh(Rg)(ei ∧ x, ei ∧ y)

= h(Rg(ei, x)ei, y)− h(Rg(ei, x)y, ei) +

+h(Rg(ei, y)ei, x)− h(Rg(ei, y)x, ei)

= (R(2)
g ◦ h+ h ◦ R(2)

g )(x, y) + 2
◦
Rgh(x, y),

donde
cgFh(Rg) = R(2)

g ◦ h+ h ◦ R(2)
g + 2

◦
Rgh,

e assim,

c2gFh(Rg) = cg(R(2)
g ◦ h+ h ◦ R(2)

g + 2
◦
Rgh) = 4⟨R(2)

g , h⟩.

Isto conclui a demonstração da Proposição 3.3.2.

Observação 3.3.5. Como κg = c2gRg, temos

κ̇gh = 2cg(ċgh)Rg + c2gṘgh. (3.30)

Mas note que (3.42) implica, em função de (2.20), que

cg(ċgh)Rg = −⟨R(2)
g , h⟩, (3.31)

e juntando isto com (3.27) chega-se à expressão para κ̇gh em (2.42).

Com estas preliminares à disposição, voltemos ao contexto do Teorema 3.2.7,
de modo que (X, g) é uma variedade 2k-Einstein com

Rk−1
g = µkg

2k−2, µk ̸= 0. (3.32)

Observe que se k = 1, a condição 2k-Einstein reduz-se ao caso Einstein usual,
R(2)

g = λg, enquanto que, se k = 2, (3.32) significa que (X, g) é uma forma
espacial; veja a Observação 2.5.2. Este caso já foi tratado em [dLS1], de maneira
que podemos supor a partir de agora que k > 2. Note ainda que, para métricas
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satisfazendo (3.32), (2.26) acarreta

R(2k)
g = µkc

2k−1
g (g2k−2Rg)

= (2k − 2)!µk

2k−2∑
r=1

C2k−1
r

r−1∏
i=0

(n− 3− i)
g2k−2−r

(2k − 2− r)!
c2k−1−r
g Rg

= (2k − 2)!µkC
2k−1
2k−3

2k−4∏
i=0

(n− 3− i)gc2gRg +

+(2k − 2)!µkC
2k−1
2k−2

2k−3∏
i=0

(n− 3− i)cgRg

= (2k − 1)!
2k−4∏
i=0

(n− 3− i)µk

(
(k − 1)κgg + (n− 2k)R(2)

g

)
,

ou seja,

R(2k)
g =

(2k − 1)!(n− 3)!

(n− 2k)!
µk

(
(k − 1)κgg + (n− 2k)R(2)

g

)
. (3.33)

Proposição 3.3.6. Se (X, g) possui (2k−2)-curvatura seccional constante, então:

1. (X, g) é 2k-Einstein se, e somente se, (X, g) é Einstein;

2. (X, g) possui 2k-curvatura de Gauss-Bonnet constante se, e somente se,
(X, g) possui curvatura escalar constante.

Em particular, se (X, g) é 2k-Einstein, ou seja, R(2k)
g = λg, então

λ =
(2k)!

n
S(2k)
g =

(n− 2)!(2k)!

(n− 2k)!2n
µkκg =

k(n− 2)

n
Cn,kµkκg,

onde

Cn,k =
(2k − 1)!(n− 3)!

(n− 2k)!
. (3.34)

Demonstração. O primeiro item resulta de (3.33). Por outro lado, contraindo os
dois lados desta expressão e levando em consideração que cgg = n e cgR(2)

g = κg,
obtemos

cgR(2k)
g = (2k)!S(2k)

g =
(2k)!(n− 2)!

(n− 2k)!2
µkκg,
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donde

S(2k)
g =

(n− 2)!

(n− 2k)!2
µkκg, (3.35)

e o segundo item decorre imediatamente.

Estamos finalmente em condições de linearizar o tensor 2k-Ricci sob a hipó-
tese (X, g) ∈ Hn,k. Ora, para uma métrica qualquer temos, em vista de (2.28),

Ṙ(2k)
g h = (2k − 1)(ċgh)c

2k−2
g Rk

g + kc2k−1
g Rk−1

g Ṙgh, (3.36)

que, sob (3.32), reduz-se a

Ṙ(2k)
g h = (2k − 1)(ċgh)c

2k−2
g (µg2k−2Rg) + kc2k−1

g µg2k−2Ṙgh

= (2k − 1)µ(ċgh)c
2k−2
g (g2k−2Rg) + kµc2k−1

g g2k−2Ṙgh

=: Agh+Bgh. (3.37)

Identifiquemos, portanto, os termos

Agh = (2k − 1)µ(ċgh)c
2k−2
g (g2k−2Rg), Bgh = kµc2k−1

g g2k−2Ṙgh, (3.38)

nesta expressão.
Comecemos com o primeiro deles. Usando (2.26), temos

c2k−2
g (g2k−2Rg) = g2k−2c2k−2

g Rg + (2k − 2)!×

×
2k−2∑
r=1

C2k−2
r

r−1∏
i=0

(n− 4− i)
g2k−2−r

(2k − 2− r)!
c2k−2−r
g Rg,

e como k > 2 resulta que

c2k−2
g g2k−2Rg = (2k − 2)!

2k−2∑
r=1

C2k−2
r

r−1∏
i=0

(n− 4− i)
g2k−2−r

(2k − 2− r)!
c2k−2−r
g Rg

= (2k − 2)!C2k−2
2k−4

2k−5∏
i=0

(n− 4− i)
g2

2
c2gRg +

+(2k − 2)!C2k−2
2k−3

2k−4∏
i=0

(n− 4− i)gcgRg +

+(2k − 2)!C2k−2
2k−2

2k−3∏
i=0

(n− 4− i)Rg,
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donde

c2k−2
g g2k−2Rg =

(2k − 2)!(n− 4)!

(n− 2k)!

[
(k − 1)(2k − 3)

g2

2
c2gRg +

+(2k − 2)(n− 2k)gcgRg + (n− 2k)(n− 2k − 1)Rg

]
=

(2k − 2)!(n− 4)!

(n− 2k)!

[
(k − 1)(2k − 3)κg

g2

2
+

+(2k − 2)(n− 2k)gR(2)
g + (n− 2k)(n− 2k − 1)Rg

]
.

Mas note que, pela Proposição 3.3.6, item 1, g é Einstein, R(2)
g =

κg

n
g, donde os

dois primeiros termos no colchete resultam em

(k − 1)κg

n

(
(2k − 3)n+ 4(n− 2k)

)g2
2

=
(k − 1)(2kn+ n− 8k)κg

n

g2

2
,

o que acarreta

c2k−2
g g2k−2Rg =

(2k − 2)!(n− 4)!

(n− 2k)!

[(k − 1)(2kn+ n− 8k)κg

2n
g2 +

+(n− 2k)(n− 2k − 1)Rg

]
.

Aplicando então ċgh a esta igualdade e comparando com (3.38) e (3.34), obtemos

Agh =
Cn,kµ

(n− 3)

[(k − 1)(2kn+ n− 8k)κg

n
(ċgh)

g2

2
+(n−2k)(n−2k−1)(ċgh)Rg

]
,

(3.39)
ou seja, Agh está determinada a menos dos termos (ċgh)g

2/2 e (ċgh)Rg, que
passamos agora a analisar.

Inicialmente, linearizando a identidade cg(g
2/2) = (n − 1)g, obtemos então,

após usar (2.27),

(n− 1)h = (ċgh)(g
2/2) + cggh

= (ċgh)(g
2/2) + gcgh+ (n− 2)h,

donde
(ċgh)(g

2/2) = h− trghg. (3.40)

Por outro lado, como cgRg = R(2)
g , resulta após linearização que

(ċgh)Rg = Ṙ(2)
g h− cgṘgh, (3.41)
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e se substituirmos (2.41) e (3.26) no lado direito, um notável cancelamento nos
fornece

(ċgh)Rg = −
◦
Rgh, (3.42)

de forma que se levarmos (3.40) e (3.42) a (3.39), chegamos a

Agh =
Cn,kµ

(n− 3)

[(k − 1)(2kn+ n− 8k)κg

n
(h−(trgh)g)−(n−2k)(n−2k−1)

◦
Rgh

]
.

(3.43)
Para determinar Bgh faremos uso de (2.26) com k > 1, hipótese que implica

em particular que c2k−1
g Ṙgh = 0, pois Ṙgh ∈ C2(X). Assim,

c2k−1
g

(
g2k−2

(2k − 2)!
Ṙgh

)
=

2k−2∑
r=1

C2k−1
r

r−1∏
i=0

(n− 3− i)
g2k−2−r

(2k − 2− r)!
c2k−1−r
g Ṙgh

= (2k − 1)(k − 1)
2k−4∏
i=0

(n− 3− i)gc2gṘgh+

+(2k − 1)
2k−3∏
i=0

(n− 3− i)cgṘgh,

de modo que

c2k−1
g g2k−2Ṙgh =

(2k − 1)!(n− 3)!

(n− 2k)!

(
(k − 1)(c2gṘgh)g + (n− 2k)cgṘgh

)
.

Apelando então para o Corolário 3.3.3, obtemos

c2k−1
g g2k−2Ṙgh = Cn,k

{
(k − 1)

[
∆gtrgh+ δgδgh+ ⟨R(2)

g , h⟩
]
g +

+(n− 2k)
1

2

[
∇∗∇h−∇2trgh−

−2δ∗gδgh+R(2)
g ◦ h+ h ◦ R(2)

g

]}
,

o que nos fornece, após usarmos a condição de Einstein (veja a Proposição 3.3.6),

Bgh = kµCn,k

{
(k − 1)

[
∆gtrgh+ δgδgh+

κg

n
trgh

]
g +

+(n− 2k)
1

2

[
∇∗∇h−∇2trgh− 2δ∗gδgh+

2κg

n
h
]}

. (3.44)
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Desse modo, se inserirmos (3.43) e (3.44) em (3.37) obteremos, após algumas
simplificações, a expressão para a linearização do tensor R(2k)

g para variedades
(X, g) ∈ Hn,k:

Ṙ(2k)
g h = µCn,k

{
k(n− 2k)

1

2

(
∇∗∇h−∇2trgh− 2δ∗gδgh

)
+

+k(k − 1)
(
∆gtrgh+ δgδgh

)
g +

+
κg

n

[
− (k − 1)

(
k +

n− 2k

n− 3

)
(trgh)g + (3.45)

+
(
k(n− 2) +

(k − 1)(n− 2k)

n− 3

)
h
]
−

−(n− 2k)(n− 2k − 1)

n− 3

◦
Rgh

}
.

Como consequência deste cálculo, o seguinte resultado decorre imediatamente.

Proposição 3.3.7. Se (X, g) ∈ Hn,k, então

L(2k)
g h = µkCn,k

{
k(n− 2k)

1

2

(
∇∗∇h−∇2trgh− 2δ∗gδgh

)
+

+k(k − 1)
(
∆gtrgh+ δgδgh

)
g +

+
n− 2k

n− 3

[
α(n, k)κg(trgh)g +

(k − 1)κg

n
h− (n− 2k − 1)

◦
Rgh

]}
,

onde α(n, k) somente depende de (n, k). Em particular,

L(2k)
g |tr−1

g (0)h = µkCn,k

{
k(n− 2k)

1

2

(
∇∗∇h− 2δ∗gδgh

)
+

+k(k − 1)(δgδgh)g +

+
n− 2k

n− 3

[(k − 1)κg

n
h− (n− 2k − 1)

◦
Rgh

]}
,

e

L(2k)
g |Igh = µkk(n− 2k)Cn,k

(
1

2
∇∗∇h+ Pgh

)
, (3.46)

onde

Pgh =
(k − 1)κg

nk(n− 3)
h− n− 2k − 1

k(n− 3)

◦
Rgh. (3.47)
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Observação 3.3.8. Se g possui curvatura seccional constante µ, de modo que
Rg = µ

2
g2, então κg = n(n − 1)µ, µk = µk−1/2k−1 e

◦
Rgh = µ((trgh)g − h),

implicando assim que Pgh = µh, se trgh = 0. Consequentemente,

L(2k)
g |Igh = (n− 2k)

kCn,k

2k−1
µk−1

(
1

2
∇∗∇h+ µh

)
,

que coincide com o resultado obtido anteriormente em [dLS1].

3.4 Demonstrando os teoremas de rigidez
Nesta seção, usaremos as fórmulas de linearização apresentadas na Proposição

3.3.7 para demonstrar os teoremas de rigidez discutidos na Seção 3.2.
Ora, o Teorema 3.2.7 decorre imediatamente de (3.46), visto que ∇∗∇ é elíp-

tico; veja a Observação 3.2.4. Para demonstrar o Teorema 3.2.9, suponha que
(X, g) ∈ Hn,k e seja h ∈ ε

(2k)
⟨g⟩ , de forma que, por (3.46), h satisfaz

∇∗∇h+ 2Pgh = 0. (3.48)

Usando isto, (2.18), o fato que g é Einstein (pela Proposição 3.3.6) e (3.47), temos

0 ≤ ∥d∇h∥2 + ∥δ∇h∥2

=
((

∇∗∇−
◦
Rg +

κg

n

)
h, h
)

=
((

−2Pg−
◦
Rg +

κg

n

)
h, h
)

=
1

k(n− 3)

((
kn− 5k + 2

n
κg + (2n− k − 2− kn)

◦
Rg

)
h, h

)
≤ 1

k(n− 3)

((
kn− 5k + 2

n
κg + (2n− k − 2− kn) a0

)
h, h

)
,

onde aqui usamos que 2n − k − 2 − kn < 0, se k ≥ 2. Assim, se h ̸= 0, então
necessariamente vale

kn− 5k + 2

n
κg + (2n− k − 2− kn) a0 ≥ 0,

ou seja,
a0 ≤ αn,kκg.
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Por outro lado, um argumento similar com (2.18) substituído por (2.44) fornece

0 ≤ ∥S2h∥2

=
((

∇∗∇+ 2
◦
Rg −2

κg

n

)
h, h
)

=
((

−2Pg + 2
◦
Rg −2

κg

n

)
h, h
)

=
2

k(n− 3)

((
−kn− 2k − 1

n
κg + (kn− 5k + n− 1)

◦
Rg

)
h, h

)
≤ 2

k(n− 3)

((
−kn− 2k − 1

n
κg + (kn− 5k + n− 1) a0

)
h, h

)
,

ou seja, h ̸= 0 necessariamente acarreta

a0 ≥ αn,kκg.

Isto completa a demonstração do Teorema 3.2.9.
Vamos agora à demonstração do Teorema 3.2.15, do qual o Teorema 3.2.13

decorre imediatamente, como já explicado. Observemos inicialmente que o fato
de o tensor de Lovelock J (2k)

g possuir divergência nula, para qualquer métrica g,
expressa-se como

δgR(2k)
g + (2k − 1)!dS(2k)

g = 0. (3.49)

Se introduzirmos então o funcional G : M1(X) → C1(X),

G(g) = R(2k)
g − (2k)!

n
F (2k)(g)g,

e o operador (2k)-Bianchi β(2k)
g : C1(X) → A1(X),

β(2k)
g = δg +

1

2k
dtrg,

a proposição a seguir resulta imediatamente das definições e de (3.49).

Proposição 3.4.1. As seguintes propriedades valem:

1. g é 2k-Einstein se, e somente se, G(g) = 0;

2. Se g é 2k-Einstein, então Ġg = L
(2k)
g em TgM1(X).

3. Para qualquer g, β(2k)
g G(g) = 0. Em particular, se g é 2k-Einstein, β(2k)

g Ġg =
0.
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Esta proposição produz, em particular, a identificação E
(2k)
1 (X) = G−1(0).

Neste contexto, a identidade β
(2k)
g Ġg = 0 significa que Ġg não é sobrejetiva, pois

qualquer u ∈ Im Ġg pertence ao núcleo do o.d.l. de primeira ordem β
(2k)
g , o que

naturalmente reflete a invariância por difeomorfismos da condição 2k-Einstein.
Obviamente, isto é um sério entrave ao tentarmos usar o Teorema da Função Im-
plícita para entender a estrutura de E(2k)

g (X). Uma saída é usar a Proposição 3.3.7
e considerar o operador L̃(2k)

g : C1(X) → C1(X),

L̃(2k)
g h = L(2k)

g h+ µkCn,kk(n− 2k)δ∗gδgh− µkCn,kk(k − 1)(δgδgh)g

= µkk(n− 2k)Cn,k

[
1

2

(
∇∗∇h−∇2trgh) +

k − 1

n− 2k
(∆gtrgh)g +

+
α(n, k)κg

k(n− 3)
(trgh)g + Pgh

]
.

Portanto, (veja a Seção 2.6)

σ
L̃
(2k)
g

(p, ξ)(h) = −µkk(n− 2k)Cn,k

[
1
2

(
|ξ|2h+ trgh(ξ⊗ ξ)

)
+
(

k−1
n−2k

|ξ|2trgh
)
g
]
,

donde segue a elipticidade de L̃
(2k)
g . Note que L̃

(2k)
g (TgVg) = L

(2k)
g (TgVg).

Lema 3.4.2. L̃(2k)
g deixa invariante o subespaço

TgM1(X) =

{
h ∈ C1(X);

∫
X

trgh νg = 0

}
.

Em particular, L̃(2k)
g (TgM1(X)) é fechado.

Demonstração. É fácil ver que trg
◦
Rgh = ⟨R(2)

g , h⟩, de modo que a condição de
Einstein implica

trgPgh =
3k − n

nk(n− 3)
κgtrgh.

Como trg∇∗∇h = ∆gtrgh = −trg∇2trgh, resulta então que

trgL̃
(2k)
g h = µkk

2(n− 2)Cn,k

[
∆g −

κg

n

]
trgh,

donde ∫
X

trgL̃
(2k)
g h νg = −µkk

2(n− 2)Cn,k
κg

n

∫
X

trgh νg,

o que prova a invariância de TgM1(X). A elipticidade de L̃(2k)
g implica então que

L̃
(2k)
g (TgM1(X)) é fechado.
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Verifiquemos agora as condições impostas a L̃
(2k)
g pela invariância por dife-

omorfismos da condição 2k-Einstein. Usando a Proposição 3.4.1 e a identidade
trgδ

∗
gη = −δgη, η ∈ A1(X), temos para h ∈ TgM1(X)

β(2k)
g L̃(2k)

g h = µkCn,kk(n− 2k)β(2k)
g δ∗gδgh− µkCn,kk(k − 1)β(2k)

g [(δgδgh)g]

= Cn,kk(n− 2k)µk

(
δgδ

∗
gδgh+

1

2k
dtrgδ

∗
gδgh

)
−Cn,kk(k − 1)µk

{
δg[(δgδgh)g] +

1

2k
dtrg[(δgδgh)g]

}
= Cn,kk(n− 2k)µk

(
δgδ

∗
gδgh− 1

2
dδgδgh

)
,

de modo que, pondo Gg = δgδ
∗
g − 1

2
dδg, segue-se então que

β(2k)
g L̃(2k)

g h = Cn,kk(n− 2k)µkGgδgh, (3.50)

com Gg sendo elíptico.
Agora, (3.50) inicialmente fornece L̃

(2k)
g (TgVg) ⊂ kerβ

(2k)
g . Além disso, se

L̃
(2k)
g h ∈ kerβ

(2k)
g , então δgh ∈ kerGg, um espaço de dimensão finita, e isto nos

dá

L̃(2k)
g (TgVg) ⊂ L̃(2k)

g (TgM1(X)) ∩ ker β(2k)
g ⊂ L̃(2k)

g

(
TgM1(X) ∩ δ−1

g kerGg

)
.

Como TgVg possui codimensão finita em TgM1(X) ∩ δ−1
g kerGg, resulta que

a codimensão de L̃
(2k)
g (TgVg) em L̃

(2k)
g (TgM1(X)) ∩ ker β

(2k)
g também é finita.

Juntando isto ao fato de serem TgVg e L̃
(2k)
g (TgM1(X)) ∩ ker β

(2k)
g fechados, fica

fácil verificar que L̃
(2k)
g (TgVg) é fechado em C1(X). Concluímos então que, em-

bora L
(2k)
g = Ġg : TgVg → C1(X) não seja sobrejetivo, possui imagem fechada.

Assim, se π é a projeção ortogonal de C1(X) sobre L
(2k)
g (TgVg), a composição

π ◦ G : Vg → L
(2k)
g (TgVg), que é analítica, é uma submersão em g. Logo,

(π ◦ G)−1(0) é uma variedade analítica real numa vizinhança de g tendo ε
(2k)
⟨g⟩

como seu espaço tangente em g. Nesta variedade, a aplicação G é analítica, de
forma que o espaço de pré-módulos E2k

g (X) = G−1(0) é um subconjunto ana-
lítico. Isto completa a demonstração do Teorema 3.2.15 e, por conseguinte, do
Teorema 3.2.13.
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Capítulo 4

O problema de Yamabe para
curvaturas de Gauss-Bonnet

Neste capítulo consideramos duas generalizações do clássico problema de Ya-
mabe, a saber, o problema σk-Yamabe e o problema de Yamabe para a curvatura de
Gauss-Bonnet S(2k), que de fato são equivalentes na classe das variedades local-
mente conformemente planas. Neste contexto, o problema já foi considerado sob
hipóteses adicionais na métrica background [GW] [LL]. Como consequência de
uma fórmula para a linearização da curvatura de Gauss-Bonnet para (X, g) ∈ Hn,k

(veja a Proposição 4.2.1 abaixo), demonstramos uma versão local do problema de
Yamabe para a curvatura de Gauss-Bonnet numa subclasse de Hn,k que inclui as
formas espaciais não-euclidianas. Isto fornece, em particular, os primeiros exem-
plos de métricas background com tensor de Weyl não-identicamente nulo para os
quais este problema do tipo Yamabe é afirmativamente resolvido.

4.1 O problema de Yamabe e suas generalizações
O problema de Yamabe clássico consiste em verificar que em cada classe con-

forme de métricas numa variedade Riemanniana fechada de dimensão n ≥ 3
existe pelo menos uma métrica com curvatura escalar constante. Esta proposição,
cuja validade no caso de superfícies decorre do Teorema de Uniformização em
Variáveis Complexas, foi finalmente verificada por R. Schoen, após contribuições
fundamentais de Yamabe, Trudinger e Aubin, e representa um dos mais retumban-
tes sucessos dos métodos da Análise Geométrica em tempos recentes; veja [LP]
para detalhes sobre esta história.
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Como evidenciado pela Proposição 2.7.9, o problema de Yamabe de fato é ape-
nas o primeiro de uma série de problemas de natureza variacional em Geometria
Conforme. Mais precisamente, em vista daquela proposição, é natural também
considerar o seguinte problema:

Problema de Yamabe para as curvaturas de Gauss-Bonnet: dados n ≥ 4,
1 ≤ k ≤ n/2 e uma variedade Riemanniana (Xn, g), existe g′ ∈ [g] tal que S(2k)

g′

é constante?

Claramente, para k = 1 isto reduz-se ao problema de Yamabe clássico. Por
outro lado, o problema geral acima guarda relação com um outro problema do
tipo Yamabe bastante estudado recentemente. Para ver isto, recordemos a decom-
posição (2.15) para o tensor curvatura:

Rg = Ag ⊙ g +Wg, (4.1)

onde Wg é o tensor de Weyl e

Ag =
1

n− 2

(
Ricg −

κg

2(n− 1)
g

)
, (4.2)

é o tensor de Schouten. Conforme já observamos, dado que Wg é conformemente
invariante, resulta que todas as informações a respeito de mudanças conformes de
métricas estão concentradas em Ag. Deste ponto de vista, se σk(Ag) denota a k-
ésima função simétrica elementar dos autovalores de Ag (visto como um elemento
de T (1,1)(X)), o seguinte problema é deveras natural:

Problema σk-Yamabe: dados n ≥ 4, 1 ≤ k ≤ n/2 e uma variedade Riemanni-
ana (Xn, g), existe g′ ∈ [g] tal que σk(Ag′) é constante?

Note que, como σ1(Ag) é um múltiplo de κg, isto reduz-se ao problema de
Yamabe clássico para k = 1. Para uma introdução a este círculo de idéias, reco-
mendamos [V].

Acontece que os dois problemas do tipo Yamabe descritos acima são comple-
tamente equivalentes na classe das variedades conformemente planas. Isto resulta
da proposição abaixo, demonstrada em [L3].

Proposição 4.1.1. Se n ≥ 4, 1 ≤ k ≤ n/2 e (Xn, g) é variedade Riemanniana,
então

S(2k)
g =

(n− k)!k!

(n− 2k)!
σk(Ag) +

k−1∑
i=0

k!

i!(k − i)!(n− 2k)!
⟨⋆gn−2k+iP i

g ,W
k−i
g ⟩, (4.3)
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onde ⋆ é a extensão natural do operador estrela de Hodge atuando em A•,•(X).
Em particular, se (X, g) é localmente conformemente plana (Wg = 0), então

S(2k)
g =

(n− k)!k!

(n− 2k)!
σk(Ag). (4.4)

O problema σk-Yamabe para variedades conformemente planas (ou, equiva-
lentemente, o problema de Yamabe para curvaturas de Gauss-Bonnet) foi tratado
em [GW] e [LL], supondo que a métrica background satisfaz uma certa condição
de elipticidade. O teorema abaixo apresenta um resultado do tipo perturbativo
para o problema de Yamabe para curvaturas de Gauss-Bonnet em torno de vari-
edades Riemannianas na classe Hn,k, exceto pelas esferas redondas, e fornece os
primeiros exemplos de variedades não-conformemente planas para as quais este
problema é resolvido.

Definição 4.1.2. Dados n ≥ 4 e 1 ≤ k < n/2, seja H′
n,k o complemento do

conjunto das esferas redondas em Hn,k.

Assim, (X, g) ∈ H′
n,k se, e somente se, g é 2k-Einstein e satisfaz

Rk−1
g = µkg

2k−2, µk ̸= 0,

com (X, g) sendo isometricamente distinta de uma esfera redonda. Observe que,
neste caso, resulta de (3.35) que

S(2k)
g =

(n− 2)!

(n− 2k)!2
µkκg,

e como g é Einstein pela Proposição 3.3.6, decorre que a 2k-curvatura de Gauss-
Bonnet de (X, g) é constante. No teorema abaixo, D+(X) denota o conjunto das
funções suaves positivas em X e 1 : X → R é a função identicamente igual a 1.

Teorema 4.1.3. Admita que 4 ≤ 2k < n e seja (X, g0) ∈ H′
n,k com vol(X, g0) =

ν. Então, o espaço M(2k)
ν (X) das métricas em X com 2k-curvatura de Gauss-

Bonnet constante e volume ν tem, em torno de g0, a estrutura de uma ILH-subva-
riedade (de dimensão infinita) de M(X). Mais ainda, a aplicação ξ : D+(X)×
M(2k)

ν (X) → M(X), dada por ξ(f, g) = fg, é ILH-suave em torno de (1, g0) e
sua derivada em (1, g0) é um isomorfismo. Em particular, existe uma vizinhança
U de g0 em M(X) tal que qualquer métrica em U é conforme a uma métrica cuja
2k-curvatura de Gauss-Bonnet é constante.
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Para a tecnologia ILH, indicamos [O]. Mencionamos ainda que a demonstra-
ção deste teorema é inspirada num argumento de Koiso [K], onde um resultado do
tipo Yamabe local foi demonstrado no caso k = 1 para uma classe de variedades
que contém H′

n,k.

Observação 4.1.4. O resultado do tipo Yamabe local no Teorema 4.1.3 não é
válido no caso em que g0 é a métrica redonda na esfera. De fato, se aplicarmos a
operação de pull-back a g0 utilizando o fluxo de um campo conforme, obteremos
uma família a um parâmetro de métricas conformes com mesma curvatura de
Gauss-Bonnet e volume.

4.2 Linearizando a curvatura de Gauss-Bonnet
O ingrediente central na demonstração do Teorema 4.1.3 é a linearização da

2k-curvatura de Gauss-Bonnet em variedades Riemannianas na classe Hn,k; veja
a Proposição 4.2.1 abaixo. Ora, em geral temos, pela Definição 2.5.3,

S(2k)
g =

1

(2k)!
c2kg Rk

g ,

donde

Ṡ(2k)
g h =

1

(2k − 1)!
ċghc

2k−1
g Rk

g +
k

(2k)!
c2kg Rk−1

g Ṙgh

=
1

(2k − 1)!
ċghR(2k)

g +
k

(2k)!
c2kg Rk−1

g Ṙgh.

Assim, podemos usar (3.32), (3.33) e (3.34) para verificar que

Ṡ(2k)
g h =

Cn,kµk

(2k − 1)!

(
(k − 1)κg(ċgh)g + (n− 2k)(ċgh)R(2)

g

)
+

+
k

(2k)!
µkc

2k
g g2k−2Ṙgh. (4.5)

Para explicitar o lado direito de (4.5), notemos inicialmente que cgg = n
implica, após linearização, (ċgh)g + cgh = 0, donde

(ċgh)g = −trgh. (4.6)
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Por outro lado, as definições R(2)
g = cgRg e κg = cgR(2)

g levam, após linearização,
a

(ċgh)R(2)
g = κ̇gh− cgṘ(2)

g h

= κ̇gh− cg(ċgh)Rg − c2gṘgh,

e usando (3.30) e (3.31) vemos que

(ċgh)R(2)
g = −⟨R(2)

g , h⟩. (4.7)

Finalmente, se usarmos (2.26) levando em consideração que c2kg Ṙgh = 0 para
k > 1 e c2k−r

g Ṙgh = 0 para r < 2k − 2, obteremos

c2kg g2k−2Ṙgh = (2k − 2)!
2k−2∑
r=1

C2k
r

r−1∏
i=0

(n− 2− i)
g2k−2−r

(2k − 2− r)!
c2k−r
g Ṙgh

= (2k − 2)!C2k
2k−2

2k−3∏
i=0

(n− 2− i)c2gṘgh

= k(n− 2)Cn,k c2gṘgh,

ou seja,

c2kg g2k−2Ṙgh = k(n− 2)Cn,k c2gṘgh. (4.8)

Assim, levando (4.6), (4.7) e (4.8) a (4.5), temos

Ṡ(2k)
g h =

Cn,kµk

(2k − 1)!

{
− (k − 1)κgtrgh− (n− 2k)⟨R(2)

g , h⟩+

+
k(n− 2)

2
c2gṘgh

}
,

que, em função de (3.27), reduz-se a

Ṡ(2k)
g h = Dn,kµk (∆gtrgh+ δgδgh+ ⟨Tg, h⟩) , (4.9)

onde
Tg =

1

k(n− 2)

(
(kn+ 2k − 2n)R(2)

g − 2(k − 1)κgg
)

(4.10)

e

Dn,k =
k2(n− 2)Cn,k

(2k)!
. (4.11)
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Proposição 4.2.1. Se (X, g) ∈ Hn,k, então

Ṡ(2k)
g h = Dn,kµk

(
∆gtrgh+ δgδgh− κg

n
trgh

)
. (4.12)

Demonstração. Basta observar que, pela Proposição 3.3.6, g é Einstein, ou seja,
R(2)

g = κg

n
g.

Utilizaremos ainda esta fórmula para h = fg, f ∈ D(X). Neste caso,
δg(fg) = −df , donde δgδg(fg) = −∆gf , e o corolário a seguir é imediato.

Corolário 4.2.2. Se (X, g) ∈ Hn,k, então

Ṡ(2k)
g (fg) = D′

n,kµkLgf, (4.13)

onde
Lg = ∆g −

κg

n− 1
(4.14)

e
D′

n,k = (n− 1)Dn,k. (4.15)

Observação 4.2.3. Verifica-se, com facilidade, que (4.9) e (4.13) continuam váli-
das para variedades (X, g) satisfazendo (3.32) apenas.

O seguinte fato sobre o operador Lg, para (X, g) na subclasse H′
n,k, desempe-

nhará um papel crucial em nossa análise.

Proposição 4.2.4. Se (X, g) ∈ H′
n,k, então ou kerLg é trivial ou é constituído

pelas funções constantes.

Demonstração. O resultado é óbvio se κg ≤ 0, pois ∆g é não-negativo. Por outro
lado, se κg > 0, um resultado de Lichnerowicz e Obata [BGM] implica, pelo fato
de (X, g) ser Einstein, que o primeiro autovalor de ∆g é maior do que ou igual a
κg/(n− 1), com igualdade se, e somente se, (X, g) é uma esfera redonda.

4.3 Demonstrando o Teorema 4.1.3
Seja (X, g0) ∈ H′

n,k, de modo que, em particular, g0 satisfaz Rk−1
g0

= µkg0
2k−2,

µk ̸= 0. Aplicando uma homotetia a g0 podemos supor que g0 ∈ M1(X), o
espaço de métricas de volume unitário. Logo, devemos demonstrar o Teorema
4.1.3 com ν = 1.
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Na discussão a seguir, Hr
g0
(U) denota a construção de Sobolev padrão apli-

cada a um subconjunto aberto U de seções de um fibrado vetorial sobre X , de
forma que, por exemplo, Hr

g0
(M(X)) é a variedade de Hilbert, modelada sobre

Hr
g0
(C1(X)), de métricas com derivadas até a ordem r definidas em quase todo

ponto e de quadrado integrável (com respeito a g0).
Escolhamos r > n

2
+ 4 e definamos Br : H

r
g0
(M(X)) → Hr−4

g0
(D•(X)) por

Br(g) = ∆gS(2k)
g −

∫
X

∆gS(2k)
g νg0 ,

onde

D•(X) =

{
ρ ∈ D(X);

∫
X

ρ νg0 = 0

}
.

Como g ∈ Hr
g0
(M(X)) implica Rg ∈ Hr−2

g0
(C2(X)), Br está bem definida e é

suave em função da expressão local (2.25) para S(2k)
g e o fato que, para r − 2 >

n/2+2 > n/2, o espaço de Sobolev Hr−2
g0

é uma álgebra de Banach com respeito
a multiplicação ponto a ponto [MS]. No lema abaixo, ainda denotaremos por Br

a restrição desta aplicação a Hr
g0
(M1(X)).

Lema 4.3.1. Existe uma vizinhança, digamos V r, de g0 em Hr
g0
(M(2k)

1 (X)) que
é uma subvariedade suave de Hr

g0
(M(X)) com Tg0V

r = ker Ḃr(g0).

Demonstração. Note que ∆̇g0(h)S
(2k)
g0 = 0 para h ∈ C1(X), pois S(2k)

g0 é cons-
tante. Assim, obtemos de (4.12) que

Ḃr(g0)(h) = ∆g0Ṡ(2k)
g0

(h)

= Dn,kµk∆g0

(
∆g0trg0h+ δg0δg0h− κg0

n
trg0h

)
. (4.16)

Façamos agora h = fg0 para f ∈ Hr
g0
(D•(X)), de modo que, por (4.13),

Ḃr(g0)(fg0) = D′
n,kµk∆g0Lg0f.

Usando a Proposição 4.2.4 é fácil ver que Ḃr(g0)|Hr
g0

(D•(X))g0 é injetiva e a alter-
nativa de Fredholm implica então que

Hr−4
g0

(D•(X)) = Ḃr(g0)(H
r
g0
(D•(X))g0).

O lema é agora uma consequência imediata do Teorema da Função Implícita e do
fato que B−1

r (0) = Hr
g0
(M(2k)

1 (X)).
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Lema 4.3.2. Se ξr : Hr
g0
(D+(X))×V r → Hr

g0
(M(X)) é a aplicação suave dada

por ξr(f, g) = fg, então dξr(1,g0) é um isomorfismo.

Demonstração. Se dξr(1,g0)(ϕ, h) = h + ϕg0 = 0, então h = −ϕg0 ∈ ker Ḃr(g0),
de maneira que Lg0∆g0ϕ = 0. Então, ∆g0ϕ = 0 pela Proposição 4.2.4 e ϕ é
constante. Mas

∫
X
ϕ νg0 = 0, porque V r ⊂ Hr

g0
(M1(X)), e assim ϕ = 0, o que

implica h = 0. Isto mostra a injetividade de dξr(1,g0).
Para a sobrejetividade, note que a decomposição

Im dξr(1,g0) = Tg0V
r ⊕Hr

g0
(D(X))g0

já mostra que Im dξr(1,g0) é fechado em Hr
g0
(C1(X)). Admita, por contradição, a

existência de h ̸= 0 em Hr
g0
(C1(X)) ortogonal a Tg0V

r e Hr
g0
(D(X))g0. Resulta

de (4.16) que Ḃr(g0) tem símbolo sobrejetivo, e como Rg0 ⊕Tg0V
r = ker Ḃr(g0),

tem-se a decomposição

Hr
g0
(C1(X)) = Rg0 ⊕ Tg0V

r ⊕ Im Ḃr+4(g0)
∗.

Veja [E], páginas 26 e 27, para a notação e o resultado utilizados. Isto permite
escrever h = Ḃr+4(g0)

∗(φ), ou seja,

h = Dn,kµk

(
(∆2

g0
φ)g0 +∇2∆g0φ− κg0

n
(∆g0φ)g0

)
,

e tomando traço,
trg0h = D′

n,kµkLg0∆g0φ.

Mas, trg0h = 0, porque h é ortogonal a Hr
g0
(D(X))g0, de modo que se usarmos

a Proposição 4.2.4 e a caracterização variacional do primeiro autovalor λ1(∆g0),
teremos

κg0

n− 1
< λ1(∆g0) ≤

∫
X
|∇∆g0φ|2νg0∫

X
|∆g0φ|2νg0

=
κg0

n− 1
,

uma contradição, a menos que ∆g0φ = 0, ou seja, φ é constante e, portanto,
h = 0. Isto completa a demonstração do lema.

Com os lemas 4.3.1 e 4.3.2 à disposição, é imediato demonstrar o Teorema
4.1.3, essencialmente usando o fato que objetos na categoria ILH são definidos
como limites inversos de objetos na categoria Hr

g0
quando r → +∞. Omitiremos,

portanto, os detalhes e referimos a [K]; veja lá a demonstração do Teorema 2.5.
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Observação 4.3.3. Salientamos que os argumentos acima podem ser facilmente
adaptados para um problema do tipo Yamabe envolvendo certas funções das cur-
vaturas de Gauss-Bonnet. De fato, seja kn o maior inteiro estritamente menor do
que n/2 e (Xn, g0) uma forma espacial não-plana, Rg0 = µ

2
g20, µ ̸= 0 (donde

(X, g0) ∈ Hn,k e (3.32) ocorrem para todo k ≤ kn, com µk = (µ
2
)k−1). Para

G : Rkn → R suave, defina

Gg = G(S(2)
g , . . . ,S(2kn)

g ), g ∈ M(X), (4.17)

e admita que

D ≡
∑

1≤k≤kn

Dn,kµk
∂G

∂xk

(
S(2)
g0

, . . . ,S(2kn)
g0

)
̸= 0. (4.18)

Obtemos assim as fórmulas correspondentes a (4.12) e (4.13), a saber,

Ġg0(h) = D
(
∆g0trg0h+ δg0δg0h− κg0

n
trg0h

)
,

e
Ġg0(fg0) = D′Lg0f, D′ = (n− 1)D.

Daí, um resultado similar ao Teorema 4.1.3, para (X, g0) distinta de uma esfera
redonda, vale: existe uma vizinhança U de g0 em M(X) tal que qualquer métrica
em U é conforme a uma métrica g com Gg constante.
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Capítulo 5

Unicidade e bifurcação para o
problema σ2-Yamabe

5.1 Uma introdução ao problema: existência, unici-
dade e compacidade

Seja (Xn, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão n ≥ 3. Sabe-
mos de (2.15) que o tensor curvatura decompõe-se como

Rg = Wg + Ag ⊙ g,

onde Wg é o tensor de Weyl,

Ag =
1

n− 2

(
Ricg −

κg

2(n− 1)
g

)
é o tensor de Schouten e ⊙ denota o produto de Kulkarni-Nomizu. Ora, sabemos
que Wg = 0 se, e somente se, g é localmente conformemente plana, de maneira
que torna-se natural considerar o problema σk-Yamabe (veja a Seção 4.1): existe
v ∈ D(X) tal que g̃ = e−2vg satisfaz

σk(Ag̃) = const? (5.1)

Aqui, σk é a k-ésima função simétrica elementar nos autovalores do endomor-
fismo simétrico Ag̃ = g̃−1Ag̃ ∈ T 1,1(X) que corresponde a Ag̃ da maneira usual.
Note que, para k = 1, isto claramente reduz-se ao problema de Yamabe clássico
para a curvatura escalar.
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Uma questão natural neste contexto é: sob que condições o problema σk-
Yamabe possui estrutura variacional? Noutras palavras, quando (5.1) é a equa-
ção de Euler-Lagrange para alguma ação definida na classe conforme [g]? Ora,
em função das Proposições 2.7.9 e 4.1.1, sabemos que isto de fato acontece para
k = 1 e para k ≥ 2 se g é localmente conformemente plana. De fato, Branson e
Gover [BG] verificaram que, para k ≥ 3, o problema σk-Yamabe é variacional se,
e somente se, g é localmente conformemente plana. Por outro lado, Viaclovsky
mostrou que o problema σ2-Yamabe é sempre variacional.

Teorema 5.1.1. [V2] Para k = 2, n ̸= 4 e qualquer g ∈ M1(X), (5.1) é a
equação de Euler-Lagrange para a ação V : [g]1 → R dada por

V(g̃) =
∫
X

σ2(Ag̃)νg̃.

Assim, uma métrica g̃ ∈ [g]1 é crítica para V se, e somente se,

σ2(Ag̃) = const. (5.2)

É esta a razão pela qual nos restringiremos, a partir de agora, ao caso k = 2
(supondo, evidentemente, que n ̸= 4, pois, neste caso, o funcional V é conforme-
mente invariante e qualquer métrica é crítica, conforme resulta de (5.3) abaixo).

Observação 5.1.2. Se g̃ é Einstein, Ricg̃ =
κg̃

n
g̃, então

Ag̃ =
κg̃

2n(n− 1)
g̃

e

σ2(Ag̃) =

(
n
2

)(
κg̃

2n(n− 1)

)2

.

Logo, métricas de Einstein são soluções do problema σ2-Yamabe.

O Teorema 5.1.1 decorre imediatamente da proposição a seguir.

Proposição 5.1.3. Para uma família conforme de métricas t ∈ (−ϵ, ϵ) 7→ g̃(t) =
(1 + tv)g ∈ [g], v ∈ D(X), tem-se a fórmula da primeira variação:

V̇g(vg) =
n− 4

2

∫
X

σ2(Ag)vνg. (5.3)
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Em particular, se g ∈ [g]1 é crítica para V (ou seja, se σ2(Ag) é constante), então
vale a fórmula da segunda variação:

V̈g(vg) =
n− 4

4

∫
X

vL̃gvνg, (5.4)

onde
L̃g = Lg − 4σ2(Ag), Lg = −tr(T (Ag) ◦ g−1∇2

g), (5.5)

e T (Ag) = σ1(Ag)I −Ag é o tensor de Newton de Ag.

Forneceremos agora uma demonstração elementar de (5.3) que evita o sofisti-
cado formalismo em [V2]. Comecemos escrevendo

g̃(t) = e−2u(t)g = (1 + tv)g,

de modo que

u = u(t) = −1

2
log(1 + tv). (5.6)

Recordemos ainda que, se g̃ = e−2ug, então o tensor de Schouten transforma-se
de acordo com

Ag̃ = ∇2
gu+ du⊗ du− |∇gu|2

2
g + Ag, (5.7)

de maneira que

A(1+tv)g = −1

2
∇2

g log(1 + tv) +
1

4
d log(1 + tv)⊗ d log(1 + tv)−

−1

4

|∇g log(1 + tv)|2

2
g + Ag. (5.8)

Usaremos isto para calcular

Ȧg(vg) = lim
t→0

A(1+tv)g − Ag

t
,

a linearização do tensor de Schouten em g.
Ora, usando (5.6) e calculando num referencial geodésico, obtemos

ui = −1

2

tvi
1 + tv

,

e isto mostra que o segundo e terceiro termos no lado direito de (5.8) não contri-
buem para a linearização, pois são quadráticos em t. Aqui, os sub-índices denotam
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tanto a derivada usual como a covariante no ponto onde o cálculo está sendo feito.
Pelas mesmas razões, o último termo em

uij = −1

2

(
tvij

1 + tv
− t2vivj

(1 + tv)2

)
,

também não contribui para esta linearização, donde conclui-se que

Ȧg(vg) = −1

2
∇2

gv. (5.9)

Usemos isto para linearizar σ2(Ag). Ora, tem-se

A(1+tv)g(x, y) = ((1 + tv)g)(A(1+tv)gx, y), x, y ∈ X (X),

e diferenciação em t = 0 fornece

(Ȧg(vg))(x, y) = vg(Agx, y) + g((Ȧg(vg))x, y),

que imediatamente implica, em vista de (5.9),

Ȧg(vg) = −1

2
g−1∇2

gv − vAg. (5.10)

Combinemos isto com duas fórmulas bastante conhecidas [Ro]:

• Se B : Rn → Rn é um endomorfismo simétrico, então

tr(BT (B)) = 2σ2(B), (5.11)

onde
T (B) = σ1(B)I −B

é o tensor de Newton. Aqui, σk(B) é, como sempre, a k-ésima função
simétrica elementar nos autovalores de B;

• se B = B(t) : Rn → Rn, t ∈ (−ϵ, ϵ), é uma família diferenciável de
endomorfismos simétricos, então

σ̇2(B) = tr(T (B)Ḃ), (5.12)

onde, como de costume, o ponto denota diferenciação.
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Com estes resultados e (5.10), obtemos então

σ̇2(Ag)(vg) =
1

2
Lgv − 2σ2(Ag)v, (5.13)

onde Lgv = −tr(T (Ag) ◦ g−1∇2
gv); veja (5.5).

Observação 5.1.4. O operador diferencial linear Lg : D(X) → D(X) é elíptico
se, e somente se, T (Ag) é positivo ou negativo definido.

Para deduzir (5.3) a partir de (5.13) precisamos, então, da seguinte informação
adicional.

Proposição 5.1.5. Para qualquer variedade Riemanniana (X, g), T (Ag) possui
divergência nula, ou seja, divgT (Ag) = 0. Em particular,

Lg = −divg(T (Ag) · ∇g) (5.14)

é um operador do tipo divergência.

Demonstração. Com efeito,

gT (Ag) = σ1(Ag)g − Ag

=
1

n− 2

(κg

2
g − Ricg

)
,

ou seja, gT (Ag) é um múltiplo do tensor de Einstein Eg. A proposição resulta
então de (2.22).

Finalmente, (5.4) decorre de (5.3) e (5.13). Isto conclui a demonstração da
Proposição 5.1.3.

Discutiremos agora os resultados disponíveis na literatura referentes às ques-
tões de existência, unicidade e compacidade de soluções do problema σ2-Yamabe.
Comecemos observando que, por (5.7), resolver (5.2) é equivalente a resolver a
equação diferencial parcial de segunda ordem

σ2

(
g−1

(
∇2

gu+ du⊗ du− |∇gu|2

2
g + Ag

))
= ce−4u, (5.15)

onde c ∈ R é uma constante. Note que esta equação é do tipo completamente
não-linear, pois envolve produtos das derivadas de segunda ordem de u.
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Para abordar (5.15), precisamos revisar alguns conceitos. Para

λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn,

seja σk(λ) a k-ésima função simétrica elementar nas entradas de λ. Seja Γ+
n (res-

pectivamente, Γ−
n ) o cone definido pelas condições λi > 0 (respectivamente,

λi < 0), i = 1, . . . , n. Representemos ainda por Γ+
2 (respectivamente, Γ−

2 ) a
componente conexa do conjunto {λ ∈ Rn; σ2(λ) > 0} contendo Γ+

n (respectiva-
mente, Γ−

n ). A seguir, para um endomorfismo simétrico B : Rn → Rn diremos
que B ∈ Γ+

2 (respectivamente, B ∈ Γ−
2 ) se os autovalores de B pertencem a Γ+

2

(respectivamente, Γ−
2 ). Os fatos a seguir sobre os cones Γ±

2 são bem conhecidos.

Proposição 5.1.6. Tem-se Γ−
2 = −Γ+

2 e cada Γ±
2 é um cone aberto e convexo com

vértice na origem satisfazendo

Γ±
n ⊂ Γ±

2 ⊂ Γ±
1 ,

onde Γ+
1 (respectivamente, Γ−

1 ) é a componente conexa de {λ ∈ Rn;σ1(λ) > 0}
(respectivamente, {λ ∈ Rn; σ1(λ) < 0}) contendo Γ+

n (respectivamente, Γ−
n ).

Além disso, σ2 se anula em ∂Γ±
2 . Mais ainda, se B,C ∈ Γ±

2 , então (1−t)B+tC ∈
Γ±
2 , 0 ≤ t ≤ 1, e σ

1/2
2 é côncava no sentido que

(σ2((1− t)B + tC))1/2 ≥ (1− t)(σ2(B))1/2 + t(σ2(C))1/2. (5.16)

Finalmente, se B ∈ Γ+
2 (respectivamente, B ∈ Γ−

2 ), então o tensor de Newton
T (B) é positivo (respectivamente, negativo) definido.

Definição 5.1.7. Diremos que a métrica g̃ é admissível positiva (respectivamente,
negativa) se Ag̃ ∈ Γ+

2 (respectivamente, Ag̃ ∈ Γ−
2 ) sobre X .

Observação 5.1.8. Se g̃ é Einstein, então g̃ é admissível positiva (respectiva-
mente, negativa) se κg̃ > 0 (respectivamente, κg̃ < 0).

Proposição 5.1.9. Se g̃ é admissível positiva (ou negativa), então a equação

σ2(Ag̃) = c (5.17)

é elíptica em g̃.
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Demonstração. Se g̃ = e−2ug, então já sabemos que (5.17) é equivalente a (5.15).
Suponhamos, então, que g̃ é admissível positiva. Ora, se

F (u,∇gu,∇2
gu) := σ2

(
g−1

(
∇2

gu+ du⊗ du− |∇gu|2

2
g + Ag

))
,

então a elipticidade acontece se

∂F

∂uij

(u) > 0,

onde uij são os coeficientes de ∇2
gu. Mas

∂F

∂uij

(u) =
∑
k

∂σ2

∂(Ag̃)ki
γkj,

onde γ = g−1. Assim, a elipticidade acontece se

∂σ2

∂(Ag̃)ij
> 0

em g̃. Mas (5.12) implica que

∂σ2

∂(Ag̃)ij
= T (Ag̃)

i
j, (5.18)

e o resultado decorre da Proposição 5.1.6 e da Observação 5.1.4. Um argumento
similar também funciona no caso admissível negativo.

Este critério de elipticidade deve ser imediatamente complementado pelo re-
sultado a seguir.

Proposição 5.1.10. Se a métrica background g é admissível positiva (negativa),
então (5.17) é elíptica em qualquer solução g̃ = e−2ug.

Demonstração. Suponhamos que g é admissível positiva e seja g̃ uma solução de
(5.15). Note que, necessariamente, c > 0. Seja p ∈ X um ponto de mínimo de u.
Então, em p, a equação torna-se

σ2

(
g−1

(
∇2

gu+ Ag

))
= ce−4u.
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Como ∇2
gu(p) ≥ 0 e Γ+

2 é um cone convexo, vale

Ag̃ = g−1
(
∇2

gu+ Ag

)
∈ Γ+

2 ,

em p. Por conexidade, quando variamos p esta última relação somente deixa de
verificar-se para Ag̃ na fronteira ∂Γ+

2 . Mas, pela Proposição 5.1.6, σ2 = 0 em ∂Γ+
2

e isto contradiz (5.15), pois c > 0. O caso negativo é tratado similarmente.

Existem, assim, dois ramos de elipticidade para (5.17), definidos pelos cones
Γ±
2 . Por exemplo, se g é Einstein com κg > 0 (respectivamente, κg < 0), então

g é admissível positiva (respectivamente, negativa). Consideraremos, a partir de
agora, somente o ramo positivo, de modo que o problema σ2-Yamabe pode agora
ser reformulado de forma precisa: dada uma variedade diferenciável fechada Xn,
n ≥ 3, e uma métrica admissível positiva g em X , existe uma métrica conforme
g̃ = e−2ug ∈ [g] tal que

σ
1/2
2 (Ag̃) = K > 0? (5.19)

Como, pelo que vimos, (5.19) é completamente não-linear e elíptica, a existên-
cia de soluções requer estimativas apriori do tipo C2. De posse destas estimativas,
a condição de concavidade (5.16) garante, via resultados clássicos de Krylov e
Evans, estimativas apriori de ordem mais alta, de forma que a existência de solu-
ções pode ser estabelecida por qualquer um dos métodos usuais (teoria do grau,
método da continuidade, fluxos parabólicos, etc.). Esta abordagem leva, então, ao
resultado a seguir.

Teorema 5.1.11. Se (Xn, g), n ≥ 4, e g é admissível positiva, então o problema
σ2-Yamabe (5.19) tem pelo menos uma solução suave em [g]. O resultado também
é válido no caso n = 3 se admitirmos que X não é simplesmente conexa.

Os casos n = 3, 4 foram tratados por Gursky-Viaclovsky [GV], e o caso n
qualquer, admitindo que g é localmente conformemente plana, por Li-Li [LL] e
Guan-Wang [GW]. O caso não-localmente conformemente plano foi estabelecido
por Ge-Wang [GeW] para n > 8 e finalmente o caso geral foi demonstrado por
Sheng-Trudinger-Wang [STW].

O seguinte resultado de unicidade para soluções de (5.19) também vale.

Teorema 5.1.12. [V2] Se (Xn, g) é uma forma espacial esférica isometricamente
distinta da esfera redonda, então (5.19) possui, a menos de homotetias, uma única
solução em [g].
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Por outro lado, para k = 2, o único resultado de compacidade disponível na
literatura parece ser o teorema a seguir.

Teorema 5.1.13. [GV] Seja (Xn, g), n = 3, 4, uma variedade Riemanniana fe-
chada com g admissível positiva. Para n = 3 suponhamos que X não é sim-
plesmente conexa e, para n = 4, que (X, g) não é conformemente equivalente à
esfera redonda. Então, o espaço de soluções de (5.19) é compacto na topologia
Cm, m ≥ 0. Mais precisamente, existe uma constante C = C(n,m, g) > 0 tal
que qualquer solução g̃ = e−2ug de (5.19) satisfaz

∥u∥Cm ≤ C.

5.2 Um resultado de unicidade para n = 3

No contexto do problema de Yamabe usual (ou seja, σ1-Yamabe) existem
dois critérios clássicos que garantem a unicidade de soluções1 numa determinada
classe conforme [g], a saber:

• Unicidade vale se [g] possui alguma métrica com curvatura escalar cons-
tante κ ≤ 0;

• Unicidade vale se [g] contém alguma métrica de Einstein e g não é confor-
memente equivalente a uma esfera redonda.

O primeiro item é uma consequência imediata do Princípio do Máximo apli-
cado à equação elíptica que governa a maneira como a curvatura escalar muda por
deformações conformes e o segundo item foi verificado por Obata [Ob]. Recen-
temente, os resultados acima foram generalizados para incluir, em alguns casos,
classes conformes suficientemente próximas daquelas onde a unicidade já vale.
Mais precisamente, mostra-se em [dLPZ1] que se g é como acima, [g′] é uma
classe conforme suficientemente próxima de [g] na topologia C2,α e, adicional-
mente, [g] cumpre certas condições que aparecem nos teoremas de compacidade
para soluções do problema de Yamabe, recentemente demonstrados por Khuri-
Marques-Schoen [KMS] e Li-Zhang [LZ], então a unicidade vale para [g′]. Nossa
intenção agora é utilizar o método introduzido em [dLPZ1], juntamente com os
Teoremas 5.1.12 e 5.1.13 acima, para demonstrar o seguinte resultado de unici-
dade para o problema σ2-Yamabe.

1Evidentemente, estamos considerando aqui unicidade a menos de homotetias, ou seja, métri-
cas que diferem por uma constante real positiva serão, nesta seção, consideradas equivalentes.
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Teorema 5.2.1. Seja (X3, g) uma forma espacial esférica de dimensão três iso-
metricamente distinta de uma esfera redonda. Então, existe uma única solução
do problema σ2-Yamabe em qualquer classe conforme suficientemente próxima
de [g] na topologia C2,α.

Note que a existência de soluções é garantida pelo Teorema 5.1.11 e a Obser-
vação 5.1.2.

A primeira etapa da demonstração consiste em verificar a validade da unici-
dade local para classes conformes próximas de [g] (Corolário 5.2.4 abaixo). Para
tanto, precisamos introduzir a seguinte terminologia e notação. Dados m ≥ 0 e
0 < α < 1, Mm,α(X) denotará o espaço de métricas de classe Cm,α em X . Note
que Mm,α(X) é um aberto de Γm,α(Sym2(X)), o espaço das seções de classe
Cm,α de Sym2(X), o fibrado das formas bilineares simétricas sobre X . Conside-
remos o funcional volume Vol : Mm,α(X) → R,

Vol(g) =

∫
X

νg.

Como, por (2.47),

dVolg(h) =
1

2

∫
X

trghνg, h ∈ Γm,α(Sym2(X)),

resulta que
Mm,α

1 (X) = Vol−1(1) ↪→ Mm,α(X)

é uma subvariedade de Banach suave com

TgMm,α
1 (X) =

{
h ∈ Γm,α(Sym2(X));

∫
X

trghνg = 0

}
, g ∈ Mm,α

1 (X).

Finalmente, para g ∈ Mm,α
1 (X), sejam Dg o subespaço fechado de TgMm,α

1 (X)
dado por

Dg =

{
φg;φ ∈ Cm,α(X,R),

∫
X

φνg = 0

}
,

e [
g
]
m,α

= {ϕg;ϕ ∈ Cm,α(X,R), ϕ > 0}

a Cm,α-classe conforme de g, que evidentemente é uma subvariedade de Mm,α(X).
Note ainda que Dg = TgMm,α

1 (X) ∩ Tg

[
g
]
m,α

.
O lema a seguir foi demonstrado em [dLPZ1].
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Lema 5.2.2. Na notação acima, temos:

(a) D =
∪

g∈MDg é uma distribuição suave e integrável de Mm,α
1 (X);

(b) para g ∈ Mm,α
1 (X), a subvariedade integral maximal (conexa) de D pas-

sando por g é dada por:

Dg =

{
ϕg;ϕ ∈ Cm,α(X,R), ϕ > 0 e

∫
X

ϕ
m
2 νg = 1

}
.

Em particular, Mm,α
1 (X) e

[
g
]
m,α

são transversais entre si.

Consideremos agora o fibrado vetorial de Banach E → Mm,α
1 (X) com fibra

dada por

Eg =
{
f ∈ Cm−2,α(X,R);

∫
X

f νg = 0

}
, g ∈ Mm,α

1 (X),

e o monomorfismo fibrado i : E → D∗ induzido pelo produto interno L2, ou seja,

ig(f1)f2 =

∫
X

f1f2 νg, g ∈ Mm,α
1 (X), f1 ∈ Eg, f2g ∈ Dg.

O fibrado E possui uma seção distinguida, a saber, s : Mm,α
1 (X) → E dada por

s(g) =
(n
2
− 2
)
σ2(Ag)−

(n
2
− 2
)∫

X

σ2(Ag)νg.

Note que s(g) = 0 se, e somente se, σ2(Ag) é constante. Por outro lado, interpre-
tando (5.3) como uma derivada direcional, ou seja,

dVg(vg) =
n− 4

2

∫
X

σ2(Ag)vνg, (5.20)

vê-se facilmente que

i(s(g)) = dVg|Dg , g ∈ Mm,α
1 (X). (5.21)

Se s(g) = 0, consideremos agora a derivada vertical

dvers(g) = Pver ◦ ds(g) : TgMm,α
1 (X) → Eg,
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onde Pver : T0(g)E → Eg é a projeção relativamente à decomposição

T0(g)E ∼= T0(g)0⊕ T0(g)Eg ∼= T0(g)0⊕ Eg,

onde 0 é a seção nula de E . Por outro lado, a composição ig ◦ dvers(g)|Dg :
Dg → D∗

g pode ser identificada à segunda variação d2(V|Dg)(g) da restrição de
V a Dg. Assim, se (X, g∗) é como no Teorema 5.2.1, com curvatura seccional
µ > 0, vê-se a partir de (5.4) e da Observação 5.1.2 com κg∗ = n(n − 1)µ que
dvers(g∗)|Dg∗ : Dg∗ → Eg∗ pode ser identificada ao operador

v 7→ (n− 4)(n− 1)µ

8
Lg∗ ,

onde
Lg∗ = ∆g∗ − nµ.

Resulta então da Proposição 4.2.4 que dvers(g∗)|Dg∗ é um isomorfismo, de modo
que podemos aplicar o Teorema da Função Implícita em [dLPZ1] para concluir a
proposição a seguir.

Proposição 5.2.3. Seja g∗ ∈ Mm,α
1 (X) como no Teorema 5.2.1. Então, existe

uma vizinhança U de g∗ em Mm,α
1 (X) tal que

V =
{
g ∈ U : σ2(Ag) é constante

}
(5.22)

é uma subvariedade mergulhada de Mm,α
1 (X) que é fortemente transversal às

classes conformes.

Transversalidade forte significa que, para qualquer g ∈ V , TgV e Tg[g] são
subespaços complementares que geram TgMm,α(X). Em particular, o seguinte
resultado de unicidade local verifica-se.

Corolário 5.2.4. Se g∗ é como no Teorema 5.2.1, então existe uma vizinhança
aberta U de g∗ em Mm,α

1 (X) tal que qualquer classe conforme de métricas em
X contém, em U , no máximo uma métrica de volume unitário que é solução do
problema σ2-Yamabe.

De posse deste resultado, podemos finalmente fornecer a demonstração do Te-
orema 5.2.1. Admitamos, por contradição, que existe uma sequência de métricas
gn em Mm,α

1 (X), soluções do problema σ2-Yamabe, satisfazendo limn gn = g∗, e
para as quais existe hn ̸= gn, hn ∈ [gn]1, também solução do problema. Por com-
pacidade (Teorema 5.1.13), podemos supor que limn hn = h∗, com h∗ ∈ [g∗]1 por
continuidade. Por unicidade de soluções na classe [g∗]1 (Teorema 5.1.12) resulta
que h∗ = g∗, mas isto contradiz o Corolário 5.2.4 para n suficientemente grande.
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5.3 Rigidez local e bifurcação no problema σ2-Yamabe
Nesta seção estabeleceremos resultados de rigidez local e bifurcação para cer-

tas famílias a um parâmetro de soluções do problema σ2-Yamabe em produtos de
esferas. Estes resultados estendem, para este contexto, a investigação apresen-
tada em [dLPZ2] para o problema de Yamabe usual. Começaremos isolando uma
família de soluções do problema.

Definição 5.3.1. Uma variedade Riemanniana (X, g) é dita ser especial se os
autovalores do endomorfismo de Schouten Ag = g−1Ag são funções constantes
em X (em particular, com multiplicidades constantes).

Note que qualquer variedade especial é solução do problema σk-Yamabe, para
qualquer k ≥ 1.

Proposição 5.3.2. A classe de variedades especiais é fechada por homotetias e
produtos diretos. Em particular, qualquer produto de variedades de Einstein é
solução do problema σ2-Yamabe.

Demonstração. Observemos inicialmente que (X, g) é especial se, e somente se,
Ricg, visto como um elemento de T (1,1)(X), possui autovalores constantes em X .
Por outro lado, se (X, g) = (X1 ×X2, g1 ⊕ g2) é um produto, então

Ricg = Ricg1 ⊕ Ricg2 .

Isto demonstra a primeira asserção. A segunda decorre então da Observação 5.1.2.

A partir de agora, fixemos o produto X = X1 ×X2, onde (Xni
i , gi) é Einstein

para i = 1, 2. Para λ ∈ (0,+∞), consideremos (X, gλ), onde gλ = g1 ⊕ λg2.
Resulta então da Proposição 5.3.2 que (X, gλ) é solução do problema σ2-Yamabe.
Mais ainda, como κgλ = κg1 + λ−1κg2 e

Ricgλ =
κg1

n1

g1 ⊕
κg2

n2

g2,

o tensor de Schouten de gλ é

Agλ =
1

n1 + n2 − 2
×

×
[(

κg1

n1

− κg1 + λ−1κg2

2(n1 + n2 − 1)

)
g1
⊕(

κg2

λn2

− κg1 + λ−1κg2

2(n1 + n2 − 1)

)
λ g2

]
.
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Resulta daí que Agλ tem dois autovalores (não necessariamente distintos), a saber,

ρ1(λ) =
1

n1 + n2 − 2

(
κg1

n1

− κg1 + λ−1κg2

2(n1 + n2 − 1)

)
, (5.23)

e

ρ2(λ) =
1

n1 + n2 − 2

(
κg2

λn2

− κg1 + λ−1κg2

2(n1 + n2 − 1)

)
, (5.24)

com multiplicidades n1 e n2, respectivamente. Em particular,

σ1(Agλ) = n1 ρ1(λ) + n2 ρ2(λ) =
κg1 + λ−1κg2

2(n1 + n2 − 1)
, (5.25)

e

σ2(Agλ) =

(
n1

2

)
ρ1(λ)

2 + n1n2 ρ1(λ) ρ2(λ) +

(
n2

2

)
ρ2(λ)

2, (5.26)

de forma que o tensor de Newton correspondente é

gλT (Agλ) =
1

n1 + n2 − 2
×

×
[(

n1 − 2

2n1

κg1 +
1

2λ
κg2

)
g1
⊕(

1

2
κg1 +

n2 − 2

2n2

1

λ
κg2

)
λ g2

]
.

Neste ponto, faz-se necessário introduzir a notação a seguir. Para i = 1, 2, seja
L2(Xi, gi) o espaço de Hilbert de funções f : Xi → R de quadrado integrável
relativamente ao elemento de volume νgi , e escrevamos

L2
0(Xi, gi) =

{
f ∈ L2(Xi, gi);

∫
Xi

fνgi = 0

}
.

Então, L2(X1×X2, gλ) ∼= L2(X1×X2, g1⊕g2) pode ser naturalmente identificado
ao produto tensorial de espaços de Hilbert L2(X1, g1) ⊗ L2(X2, g2) e, sob este
isomorfismo,

L2
0(X1 ×X2, gλ) = L2

0(X1, g1)⊗ L2(X2, g2) + L2(X1, g1)⊗ L2
0(X2, g2).

Usando esta notação, é imediato pelos cálculos acima que

Lgλ =
1

n1 + n2 − 2
×

×
[(

n1 − 2

2n1

κg1 +
1

2λ
κg2

)
(∆g1 ⊗ I) +

+
1

λ

(
1

2
κg1 +

n2 − 2

2n2

1

λ
κg2

)
(I⊗∆g2)

]
,
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donde finalmente resulta que

L̃gλ =
1

n1 + n2 − 2
×

×
[(

n1 − 2

2n1

κg1 +
1

2λ
κg2

)
(∆g1 ⊗ I) +

+
1

λ

(
1

2
κg1 +

n2 − 2

2n2

1

λ
κg2

)
(I⊗∆g2)

]
−

−4

[(
n1

2

)
ρ1(λ)

2 + n1n2 ρ1(λ) ρ2(λ) +

(
n2

2

)
ρ2(λ)

2

]
.

Note que L2
0(X1×X2, gλ) é invariante por L̃gλ e, pelo que vimos na seção anterior,

identifica-se com Tgλ [gλ]1, que é o domínio natural para L̃gλ .
Para o propósito de analisar bifurcação e rigidez local da família (X1×X2, gλ),

é fundamental entender as propriedades espectrais do operador L̃gλ acima expli-
citado. A este respeito, vê-se sem muitas dificuldades que estas propriedades são
determinadas pelos sinais que as constantes κgi , i = 1, 2, podem assumir. Um
caso extremo, por exemplo, acontece quando κg1 = κg2 = 0, pois então L̃gλ = 0
para λ > 0, ou seja, L̃gλ degenera completamente! Mais geralmente, se apenas
uma destas constantes se anula, L̃gλ é ainda por demais degenerado para que con-
clusões interessantes possam ser inferidas. Assim, é natural supor que κg1κg2 ̸= 0.
De fato, para as aplicações que temos em mente (produtos de esferas redondas),
basta considerar o caso em que κg1 e κg2 são ambas positivas.

Proposição 5.3.3. Se κg1 e κg2 são ambas positivas, então, para qualquer λ > 0,
L̃gλ é um operador de Fredholm auto-adjunto (ilimitado) em L2

0(X, gλ) e seu es-
pectro é um subconjunto enumerável ilimitado e discreto de R dado pela sequên-
cia dupla

ϱj,k(λ) =
1

n1 + n2 − 2

[(
n1−2
2n1

κg1 +
1
2λ
κg2

)
ϱj1 +

1
λ

(
1
2
κg1 +

n2−2
2n2

1
λ
κg2

)
ϱk2

]
−

− 4

[(
n1

2

)
ρ1(λ)

2 + n1n2 ρ1(λ) ρ2(λ) +

(
n2

2

)
ρ2(λ)

2

]
, (5.27)

j + k > 0, onde

0 = ϱ0i < ϱ1i ≤ ϱ2i ≤ . . . ≤ ϱmi −→ +∞

denota o espectro de ∆gi em L2(Xi, gi). Mais ainda, cada ϱj,k(λ) possui multi-
plicidade finita.
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Demonstração. Para qualquer λ > 0, ϱj,k(λ) é crescente em j e k, com

lim
(j+k)→+∞

ϱj,k(λ) = +∞.

Mais ainda, para quaisquer constantes positivas λ e m0, o conjunto de pares (j, k)
tais que ϱj,k(λ) ≤ m0 é finito. Assim, a primeira asserção na proposição resulta
imediatamente. Para a finitude da multiplicidade dos autovalores, basta notar que
o auto-espaço de ϱj,k(λ) é Vj ⊗Wk, onde Vj é o auto-espaço de ∆g1 associado a
ϱj1 e Wk é o auto-espaço de ∆g2 associado a ϱk2.

Corolário 5.3.4. Nas condições do teorema, se L̃gλ , λ > 0, é não-singular (ou
seja, seu espectro não contém 0), então L̃gλ é a inversa (ilimitada) de um operador
auto-adjunto, compacto e injetivo em L2

0(X1 ×X2, gλ).

Demonstração. Isto segue imediatamente do fato que o espectro de L̃gλ é discreto.

Recordemos agora a definição de bifurcação e rigidez local para uma famí-
lia de soluções do problema σ2-Yamabe; compare com a discussão para σ1 em
[dLPZ2].

Definição 5.3.5. Sejam X uma variedade fechada de dimensão n ≥ 3 e λ 7→ gλ
uma família a 1-parâmetro de métricas de volume unitário em X que são soluções
do problema σ2-Yamabe. Diremos que (gλ)λ é localmente rígida em λ∗ se qual-
quer métrica de volume unitário g suficientemente próxima de gλ∗ (na topologia
C2,α), que é solução do problema σ2-Yamabe, coincide com alguma métrica gλ
da família, com λ próximo de λ∗. Se a família (gλ) não é localmente rígida em
λ∗, ou seja, se existe uma sequência λn de números reais e uma sequência gn de
métricas de volume unitário tais que:

• lim
n→+∞

λn = λ∗;

• gn ∈ [gλn ], para qualquer n;

• gn é solução do problema σ2-Yamabe, para qualquer n;

• gn ̸= gλn , para qualquer n,

então λ∗ é um instante de bifurcação para a família (gλ).
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Condições suficientes para a rigidez local ou bifurcação de famílias de solu-
ções do problema σ2-Yamabe podem ser explicitadas em termos das propriedades
dos operadores de Jacobi das métricas da família, consideradas como pontos crí-
ticos para a ação correspondente (Proposição 5.1.3). Com este intuito em mente,
seja (X1 × X2, gλ) a família da Proposição 5.3.3. Resulta então que o operador
de Jacobi correspondente, a saber, L̃gλ , é essencialmente positivo, ou seja, é a
soma de um isomorfismo positivo e um operador compacto (mais precisamente,
de posto finito). Nestas condições, definimos o índice de Morse Nλ de L̃gλ como
sendo a soma das multiplicidades de todos os seus autovalores negativos. Obvia-
mente, Nλ é um inteiro não-negativo.

Proposição 5.3.6. Nas condições da Proposição 5.3.3, se [a, b] ⊂ (0,+∞) é um
intervalo, então as seguintes asserções são verdadeiras:

(a) se L̃gλ é não-singular para qualquer λ ∈ [a, b], então Na = Nb;

(b) se L̃gλ∗
é não-singular, então (gλ) é localmente rígida em λ∗;

(c) se L̃ga e L̃gb são ambos não-singulares e Na ̸= Nb, então existe um instante
de bifurcação λ∗ ∈ (a, b) para a família (gλ).

Demonstração. Os autovalores ϱj,k(λ) dependem continuamente de λ; veja (5.27).
Assim, se Na ̸= Nb, então algum ϱj,k deve possuir um zero em [a, b], o que de-
monstra (a). A demonstração de (b) resulta do Teorema da Função Implícita de-
senvolvido em [dLPZ2] e (c) decorre de resultados bem conhecidos em Teoria de
Bifurcação; veja [SW, Teorema 2.1] e [dLPZ2].

Consideremos agora os conjuntos

D = {λ∗ ∈ (0,+∞) : ϱj,k(λ∗) = 0 para algum (j, k) com j + k > 0}

e

B = {λ∗ ∈ (0,+∞) : a família (gλ)λ bifurca-se em λ∗}.

Evidentemente, B ⊂ D, que nada mais é do que uma reformulação do item (b) da
proposição anterior. Mas, em geral, é difícil descrever a estrutura destes conjuntos,
de forma que, a partir de agora, nos restringiremos ao caso em que (Xi, gi) é uma
esfera redonda de dimensão n, i = 1, 2. Mais precisamente, se (Sn, g0) é a esfera
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unitária, faremos (Xi, gi) = (Sn, g′0), g′0 = n(n − 1)g0, de modo que κg′0
= 1.

Assim, o espectro de (Sn, g′0) é

0 = ϱ0 < ϱ1 < ϱ2 < · · · < ϱm → +∞,

onde

ϱk =
k(n+ k − 1)

n(n− 1)

tem multiplicidade (
n+ k

k

)
−
(
n+ k − 2

k − 2

)
.

Assim, o espectro do operador de Jacobi L̃gλ associado ao problema σ2-Yamabe
em (Sn × Sn, gλ), gλ = g′0 ⊕ λg′0, λ > 0, é a sequência dupla

ϱj,k(λ) =
1

2(n− 1)

[(n− 2

2n
+

1

2λ

)
ϱj +

1

λ

(1
2
+

n− 2

2nλ

)
ϱk
]

−4

[(
n

2

)
ρ1(λ)

2 + n2ρ1(λ)ρ2(λ) +

(
n

2

)
ρ2(λ)

2

]
,

onde j + k > 0,

ρ1(λ) =
1

2(n− 1)

(
1

n
− 1 + λ−1

2(2n− 1)

)
e

ρ2(λ) =
1

2(n− 1)

(
1

nλ
− 1 + λ−1

2(2n− 1)

)
.

Daí, um cálculo direto fornece

ϱ̃j,k(λ) := λ2ϱj,k(λ) = ajλ
2 + bj,kλ+ ck,

onde

aj =
n− 2

4n(n− 1)
ϱj − n2 − 4n+ 2

4(n− 1)2n(2n− 1)
,

bj,k =
ϱj + ϱk

4(n− 1)
− n

2(n− 1)2(2n− 1)
,

ck =
n− 2

4n(n− 1)
ϱk − n2 − 4n+ 2

4(n− 1)2n(2n− 1)
.
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Teorema 5.3.7. Nas condições acima, D = ∅ se n = 3, de modo que a família
(gλ) é localmente rígida para qualquer λ > 0. Por outro lado, se n ≥ 4, D é a
união de sequências {λ(0)

j } e {λ(∞)
k } com limj→+∞ λ

(0)
j = 0 e limk→+∞ λ

(∞)
k =

+∞. Mais ainda, B = D, ou seja, qualquer elemento de D é um instante de
bifurcação da família (gλ), que é então localmente rígida em qualquer λ /∈ D.

Demonstração. Note que n2 − 4n + 2 é negativo para n = 3 e positivo para
n ≥ 4. No segundo caso, vê-se que a0 = c0 < 0 enquanto que aj = cj > 0
se j ≥ 1. Além disso, bj,k = bk,j é negativo se j = 0 e k ∈ {1, . . . , n + 1},
sendo positivo nos outros casos, donde conclui-se que ϱ̃j,k(λ) > 0 se j, k ≥ 1.
Mais ainda, se j = 0 e k ≥ 1, vê-se facilmente que a única raiz positiva de ϱ̃j,k,
denotada por λ(∞)

k , satisfaz limk→+∞ λ
(∞)
k = +∞, e se, simetricamente, j ≥ 1 e

k = 0, a única raiz positiva de ϱ̃j,k, denotada por λ(0)
j , satisfaz limj→+∞ λ

(0)
j = 0.

Assim, D = {λ(0)
j }j ∪{λ(∞)

k }k, como desejado. O comportamento assintótico das
sequências já garante que B é infinito, mas note que, em princípio, pode acontecer
que B  D, pois o fato de as funções ϱ̃j,k não serem monótonas em λ pode levar
a que, em algum λ∗ ∈ D, alguns autovalores de L̃gλ∗

mudem de sinal mas o ín-
dice de Morse permaneça inalterado. Felizmente, podemos aqui usar a Teoria de
Bifurcação Equi-invariante (veja o Teorema 3.1 em [SW]) e o fato que, conforme
observado em [dLPZ2], o grupo de isometrias de Sn age de maneira irredutível
nos auto-espaços do Laplaciano, com duas quaisquer destas representações sendo
inequivalentes. Nestas condições, o argumento em [dLPZ2] assegura que acon-
tece bifurcação em todos os instantes degenerados λ∗ ∈ D, de forma que B = D.

Finalmente, se n = 3, um cálculo direto garante que aj, ck > 0 para quaisquer
j, k, ao passo que bj,k > 0, exceto para um número finito de valores j, k. Nestes
valores, verifica-se facilmente que b2j,k < 4ajck, donde resulta que ϱ̃j,k(λ) > 0
para quaisquer λ > 0 e j, k. Assim, D = ∅.
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