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RESUMO

Apresentamos vdrios resultados de existéncia, unicidade, rigidez e bifurcagdo para
o problema da prescricdo de diversas estruturas geométricas em variedades Rie-
mannianas, entre os quais incluem-se: i) deformacdo e rigidez para estruturas
2k-Einstein em variedades com (2k — 2)-curvatura seccional constante; ii) defor-
macao conforme de métricas no contexto do problema de Yamabe para curvaturas
de Gauss-Bonnet; iii) unicidade, bifurcagao e rigidez local no ambito do problema
de Yamabe para as fun¢des simétricas dos autovalores do tensor de Schouten.
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ABSTRACT

We present several results of existence, uniqueness, rigidity and bifurcation for the
problem of prescribing various geometric structures on Riemannian manifolds,
among which include: i) deformation and rigidity for 2k-Einstein structures on
manifolds with constant (2k — 2)-sectional curvature; ii) conformal deformation
of metrics in the context of the Yamabe Problem for Gauss-Bonnet curvatures;
iii) uniqueness, bifurcation and local rigidity in scope of the Yamabe Problem for
symmetric functions of eigenvalues of the Schouten tensor.
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Capitulo 1

Introducao

Embora o tensor de curvatura R seja o invariante central em Geometria Rie-
manniana, reconhece-se que este objeto é deveras complicado do ponto de vista
algébrico, o que inviabiliza sobremaneira o estudo de propriedades geométricas
diretamente definidas a partir de R. Por exemplo, a constancia das curvaturas
seccionais ja implica que a variedade Riemanniana em questdao € uma forma es-
pacial e isto leva a fortes restrigdes topoldgicas em dimensdo n > 3. Por outro
lado, o completo entendimento do problema geral de prescrever, mesmo que local-
mente, as curvaturas seccionais como uma fungio definida na Grassmaniana dos
planos tangentes parece estar além do alcance da tecnologia atual. Estes exemplos
certamente reforcam a alternativa de estudar invariantes Riemannianos obtidos a
partir de R por meio de construgdes algébricas naturais (produtos tensoriais, con-
tracoes, etc.), os mais simples entre estes sendo o tensor de Ricci e a curvatura
escalar. Desta perspectiva, o problema de determinar as estruturas Riemannianas
satisfazendo a condic@o de que algum destes invariantes € constante no sentido
apropriado destaca-se por sua evidente naturalidade. O objetivo deste trabalho é
precisamente apresentar alguns resultados inéditos para este problema no contexto
de alguns invariantes Riemannianos com este tipo de configuracao.

A primeira classe de invariantes aqui considerados pode ser descrita em termos
do conceito de forma dupla, que nada mais € que um elemento da dlgebra

AM(X) = AY(X) @p(x) A*(X),
onde X é uma variedade diferencidvel, D(X) é o anel das fungdes suaves em X e

A*(X) = @0 A"(X)



¢ a D(X)-algebra graduada das formas diferenciais; veja a Se¢do 2.5 para deta-
lhes. Claramente, a dlgebra das formas duplas € naturalmente bi-graduada:

A** (X) = @T,SZOAT’S (X)

Note que se g é uma métrica Riemanniana em X, entdo g € A“!(X) e seu tensor
de curvatura R, € .A272(X ), 0 que decorre das simetrias de R,. Mais ainda,
existe um operador de contragdo c,, que € na verdade o adjunto da operacdo de
multiplicacdo por g. De posse desta terminologia, o tensor de Ricci de g pode ser
expresso como

Ricy = ¢4 Ry,

de modo que soa natural considerar, para £ > 1, o tensor 2k-Ricci dado por
2k) _ 2k—1pk
REF = F-1RE (1.1)

um elemento de A"!(X) que € simétrico em suas entradas em virtude das sime-
trias de [?,. Neste contexto, uma métrica € 2k-Einstein se cumpre RE,%) = \g
para alguma constante \. E importante observar que, a exemplo do caso Einstein
(k = 1), esta condicdo sobre g admite uma interpretagdo variacional (Proposi¢do
2.7.8).

Classicamente, o estudo de métricas de Einstein é um tépico honoravel em
Geometria Riemanniana [Be]. Em particular, mostra-se que o espago de mddulos
de tais estruturas sempre aparece, para uma variedade diferencidvel compacta X,
em familias de dimensao finita. Mais ainda, em alguns casos verifica-se que tais
estruturas apresentam fendmenos de rigidez local. Isto acontece, por exemplo,
se (X, g) é uma forma espacial esférica, o que pode ser interpretado como uma
extensiao de um famoso teorema de rigidez demonstrado por Calabi [Ca], ou ainda
se (X, g) € uma forma espacial hiperbdlica, o que pode ser visto como uma versio
local de um famoso teorema de rigidez global de Mostow [Mo].

Como R;Qk) ¢ homogéneo de grau k em R, (ou, equivalentemente, nas deri-
vadas de segunda ordem de g), resulta que o simbolo principal da lineariza¢do de
(1.1) depende de R, para k > 2. Note que, em contraste, para k = 1 este simbolo
depende das derivadas de g até primeira ordem, de forma que a equacao lineari-
zada € eliptica num gauge apropriado; na verdade, esta € a informacgdo que justi-
fica o resultado de finitude acima mencionado. Assim, para k£ > 2, a lineariza¢ao
ndo € em geral eliptica e a questdo de exibir exemplos de variedades 2k-Einstein
onde a elipticidade é restaurada, com a consequente finitude local da dimensao do
espaco de mdédulos de tais estruturas, adquire fundamental importancia.
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Neste trabalho isolamos uma classe de variedades Riemanninas para as quais
este programa ¢ satisfatoriamente executado. Mais precisamente, se n > 4 e
2 < k < n/2, denotemos por H,, ;. a classe das variedades Riemannianas fechadas
que sdo 2k-Einstein e satisfazem a condi¢ao de curvatura

Ry = g™ e £ 0, (1.2)

que significa que a variedade em questdo possui (2k — 2)-curvatura seccional
constante; veja a Proposi¢ao 2.5.7. Assim, a classe H,, ;, contém todas as formas
espaciais exceto aquelas localmente planas (isto €, que satisfazem R, = 0). Nosso
primeiro resultado (Teorema 3.2.7) garante que se (X, g) € H, x, entdo o espaco
de médulos de estruturas 2k-Einstein em X, representado por ¢2%) (X)), possui
dimenséo finita em (g), a classe de g, 0 que obtém-se como consequéncia do fato
que a linearizagdo de (1.1) em (X, g) € eliptica num gauge apropriado. Na ver-
dade, um resultado bem mais preciso a respeito da estrutura local de ¢2*)(X) em
torno de (g) é obtido no Teorema 3.2.15. Complementa-se ainda esta informacédo
com o Teorema 3.2.9, que exibe exemplos de variedades em H,, ;. que sdo rigidas,
como variedades 2k-Einstein, sob uma hipdtese adicional envolvendo condigdes

no maior e menor autovalor de fozg, a agdo natural de R, em AM(X ). Esta sub-
classe de exemplos inclui as formas espacias esféricas e hiperbdlicas (Corolario
3.2.14), de forma que os resultados clédssicos acima citados sobre rigidez destas
formas espaciais como estruturas de Einstein estendem-se para o caso 2k-Einstein.

Uma contragdo adicional de Rgzk) produz a chamada 2k-curvatura de Gauss-
Bonnet,

1

S = mcgny’“), (1.3)
um invariante escalar de g que é homogéneo de ordem k em suas derivadas de
segunda ordem. Estes invariantes gozam de notdvel ubiquidade em Geometria,
aparecendo em situacdes que vao desde a expressdo para o volume de tubos de
Weyl [G] até as férmulas cinemaéticas de Chern [Ch]. Note que 8552) = Kg4/2, onde
kg = c4Ricy € a curvatura escalar de g. Ora, classicamente, a curvatura escalar
desempenha um papel fundamental em Geometria Conforme, em conexdo com o
famoso problema de Yamabe [LP]. E natural, por conseguinte, formular o pro-
blema corresponde para as curvaturas de Gauss-Bonnet: dada uma métrica g em
X, existe ¢’ conforme a g tal que S ;,Qk) € constante? Este problema, que € também
de cunho variacional, somente foi considerado na literatura no caso em que g €
localmente conformemente plana [LL], [GW], pois ai ele € equivalente ao pro-
blema o-Yamabe (Proposicdo 4.1.1). Neste trabalho, apresentamos os primei-



ros exemplos de variedades (X, g) com tensor de Weyl ndo-identicamente nulo
para as quais este problema possui solugdo positiva. Mais precisamente, se H;, ;
representa a subclasse das variedades (X, g) em H,, , isometricamente distintas
das esferas redondas, entdao demonstra-se (Teorema 4.1.3) que qualquer métrica
suficientemente proxima de g é conformemente equivalente a uma métrica com
2k-curvatura de Gauss-Bonnet constante.

A ultima classe de invariantes aqui considerada envolve a conhecida decom-
posicdo do tensor curvatura em componentes irredutiveis com respeito a acao do
grupo ortogonal:

Ry=A,09+W,,

onde
1

. Rg
A=03 (Rleg T 2n— 1)9> ’

¢ o tensor de Schouten, ® € o produto de Kulkarni-Nomizu e W, € o tensor de
Weyl; veja a Secdo 2.3. Como W, € invariante conforme, € natural considerar o
problema de deformar conformemente uma métrica de tal forma a tornar cons-
tante alguma fungdo simétrica elementar oy (A,) nos autovalores de A,. Este é o
famoso problema o-Yamabe [V], que reduz-se ao problema de Yamabe cldssico
quando £ = 1. Consideraremos aqui somente o caso k = 2, que sempre é de
natureza variacional (Teorema 5.1.1), e estenderemos para este contexto alguns
resultados recentes estabelecidos em [dLPZ1] e [dLPZ2] para o problema de Ya-
mabe. Mais precisamente, no produto de esferas S x S, munido com a métrica
gr = go D Ago, A > 0, onde gg é a métrica redonda, verificamos que existe uma
sequéncia dupla de valores de A nos quais a familia (g,) apresenta bifurcacao,
sendo localmente rigida nos demais valores de A (Teorema 5.3.7). Apresentamos
ainda um resultado de unicidade global em formas espacias tri-dimensionais iso-
metricamente distintas da esfera redonda (Teorema 5.2.1), que estende um caso
especial de um teorema de Viaclovsky [V2].



Capitulo 2

Nocoes preliminares de Geometria
Diferencial e Analise Global

Neste capitulo, apresentamos as no¢des de Geometria Diferencial e Andlise
Global utilizadas neste trabalho. Nosso objetivo aqui é primordialmente recordar
estes resultados e fixar notagdo e terminologia, de modo que, como regra geral,
as demonstragdes serdo omitidas. Quando ndo mencionadas explicitamente no
texto, referéncias detalhadas sobre os fatos aqui descritos podem ser encontradas
em [Be], [GHL], [Jo], [K1] e [Sa].

2.1 Fibrados vetoriais

Seja £ um fibrado vetorial real sobre uma variedade diferencidvel X de dimen-
sdo n > 3, que sempre suporemos, salvo meng¢ado explicita em contrario, fechada,
isto €, compacta e com bordo vazio. Recordemos que, para cada p € X, a fibra de
& sobre p € o conjunto &, = 7 *(p), onde 7 : £ — X € a projecdo fibrada. Note
que &, é um espacgo vetorial real, cuja dimensdo ndo varia com p (se supusermos
que X é conexa, o que sempre faremos a seguir). Esta dimensdo comum €, por
defini¢do, o posto de &, representado por p(E).

Uma secdo de £ é uma aplicagdo suave 17 : X — &£ satisfazendo 7 o = Idy.
O espaco vetorial das se¢des de £ serd denotado por I'(E).

Dados fibrados vetoriais £ — X e &’ — X', uma aplicacdo fibrada f : £ —
&' leva fibras em fibras e é linear quando restrita a cada uma delas. Se X = X' e
flx = Idy, diremos que f é um homomorfismo fibrado. Mais especificamente, se
f é um isomorfismo linear quando restrito as fibras, diremos que f é um isomor-



fismo fibrado, caso em que £ e £’ sao isomorfos. Neste caso, necessariamente,
p(€) = p(&’). Em particular, se £ é isomorfo ao fibrado produto X x R, para
algum s > 1, diremos que & € trivial.

Uma métrica em £ é uma regra que a cada p € X associa um produto interno
(,)pem &, que depende suavemente de p. Um par (€, (,)) é chamado um fibrado
Riemanniano. Em particular, se £ = T'X, o fibrado tangente de X, entdo (,) é o
que se convenciona chamar uma métrica Riemanniana em X. Neste caso, diz-se
que o par (X, (,)) é uma variedade Riemanniana.

Sen,n € I'(£), onde £ é métrico e X ¢é variedade Riemanniana, entdo define-
se seu produto interno L? por

(n,n') = /X<?7, 1')vy,

onde v, é o elemento de volume induzido pela métrica Riemanniana g'.

E notdvel que as construcdes usuais de Algebra Linear estendem-se natural-
mente a categoria dos fibrados vetoriais. Assim, dados fibrados £ e £’ sobre a
mesma variedade X, podemos formar sua soma direta £ & £, seu produto ten-
sorial £ ® &', o fibrado de homomorfismos Hom(&, &), etc. Mais ainda, os
isomorfismos candnicos associados as fibras tipicas traduzem-se em isomorfis-
mos correspondentes para fibrados. Por exemplo, £* ® £ = Hom(&,E’), onde
E* = Hom(&,R) é o fibrado dual de £?. Em particular, se comegarmos com 7'X,
podemos dualizar para obter o fibrado cotangente T* X, e se fizermos o produto
tensorial de ¢ c6pias de T'X e r c6pias de T+ X obtemos o fibrado ®(9™) T X ; neste
caso, 7@ (X) = I'(®@"TX) é o espaco dos tensores do tipo (¢, ) sobre X.

Efetuando a operagdo de anti-simetrizacdo a ®*")T X obtém-se o fibrado ex-
terior A"(X), cujas secdes sdo as r-formas diferenciais sobre X. Mais geral-
mente, na presenga de uma fibrado auxilar £, podemos considerar A"(X) ® &,
o fibrado das r-formas sobre X com valores em £. Neste contexto, escrevere-
mos A"(X;E) = T(A"(X) ® £); note que A°(X;E) = I'(£). Em particular,
se £ = V, para algum espaco vetorial V, escreveremos A"(X; V) = A"(X;E).
Nesta notagdo, A" (X) = A"(X;R).

Podemos ainda aplicar a operacio de simetrizacdo a ®*")T X, obtendo assim
o fibrado Sym" (X'), de modo que S"(X) = I'(Sym" (X)) é o espago dos tensores
covariantes simétricos de grau r. Desse modo, um elemento g € 82(X ), que é
positivo definido em cada ponto de X, nada mais é que uma métrica Riemanniana.

'Evidentemente, estamos supondo aqui que X est4 orientada.
2Em geral, se V é um espaco vetorial, representaremos por V o fibrado vetorial trivial sobre X
com fibra tipica V.



Observemos ainda que existe uma outra maneira de criar novos fibrados a par-
tir de fibrados ja existentes: se f : X’ — X é uma aplica¢do suave e £ — X,
entdo existe o fibrado induzido f*€ — X'. Grosso modo, (f*E),, identifica-se a
E¢w), ' € X'. Finalmente, cumpre mencionar que, dadas métricas nos fibrados
&, &', etc., todos os fibrados construidos a partir destes através dos varios proce-
dimentos descritos acima possuem estruturas naturais de fibrados Riemannianos.

2.2 Conexoes e curvatura em fibrados vetoriais

A menos que um fibrado vetorial £ — X seja trivial, ndo existe em geral
nenhuma maneira natural de identificar as fibras de £ sobre pontos distintos. Na
verdade, para efetuar tal identificagdo, algum tipo de estrutura adicional faz-se
necessdria. A estratégia consiste entdo em, inicialmente, prescrever uma maneira
de derivar secdes de £ e dai efetuar a identificacdo ao longo de curvas conectando
0s pontos em questdo por meio de secoes com derivada nula. Isto d4 origem
tanto ao conceito geométrico de transporte paralelo quanto ao seu correspondente
analitico descrito na defini¢do a seguir.

Definicao 2.2.1. Uma conexdo num fibrado vetorial £ sobre X é uma aplicagcdo
R-linear V : A°(X; E) — AY(X; E) satisfazendo a regra de Leibniz:

V(fn) =df @n+ fVn, (2.1)
onden € I'(E) e f € D(X), o anel de fungdes suaves sobre X.

Recordando que A'(X;€) = I'(T*X ® £) = I'(Hom(TX, )), obtemos,
parax € X(X) = I'(TX), a derivada covariante V, : I'(€) — T'(£) com (2.1)
substituido por

Veo(fn) =z(f)n+ fVen, Vin= fVun.

Definicao 2.2.2. Se £ é Riemanniano, entdo dizemos que V é compativel com a
métrica se vale

x<7717772> = <vxnlan2> + <771a vx772>7 T c ‘)('(X>77717772 € F((C:) (22)

Neste ponto, € conveniente recordar que qualquer métrica Riemanniana em X
induz uma tinica conexao V em 7'X, que € a um s6 tempo compativel e simétrica

no sentido que
V.y—Vyz =[z,y], x,y € X(X). (2.3)

7



Esta é a famosa conexdo de Levi-Civita.

Em geral, sempre consideraremos triplas (£, V, (,)), com a conexdo compa-
tivel com a métrica. E importante observar ainda que os fibrados derivados do
tipo £ @ &', etc., podem ser munidos de conexdes naturais sempre que os fibrados
originais possuem conexdes. Mais ainda, estas conexdes sao compativeis com as
métricas naturais sempre que as conexdes dos fibrados originais sdo compativeis
com as respectivas métricas. Em particular, os diversos fibrados tensoriais pos-
suem conexdes compativeis naturalmente induzidas a partir da conexdo de Levi-
Civita.

Uma conexdo V em & pode ser estendida a uma aplicacdo em duas etapas

A(X:6) Y A x ) L (X 6), 2.4)

onde
&Y (a®@n)=da®@n—aAVn a®nc AY(X;E),

e d € a derivada exterior. Denotando a composi¢do em (2.4) por RV, verifica-se
facilmente que

RY(fn) = fRY(n),  feD(X).
Além disso, vale

RZM = vayﬁ - Vva - V[z,y}na T,y € X(X)ﬂ? € F<€)>

ou seja, RV mede o grau de ndo-comutatividade de V. Diz-se entdo que R é o
tensor curvatura associado a V.

A composi¢do (2.4) pode ser facilmente estendida a uma sequéncia de aplica-
coes

dy_y dy iy
IS AP(XGE) s AT XE) S (2.5)
onde a derivada exterior covariante é
v .
dy(a®n) =da@n+ (=1))aAVn, a@ncA(X;E).
Verifica-se entdo que, para § € AP(X;E),
dpv+1dpvﬁ = RV A ﬂa
donde deduz-se facilmente que

dy RV = 0. (2.6)
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Esta é a famosa identidade de Bianchi. E possivel ainda reexpressar a condigdo
de compatibilidade satisfeita pela conexdo de Levi-Civita em termos deste forma-
lismo: se pensarmos na métrica como um elemento g € A'(X;T*X), entdo a
compatibilidade € equivalente a que valha

dyg =0, (2.7)

ou seja, g € paralela.

Recordemos agora a existéncia de um importante operador diferencial linear
de segunda ordem atuando em se¢des de um fibrado Riemanniano com conexao
compativel. Com efeito, se £ é um tal fibrado, definimos, para x,y € X(X) e
n € I'(E), o operador Hessiano:

V2.0 =V.Vyn— Vv, (2.8)

onde V representa tanto a conexio em £ como a conexio de Levi-Civitaem X. E
facil verificar que V2 é D(X)-bilinear em (z, ). Isto permite definir o Laplaciano
de Bochner V*V : I'(€) — I'(€) por

V*Vn=—trV.n.

E fécil verificar, no caso em que X é fechada, que V*V é simétrico e ndo-negativo
relativamente ao produto interno L? em I['(£). Mais precisamente, vale

(V*Vn,0') = (Vn, Vi), (2.9)
onde
(Vn, V') = /X (Vn, Vi')vg
© n
(Vn, V') = ) Ve, Ver'),

i=1
onde n = dim X e {e;}, é qualquer referencial ortonormal local tangente a
X. Em particular, (V*Vn,n) > 0 e a igualdade acontece se, e somente se, 1 €
paralela, ou seja, V,n = 0 para qualquer z € X (X).

Observagdo 2.2.3. Se £ = X x R, de forma que I'(£) = D(X), entdo V? é
de fato simétrico em (x,y) e V*V = A, : D(X) — D(X), o Laplaciano usual
atuando em fungdes, associado a métrica g. Note que, de acordo com a convengao
adotada aqui, A, f = —f" se X = R.



2.3 Geometria Riemanniana

Nesta se¢do suporemos que (X, g) é uma variedade Riemanniana, de modo
que g € S?*(X) é positiva definida em qualquer p € X. A conexiio de Levi-
Civita e o correspondente tensor de curvatura serdo denotados por V, e —R,?,
respectivamente, ou simplesmente por V e — R, quando nao houver possibilidade
de confusao.

Claramente, R € 713 (X). E possivel expressar este invariante em coorde-
nadas locais. Assim, se z = (x1,...,x,) é um sistema local de coordenadas em
Xe

0

N (%’i’
€ a base local correspondente para 1'X, os coeficientes de R em relacdo a x sdao
definidos por

0;

1=1,...,n,

R (81, 8]) 8k - Rﬁjké?l,

onde adotamos aqui a conveng¢do usual de somar sobre indices repetidos. Equi-
valentemente, pode-se usar a métrica para transformar R em um tensor do tipo
(0,4), cujos coeficientes sdo

Rijkm = <R (8“ aj) aka am> = glmRéjka

onde
9im = 9 (ala 8m)

sdo os coeficientes de g relativamente a x. Obviamente, defini¢des similares, que
ilustram o esquema geral de descer e subir indices por meio de g = {g;;} e sua
inversa g~! = {¢"}, respectivamente, aplicam-se a qualquer tensor sobre X.
Usando esta representacdo local de Rz, € facil descrever suas simetrias algébri-
cas, a saber,
Rijii = —Rjirg = — Rijie = Ry, (2.10)

Riji + Rja + Rypiji = 0, (2.11)

que € conhecida como a primeira identidade de Bianchi.

O tensor curvatura € o invariante fundamental em Geometria Riemanniana no
sentido que R = 0 se, e somente se, (X, g) é localmente plana, ou seja, para
cada p € X existe um sistema de coordenadas x em torno de p tal que g;; =

3Por conveniéncia, adotaremos para a curvatura o sinal oposto aquele utilizado em [Sa].
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d;; relativamente a x. Este invariante, porém, € reconhecidamente complicado
do ponto de vista algébrico, de modo que é conveniente considerar invariantes
definidos a partir de R com estrutura mais simples. Destaca-se aqui o tensor de
Ricci, que € definido pela contragao

I{iCjk = R

jik>
ou seja, em termos invariantes,
Ric(z,w) = tr (u — R, w).

Vé-se que Ric € S 2(X ), ou seja, Ric;; = Ricj;, 0 que decorre imediatamente de
(2.10). Uma segunda contracdo, a saber,

K = ngRicjk,
define a curvatura escalar. Assim, k4, = tryRic,.
Verifica-se que

R

7

i = —OT5 + 05T, — TR, + T

Jp?
onde 1
kl

59 (Digji + 0591 — 01gij)

sdo os simbolos de Christoffel. Resulta entdo que tanto Ric como ~ sdo invarian-
tes tensoriais que, expressos num sistema de coordenadas qualquer, dependem das
derivadas da métrica até segunda ordem, sendo esta dependéncia linear nas deri-
vadas de segunda ordem. Um outro invariante com estas mesmas propriedades é
o tensor de Einstein

k- _
It =

E = Ric — gg, (2.12)

que desempenha um papel fundamental na formulacdo matematica da Teoria de
Relatividade Geral.

Outros invariantes podem ser obtidos a partir da chamada decomposicdo orto-
gonal do tensor curvatura [Be]. Para descrevé-la, definamos o produto de Kulkarni-
Nomizu de dois tensores simétricos h, k € S*(X) por

(hOk)(z,y, 2, t) = h(x, 2)k(y, t)+h(y, t)k(z, 2)—h(z, t)k(y, 2) —h(y, 2)k(x, t).
(2.13)
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Note que h ® k = k ® h € T4 (X) possui as mesmas simetrias (algébricas) de
R, a saber, (2.10) e (2.11). A aludida decomposi¢cdo de R nos diz entdo que

R=—"_40g+ Ric® © g + W, (2.14)

2n(n — 1) n—2

onde p
Ric’ = Ric — —g.
n

Em particular, (X, g) é uma forma espacial, ou seja, possui curvatura seccional
constante, se, e somente se, Ric’ = 0 (isto &, (X, g) é Einstein)e W = 0.

A parcela W em (2.14) é o famoso tensor de Weyl, que na verdade ¢ um
invariante conforme da métrica no seguinte sentido: se § = e?/g, para alguma
fungdo f, entdo W; = e*/W,. Mais precisamente, verifica-se para n > 4 que
W = 0 se, e somente se, g € localmente conformemente plana no sentido que
para qualquer p € X existe um sistema de coordenadas x em torno de p tal que
g =AY, dx?, para alguma fungdo positiva \. Levando-se em consideragio que
(2.14) pode ser reescrito como

R=AGg+W, (2.15)

onde .
. K
A= — (RIC — ﬁg> , (2.16)

n—2 n—1
€ o tensor de Schouten, resulta entdo que todas as informagdes a respeito de mu-
dancas conformes de métricas estdo concentradas em A. Esta observac¢do desem-
penha um papel central na formulacdo do problema o-Yamabe; veja a Secdo 5.1.
Encerraremos esta breve revisdo de Geometria Riemanniana recordando algu-
mas férmulas do tipo Weitzenbock que serdo tteis posteriormente. Isto aparece

quando consideramos, no contexto da sequéncia (2.5), o chamado laplaciano de
Hodge AV : A"(X;E) — A"(X; ), definido por

AV =dV6Y +6VdY,

onde 6V € o adjunto de dV no sentido do produto interno L?. Uma decomposi¢do
do tipo
AY = V'V + K,

onde £ : A"(X;E) — A'(X;&) é um endomorfismo algébrico que somente
depende dos tensores de curvatura R e RV, é entdo chamada de Weitzenbdick.
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O exemplo mais simples de tal decomposicdo acontece quandor = 1e& = R,
o fibrado de retas trivial. Neste caso, AV : A(X) — A'(X) satisfaz

AY = V*V + Ric,. (2.17)
Um outro exemplo util acontece em razao da identificagdao
TOV(X) = A (X AY(X)),

de maneira que £ = A'(X) em (2.5). Neste caso, a restricio de AY a S?(X)
expressa-se como

AVh = V*Vh— R+ hoRic,, he S*X), (2.18)

onde, em termos de um referencial ortonormal local {e; },

(hok)(z,y) = Zn:h(x,ei)k(ei,y), h,k € S*(X), (2.19)
(Rh)(@.y) = Y h(Ry(z, e:)y, ). (2.20)

i=1

2.4 Ostensores de Lovelock e as curvaturas de Gauss-
Bonnet

Definiremos agora invariantes Riemannianos que generalizam tanto o tensor
de Einstein como a curvatura escalar. Para tanto, recordemos inicialmente o ope-
rador divergéncia div = div, : S"(X) — S™}(X) dado por

(div T)igi, = 97 ViTjiyi, = Vi,

7:2"'7;7‘7

onde V,T' = V,T' € a derivada covariante. Observemos que no contexto Rieman-
niano, (2.6) transforma-se na segunda identidade de Bianchi:

ViRjkim + Vi Riiim + Vi Rijim = 0, (2.21)
de forma que contraindo-se isto duas vezes obtem-se

drk
divRic —
iv Ric 5
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ou equivalentemente, o tensor de Einstein (2.12) possui divergéncia nula:
divE = 0. (2.22)

Nossa inten¢do agora é apontar a existéncia de uma familia natural de tensores
Ly, € S*(X),1 < k < [(n—1)/2], os tensores de Lovelock, que possuem
divergéncia nula e generalizam o tensor de Einstein no sentido que L; e E sdo
proporcionais.

Recordemos que, dados um campo de vetores z € X'(X) e um elemento de
volume local €2, tem-se

di,Q = di,Q+i,dQ = £.9 = (div 2)Q,

onde i, é a contracdo com z, e L, € a derivada de Lie. Desse modo, a corres-
pondéncia z <> w = 4,0 define um isomorfismo entre 7*X = TX e A" !(X)
de forma que divz = 0 se, e somente se, dw = 0. Similarmente, a corres-
pondéncia z; ® zp ¢ i, ® i, define um isomorfismo entre @ *I)TX e
A" X)®A" (X)), o fibrado das (n—1)-formas com valores nas (n—1)-formas,
que estd globalmente bem definido mesmo se X ndo € orientdvel. Mais ainda, a
restricdo desta construcio a Sym?(X) € ®©HT X define um isomorfismo entre
Sym?(X) and Sym?*(A" (X)), onde n € Sym?(AP(X)) C AP(X) ® AP(X) se,

€ somente se,
Nor A A @Wi AL AW, =n(wr A AW, @ AL AU).
A seguir, escreveremos
S*(AP(X)) = T(Sym*(AP(X))).

Ora, um célculo simples mostra que 7' € S?(X) satisfaz divT = 0 se, e
somente se, a se¢do correspondente n € S*(A" (X)) € A" HX,A"(X))
cumpre dVn = 0, onde dV é a derivada exterior covariante definida na Se¢do 2.2.
Notando que g € S*(X) = S?(AY(X)) e R € S?(A%*(X)), definimos

5 -1
Loy = RN 5. ARAgA...Ng€ S*A" (X)), 1§k§{”2 ] (2.23)

Assim, por (2.6) e (2.7), dvfzgk = 0 e concluimos que o correspondente tensor
Loy € S?(X) satisfaz div Ly, = 0. Estes sdo, precisamente, os tensores de Love-
lock.
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Em geral, vale a expansao local

(LQk); — d 5%112 2k —112k R]Uz . RJ% 172k (224)

JJrge--Jak—1J2k " i1t iok—1%2k

onde d,, j, é uma constante universal, 0 representa o simbolo de Kronecker gene—
ralizado e R} sdo os coeficientes de R (visto como um elemento de 7> (X))
relativamente a um referencial ortonormal local. Dai vé-se facilmente que L, é
proporcional ao tensor de Einstein (2.12), como desejado. Além disso, se con-
trairmos (2.24) em 7 e j, obteremos o escalar

o = ensB R R .29
a chamada 2k-curvatura de Gauss-Bonnet. Note que ry € a contracdo total de R,
sendo por conseguinte um multiplo de x. Desta forma, as curvaturas de Gauss-
Bonnet generalizam a curvatura escalar e reduzem-se a esta quando k£ = 1.

E importante salientar que os tensores de Lovelock admitem uma interessante
caracterizacdo que traduz a naturalidade de sua constru¢do. Para explicar isto,
diremos que T € TP9(X) é natural se, relativamente a um sistema de coorde-
nadas, seus coeficientes se expressam como

lelllip = FJ1 ]p(g,], g 0G5y -, 0™ gij),

onde Ffll,',:;ip € uma fungdo polinomial em suas entradas. Exigimos ainda que

FZJ1 1.:;]; seja universal, no sentido que seu ‘formato’ ndo depende da escolha de
coordenadas. Assim, os coeficientes dependem das derivadas da métrica até or-
dem m > 0 da maneira especificada. Diz-se entdo que m € a ordem de T'. Note
que os tensores de Lovelock sdo naturais de segunda ordem. O resultado a se-
guir, demonstrado em [Lo], caracteriza os tensores de Lovelock em termos destes

CONCEItos.

Teorema 2.4.1. Se T € S?(X) é um tensor natural de segunda ordem satisfa-
zendo divT = 0, entdo T é uma combinacdo linear dos tensores de Lovelock.

Mais precisamente,
T = E Ck L2k7

onde, por convengdo, Ly = g.
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2.5 Formas duplas

Nesta secdo mostraremos como 0s tensores de Lovelock e as curvaturas de
Gauss-Bonnet, definidas na secdo anterior, podem ser recuperadas por meio do
conceito de formas duplas*. Para tanto, seja X uma variedade diferencidvel de
dimenséo n > 3. Como sempre, denotaremos por A" (X) o espaco das r-formas
diferenciais sobre X. Lembremos que .4"(X) é um médulo sobre o anel D(X)
das fungdes suaves em X.

Definicdo 2.5.1. O espaco das formas duplas de bi-grau (r, s) € definido por
A (X) = A"(X) Xp(x) A% (X).

Equivalentemente,

AP (X) = T(A™(X)),

onde

A (X) = A(X) @ A% (X).
Também definimos
A** (X) = @nsZOAT’S (X) .

Vé-se entdo que A**(X) é uma dlgebra associativa unitdria e bi-graduada, cha-
mada a dlgebra das formas duplas.

Por exemplo, qualquer forma bilinear sobre vetores tangentes é uma (1, 1)-
forma®. Em particular, uma métrica Riemanniana ¢ em X é uma (1, 1)-forma.
Mais ainda, o tensor curvatura R, de g pode ser visto como uma (2, 2)-forma. De
fato, se definirmos C"(X) C A™"(X) como o espaco de (r, r)-formas satisfazendo
a condicao de simetria

WX A AN QA ANY) =wn A AY T AL AT,

entdo qualquer forma bi-linear simétrica (g, em particular) pertence a C*(X) e,
evidentemente, R, € C?(X) pelas suas simetrias®. Mais informagdes sobre for-
mas duplas podem ser encontradas em [L1], [L2] e [G].

#Veremos no Capitulo 3 que este formalismo é bastante eficiente do ponto de vista computa-
cional.

Note que, restrito a A1 (X), o produto em A**(X) coincide com o produto de Kulkarni-
Nomizu j4 introduzido.

®Nesta notagdo, C(X) = S%(X).
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Consideremos uma variedade Riemanniana (X, ¢g) fechada. Entao a multipli-
cagdo pela métrica define uma aplicagdo g : A" '*71(X) — A™(X). Além
disso, 0 operador de contragdo c, : A>*(X) — A"~ 1571(X) € definido por

Cqw(TIN. L AT @A NYp_1) = Zw(ei/\xl/\. AT QAN LAY 1),

i

onde {e;} é um referencial ortonormal local. Vé-se facilmente que ¢ and ¢, sdo
tensoriais e pode-se verificar que estes operadores sdo adjuntos entre si em relacao
ao produto interno natural definido a partir de g em

A*(X), = &0 P(X),, peX.

Mais ainda, estes operadores satisfazem a seguinte regra de comutagdo, estabele-
cida em [L2]: paran € A™*(X), vale
1 I m o 1 m 1
g = g G +

min{l,m} q—1 m—q

l N g -
+ ; CqH(n—r—s+l—m—z)mcg in, (2.26)

i=0
onde Cfl € o coeficiente binomial usual. Merece atencdo aqui o caso especial
cegn = gcgn + (n —1r — s)n, ne A (X). (2.27)

Estas identidades desempenhardo importante papel em calculos a serem efetuados
no Capitulo 3.

Observacao 2.5.2. Usando a linguagem de formas duplas, o fato de uma varie-
dade Riemanniana (X, g) possuir curvatura seccional constante ;. € R é caracte-
. . . . /J/ 2
rizado pela identidade R, = Sg°.
A contracdo pode ser usada para escrever o tensor de Ricci e a curvatura esca-
lar de (X, g) como Ric, = ¢, R, e ky = cf]Rg. Isto motiva a defini¢do a seguir.

Definicdo 2.5.3. Para 1 < k < n/2, definimos o tensor 2k-Ricci e a 2k-curvatura
de Gauss-Bonnet, respectivamente, por

Rg%) _ C2k71ngs’ Sk — 1

2k pk
2 = G R (2.28)
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Note que, no caso das curvaturas de Gauss-Bonnet, a normalizacao que ado-
taremos a partir de agora difere por uma constante da escolhida na defini¢io ante-
rior; veja a Secao 2.3. De fato, 852) = /<ag/2 e, mais geralmente, Sk — €n, kK2ks
para alguma constante e,, ;, > 0. Por outro lado, Rf) = Ric,.

De posse destes conceitos, é possivel reescrever os tensores de Lovelock na
forma Loy, = f, 17 %), onde

2k

) _ _Rg
I == % ¢

(2.29)

Os tensores 7 ?*) também serdo doravante denominados de Lovelock.
A definicdo a seguir desempenha um papel central no Capitulo 3.

Definicdo 2.5.4. [L2] Diremos que (X, g) é 2k-Einstein se existe uma fung¢do
suave A em X tal que
R = \g. (2.30)

9

Assim, 2-Einstein significa precisamente que (X, g) é Einstein no sentido
usual. Mostraremos na Proposi¢do 2.7.8 que as métricas 2k-Einstein sdo pontos
criticos para o funcional de Einstein-Hilbert-Lovelock definido por

FE(g) = / S vy,
X

restrito ao espago M (X') das métricas de volume unitdrio em X. Aqui, v, é o
elemento de volume de g. Exemplos de variedades 2k-Einstein incluem as formas
espaciais e as variedades homogéneas isotropicamente irredutiveis. Mais ainda,
se 2k = n, entdo qualquer métrica em X € 2k-Einstein, pois neste caso Sén) é, a
menos de uma constante, o integrando de Gauss-Bonnet. Assim, podemos admitir
a partir de agora que n > 2k.

Proposicao 2.5.5. Se n > 2k e (X, g) é 2k-Einstein, entdo \ é constante. Em
particular Sé%) é constante.

Demonstracio. Note que div J**) = 0 (que segue das consideracdes acima ou
da Proposicdo 2.7.7) equivale a

div R = (2k — 1)1dS®).
Combinando isto com (2.30), vé-se entdo que a func¢ao

=X — (2k — 1)1SEH
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¢é constante. Por outro lado, como

tryRVF) = (2 'RE ) = P RE = (2k)1SP, (2.31)

g g

tem-se, novamente por (2.30),

|
A= @sf’ﬂ, (2.32)

n

e o resultado segue. 0

O formalismo acima pode ser usado para isolar uma classe de variedades Rie-
mannianas que desempenhard um papel central neste trabalho.

Definicio 2.5.6. [T] Dado k > 2, diremos que (X, g) possui (2k — 2)-curvatura
seccional constante se existe y, € R tal que

RFY = 972, (2.33)

O caso & = 2 corresponde as formas espaciais; veja a Observacao 2.5.2. Em
geral, a condi¢do (2.33) pode ser geometricamente interpretada da seguinte forma.
Dado um (2k — 2)-plano tangente p C 7,X, p € X, sabemos que existe uma
vizinhanga U C p contendo a origem tal que exp, U C X € uma subvariedade
mergulhada que € totalmente geodésica em p. Assim, podemos associar a cada p a
(2k — 2)-curvatura de Gauss-Bonnet de exp, U em p. Diz-se que este nimero € a
(2k — 2)-curvatura seccional de X em p na diregdo de p, denotada por K (p,p)’.

Proposicao 2.5.7. [T] Para uma variedade Riemanniana (X, g), (2.33) acontece
se, e somente se, K (p,p) ndo depende do par (p,p).

2.6 Operadores e complexos diferenciais

Desenvolveremos nesta sec¢do a teoria de deformacdo de operadores e com-
plexos elipticos que necessitaremos neste trabalho. Este material serd utilizado,
por exemplo, na Sec¢do 3.1 para estudar a teoria de deformacdo de estruturas de
Einstein.

"Na literatura, este invariante também é conhecido como a curvatura de Lipschitz-Killing.

19



Sejam X uma variedade diferencidvel e £, £’ fibrados vetoriais sobre X. Uma
aplicacdo linear () : I'(£) — I['(€’) é um operador diferencial linear (o.d.l.) de
ordem m se, localmente, pode ser escrita como

r=p(£)
(Qn)’L: Z Z ag(p)aanju izlu"'ar/:p(((:/)?

lo|<m j=1

onde p varia sobre o dominio U de um sistema de coordenadas locais x em X de
modo que £y and &'|yy sdo triviais, n = (1, ..., n,) e Qn = (Qn)1, ..., (@n))
sdo as expressoes relativamente as trivializagOes, a;/ sdo fung¢des suaves (com al-
guma # 0, |a| =m)ed* = 92! - - - 9% paraum multi-indice o = (o, ..., ap).
O conjunto de todos os 0.d.1.’s de ordem m serd denotado por ODL,,,(€,E").

Dada a expressio local acima para (), podemos definir, para p € U, a aplicagio
linear og(p, €) : R" — R",

(0o O)), = > D> alp)Etv;,  i=1,....r

laf=m j=1

Se considerarmos (p, £) como coordenadas locais em 77X, esta constru¢do pode
ser globalizada para gerar um homomorfismo fibrado o : & — 7*&’, onde
m : T*X — X € a projecdo usual. Diremos entdo que () € eliptico se og, 0O
simbolo de (), ¢ um isomorfismo fibrado fora da secdo nula X C 7% X. Note que
isto implica, em particular, que » = r’. O conjunto de todos os 0.d.1.’s elipticos de
ordem m serd denotado por Ell,,,(E, E’).

Dadas uma métrica Riemanniana em X (que supomos fechada a partir de
agora) e métricas em £ e £', vemos que o0.d.1.’s aparecem em pares. Mais preci-
samente, se () € ODL,,(&,&"), entdo existe Q* € ODL,, (&', £), completamente
determinado por () e pelas escolhas de métricas, tal que

@n,n')=,Q™'), nel(&), n eT(&),

onde (,) € o produto interno L? usual. Diz-se entdo que Q* € o adjunto formal
de Q. E facil verificar que vale a identidade pontual op- = o}, de forma que ()
¢ eliptico se, e somente se, Q* também o é. Neste contexto,se £ = E' e P = P*
diremos entdo que P € auto-adjunto. Mais ainda, vale

0oQQ = 0@ °0Q, (234)
para ) € ODL,,(£,&) e Q" € ODL,,/ (&', E").
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Exemplo 2.6.1. Seja & — X um fibrado vetoriale V : T'(£) — I'(T*X ® £) uma
conexdo. Entdo V é um o.d.l. de ordem 1 com oy (p,&)(v) = £ ® v. Portanto,
V nio € eliptico, mas seu simbolo é injetivo (fora da secdo nula). Se X e £ sdo
Riemannianos, podemos considerar o operador adjunto V* : [(T* X ®&) — ['(€)
e a composigio V* o V : T'(§) — I'(E). E facil ver entdo que V* o V = V*V,
o Laplaciano de Bochner associado a V. Evidentemente, V*V é um operador
eliptico e auto-adjunto de segunda ordem, pois oy+v(p, &)(v) = —[£|?v.

Para cada s € R, seja H*(E) o espaco de Sobolev de ordem s de segdes de
£. Entdo cada ) € ODL,,(&,&’) estende-se unicamente a uma aplicac@o linear

continua
Qs: H(E) — Hs*m(é").

Mais ainda, se () € eliptico, pode-se usar operadores pseudo-diferenciais para
inverter cada (s a menos de operadores suavizantes [LM], [W]. Mais precisa-
mente, diremos que ) : ['(£) — I'(&’) € Sobolev de ordem m € R (Notagdo:
P € Sob,,,(E,&")) se () estende-se continuamente a Q) : H*(E) — H*™(&')
para qualquer s. O teorema de inversdo a que nos referimos afirma que para cada
Q € Ell,.(€,&") C Sob,(E,&") existe R € Sob_,,, (&', E) tal que

QR=1+K', RQ=1I1+K,

onde K € NiSoby(€) e K’ € NiSobg(E').

Pelo Teorema de Rellich, K e K’ sdo operadores compactos e assim () €
Fredholm para cada s. Isto significa, por defini¢do, que dim ker Q)5 < 0o, im Q)5 C
H*(&") é fechado e dim coker Q5 < +o00, de forma que o indice de Fredholm

de Qs,
ind Qs = dim ker )5 — dim coker (),

estd bem definido. Para eliminar a dependéncia deste invariante em relagdo a s,
notemos que, pelo Teorema de Sobolev, im K C I'(£), de forma que se 7 €
ker Q,, entdo n = —Kn; logo, n € T'(£). Assim, ker ()5 é constituido por se-
coes suaves e, portanto, ndo depende do parametro s. Este subespaco comum
serd denotado simplesmente por ker (). Na presenca de estruturas métricas vale o
isomorfismo coker () = ker ()*, donde

ind @ = dimker ) — dim ker Q*,

o indice de (), esta bem definido.
Acontece que o invariante ind : Ell,,(£,£) — Z é extremamente robusto
por deformagdes continuas de operadores elipticos. Para explicar este ponto,
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sejam (o, @1 € ElL,(£,€"). Diremos entdo que og, € o, sdo regularmente
homotopicos se existe uma familia a um pardmetro de homomorfismos fibrados
t € [0,1] = oy € Hom(7*E, 7*E’) satisfazendo:

1. o, é continua em ¢;
2. 00 =0qg, €01 =0¢Q,;
3. Paracadat € (0, 1), o; € um isomorfismo fora da secdo nula.

A proposicdo a seguir esclarece em que sentido o indice é um invariante robusto;
veja [LM] para uma demonstracgao.

Proposicio 2.6.2. Se Qy, Q1 € Ell,,(€,E") com simbolos regularmente homoto-
picos, entdo ind )y = ind Q1. Em particular, ind )y = 0 se Q1 é auto-adjunto.

Para nossos propdsitos, é conveniente generalizar a teoria acima, seguindo a
prescricdo de [AB]. Para tanto, consideremos uma sequéncia finita de fibrados
métricos £ = {&’ }?:0 sobre uma variedade Riemanniana X. Diremos entdo que

(E.Q): - —T(E) Hr(E) — -,
onde cada (); é um o.d.l. de ordem m; > 0, é um complexo eliptico se:

1. Q41 0@Q; = 0, para qualquer j;

2. A sequéncia de simbolos
) scj "9 _xeojtl
og: —mE = TET —
¢ exata fora da se¢ao nula.

Note que @ € ElL,,(£,£&’) se, e somente se,

0— (&) L (&) —0
€ um complexo eliptico. Assim, o conceito de complexo eliptico de fato generaliza
aquele de operador eliptico. Reciprocamente, a cada complexo eliptico (€, Q)
podemos naturalmente associar um o.d.l. do seguinte modo. Definamos £ =
@j52j, E = @jg2j+1 e
QT :T(ET) =T(&)
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pondo QF = ®;Q; + ©;Q3, . Resulta entdo que Q* & eliptico e

ind Q+ = X(87 Q),

onde

X(E,Q) = (=1 dim H(£,Q)

J

¢ a caracteristica de Euler de (€, (Q)). Aqui,

ker @)
Im@Q;4

é 0 i-ésimo grupo de cohomologia de (€, Q)8.

A semelhanca do que acontece com o indice, a caracteristica de Euler é extre-
mamente robusta em relagdo a deformagdes continuas do complexo. Para explicar
isto, sejam (&, Q;), i = 0, 1, complexos elipticos. Diremos entdo que as sequén-
cias de simbolos o, € 0, sdo regularmente homotdpicas se existe uma familia a
um parametro de homomorfismos fibrados

HI(E,Q) =

(®)
PACIF R S Y JRERNY S AR g

satisfazendo:
1. o® depende continuamente de ¢ € [0, 1];
2. 0 =0g, e 0V =0y,;
3. Paracadat € (0,1), 0! é exata fora da se¢iio nula.

Note que, neste caso, os simbolos Ot €0+ 830 regularmente homotdpicos e
a discussdo acima implica imediatamente a proposi¢@o a seguir.

Proposicao 2.6.3. Se (£,Q;), i = 0,1, sdo complexos elipticos cujas sequéncias
de simbolos sdo regularmente homotdpicas, entdo x(E, Qo) = x(E, Q1)

$Implicito nesta discussdo estd o fato que os grupos de cohomologia de um complexo eliptico
possuem dimensao finita. Isto decorre da teoria de Hodge para tais complexos; veja [AB], [LM] e
[W].

23



2.7 Funcionais geométricos

Seja X uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n > 3. Denotare-
mos entdo por M (X) o conjunto das métricas Riemannianas suaves em X e por
M;(X) o subconjunto das métricas de volume unitdrio. Assim, g € M;(X) se,

€ somente se,
/ Vg = L,
X

onde v, € o elemento de volume de g.

Em relac@o a topologia compacto-aberta C'°, M(X') é um cone aberto e con-
vexo que tem M (X) como base. Em particular, se g € M(X) e h € S*(X),
entdo g +th € M(X)set € (—¢,€) com € > 0 suficientemente pequeno. Assim,
se g — B, é um invariante Riemanniano (tomando valores no espaco de secoes de
algum fibrado vetorial), entdo faz sentido definir sua linearizacdo em g na dire¢ao
de h por

- . By — B

Byh = lim =% =9, (2.35)
t—0 t

A proposicdo a seguir descreve as linearizacOes de alguns invariantes Rieman-

nianos considerados anteriormente. Para tanto, precisamos introduzir o Laplaci-

ano de Lichnerowicz, Ay, : S*(X) — S?*(X), dado por

Aph = V*Vh + Ric, o h + ho Ric, — 2 Ryh, (2.36)

onde .
(hok)(w,y) =Y h(z,e)k(e;,y), (2.37)

c
(]O%gh)(ac, y) = Z h(Ry(x,€:)y, e), (2.38)

i=1
com {e;} sendo um referencial ortonormal; compare com (2.19) e (2.20). Consi-
deraremos ainda o operador de Bianchi 3, : S*(X) — AY(X),

1
Boh = 0h + gdtrgh, (2.39)

onde
0y = —div,. (2.40)
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Proposicio 2.7.1. Se g € M(X) e h € S*(X), entdo vale

Ricgh = 5 (ALh — Lg,nz9) (2.41)
onde w* € X(X) é o campo de vetores dual a w € AY(X) e L é a derivada de

Lie. Mais ainda,

kgh = Agtryh + 0,0,h — (Ricy, h). (2.42)

Se D(X) é o grupo dos difeomorfismos suaves de X, entdo existe uma agéo
natural £ : (RT x D(X)) x M(X) = M(X),

£((t,9),9) =td"g.

Obviamente, duas métricas numa mesma Orbita desta agdo possuem as mesmas
propriedades geométricas. Podemos ainda considerar a restricdo & : D(X) X
M(X) = M(X), com & = {|f13xp(x). Vé-se entdo que classes de isometrias
de métricas correspondem a elementos de M (X')/D(X), enquanto que classes de
métricas globalmente homotéticas correspondem a elementos de M (X)/D(X).
Os elementos de M;(X)/D(X) sdo chamados de estruturas Riemannianas.

Um problema fundamental em Geometria Riemanniana consiste em enten-
der o conjunto de estruturas Riemanninas numa determinada variedade X satisfa-
zendo alguma condi¢@o de natureza geométrica (Einstein, 2k-Einstein, etc.). Com
este intuito em mente, faz-se necessario entender a estrutura do espaco de 6rbitas
M (X)/D(X) numa vizinhanga de alguma métrica g. Comecemos procurando
elucidar o que acontece do ponto de vista infinitesimal. Ora, € facil ver que, pelo
menos do ponto de vista formal, o espaco tangente a 6rbita

O(g) ={&(¢.9);0 € D(X)}, g€ Mi(X),
¢ dado por
T,0(9) = {Lusg;w € AY(X)}.

Assim, T,0(g) = im &}, onde §; : A'(X) — S?(X) € 0 0.d.1. de primeira ordem
dado por

. 1
5gw = §£wﬁg'

A notag@o para 0, justifica-se pelo fato que este operador €, no caso em que X €
fechada, o adjunto formal do 0.d.1. §, : S*(X) — A'(X) definido em (2.40).
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Localmente, temos
. 1
(0gw)ij = 5(%% + Vjwi),

de modo que oy, 0 simbolo de 0, € injetivo (fora da se¢do nula). Resulta entdo de
(2.34) que 0,0; : A(X) — A'(X) é eliptico e um argumento de Berger e Ebin
[BE] garante a existéncia da decomposicao

S*(X) = im§; & ker 4, (2.43)
que ¢ ortogonal com respeito ao produto interno L?. Como T,M(X) = S*(X)
(resp. TyM (X)) = {h € S*(X); [y tryhry, = 0}), resulta que (2.43) deter-
mina explicitamente o complemento ortogonal de 7,0(g) em T, M(X) (resp.
Ty M; (X)), a saber, ker 6, (resp. T, M;(X) N ker d,).
Observacio 2.7.2. E importante mencionar que, por um resultado de Ebin [E], a
parcela T, M, (X) N ker é, da decomposigdo Ty M, (X) = im §; @ [Ty M, (X) N
ker §,| pode ser ‘exponenciada’ para gerar um slice local para a a¢do de D(X)
em M (X'). Mais precisamente, 7,M; (X ) Nker d, € o espago tangente, em g, de
uma subvariedade V, C M;(X) que é localmente transversal as 6rbitas da agdo.

De fato, se I, denota o grupo de isometrias de g, entdo V, modulo I, parametriza
o espaco de orbitas em torno de O(g).

Observacio 2.7.3. Os operadores 9, 9 € ]o%g aparecem numa decomposi¢io do

tipo Weitzenbdck associada ao operador S, : S”(X) — S™(X) dado por
(S (@1, Trr) = D (Vo) (@1, &y, )

)

e seu adjunto

(5:77)(951» ce 7177") == Z(Veﬂ?)(@mxh ce al'r)-

%

Um célculo direto fornece entdo a decomposi¢do
(838, — S187)h = V*Vh + 2 Rsh — 2h o Ric,,  h € S%(X).
Em particular, se 6,4 = 0, entdo
S3Syh = V*Vh + 2 Rgh — 2h o Ric,, (2.44)

pois S7 = d,. Esta férmula serd bastante 1til na discussdo sobre rigidez de estru-
turas 2k-Einstein no Capitulo 3.
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Definicao 2.7.4. Uma fun¢do F : M(X) — R é um funcional geométrico se vale
F(o*g) = F(g), para g € M(X) e ¢ € D(X) quaisquer.
Em palavras, F é geométrico se, e somente se, € constante ao longo das dérbitas

da agdo natural de D(X') em M (X). Como exemplos importantes mencionamos
os chamados funcionais de Hilbert-Einstein-Lovelock:

F(g) = / Sy, (2.45)
X

onde S(?%) ¢ a 2k-curvatura de Gauss-Bonnet.

Definicao 2.7.5. Um funcional geométrico F é diferencidvel se existe m > 0 tal
que F é diferencidvel na norma de Sobolev de ordem m. Neste caso, diz-se que
a € S%(X) é o gradiente de F em g € M(X) se vale

F,h=(a,h),  heS*X).
Nesta definig¢do,

. d
fgh = E]—“(g -+ th)‘t:()
€ a derivada direcional (ou lineariza¢do) de F em g na direcao de h. Denotaremos
por grad F, o gradiente de F em g.
Acontece que os tensores de Lovelock sdo os gradientes dos funcionais de

Hilbert-Einstein-Lovelock, conforme vé-se na proposi¢do a seguir.
Proposicao 2.7.6. [Lo][L2] Na notagdo acima,
1
grad .7:;%) = —ng(%). (2.46)
Demonstragdo. Verifica-se em [L2] que

. 1
k), — __ t i p(2k) .
S, h = 22k = 1] (R, h) + divyw,
onde p
\ _ (2k)
S§2k)h = %Sg-‘rth‘t:o

é a linearizag¢do da 2k-curvatura de Gauss-Bonnet em ¢ na diregdo de h € S%*(X),
e w € A'(X). Por outro lado, a cldssica férmula de Liouville nos diz que

1
Vgh = §trghyg, (2.47)

de modo que o resultado segue ap6s linearizarmos (2.45) derivando sob o sinal da
integral e usarmos o Teorema da Divergéncia. [
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A proposi¢do a seguir, que remonta a D. Hilbert e E. Noether e generaliza
(2.22), ilustra a importancia da decomposi¢do (2.43) na teoria dos funcionais geo-
métricos.

Proposicao 2.7.7. Se F é um funcional geométrico diferencidvel, entdo seu gra-
diente possui divergéncia nula:

dograd F, =0, g€ M(X). (2.48)

Em particular,
Sy TPH = 0. (2.49)

Demonstragcdo. Basta observar que a 6rbita O(g) estd contida numa hipersuperfi-
cie de nivel de F, de modo que grad F, é ortogonal no sentido L a T,0(g), e a
decomposicao (2.43) aplica-se imediatamente. [

No restante desta secdo, usaremos a Proposicao 2.7.6 para verificar que tanto
a condi¢do de ser 2k-Einstein como a de possuir 2k-curvatura de Gauss-Bonnet
constante admitem uma interpretacdo variacional. Para isto, definimos os funcio-
nais de Hilbert-Einstein-Lovelock normalizados F2¥) : M(X) = R,

- (2k)
Feng) = T

(fx Vg) "’

Note que F (k) ¢ invariante por deformacdes homotéticas de g. Mais ainda, dado
um elemento de volume p em X, seja

Ny ={9 € Mi(X);vy = pu}.

Proposicao 2.7.8. As seguintes afirmagdes a respeito de uma métrica g € My (X)
sdo equivalentes:

1. (X, g) é 2k-Einstein;

2. g é um ponto critico de F k),

3. g é um ponto critico de F*) restrito a My (X);

(2k)

4. g é um ponto critico de F'\*% restrito a /\/Vg.
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Demonstragdo. A equivaléncia entre o segundo e o terceito item é 6bvia. Por
outro lado, note que

T,M(X) = {h € S*(X);(g,h) =0}

TyN,, = {h € S*(X); trysh = 0}.
Assim, g é um ponto critico de F(2¥)| M (x) (respectivamente, F(2)] Ny,) S€, €

somente se, a projecdo ortogonal de grad Fé%) = —%jg(%) sobre T, M1 (X) (res-
pectivamente, Tg./\/l,g) € nula. Em ambos os casos, existe uma funcdo A em X tal

que RE,%) = Ag. O resultado segue entdo da Proposi¢do 2.5.5. [

Se g € M(X), denotaremos por [g] = {fg; [ € D(X),f > 0} a classe de
métricas conformes a g. Mais ainda, se ¢ € M (X), escreveremos

[9]1={§€ [g];/xugzl}.

Proposicao 2.7.9. Uma métrica g € M;(X) possui 2k-curvatura de Gauss-
Bonnet constante se, e somente se, g é um ponto critico para F*) restrito a

[9]1-

Demonstragdo. Observemos inicialmente que
1,jgh = { foi € D), [ =0},
X

de modo que a criticalidade de g significa que (jg(zk), fg) = 0, para qualquer f
de média nula. Equivalentemente,

(RUM, fg) = (2k — 1)I(SFMg, fg).

Lembrando agora que vale (h,g) = tr,h e usando (2.31), vemos entdo que a
condicdo de criticalidade é

2k / S fuy=n / S fu,,
X X

/ S fuy = 0.
X

29

e como 2k < n,



Aplicando isto a

resulta que

. 2k)
ou seja, Sgg ) € constante.
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Capitulo 3

Rigidez de estruturas 2£-Einstein

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados sobre rigidez de estruturas 2k-
Einstein. Comecamos por discutir, na Secdo 3.1, o que acontece no caso Einstein
(k = 1). Aqui, abundam exemplos de estruturas de Einstein onde obstrucdes a
existéncia de deformacdes se fazem presentes sempre que deformagdes infinitesi-
mais existem, o que significa que a teoria de deformag¢do usual ndo tem em geral
utilidade para estudar a estrutura local do espaco de mddulos de estruturas de
Einstein. Isto acontece, por exemplo, se o tensor de Ricci € estritamente negativo,
o que inclui as formas espaciais hiperbdlicas; veja a Proposi¢ao 3.1.4. Em funcao
deste resultado decepcionante, a andlise do espaco de mddulos de estruturas 2k-
Einstein segue o procedimento clédssico, ou seja, busca-se determinar condi¢des
que garantam a trivialidade do espaco de deformacdes infinitesimais (Teorema
3.2.9) e procura-se entdo, nestas condigdes, verificar que a estrutura em questio é
rigida num sentido apropriado (Teorema 3.2.13). Isoladamente, talvez o resultado
mais interessante aqui demonstrado € que formas espaciais nao-euclidianas sao ri-
gidas como estruturas 2k-Einstein (Corolario 3.2.10), o que estende um resultado
cldssico para o caso Einstein (£ = 1), discutido no Capitulo 12 de [Be].

3.1 O caso Einstein

Nesta secdo revisitaremos a teoria de deformacgdo de estruturas de Einstein
sobre uma variedade fechada [Be]. A anélise do complexo de deformacao corres-
pondente leva ao resultado cldssico segundo o qual, em muitas situagdes de inte-
resse, a existéncia de deformacgdes infinitesimais ndo-triviais sempre vem acom-
panhada de obstru¢des (Proposi¢do 3.1.4).
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Seja entdo X uma variedade diferencidvel fechada de dimensdao n > 3. Re-
cordemos a a¢do natural

(R* x D(X)) x M(X) - M(X) 3.1)

dada por
(T, 0),9) = tdg.
Note que, equivalentemente, podemos eliminar a a¢do de Rt por homotetias e
considerar a acdo
D(X) x My(X) =5 M,y (X)
dada por
(. 9) = &'y

Seja £ (X) € M(X) o conjunto das métricas de Einstein em X. Restrin-
gindo ¢ a (X)) obtém-se a agio

(RT x D(X)) x E?(X) - EQ(X)
ou ainda,
D(X) x EP(X) 5 BP(X)
onde E¥(X) = E@(X) N My (X).

Definicao 3.1.1. O espaco de médulos de estruturas de Einstein em X é o quoci-
ente

_ B9 B

- RtxD(X) DX)’

com respeito as agoes acima. Em ambos os casos, a aplicacdo quociente serd
denotada por g — (g) e cada classe (g) é uma estrutura de Einstein em X.

¢@(X)

Um problema fundamental em Geometria Riemanniana consiste em descrever
a estrutura do espaco de médulos ¢ (X), para uma variedade fechada X; veja,
por exemplo, a discussdo no Capitulo 12 de [Be]. Uma primeira providéncia neste
sentido seria determinar as deformacdes infinitesimais de estruturas de Einstein.
Mais especificamente, seja t € (—¢,¢) — (g;) € €@ (X) uma familia diferen-
cidvel a um parametro de estruturas de Einstein, que interpretaremos como uma
deformagdo da estrutura (go) € ¢®(X). Como T,,M(X) = S?(X), resulta que

d
h = %gth:o c S*(X), (3.2)
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mas a pergunta crucial agora é: que condi¢des adicionais i € S?(X) deve satis-
fazer pelo fato de cada métrica g; ser Einstein?
Ora, cada g, satisfaz
Ricg, = Mgy,

para alguma constante );. Derivando esta curva de equagdes e calculando o resul-
tado em ¢t = 0, obtemos . '
Rngh = )\Og + )\Qh,

onde g = go,

. d_.
Ric,h = ERlchhh:g

é a linearizagdo da aplicagio ¢’ € M(X) — Ricy € S?(X) em ¢’ = g na dire¢io

de he
d

Ao = a)\t’t:O-

Mas note que podemos supor que g; € Ef) (X)) para cada t. Assim, por (2.32)
com k = 1 (e lembrando que 85(,2) = Ky/2),

K 1
_ gt
)‘t - - KgiVg:>
n nJx

onde usamos a Proposi¢do 2.5.5 na dltima etapa. Disto e da Proposigio 2.7.8
resulta entdo que \y = 0, donde concluimos que h deve satisfazer

Ric,h = Ah, (3.3)
onde agora escrevemos A = ).

Observacao 3.1.2. Neste ponto, devemos recordar que, pela Proposicdo 2.7.1,

. 1
Ricgh = 3 (ALh — Lg,nz9) (3.4)
onde Ay, é o Laplaciano de Lichnerowicz e 3, é o operador de Bianchi.

Vimos entdo que deformacoes infinitesimais de estruturas de Einstein como
em (3.2) necessariamente pertencem ao nucleo do o.d.l.

L :=Ric, — A : S*(X) = S*(X). (3.5)
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Ora, resulta facilmente de (3.4) que ng) nunca € um operador eliptico, pois o
termo de segunda ordem L g 5:g, que certamente contribui para o simbolo o L2
estraga a elipticidade de Aj. Isto naturalmente reflete o fato que a condi¢do de
Einstein € invariante por difeomorfismos, de maneira que urge descartar aquelas
solucdes que provém de familias a um parametro de difeomorfismos. Mais preci-
samente, se

d
h = Esﬁ?gh:o € 1,0(g), (3.6)

onde ¢, € D(X) com ¢y = idx, entdo tais solu¢des ndo devem ser levadas em
consideragdo, pois a curva de métricas {¢; ¢} corresponde a uma deformacio tri-
vial em € (X) no sentido que as variedades Riemannianas (X, ¢} g) e (X, g) sdo
isométricas e assim definem o mesmo elemento em &) (X). Isto sugere conside-
rar a sequéncia de aplicagdes lineares

" (2)
0 A'(X) 3 52(x) " 52(X).

Note que se g; = ¢; g, com
d § 1
_¢t|t=0:w7 WGA <X>7
dt

entdo Ricy, = ¢;Ric,, donde

Ricgﬁwﬁg = L :Ric, = AL, 9,

ou seja, Lf) o 5;‘ = 0, de modo que im (5;‘ C ker L§2) e

 ker Ly

H
im(;;

g
representa entdo, de acordo com a discussdo acima, o espaco das deformacdes
infinitesimais genuinas de estruturas de Einstein. Neste contexto, a questdo rele-
vante €: sob que condi¢des podemos garantir que um elemento de H gl pode ser
integrado para uma familia a um parametro de estruturas de Einstein? Noutras
palavras, dado A (um representante de uma classe) em H, \ {0}, existe {g;},
t € (—e¢,€), curva de métricas de Einstein tal que

d
Egt,t:o = h7 (3'7)
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Observe que se isto acontecer entdo, pelo modo como definimos /7, gl , adeformacao
(g¢+) € de fato genuina no sentido que ndo reduz-se ao tipo trivial em (3.6). Outra
maneira de expressar a genuinidade de {g;} em (3.7) é apelar para a Observagio
2.7.2, que garante a existéncia de um slice local V, para a agdo (3.1). Neste
contexto, genuinidade significa simplesmente que {g;} é regular (% Gili=0 # 0) e
{o:} C V.

Naturalmente, a questdao acima teria uma resposta positiva para qualquer h €
H 91 se a aplicacdo L§2) fosse sobrejetiva, pois poderiamos entdo aplicar o Teorema
da Fungdo Implicita a algum completamento métrico de S?(X). Para entender a
obstru¢do para que isto aconteca, recordemos que, por (2.22) e pelo fato de ser g
paralela, 5,(Ric, — A\g) = 0, para qualquer g € M(X). Aplicando isto a g = ¢,
e derivando o resultado em ¢ = 0, obtemos

By(Ricg — Ag) + B,L = 0.

Como ¢ € Einstein,
Ricy, — Ag = 0,

(2)
g

de forma que BgLég) = 0. Isto mostra, definitivamente, que L, nunca é sobreje-

. . 2
tivo: na verdade, vale im Lé ) C ker 3,.
Esta discussao sugere considerarmos

§* (2)
(€, Quer) 10— AY(X) B SX(X) % 82(X) B AX) >0,  (38)
o chamado complexo de deformagcdo de estruturas de Einstein. Vé-se entdo que

_ ker g,

im ng)

H? .

g

€ precisamente a obstrucio para que a pergunta acima tenha resposta positiva, ou
seja, Hg2 ¢ trivial se, e somente se, qualquer h € H. ; pode ser integrado para uma
curva de deformagdes genuinas. Este circulo de idéias € formalizado na definicao
abaixo.

Definigdo 3.1.3. Uma estrutura de Einstein (g) € € (X) é desobstruida se H?
é trivial.

Assim, se (g) é desobstruida, uma aplicacdo do Teorema da Fungdo Impli-
cita implicaria que & (X) possui, em torno de (g), uma estrutura de variedade
diferencidvel com T<g>€(2)(X ) = H gl, o espaco das deformacdes infinitesimais
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. . . . 1 .
genuinas de (g). Noutras palavras, uma vizinhanga da origem de H, parametri-

zaria uma vizinhanga de (g) em ¢ (X). No entanto, veremos agora que esta
abordagem 2 estrutura local de ¢(®)(X) é muitas vezes inconclusiva, pois existem
exemplos de estruturas de Einstein para as quais desobstru¢cao implica a triviali-
dade de H,.

Proposicio 3.1.4. Se (X, g) é uma variedade de Einstein que ndo possui campos
de Killing ndo-triviais', entdo

dim H} > dim H,. (3.9)
Em particular, H} ¢ trivial se (g) é desobstruida.
A chave para verificar a validade de (3.9) € a proposicdo a seguir.

Proposicao 3.1.5. O complexo de deformacdo (€, Qqet) € eliptico e possui carac-
teristica de Euler nula.

Demonstragcdo. A sequéncia de simbolos

O s 9.(2) o
Co:0— A (X) % Sym2(X) 23 Sym2(X) 2% AY(X) — 0
¢ exata (fora da sec¢do nula); veja [CCGGIILLN]. Por outro lado, consideremos,
parat € (0, 1), a sequéncia
Cy:0— A(X) B Sym?(X) 3 Sym?(X) B AY(X) — 0

onde o = (1 —t)os;, 05 = (1 — t)og, e 0 = 0, ,, cOM
I g

®)

_ % (A= (1= 0)L,9) -2

Resulta entdo do argumento em [CCGGIILLN] que C; também é exata (fora da
secdo nula), de modo que Cj € regularmente homotopica a

Cy: 0 — Sym*(X) =" Sym?(X) — 0.

Como Ay é eliptico e auto-adjunto, segue das Proposigcdes 2.6.2 e 2.6.3 que
X(&, Qaet) = 0, como queriamos. O

'Tsto acontece, por exemplo, se Ric, = Ag com A < 0, por um resultado de Bochner [Be]. Isto
inclui o importante caso em que (X, g) é uma forma espacial hiperbdlica.
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Decorre da Proposi¢do 3.1.5 que
dim Hg + dim Hg2 = dim Hg1 + dim H;’,
onde
ANX)
im 3,
Mas a nossa hipétese sobre (X, g) significa precisamente que H, g ¢ trivial, de
modo que

0._ * 3 _
Hj :=kerdy, H =

g

dimH§ = dimH; + dimHgg,

donde (3.9) resulta imediatamente.

A Proposi¢ao 3.1.4 confirma a percepg¢do ja externada acima de que, em ge-
ral, o complexo de deformacdo para estruturas de Einstein ndo tem utilidade na
questio de determinar a estrutura local de &) (X). Assim, a pesquisa nesta drea
tem-se concentrado em determinar critérios para verificar quando gl é trivial e,
de posse deste tipo de informacdo, concluir que (g) € &) (X) é rigida num sen-
tido apropriado. Vdrios resultados deste tipo estdo disponiveis na literatura (veja
as contribui¢des atribuidas a Koiso e Bourguignon no Capitulo 12 de [Be]) e os
teoremas apresentados na préxima se¢do buscam precisamente estender alguns
destes para o contexto 2k-Einstein, k£ > 2.

Observacao 3.1.6. Talvez seja ilustrativo introduzir alguns comentérios de na-
tureza geral a respeito da teoria de deformacdes de estruturas geométricas no
sentido de ilustrar a relevancia da Proposicao 3.1.4. Com efeito, no abrangente
contexto de deformagdes de GG-estruturas numa variedade fechada X, os grupos
de cohomologia H"(X,0), r = 1,2, onde O representa o feixe de germes de
automorfismos infinitesimais da correspondente GG-estrutura, desempenham um
papel fundamental. Com efeito, H'(X; ©) pode ser interpretado como o espago
de deformagdes infinitesimais da G-estrutura, de modo que o problema de deter-
minar que elementos deste espaco podem ser integrados para gerar deformagdes
genuinas adquire importincia fundamental. Em geral, obstru¢des a que isto acon-
teca podem efetivamente existir, sendo tais obstrugcdes representadas por classes
em H?(X;©). Assim, é frequente encontrar na literatura critérios para garantir
que uma vizinhanga da origem de H'(X; ©) parametrize localmente o espaco de
modulos das deformacdes de uma G-estrutura que € desobstruida no sentido que
H?(X;0) é trivial. Como exemplos de tais procedimentos, citamos os casos de
estruturas complexas [Ko], formas espaciais [Ca] e conexdes auto-duais [AHS];
um tratamento bastante geral pode ser encontrado em [Gr] e [Ra]. Quando esta
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abordagem mostra-se ineficiente, o problema de determinar a estrutura local do
espaco de mddulos torna-se deveras complicado, visto que obviamente depende
de informacdes de ‘ordem superior’. Em vista da Proposicao 3.1.4, isto € o que
efetivamente acontece no caso Einstein e, por extensao, no caso 2k-FEinstein tra-
tado a seguir.

3.2 Rigidez de estruturas 2k-Einstein

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de rigidez para uma classe de
estruturas 2k-Einsten. Seja entdo X uma variedade diferencidvel de dimensao
n > 4. Como no caso Einstein, tratado na secao anterior, a defini¢do a seguir
encerra a idéia de estrutura 2k-Einstein.

Definicao 3.2.1. O espaco de médulos de estruturas 2k-Einstein em X é o quoci-
ente

_ B B

- Rt xD(X)  D(X)

Aqui, E®®(X) C M(X) é o conjunto das métricas 2k-Einstein em X e Ef%) (X)

ECR(X) N M (X). Em ambos os casos, a aplicagdo quociente serd denotada
por g — (g) e cada classe (g) é uma estrutura 2k-Einstein em X.

@(Qk) (X)

Assim, um problema fundamental neste contexto é determinar a estrutura de
@(k)(X), para uma variedade X dada. Como no caso k = 1, tratado na segio
anterior, uma primeira providéncia neste sentido seria determinar o espaco de de-
formacoes infinitesimais genuinas de estruturas 2k-Einstein. Mais precisamente,
se (g) € €29 (X), seja (g;), t € (—¢, €), uma familia diferencidvel a um pardme-
tro de estruturas 2k-Einstein com gy = g € E®(X). Como sempre, veremos
esta familia como uma deformagdo de (g). Neste caso, e similarmente ao que
acontece no caso Einstein, pelo fato de cada g; satisfazer Rgfk) = M\ g; resulta
facilmente que

d
h = %gt,t:o € 82<X)

cumpre '
REMh = Ah, (3.10)
onde J
J 2k
RO, = ER(gJFt)h‘t:O

38



é a linearizac@o da aplicagdo ¢ € M(X) — Rfjk) € S%(X) e A = \. Por outro
lado, tendo em conta que, em vista da decomposicao (2.43), deformacdes infini-
tesimais genuinas devem ser transversais as Orbitas da acdo de D(X), devemos
supor ainda que, para tais deformacdes,

§,h = 0; 3.11)

veja a Observagdo 2.7.2. Mais ainda, como podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que g; € M;(X), tem-se ainda, em fungdo de (2.47),

/ tryhy, = 0. (3.12)
X

A esta altura, somos tentados a definir o espago de deformacdes infinitesimais
de (g) a partir das condi¢des (3.10), (3.11) e (3.12). Veremos, no entanto, que a
ultima condic¢do, de cardter integral, pode ser substituida, sem perda de generali-
dade, por uma condi¢do algébrica sobre h. A chave para isto é o seguinte teorema
de J. Moser.

Teorema 3.2.2. [M] Se g1, g2 € M1(X), entdo existe p € D(X) tal que v, =
P Vg,.

Em palavras, D(X') age transitivamente no conjunto das densidades positivas
de mesmo volume. Em vista disto, e levando em consideracdo a Proposi¢ao 2.7.8,

item 4, para entender a estrutura de €?%)(X) em torno de (g), basta restringir-se
ao conjunto de métricas

'Mg = {9/ € My(X); Vg = Vg}

com o0 mesmo elemento de volume que g, de forma que continuaremos denotando
por (¢’) a estrutura 2k-Einstein correspondente. Mas note que agora, em funcao
de (2.47), (3.12) é substituido por

tryh = 0. (3.13)
Esta discussdo motiva a defini¢do a seguir.

Definicio 3.2.3. Se (X, g) é 2k-Einstein, Rg%) = \g, o espaco de deformacdes
e P (2k)
infinitesimais genuinas de (g), denotado por €

elementos h € C'(X) = S*(X) tais que
RHh = Ah, (3.14)

, € 0 espaco vetorial de todos os

§;h =0, trgh=0. (3.15)
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Observacao 3.2.4. Se definirmos Z, = ¢, (0) Ntr;'(0) e

g

LR = Rk _ ) (3.16)

g g

entdo sgk) = ker ngk) possui dimen-

)
sao finita se Lé%) |z, € um operador eliptico.

2k)
g9

7,- Em particular, como X € fechada, 52 \

Observacao 3.2.5. As condi¢des sobre deformacdes infinitesimais definidas por
(3.15) sdo usualmente interpretadas na literatura como uma escolha de gauge,
visto que, pela Observacdo 2.7.2, elas correspondem a uma escolha de slice local
para a a¢do de D(X) em M;(X) em torno de g.

Resulta de (3.4) que L§2)|Ig sempre € eliptico, ou seja, 58? possui dimensao

finita para qualquer (X, g) Einstein; isto foi primeiramente verificado em [BE].
Entretanto, se £ > 2, o resultado correspondente ndo é necessariamente verda-

deiro, pois sng) pode possuir dimensao infinita para certas escolhas de (X, g), o

que reflete o fato de que, em geral, ngk) |z, ¢ um o.d.1. de tipo misto (ndo necessa-
riamente eliptico). Com efeito, considere o produto Riemanniano X = M" xT™,
onde M € uma variedade Riemanniana arbitrdria e 7" € um toro plano. Se 2k > r,
entdo X € 2k-Einstein, independentemente da métrica em M, o que mostra que

dim 585) = +o00 neste caso. Isto naturalmente reflete o fato, j4 comentado na
(2k)

Introdugdo, de que o simbolo de Ly, em geral, depende da curvatura ,. Em
vista disto, é natural buscar exemplos de estruturas 2k-Einstein (X, g) para as
quais dim e < 400, O Teorema 3.2.7 abaixo fornece uma classe interessante
de estruturas 2k-Einstein para as quais isto acontece e seu enunciado envolve a

defini¢do a seguir.

Definicao 3.2.6. Dados inteiros n e k comn > 4e 2 < 2k <n, e y, # 0 um
niimero real, representaremos por H,, i, a classe das variedades Riemannianas fe-
chadas (X", g) de dimensdo n que sdo 2k-Einstein e possuem (2k — 2)-curvatura
seccional constante, ou seja, cumprem

Ry~ = g™ (3.17)
veja a Proposicdo 2.5.7.

Note que, em fun¢do da Observagdo 2.5.2, a classe H,, ;, contém as formas es-
paciais ndo-euclidianas. Nosso primeiro resultado mostra que, para estruturas na
classe H,, , o fendmeno de degenerescéncia observado nos exemplos de produtos
com toros planos discutidos acima ndo acontece.
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Teorema 3.2.7. Se (X, g) € H,x, entdo 885) possui dimensdo finita.
Discutiremos agora a rigidez de estruturas 2k-Einstein na classe H,, ;. Para
isto, precisaremos de algumas defini¢des.

Definiciio 3.2.8. Uma estrutura 2k-Einstein (g) € €0 (X) é dita ser infinite-

simalmente nao-deformavel se s(zk) é trivial. Mais ainda, (g) é ndo-deformével
se qualquer deformacdo (g;), t € (—¢,€), € trivial, ou seja, g = ¢;g, onde

¢t S D(X) com ¢0 = ldX
Definamos agora as constantes
kn — 5k + 2

= 3.18
nk n(kn+k+2—2n) (3.18)

_ kn—2k—1
Ak = )
P n(kn =Bk +n—1)
que sdo sempre positivas se k > 2. O resultado a seguir estabelece um critério

de ndo-deformabilidade em termos do relacionamento entre estas constantes € o
menor e 0 maior autovalor de Ry [(,-1 ), dados respectivamente por

(3.19)

Roh, h Roh, h
a, = inf (Rg—’2>, Uy = sup M. (3.20)
hetry ' (0)  [|R] hetry 1 (0) Il
Teorema 3.2.9. Se (X, g) € H, i satisfaz ay > v, kg 0U Gy < Qp kg, Onde Ky =
28552) é a curvatura escalar de g, entdo (g) € infinitesimalmente ndo-deformdvel.
Corolario 3.2.10. Se (X, g) é uma forma espacial com curvatura seccional |1 #
0, entdo (g) € infinitesimalmente ndo-deformdvel.

Demonstragdo. Basta notar que, pela Observacao 3.3.8 abaixo, ]o%gh = —ph se
tr,h = 0, de forma que a, = Gy = —p. Como k, = n(n — 1)u, o resultado segue
imediatamente. O

Adaptando um argumento em [K1], verifica-se facilmente que (g) infinitesi-
malmente ndo-deformavel implica que (g) é ndo-deformavel, o que se aplica, em
particular, as estruturas 2k-Einstein no Teorema 3.2.9. E possivel, no entanto, a
partir da conclusdo deste teorema, deduzir propriedades de rigidez para a estru-
tura. Para explicar isto, recordemos que, pela Observacdo 2.7.2, a decomposicao
(2.43) implica a existéncia de um slice V, para a agdo de D(X) em M;(X) em
torno de g.
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Definicdo 3.2.11. O conjunto de todas as métricas 2k-Einstein em V, é chamado
o espaco de pré-mdédulos em torno de (g) e denotado por QEE,%) (X).

O espaco de médulos propriamente dito, ) (X), pode ser localmente obtido
a partir de Qfg%) (X)) apds passagem ao quociente pela acdo do grupo de isometrias
de (X, g), que é um grupo de Lie compacto. No entanto, no tratamento a se-
guir, ignoraremos completamente esta questdo e trabalharemos diretamente com

G(g%) (X). Em particular, a defini¢do a seguir traduz a nocao de rigidez (local) de
estruturas 2k-Einstein.

Definiciio 3.2.12. (g) é rigida se é um elemento isolado em €3 (X).
O resultado a seguir fornece exemplos de estruturas 2k-Einstein rigidas.
Teorema 3.2.13. Nas condi¢des do Teorema 3.2.9, (g) € rigida.

Corolario 3.2.14. Se (X, g) é uma forma espacial com curvatura seccional i #
0, entdo (g) € rigida.

Na verdade, o Teorema 3.2.13 € consequéncia imediata de um resultado mais

geral que elucida a estrutura local de ngk) (X), com (g) nas condi¢oes do Teorema
3.2.7.

Teorema 3.2.15. Se (g) cumpre as condi¢des do Teorema 3.2.7, entdo @éQk)(X )
possui, numa vizinhanca de (g), a estrutura de um subconjunto analitico contido
numa variedade analitica cujo espago tangente em (g) é precisamente ng).
Observacao 3.2.16. Para o caso em que p > 0, os Coroldrios 3.2.10 e 3.2.14
foram obtidos em [dLS1].

3.3 Linearizando o tensor 2k-Ricci

As demonstracdes dos teoremas de finitude e rigidez da secao anterior apoiam-
se no célculo explicito do operador Lg%), definido na Observacgdo 3.2.4, que por
sua vez repousa na linearizagdo da aplicagio g € M(X) — R e ¢Y(X);
veja a Proposicao 3.3.7 abaixo. Para tanto, precisaremos de alguns resultados
preliminares demonstrados em [L1], [L2] e [dLS1], que passamos a descrever.
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Para h € C'(X) define-se em [L2] a aplicagdo linear F}, : C"(X) — C"(X)
do seguinte modo: para qualquer p € X e {ey,...,e,} uma base ortonormal de
T, X que diagonaliza h, poe-se

(Frw)(ei, Ao Nej e Ao Nej ) =
T T
= (Z h(eik, Gik) + Z h(ejk, €jk))W(€i1 VANIRA €iy €41 AN €jr>.
k=1 k=1
Acontece que F}, tem vdrias propriedades interessantes (por exemplo, € auto-

adjunto, age como uma derivacdo, etc.) mas somente precisaremos a seguir de
duas destas propriedades, que destacamos:

o Fi(¢") =2rg"'h, parar>1,
e Se IR, € o tensor curvatura de g, entdo vale

Fp(Ry)(x Ny, zANu) = h(Ry(z,y)z,u) — h(Ry(x,y)u, 2) +
+h(Ry(z,u)x,y) — h(Ry(2z,u)y, ) (3.21)

para vetores tangentes x, y, 2, u.

Consideremos ainda o 0.d.1. de segunda ordem D? : C!(X) — C*(X) dado
por

Dy Ao,y Nyga) = Vzl,zlh(@’@h) + Vihylh(%%yz)
+V§/2,$2h(wl’ yl) + vig,yzh(‘rh yl)
_vzhwzh(xl’ y2) - Vig,ylh(xla y2)

—V2, o h(wa, ) — V2, h(wa,p), (3.22)

Y2,T1

onde
V2, h=V.Vyh—Vy,,h

€ o operador Hessiano usual; veja (2.8). A relevancia destes conceitos tem a ver
com o seguinte lema, demonstrado em [L2].

Lema 3.3.1. A linearizagdo do tensor curvatura é

. 1 1
Ryh = —-D*h+ S Fu(Ry). (3.23)
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Mostraremos a seguir que se (X, g) € H,,x, entdo o termo de segunda ordem
em Lé%) = Ré%) — A, 00.d.l. de segunda ordem que define o espaco de deforma-
¢Oes infinitesimais genuinas de (g), conforme a Defini¢do 3.2.3, é completamente
determinado pelas contragdes de primeira e segunda ordem de Rg. Portanto, em
vista de (3.23), faz-se necessério determinar tais contragdes para D? e Fj,(R,).
Tal cédlculo, para uma métrica qualquer, foi obtido em [dLS1] e serd reprodu-
zido aqui, para conveniéncia do leitor. A seguir, faremos ainda uso dos o.d.l.’s
0y = —div : S7(X) = S"7!(X) e seu adjunto §; : S""H(X) — S"(X), definidos
por

(6g) (@1, 1) = = Y _(Vew) (e z1,. ., 2p1),

%

* 1 R
N R B L) [N e

k
Em vista dos comentdrios acima, a proposicao a seguir (e seu coroldrio) sdo
fundamentais.

Proposicao 3.3.2. [dLS1] Para uma métrica qualquer g € M(X), e dado h €
CY(X), as seguintes identidades séo vdlidas:

1. Se V*V é o Laplaciano de Bochner atuando em C'(X), entdo

¢, D*h = —2V*Vh + 2V2tryh + 45%5,h — (R o h+ ho R)) 4 2 Ryh;
(3.24)

2. Se A, é o Laplaciano associado a g, entdo

¢D*h = —4Agtrgh — 46,6,h; (3.25)
3. ¢,Fu(Ry) =RP o h+ hoRY +2R.hs
4. CFy(R,) = 4RS ).

Aqui, Rg) = Ric, € o tensor de Ricci.

Corolario 3.3.3. As contracdes de primeira e segunda ordem de Rgh sdo, respec-
tivamente, dadas por

cgRyh = = (V*Vh — Vtrgh — 2676, + R o h+ ho RP)) (3.26)

1
2
ARgh = Agtrgh + 5,6,k + (R h). (3.27)
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Segue uma demonstracdo da Proposicdo 3.3.2, que pode ser encontrada em
[dLST]. Ao longo desta parte do texto, estaremos somando sobre indices repeti-
dos.

Para o primeiro item, observemos que a contra¢do de D?h é

cg(DQh)(ej, ex) = D*h(e; A ej,e; Neg),
donde resulta, em funcao de (3.22), que
€k €j
+v§ ekh<el7 )) (ng e; h<ej7 ei) + vgj,eih(eia 6k>> -
_ (Vi,ejh(ei, ex) + v§ ekh(ej,ei)> )

co(D*)(ejyen) = 2V2 h(ejen) + (V2 hleie) +

Usando entdo as identidades de Ricci para reescrever o dltimo parénteses acima
como

vi,ejh(e“ ek) + V h(ei7 €j> = vgj,eih(em €k> + Vek e; h(ei7 ej) +
+h(Rg(€i, 6]')61', ek) + h(ei, Rg(ei, €j>€k> +

+h(R,(e;, ex)ei, ej) + h(e;, Ry(es, ex)e;),

€;,€Lk

decorre que

(D) (eser) = 292 hleg, ) + (V2
-2 <Vzk e h(@i, ej) + ng (61, ek)>
— (W(Bye eg)eisex) + leis Ryles, ej)er) +

+h(Ry(e;, ex)ei, e5) + he;, Ry(ei, ek)ej)>.

h + Vg ekh) (ei, 6,‘) —

Sem perda de generalidade, podemos supor que, no ponto p € X onde o cadlculo
estd sendo feito, o referencial é geodésico, ou seja, V,e;(p) = 0. Daf resulta que
Veih(€j7 ek) = ei(h(6j7 ek‘))’

~V2  h=V'Vh
v?

ex,ej

h(e;, e;) = V2 h(ei,ei):(Vztrgh)(ej,ek).

€j,ek
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Assim,
V2 ehlees) + V2 hleer) = —er(Ggh(es)) — e;(5,h(ex))
= 2| (@liyhle) + e (Bh(er))
= —20,04h(e;j, ex),
€ consequentemente,
cg(D?h)(ej, er) = —2(V*Vh)(ej, ex) +2(V?trgh)(e;, ex) +46;0,h(e;, ) —
—(R® o h)(ej, ex) — (ho R®)(e5, ex) + 2 Roh(e;, ex),
como queriamos.

Observacao 3.3.4. Se g é Einstein, R_Sf) S g, temos:
n

donde
¢o(D?h) = —2V*Vh + 2V7tr,h + 467 5,h — %h +2R,h.
Para o segundo item, usamos (3.22) para escrever
¢;D’h = D?h(e; Nej,e; Nej) =AV2E  hiej e;) — 4Vi7€jh(ei, e;).

Mas,
V2 o h(ej,e5) = —=Agtrgh e V;ejh(ei,ej) = 0404h, (3.28)

onde a ultima igualdade resulta de

Vgi’ejh(ei,ej) = Z@i (Zvejh(ei,f}j)>
J

= —Zei(égh(ei))
= 596;h.

Assim,
¢}(D*h) = —4Agtrgh — 46,04h, (3.29)
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como desejado. Finalmente, como Fj, satisfaz (3.21), obtemos imediatamente

WFu(Ry) (@) = Fu(By)(ei Aoyei Ay)
= h(Ry(ei,x)e;,y) — h(Ry(e;, x)y, e;) +
+h(Ry(ei,y)e;, x) — h(Ry(ei, y)x, e;)

— (Rﬁf) oh+ho Réz))(x, y) + 2 Rsh(x,y),

donde .
cgFu(Rg) = R o h+ho R +2 Ryh,

e assim,
EFW(Ry) = ¢y(RP 0 h+hoRP + 2R ) = 4R h).

Isto conclui a demonstra¢io da Proposicao 3.3.2.
Observagio 3.3.5. Como r, = ¢, R,, temos

figh = 2¢q(¢gh) Ry + c2Ryh. (3.30)
Mas note que (3.42) implica, em funcao de (2.20), que

cg(Cgh) Ry = _<R22)7 h), (3.31)

e juntando isto com (3.27) chega-se a expressdo para k,h em (2.42).

Com estas preliminares a disposi¢do, voltemos ao contexto do Teorema 3.2.7,
de modo que (X, ¢g) é uma variedade 2k-Einstein com

Ry™ = g™, e #0. (3.32)

Observe que se k = 1, a condicdo 2k-Einstein reduz-se ao caso Einstein usual,
Rg) = Mg, enquanto que, se k = 2, (3.32) significa que (X, ¢) € uma forma
espacial; veja a Observacgdo 2.5.2. Este caso ja foi tratado em [dLS1], de maneira
que podemos supor a partir de agora que k£ > 2. Note ainda que, para métricas
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satisfazendo (3.32), (2.26) acarreta

Ré?k) — Mkczk‘—l( Qk:—QR )

2k—2 92k7271“
B 2—1 . N J  2k—1-r
= Zk‘ 2 ZC z]ln Z>(2k;—2—7“)'g R
2k—4
= (2k—2)mCyy [[ (n—3—i)glR, +
=0
2k—3
+(2k — 2) ok~ H (n—3—1i)cyR,
=0
2k—4
= k=D ] (0 =3 = (k= Drgg + (= 20)RP),
=0
ou seja,
2k — 1)!(n — 3)!
R = ! (n : gli)l L (k= Drgg + n—20RE).  (3.33)

Proposicao 3.3.6. Se (X, g) possui (2k—2)-curvatura seccional constante, entdo:
1. (X, g) é 2k-Einstein se, e somente se, (X, g) é Einstein;

2. (X, g) possui 2k-curvatura de Gauss-Bonnet constante se, e somente se,
(X, g) possui curvatura escalar constante.

Em particular, se (X, g) é 2k-Einstein, ou seja, RE,%) = \g, entdo

(2k)! L iop (n — 2)1(2k)! k(n —2)
A= -8k — o TS =—0, ,
n 7 (n —2k)!12n Hifig n kHkg
onde (2% — 1) 3!
— 1D)l(n —3)!
Cor = 3.34
* (n — 2k)! (5-34)
Demonstragdo. O primeiro item resulta de (3.33). Por outro lado, contraindo os
dois lados desta expressao e levando em consideragio que c,g = n e ch§2) = Kg,
obtemos 21 )
(2k) _ 15(2k) — A\ )
cgRy™ = (2k)IS,™ = (n— 202 LiKg,
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donde

- 2)!
seb - n= 2L 3.35
e o segundo item decorre imediatamente. 0

Estamos finalmente em condicdes de linearizar o tensor 2k-Ricci sob a hip6-
tese (X, g) € H, . Ora, para uma métrica qualquer temos, em vista de (2.28),

R = (2k — 1)(¢,h) P 2RE + k2 R Ry, (3.36)

g
que, sob (3.32), reduz-se a
RV = (2k = 1)(égh)c)" 2 (g™ > Ry) + kel g™ 2 Ryh
(2k = Dpa(egh) ey (g™ 2 Ry) + kpucyt ' g™ 2 Ryh
=: Ayh + Byh. (3.37)
Identifiquemos, portanto, os termos

Agh = (2k = D)pu(égh) 2 2(g* 2 Ry),  Bgh = kpc2¥'g* ?Ryh,  (3.38)

g
nesta expressao.
Comecemos com o primeiro deles. Usando (2.26), temos

C;kiQ(ngi?Rg) = g%-2 Qk*QR + (Qk —2)! x

2k—2 2k—2—r

2%k—2 N9 2k—2—r
2 H g e
e como k > 2 resulta que
2k—2 r—1 g2k,2,r
2k—2 2k—2 _ _ o9\ 2k—2 A 2h—2-r
¢, g7 "Ry = (2k 2).;Cr Zl_!(n 4 Z>(2k3—2—7‘)' ; R,
2k—5 92
= (2k—2)IC32 (n—4—i)Te Ry +
=0
2k—4
+(2k = 21057 H (n =4 —i)ge,Ry +
2k—3
2k = 21022 [[(n—4—i)R,.
i=0
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donde

2k—2 2k—2 _ (2k —2)I(n — 4)! 9° 5
2R T [(k;— 1)(2k = 3) 2R, +
+(2k — 2)(n — 2k)ge, Ry + (n — 2k)(n — 2k — 1)Rg]
(2k — 2)!(n — 4)! g*

B (n — 2k)! [(’f = 1)(2k = 3)rg 7 +

+(2k — 2)(n — 2k)gRP + (n — 2k)(n — 2k — 1)34 .

Mas note que, pela Proposicdo 3.3.6, item 1, g € Einstein, Rf) = % g, donde os
dois primeiros termos no colchete resultam em
(k g (k—1)(2kn+n—8k)x, g°
2 )

%m (2 =3 +a(n—2k)) % = -

0 que acarreta

2k =2)!(n =) r(k—1)(2kn +n —8k)ry 4
(n — 2k)! [ 2n g

+(n— 2k)(n — 2k — 1)39} .

2k—2 2k—2
¢y g7 Ry

Aplicando entdo ¢,/ a esta igualdade e comparando com (3.38) e (3.34), obtemos

” k—1)(2kn+n — 8k)k, . 2 .
<S f‘;) (k= 1)( n* 8F) 2 () L+ (n=20) (n=2k—1)(6g) Ry,
(3.39)
ou seja, A,h estd determinada a menos dos termos (¢,h)g%/2 e (¢,h)R,, que
passamos agora a analisar.
Inicialmente, linearizando a identidade ¢,(¢g*/2) = (n — 1)g, obtemos entdo,
apo6s usar (2.27),

(n—1h = (¢h)(g°/2) + cygh
= (&h)(9°/2) + gegh + (n = 2)h,

Agh =

donde
(¢,h)(g%/2) = h — tr hg. (3.40)

Por outro lado, como ¢, R, = Rf), resulta ap0s linearizacdo que

(¢gh) Ry = R — ¢, Ryh, (3.41)
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e se substituirmos (2.41) e (3.26) no lado direito, um notdvel cancelamento nos
fornece o
(¢gh)Ry = — Rgh, (3.42)

de forma que se levarmos (3.40) e (3.42) a (3.39), chegamos a

Chpt [(k; —1)(2kn +n — 8k)k,

(n—3) (h—(trgh)g)—(n—2k)(n—2k—1) Rsh|.
(3.43)
Para determinar B,/ faremos uso de (2.26) com k& > 1, hipdtese que implica

em particular que c2*~1 2 h = 0, pois 2;h € C*(X). Assim,

Agh = -

w1 (92 — 2%k—1 g 2h-1-
(I pa) = S i)l R
“ ((2k—2)! 9) Z 11” Dok =2 =%
2k—4
= (2k—-1)(k Hn— —chRh+
=0
%3 .
+(2k = 1) ] (n = 3 = i) Ry,
i=0

de modo que

(2k — 1)!(n —
(n — 2k)!

. ' ; -
Czk—lg%—QRgh _ 3)! ((k; —1)(c2Rgh)g + (n — 2/€)CgRgh> :

Apelando entdo para o Corolario 3.3.3, obtemos
PR = C’mk{(k —1) [Agtrgh +0405h + (R, h>] g+
1
+(n — 2k)3 [V*Vh — V2t h —
2630, + RP o b+ hoRP| ],
o que nos fornece, apds usarmos a condi¢do de Einstein (veja a Proposi¢ado 3.3.6),
B,h = kquk{(k —1) [Agtrgh +6,0,h + %trgh} g+

1 2
+(n—2k)3 V'V = VR — 250, + %h} JERT)
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Desse modo, se inserirmos (3.43) e (3.44) em (3.37) obteremos, apds algumas

simplificagdes, a expressdo para a linearizacdo do tensor Rg%) para variedades
(X 9 ) € Hn,k:

: 1
REVL = pChpd k(n — zk)§(v*vlz — V?trgh — 260,h) +
+k(k — 1) (Agtrgh + 6,0,h) g +

Kg[ 0 n — 2k
+22 = (k= 1) (k+ == ) (tr,h)g + (3.45)

+<k(n P Gl :l)(_”g_ 2k>>h] .

(n— 2k)n(n_—3 2k — 1) ]i?gh}-

k
k(k
K

Como consequéncia deste calculo, o seguinte resultado decorre imediatamente.

Proposicdo 3.3.7. Se (X, g) € H,, entdo

1
Le9h = uk(jn,k{k:(n — 20)5 (V'Vh = V2tr,h — 26;5,h) +

+k(k — 1) (Agtrgh + 6,0,h) g +

n — 2k

3 [oz(n, k)kg(trgh)g + u

lig - o . o
0 — (0 — 2k 1)Rgh”,

onde o(n, k) somente depende de (n, k). Em particular,

1, )
L§2k)|tr;1(o)h = MkCn,k{k(n - 2]{;)5(V Vh — 25959h) T
+k(k —1)(6404h)g +

+T;__23k [(’“ —Dfep ok - 1)&5,@ }

n

1
LIz h = pk(n — 2k)C (ﬁv*w + Pgh>, (3.46)

onde
(k— 1)k, n—2k—1 o

nk(n — 3) k(n —3) Rgh- (347)

Pyh =
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Observacao 3.3.8. Se g possui curvatura seccional constante y, de modo que

R, = Lg% entdo ky = n(n — D)y, py, = p /251 e ]%Lgh = pu((tryh)g — h),

implicando assim que Pyh = ph, se tryh = 0. Consequentemente,

kCn7k uk_l

LPM|z h = (n — 2k) e

1
<§V*Vh + uh) ,

que coincide com o resultado obtido anteriormente em [dLS1].

3.4 Demonstrando os teoremas de rigidez

Nesta se¢do, usaremos as féormulas de linearizagao apresentadas na Proposi¢ao
3.3.7 para demonstrar os teoremas de rigidez discutidos na Sec¢do 3.2.

Ora, o Teorema 3.2.7 decorre imediatamente de (3.46), visto que V*V € elip-
tico; veja a Observacdo 3.2.4. Para demonstrar o Teorema 3.2.9, suponha que
(X,9) € Horesejah e 58?), de forma que, por (3.46), h satisfaz

V*Vh +2FP,h = 0. (3.48)
Usando isto, (2.18), o fato que g € Einstein (pela Proposi¢do 3.3.6) e (3.47), temos
0 < [[dVhl* + [|o¥Alf?
- ((v*v- Ry +%) h, h)
- ((or-h )
_ k(nl_ 5 ((’m _sk (2 k-2 kn)foig) h,h>

1 kn — Bk 42
< 3)<( n—ok+ /<;g+(2n—k:—2—kn)go>h,h),
n

k(n —

onde aqui usamos que 2n — k — 2 — kn < 0, se k > 2. Assim, se h # 0, entdo
necessariamente vale
kn — 5k + 2
uﬁg+(2n—k—2—kn)g020,

ou seja,
Gy < @ Ky
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Por outro lado, um argumento similar com (2.18) substituido por (2.44) fornece
0 < [[Sehlf
- (o 22
_ ((—ng +2R, —2%) h, h)

2 kn —2k —1 o
- - e — kn — 5k —1 h.h
k(n—3>(( ot (= Sk )Rg) )

2 kn —2k —1 _
m ((—Tﬂg+<kn—5k+n—l)a0> h,h),

ou seja, h # 0 necessariamente acarreta
a0 Z an,k/{/g-

Isto completa a demonstracdo do Teorema 3.2.9.
Vamos agora a demonstracdo do Teorema 3.2.15, do qual o Teorema 3.2.13
decorre imediatamente, como ja explicado. Observemos inicialmente que o fato
(2k) o A .
de o tensor de Lovelock 7, possuir divergéncia nula, para qualquer métrica g,
expressa-se como

5yRIM + (2k — 1)ldSPH = 0. (3.49)
Se introduzirmos entdo o funcional G : M;(X) — C'(X),
2k)!
Glg) =R — %F “(g)g,

e 0 operador (2k)-Bianchi Bézk) CHX) — AYX),

1
BER = 54+ TR

a proposi¢do a seguir resulta imediatamente das defini¢cdes e de (3.49).
Proposicao 3.4.1. As seguintes propriedades valem:
1. g é 2k-Einstein se, e somente se, G(g) = 0;

2. Se g é 2k-Einstein, entdo G, = LY em T, M (X).

3. Para qualquer g, ﬂéQk)g(g) = 0. Em particular, se g é 2k-Einstein, 552’“)(39 =
0.
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Esta proposi¢ido produz, em partlcular a identificacio E( (X) = G Y0).
Neste contexto, a identidade ﬁg gg = 0 significa que gg nao é sobrejetlva pois

qualquer v € Im gg pertence ao nucleo do o.d.l. de primeira ordem Bg , 0 que
naturalmente reflete a invariincia por difeomorfismos da condi¢do 2k-Einstein.
Obviamente, isto é um sério entrave ao tentarmos usar o Teorema da Func¢do Im-
plicita para entender a estrutura de &, (2F) (X). Uma saida é usar a Proposi¢ao 3.3.7
e considerar o operador L :CHX) = CY(X),

LP¥h = LEYh + 1 Cp ik(n — 2k)876,h — pxCriki(k — 1) (8405h)g

1
—  pk(n — 2K)Cu {ﬁ(v*vh — V2 h) + %(A tr,h)g +
a(n, k)k,

Portanto, (veja a Se¢do 2.6)

o700 (P, §)(h) = —pik(n — 2k)Cro i [5 (1120 + trgh(§ ® €)) + (55 1€*trgh) g].

donde segue a elipticidade de fj( ¥

. Note que L{ (T V) = L (TyVy).

Lema 3.4.2. L " deixa invariante o subespago

TyMi(X) = {h € CI(X);/ trohv, = O} :
X
Em particular, L (T M, (X)) é fechado.

Demonstragdo. E fécil ver que try ﬁzgh = <R!(,2), h), de modo que a condigdo de
Einstein implica
3k—n

nk(n — 3)
Como tr,V*Vh = A tr,h = —tr,V2tr,h, resulta entdo que

try Pyh = Kgtrgh.

trgié%)h = upk*(n — 2)Ch, [Ag — %] tryh,

donde
/ trgL hvy = —upk*(n — 2)Cn7k@/ trgh vy,
X n Jx
0 que prova a invariancia de 7, M (X). A elipticidade de Eff’“’ implica entdo que
L) (T, M, (X)) é fechado. O
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. Do = (2k) . A .

Verifiquemos agora as condi¢des impostas a Ly ~ pela invaridncia por dife-
omorfismos da condi¢do 2k-Einstein. Usando a Proposi¢do 3.4.1 e a identidade
trgdsn = —dgn, n € A'(X), temos para h € TyM,(X)

BERMLERND = 1 Cp ik(n — 2k)BPY 656,k — 11y Cr ok (k — 1) B9 [(6,6,h)g]

g g

. 1o,
= Cuph(n =2k (5g695gh + %dtrgégégh)
1
—Conch (= D] 8,[(8,0,1)9) + 5ty [(0,6,h)) |

1
= O, k(n — 2K) (5g5;5gh - §d595gh>,
de modo que, pondo G, = 0,40, — %dég, segue-se entdo que

BEMLER D = O, 1k (n — 2k) G g0gh, (3.50)

g

com G sendo eliptico.
Agora, (3.50) inicialmente fornece [:é%) (T,V,) C kerﬂé%). Além disso, se

ﬂf,Qk)h € ker ﬁé%), entdo d,h € ker G4, um espago de dimensdo finita, e isto nos
da

L9 (T,Vg) € LD (T M (X)) Nker 529 € LY (T, M1 (X) 016, ker Gy ).

Como TV, possui codimensio finita em TyM:(X) N, " ker Gy, resulta que
a codimensdo de L{™ (1,V,) em L) (TyM1(X)) N ker BP* também ¢ finita.
Juntando isto ao fato de serem 7V, e Eé%) (TyM;(X)) Nker Bé%) fechados, fica
facil verificar que L™ (T,V,) é fechado em C'(X). Concluimos entdo que, em-
bora Lg%) = Q'g : T,V, — C*(X) ndo seja sobrejetivo, possui imagem fechada.
Assim, se 7 € a proje¢do ortogonal de C'(X) sobre Lg%) (T,V,), a composigdo
moG VYV, — L(g%)(Tng), que € analitica, € uma submersdo em g. Logo,

(m 0 G)71(0) € uma variedade analitica real numa vizinhanga de g tendo eng)

como seu espago tangente em ¢g. Nesta variedade, a aplicacdo G € analitica, de
forma que o espago de pré-médulos €2(X) = G~'(0) é um subconjunto ana-
litico. Isto completa a demonstragdo do Teorema 3.2.15 e, por conseguinte, do
Teorema 3.2.13.
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Capitulo 4

O problema de Yamabe para
curvaturas de Gauss-Bonnet

Neste capitulo consideramos duas generaliza¢des do cldssico problema de Ya-
mabe, a saber, o problema o-Yamabe e o problema de Yamabe para a curvatura de
Gauss-Bonnet S©*), que de fato sdo equivalentes na classe das variedades local-
mente conformemente planas. Neste contexto, o problema ja foi considerado sob
hipéteses adicionais na métrica background [GW] [LL]. Como consequéncia de
uma férmula para a lineariza¢do da curvatura de Gauss-Bonnet para (X, g) € H,, x
(veja a Proposi¢do 4.2.1 abaixo), demonstramos uma versao local do problema de
Yamabe para a curvatura de Gauss-Bonnet numa subclasse de H,, , que inclui as
formas espaciais ndo-euclidianas. Isto fornece, em particular, os primeiros exem-
plos de métricas background com tensor de Weyl ndo-identicamente nulo para os
quais este problema do tipo Yamabe € afirmativamente resolvido.

4.1 O problema de Yamabe e suas generalizacoes

O problema de Yamabe cléssico consiste em verificar que em cada classe con-
forme de métricas numa variedade Riemanniana fechada de dimensdao n > 3
existe pelo menos uma métrica com curvatura escalar constante. Esta proposicao,
cuja validade no caso de superficies decorre do Teorema de Uniformizagdo em
Varidveis Complexas, foi finalmente verificada por R. Schoen, apds contribui¢des
fundamentais de Yamabe, Trudinger e Aubin, e representa um dos mais retumban-
tes sucessos dos métodos da Andlise Geométrica em tempos recentes; veja [LP]
para detalhes sobre esta historia.
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Como evidenciado pela Proposicdo 2.7.9, o problema de Yamabe de fato € ape-
nas o primeiro de uma série de problemas de natureza variacional em Geometria
Conforme. Mais precisamente, em vista daquela proposi¢ao, é natural também
considerar o seguinte problema:

Problema de Yamabe para as curvaturas de Gauss-Bonnet: dados n > 4,
1 < k < n/2 e uma variedade Riemanniana (X", g), existe g’ € [g| tal que Sgk)
é constante?

Claramente, para k = 1 isto reduz-se ao problema de Yamabe classico. Por
outro lado, o problema geral acima guarda relacio com um outro problema do
tipo Yamabe bastante estudado recentemente. Para ver isto, recordemos a decom-
posicdo (2.15) para o tensor curvatura:

Ry = Ay ©g+W,, (4.1)

onde W, € o tensor de Weyl e

1 i Kg
Ag = m (RICg — mg> y (42)

€ o tensor de Schouten. Conforme ja observamos, dado que W, € conformemente
invariante, resulta que todas as informacdes a respeito de mudangas conformes de
métricas estdo concentradas em A,. Deste ponto de vista, se o1(A,) denota a k-
ésima funcdo simétrica elementar dos autovalores de A, (visto como um elemento
de 7Y (X)), o seguinte problema é deveras natural:

Problema o,-Yamabe: dados n > 4, 1 < k < n/2 e uma variedade Riemanni-
ana (X", g), existe g’ € [g] tal que o,(Ay) é constante?

Note que, como o1(A,) é um miltiplo de x,, isto reduz-se ao problema de
Yamabe cldssico para £ = 1. Para uma introducio a este circulo de idéias, reco-
mendamos [V].

Acontece que os dois problemas do tipo Yamabe descritos acima sao comple-
tamente equivalentes na classe das variedades conformemente planas. Isto resulta
da proposi¢do abaixo, demonstrada em [L3].

Proposicdo 4.1.1. Sen > 4, 1 < k < n/2e (X", g) é variedade Riemanniana,

entdo
SR — —(n — k)!k!a A+ % k! (kg2 Pi R (4.3)
9 (n—2k) Ak —i)l(n — 2k o We )y (4

1=
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onde x é a extensdo natural do operador estrela de Hodge atuando em A**(X).
Em particular, se (X, g) é localmente conformemente plana (W, = 0), entdo

S _ (n — k)Ik!

O problema o-Yamabe para variedades conformemente planas (ou, equiva-
lentemente, o problema de Yamabe para curvaturas de Gauss-Bonnet) foi tratado
em [GW] e [LL], supondo que a métrica background satisfaz uma certa condicao
de elipticidade. O teorema abaixo apresenta um resultado do tipo perturbativo
para o problema de Yamabe para curvaturas de Gauss-Bonnet em torno de vari-
edades Riemannianas na classe H,, j, exceto pelas esferas redondas, e fornece os
primeiros exemplos de variedades ndo-conformemente planas para as quais este
problema € resolvido.

Defini¢iio 4.1.2. Dados n > 4e1 < k < n/2, seja H,,, o complemento do
conjunto das esferas redondas em H,, .

Assim, (X, g) € 7‘—[;1 & S€, € somente se, g € 2k-Einstein e satisfaz

Ry = g™ % #0,

com (X, g) sendo isometricamente distinta de uma esfera redonda. Observe que,
neste caso, resulta de (3.35) que

on _ _(n=2)1
e e TS Laakd

e como g € Einstein pela Proposi¢ao 3.3.6, decorre que a 2k-curvatura de Gauss-
Bonnet de (X, g) é constante. No teorema abaixo, D (X) denota o conjunto das
funcgdes suaves positivasem X e 1 : X — R € a func¢@o identicamente igual a 1.

Teorema 4.1.3. Admita que 4 < 2k < n e seja (X, go) € H,, ;, com vol(X, go) =

v. Entdo, o espago MEP (X)) das métricas em X com 2k-curvatura de Gauss-
Bonnet constante e volume v tem, em torno de g, a estrutura de uma ILH-subva-
riedade (de dimensdo infinita) de M(X). Mais ainda, a aplicagdo & : DT (X)) x
MEP (X) = M(X), dada por £(f,g) = fg, é ILH-suave em torno de (1, go) e
sua derivada em (1, go) é um isomorfismo. Em particular, existe uma vizinhanga
U de g0 em M(X) tal que qualquer métrica em U é conforme a uma métrica cuja
2k-curvatura de Gauss-Bonnet é constante.
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Para a tecnologia ILH, indicamos [O]. Mencionamos ainda que a demonstra-
¢do deste teorema € inspirada num argumento de Koiso [K], onde um resultado do
tipo Yamabe local foi demonstrado no caso k£ = 1 para uma classe de variedades
que contém H;, ;..

Observacao 4.1.4. O resultado do tipo Yamabe local no Teorema 4.1.3 nao é
valido no caso em que gy ¢ a métrica redonda na esfera. De fato, se aplicarmos a
operacao de pull-back a gy utilizando o fluxo de um campo conforme, obteremos
uma familia a um parametro de métricas conformes com mesma curvatura de
Gauss-Bonnet e volume.

4.2 Linearizando a curvatura de Gauss-Bonnet

O ingrediente central na demonstracao do Teorema 4.1.3 € a linearizagcdo da
2k-curvatura de Gauss-Bonnet em variedades Riemannianas na classe H,, ;; veja
a Proposi¢do 4.2.1 abaixo. Ora, em geral temos, pela Defini¢do 2.5.3,

1
(2k) _ 2% pk
o = @i e
donde
S(Qk)h _ 1  h Qk—le+ k 2kRk—1R h
N T T A A G TS TR B
1 . 2k 2k pk—1 T

= mcghRé )+ (2]{)'69 Rg Rgh

Assim, podemos usar (3.32), (3.33) e (3.34) para verificar que

SRy = (Zk—ilk)' <(l{ — D)kgy(éh)g + (n — 2k)(cgh)72§2)> +

k .
+mukczkg2k72R!]h. 4.5)

Para explicitar o lado direito de (4.5), notemos inicialmente que c,g = n
implica, apés linearizagdo, (¢,h)g + c,h = 0, donde

(¢gh)g = —tryh. (4.6)
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Por outro lado, as defini¢des Rf) =cyRye kg = chéz) levam, ap0s linearizacgao,
a

(EMRP = ikgh—cyRPN
= figh —cy(éh)Ry — c2Ryh,

e usando (3.30) e (3.31) vemos que
(¢,h)RP = —(RP p). (4.7)

Finalmente, se usarmos (2.26) levando em consideracdao que cgkRgh = (0 para
k>1le cgk_TRgh = (O parar < 2k — 2, obteremos

2k—2 r—1 2%k—2—1
2k 2k—2 T _ 2k . g k—1r T-
Cg g Rgh = (2]{/' — 2)' Tz; Cr g(n -2 — Z)mcg Rgh
2k—3 )
= (2k—2)C5, [[ (n -2 - i) R,h
=0

= k(n—2)Cphy chgh,
ou seja,
cgkg%_QRgh =k(n—2)Chk chgh. (4.8)
Assim, levando (4.6), (4.7) e (4.8) a (4.5), temos

) C,
2%k n,kHk 2
S0 = Gt = (k= Datrgh = (0= 2K (R, ) +
k(n—2 .
_'_%c;Rgh}’

que, em funcdo de (3.27), reduz-se a

Sg(2k)h = Dy kpi (Agtrgh + 5959h + <T97 h>) ’ (4.9)
onde 1
T — 2%k — 9 2 _9(k—1 4.1

g k(n — 2) ((kn + 2k n)Rg ( )Rgg) (4.10)

© k2(n — 2)C

n — n,k
D, = 7 4.11

4 (2k)! @10



Proposicao 4.2.1. Se (X, g) € H,. 1, entdo
SCIh = D,y <Agtrgh +6,0,h — %trgh> . (4.12)

Demonstragdo. Basta observar que, pela Proposi¢cdo 3.3.6, g € Einstein, ou seja,

RéQ) =g, O
Utilizaremos ainda esta féormula para h = fg, f € D(X). Neste caso,

d4(fg) = —df,donde 6,0,(fg) = —A,f, e o coroldrio a seguir ¢ imediato.

Corolario 4.2.2. Se (X, g) € H,,x, entdo

SR (fg) = D}, Ly f, (4.13)
onde p
Engg—n_gl (4.14)
e
D), = (n—1)Dy. (4.15)

Observacao 4.2.3. Verifica-se, com facilidade, que (4.9) e (4.13) continuam véli-
das para variedades (X, g) satisfazendo (3.32) apenas.

O seguinte fato sobre o operador L,, para (X, g) na subclasse H,, , desempe-

nhard um papel crucial em nossa andlise.

Proposiciio 4.2.4. Se (X, g) € H, . entdo ou ker L, é trivial ou é constituido
pelas fungées constantes.

Demonstragdo. O resultado € 6bvio se r, < 0, pois A, € ndo-negativo. Por outro
lado, se x4 > 0, um resultado de Lichnerowicz e Obata [BGM] implica, pelo fato
de (X, g) ser Einstein, que o primeiro autovalor de A, é maior do que ou igual a
Kkg/(n — 1), com igualdade se, e somente se, (X, g) € uma esfera redonda. O

4.3 Demonstrando o Teorema 4.1.3
Seja (X, go) € H,, 1. de modo que, em particular, go satisfaz R = ju,90°" 2,
ur # 0. Aplicando uma homotetia a g, podemos supor que g, € M;(X), o

espaco de métricas de volume unitirio. Logo, devemos demonstrar o Teorema
413 comv = 1.
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Na discussdo a seguir, H, (U) denota a construgdo de Sobolev padrédo apli-
cada a um subconjunto aberto / de se¢des de um fibrado vetorial sobre X, de
forma que, por exemplo, H;, (M(X)) € a variedade de Hilbert, modelada sobre
Hy (C (X)), de métricas com derivadas até a ordem r definidas em quase todo
ponto e de quadrado integrdvel (com respeito a gg).

Escolhamos r > % 4 4 e definamos B, : H; (M(X)) — H;*(D,(X)) por

B.(9) = AgSg(%) - /X Ag‘s’g(zk)’/goa

e D,(X) = {p € D(X);/Xpl/go = o}.

Como g € H) (M(X)) implica R, € H,*(C*(X)), B, estd bem definida e &
suave em fungdo da expressdo local (2.25) para 5}5%) e o fato que, parar — 2 >
n/2+2 > n/2, o espago de Sobolev H; - 2 é uma dlgebra de Banach com respeito
a multiplica¢do ponto a ponto [MS]. No lema abaixo, ainda denotaremos por B,
a restri¢do desta aplicagdo a H; (M (X)).

Lema 4.3.1. Existe uma vizinhanga, digamos V', de go em H] (M g%)(X )) que
¢ uma subvariedade suave de H}, (M(X)) com Ty,V" = ker B, (g0).

Demonstragdo. Note que Ago(h)Ségk) = 0 para h € C'(X), pois Ségk) ¢ cons-
tante. Assim, obtemos de (4.12) que

Bi(go)(h) = Ag,SEP(h)
K
= Dol (Dggtth +dpdpeh — “Ltr,h) . (4.16)

Fagamos agora h = fgo para f € H} (D.(X)), de modo que, por (4.13),

Br<gO)<f90) = D;Lk:ukAgoEgof'

Usando a Proposicio 4.2.4 é ficil ver que B, (go)| Hj, (Da(X))g0 € injetiva e a alter-
nativa de Fredholm implica entdao que

HIH(Du(X)) = Bu(go) (H], (Da(X))g0).

O lema é agora uma consequéncia imediata do Teorema da Fun¢do Implicita e do
fato que B, (0) = H, (M (x)). O
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Lemad.3.2. Se " : H) (D (X)) x V" — H] (M(X)) é aaplicagdo suave dada
por &'(f,g) = [fg, entdo d&f, , \ é um isomorfismo.

Demonstragdo. Se df(l’go)(gzﬁ, h) = h+ ¢go = 0, entdo h = —pgy € ker B, (o),
de maneira que £, A, ¢ = 0. Entdo, Ay ¢ = 0 pela Proposi¢do 4.2.4 e ¢ é
constante. Mas [, ¢ vy, = 0, porque V" C H} (M;(X)), e assim ¢ = 0, o que
implica i = 0. Isto mostra a injetividade de d¢(; .

Para a sobrejetividade, note que a decomposicao

Im df{LgO) =T, V" @ H;O (D(X))go

jd mostra que Im d¢f; , € fechado em Hy (C 1(X)). Admita, por contradi¢o, a
existéncia de h # 0 em H;, (C'(X)) ortogonal a T,,V" e H; (D(X))go. Resulta
de (4.16) que B,(go) tem simbolo sobrejetivo, e como Rgy & T, V" = ker B, (go),
tem-se a decomposi¢ao

H! (CH(X)) =Rgo & Ty, V" & Im Byy4(g0)".

Veja [E], paginas 26 e 27, para a notacdo e o resultado utilizados. Isto permite
escrever h = B,,4(g0)*(¢), ou seja,

K
h = Dy i ((Aﬁow)go + V2 Ay — f(Agoso)gQ :

e tomando trago,
trg,h = D;,kﬂkﬁgOAgoW

Mas, try,h = 0, porque h € ortogonal a H; (D(X))go, de modo que se usarmos
a Proposicdo 4.2.4 e a caracterizac@o variacional do primeiro autovalor A (A),

teremos )
Kgo fX VA"V __Kgo
—— < M(Qy) < = :
n—1 fx|Ago(p‘2ygo n—1
uma contradi¢do, a menos que A, ¢ = 0, ou seja, ¢ é constante e, portanto,
h = 0. Isto completa a demonstragcdo do lema. [

Com os lemas 4.3.1 e 4.3.2 a disposi¢do, € imediato demonstrar o Teorema
4.1.3, essencialmente usando o fato que objetos na categoria ILH sdo definidos
como limites inversos de objetos na categoria Hy quando r — +o0. Omitiremos,
portanto, os detalhes e referimos a [K]; veja 14 a demonstracao do Teorema 2.5.
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Observacao 4.3.3. Salientamos que os argumentos acima podem ser facilmente
adaptados para um problema do tipo Yamabe envolvendo certas fungdes das cur-
vaturas de Gauss-Bonnet. De fato, seja k,, o maior inteiro estritamente menor do
que n/2 e (X", go) uma forma espacial ndo-plana, Ry, = 4¢3, p # 0 (donde
(X, 90) € Hnx e (3.32) ocorrem para todo k < k,,, com py = (%)kil). Para
G : R¥» — R suave, defina

G, = G(SP, ..., 8P, g€ M(X), 4.17)
e admita que
D = D 0G S® S(2kn) 4.18
- Z n,k’uk‘%(go)"'a 90 )7&0 ( )
1<k<kn k

Obtemos assim as féormulas correspondentes a (4.12) e (4.13), a saber,

Gun(h) = D (Byytrgy o+ ddgh — "Lty )

Gyo(f90) = D'Ly, f, D' =(n-1)D.

Dai, um resultado similar ao Teorema 4.1.3, para (X, go) distinta de uma esfera
redonda, vale: existe uma vizinhanga U de go em M (X)) tal que qualquer métrica
em U é conforme a uma métrica g com G, constante.
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Capitulo 5

Unicidade e bifurcacao para o
problema o--Yamabe

5.1 Uma introducao ao problema: existéncia, unici-
dade e compacidade

Seja (X™, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n > 3. Sabe-
mos de (2.15) que o tensor curvatura decompde-se como

Ry =W,+ A, O g,
onde W, € o tensor de Weyl,

1 , Kg
A= 05 (R - m9>

€ o tensor de Schouten e ® denota o produto de Kulkarni-Nomizu. Ora, sabemos
que W, = 0 se, e somente se, g € localmente conformemente plana, de maneira
que torna-se natural considerar o problema o-Yamabe (veja a Se¢do 4.1): existe
v € D(X) tal que g = e~ *"g satisfaz

oi(Agz) = const? (5.1

Aqui, o € a k-ésima fungdo simétrica elementar nos autovalores do endomor-
fismo simétrico A; = g~ ' A; € T(X) que corresponde a A; da maneira usual.
Note que, para k = 1, isto claramente reduz-se ao problema de Yamabe cldssico
para a curvatura escalar.
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Uma questdo natural neste contexto é: sob que condi¢Ges o problema oy-
Yamabe possui estrutura variacional? Noutras palavras, quando (5.1) € a equa-
¢do de Euler-Lagrange para alguma acdo definida na classe conforme [g]? Ora,
em fun¢do das Proposi¢cdes 2.7.9 e 4.1.1, sabemos que isto de fato acontece para
k = 1epara k > 2 se g é localmente conformemente plana. De fato, Branson e
Gover [BG] verificaram que, para k > 3, o problema o-Yamabe € variacional se,
e somente se, g € localmente conformemente plana. Por outro lado, Viaclovsky
mostrou que o problema o,-Yamabe € sempre variacional.

Teorema 5.1.1. [V2] Para k = 2, n # 4 e qualquer g € My(X), (5.1) é a
equagdo de Euler-Lagrange para a agdo V : [g]; — R dada por

V(g) = / o2(Az)v;.
X
Assim, uma métrica g € [g]; é critica para V se, e somente se,
02(Ajz) = const. (5.2)

E esta a razdo pela qual nos restringiremos, a partir de agora, ao caso k = 2
(supondo, evidentemente, que n # 4, pois, neste caso, o funcional ) é conforme-
mente invariante e gualquer métrica € critica, conforme resulta de (5.3) abaixo).

Observagio 5.1.2. Se g é Einstein, Ric; = =2, entdo

H..
A— Mg
7 2n(n — 1)g

o= (4) ()

Logo, métricas de Einstein sao solu¢des do problema o,-Yamabe.

O Teorema 5.1.1 decorre imediatamente da proposi¢ao a seguir.

Proposicdo 5.1.3. Para uma familia conforme de métricas t € (—e, €) — g(t) =
(1+tv)g € [g], v € D(X), tem-se a férmula da primeira varia¢do:

. n—4
V,(vg) =

/ o2 (Ag)vry. (5.3)
X
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Em particular, se g € [g]1 € critica paraV (ou seja, se 05(A,) é constante), entdo
vale a férmula da segunda variacao:

. n—4 ~
Vy(vg) = 1 /XULgvyg, (5.4)

onde 3
Ly =Ly —405(Ay), Ly = —tr(T(Ag) 0 g~'V3), (5.5)
eT(A,) =01(Ay)I — A, é o tensor de Newton de A,.

Forneceremos agora uma demonstracao elementar de (5.3) que evita o sofisti-
cado formalismo em [V2]. Comecemos escrevendo

g(t) = e W9 = (1 +tv)g

de modo que

u=u(t) = —% log(1 + tv). (5.6)

Recordemos ainda que, se § = e 2%g, entdo o tensor de Schouten transforma-se
de acordo com

vV ul?
A§:V§u+du®du—‘ ‘;‘ngAg, (5.7)
de maneira que
1, 1
Alltto)yg = —§Vg log(1 + tv) + Z—ldlog(l + tv) ® dlog(1 + tv) —
1|V log(1 + tv)|?
LV, logL+t)F (5.8)
4 2
Usaremos isto para calcular
- . Adgwyg — Ay
Ay(vg) = lim ———"—,

a linearizacdo do tensor de Schouten em g.
Ora, usando (5.6) e calculando num referencial geodésico, obtemos
. 1 t?]i
214+tv’

Us

e isto mostra que o segundo e terceiro termos no lado direito de (5.8) ndo contri-
buem para a linearizacdo, pois sdo quadraticos em ¢. Aqui, os sub-indices denotam
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tanto a derivada usual como a covariante no ponto onde o calculo esta sendo feito.
Pelas mesmas razodes, o ultimo termo em

1 tvij tzvﬂ)j
Ui = —5 - 2 | >
2\1+tv (14tv)

também nao contribui para esta lineariza¢do, donde conclui-se que

- 1
A, (vg) = —§V§v. (5.9)
Usemos isto para linearizar 05(.A,). Ora, tem-se

A(1+tv)g(x7 y) - ((1 + tU)g)(A(1+tv)g.T, y)7 T,y € X(X>7

e diferenciacdo em ¢ = 0 fornece

(Ag(vg))(z,y) = vg(Agz, y) + g((Ag(vg))z, ),
que imediatamente implica, em vista de (5.9),

1
A, (vg) = —59_1V§v —vA,. (5.10)

Combinemos isto com duas féormulas bastante conhecidas [Ro]:

7z

e Se B : R"™ — R"™ é um endomorfismo simétrico, entao
tr(BT(B)) = 202(B), (5.11)

onde
T(B)=o01(B)I - B

¢ o tensor de Newton. Aqui, oi(B) é, como sempre, a k-ésima funcgdo
simétrica elementar nos autovalores de B;

ese B=B(t): R" - R", t € (—¢¢), é uma familia diferencidvel de
endomorfismos simétricos, entao

o9(B) = tr(T(B)B), (5.12)

onde, como de costume, o ponto denota diferenciacao.
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Com estes resultados e (5.10), obtemos entdo

1
d2(Ay)(vg) = §Lgv — 209(Ag)v, (5.13)

onde Lyv = —tr(T(Ay) 0 g~'V20); veja (5.5).

Observacio 5.1.4. O operador diferencial linear L, : D(X) — D(X) € eliptico
se, e somente se, 7'(.A,) é positivo ou negativo definido.

Para deduzir (5.3) a partir de (5.13) precisamos, entdo, da seguinte informagao
adicional.

Proposiciio 5.1.5. Para qualquer variedade Riemanniana (X, g), T'(A,) possui
divergéncia nula, ou seja, div,T(A,) = 0. Em particular,

L, = —div,(T(A,) - Vy) (5.14)
é um operador do tipo divergéncia.

Demonstragdo. Com efeito,
gT(Ay) = o1(Ag)g — 4y

1 K .
- n—2<?gg_Rlcg>’

ou seja, g7'(A,) é um muiltiplo do tensor de Einstein £,. A proposi¢do resulta
entdo de (2.22). ]

Finalmente, (5.4) decorre de (5.3) e (5.13). Isto conclui a demonstracdo da
Proposi¢ao 5.1.3.

Discutiremos agora os resultados disponiveis na literatura referentes as ques-
toes de existéncia, unicidade e compacidade de solugdes do problema o,-Yamabe.
Comecemos observando que, por (5.7), resolver (5.2) é equivalente a resolver a
equacao diferencial parcial de segunda ordem

2
o (gl (vju +du ® du — 'Vg“’ g+ Ag)> = ce™, (5.15)

onde ¢ € R € uma constante. Note que esta equacdo € do tipo completamente
ndo-linear, pois envolve produtos das derivadas de segunda ordem de w.
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Para abordar (5.15), precisamos revisar alguns conceitos. Para
A= (A1, ., \y) ERY

seja o () a k-ésima fung@o simétrica elementar nas entradas de A. Seja I (res-
pectivamente, I'7) o cone definido pelas condi¢des \; > 0 (respectivamente,
A; < 0),% = 1,...,n. Representemos ainda por I'j (respectivamente, I';) a
componente conexa do conjunto {\ € R"; 05(\) > 0} contendo I} (respectiva-
mente, I'7). A seguir, para um endomorfismo simétrico B : R" — R" diremos
que B € T'J (respectivamente, B € I'y) se os autovalores de B pertencem a 'y
(respectivamente, I'; ). Os fatos a seguir sobre os cones Iy sdo bem conhecidos.

Proposiciio 5.1.6. Tem-se I'; = —I'J e cada I's é um cone aberto e convexo com
vértice na origem satisfazendo

I crlycry,

onde T (respectivamente, T']) é a componente conexa de {\ € R";a,()\) > 0}
(respectivamente, {\ € R™;01(\) < 0}) contendo T'} (respectivamente, T';,).
Além disso, oy se anula em OT'3. Mais ainda, se B,C € T's, entdo (1—t)B+tC €

F; 0<t<1le 05/2 € concava no sentido que
(02((1 = t)B + tC)? > (1 — t)(02(B))? + t(o2(C)) /2. (5.16)

Finalmente, se B & F; (respectivamente, B € 1’5 ), entdo o tensor de Newton
T(B) é positivo (respectivamente, negativo) definido.

Definicao 5.1.7. Diremos que a métrica g é admissivel positiva (respectivamente,
negativa) se Az € I'y (respectivamente, A; € T'y ) sobre X.

Observacao 5.1.8. Se g ¢é Einstein, entdo g é admissivel positiva (respectiva-
mente, negativa) se g > 0 (respectivamente, kg < 0).

Proposicao 5.1.9. Se g é admissivel positiva (ou negativa), entdo a equacdo
O'Q(Ag) =cC (517)

é eliptica em g.
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Demonstragdo. Se § = e~2"g, entdo jd sabemos que (5.17) é equivalente a (5.15).
Suponhamos, entdo, que g é admissivel positiva. Ora, se

2
F(u,V u, Vzu) =09 (g_l (Vf]u + du ® du — @g + AQ)) ,

entdo a elipticidade acontece se

g (u) >0,

onde u;; sdo os coeficientes de Vgu. Mas

8F . 80’2 kj
Oui W= zk: AANE"

onde v = g~ !. Assim, a elipticidade acontece se

80'2

- >0
I(Az)}
em g. Mas (5.12) implica que
80'2 ;
- =T(Ay), (5.18)
oAy,

e o resultado decorre da Proposi¢do 5.1.6 e da Observacdo 5.1.4. Um argumento
similar também funciona no caso admissivel negativo. [

Este critério de elipticidade deve ser imediatamente complementado pelo re-
sultado a seguir.

Proposicao 5.1.10. Se a métrica background g é admissivel positiva (negativa),

entdo (5.17) é eliptica em qualquer solugdo § = e~ 24g.

Demonstragdo. Suponhamos que g € admissivel positiva e seja ¢ uma solugdo de
(5.15). Note que, necessariamente, ¢ > 0. Seja p € X um ponto de minimo de w.
Entdo, em p, a equagao torna-se

o2 (97" (Viu+ Ay)) = ce™ .
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Como VZu(p) > 0 eI’y é um cone convexo, vale
A; =g (Viu+ Ay) €15,

em p. Por conexidade, quando variamos p esta tltima relacdo somente deixa de
verificar-se para A; na fronteira 9I'; . Mas, pela Proposi¢@o 5.1.6, 0o = 0 em 9I'5
e isto contradiz (5.15), pois ¢ > 0. O caso negativo € tratado similarmente. [

Existem, assim, dois ramos de elipticidade para (5.17), definidos pelos cones
I's. Por exemplo, se g é Einstein com x, > 0 (respectivamente, x, < 0), entio
g € admissivel positiva (respectivamente, negativa). Consideraremos, a partir de
agora, somente o ramo positivo, de modo que o problema o,-Yamabe pode agora
ser reformulado de forma precisa: dada uma variedade diferencidvel fechada X",
n > 3, e uma métrica admissivel positiva g em X, existe uma métrica conforme
g = e g € |g| tal que

oy (A;) = K > 0? (5.19)

Como, pelo que vimos, (5.19) é completamente ndo-linear e eliptica, a existén-
cia de solugdes requer estimativas apriori do tipo C2. De posse destas estimativas,
a condicao de concavidade (5.16) garante, via resultados clédssicos de Krylov e
Evans, estimativas apriori de ordem mais alta, de forma que a existéncia de solu-
¢coes pode ser estabelecida por qualquer um dos métodos usuais (teoria do grau,
método da continuidade, fluxos parabdlicos, etc.). Esta abordagem leva, entdo, ao
resultado a seguir.

Teorema 5.1.11. Se (X", g), n > 4, e g € admissivel positiva, entdo o problema
o9-Yamabe (5.19) tem pelo menos uma solucdo suave em [g|. O resultado também
é vdlido no caso n = 3 se admitirmos que X ndo é simplesmente conexa.

Os casos n = 3,4 foram tratados por Gursky-Viaclovsky [GV], e o caso n
qualquer, admitindo que g € localmente conformemente plana, por Li-Li [LL] e
Guan-Wang [GW]. O caso ndo-localmente conformemente plano foi estabelecido
por Ge-Wang [GeW] para n > 8 e finalmente o caso geral foi demonstrado por
Sheng-Trudinger-Wang [STW].

O seguinte resultado de unicidade para solugdes de (5.19) também vale.

Teorema 5.1.12. [V2] Se (X", g) é uma forma espacial esférica isometricamente
distinta da esfera redonda, entdo (5.19) possui, a menos de homotetias, uma tinica
solugdo em |g).
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Por outro lado, para £ = 2, o unico resultado de compacidade disponivel na
literatura parece ser o teorema a seguir.

Teorema 5.1.13. [GV] Seja (X", g), n = 3,4, uma variedade Riemanniana fe-
chada com g admissivel positiva. Para n = 3 suponhamos que X ndo é sim-
plesmente conexa e, para n = 4, que (X, g) ndo é conformemente equivalente a
esfera redonda. Entdo, o espago de solugoes de (5.19) é compacto na topologia
C™, m > 0. Mais precisamente, existe uma constante C' = C(n,m,g) > 0 tal
que qualquer solugdo § = e~*“g de (5.19) satisfaz

||U||Cm S C

5.2 Um resultado de unicidade paran = 3

No contexto do problema de Yamabe usual (ou seja, o;-Yamabe) existem
dois critérios cldssicos que garantem a unicidade de solu¢des' numa determinada
classe conforme [g], a saber:

e Unicidade vale se [g] possui alguma métrica com curvatura escalar cons-
tante k < 0;

e Unicidade vale se [g] contém alguma métrica de Einstein e g ndo é confor-
memente equivalente a uma esfera redonda.

O primeiro item é uma consequéncia imediata do Principio do Méximo apli-
cado a equacdo eliptica que governa a maneira como a curvatura escalar muda por
deformacdes conformes e o segundo item foi verificado por Obata [Ob]. Recen-
temente, os resultados acima foram generalizados para incluir, em alguns casos,
classes conformes suficientemente proximas daquelas onde a unicidade j4 vale.
Mais precisamente, mostra-se em [dLPZ1] que se g é como acima, [¢'] é uma
classe conforme suficientemente préxima de [g] na topologia C** e, adicional-
mente, [g] cumpre certas condi¢des que aparecem nos teoremas de compacidade
para solugcdes do problema de Yamabe, recentemente demonstrados por Khuri-
Marques-Schoen [KMS] e Li-Zhang [LZ], entdo a unicidade vale para [¢']. Nossa
intencdo agora € utilizar o método introduzido em [dLPZ1], juntamente com os
Teoremas 5.1.12 e 5.1.13 acima, para demonstrar o seguinte resultado de unici-
dade para o problema o»-Yamabe.

'Evidentemente, estamos considerando aqui unicidade a menos de homotetias, ou seja, métri-
cas que diferem por uma constante real positiva serdo, nesta se¢do, consideradas equivalentes.
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Teorema 5.2.1. Seja (X3, g) uma forma espacial esférica de dimensdo trés iso-
metricamente distinta de uma esfera redonda. Entdo, existe uma tinica solugcdo
do problema oy-Yamabe em qualquer classe conforme suficientemente proxima
de [g] na topologia C**.

Note que a existéncia de solugdes é garantida pelo Teorema 5.1.11 e a Obser-
vagdo 5.1.2.

A primeira etapa da demonstragcdo consiste em verificar a validade da unici-
dade local para classes conformes préximas de [g] (Coroldrio 5.2.4 abaixo). Para
tanto, precisamos introduzir a seguinte terminologia e notagdo. Dados m > 0 e
0 <a <1, M™*(X) denotard o espaco de métricas de classe C"™* em X. Note
que M™(X) é um aberto de I'"™(Sym?(X)), o espago das secdes de classe
C™ de Sym?(X), o fibrado das formas bilineares simétricas sobre X. Conside-
remos o funcional volume Vol : M™*(X) — R,

Vol(g):/xug.

1
dVol,(h) = 5/ trohy,, h € T™%(Sym?(X)),
b

Como, por (2.47),

resulta que
M (X) = Vol (1) = M™*(X)

€ uma subvariedade de Banach suave com
TMPNX) = {h € Fm’a(Sme(X));/ tryhv, = O} . g€ MPM(X).
X

Finalmente, para g € M7"%(X), sejam D, o subespaco fechado de 7, M|"*(X)
dado por

D, = {wg;w € Cm’“(X,R),/ PUg = 0},
X

(9] 0 = {09: ¢ € C™(X,R), ¢ > 0}

a C"™“-classe conforme de g, que evidentemente é uma subvariedade de M™(X).
Note ainda que D, = T, M{"*(X) N T, [g] .
O lema a seguir foi demonstrado em [dLPZ1].
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Lema 5.2.2. Na notagdo acima, temos:
(a) D= U, e Dy € uma distribuigdo suave e integrdvel de M (X);

(b) para g € M{"*(X), a subvariedade integral maximal (conexa) de D pas-
sando por g é dada por:

Dg={¢g;¢eom»a(X,R),¢>0e/¢?ug=1}.
X

Em particular, M (X) e [g} . o, S40 transversais entre si.

Consideremos agora o fibrado vetorial de Banach & — M7"“(X) com fibra
dada por

&y = {f c O™ (X, R);/ fv, = O} . g€ MPY(X),
X
e 0o monomorfismo fibrado i : £ — D* induzido pelo produto interno L?, ou seja,

i (fi)f2 = /X fifavy g€ MI(X), fL €&, fag €D,

O fibrado &€ possui uma segdo distinguida, a saber, s : M7"*(X) — £ dada por

s(g) = (g - 2) oa(Ay) — (g - 2) /X o2(Ag)vy.

Note que s(g) = 0 se, e somente se, 02(.A,) é constante. Por outro lado, interpre-
tando (5.3) como uma derivada direcional, ou seja,

n—4
dVy(vg) =

/ o2 ( Ay, (5.20)
X
veé-se facilmente que
i(s(g9)) = dVylp,, g€ M (X). (5.21)
Se s(g) = 0, consideremos agora a derivada vertical

d"s(g) = Py 0ds(g) : TyuMP(X) — &,
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onde Py, : Toe)E — &4 € a projegdo relativamente a decomposi¢ao
To)€ = To)0 @ Togg) &g = Tog)0 ® &y,

onde 0 ¢é a se¢do nula de £. Por outro lado, a composigao i, o d'*'s(g)|p, :
Dy — D; pode ser identificada a segunda variagdo d*(V|p,)(g) da restricio de
V a D,. Assim, se (X, g.) € como no Teorema 5.2.1, com curvatura seccional
p > 0, vé-se a partir de (5.4) e da Observagdo 5.1.2 com k,, = n(n — 1) que
d""s(gs)|p,, : Dy. — &, pode ser identificada ao operador

(n—4)(n—Dp

v 3 Ly,

onde
Ly, =A, —npu.

Resulta entdo da Proposi¢ao 4.2.4 que d"*'s(g)|p,, € um isomorfismo, de modo
que podemos aplicar o Teorema da Fun¢ao Implicita em [dLPZ1] para concluir a
proposicao a seguir.

Proposic¢io 5.2.3. Seja g. € M7 (X) como no Teorema 5.2.1. Entdo, existe
uma vizinhanca U de g, em M7 (X) tal que

V ={g €U :ay(A,)é constante} (5.22)

é uma subvariedade mergulhada de M7 (X) que é fortemente transversal as
classes conformes.

Transversalidade forte significa que, para qualquer g € V, T,V e T}[g] sdo
subespacos complementares que geram 7, M"*(X). Em particular, o seguinte
resultado de unicidade local verifica-se.

Corolario 5.2.4. Se g, é como no Teorema 5.2.1, entdo existe uma vizinhanca
aberta U de g, em M| (X) tal que qualquer classe conforme de métricas em
X contém, em U, no mdximo uma métrica de volume unitdrio que é solucdo do
problema o,-Yamabe.

De posse deste resultado, podemos finalmente fornecer a demonstragdo do Te-
orema 5.2.1. Admitamos, por contradi¢do, que existe uma sequéncia de métricas
gn em M7 (X), solugdes do problema o,-Yamabe, satisfazendo lim,, g, = g., €
para as quais existe h,, # g, hyn, € [gn]1, também solugio do problema. Por com-
pacidade (Teorema 5.1.13), podemos supor que lim,, h,, = h,, com h, € [g,]; por
continuidade. Por unicidade de solugdes na classe [g.]; (Teorema 5.1.12) resulta
que h, = g, mas isto contradiz o Coroldrio 5.2.4 para n suficientemente grande.
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5.3 Rigidez local e bifurcacao no problema o,-Yamabe

Nesta secao estabeleceremos resultados de rigidez local e bifurcacdo para cer-
tas familias a um parametro de solu¢des do problema o5-Yamabe em produtos de
esferas. Estes resultados estendem, para este contexto, a investigacdo apresen-
tada em [dLPZ2] para o problema de Yamabe usual. Comecaremos isolando uma
familia de solucdes do problema.

Definicdo 5.3.1. Uma variedade Riemanniana (X, g) € dita ser especial se os
autovalores do endomorfismo de Schouten A, = g~'A, sdo fungdes constantes
em X (em particular, com multiplicidades constantes).

Note que qualquer variedade especial é solucao do problema o-Yamabe, para
qualquer £ > 1.

Proposicao 5.3.2. A classe de variedades especiais é fechada por homotetias e
produtos diretos. Em particular, qualquer produto de variedades de Einstein é
solugdo do problema o5-Yamabe.

Demonstracdo. Observemos inicialmente que (X, g) é especial se, e somente se,
Ric,, visto como um elemento de 71V (X), possui autovalores constantes em X .
Por outro lado, se (X, g) = (X1 X X3, g1 ® g2) é um produto, entdo

Ric, = Ric,, @ Ricg,.

Isto demonstra a primeira asser¢do. A segunda decorre entdo da Observagdo 5.1.2.
]

A partir de agora, fixemos o produto X = X; x X5, onde (X", g;) é Einstein

)

para i = 1,2. Para A € (0,+00), consideremos (X, g»), onde gy = g1 © Ago.
Resulta entdo da Proposi¢do 5.3.2 que (X g,) € solugdo do problema o5-Yamabe.
Mais ainda, como kg4, = kg, + A1k, €

K K
: _ kg g2

Ricy, = —= g1 ® — go,
ny n2

o tensor de Schouten de g, é

1
n1+n2—2

kg, Fgr + A g, Kgo K + A" K,
X || —= — — A .
|:< ny 2(711 + ng — ].) gl@ /\TLQ 2(711 + ng — 1) 92
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Resulta daf que A,, tem dois autovalores (ndo necessariamente distintos), a saber,

-1
1 Kgy Kg, + A7 Ky,

P = (- ) (5.23)

S ne—2\ni 2(ng+ng—1)

1 K Ko, + A1k
A — g2 g1 g2 5.24
p2() ny +ng — 2 ()\ng 2(n1+n2—1))7 (5.24)

com multiplicidades n, e ns, respectivamente. Em particular,
-1
’%91 + )‘ H92

1(Ag) = m1 p1(A) + 2 p2(A) = 3 R (5.25)

o) = (3 ) O i ) )+ (75 ) 0 520

de forma que o tensor de Newton correspondente é

1
[ 4 .
9 ( gA) nq + No — 2

ny—2 1 1 nyg —21
X [(2—711 kg, + ﬁ’%) 91 EB (5% + 2—712;"”92) /\92} '

Neste ponto, faz-se necessario introduzir a notacao a seguir. Parai = 1, 2, seja
L?(X;, g;) o espago de Hilbert de fungdes f : X; — R de quadrado integravel
relativamente ao elemento de volume v,,, € escrevamos

L3(Xi, gi) = {f € LQ(XZ-,gi);/X. frvg = O}-

Entdo, L*(X; x X5, gz) = L*( X, x X5, g1®gs) pode ser naturalmente identificado
ao produto tensorial de espagos de Hilbert L?(X1, g;) ® L?*(Xs, g2) €, sob este
1somorfismo,

Ly(X1 % Xo, g0) = Lg(X1,01) @ L (X2, g2) + L* (X1, 1) ® Li(X2, g2).
Usando esta notacao, ¢ imediato pelos cilculos acima que

1
ny+ ng — 2

ny — 2 1
X |: (;Tlﬁgl + ﬁFLm) (Agl ® I) +

1(1 ng —21

S L Q—ngx%) I® Agg)],

L. =

gx
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donde finalmente resulta que

1
n1+n2—2

ny — 2 1
X |: ( om, Kg, + 5592> (Agl ® I) +
1/1 ng —21
3 (5’% + 2—712}&92) I® A92):| -

—4{(7;1> pr(A)? 4 ming pr(X) pa(A) + <T;2) P2(/\)2] :

L, =

gx

Note que LZ(X; x X5, g») é invariante por [?gx e, pelo que vimos na se¢do anterior,
identifica-se com 7}, [g»]1, que é o dominio natural para L, .

Para o propésito de analisar bifurcagio e rigidez local da familia (X; X X5, g)),
¢ fundamental entender as propriedades espectrais do operador f/gA acima expli-
citado. A este respeito, vé-se sem muitas dificuldades que estas propriedades sao
determinadas pelos sinais que as constantes x4, ¢ = 1,2, podem assumir. Um
caso extremo, por exemplo, acontece quando ,, = k,, = 0, pois entdo L, = 0
para A > 0, ou seja, EQA degenera completamente! Mais geralmente, se apenas
uma destas constantes se anula, IN‘/gA ¢ ainda por demais degenerado para que con-
clusdes interessantes possam ser inferidas. Assim, € natural supor que g, kg, 7 0.
De fato, para as aplicacdes que temos em mente (produtos de esferas redondas),
basta considerar o caso em que kg4, € Ky, S0 ambas positivas.

Proposicao 5.3.3. Se ry, e kg4, sdo ambas positivas, entdo, para qualquer \ > 0,
INJgA ¢ um operador de Fredholm auto-adjunto (ilimitado) em L3(X, g)) e seu es-
pectro é um subconjunto enumerdvel ilimitado e discreto de R dado pela sequén-
cia dupla

1 ni— j ng— k
0jk(A) = g —2 [( 21n12“91 + %%))le + %(%“gl + 5722%592)92] -
n n
4| () 2 mme ) )+ (73 ) a2 527
j+ k>0, onde

0=0) <o0; <0} <...< " — 400

denota o espectro de A, em L*(X;, g;). Mais ainda, cada 9;1(\) possui multi-
plicidade finita.
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Demonstragdo. Para qualquer A > 0, p; () é crescente em j e k, com

(j+l£1)13+oo 0jk(A) = +o0.
Mais ainda, para quaisquer constantes positivas A e mg, o conjunto de pares (j, k)
tais que 0;,(\) < myg € finito. Assim, a primeira asser¢io na proposi¢ao resulta
imediatamente. Para a finitude da multiplicidade dos autovalores, basta notar que
o auto-espaco de g;x(\) é V; ® Wy, onde V; é o auto-espago de A, associado a
o} e Wy é o auto-espaco de A,, associado a gf. ]

Corolario 5.3.4. Nas condicbes do teorema, se ng A > 0, é ndo-singular (ou
seja, seu espectro ndo contém (), entdo Ly, é a inversa (ilimitada) de um operador
auto-adjunto, compacto e injetivo em L3(X; X X3, gy).

Demonstragdo. Isto segue imediatamente do fato que o espectro de f,gA ¢ discreto.
O]

Recordemos agora a definicao de bifurcacao e rigidez local para uma fami-
lia de solugdes do problema o,-Yamabe; compare com a discussdo para o; em
[dLPZ2].

Definicao 5.3.5. Sejam X uma variedade fechada de dimensdon > 3 e A — g,
uma familia a 1-pardametro de métricas de volume unitdrio em X que sdo solugoes
do problema oy-Yamabe. Diremos que (gy)x ¢ localmente rigida em \, se qual-
quer métrica de volume unitdrio g suficientemente proxima de gy~ (na topologia
C??), que é solugdo do problema oy-Yamabe, coincide com alguma métrica g
da familia, com \ proximo de \.. Se a familia (g) ndo € localmente rigida em
A, OU Seja, se existe uma sequéncia N\, de niimeros reais e uma sequéncia g, de
métricas de volume unitdrio tais que:

o lim A, =\,
n—-4o00

e g, € [gr,], para qualquer n;
® g, é solucdo do problema oy-Yamabe, para qualquer n;
® g, # g»,, para qualquer n,

entdo \, é um instante de bifurcagio para a familia (gy).
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Condicdes suficientes para a rigidez local ou bifurcacdo de familias de solu-
¢oes do problema o,-Yamabe podem ser explicitadas em termos das propriedades
dos operadores de Jacobi das métricas da familia, consideradas como pontos cri-
ticos para a acdo correspondente (Proposi¢ao 5.1.3). Com este intuito em mente,
seja (X1 x Xy, gy) a familia da Proposi¢@o 5.3.3. Resulta entdo que o operador
de Jacobi correspondente, a saber, ng € essencialmente positivo, ou seja, € a
soma de um isomorfismo positivo e um operador compacto (mais precisamente,
de posto finito). Nestas condi¢des, definimos o indice de Morse N de [2% como
sendo a soma das multiplicidades de todos os seus autovalores negativos. Obvia-
mente, /V) € um inteiro ndo-negativo.

Proposicao 5.3.6. Nas condi¢oes da Proposigdo 5.3.3, se [a,b] C (0,400) é um
intervalo, entdo as seguintes assercoes sdo verdadeiras:

(a) se igA é ndo-singular para qualquer \ € [a,b|, entdo N, = Ny;
(b) se igk* é ndo-singular, entdo (g,) é localmente rigida em \,;

(c) se f/ga e f/gb sao ambos ndo-singulares e N, # N, entdo existe um instante
de bifurcacdo \, € (a,b) para a familia (gy).

Demonstragdo. Os autovalores g; ;(\) dependem continuamente de \; veja (5.27).
Assim, se N, # N, entdo algum g, deve possuir um zero em [a, b], o que de-
monstra (a). A demonstragcdo de (b) resulta do Teorema da Fung¢do Implicita de-
senvolvido em [dLPZ2] e (¢) decorre de resultados bem conhecidos em Teoria de
Bifurcacao; veja [SW, Teorema 2.1] e [dLPZ2]. O

Consideremos agora os conjuntos

D = {\ € (0,+00) : g;x(As) = 0 para algum (j, k) com j + k > 0}

B = {\ € (0,+00) : a familia (g,), bifurca-se em A, }.

Evidentemente, B C D, que nada mais € do que uma reformulacio do item (b) da
proposi¢do anterior. Mas, em geral, € dificil descrever a estrutura destes conjuntos,
de forma que, a partir de agora, nos restringiremos ao caso em que (X, g;) € uma
esfera redonda de dimensdo n, i = 1,2. Mais precisamente, se (S", go) é a esfera
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unitdria, faremos (X, g;) = (S", g), 9y = n(n — 1)go, de modo que ry = 1.
Assim, o espectro de (S", g;) é

O=00 <01 <02<- < 0m—+00,
onde

k(n+k—1)
n(n —1)

(-5

Assim, o espectro do operador de Jacobi f/gA associado ao problema o,-Yamabe
em (S™ x S, gx), gx = g, B Agj, A > 0, € a sequéncia dupla

0ir(A) = 2(n1_ 1) [(nz_nQ * %)QJ * %(% * nQ;AQ)Qk}

—4 [(Z) P12+ n2pi (M) p2(N) + @) ;02()\)2] :

Ok =

tem multiplicidade

onde 7 + k > 0,

1 1 1+ 21
nN = 50— (ﬁ T 2020 — 1)>

) = 1 1 14
PP =5\~ 22n—1) )
Dai, um calculo direto fornece

§j1k<>‘) = /\2Qj,k()\> = Clj)\2 + bj,k)\ + ¢,

onde
B n—2 n? —4n + 2
@G o= dnin—1)"  4(n—1)2n2n—1)
Y e n
ok An—1) 2(n—-122n—1)
. on=2 n* —4n + 2
P T -1 A —1)2@n—1)
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Teorema 5.3.7. Nas condigoes acima, D = () se n = 3, de modo que a familia
(gx) € localmente rigida para qualquer \ > 0. Por outro lado, se n > 4, D é a
unido de sequéncias {)\g-o)} e {)\éoo)} com lim;_, 4 )\go) = 0elimp_ o )\,(fo) =
+00. Mais ainda, B = D, ou seja, qualquer elemento de D ¢ um instante de
bifurcagdo da familia (g,), que é entdo localmente rigida em qualquer \ ¢ D.

Demonstragdo. Note que n? — 4n + 2 é negativo para n = 3 e positivo para
n > 4. No segundo caso, vé-se que ag = ¢y < 0 enquanto que a; = ¢; > 0
se j > 1. Além disso, b;;, = by ; € negativose j = 0O e k € {1,...,n + 1},
sendo positivo nos outros casos, donde conclui-se que g;5(A) > 0se 5,k > 1.
Mais ainda, se j = 0 e K > 1, vé-se facilmente que a dnica raiz positiva de 0; ,

o)

denotada por )\,(fo), satisfaz limy ., o )\,i = 400, € se, simetricamente, j > 1 e

k = 0, a tnica raiz positiva de g, ;, denotada por /\5-0), satisfaz lim;_, | /\5-0) =0.
Assim, D = {)\§.0) }iU {)\,(fo)} k, como desejado. O comportamento assintético das
sequéncias ja garante que B € infinito, mas note que, em principio, pode acontecer
que B & D, pois o fato de as fungdes g, , ndo serem mondtonas em A pode levar
a que, em algum A\, € D, alguns autovalores de igk* mudem de sinal mas o in-
dice de Morse permanega inalterado. Felizmente, podemos aqui usar a Teoria de
Bifurcacdo Equi-invariante (veja o Teorema 3.1 em [SW]) e o fato que, conforme
observado em [dLPZ2], o grupo de isometrias de S age de maneira irredutivel
nos auto-espacos do Laplaciano, com duas quaisquer destas representacdes sendo
inequivalentes. Nestas condicdes, o argumento em [dLPZ2] assegura que acon-
tece bifurcacdo em todos os instantes degenerados A\, € D, de forma que B = D.

Finalmente, se n = 3, um calculo direto garante que a;, ¢, > 0 para quaisquer
J, k, ao passo que b, > 0, exceto para um numero finito de valores j, k. Nestes
valores, verifica-se facilmente que bik < 4ajcy, donde resulta que 9;,(A) > 0
para quaisquer A\ > 0 e j, k. Assim, D = (). H
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