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Resumo

Esta tese estd composta de quatro partes distintas. Na primeira parte,
vamos dar uma nova caracterizacao da esfera euclidiana como a tunica varie-
dade Riemanniana compacta com curvatura escalar constante e admitindo um

campo de vetores conforme nao trivial que é também Ricci conforme.

Na segunda parte, provaremos algumas propriedades dos quase solitons
de Ricci, as quais permitem estabelecer condi¢oes de rigidez desses objetos,
bem como caracterizar as estruturas de quase sélitons de Ricci gradiente na
esfera euclidiana. Imersoes isométricas também serao consideradas; classi-
ficaremos os quase solitons de Ricci imersos em formas espaciais, através de
uma condicao algébrica sobre a funcao séliton. Além disso, vamos caracterizar,
através de uma condicao sobre o operador de umbilicidade, as hipersuperficies
n-dimensionais de uma forma espacial, com curvatura média constante, tendo
duas curvaturas principais distintas e com multiplicidades p e n — p. Na ter-
ceira parte, provaremos um resultado de rigidez e algumas férmulas integrais

para uma métrica m-quasi-Einstein generalizada compacta.

Na tultima parte, vamos apresentar uma relagao entre a curvatura gaussiana
e o angulo de contato de superficies imersas na esfera euclidiana tridimensional,
a qual permite concluir que a superficie é plana, se o angulo de contato for
constante. Além disso, deduziremos que o toro de Clifford é a tinica superficie

compacta com curvatura média constante tendo tal propriedade.

Palavras-chave: Angulo de contato, Toro de Clifford, Curvatura média cons-
tante, Esfera euclidiana, Quase séliton de Ricci, Campo de vetores conforme,

Curvatura escalar constante.



Abstract

This thesis is composed of four distinct parts. In the first part, we shall
give a new characterization of the Euclidean sphere as the only compact Rie-
mannian manifold with constant scalar curvature carrying a conformal vector

field non-trivial which is also Riceci conformal.

In the second part, we shall prove some properties of almost Ricci solitons,
which allow us to establish conditions for rigidity of these objects, as well
as characterize the structures of gradient almost Ricci soliton in Euclidean
sphere. Isometric immersions also will be considered, we shall classify almost
Ricci solitons immersed in space forms, through algebraic condition on soliton
function. Furthermore, we characterize under a condition of the umbilicity
operator, n-dimensional hypersurfaces in a space form with constant mean
curvature, admitting two distinct principal curvatures with multiplicities p
and n — p. In the third part, we prove a result of rigidity and some integral

formulae for a compact generalized m-quasi-Einstein metric.

In the last part, we present a relation between the Gaussian curvature and
the contact angle of surfaces immersed in Euclidean three-dimensional sphere,
which allows us to conclude that such a surface is flat provided its contact an-
gle is constant. Moreover, we deduce that Clifford tori are the unique compact

surfaces with constant mean curvature having such property.

Keywords: Contact angle, Clifford torus, Constant mean curvature, Eu-
clidean sphere, Almost Ricci soliton, Conformal vector fields, Constant scalar

curvature.
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Introducao

Esta tese esta dividida em quatro partes distintas. A primeira parte refere-se
a teoria de campos conformes. Em meados do século passado varios geometras
famosos se engajaram nesta teoria na tentativa de provar a seguinte conjec-
tura: a esfera euclidiana ¢ a tnica variedade Riemanniana (M™, g) compacta,
conexa, orientavel, admitindo uma métrica g de curvatura escalar constante
R e munida de um campo de vetores conforme nao trivial X, onde nao trivial
quer dizer que o fator conforme nao é constante. Entre eles, podemos citar
Bochner, Lichnerowicz, Nagano, Obata e Yano; indicamos ao leitor o livro do
Yano [55] para um resumo destes resultados. Alguns anos mais tarde, Ejiri
apresentou um contra-exemplo para esta conjectura construindo uma métrica
de curvatura escalar constante em um produto warped do tipo S' x, M"™!,
onde M" ! ¢ uma variedade Riemanniana compacta de curvatura escalar
constante, enquanto que S', denota o circulo euclidiano. Neste exemplo, o
campo de vetores conforme é X = gp% e  satisfaz uma certa equagao diferen-
cial ordinéria, ver [27] para maiores detalhes. Por outro lado, Nagano e Yano
[42] provaram que tal conjectura é verdadeira quando a variedade é Einstein.
Neste caso, Ric = % g, assim se X é um campo de vetores conforme, com fator
conforme p, isto é, Lxg = 2pg, entao Lx Ric = 2p Ric, onde Ric e L deno-
tam, respectivamente, o tensor de Ricci e a derivada de Lie. Isto nos motiva
definir um campo de vetores Ricci conforme em uma variedade Riemanniana

M™, como um campo de vetores X que satisfaz
LxRic = 2B Ric,

para alguma funcao diferenciavel § : M™ — R. Em particular, em uma va-

riedade Einstein todo campo conforme é Ricci conforme. Com esta condigao



adicional provaremos que a referida conjectura é verdadeira. Mais precisa-

mente, teremos:

Teorema 1 Seja M™, n > 3, uma variedade Riemanniana orientdavel, com-
pacta, com curvatura escalar constante e munida de um campo de vetores con-
forme nao trivial X de fator conforme p. Entao M"™ € isométrica a uma esfera

euclidiana S™(r) se, e somente se, uma das condigoes sequintes for satisfeita:

1. LxRic = 20 Ric.

2. LxG = 2ag.
3. LxG=2pG,
onde r = "(Tgl), G = Ric — %g ¢ o tensor de Einstein, enquanto que o e 8

sao fungoes em M™.

Ressaltamos que Obata e Yano [45] obtiveram a mesma conclusao do pre-
sente teorema sob a hipdtese Lx Ric = ag. Além disso, mostraremos que o
teorema anterior é valido sob a condi¢ao mais geral £Lx Ric = 25 Ric+T, para
um determinado (0, 2)-tensor 7' em M™ com trago nulo, conforme Teorema

L2l

Observemos que a prova deste fato faz uso do lema abaixo, o qual ja se
faz presente na literatura em casos particulares. Contudo, vamos apresenta-lo
de uma forma bem geral, tendo em vista que sua utilidade nos dois capitulos
seguintes serd fundamental e dependera diretamente das escolhas de um (0, 2)-
tensor simétrico e de um determinado campo de vetores na variedade. Ve-

jamos:

Lema 1 Seja T' um (0,2)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana

(M™, g). Entdo vale
div(T(pZ)) = o(divT)(Z) + p(VZ,T) + T (Vyp, 2),

para cada Z € X(M) e qualquer funcao diferencidvel ¢ em M".



Por exemplo, quando trabalhamos com hipersuperficies n-dimensionais de
uma forma espacial, podemos considerar as r-ésimas fungoes simétricas da cur-
vatura S,., os r-ésimos tensores de Newton P, e o operador L,. Relembremos
que os tensores de Newton sao definidos indutivamente por: Py = [ e, para
1<r<n, P.=S5,1— AP,_1, onde A é o operador de Weingartein da hiper-
superficie. Enquanto que o operador L, : C*°(M) — C*(M) ¢é definido por
L.(f) =tr(P,oV?f). Um fato importante que foi provado por Rosenberg em

[51] é que cada L, toma uma forma divergente. Mais exatamente, temos
L.(f)=div(P.Vf).

Com efeito, isto segue imediatamente fazendo T'= P, e Z = Vf no Lemal [l
e do fato de divP, = 0.

Na segunda parte, vamos tratar sobre quase sélitons de Ricci e imersoes
isométricas. No final do século 20 Hamilton introduziu o fluxo de Ricci. Mais
especificamente, dada uma familia a 1-parametro de métricas ¢(¢) em uma
variedade Riemanniana M™, definida em um intervalo I C R, denotando por

Ricgyy o tensor de Ricci na métrica ¢(t), a equacao do fluxo de Ricci é

0 .
59(t) = —2Ricy. (1)

Em [30] Hamilton provou que para qualquer métrica diferencidvel gy em
uma variedade Riemanniana compacta M", existe uma tnica solugao ¢(t)
para a equacao definida em algum intervalo [0,¢), € > 0, com ¢(0) = go.
Para o caso completo ndo compacto, Shi provou em [53] a existéncia de uma
solucao completa de (1) sob a condigdo da curvatura seccional de (M™, go)
ser limitada. Desde entao, este fluxo se tornou uma ferramenta poderosa
na solucao de problemas dificeis em vérios ramos da matemadtica, como por
exemplo, a cldssica conjectura de Poincaré sobre a esfera S? e a conjectura da
geometrizacao de Thurston, resolvidas por Perelman, bem como o teorema da
esfera diferenciavel, provado por Brendle e Schoen.

Um séliton de Ricci é um fluxo de Ricci (M™, g(t)), 0 <t < T < +00, com a
propriedade que, para cada t € [0,T), existe um difeomorfismo ¢; : M™ — M™

e uma constante o(t) > 0 tal que o(t)p;g(0) = g¢(t). Uma maneira para



gerar solitons de Ricci é a seguinte: consideremos uma variedade Riemanniana

(M™, go), com um campo de vetores X e uma constante A satisfazendo
, 1
Ricgy, + §£Xgo = \go- (2)

Em seguida, vamos definir a fungao o(t) = —2At + 1, para cada t € [0,7T),
com T :=+o00,8e A < 0,eT := %, se A > 0. Finalmente, basta considerar-
mos ¢; como a familia a 1-parametro de difeomorfismos gerados pelo campo
Yi(z) = %, para todo x € M™. Esta caracterizagao permite que alguns au-
tores considerem a equacao para definirem soliton de Ricci. Para maiores
detalhes sobre o fluxo de Ricci, duas boas referéncias sao [24] e [25]. Em [49]
Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti usaram tal equacao, com a condi¢ao adicional
de que o parametro A seja uma funcao e X um campo de vetores gradiente,
para definirem um quase séliton de Ricci gradiente. Posteriormente, Barros
e Ribeiro em [IT] consideraram a seguinte defini¢ao geral de quase séliton de

Ricci.

Definicao 1 Um quase séliton de Ricci é uwma variedade diferenciavel M™
munida com uma métrica Riemanniana g, um campo de vetores X e uma

funcao soliton \ : M — R satisfazendo a equacdo (@

Quando X é o campo de vetores gradiente de alguma funcao diferenciavel
f : M — R, tal variedade é chamada de quase sdliton de Ricci gradiente.
Observemos que, se X é um campo de vetores Killing e n > 3, neste caso a
variedade é Einstein, e, portanto, A é constante, logo teremos um séliton de
Ricci. Por exemplo, considerando o R™ com a sua métrica usual g,, uma cons-
tante ndo nula A e a fungao f(z) = 3|z, entdo V2f = g, e (R", go, V f, X) é
um séliton de Ricci gradiente nao trivial, este foi um dos exemplos dados por

Hamilton, o qual é conhecido na literatura como séliton gaussiano.

Assim como o séliton de Ricci, também podemos associar um quase soliton
ao fluxo de Ricci. De fato, sejam (M™, go) uma variedade Riemanniana com-
pleta e g(t) uma solucéo de (I, definida em um intervalo [0,¢), € > 0, tal que
¢ seja uma familia a 1-parametro de difeomorfismos de M™, com ¢y = idys

e g(t)(x) = 7(z,t)pigo(x) para todo x € M", onde 7(z,t) é uma funcao real



diferencidvel e positiva em M" x [0,¢), de modo que 7(x,0) = 1. Entao,

0 0 . o
ot (t)(z) = aT(xyt)%go(iﬂ) +7(z, t)a%sgo(ﬂ?),
que em t = 0, fica

—2Ricy, = —2X(x)g90 + Lx o,

onde A\(z) = —%%T(l’,@) e X = %cp(m,()), logo (M", go, X, A) é um quase
soliton de Ricci.

Na direcao de compreender a geometria dos quase sélitons de Ricci, Pigola,
Rigoli, Rimoldi e Setti provaram em [49] algumas condigoes de existéncia de
quase solitons de Ricci gradientes. Além disso, Barros e Ribeiro em [I1] apre-
sentaram algumas equacoes de estrutura dos quase solitons de Ricci. Neste
mesmo artigo, eles utilizaram o método de Bochner para deduzir uma férmula
integral para o caso compacto, a qual possibilitou concluir um importante
resultado de rigidez. Recordaremos esta formula através do Lema [2.1] e apre-
sentaremos uma demonstracao diferente desses autores, como uma das vérias
aplicagoes que pode ter o Lema [l| acima. Para maiores detalhes sobre a

geometria dos quase sélitons de Ricci ver, por exemplo [10],[11] e [49].

Como aplicacao do Lema podemos caracterizar as estruturas de quase
séliton de Ricci gradiente na esfera euclidiana unitdria S* C R"*!. Para isto,

utilizaremos o exemplo dado pelos autores em [I1]. Vejamos.

Exemplo 1 Para cada vetor nao nulo a € R™, considere as fungoes \,(x) =
—(z,a)+n—1 e fo(z)=—=X(x)+¢c, ondeceR ex = (x1,...,2,11) €ES" C
R ¢ o wvetor posicio, entdo (S™, g,V fa, o) SG0 as tnicas estruturas nao
triviais, de quase soliton de Ricci gradiente em S™. De fato, isto serd provado

com o auzilio da proposicao sequinte.

Proposicao 1 Seja (M™, g,V f,\) um quase séliton de Ricci gradiente com
curvatura escalar constante R. Suponha que X\ + % f atinge um mdximo,
entdo esta funcao € constante em M™ e a funcdo soliton \ satisfaz a sequinte
equacgao diferencial parcial

R R?
A :
n—1 n(n—1)




Em particular, se X ou f for nao constante, entao para R > 0, M™ é isométrica

a uma esfera euclidiana.

Em seguida analisaremos o caso mais geral em que, o campo que define o
quase soéliton de Ricci nao necessariamente é gradiente, para tanto nos res-
tringiremos ao caso compacto. Neste momento, é importante lembrarmos
do trabalho de Perelman em [4§], onde ele provou que todo séliton de Ricci
(M"™ g, X,\) compacto é gradiente. Mais precisamente, existe uma fungao
diferenciavel f : M — R de maneira que, trocando X por V f, ainda teremos
que (M™, g,V f,A\) é um séliton de Ricci. Esta funcdo é conhecida como po-
tencial de Perelman, a qual, a menos de uma constante, é a fungao potencial
de Hodge-de Rham associada ao campo X, conforme foi provado por Aquino,
Barros e Ribeiro em [7]. Para mais detalhes sobre sélitons de Ricci ver por
exemplo [17].

No caso de um quase séliton de Ricci (M™, g, X, ) compacto, através do
teorema da decomposicao de Hodge-de Rham podemos decompor o campo X
como soma de um campo de vetores Y com divergente nulo, e o gradiente de

uma funcao direrenciavel h em M™. Entao, obteremos a proposicao seguinte.

Proposicao 2 Para um quase soliton de Ricci compacto (M”,g,X, )\) sa0

validas as sequintes formulas integrais:

1. [, |V2h = 8hgPaM = 22 [ g(VR,VR)AM — L [, (V?h, Lyg)dM.

2. [, |Ric — Eg|*dM = 22 [, g(VR, X)dM.

3. [y, |V2h = 2hgl*dM = "2 [ g(VR,Vh)dM + 1 [\, |Lyg|*dM.

Cabe ressaltar que o item [2| desta proposicao ja foi provado recentemente
por Barros, Ribeiro e Batista em [9], onde eles utilizaram uma técnica diferente

da que sera aplicada nesta proposicao, e obviamente, eles ja obtiveram o item

2 do Corolario [I] seguinte.

Como aplicagao da Proposi¢ao [2, obteremos um resultado de rigidez para

quase solitons de Ricci compactos. Vejamos:



Corolario 1 Um quase soliton de Ricci compacto nao trivial (M”,g,X, /\),
comn > 3, € isométrico a uma esfera euclidiana se, e somente se, uma das

condicoes sequintes for satisfeita:
1. [,,(V?h, Ric)dM = 0.
2. [,; 9(VR, X)dM = 0.
3. Vh é um campo de vetores conforme.

Este corolario mostra que o exemplo dado por Ejiri [27] ndo admite estru-
tura nao trivial de quase séliton de Ricci.
Continuando, derivaremos covariantemente a equagao fundamental , no

caso gradiente, para deduzirmos o proximo lema.

Lema 2 Para um quase séliton de Ricci gradiente (M™, g,V f,\), vale
(VzRic)Y — (VyRic)Z =Z(N)Y =Y (N Z — R(Z,Y)V,

para todos Z,Y € X(M).

Este lema permitira provar a nao existéncia de quase soliton de Ricci com-
pacto gradiente, radialmente plano e com tensor de Ricci de Codazzi, conforme
Proposigao [2.3} onde um quase séliton de Ricci gradiente nao trivial é radial-
mente plano, se a sua curvatura seccional satisfaz: sec(Z, V f) = 0, para todo
Z € X(M).

Na seccao trataremos especificamente de imersoes de quase solitons de
Ricci. Nosso primeiro resultado mostra algumas condigoes para a inexisténcia
de imersao minima de um quase soliton de Ricci em uma variedade Rieman-

niana. Mais precisamente, temos o seguinte.

Teorema 2 Seja ¢ : M"™ — M"™P uma imersao isométrica de um quase
séliton de Ricci (M™, g, X, \) em uma variedade Riemanniana M" P de cur-

vatura seccional k. Temos os sequintes casos:
1. Se |X| € LYM), k<0 e\>0, entio ¢ nio pode ser minima.

2. Se |X| e LY (M), k<0eX>0, entdo ¢ nio pode ser minima.



3. Se|X| € LYM), k<0, X>0 ey éminima, entio A =0 e M™ ¢ plana

e totalmente geodésica.

4. Se M € completa, supy | X| < o0, k<0 e >c>0, onde c € R, entdo

© nao pode ser minima.

No proximo teorema, através de uma condicao algébrica sobre a funcao
séliton A, vamos classificar os quase sélitons isometricamente imersos em um

espaco de curvatura seccional constante.

Teorema 3 Seja (M™, g, X,\) um quase sdliton de Ricci isometricamente
imerso em uma variedade Riemanniana MI*P de curvatura seccional cons-

tante c. Temos os sequintes casos:

1. Se |X| € LY(M) e A\ > (n— 1)c+ n|H|?, entao (M",g) € totalmente

geodésica, com A = (n — 1)c.

2. Se M™ é compacta e X\ > (n — 1)c + n|H|?, entdo M™ € uma esfera

totalmente geodésica de S™™P, com A =n — 1.

3. Se|X| € LY(M),p=1eX>(n—1)(c+ H?), entio M™ € totalmente
umbilica. Em particular, a curvatura escalar R = n(n— 1)k é constante,

onde k = 2= € a curvatura seccional de (M™, g).

Finalizando esta seccao, usaremos a férmula de Simons e o Corolario 1| para

provarmos o seguinte.

Teorema 4 Seja (M™, g, X,\), n > 3, um quase soliton de Ricci ndo trivial,
imerso minimamente na esfera euclidiana unitdria S**1 C R"*2. Suponha que
R > n(n —2) e a norma da sequnda forma fundamental atinge um mdzimo,
entao M™ € isométrica a uma esfera euclidiana com estrutura de quase soliton

descrita no Exemplo [1]

Na seccao [2.3| usaremos o principio do maximo de Omori-Yau e as técnicas
utilizadas por Alencar e Do Carmo em [2], e também por Alfas e Martinez
em [5], para provarmos nosso préximo teorema. Comecemos estabelecendo

a notagao seguinte. Seja M™ uma hipersuperficie completa imersa em uma



forma espacial M com curvatura média constante H. Para cada H e p,
1 < p < 3, consideraremos o seguinte polinomio.
n(n — 2p)

pn(n_p)|H|x—n(c+H ).

Py () = %+

Desde que ¢+ H? > 0, Py ,(z) tem tnica raiz nao-negativa dada por

vn

24/p(n —p)

By = (v/n2H? + 4p(n — p)c — (n — 2p)|H]).

Estabelecida esta notacao, provaremos o seguinte.

Teorema 5 Seja M™ uma hipersuperficie completa imersa em uma forma
espacial ]\Z”“, com curvatura média constante H. Suponha em adi¢cao que
M™ tem duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e (n — p),
1 <p < 5. Além disso, assuma que H? -1 >0, caso ¢ = —1. Entao
supys |®| > Bpu,. Em particular, a igualdade vale e este supremo € atingido

em algum ponto de M™ se, e somente se:
1. ¢=0, M"™ € isométrica a S"P(r) x RP, para algum r > 0.

2. ¢ =1, M"™ é isométrica a S"P(r) x SP(v/1—12) , para algum r, 0 <

r? < P onde r? = P se, e somente se H = 0.

3. c=—1, M"™ € isométrica a S"P(r) x HP(—v/1 + 12), para algum r > 0.

Na terceira parte, utilizaremos as técnicas aplicadas na prova da Proposi¢ao
2, afim de estabelecermos algumas férmulas integrais para uma variedade Rie-
manniana munida de uma métrica especial, que descreveremos a seguir. Case,
Shu e Wei mostraram em [I8] que um produto warped Einstein estd dire-
tamente relacionado com uma classe de variedades munidas de uma métrica
Riemanniana especial, chamada métrica m-quasi-Einstein. Um tensor que esta
associado a tal métrica e se mostra bastante 1til no estudo dessas variedades,

¢é 0 ja conhecido na literatura como tensor de Ricci m-Bakry-Emery
1
Ric} = Ric+ V* f — —df @ df, (3)
m

onde 0 < m < oo é um numero inteiro, e f é uma funcao diferenciavel em

M™. Uma variedade Riemanniana (M",g) é uma métrica m-quasi-Einstein,



se Ric}' = Ag, para algum A € R. O tensor em foi estendido recentemente,
por Barros e Ribeiro em [12], para um campo de vetores arbitrario X em M™,
com segue:
Ric% = Ric + lﬁxg R ® X’
2 m

onde X? denota a 1-forma associada ao campo X. Logo, é conveniente chamar-
mos de métrica m-quasi-Einstein generalizada, uma variedade Riemanniana
(M™, g) com a propriedade que Ric% = \g, para alguma funcao diferencidvel
Aem M. Em seguida estes mesmos autores consideraram em [13], o caso em
que Ricf" = Ag, ainda com A sendo uma fungao, e apresentaram uma familia
nao trivial de tal estrutura na esfera euclidiana unitaria S™, no espaco eu-
clidiano R™ e no espago hiperbdlico H". No caso compacto provaremos um

resultado de rigidez que seguird da proposicao seguinte.

Proposicao 3 Seja (M™, g,V f, \,m) uma métrica m-quasi-Einstein genera-

. _r ~ . . . . .
lizada compacta. Para uw = e~ m, sao vdlidas as sequintes formulas integrais:

L[y, 2|V — 2ty aM = — @2 [ g(VR, Vu)dM.

2n

2. [y, B VPu— Bugfap = @2 [ (12— g(VA, Vu))dM.
Como aplicacao deduziremos o seguinte resultado.

Teorema 6 Seja (M",g,Vf,A\,m), n > 3, uma métrica m-quasi-Einstein
generalizada compacta nao trivial, com m finito. Suponha que Lg,R > 0,
com u = e~ . Entdo (M™, g) € isométrica a uma esfera euclidiana S™(r) e,
a menos de uma constante, f = —mln (T - %), onde T € (1/n,+00) é um

paramentro real e h, € a funcao altura com respeito a algum vetor unitdrio

v e R,

Prosseguindo, estenderemos algumas propriedades dos quase sélitons de
Ricci para uma métrica m-quasi-Einstein generalizada (M"™, g, X, \,m). No
caso compacto, consideraremos X = Y + VA para provarmos as férmulas

integrais abaixo.
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Lema 3 Para uma métrica m-quasi-Finstein generalizada compacta, vale a

sequinte formula integral

Ah —2 1
/ ]VQh——g|2dM -0 / (VR,Vh)dM——/ (V2h, Ly g)dM
/ (V2h, X" ® X"YdM — —/ | X [2AhdM,
m
ou equivalentemente,
A 1 1
/}v%——hgysz = ——/ g(VR,VR)dM — — | |X|?AhdM
M n n Sy nm Juy

—/ (AMAh — |V2h|*)dM
M

Proposicao 4 Para uma métrica m-quasi- Finstein generalizada compacta,

vale a sequinte formula integral.

Ah —2
/\v%——ngdM == /g(VR,Vh)dM
M n 2 M

n

n—|—2

/ X [2ARdM
9
+—/ (g(X,Y)Ah—l—g(VXX,Y))dM
m )y
1
+—/ |Lyg|*dM.
4 Jm

Em particular, quando X = V f, para alguma funcdo diferencidvel f em M",

torna-se:

/M|V2f—%g‘2dM:n;l2 g(VR,V f)dM — ”+2 / IV f2AfdM.

M

Proposicao 5 Para uma métrica m-quasi-Finstein generalizada compacta,

vale a sequinte formula integral.

n—+ 2

n

1
+2= /|X!4dM,
m2n Jy

—9
/}Ric—§g|2dM - = /g(VR,X)dM+ /|X| divXdM
M n 2 M

ou equivalentemente,

R —2 2
/|R¢c——g\2dM -z /g(VR,X)dM+n+
M n 2n S 2

/ (nA — R)| X |*dM
mn. S

3
— X|*dM.
+2m2 /M X1
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Em particular, quando X = V [ para alguma funcao diferencidvel f em M",

tal formula serd

n+2
mn

/M|ch—§g\2dM - /M|V2f—%g|2dM+ /M|Vf|2AfdM
n—1

+— /ny\4dM.
mn Sy

Proposicao 6 Para uma métrica m-quasi-Finstein generalizada compacta,

vale a sequinte formula integral.

2 2
/|ch—§g\2dM = ——/ g(VR,X)dM+i g(V, X)dM
M n nJm 2 M

n+2

2n

n—1
/ (divX)*dM + / | X|*dM.
M M

m2n

Em [I8] os autores mostraram que toda métrica m-quasi-Einstein
(M", g,V f,A\,m) compacta com curvatura escalar constante, é trivial. De
fato, isto é imediato pela Proposi¢ao 4 Contudo, vamos ver que no caso de
campo de vetores nao gradientes tal fato nem sempre ocorre, conforme exem-
plo apresentado por Barros, Ribeiro e Silva em [I4], ver Exemplo . Por
outro lado, se a variedade for Einstein, ai sim teremos que o campo é nulo, de

acordo com o teorema abaixo.

Teorema 7 Uma métrica m-quasi-Einstein (M"™, g, X, \,m) compacta, com

m finito, € trivial, se uma das condigoes sequintes ocorrer:
1. n>3 e (Mm" g) é Einstein.

2. n=2e(M?yg) tem curvatura constante.

A 1ltima parte da tese refere-se ao estudo de um invariante geométrico
de superficies imersas na esfera euclidiana tri-dimensional S®. Tal invariante
conhecido como angulo de contato, é o complementar do angulo entre a dis-
tribuicao de contato ¢ e o espago tangente da superficie. Em [39] Montes e
Verderesi caracterizaram as superficies minimas em S* com angulo de contato
constante e em [6] Almeida, Brasil e Montes estudaram algumas propriedades

de superficies imersas com curvatura média e angulo de contato constantes em

S3.
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Agora vamos chamar de C todas as superficies M? isometricamente imersas
em S? C C?) tais que 2t := (=2, z;) € T.M? para todo z = (21, 2,) € M2
Nosso primeiro resultado, que sera a principal ferramenta para provarmos

os resultados seguintes, descreveremos da seguinte forma:

Teorema 8 Para M? € C, com dngulo de contato 3, a curvatura gaussiana é

dada por
K = —(|VBI* 4+ 261 + 2Hp,),

onde 81 = df(e1), B2 = dB(ez), {e1 = 2+, ea} € uma base ortonormal de T, M?
e H denota a curvatura média da superficie. Além disso, o laplaciano de 3
satisfaz

AB = —2H, —tan B{(2H + :)* + (1 + 2)*},

onde Hy = dH (e).
Como consequéncia direta deste teorema deduziremos o seguinte.

Corolario 2 Se M? € C tem dngulo de contato constante, entdo ela é plana.

Em particular, ela serd difeomorfa a um toro, se for compacta.

Outro resultado importante, que serd uma consequéncia imediata da equa-

cao (4.9) que aparece na prova do Teorema , é:

Proposicao 7 Nao existe superficie em C com angulo de contato constante 3

satisfazendo |B| = 5.

Em seguida, utilizaremos um cléssico resultado devido a Hoffman [32] para

provarmos o seguinte resultado de rigidez.

Corolério 3 Se M? € C é compacta, tem angulo de contato e curvatura média
constantes, entdo ela é isométrica a um toro S*'(r) x SY(v/1 —r2), para algum

r e (0,1).

Usando este corolario e o principio do maximo forte de Hopf, provaremos

o seguinte.
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Teorema 9 Se M? € C é compacta, tem curvatura média constante e angulo
de contato [ satisfazendo, |B| < 5, entdo ela € isométrica a um toro S'(r) x

SY (V1 —12), para algum r € (0,1).

Um fato surpreendente é que a reciproca do Teorema (8| é verdadeira. Mais
especificamente, usaremos o Teorema Fundamental das Hipersuperficies para

provarmos o teorema seguinte.

Teorema 10 Seja M? uma superficie Riemanniana e e; um campo de vetores
unitdario em M?*. Considere 8 : M? — |0, 7) uma fungao diferencidvel em M?

e uma constante H, satisfazendo a equacgao
AB = —tanB(|VB+2e1|* + 4H(H + ),

onde By = dB(e3) e {e1,ex} € um referencial mével em M?. Entdo existe uma
tinica imersdo isométrica de M?* em S3, tal que B é o angulo de contato de M?

e H ¢ a curvatura média desta imersao.
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Capitulo 1
Campo de vetores conforme

Neste capitulo, provaremos o Teorema 1| da nossa introducao e também
um caso um pouco mais geral deste teorema, conforme Teorema[I.2] Para isto

estabeleceremos os seguintes preliminares.
1.1 Preliminares

Primeiramente, relembremos que a norma de Hilbert-Schmidt para (0, 2)-
tensores em uma variedade Riemanniana (M™,g), é a induzida do produto

interno (7, S) = tr (TS*), onde S* denota o tensor adjunto de S.

Em um sistema de coordenadas (x1, ..., x,), denotando por {0y,...,0,} a
base coordenada, (g;;) a matriz da métrica, (¢”/) a sua inversa neste sistema

de coordenadas, por T;; = T'(0;,0;), Sij = S(0;,0;), teremos

= Z gikgﬂTijSkl-

Z"jik7l
Em particular, para uma base ortonormal {eq, ..., e,}, usando a identifica¢ao
natural dos (0, 2)-tensores com os (1, 1)-tensores, isto é: T'(e;, e;) = g(Te;, €;),

podemos escrever
(T,S) = ZTZJSW Zg Tei,e;)g(Sei, €5)
= Zg Te,,Zg (Se;, e)e;) Zg (Te;, Se;).

Por exemplo, sendo S = g, teremos (T, g) = tr(T).
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1.2 Algumas propriedades de campo de vetores conforme em
variedades Riemannianas

Precisaremos recordar também a seguinte propriedade da derivada de Lie:

para um (0, 2)-tensor 7" em (M", g), vale
(LxT)(Y, 2) = X(T(Y, 2)) = T([X, Y], Z2) = T(Y, [X, Z]),
para todos X,Y,Z € X(M). Em particular, fazendo T = g, temos
(Lxg)(Y,Z) = g(VyX,Z) + g(VzX,Y). (1.1)
Ademais, tomando o trago em , fica

tr(Lxg) = 2divX. (1.2)

Vamos considerar a definicao seguinte de campo de vetores conforme.
Definicao 1.1 Um campo de vetores X em uma variedade Riemanniana
(M™ g) é conforme, se existir uma fun¢ao diferencidvel p em M™, tal que

Lxg = 2pg. Diremos que X nao é trivial se p for nao constante.

divX
g

Observemos que, a equagao 1} mostra que o fator conforme p =
Ademais, para o que segue as variedades compactas serao consideradas sem

bordo.

1.2 Algumas propriedades de campo de ve-
tores conforme em variedades Riemanni-

anas

Nesta sec¢@o, provaremos algumas propriedades de cardcter geral de (0, 2)-
tensores e de campo de vetores conforme em variedades Riemannianas, cuja
utilidade, conforme veremos no capitulo seguinte, estd além da teoria desen-
volvida nesta seccao. Descreveremos tais propriedades através de lemas, e o

primeiro deles que nos serd muito util é:

Lema 1.1 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana munida de um campo
de vetores conforme X tal que Lxg = 2pg. Se T é um (0,2)- tensor simétrico

em M", entao temos Lx|T|*> = 2(LxT,T) — 4p|T|>.
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1.2 Algumas propriedades de campo de vetores conforme em
variedades Riemannianas

Demonstracao: Pelo caracter pontual dos tensores, basta provar este lema
para um referencial ortonormal local {es,...,e,} geodésico em um ponto ar-

bitrario p € M™. Neste caso,

Lx|T)? = EX(ZTijTij>:22Tin(Tij>
i,j 1,3

= 2 ZTU{@XT)M +T([X e, e5) + T(ei, [ X, e5])}
= 2) Ty(LxT)i; —2) Ti{T (Ve X, ;) + T(e;, Ve, X)}.

i, 12

Assim, a simetria de T nos permite deduzir que

Lx|T| AT, LxT) —2) Ti{g(Ve, X, Te;) + g(Te;, Ve, X)}

12

= AT, LxT) = 29(Vre, X, Te;) = > 29(Tes, Ve, X).

J
Em seguida usaremos a propriedade da derivada de Lie (1.1)) para escrevermos

Lx|TP? = 2T, LxT) =Y (Lxg)(Te; Te;) — > (Lxg)(Te;, Te;)

J %

= 2T, LxT) =Y 4pg(Te;, Te;),

J
que dd Lx|T)? = 2(LxT,T) — 4p|T|*. O

Uma consequéncia direta deste lema, é o corolario seguinte.
Coroldrio 1.1 Sob as hipdteses do Lema[1.4, Lx|T|* =0, se LxT = 2oT.

Agora vamos relembrar que o tensor sem traco 7' de um (0, 2)-tensor 7' em

uma variedade Riemanniana (M " g) ¢ dado por

o tr(7)
Ty =T — — — 9 (1.3)

Ademais, notemos que
tr(7T)
n

> 1
77 = |T - 9" = ITI* = ~(tx(T))*.

Sendo assim provaremos o préximo lema.
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1.2 Algumas propriedades de campo de vetores conforme em
variedades Riemannianas

Lema 1.2 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana munida de um (0,2)-
tensor simétrico T e um campo de vetores conforme X com fator conforme p.

Se LxT = 28T, entao vale:

2(8 — p)tr(T) = g(V(tx(T)), X).

2. Se tr(T') é constante nao nulo, entdo = p e EXﬁ-j = Qpﬁj.

Demonstragao: A conta é como no lema anterior, para isto seja {e1,...,e,}

um referencial ortonormal local geodésico em um ponto p € M™. Entao
Ty =Ty — T5ij-

Portanto, pela simetria de 7', temos

X() = x(T,) - 2x ()

= (LxT)y+ T(X eloeg) + Ten [X o) — 22X (0x(T)
= 9T, — T(V. X, e;) — T(er, Ve, X) — %X(tr(T))
= 208T;; — 9(Ve, X, Zg(Tej, ex)er) — g(Te;, Ve, X) — %X(tr(T))

5
= 25ng - g(vzk g(Tej,ek)eiXa 6k) - g(T6i7 ver) - #X(tr(T))

Em seguida, a conformidade de X e novamente a simetria de 7', permite

escrevermos

X(X1) = 283 T = 30V st X e0) = 3 0(Tew Ve X)
D> %X(trm)
= 2Btx(T Zg Vie, X, €x) Zg(Te,-,VeiX) — X(tx(T))
= 2ptx(T Z{g Vre, X, e:) + g(Te;, Ve, X)} — X (tx(T))
= 28tx(T) — 2,02 (Te;, e;) — X (tr(T)).
Logo,

X (t2(1)) = 2(8 — p)tr(T) — g(V(tx(T)), X). (14)
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1.2 Algumas propriedades de campo de vetores conforme em
variedades Riemannianas

o

Como tr(7") = 0, concluimos que 2(5—p)tr(T) = g(V(tr(T)), X), que completa
a prova do primeiro item. Por outro lado, se tr(7") é uma constante nao nula,

()

entao 8 = p, que implica LxT = LxT — Lxg= 2pf, finalizando a prova

do lema. ([l

Prosseguindo, vamos aplicar os resultados anteriores para o tensor de Ricci
R;;. Comecemos observando que para um campo de vetores conforme X em
uma variedade Riemanniana (M™,g) tal que Lxg = 2pg, as férmulas abaixo
foram provadas por Obata e Yano em [46], que também podem ser encontradas

em [55].

ﬁXRij = _(n - 2) (Vzp)ij - (Ap>gij7 (1'5>
LxR=-2(n—1)Ap—2Rp (1.6)
LxGiy = ~(n=2)((Vp)y ~ 5 (B)gy). (1.7

onde Gij = Rij — %gi]‘ = }G%Z]

Observacgao 1.1 Se M™ é compacta com curvatura escalar constante R e X

nao € trivial, entao a equacao nos permite inferir que -~ estd no espectro
n—1

do laplaciano em M™, portanto R € positiva. Consequentemente, deduziremos

o proximo lema.

Lema 1.3 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta com curvatura
escalar constante, munida de um campo de vetores conforme nao trivial X, tal

que LxRic = 2BRic e Lxg = 2pg. Entao, B =p e Lx|G|* = 0.

Demonstragao: Como X nao ¢é trivial e M™ é compacta, segue que R =
tr(Ric) é uma constante positiva e como Lx Ric = 28 Ric, segue do Lema
que 8 =pe LxG = 2pG. Assim, aplicando o Corolario , Lx|G]? =0, que
completa a prova do lema. 0

Para continuarmos precisaremos da definicao seguinte.

Definicao 1.2 Definimos a divergéncia de um (1,7)-tensor T em M™, como

sendo o (0,1)-tensor dado por

(divT)(vy,...,v.)(p) = tr(w = (V1) (v, ... ,vr)(p)),
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1.2 Algumas propriedades de campo de vetores conforme em
variedades Riemannianas

ondep e M"™ e (vy,...,v,) € T,M x ... xT,M.

p

Por exemplo: seja T' um (0,2)-tensor em uma variedade Riemanniana

(M", g), tomemos um referencial ortonormal local {e;,...,e,} em (M", g).

Entdo, para cada Z € X(M)
[@T)(2) = Y g((V.T)(Z)e:)
VI -T(T.2), )
- igweﬁ(m, ) = 9(T(Vo2), &)

= div(T(Z)) — Z T(Ve,Z,e;).

Logo,
div(T(Z)) = (divT)(Z) + ZT(veiz, e). (1.8)

Neste momento, convém denotarmos por I o (1,1)-tensor associado ao
(0,2)-tensor métrico g. Além disso, para T' = fg, onde f é uma fungao
diferencidvel em (M",g), teremos div(fg) = df.

Em seguida vamos considerar o (1,1)-tensor VZ em M", dado por X
VxZ, para todo X € X(M), de maneira que a equagao anterior nos permita
provar o lema seguinte, o qual veremos que sua utilidade esta além da teoria

desenvolvida neste capitulo.

Lema 1.4 Seja T um (0,2)-tensor simétrico em uwma variedade Riemanniana

(M™, g). Entdo vale
div(T(pZ)) = o(divT)(Z) + p(VZ,T) + T (Vyp, 2),

para cada Z € X(M) e qualquer func¢ao diferencidvel p em M™. Em particular,

se Z =V f, para alguma funcdao diferenciavel f em M™, entao
div(T(pV f)) = @(divT)(Vf) + o(V*f.T) + T(Vp, V f).

Demonstracao: Seja{ey,...,e,} um referencial ortonormal local em (M", g).

Pelas propriedades do operador divergente, pela equacao (|1.8)) e pela simetria
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1.2 Algumas propriedades de campo de vetores conforme em
variedades Riemannianas

de T', teremos

div(T(pZ)) = div(eT(Z)) = pdiv(T(2)) +9(Ve, T(Z))
= p(divT)(2) —|—g02g (Ve Z),e) +T(Vep, Z)

= (divT)(Z +¢Zg Ve Z,T(e)) +T(Ve, Z)
= (divT)(Z) + g&(VZZ, TY+T(Ve, Z),

para cada Z € X(M) e qualquer funcao diferenciavel ¢ em M™. O

Agora vamos utilizar as técnicas desenvolvidas por Obata e Yano em [40]
para provarmos o lema seguinte. Para isto, consideraremos que (M", g) esté
munida de um campo de vetores conforme X, com fator conforme p. Facamos

T =G, p=peZ=Vpno Lema[l.4 para obtermos
div(G(pVp)) = p(divG)(Vp) + p(V?p, G) + G(Vp,Vp). (1.9)

Além disso, combinando div(% g) = %dR com a segunda identidade de Bianchi
contraida, isto é divRic = %dR, teremos a proxima relacao

R n—2

divG = div (Ric — Eg) == dR.

Logo,

n —
4n

Por outro lado, como (G, g) = 0, deduziremos por (|1.7) que

p(divG)(Vp) = 2g(VR, Vp?). (1.10)

(LxG,G) = —(n—2)(V?p,G).

Aplicando o Lema nesta identidade, obteremos
1
(Vp,G) =~ (SLxIGP +2|GP?). (1.11)

Finalmente, substituindo as equagoes (1.10]) e (1.11]) em (1.9)), deduzimos

n—2 1

div(G(pVp)) = “—=g(VR, V) = —— (LLIGP +20GI*) + (V. V).

Como consequéncia direta desta iltima equagao e do teorema de Stokes,
vamos obter o lema seguinte, o qual no caso de curvatura escalar constante,

ja foi provado por Obata e Yano em [46].

Doravante, assumiremos que todas as variedades sao conexas, orientaveis

e de dimensao n > 3.
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1.2 Algumas propriedades de campo de vetores conforme em
variedades Riemannianas

Lema 1.5 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta munida de um

campo de vetores conforme X de fator conforme p. Entao vale:

n—2

/G(vp,vp)dM: /pQARdM+L/ (ELX\GPH/)?yGy?)dM.

Prosseguindo usaremos ([1.6) e [V2p — 222 = |V2p|? — L(Ap)? para es-

crevermos a féormula de Bochner como segue:

1 .
FAINVAI® = Ric(Vp,Vp)+ |[V2pl* +9(Vp, V(Ap))

R A 1
= G(Vp.Vp) + Vol +|V?p— {gﬁ (8

V(T 2(7£1X—R1)))
= G(Vp,Vp) + %IV,OV +|V2p - %912 - %Ap
5 9(Ve VEXE)
Como (% — n—]_%l)]VpP — n(ffl)Ap = —%_’?)Ap), podemos escrever

[Vol? + pAp)
n(n —1)

1 Ap R
SAIVo" = G(Vp,Vp) + [V — —gl* — (

1
A div(RpVp) — Lg(VR, V p?
= G(Vp,Vp) + |V~ Lg? - ( )~ 29 )
n n(n —1)
1
Ap div(RpVp) 1
_ 2 2 o 2
= G(Vp, Vo) +[Vip— =g an=1) 5, 9(VE, V)
1 .

Assim, pelo teorema de Stokes, obtemos

A |
/ (G(vp, Vo) + V2 — 2LgI2 + — (AR + £XRAp)>dM —0. (1.12)
M n 2n

Agora vamos comparar o Lema com a equacao (|1.12)) para deduzirmos

o lema seguinte.
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1.3 Uma nova caracterizagao da esfera euclidiana

Lema 1.6 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta munida de um

campo de vetores conforme X de fator conforme p. Entdao, temos

1 [y (ﬁ(%/:xyc;\? +2p|G?) +|V2p— 52912 + Ediv(pVp) + EgleAp>dM =0.

2 Jy (F5(ExG.G) + V20 — 829 + £div(pVp) + SEAp)dM = 0.

Demonstracao: O primeiro item segue de uma combinacgao direta do Lema
, da equagao e do teorema de Stokes, uma vez que div(RpVp) =
Rdiv(pVp) + %g(VR, Vp?). Enquanto que, o segundo item, decorre do Lema
¢ do primeiro. De fato, a partir deste lema temos $Lx|G|* + 2p|G|* =
(LxG, G), que completa a prova do lema. O

1.3 Uma nova caracterizacao da esfera eucli-

diana

Agora estamos prontos para demonstrar o primeiro teorema deste capitulo.

Teorema 1.1 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta com cur-
vatura escalar constante, munida de um campo de vetores conforme nao trivial
X de fator conforme p. Entao (M", g) € isométrica a uma esfera euclidiana

S™(r) se, e somente se, uma das condi¢oes sequintes for satisfeita:

1. LxRic =20 Ric.

2. LxG = 2ag.
3. LxG =2pG,
onde r = n(rgl), enquanto que o e 3 sao funcoes em M™.

Demonstracao: Para o primeiro item temos Lx Ric = 2 Ric, entao pelo

Lema , B =pe Lx|G|*>=0. Logo, pelo item do Lema
2 R
[ (208 419 2P0
v \n—2 n(n —1)

donde V?p = —%pg. Desde que R > 0, podemos aplicar o Teorema 2 de

Tashiro [54], para concluirmos que M™ é isométrica a uma esfera euclidiana
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1.3 Uma nova caracterizagao da esfera euclidiana

S”(\/%). No segundo item temos LxG = 2ag e como (G,g) = 0, o

segundo item do Lema [1.6| nos fornece

/M V% + —n(ff 1)g\2(11\4 —0.
Assim, podemos novamente aplicar o Teorema 2 de Tashiro [54] para con-
cluirmos que M™ é isométrica a uma esfera euclidiana S”(\ / %) Final-
mente, notemos que (LxG,G) = 2p|G|*> combinado com o segundo item do
Lema da a mesma conclusao do item anterior. Reciprocamente, observe-
mos que uma esfera euclidiana é Einstein, portanto as condicoes dos itens 1,

2 e 3 sao trivialmente satisfeitas. Isto completa a prova do teorema. ([l

Observemos que o caso compacto do teorema de Nagano e Yano [42] segue
deste teorema. De fato, se (M", g) é uma variedade Riemanniana compacta
Einstein, munida de um campo de vetores conforme nao trivial X de fator
conforme p. Entao, desde que n > 3, Ric = %g e Lxg = 2pg, segue-se que R
é constante e

Lx Ric = Eﬁxg = 2pEg = 2pRic.
n n

Portanto, pelo Teorema M™ é isométrica a uma esfera euclidiana S"(r).

Notemos agora que LxG = —(n — 2)(V?p — éngg) e LxG = LxRic —
1£x(Rg) implicam

LxRic = %Ex(Rg) —(n—2) (VZP - %g)
= 2p(§g) + %(ﬁXR)g —(n=2)(V - %9)

= 2p(Ric—G) + %(LXR)Q —(n=2)(V?p - %9)

1
= 2pRic+ —(LxR)g+T,
n
onde T'= —2pG — (n — 2)(V?p — %g) e tr(T) = 0.
Desta forma, vamos supor que Lx Ric = 23 Ric+T, bem como Lxg = 2pg,
onde 7" é um (0, 2)-tensor em M™. Por (1.5 e (1.6) deduzimos que

tr(T) = —2(n — 1)Ap — 26R (1.13)

LxR=1tr(T)+2(8—p)R. (1.14)
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1.3 Uma nova caracterizagao da esfera euclidiana

Em particular, se R é constante nao nula, entao
tr(T) =0« = p. (1.15)
Por outro lado, LxG = Lx Ric — %EX(Rg) e (1.14) implicam que

£xG =286 +7 - 2

(1.16)
Assim tomando o produto interno de (1.16)) por G e usando o Lema|l.1} temos
Lx|GI2 = 4(8 = p)|GI2 + 2T, G). (1.17)

A equacao permite deduzir o préximo lema.

Lema 1.7 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta munida de um
campo de vetores conforme X, onde o fator conforme € p. Se Lx Ric = 2 Ric+

T, entao vale a sequinte formula integral:

1 2 2 A,O 2 R . ﬁxR .
/M (n_2(26p|G\ +o(T,G))+|V?p - q| —|—2d1v(pr)+ o Ap)dM = 0.

Demonstragao: Primeiro notemos que implica

LLXIGI + 20 GP = 28p|GI* + (T G). (1.18)
Consequentemente, usando no primeiro item do Lema [1.6, teremos
[ (5 B0l -4p(7. ) 17%p= = a4 (¥ )+ 5 Ap) aM =,

que completa a prova do lema. O

Finalizando este capitulo, usaremos este lema para obtermos o seguinte.

Teorema 1.2 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana compacta com cur-
vatura escalar constante R. Suponha que existe um campo de vetores conforme
nao trivial X em M™, tal que Lxg = 2pg e LxRic =20 Ric+T. Setr(T) =0

e [ (20%|G)* + p(G,T))dM > 0, entio M™ € isométrica a uma esfera eucli-

n(n—1) ‘

diana S™(r), com r = =

Demonstracao: Ja vimos que o fato de p nao ser constante implica que R é

positiva, além disso por hipdtese tr(T) = 0, logo segue de ([1.15) que 5 = p.
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1.3 Uma nova caracterizagao da esfera euclidiana

Agora podemos usar o Lema para deduzirmos que |[V?p — % g|*> = 0. Por
outro lado, de 1’ Ap = —%p. Consequentemente, V2p = —n(nLil)p, a

partir do qual podemos aplicar o Teorema 2 de Tashiro [54] para concluirmos

R
n(n—1)’

que completa a prova do teorema. O

que M™ é isométrica a uma esfera euclidiana de curvatura seccional ¢ =

Observagao 1.2 Notemos que, para T = A\pG, com (24 \) > 0, a condi¢ao
do teorema anterior se verifica. Em particular, para A = —2, Lx Ric = 2,0%9,
0 que nos permite obter o resultado devido a Obata e Yano [{5]. Contudo,
para T = ag, com a # 0, temos tr(T) = an # 0, assim para que M" seja
1sométrica a uma esfera euclidiana alguma hipotese adicional serd necessaria.

De fato, seque-se da equag¢ao que B # p, logo pelo Lema basta
supormos que [, Bp|G|* > 0.
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Capitulo 2

Quase solitons de Ricci e

imersoes 1sometricas

Neste capitulo, assumiremos que todas as variedades com estrutura de
quase séliton serao completas, conexas e orientaveis, além disso, as compactas
serao sempre sem bordo. Comecemos explicando de forma mais detalhada a
definicao geral de quase séliton de Ricci considerada por Barros e Ribeiro em
[11].

Definicao 2.1 Um quase soliton de Ricci é uma variedade diferenciavel M™
munida com uma métrica Riemanniana g, um campo de vetores X e uma

fungao soliton A : M — R satisfazendo
, 1
Ric + §£Xg =g, (2.1)

onde Ric denota o tensor de Ricci de (M"™, g) e Lxg a derivada de Lie de g
na direcao de X.

Quando X ¢ o campo de vetores gradiente de alguma funcao diferenciavel
f M — R, tal variedade é chamada de quase séliton de Ricci gradiente.
Neste caso, de acordo com a equacgao , a equacao fundamental pode
ser reescrita como segue

Ric+ V*f = \g, (2.2)

onde V2f denota o hessiano de f.
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

Vamos dizer que um quase soéliton de Ricci é expansivo, estaciondrio ou
contrdatil se A < 0, A = 0 ou A > 0, respectivamente. Se \ nao tem sinal

definido, dizemos que ele é indefinido.

Ressaltamos que se A é constante a equagao refere-se a um séliton de
Ricci. E o que acontece quando X é um campo de vetores Killing e n > 3,
uma vez que neste caso a variedade é Einstein, e portanto A é constante. Além
disso, quando o campo X é nulo ou a fungao potencial é constante, o quase
soliton de Ricci é chamado trivial, enquanto que um quase séliton de Ricci
nao trivial estd associado a um campo de vetores X nao nulo ou a uma funcao

potencial nao constante.

2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase

sOlitons de Ricci

No caso de um séliton de Ricci compacto ja sabemos que sempre podemos
considerar que o campo que define o séliton é gradiente, de fato esta situacao
ja foi explicada na introdugao. No caso ndo compacto, Naber provou em [41]

que todo sdéliton de Ricci contratil é gradiente.

Para um quase soliton de Ricci gradiente localmente conformemente plano,
Catino provou em [I9], que em torno de qualquer ponto regular de f, tais
variedades sao localmente um produto warped com fibras (n — 1)-dimensionais

de curvaturas seccionais constantes.

Nesta seccao, estabeleceremos algumas propriedades e condi¢oes de rigidez
dos quase soélitons de Ricci gradiente. Para os nao gradientes, nos restrin-
giremos ao caso compacto, conforme Corolario Comecemos recordando
a férmula integral abaixo, a qual ja foi provada em [II]. Contudo, como
ja haviamos dito, apresentaremos outra prova deste fato, onde utilizaremos
uma técnica que consiste na escolha apropriada de um (0, 2)-tensor simétrico
e de um campo de vetores na variedade, para entao aplicarmos o Lema [1.4]
Ressaltamos ao leitor que tal técnica sera aproveitada para o estudo de quase

séliton de Ricci nao gradiente compacto e também de métrica m-quasi-Einstein
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

generalizada compacta, conforme veremos a frente.
Lema 2.1 Seja (M”,g, VT, )\) um quase soliton de Ricci gradiente. Entdo,
A 1 R 1
|V2f — ng|2 = —§AR + (n—1)AN+ EAf + §g(VR, V). (2.3)
Em particular, se M™ é compacta, vamos ter a sequinte formula integral

/‘V2f—ﬁg|2dM = M/ g(VR,Vf)dM. (2.4)
M n 2n M

Demonstragao: Com efeito, segue do Lema e da segunda identidade de

Bianchi contraida que
div(Vf(Vf) = (divV2f)(Vf) + |V f]
= (div(M — Ric))(V f) + |[V*f — %9‘2 + %(Af)Q
A
= Y(VAVS) - Jo(VRV) + [V - 2Ly
FL(Af) A~ B),
donde
V2 f — %912 = div(V2f(Vf)) — div( AV f) + %g(VR, Vf)+ %Af, (2.5)

ou ainda

(n—2)

A
V2 f — Yfg|2 = dw(v2f(Vf) — AV [+ %Vf) + g(VR,Vf). (2.6)

Entao, a férmula integral (2.4]) segue por integragao de (2.6). Por outro lado,

o item 2 da Proposi¢ao 1 em [I1], permite inferir que
Ric(V f) = %VR ~(n—1)VA, (2.7)
assim, pela equagao fundamental ,
div(VAf(Vf)) = div(A\Vf) — div(Ric(V[))
= Mf+g(VA V) — %AR + (n—1)AX  (2.8)

Finalmente, basta substituirmos (2.8)) em (12.5)), para obtermos ({2.3]). O
Prosseguindo, observemos que a equagao fundamental (2.2]) implica que

R R A
Ric——g+V2f:)\g——g:—fg.
n n n
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

Portanto, em todo quase séliton de Ricci gradiente, sempre teremos

. R 2 Af 2

‘ch——g} = }sz——g| ) (2.9)

n n

Em [50] Petersen e Wylie provaram que: se um séliton de Ricci gradiente

¢ Einstein, entao ou V2f = 0, ou é o séliton gaussiano. De fato, isto segue

imediatamente da equacao ([2.9)) e do Teorema 2 de Tashiro [54]. Contudo, para

um quase séliton de Ricci gradiente Einstein(com curvatura escalar constante

para o caso dois dimensional), o resultado é bem diferente. Neste caso, ocorre
que

V2f:(— al )f—l—c—%)g, (2.10)

n(n —1
para alguma constante c. De fato, desde que (M™, g,V f, \) é Einstein, pela
equacao ([2.2))
R
Vif = ()\— —>g. (2.11)
n
Por outro lado, pela equagao ([2.7))

V(%]“m\) —0.

Donde A\ + % f = ¢, para alguma constante ¢, assim basta substituirmos o

valor de A na equacao ([2.11)) para obtermos ([2.10)).

Petersen e Wylie [50] também estudaram os sélitons de Ricci estaciordrios
com curvatura escalar constante. Utilizando a mesma ideia desses autores
veremos que todo séliton de Ricci gradiente (M™, g, V f, ) estaciondrio, com
curvatura escalar atingindo um minimo, é Einstein com curvatura escalar nula.
Portanto, a funcao potencial f é tal que V2f = 0. Com efeito, pelo Lema
e pela equacao ,

2
%Af(—R) = |Ric — §g|2 + % > 0,
onde AfR = AR — g(VR,Vf). Desde que o operador Ay ¢ eliptico, segue-
se do principio do maximo forte de Hopf, que Ric = %g e R = 0. Entao,
novamente por , V2f =0, como haviamos afirmado. Ademais, se f nao é
constante, isto implica |V f| = k, para alguma constante k # 0. Desta forma,

através de um argumento tipo Cheeger-Gromoll usamos o fluxo de V f para
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

definirmos uma isometria entre (M™, g) e um cilindro R x N"~! sobre uma
hipersuperficie totalmente geodésica N"~! C M", para maiores detalhes ver

por exemplo o item (b.2) do Teorema 1.3 em [49)].

O resultado seguinte estabelece uma condicao de rigidez para um quase

soliton de Ricci gradiente com curvatura escalar constante.

Proposicao 2.1 Seja (M™, g,V f,\) um quase soliton de Ricci gradiente com

R

D) f atinge um mdzximo,

curvatura escalar constante R. Suponha que X\ +
entao esta func¢ao é constante em M™ e a funcdo soliton A satisfaz a sequinte
equacao diferencial parcial

R R?
AN A= :
+n—1 n(n—1)

Em particular, se X ou f nao for constante, entao para R > 0, M™ é isométrica

a uma esfera euclidiana.

Demonstracao: Pelo Lema 2.1

Af
gl =

n

R

Vif — —
‘ / n(n —1)

AN+ f)>0.

Como estamos supondo que )\—l—% f atinge um maximo, segue-se do principio
do méaximo forte de Hopf que

R
M=o (2.12)

para alguma constante c¢. Além disso, pela equagao fundamental ([2.2)),

R R R? R
M= Y T Ty ey B

O que prova a primeira parte. Em particular, pela equacao (2.12), A nao é

constante se, e somente se, f nao é constante. Desde que V2f = %g, a
equagao (2.9) implica que (M™, g) é Einstein. Logo, pela equagao ([2.10)),
R R
Vif = ( - — —) . 2.14
f = 1)f' te——)g (2.14)

Ademais, R > 0, caso contrario por (2.12)), A seria constante. Desta forma,
podemos aplicar o Teorema 2 devido a Tashiro em [54] para concluir que M™

¢ isométrica a uma esfera euclidiana. O
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

A Proposicao [2.1, permite-nos caracterizar as estruturas de quase séliton
de Ricci gradiente na esfera euclidiana unitaria S* C R"*!. Vamos escrever

este fato como um exemplo.

Exemplo 2.1 Para cada vetor nao nulo a € R, considere as funcoes
Ao(x) = —(x,a)+n—1 e f,(x) = =Ao(x)+c, ondec E R ex = (z1,...,Tp41) €
S® € R™! € o vetor posicio, entio (S™, g,V fa,A\a) G0 as unicas estruturas

nao triviais, de quase soliton de Ricci gradiente em S™.

Com efeito, suponha que (S™, g, V f, A) seja um quase séliton de Ricci gra-
diente nao trivial, onde g = (,) ¢ a métrica usual induzida de R"**. Como a
sua curvatura escalar R é constante e igual a n(n — 1), segue da Proposicao

2.1} que A+ f é constante e
AX+nA=n(n—1). (2.15)

Por outro lado, ji é conhecido que V?{x,a) = —(z,a)g (ver, por exemplo
[3]). Logo, a fungao A, descrita neste exemplo é tal que, A\, = n(zr,a) =
n(n—1-—X\,), isto é, A\, satisfaz a equagao . Em verdade, qualquer outra
solucao de tem esta forma. Para ver isto, suponha que A seja outra
solucao de , defina ¢ = A — A, e note que Ay = —nap, entao para algum

vetor nao nulo b € R™! teremos ¢ (z) = (z,b) (ver, por exemplo [15]). Assim

A = (z,b)+ A= (z,b) — (z,a) +n —1

= —(x,a)+n-—1,

onde @ = a — b, como haviamos afirmado. Ademais, se ¢ é uma constante,

entao para as fungoes A\, e f, = —\, + ¢, teremos
V2f, = —V?\, = V¥(x,a) = —(x,a)y,
logo
Ric,+ Vi fo = (n—1)g — (z,a)g = {(n — 1) — (z,a) }g = Aag.

Consequentemente, A = A\, e f = f,, para cada vetor nao nulo a € R**!. [
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

Nosso préoximo objetivo sera estender o Lema para quase sélitons de
Ricci nao necessariamente gradientes. Para isto, precisaremos do lema seguinte,
o qual serd uma ferramenta fundamental para aplicarmos as técnicas que ja

comecamos a desenvolver na prova do referido lema.

Lema 2.2 Para um quase séliton de Ricci (M™, g, X, \), vale
div((Lxg)Z) = 2div(AZ)) — g(VR, Z) — 2(V Z, Ric),

para todo Z € X(M).

Demonstracao: Fazendo T'= Lxg e ¢ = 1 no Lema [1.4] e posteriormente
usando a equacao fundamental (2.1)) e a segunda identidade de Bianchi con-

traida, teremos para todo Z € X(M)

div((Lx9)Z) = (div(2\] — 2Ric))Z + (VZ,2X] — 2Ric)
= 29(VNZ)—g(VR,Z) 4+ (VZ,2\I — 2Ric)
= 29(VA,Z)—g(VR,Z) + 2\divZ — 2(V Z, Ric),

que finaliza a prova o lema. ([l

Também precisaremos do lema abaixo, que é uma propriedade geral para

(0, 2)-tensores simétricos em uma variedade Riemanniana.

Lema 2.3 Para todo (0,2)-tensor simétrico T em uma variedade Riemanni-
ana (M™,g), vale
(Lz9,Ty=2(NVZ,T),

para todo Z € X(M).

Demonstracao: Basta tomar um referencial ortonormal local {ey, ..., e,} em

(M™, g), usar a equacao (1.1)) e a simetria de 7" para ver que

(L29,T) = Z(ﬁzg)z‘sz‘j = (9(VeZ,e5) + 9(Ve, Z, )T

2, i,]
= 2) 9(Ve,Z,e))Ty =2 g(Ve,Z e;)g(Tei,e5) = 2(VZ,T).0
1,7

2
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

No caso compacto, podemos usar o teorema da decomposicao de Hodge-de

Rham para decompor o campo X como segue:
X =Y + Vh,

onde Y € X(M) é tal que divY = 0, e h é a func¢do potencial de Hodge-de

Rham. Entao, teremos a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 2.2 Para um quase soliton de Ricci compacto (M”,g, X, )\) 5a0

validas as sequintes formulas integrais:
1. [y, |V2h = Ahg|PdM = =2 [ g(VR,VR)AM —  [,,(V?h, Ly g)dM
2. [, |Ric — Bg|*"aM = 22 [, g(VR, X)dM.
3. [y |V2h = 2hglPdM = =2 [, g(VR, V)M + 1 [\, |Lyg[2dM.

Demonstracao: Desde que X =Y 4 Vh, onde Y é um campo de vetores em
M™ com divergente nulo e h ¢é a funcao potencial de Hodge-de Rham, podemos

reescrever a equacao fundamental (2.1)) da seguinte forma:
Ric+ T, = M, (2.16)

onde T} = %Eyg + V2h. Além disso, tomando o traco na equacao | ,
temos Ah = nA — R. Em seguida, pelo Lema e pela segunda identidade

de Bianchi contraida,

div(T,(Vh)) = (divT,)(Vh) + (V?h, T})
= (div(M — Ric))(Vh) + (V?h, %[,yg + V2h)

1 1
= 9(VA,Vh) = 5g(VR,Vh) + IV2h|* + (V2h, 5Lva).

Como |V2h|* = |[V2h — &1 ‘ + L(Ah)?, teremos
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

div(Th(Vh)) = ¢g(VA Vh) — %g(VR, Vh) + |V?h — %gﬁ + %(Ah)Q
+(V?h, %[,yg>
= g(VA,Vh) — %g(VR, Vh) +|V?h - %gf
F2(AR) (A~ R) + (V*h, 3 Lyg)
= g(VA,Vh)+ AAh — %g(VR, Vh) — %Ah
+[V2h — %9‘2 + (V2h, %ﬁyg>, (2.17)
que integrando d4 o item
Para os itens |2| e |3| notemos inicialmente que a equacgao implica que

R R 1
V2h — A\g+ —g = —Ric+ —g — =Lyg.
n n 2
Entao,
Ah R 1 1
‘VQh — —g!z = ‘Rz’c — —g}Q + <—£yg, —£yg> + (Ric, Lyg), (2.18)
n n 2 2
ou ainda, novamente pela equagao (2.16))
1
(Ric, Ly g) + (Ric, Ly g)

)
R 1 1
— |Ric — ng = 5(V*h,. Lyg) + 5 (Ric, Ly g). (2.19)

Ah R 1
|v2h—79}2 = |Ric—gg’2—§(v2h,£yg)

Por outro lado, o teorema da divergéncia combinado com os Lemas e

mostram que
022/ (VY, Rz’c>dM:/ (Lyg, Ric)ydM. (2.20)
M M

Logo, o item [2| segue por integracao da equacao combinada com a
equagao e o item . Finalmente, o item (3| segue imediatamente da
equacao , do item [2| e por integracao de ([2.18]). U

Note que, fazendo X = V f na Proposi¢ao [2.2] obteremos o caso compacto
do Lema[2.1] Ademais, o item [2 desta proposigao jé foi provado recentemente
por Barros, Ribeiro e Batista em [9], onde eles utilizaram uma técnica diferente
da aplicada acima, e obviamente, eles ja obtiveram o item 2 do Corolario [2.1

seguinte.
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

No caso completo, nao necessariamente compacto, se o campo que define o

quase soliton admite uma decomposicao do tipo Hodge-de Rham, entao temos

n

div((gl—Ric)(Vh)) - |V2h—%g‘2+ 2;2RAh+<V2h, %ﬁyg) (2.21)

De fato, pela equagao (2.17)) deduzimos que

n

an(T(Vh) = div((A— ) Vh) + " 2RAh |92 - 2y

2
1
+<V2ha §£Y9>7

substituindo T}, = A — Ric e simplificando obteremos a equacao (2.21]), como
haviamos afirmado.
Como aplicagao da Proposicao obteremos um resultado de rigidez para

quase solitons de Ricci compactos.

Corolario 2.1 Um quase soliton de Ricci compacto nao trivial (M”, g, X, /\),
comn > 3, € isométrico a uma esfera euclidiana se, e somente se, uma das

condi¢oes sequintes for satisfeita:

1. [,,(V?h, Ric)dM = 0.

2. [, 9(VR, X)dM = 0.

3. Vh € um campo de vetores conforme.
Demonstragao: Pelo Lema temos

1 1
0= / (V2h, Ric)dM = ——/ g(VR,Vh)dM = ——/ g(VR, X)dM.
M 2 Ju 2 )

(2.22)
Assim o item [2| da Proposicao implica que (M", g) é Einstein e portanto
X é um campo de vetores conforme nao trivial que é também Ricci conforme,
entao os {tens[I] e 2| seguem do Teorema [I.1, Por outro lado, se VA for um
campo de vetores conforme, vamos ter pelos itens|l| e |3 da Proposicao 2.2, que
o campo Y é Killing, portanto a equagao (2.16)) mostra que (M", g, Vh, A) é um
quase soéliton de Ricci gradiente nao trivial, uma vez que X nao ¢ trivial, logo
o resultado segue do Corolario 1 em [I1]. Reciprocamente, a esfera euclidiana

¢ Einstein, logo as condigoes dos itens 1, 2 e 3 sao trivialmente satisfeitas. [
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

Em seguida, derivaremos covariantemente a equacao fundamental (2.2

para deduzir o préximo lema.

Lema 2.4 Para um quase séliton de Ricci gradiente (M™, g,V f,\), vale
(VzRic)Y — (VyRic)Z = Z(\N)Y =Y (N Z — R(Z,Y)V [,

para todos Z,Y € X(M).

Demonstracao: Como o tensor métrico é covariantemente constante, segue

da equagao fundamental que para todos Z,Y € X(M)
(VzRic)Y = Z(\)Y — (VzV2f)Y. (2.23)
Por outro lado, a definicao do operador V2 f permite deduzir que
(VZV2)Y =V,VyVf—Vy,yV/ (2.24)

Assim, por (2.23)) e (2.24)), temos

(VzRiC)Y — (VyRZC)Z = Z()\)Y — Y()\)Z - Vzvny + Vyv2Vf
+Vizv\Vf
= ZOWY —=Y(\Z - R(Z,Y)V/,

que finaliza a prova do lema. [l

Para o que segue, vamos dizer que um quase séliton de Ricci gradiente nao
trivial é radialmente plano, se a sua curvatura seccional satisfaz: sec(Z,Vf) =
0, para todo Z € X(M). Exemplos dessas estruturas podem ser encontradas

em [49].

Proposicao 2.3 Nao existe quase soliton de Ricci compacto gradiente, radial-

mente plano e com tensor de Ricci de Codazzi.

Demonstracao: Suponha que (M™, g, Vf, \) seja um quase séliton de Ricci

compacto nao trivial. Além disso, admita que ele é radialmente plano, entao

pela equagao (2.7)), temos

1
0= VR~ (n—1)VA (2.25)
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2.1 Rigidez e algumas propriedades dos quase solitons de Ricci

Por outro lado, desde que o tensor de Ricci é de Codazzi, o Lema nos

permite deduzir que
ZAN)Y =Y (NZ =R(Z,Y)V, (2.26)

para todos Z,Y € X(M).

Tomando Y = V f e Z unitério, ortogonal a V f na equagao , deduzi-
mos que g(V f, V) = 0, assim pela equacao (2.25)), g(VR, V f) = 0. Portanto,
se n > 3 e f nao é constante, podemos aplicar o Corolério para deduzirmos
que M™ é isométrica a uma esfera euclidiana, o que contradiz o fato de (M™, g)
ser radialmente plana.

Para o caso n = 2, desde que Ric = %g teremos VzRic = %Z(R)g, para
todo Z € X(M), entdao R é constante, uma vez que o tensor de Ricci é de
Codazzi. Ademais, pela equacgao , A também é constante. Consequente-
mente, podemos aplicar o principio do maximo forte de Hopf para ver que f

é constante, uma vez que Af = 2\ — R, novamente uma contradicao. U

Observacao 2.1 A equacdo mostra que em todo quase soliton de Ricci
gradiente nao trivial radialmente plano, temos a sequinte relacao entre a cur-

vatura escalar R e a funcdo soliton X,
R=2(n—1)A+c¢,

onde ¢ € uma constante. Em particular,
Af=2-n)A—c

Se além disso, \ tiver sinal definido, entao nao podemos supor que |V f| €
LY(M), caso contrdrio, pelo teorema de Yau [57], (2 —n)\ = ¢, logo X\ e R
seriam constantes, donde deduziriamos do Lema que V2f = 0, portanto
IV f| = k, para alguma constante k # 0, e assim (M™,g) seria isométrica a
um cilindro R x N"~1 sobre uma hipersuperficie totalmente geodésica N"~' C
M™, o que seria um absurdo, uma vez que o fato de |V f| € LY(M) implica

vol(M) < oo.
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2.2 Imersoes isométricas de quase solitons de Ricci

2.2 Imersoes isométricas de quase sélitons de
Ricci

Recentemente, em [38] Mastrolia, Rigoli e Rimoldi provaram que: um
soliton de Ricci gradiente contratil minimamente imerso em um espago eu-
clidiano é totalmente geodésico. De fato, s6 pode ser o séliton gaussiano, uma
vez que todo soliton de Ricci gradiente contratil é uma solucao anciente do
fluxo de Ricci, portanto tem curvatura escalar nao negativa, ver [21], por outro
lado, desde que ele esteja minimamente imerso em um espaco euclidiano, a sua
curvatura escalar nao é positiva, entao sé pode ser nula. Logo, pelo Lema

V2f = \g, e o resultado segue do Teorema 2 de Tashiro [54].

Contudo vamos observar que alguns cuidados devem ser tomados quando
consideramos imersoes de solitons ou quase sélitons, este serd o contetdo do
primeiro teorema desta seccao. Antes disso, apresentaremos os preliminares

para provarmos nossos resultados.

Comecemos considerando uma variedade Riemanniana n-dimensional ori-
entavel M™ isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana (n + p)-

dimensional M™*?. Relembremos que a equagao de Gauss é dada por

(RIX,Y)Z, W) = (ﬁ(X, YVZ, W)+ {(a(X, W), a(Y,Z)) — (X, Z),a(Y,W)),

(2.27)
onde a : X(M) x X(M) — X(M)* é a segunda forma fundamental de M",
R e R sdo os tensores curvaturas de M™ e M"+P , respectivamente. O vetor

curvatura média H(x) de tal imersdo em = € M", é definido por

H(z) = L > alei ),

n -
=1

onde {ey,...,e,} é uma base ortonormal de T, M. Ademais, tomando o traco

na equacao de Gauss, deduzimos a curvatura escalar R de M"™ como segue

R= Z (eirej)ej, ;) +n’|H|* — Z la(es, e)]? (2.28)

7]

Quando a codimensao p é igual a 1 e a variedade ambiente M™*! é uma

forma espacial de curvatura seccional constante ¢, é til introduzir o operador
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2.2 Imersoes isométricas de quase solitons de Ricci

® = A — HI, onde I e A denotam, respectivamente, o operador identidade

sobre X(M) e o operator de forma dessa imersao. Assim, temos
tr(®) =tr(A—HI)=0
e o quadrado da norma de Hilbert-Schmidt de ®, é
D> = tr(®?) = |A|* — nH?

Em particular, |®]? > 0, e a igualdade ocorre se, e somente se, M™ é totalmente

umbilica.

Observemos que a equacao de Gauss pode ser escrita, em termos de ,

Como segue

RX,Y)Z = (c+H){(X,2)Y —(Y,2)X}+ (®X, 2)dY — (dY, Z)dX
+H{(®X, Z)Y — (Y, Z)®X + (X, Z)®Y — (DY, Z) X},

para todos X, Y, Z € X(M). Portanto, tomando o trago nesta ultima equacao,

obtemos que o tensor de Ricci de M™ é dado por
Ric(X,Y) = (n—1)(c+ H){X,Y) + (n — 2)H(®X,Y) — (dX, ®Y), (2.29)
ou, em termos de A,
Ric(X,)Y)=c(n —1)(X,)Y) +nH(AX)Y) — (AX, AY), (2.30)
para todos X,Y € X(M). Assim, tomando o trago em e (2-30)), obtemos

R=n(n—1)(c+ H?) — |®? (2.31)

R=n(n—1)c+n*H* - |AP (2.32)
Também precisamos recordar que toda subvariedade umbilica de uma forma
espacial tem vetor curvatura média paralelo.
O lema seguinte, segue do teorema de Stokes e da Proposi¢ao 1 em [16].

Lema 2.5 Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa e orientdvel. Se
X € X(M) € tal que | X| € LY(M) e divX nao muda de sinal em M™, entdo
divX =0 em M™.
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2.2 Imersoes isométricas de quase solitons de Ricci

Nosso primeiro resultado mostra algumas condigoes para a inexisténcia de
imersao minima de um quase séliton de Ricci em uma variedade Riemanniana.

Mais precisamente, temos o seguinte.

Teorema 2.1 Seja ¢ : M™ — M"™P uma imersdo isométrica de um quase
séliton de Ricci (M™, g, X, \) em uma variedade Riemanniana M"™P de cur-

vatura seccional k. Temos os sequintes casos:
1. Se |X| € LY(M), k<0 eX>0, entio ¢ nio pode ser minima.
2. Se|X| € LY(M), k<0 eX>0, entio ¢ nio pode ser minima.

3. Se|X| € LYM), k<0, X>0 ey éminima, entio A =0 e M™ ¢ plana

e totalmente geodésica.

4. Se M ¢ completa, sup,,; | X| < oo, E<O0eA>c> 0, onde c € R, entao

© nao pode ser minima.

Demonstracao: Se (M™, g, X, \), A > 0, estd minimamente imerso em uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional k < 0, entao concluimos pela
equagao (2.28) que R < 0. Logo, por contracao da equagao (2.1) teremos
divX =n\ — R > 0, que contradiz o Lema 2.5 desde que |X| € £(M). Por
outro lado, se k<0Oe\ > 0, ainda obtemos divX = nA — R > 0, novamente

uma contradi¢ao, que prova os dois primeiros itens.

Para o terceiro item, inicialmente vamos notar que os dois itens anteriores
implicam que E, A e R devem se anular em algum ponto de M", caso contrario
nao existiria tal imersao. Em verdade, veremos que estas funcoes sao nulas.
Para isto, seja x € M" e {ey,...,e,} uma base ortonormal de T, M. Como

k<0 e a imersio é minima, teremos por 1’
n . n
R = Z k<€i7 ej) - Z ’Oé(eia ej)|2 <0.
i, 12

Por outro lado, A > 0, implica divX = n\ — R > 0. Desde que |X| € L}(M),
deduzimos pelo Lema que 0 > R = n\ > 0, assim R = A = 0. Logo,
E(ei, e;) = |a(e;, ej)| =0 em M", parai,j =1,...,n. Consequentemente, M"

é totalmente geodésica e plana, o que completa a prova do terceiro item.
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2.2 Imersoes isométricas de quase solitons de Ricci

Nas condigoes do item quatro, teremos pelo Teorema 1 em [10] que (M™, g)
é compacta e tem grupo fundamental finito. Agora, assumiremos a existéncia
de um quase soliton de Ricci compacto, com A > ¢ > 0, minimamente imerso
em uma variedade Riemanniana completa de curvatura seccional nao positiva,
entdao por Frankel [29] vamos concluir que o quase séliton tem grupo funda-
mental infinito, que é uma contradicao. OJ

No proximo teorema, através de uma condicao algébrica sobre a funcao
séliton A, classificaremos os quase sélitons isometricamente imersos em um

espaco de curvatura seccional constante.

Teorema 2.2 Seja (M", g, X, \) um quase sdliton de Ricci isometricamente
imerso em uma variedade Riemanniana M™*? de curvatura seccional constante

c. Temos os sequintes casos:

1. Se |X| € LY (M) e X > (n— 1)c+ n|H|?, entao (M",g) € totalmente

geodésica, com A = (n — 1)c.

2. Se M™ é compacta e X\ > (n — 1)c + n|H|?, entdo M™ ¢é uma esfera

totalmente geodésica de S"P, com X =n — 1.

3. Se|X| € LY(M),p=1¢eX>(n—1)(c+ H?), entio M™ € totalmente
umbilica. Em particular, a curvatura escalar R = n(n— 1)k é constante,

onde k = % ¢ a curvatura seccional de (M™,g).

Demonstragao: Desde que o espago ambiente tem curvatura seccional cons-

tante ¢, teremos pela equagao (2.28)) que

R=n(n—Lc+n’[H =Y |a(e;, ;)] (2.33)

1,3
Isto, juntamente com a hipotese sobre A, implica que
divX =nA— R=n{\— ((n—1)c+n|H|*)} + Z la(es, ef)]? > 0. (2.34)
i,J
Assim, novamente podemos aplicar o Lema para obtermos divX = 0 em

M™. Logo, da equagao (2.34), concluimos que M™ é totalmente geodésica e
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2.2 Imersoes isométricas de quase solitons de Ricci

A= (n—1)c. Se M™ é compacta, como é totalmente geodésica, entao o espago

ambiente é uma esfera S"*?, que prova os dois primeiros itens.

Para o terceiro item, inicialmente vamos deduzir de (2.31)) que
divX =n{\— (n—1)(c+ H*)} + |®* > 0. (2.35)

Portanto, mais uma vez vamos aplicar o Lema 2.5 para obtermos divX = 0
em M™. Usando ({2.35) concluimos que A = (n — 1)(c+ H?) e |®|? = 0, isto &,
M™ é toltalmente umbilica. Assim, a equacao de Gauss permite deduzirmos
que k — ¢ = H?, onde k é a curvatura seccional de M™, que é constante, pois
M™ é umbilica. Por fim, notemos que k = c+ H? = -2~ ¢ R =n\ = n(n—1)k.
O

O préximo teorema é uma aplicagdo do Coroldrio 2.1 e da férmula de

Simons.

Teorema 2.3 Seja (M", g, X, \), n > 3, um quase soliton de Ricci nao trivial,
imerso minimamente na esfera euclidiana unitdria S C R"*2. Suponha que
R > n(n —2) e a norma da sequnda forma fundamental atinge wm mdzimo,
entao M™ € isométrica a uma esfera euclidiana com estrutura de quase soliton

descrita no Exemplo[2.1]

Demonstragao: Como a imersao é minima segue de (2.32) que R = n(n —
1) — |A]%. Desde que R > n(n — 2) vamos deduzir que |[A]*> < n em M".

Portanto, pela férmula de Simons [52], temos
A[AP? = [VAP + (n — |AP)|A] = 0,

logo, pelo principio do maximo forte de Hopf, VA = 0, que implica M"™ com-
pacta pelo Teorema 4 de Lawson [34]. Ademais, R é constante, ou igual a
n(n — 1), ou igual a n* — 2n. Usando o Coroldrio obtemos que M" é

isométrica a uma esfera euclidiana, assim R = n(n — 1). O resto é como no

Exemplo 2.1} O

Aproveitando que estamos falando de imersoes isométricas, usaremos o
principio do maximo de Omori-Yau e as técnicas utilizadas por Alencar e Do
Carmo em [2], e também por Alias e Martinez em [5], para provarmos nosso

préximo teorema.
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2.3 Uma aplicacao do principio do maximo de

Omori-Yau

Comecemos estabelecendo a notagao seguinte. Seja M"™ uma hipersu-
perficie completa imersa em uma forma espacial 1\73“, com curvatura média
constante H. Para cada H e p, 1 < p < &, vamos considerar o seguinte
polindémio:

) = 22 n(n — 2p)
Pugle) ="+ pn(n —p)

Desde que ¢+ H? > 0, Py ,(z) tem tnica raiz nao negativa dada por
NZD
2y/p(n —p)

O que é suficiente para enunciarmos o seguinte teorema.

|H|z — n(c+ H?).

Biyp = (v/n2H? + 4p(n — p)c — (n — 2p)|H|).

Teorema 2.4 Seja M"™ uma hipersuperficie completa imersa em uma forma
espacial ]\Z”“, com curvatura média constante H. Suponha em adicao que
M™ tem duas curvaturas principais distintas com multiplicidades p e (n — p),
1 <p < 5. Além disso, assuma que H? -1 >0, caso c = —1. Entao
supys |®| > Bpu,. Em particular, a igualdade vale e este supremo € atingido

em algum ponto de M™ se, e somente se,
1. ¢ =0, M™ é isométrica a S*P(r) x RP, para algum r > 0.

2. ¢ =1, M"™ é isométrica a S"P(r) x SP(v/1—1r2) , para algum r, 0 <

r? < =P onde r* = =L se, e somente se, H = 0.
3. ¢c=—1, M"™ ¢éisométrica a S*P(r) x HP(—+/1 + 12), para algum r > 0.

Demonstracao: Primeiramente, observemos que para H? + ¢ = 0, temos
By, = 0, assim sup,,; |®| > Bp,. Ademais, se sup,; |®| = +oo a desigual-
dade desejada é trivialmente satisfeita. Logo, basta analisarmos o caso onde

sup,, |®| < +oo e H? + ¢ > 0 (note que estamos supondo que isto acontece

se ¢ = —1). Para isto, seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal que diago-
naliza ® em cada ponto de M", isto ¢, Pe; = Nje;, com A\ = -+ =\, = pe
Ap1 = ... = A\, = v. Entao

(n—p)v+pu=0, (2.36)
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(n—p* +pp® = |, (2.37)
(n—p)v* +pu’® = tr(®?%), (2.38)

de e , temos
,u:—n_py e v=+= +|<I>| (2.39)

Por (2.39)) e (2.38)), obtemos
)3
tr(®%) = ((n —p) — (n—p) >V3

= n(n—p)(2p— n)];

(2p —n)
pn(n — p)

= + |D°. (2.40)

Agora, usando a férmula de Simons para o laplaciano da funcao |®|?, ver

[43], temos
1
5A\<I>|2 = |V®|? + nHtr(®*) — |®*(|®|* — n(c+ H?)). (2.41)
Assim, por (2.41)) e (2.40)), e observando que 2p — n < 0, deduzimos que
1
FAIRP = [V +nHtr(27) — [[*(|B[ — n(c + H?))
> |VOP —n|H||tx(2%)] — [@F (| — n(c+ H?))
-2
= v~ I e jep(ef - (e + 1)
vpn(n —p)
n(n — 2p) 2
= [VO]* — [o*(|2]* + ————=I|H||®| - n(c+ H?)
( vpn(n —p) )
> —[®*Pry(|@)). (2.42)

Como H é constante e sup,, |P| < +o00, a equacao (2.29) e a desigualdade de
Cauchy permitem deduzir que a curvatura de Ricci é limitada por baixo, logo
podemos aplicar o principio do maximo de Omori-Yau para a funcao |®|, o

qual garante a existéncia de uma sequéncia de pontos {xy }rey em M™ tal que
. 1 1
lim |®[(z) = sup [®], [V|®[(zx)] < e Al®|(zx) < 1

Por outro lado,

wx) + V]| (i)

—~

1
SAIRP () = [2](z)Al

1

< [0l + 7 (2.43)

el e
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Comparando ((2.43)) e (2.42)), obtemos

9](a1) 7 + = > AP (i) > 200 P (r) Py (1] )

Tomando o limite, fica

0 > —2(sup |®])* Py, (sup | ®|),
isto é,

(sup |®|)* Py, (sup |®]) > 0.

Consequentemente, sup |[®| > 0 e portanto Py ,(sup|®|) > 0, que implica
sup |®| > Bp,. Caso contrério, isto é, se sup |®| = 0, entdo |®| = 0 e a
hipersuperficie seria totalmente umbilica, que contradiz o fato de M" ter duas
curvaturas principais distintas, o que prova a primeira parte.

Em particular, se sup |®| = By, entao Py, (|®|) < 0 assim de temos
AlDP> > |[VP|? — |92 Py,(|®|) > 0. Desde que este supremo é atingido em
algum ponto de M™, concluimos, pelo principio do maximo forte de Hopf, que
|®|2 ¢é constante, além disso 0 = V® = VA, donde deduziremos pelo Teorema
4 devido a Lawson [34] que:

(1) caso ¢ = 0, M™ ¢ isométrica a S¥(r) x R** para algum r > 0, e
kE=1,...,n—1. Além disso, para uma escolha apropriada do campo de

vetores normais, temos
1
/\1:...:)%:; e N1 =...= X, =0.

Assim, nH =% e |A]? = & logo
T T

n(n — k)
k

n
By = /- _pp|H|. (2.45)

Entao, |®| = By, se, e somente se, k = n — p, que prova o primeiro item.
(2) caso ¢ = 1, M™ é isométrica a S*(r) x S"7*(y/1 —r2), para algum

0<r<1 el <k< 3. Novamente, vamos escolher o campo de vetores

1B = H]|. (2.44)

Por outro lado,

normais, de modo que

V1—1r2 r
M=...= \p = ——— A = ... .=\ = —.
1 k , € E+1 m
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2.3 Uma aplicagao do principio do maximo de Omori-Yau

Assim, ,
nr<—k
o= e (240
e
A2 = nrt + k — 2kr?
(1 —r2)
logo
k(n —k
o = VYRR (2.47)

ry/n(l —r?)

Em seguida, vamos usar a equagao ([2.46|) para ver que

2 2k + nH? &+ |H|\/n?H? + 4k(n — k)
2n(1+ H?) ’

onde o sinal + ou — é escolhido de acordo com o fato de r* > £ ou r? < £,
respectivamente. Consequentemente, se H = 0, r = \/g e |®| = /n = By,.
Assim para k = n—p, temos o toro de Clifford minimo S”_p(, / %) X Sp(\/g).

Em geral, temos para k =n —p

n
b= (T )£ (- ) H]), (249
2/p(n —p)
com o mesmo critério para a escolha do sinal. Em particular, |®| = By,

quando r* < =2 e |®| > By, quando r > £ que prova o segundo item.
(3) caso ¢ = —1, M™ é isométrica a S¥(r) x H"*(—+/1 + r2), para algum
r>0,k=1,...,n—1. Mais uma vez, para uma escolha apropriada do campo

de vetores normais, temos

1 2
I W e VI

Assim, ,
nre 4+ k
H=—— 2.49
nry/1+r? (2.49)
e
A2 = nrt + 2kr? + k
(1 42)
logo
k(n—k
o = YR k) (2.50)
ry/n(l+12)
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2.3 Uma aplicagao do principio do maximo de Omori-Yau

Agora, a equacgao (2.49) permite deduzir que H? — 1 > 0 se, e somente se,
n(2k —n)r* + k* > 0.

Ademais

n?(H? — D)r* + n(nH? — 2k)r* — k* = 0.

) _ 2k —nH?+ H+/n2H? — 4k(n — k)

" on(H? — 1)

(2.51)
Assim para k = p, temos H2 —1 > 0 se, e somente se, 72 < n(np—jzp), com p # 5.
Além disso, segue-se de ([2.51]) e (2.50) que
vn
@] =

24/p(n —p)

(\/n2H2 —4p(n —p)+ (n — 2p)H) > B,

Finalmente, para k = n — p, temos H? — 1 > 0 para todo r > 0, e novamente

de (2.51) e (2.50), temos
vn
B = ——

2¢/p(n —p)

(v/n2H? — 4p(n — p) — (n — 2p)H) = By,
que finaliza a prova do teorema. 0]

Observagao 2.2 Cabe ressaltar que jd foi provado por Wu em [56] que o toro
de Clifford é, a menos de isometria, a unica hipersuperficie completa imersa
em S™*L, com curvatura média constante H e tendo duas curvaturas principais
distintas com multiplicidades p e (n —p), 2 < p < n — 2. Ademais, o caso

p =1 do Teorema ja foi estudado por Alias e Martinez em [5)].
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Capitulo 3

Meétrica m-quasi-Einstein

generalizada

Recentemente, Catino em [19] introduziu uma nova classe de métrica Rie-
manniana, que sao generalizacoes naturais das métricas de Einstein. Mais
precisamente, ele definiu que uma variedade Riemannaina completa (M", g),
com n > 2, é uma quasi-Einstein métrica generalizada, se existem funcoes f,

A e pem M, tais que
Ric+ V2f — udf @ df = \g. (3.1)

Em seguida Barros e Ribeiro em [I3] consideraram o caso particular em que
1 d < , , . . , .

p = -, onde 0 < m < oo ¢ um numero inteiro, neste caso ¢ conveniente

chamarmos (M™, g, V f, A\, m) de métrica m-quasi-Einstein generalizada. Neste

mesmo artigo eles apresentaram uma familia nao trivial de tal estrutura na

esfera euclidiana unitaria S™, que descreveremos agora.

Exemplo 3.1 Sobre a esfera euclidiana unitdria (S, g), n > 2, considere a
sequinte fungao

f=-mln(r — %), (3.2)

onde T € (%,—l—oo) € um numero real e h, € a funcao altura com respeito a

algum vetor unitdrio firado v € R™*!. Desde que V?h, = —h,g, teremos

1 R,
sz—gdf®df:—m7_h_vg.

n
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3.1 Rigidez de métrica m-quasi-Einstein generalizada compacta

hy

7—ho
n

Assim, considerando A = (n—1) —m g, obteremos que (S", g,V f,A\,m) €

uma estrutura nao trivial de métrica m-quasi-Einstein generalizada em (S™, g).

Motivados por este exemplo e pelas técnicas desenvolvidas acima, fica facil
analisar a situacao que descreveremos abaixo. Antes disso, vamos observar que
todas as variedades consideradas neste capitulo serao conexas, orientaveis, e

as compactas serao sempre sem bordo.

3.1 Rigidez de métrica m-quasi-Einstein gene-

ralizada compacta

Comecemos observando que, quando m é finito, podemos considerar a

~ ~ _r ~
funcao nao constante u = e~ w. Entao temos

1
Vu=——e mVf. (3.3)
m

1
2y = —V2f + —df ® df. (3.4)
u m

Consequentemente, a equagao ([3.1)) pode ser reescrita como segue
m
Ric — —V?u = \g. (3.5)
u
Tomando o trago em ((3.5]), obtemos
Au= (R —n)) (3.6)
u=—(R—n\). .
m

Além disso, as equagoes (3.5) e (3.6) permitem deduzir que
R A
Ric — —g = @(V2u — —ug) (3.7)
n

u n

A equacgao prova que toda métrica m-quasi-Einstein compacta
(M™ g,V f,A\,m), com curvatura escalar constante, é trivial(ver Case, Shu
e Wei [18]). No entanto, quando A nao é constante, o Exemplo mostra que
tal fato nem sempre ocorre, em verdade, provaremos que, a menos de cons-
tantes, f é como neste exemplo. Para isto, comecemos provando a proposi¢ao

seguinte.
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3.1 Rigidez de métrica m-quasi-Einstein generalizada compacta

Proposicao 3.1 Seja (M"™, g,V f,\,m) uma métrica m-quasi-FEinstein gene-

- _E . . . .
ralizada compacta. Para uw = e~ w, sao vdlidas as sequintes formulas integrais:

1, 2|V — AuglPdM = — 2 [ (R, Vu)dM.
2 [ 2| VPu = S dM = ©2 [ (2|Vuf? — g(VA, Vu))dM

Demonstracao: Fazendo T' = V u, 9o =1e Z=Vuno Lema , teremos

pela segunda identidade de Bianchi contraida que
div(%VQU(Vu)) = (div%VQU) (Vu) + T|V2u|2

= (div(Ric — \I))(Vu) + (|V2u——g| +1 Au)?)

= —g(VR,Vu)—g(V\, Vu)+ —‘Vgu - —g‘
l(Au)EAu
n Uu

= —g(VR,Vu) — g(V\,Vu) + —\v%— —g\

g(VR,Vu) + RAu — div(AVu) + ‘VQU - —g!

que integrando d4 o resultado do primeiro item. Para o segundo item, fazendo
T = Ric, p = 1 e Z = Vu no Lema (1.4, em seguida usando a segunda
identidade de Bianchi contraida e a equacao (3.5)), deduzimos que

div(Ric(Vu)) = (divRic)(Vu) + (V?u, Ric)
1
= 59(VR, V) + \u + %|V2u|2,

que integrando obtemos

L / g(VR, Vu)dM = / 9(VA, Vu)dM — / Tw2updM. (3.8)
2 m M MU

Substituindo (3.8)) no item [I} obteremos o segundo item. O

Como aplicacao temos o seguinte resultado de rigidez.

Teorema 3.1 Seja (M™, g,V f,A\,m), n > 3, uma métrica m-quasi-Einstein
generalizada compacta nao trivial, com m finito. Suponha que Ly, R >0, com
u = e~%. Entdo, (M™ g) € isométrica a uma esfera euclidiana S™(r) e, a

menos de uma constante, f é dada por .
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Demonstracao: Primeiramente, notemos que m finito e f nao constante
implicam » nao constante por . Por outro lado, Ly, R > 0 e > > 0
implicam pela Proposicao que Vu é um campo de vetores conforme nao
trivial. Agora estamos em condigoes de aplicarmos o resultado obtido no
Teorema 1 de Barros e Ribeiro [13] para concluirmos a prova de nosso teorema.
De fato, por , (M™, g) é Einstein, entao basta usarmos o Teorema|l.1|para

concluirmos que (M™,g) é isométrica a uma esfera euclidiana S"(r) de raio

r= %. Além disso, por 1) teremos

donde
n

portanto, Au = h, onde h, é a funcao altura com relagdo a algum vetor

v € R™™! (ver, por exemplo [I5]). Por outro lado,

Ah, = —nh,,
o que implica A(u + h—;) = 0. Consequentemente, u = ¢ — h—n“, para alguma
constante ¢, o que implica f = —mIn(c — f;—“) O

3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-

Einstein generalizada

Nesta seccao utilizaremos as técnicas desenvolvidas na demonstracao da
Proposigao 2.2 para provarmos resultados andlogos para uma métrica m-

quasi-Einstein generalizada compacta, na situagao mais geral abaixo.

Definicao 3.1 Dizemos que uma variedade Riemanniana (M", g) é uma
métrica m-quasi-Einstein generalizada, se existe um campo de vetores X e

uma funcgao diferencidvel A : M™ — R, satisfazendo
1 L b
Ric+ -Lxg— —X @ X’ = Ag, (3.9)
2 m

onde 0 < m < oo € wm nimero inteiro, enquanto que X’ é a 1-forma associada

ao campo X e Lxg denota a derivada de Lie de g na direcao de X.
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Quando m = oo, a equagao (3.9)) refere-se a um quase séliton de Ricci.
No caso em que A é constante vamos nos referir a (M™, g) simplesmente por

meétrica m-quasi-Einstein.

Em particular,
1
Ric(X, X) + g(Vx X, X) = —|X|* + N X% (3.10)
m
Além disso, tomando o trago na equacao (3.9) deduzimos que

1
R+ divX — —|X|* =n\. (3.11)
m

Alguns exemplos interessantes foram mostrados recentemente por Barros,

Ribeiro e Silva em [14]. Dentre eles destacaremos o seguinte:
Exemplo 3.2 Consideremos
$* = {(z,w) € C* [’ + |w]* = 1}

munida com uma familia de métricas

4 472
gur(XY) = = [(XY) + (== = ) (X, V)Y V),
onde (,) denota a métrica euclidiana em S*, V.., = (iz,iw) para cada

(z,w) € S* e k, T sdo nimeros reais, com k > 0 e T # 0. Escreveremos
S . para denotar a esfera de Berger (S°, g..). Neste caso os autores em [1]]
consideraram o campo de vetores E3 = =V, para deduzirem o tensor de Ricci

de S3 _ como seque:

Ricy, , — (47'2 - /Q)Eg ® Eg = (k — 27'2)9,”.

Desde que E3 € um campo de vetores Killing, vamos definir X = \/m(412 — k) E3

e considerar A = k — 272 para deduzirmos que
1

1
Ricy, . + =Lxgur — —X" & X" = Agur,
' 2 m

que € uma estrutura nao trivial de m-quasi-Einstein métrica em S? _.
Neste exemplo quando k = 4 e 7 = 1, temos que S}, é a esfera com a

métrica euclidiana, que é Einstein, além disso X é nulo. De fato, isto é bem

mais geral, conforme veremos a frente.

Em seguida analisaremos o caso em que (M™, g) é Einstein e o campo X é

conforme. Para tanto, precisaremos do lema abaixo.
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Lema 3.1 Seja X wum campo de vetores em uma variedade Riemanniana
(M™,g), tal que (X*® X°) = Bg+T, para alguma funcio 5 : M — R e algum
(0,2)-tensor T em M™. Se T tem trago nulo, entao 8 = +|X|* = =T(Z, Z),

para todo campo de vetores unitarios Z € X(M), ortogonal a X .

Demonstragao: Desde que tr(T) = 0, tomando o traco na equacio (X’ ®
X") = Bg + T, obtemos 8 = 1|X|?>. Agora notemos que (X’ ® X’)(Z,Z) =
g(X, Z)?, para todo Z € X(M). Por outro lado, (X’ ® X°)(Z,2) = B|Z|* +
T(Z,7), portanto tomando Z unitario ortogonal a X, deduzimos que =

—T(Z,7), que finaliza a prova do lema. O

Observagao 3.1 Segue-se imediatamente deste lema e da equagao que:
se (M™, g, X, \,m) € uma métrica m-quasi-Einstein generalizada, com m finito,

(M™, g) Einstein e X um campo de vetores conforme, entao X ¢é nulo.

No caso de métrica m-quasi-Einstein compacta com X conforme, vere-
mos no Corolério que ele deve ser Killing. Em particular, se for gradi-
ente sera trivial. Por outro lado, uma métrica m-quasi-Einstein compacta

(M™ g, X,\,m), n > 3, é trivial, se for Einstein, de acordo com o Teorema
3.2 a frente.

Lema 3.2 Para um campo de vetores X em uma variedade Riemanniana
(M™,g), vale

div( X’ ® X°) = divX. X" + (Vx X)’. (3.12)
Em particular, quando X = V f, para alguma funcdo diferencidvel f em M",

teremos

div(df @ df) = Af.df + %d|Vf|2. (3.13)

Demonstracao: Pelo caracter pontual dos tensores basta provarmos a equacao
(3.12) para um referencial ortonormal geodésico {e,...,e,} em um ponto ar-
bitrario p € M™. Vejamos, pela equagao (1.8)), teremos

(div(X° ® X*))(Z2) = div((X" @ X°)(2)) = ) (X’ @ X°)(V.,Z,e)

- Z 9(Ve (X" ® X*)(Z),e;) — Z 9(X, Ve, Z)g(X, e)

= Y9Vl (X’ @ X)(2).c) ~ g(X.VxZ),  (3.14)
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

para cada Z € X(M). Por outro lado, derivando com relacao a e; a equagao
g((Xb ® Xb)(Z)> 6i) = g(X> Z)g(Xa ei)> deduzimos que
g(vei(Xb ® Xb)<Z)v ei) = (g(vein Z) + g(X> Vez‘Z))g(X’ 6,’)
_’_g(verv BZ)Q(X, Z)
= g(vg(Xﬁi)eiX’ Z) + g(X7 vg(X,ez')ez'Z>
+9(Ve, X, e)9(X, Z). (3.15)
Agora basta substituirmos (3.15)) em (3.14)) para obtermos a equagao (3.12]).0]

Em seguida estenderemos o Lema para uma métrica m-quasi-Einstein

generalizada.

Lema 3.3 Para uma métrica m-quasi-Finstein generalizada, vale
1
div((Lxg9)Z) = 2div(\Z + —(X" ® X°)(Z)) — g(VR, Z) — 2(V Z, Ric),
m
para todo Z € X(M).

Demonstracao: Fazendo T' = Lxg e ¢ = 1 no Lema [1.4] e posteriormente

usando a equagao (3.9) e a segunda identidade de Bianchi contraida, teremos
2
div((Lxg)Z) = (div(2AI — 2Ric + EXb ® X")(Z) + (VZ,2)\g — 2Ric)
2
+=(VZ, X" ® X’)
m
= 29(VA\,Z)—g(VR,Z)+ (VZ,2\g — 2Ric)
2
— ((dz‘v(Xb X)) (Z)+ (VZ X' ® Xb>>
= 29(VN\,Z) —g(VR,Z) + 2\divZ — 2(V Z, Ric)
2
+—div((X" ® X°)(2)),
m
para todo Z € X(M). O

No caso de métrica m-quasi-Einstein generalizada compacta, podemos con-

siderar a decomposicao seguinte:
X =Y + Vh,

onde Y € X(M) é tal que divY = 0, e h é a funcgao potencial de Hodge-de

Rham. Sendo assim, podemos reescrever a equagao (|3.9)) como segue

Ric+ Thm = Mg, (3.16)
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

onde

Thm = %ﬁyg +V2h+J, e J,= —%X*’ ® X’
Além disso, temos Ah = divX =nX — R+ +|X|*. Entao vamos calcular
div(Tym(VR)) = (div Th)(VR) + (V2h, Th.n)
= (div(\ — Ric))(Vh) + (V?h, %Eyg + V2h + J)
= 9(YAVH) — Sg(VR, V) + [Vh + (V2h, S Lyg)
+(V2h, Jpn).
Desde que |V2h|* = [V2h — %gf + L(Ah)?, temos
div(Th.m(Vh)) = g(VA, Vh) — %g(VR, Vh) + |V?h — %9‘2 + %(Ah)z
+(V?h, %Eyg> +(V2h, Jp)
= g(VA,Vh) — %g(VR, Vh) + |V2h — %9\2
+(V?2h, %ﬁyg + ) + %(Ah)(m — R+ %|X|2)

1
= 9(VAVA) +AAh — Jg(VR, Vh) - %Ah (3.17)

Ah 1 1
+|V2h = S g+ — | XPAR + (V2h, =Ly g + Jn),
n nm 2

o que nos permite deduzir o lema seguinte.

Lema 3.4 Para uma métrica m-quasi-Einstein generalizada compacta, vale a
sequinte formula integral
n

A —2 1
/ |V2h——hg\2dM = / g(VR,Vh)dM——/ (V2h, Ly g)dM
M n 2n S 2

M

n

1
—/ (Vh, Jm>dM——/ | X|?PAhdM, (3.18)
M m Jm

ou equivalentemente,

/|V2h—ﬁg\2d1\4 = —1/ g(VR,Vh)dM—L/ | X|*AhdM
M n n Jy nm Juy
—/ (AMAh — |V2h|?)dM. (3.19)
M

Demonstracao: A equacao (3.18) segue imediatamente por integracao de

(3.17). Para provarmos (3.19), notemos inicialmente que, de (3.16|) temos
1
(V?h, 5Lvg+ Jm) = MAR — |V2h|? — (V?h, Ric). (3.20)
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Além disso, fazendo Z = Vh no Lema|[3.3], e usando o teorema da divergéncia,

vemos que

/ g(VR,Vh)dM = —2/ (V2h, Ric)dM. (3.21)

Agora, basta combinarmos ([3.20)), (3.21)) e (3.18) para obtermos (3.19). O

Coroléario 3.1 Seja (M™, g, X, \,m) uma métrica m-quasi- Finstein compacta.

Se X € um campo conforme, entao X é Killing. Em particular, vale
1 4 2
(—|X| + A X| )dM > 0.
Mom

Demonstracao: Como A é constante e X = Y +Vh, com divY = 0, podemos
escrever a equagao (3.19) como segue

Ah 1 1
/\vzh—g}QdM:—/ g(VR, X)dM—— ]X]2dideM+/ IV2h|2dM.
M n n Jm nm Jar M

Desde que X é conforme, isto é, Lxg = Qdi%X g, um fato ja conhecido da teoria

de campos conformes é que, as duas primeiras parcelas do segundo membro
desta equagao se anulam, donde deduzimos que h é constante, portanto X =Y,
que implica Lxg = 0. Em particular, um fato ja conhecido da teoria de campos
de Killing em variedades Riemannianas é que: definindo f = %\X |2, teremos
Af = |[VX)? — Ric(X, X), donde deduziremos juntamente com a equagao
(3.10) que

1
' S/ WX'QdM:/ RiC(X’X)dMZ/ (X1 + ALXP?)dM.
M M Mom

O
Prosseguindo, vamos novamente usar o Lema e a equagao (3.12) para

calcularmos

div(J,(Vh)) = (divJ,)(Vh)+ (V?h, J,)
= —%(dw(xb ® X)) (Vh) + (V?h, J;n)

= ——(divXg(X,Vh) + g(VxX,Vh)) + (V?h, J,) (3.22)

I[=3-

(IX]?PAh — g(X,Y)Ah + g(VxX,Vh)) + (V?h, Jn,).
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Logo, por integracao de (3.22) obtemos

1
/(th, JnydM = E/ (IXPPAR = g(X,Y)Ah+g(Vx X, Vh))dM, (3.23)
M M

ou ainda, trocando Vh por X — Y, e notando que ¢g(Vx X, X) = 1 X(|X]?) =

19(V]X|?, X), podemos usar o teorema da divergéncia para deduzirmos que

1 1
/(Vzh, Jm>dM:—/ ]X]QAhdM——/ (g(X,Y)Ah+g(VXX,Y))dM.
M 2m Sy m Jm
(3.24)

Analogamente, pelas equagoes (3.12)), (3.16]) e pelo Lema , temos

div(J,(Y)) = (divJ,)(Y)+(VY,J,)

1, . 1
= ——(divXg(X,Y) +9(VxX,Y)) + (5Lvg, Jm)  (3.25)
1 1 o1
- _E(Q(Xa Y)Ah“‘g(vXX, Y)) - <§£yg,RZC> — Z_L|£Y‘g|2
1
—<§£yg,V2h>.

Em seguida, vamos fazer Z =Y no Lema [3.3] usar que divY = 0, o Lema 2.3

e novamente o teorema da divergéncia para obtermos

O:/ g(VR,Y)dM = —2/ (VY, Ric)ydM = —/ (Lyg, Ric)ydM. (3.26)

Assim, por integragao da equacao ([3.25) e por (3.26)),

1 1
—/<£yg,V2h>dM = = | (gX.Y)AR+ g(VxX,Y))dM
2 Ju m Jy
1
1 / Lyg|2dM. (3.27)
4 Jur

O que permite enunciarmos o préximo resultado.

Proposicao 3.2 Para uma métrica m-quasi- Finstein generalizada compacta,

vale a sequinte formula integral.

n—2

A 2
/]VQh——hg|2dM - /g(VR,Vh)dM—(n+ )
M n M

2mn

/ | X |*?AhdM
2n M

+%/ (9(X,Y)AR + g(VxX,Y))dM

1
+1 / Ly gl2dM. (3.28)
4 Jm
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Em particular, quando X = V f, para alguma funcdao diferencidvel f em M",

fica

A —9
/\vzf——fg\sz:” /g(VR,Vf)dM—
M n 2n M

(n+2) 2
IV fI?AfdM.
2
e /M (3.29)

Demonstragao: Substituindo (3.24) e (3.27)) em (3.18)), obtemos

A —2 1
/|V2h——hg\2dM - /g(VR,Vh)dM——/ | X |2AhdM

n

2
2 [ (60 Y)ARIM + (VX V)M
M

+i /M |Lyg?dM — % /M | X |>?AhdM,
donde vamos obter a equagao . Em particular, para X = Vf, temos
V(f —h) =Y, donde A(f — h) = divY = 0, assim f e h diferem por uma
constante e Y é nulo, logo ([3.29) segue direto de (3.28)). U
Cabe ressaltar que a equacao (3.29) ja foi provada por Barros e Ribeiro em
[13]. Além disso, uma prova alternativa desta equacdo, é seguir os passos da
prova do Lema , onde s6 precisaremos da equagao para obté-la.
Continuando, vamos usar a equagao (3.16) e que Ah = n\A — R + %|X|2,

para ver que

R R 1
Ric——g = A ——g—=Lyg—V*h—J,
n n

2
A—R 1
= Sy S Lyg— V-,
n 2
Ah 1 1
= (=V?*h+ —¢) - (—|X|?qg+ =L I 3.30
(= V2t —g) = (—|XPg+ 5Lyg+ Jm)  (3.30)

Ah 1 1
= —{(V*h- 79) + (%|X|zg + §£y9+ Jn) }-

Notando que (V2h — 2%g g) =0 e (Lyg,g) = 0, deduzimos que

R Ah 1 1
+2(V?h — %g, %ﬁyg+ I )

Ah 1 1
= |V?h = —=g|" + [ |XPPg[" + |5 Lvg + Tu|
n mn 2
2 9 9, 1

_2?<gv Jm)
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Desde que (g, J,) = —=|X|* e |Jm|2 = #|X|4, teremos

. R
[Ric = —g[" = |v2 +41rgl + (Lrg, )
1
X 4 = X 4 9 2 -
2
+—|X|2Ah
= |V’h - —g} Iﬁygl2 +(Lyg, Jm)
+(V?h, Ly g) + 2<V2h, ) + %|X]2Ah, (3.31)

o que nos permite deduzir a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 3.3 Para uma métrica m-quasi- Finstein generalizada compacta,

vale a sequinte formula integral.

R —2 2
/ |Ric— —g[’am = " / g(VR, X)dM + % nT / X [2divXdM
M n 2n M
1
; / | X [*dM, (3.32)
mn. Jur
ou equivalentemente,
n—2 n—+ 2

/ | Ric — RoPavr - / g(VR, X)dM + / (nA — R)| X [2dM
M n M 2 M

3
— X |*dM. 3.33
5o | X (3.33)

mn

Em particular, quando X = NV f para alguma funcao diferencidavel f em M™,

a equacao se resume a:

/sz'c—Eg\sz = /|V2f— glfanr 4+ 2
M n M

Afd
2 [ ivreasa

—1
+2 5 / IV f|*dM. (3.34)
men M

Demonstragao: Integrando (3.31]) e depois substituindo as equagoes ((3.28)),
(3.25)), (3.27) e (3.24), obtemos

n—2

2)
/‘Rz‘c—ﬁg‘QdM - /g(VR,Vh)dM (n+
M n M

/ |X| AhdM
2n

Yam

2
+—/ X [2ARdM,
mn Jy
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

que simplificando vamos obter a equagao (3.32)). Para obter (3.33), basta
substituir Ah = nX — R+ =|X|? em (3.32). Em particular, para X = Vf, a
equacao (3.34) segue imediatamente de (3.29)) e de (3.32)). O

Observacao 3.2 A equacao mostra que toda métrica m-quasi- Finstein

generalizada compacta, com m finito, € trivial, se for Finstein e
/ | X |*divXdM >0, (3.35)
M

ou seja, a compacidade nos permitiu relaxar a condi¢cdao de X ser conforme na
Observagao para a condi¢cdo em , uma vez que sendo X conforme

esta condi¢ao € satisfeita.
Continuando, vamos usar a equacao para deduzirmos que
%|X|QdivX = (divX)?* + (R — n\)divX, (3.36)
o que permitird deduzirmos a nossa préxima férmula integral.

Proposicao 3.4 Para uma métrica m-quasi- Finstein generalizada compacta,

vale a sequinte formula integral.

R 2 2
/|ch——g\2dM = ——/ g(VR,X)deLi g(V, X)dM
M n nJm 2 M

n—+ 2

n

m2n

1
i + X|4dM.
divX)2dM
M M

Demonstracao: Substituindo a equacao (3.36]) em (3.32), obtemos

n -+ 2
n

R —2
/|R¢c——g\2dM =z /g(VR,X)dM+
M n 2n Ju

/ (divX)*dM
M
n+2

2n

-1
i /|X|4dM
m=n M
n—2 n+2
= R. X)dM + —— divX)2dM
s [ VR + 2 [ (i)
(n+2)
2n

+

/ (R —n\)divXdM +
M

2
/Q(VRwX)dM—F%/ g(V, X)dM
M M

n

—1
. /!X|4dM,
m2n Jy,

que simplificando da o resultado desejado. 0

+
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3.2 Formulas integrais para métrica m-quasi-Einstein generalizada

Novamente, vamos observar que em [I8] os autores mostraram que toda
métrica m-quasi-Einstein (M", g, V f, \,m) compacta com curvatura escalar

constante, é trivial. De fato, desde que A e R sao constantes, o teorema de

Stokes e as equagoes (3.11)) e (3.29) mostram que

[ v =Sopar - X2 Liggpaga
M n M m

2n

_ _(H;;Q)/M(AerR—n)\)AfdM

(n+2)

- -2 [ apran

donde deduzimos que f é constante. Contudo, o Exemplo mostra que
no caso nao gradiente tal fato nem sempre é verdade. Por outro lado, se a

variedade for Einstein, ai sim o campo sera nulo, de acordo com o teorema

abaixo.

Teorema 3.2 Uma métrica m-quasi-Einstein (M™, g, X, \,m) compacta, com

m finito, € trivial, se uma das condi¢des sequintes ocorrer:

1. n>3 e (M" g) é Einstein.

2. n=2 e (M?, g) tem curvatura constante.

Demonstracao: Segue imediatamente da Proposicao |3.4] U
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Capitulo 4

Rigidez de superficies de

contato

Uma variedade de contato (M,n) é uma variedade diferencidvel (2n + 1)-
dimensional M?"*! munida com uma 1-forma global 7 tal que dn tem posto
maximal 2n sobre a distribuigao de contato § = Ker(n). A dualidade de n de-
fine um tnico campo de vetores £, chamado campo de vetores de Reeb. O fluxo
de Reeb é um grupo a um parametro de difeomorfismos gerado pelo campo de
vetores de Reeb. Martinet [37] provou que toda variedade 3-dimensional com-
pacta e orientavel admite uma estrutura de contato. No caso da esfera euclidi-
ana S* C R?, basta considerar n(z) = —zodz| +31drs — 24dT3+33d74 € VT qUe
£(x) = (=29, 11, —14, 23) 6 tal que (&) = Ker(n), onde & = (11, z9, 13, 14) é
o vetor posicao em S3.

Nosso objetivo aqui sera deduzir uma férmula geral envolvendo a curvatura
gaussiana, a curvatura média e o angulo de contato de uma superficie imersa
em S?, a qual nos permitird obter alguns resultados de rigidez. Para isso,
vamos utilizar a mesma técnica desenvolvida em [39], mais especificamente,
vamos considerar um campo de vetores caracteristicos e; introduzido por Ae-
bischer e outros autores em [I], entdo vamos completar e; para um referencial
movel {ey, ey, e3} adaptado a superficie e usaremos o método do referencial
movel para obter nossos resultados. Comecaremos fixando algumas notagoes

e revendo alguns fatos sobre este método. Se o leitor ainda achar conveniente
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4.1 Preliminares

pode consultar, por exemplo [20)].

4.1 Preliminares

Consideremos uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana n-

. . . . . . . 7 n+1
dimensional M™ em uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional M~ .

Tomemos um referencial mével {ej,...,e,} em um aberto de M" tal que
(€i,ej) = 0i; (1,5 = 1,...,n) na métrica induzida. Seja {wy,...,w,} o core-
ferencial associado, definamos para cada i =1,...,n,

n
V@i: E Wi €j.
=1

Como toda imersao ¢é localmente um mergulho, podemos estender o referencial

. N . —n+1 . , N
acima a um conjunto aberto de M, para em seguida completa-lo a um

referencial mével {ey, ..., e,,e,.1} neste aberto.
Em M temos as formas duais Wi, ..., Wyt bem como as formas de
conexao wj; (1,7 =1,...,n+ 1) satisfazendo
n+1
dwi = Zwij N ’LUj7 wij + wji = 0.
j=1

Além disso a forma de curvatura ﬁij de M satisfaz, para todos 7,7 =

1,...,n+1:
n+1
Qij = dwij — Z Wik A\ wkj.
k=1
Se R denota o tensor curvatura de MnH, entao ﬁij(ek., €)= —}_%Z-jkl. Um

. , ——n+1 . .
fato importante é que M tem curvaturas seccionals constantes c se, e so-

mente se, para todos ¢,7 =1,...,n+1
Qij = —Cw; A\ wj.
Restrito a M™ temos: w,.; = 0 e as formas duais de ey, ..., e, serao as

. —n+1 . . .
formas duais destes vetores em M, restritas a M™, e por isso repetimos a
~ . ~ ~ —n+1 .
notacao. Ademais, as formas de conexoes de M" serao as de M~ restritas a

M™ e ainda satisfazendo para todos 7,7 =1,...,n:

n
dwi = E wij A\ U)j, U),;j + wjz- =0.
J=1
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

Assim, se €;; é a forma de curvatura de M", teremos para todosz,j =1,...,n:

n
Qij = dwl-j — E Wik N\ Wi -

k=1
Consequentemente, as equagoes de Gauss e Codazzi serao dadas, respectiva-
mente, por:

Qij = Qi — Wins1 N\ Wi

n
Qpi1j = dwpqj — E Wpg1k N\ W
k=1

Pelo lema de Cartan
Win+1 = Z hijwi, — hig = hyi.
j=1

A segunda forma fundamental h e a curvatura média H de M™ sao dadas

por:

n
h = g hijwiwjenJrl

ij=1

=1

Vamos observar que neste capitulo todas as superficies serao orientaveis,

conexas e as compactas serao consideradas sem bordo.

4.2 A curvatura gaussiana via angulo de con-

tato de superficies imersas em S?

Nesta seccao vamos aplicar o método do referencial mével para superficies
na esfera euclidiana unitaria S®. Para isso vamos primeiramente considerar
em C? o produto interno Hermitiano (z,w) = z;wW; + 20w. Com esta escolha
vamos notar que S* = {z € C? : (2,2) = 1} e a aplicacio £(z) = iz é um
campo de vetores tangentes em S?. A distribuicao de contato em S? é definida

como o complementar ortogonal de £(z) em T.S3. Mais precisamente,

5. ={veT.S*: (£v) =0}. (4.1)
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

Sendo assim, vamos definir o angulo de contato da seguinte forma.

Definicao 4.1 Dada uma superficie M? imersa em S®, o angulo de contato
B em um ponto z € M? é o complementar do dngulo entre a distribuicao de

contato 0, e o espaco tangente T, M?.

Agora vamos chamar de C todas as superficies M? isometricamente imersas
em S?, tais que 2t 1= (=2, %) € T, M? para todo z = (21, 20) € M2

Estamos prontos para enunciar e provar nosso primeiro teorema, o qual,
conforme ja haviamos comentado na introdugao desta tese, serd nossa principal

ferramenta para provarmos os resultados deste capitulo.

Teorema 4.1 Para M? € C, com dngulo de contato B, a curvatura gaussiana
¢ dada por
K = —(|VB]° + 261 + 2H3),

onde By = dB(e1), By = dB(e3), {e1 = 2+, ea} € uma base ortonormal de T, M?
e H denota a curvatura média da superficie. Além disso, o laplaciano de
satisfaz

AB = —2H, — tan B{(2H + ) + (61 + 2)*},

onde Hy = dH (ey).

Demonstragao: Seja {f; = zT, fo» = izt, fs = iz} um referencial mével
em S3 onde z = (21,22) e 2+ = (=%,%1). Seja {wy,wq, w3} o coreferencial
associado, entdo as formas de conexao se resumem a {wig, w13 = Wq, Waz =

—w; }, consequentemente a derivada covariante em S* é dada por:
Dfi =wiafo+wafs, Dfo=wafi—wifs e Dfs=—wofi+wifo. (4.2)
De fato, se D é a derivada covariante de C2, temos para todo v € T,S3
Evf?) = Dyfs — (v, f)2, (4.3)

onde z é o vetor posicao que fixa a orientacao de S?.
Tendo em conta que D, f3 = ws; (v) fi+wsz(v) fa, Dyfs =iv, v = wy (v) f1+
ws(v) fotws(v) f3, vamos deduzir, por substitucao em (4.3)), que v = waz(v) f1—
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

w31 (v) fo + (v, f3) f3. Isto prova que wsy = w; e w3 = wy como haviamos

afirmado.

Desde que f; € T, M?Nd,, podemos considerar { fi, u} uma base ortonormal
de T.M?2. Com esta escolha temos cos 3 = (fs,u) e obviamente u = afy + bfs,

com b = (u, f3) = cosf e a = (u, fo) =sin 3. Logo, por construgao

{e1 = f1, e =u=sinfBfy + cosBfs, e3 =—cosPBfy +sinBfs} (4.4)
¢ um referencial mével em S? adaptado a M2, com coreferencial associado

{6y = wy, 0 =sin Pwy + cos fws, O3 = — cos fws + sin fws}. (4.5)
Como 03 = 0 em M?, vamos deduzir que

cos fwy = sin fws,
que juntamente com a expressao de 0 em (4.5)), nos da
sin B0y = wy e cos 30y = ws. (4.6)

Consequentemente, teremos

d91 = sin 5(w12 -+ cos 692) N 92,
dfy = sinB(we — cos fz) N 0y

d93 = dﬁ N 62 — COS 5’(1}21 VAN (91 —+ (1 -+ Sin2 ﬁ)el A 92,

onde usamos o fato de que df; = dw; = w1z A wy + w3 A w3 € as expressoes
em (4.6) para mostrar a primeira linha, enquanto que as duas ultimas linhas

seguem imediatamente por diferenciagdo de (4.5) e novamente pelo uso de

[5).

Segue-se que a forma de conexao de M? é dada por
021 = sin /B(w21 — COS 5‘92) (47)
Pela definicao de e3, teremos

Des = sin BdBfy — cos BD fo + cos BdB f3 + sin BD fs.
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

Por outro lado,

D€3 = 93161 -+ 93262.
Entao, usando as equagoes (4.2)), (4.4) e (4.6) vamos obter
931 = — COS 611)21 — Sin2 692 (§ 032 = dﬁ -+ 91. (48)

Como df; = 0 em M? e escrevendo dfB(e;) = B, teremos 0 = df3(eq, 1) =

— 01 — cos Pwa (e2) — (1 + sin? B), isto é,
cos fwsy (e3) = —B1 — (1 +sin? B). (4.9)

Como 013 = hi107 + hi20s, a3 = ho101 + hasfls, vamos ter a seguinte equagao

para a curvatura média H de M?
2HO, N Oy = 013 A Oy + 61 A Oag,
que aplicada em (ej, e2) resulta em
2H = cos fwa(e1) — P, (4.10)

onde dﬁ(eg) = BQ.

O préximo passo é calcular a curvatura gaussiana K de M?, para isto
vamos relembrar que, se 2;; é a forma de curvatura de S? e Q45 é a forma de

curvatura de M?, teremos
Qo = Qua + 631 A 3.

Como S? tem curvatura seccional constante 1 e pela definicao de Q;5, temos a
equagao de Gauss

—91 AN 92 = d@lg + 931 AN 932.

Por outro lado, como
051 = 031(e1)01 + O31(e2)02 e O30 = O33(e1)01 + O32(e2)02,

segue de (4.8), (4.9) e (4.10) que

931 = —(2H -+ 52)91 + (51 -+ 1)‘92 e 932 = (51 + 1)91 —+ ﬁg@g.
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

Assim, pela equagao de Gauss, vamos obter
dfy = (IVBI* + 261 + 2H32)01 N 0.
Consequentemente, vamos deduzir
K = —(|VB]° + 261 + 2H3,), (4.11)

que finaliza a primeira parte do teorema. Continuando, vamos considerar o
referencial movel acima bem como os resultados ja obtidos, para calcular o
laplaciano de 8. Comecemos estabelecendo a seguinte notacao: e;(3;) = B;i e

dH(e;) = H; (i,j = 1,2). Sendo assim, podemos escrever

AB = Pi1 + Baz — (Deyer)(B) — (Deye2)(8),
onde
D61 €1 — 612(61)62 [§ D62€2 = 621(62)61.
Segue-se de , e (4.10) que
612(61) = —tan B(2H + 52) € 021(62) = —tan ﬂ(ﬁl + 2)

Donde vamos ter

AB = P11+ oz + tan B(|VB|? + 2H By + 231) (4.12)
= B+ B — Ktan B '

Oy = tan B{(2H + B2)01 — (51 + 2)0a}. (4.13)

Logo,

Ay = sec? BdB N{(2H + B2)01 — (81 + 2)02} + tan Sd{(2H + (2)6)

—(B1+2)02}
= P+ P,

onde P, = sec? BB AN {(2H + B2)61 — (81 +2)02} e Py = tan Sd{(2H + ()6, —
(B142)6}. Agora vamos escrever df = (107 + 520 e usar a equacao de Gauss
para obter

Py = K6 A0y + K tan® B0; A 0s. (4.14)
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

Por outro lado, podemos escrever
Py = tan B{(2dH + dB) A 01 + (2H + B2)d0, — dBy A Oy — (By + 2)db,}.
Notemos que a equacao (4.13]) nos fornece
dfy = —tan B(2H + )01 Ay e dfy = tan B(By + 2)6 A 6s.

Como dfy = B116h + Bi2bs, dfs = B2101 + Ba2bs € dH = H,0; + Hy05 chegamos

a expressao seguinte para P
Py = —tan B{B11 + P + 2H;y + tan B((2H + B2)* + (81 +2)*)}601 A b,.
Finalmente vamos usar a equagao para escrever
Py = —tan B{AB+K tan f+2Hy+tan B((2H +32)*+(B1+2)%) }01 Ab,. (4.15)

Como

entao basta substituirmos as equagoes (4.14)) e (4.15)) na equacao anterior para
obtermos

AB = —2H, — tan B{(2H + B2)* + (B1 + 2)*}, (4.16)
que finaliza a prova do teorema. 0]

Como consequéncia direta deste teorema vamos deduzir o seguinte resul-

tado.

Corolério 4.1 Se M? € C tem angulo de contato constante, entao ela € plana.

Em particular, ela serd difeomorfa a um toro, se for compacta.

Demonstragao: Se [ é constante vamos deduzir da equagao (4.11]) que K =

0, que finaliza a prova do presente corolario. 0

Proposicao 4.1 Nao existe superficie em C com angulo de contato constante

B satisfazendo |3| = 3.

Demonstragao: Se |3| = 7 obteremos uma contradicao a partir da equagao

[E9). 0
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

Corolério 4.2 Se M? € C é compacta, tem dangulo de contato e curvatura
média constantes, entdo ela é isométrica a um toro S'(r) x S'(v/1 —r2), para

algum r € (0, 1).

Demonstracao: Por um classico resultado devido a Hoffman [32], um toro
plano M? 9+ S? de curvatura média constante é isométrico a um toro de
Clifford S'(r) x S*(v/1 —r?), para algum r € (0,1), que finaliza a prova do

corolario. [l

Usando o corolario anterior e o principio do maximo forte de Hopf, vamos

provar o seguinte.

Teorema 4.2 Se M? € C é compacta, tem curvatura média constante e angulo
de contato 3 satisfazendo, |8] < 5, entio ela € isométrica a um toro S'(r) X

SY(v/1 —r?), para algum r € (0,1).

Demonstracao: Desde que a tan S nao muda de sinal e Hy, = 0, vamos
deduzir da equagao (4.16]) que A também nao muda de sinal. Consequente-
mente, podemos aplicar o principio do maximo forte de Hopf para concluir

que [ é constante e o resultado segue pelo Corolario 4.2 0

Agora vamos ver que a reciproca do Teorema [4.1] é verdadeira. Mais es-
pecificamente, vamos usar o Teorema Fundamental das Hipersuperficies para

provar o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Seja M? uma superficie Riemanniana e e; um campo de vetores
unitdrio em M?. Considere 3 : M? — [0,5) uma fungdo diferencidvel em M?

e uma constante H, satisfazendo a equacgao
AB = —tan B{|VB + 2¢e1|* + 4H(H + B5)},

onde By = dB(es) e {e1,ex} € um referencial mével em M?. Entdo existe uma
tinica imersao isométrica de M?* em S3, tal que 8 € o angulo de contato de M?

e H ¢ a curvatura média desta imersao.

Demonstragao: Seja {ej, ey} um referencial mével em M? e {6,602} o core-

ferencial associado. Para cada fungao 3 : M?* — [0, %) diferencidvel em M 2e

71



4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

cada constante H, satisfazendo a equacgao

AB = —tanB{|VB+2ei|* +4H(H + )}
= —tan B{(2H + 2)* + (61 + 2)*},
vamos definir
091 = tan B{(2H + B2)01 — (B1 + 2)02} (4.17)

e a segunda forma fundamental h, por

b1 = (2H + B2)01 — (b1 + 1)62 (4.18)

6)23 = _(61 + 1)01 — 6292. (419)

O préximo passo é provar que fy; e h satisfazem as equacoes fundamentais.

Para a equacao de Gauss basta ver que
—01 N Oy = dbis — 013 N\ O3,

que é um calculo simples. Enquanto que para a equacao de Codazzi precisamos
verificar que:

d931 — 032 A 921 = 0, (420)
bem como

d932 - 931 A 0912 - 0 (421)

Vamos provar a primeira parte da equagao de Codazzi. Primeiramente, vamos
notar que df; = (51101 + P26 e dPBy = Po101 + Pa2bs para ver que a derivada
exterior de (4.18)) pode ser escrita como

dfz; = —dBa N6y — (2H + Bo)dOy + dBy A Oy + (By + 1)dbs,
= —[aby Ny — (2H + B3)012 A Oy + 1161 N by + (51 + 1)1 A 64
= (Baa+ B11)01 N by — Babhia AN Oy — 3101 N bay — 2HO15 N Gy — 01 A 0.
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4.2 A curvatura gaussiana via angulo de contato de superficies
imersas em S3

Assim pela equaciio (I17) vamos ter
dbs1(er,e2) = Pz + P — Pobha(er) — Bibar(e2) — 2HO12(e1) — 021 (e2)
= AP —2Hb5(e1) — O1(e2)
= —tan B{(2H + £2)* + (B1 +2)*} — 2H0b15(e1) — a1 (e2)
= —tanB{(2H + 32)* + (81 + 2)*} + 2H tan B(2H + ()
+tan 5(51 + 2)
= —tanB{2H By + 3B, + 2+ |VB|*}.

Segue das equagoes (4.17)) e (4.19)) que
O30 N\ bai(e1,e2) = —tanB{(B1 +1)(B1 +2) + (2H + B2) 5o}
= —tanB{2HfB + 361 + 2 + |[VB|*}.
Portanto vamos deduzir

dfs1(e1,e3) — 033 N b1 (e1,e2) =0,

que prova (4.20)).
Agora vamos provar (4.21)), inicialmente vamos notar que df = (160 + [26
implica
0 = dpy Nby+ [1dB; + dBy A Oy + [adbs
= Bi202 N Oy + 1612 A Oy + 2101 A O + B2021 N 0.

De onde obtemos

Po1 — P12 = —P1b12(e1) + Baba(ea). (4.22)
Além disso, calculando a derivada exterior de (4.19) vamos obter
dfsy = dpy A0y (By + 1)dOy + dBa A Oy 4 2dbs
= ol N O1 + (B + 1)012 A\ Oy + 2101 A Oy + Baba1 N Oy
= (=Biz+ Bar)01 A Oy + (B1 + 1)012 A Oy — B261 A Oa1.
Em seguida vamos notar que as equagoes e nos permite deduzir
dfsz(e1,€2) = o1 — Pro + (B1 + 1)b1a(e1) — fabiar(e2)
= Oi2(e1)
= —tanB(2H + fs).
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Por outro lado, segue das equagdes (4.17)) e (4.18) que

031 N\ Orz(e1,e2) = tan f{—(2H + B)(51 +2) + (51 + 1)(2H + Ba) }
= —tanfB(2H + Ps).

Logo, vamos deduzir
dfsz(e1, e2) — 031 A bra(eq, ea) = 0,

que termina a prova das equacoes de Codazzi. Consequentemente, podemos
aplicar o Teorema Fundamental das Hipersuperficies (ver por exemplo [26])
para obter a existéncia e a unicidade de tal imersao. Prosseguindo vamos

notar que um calculo direto mostra que H satisfaz a equacao
2H01 N 02 = 013 VAN 62 +01 A 923,

isto mostra que H é a curvatura média desta imersao. 0
Quando a imersao ¢ minima, entao K = 1— |V +e¢;|?, como ja foi provado
em [39] e também os seguintes dois coroldrios, cujas demostragoes seguem

imediatamente do Coroldrio 3 em [34] e do Teorema [4.2 acima.

Corolario 4.3 O toro de Clifford € a unica superficie compacta minima em

S? com dngulo de contato constante.

Corolario 4.4 O toro de Clifford € a unica superficie compacta minima em

S* com dangulo de contato § satisfazendo, |3| < %.

O proximo resultado relaciona o angulo de contato da superficie com o

operador de Weingarten da imersao.

Proposicao 4.2 Se M? é uma superficie imersa em S® com dngulo de contato

constante (3, entao
sin B{AX, X) = cos f{Dxes, X),

para todo X € X(M?), onde D € a derivada covariante de M* e A denota o

operador de Weingarten da imersao.
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Observemos que a Proposigao juntamente com a equacao de Gauss e

o Corolério provam o resultado seguinte.

Corolario 4.5 Se M? € C tem dngulo de contato constante 3 € (0,%), entao

Sinﬁ = j:<'é617€2>,
onde {ey, e} é uma base ortonormal de TM?* com e; € §.

Demonstragao: Seja {ey, es, 3} um referencial mével em S? adaptado a M?,
com e; € 0. Entao cosf = (ey,&) e sinf = (e3,&). Como & =iz é normal a ¢,
podemos escrever

& = sin fez + cos fes.

Por outro lado, usando que D ¢ a derivada covariante de M? e A = A,, é o

operador de Weingarten da imersao, vamos ter para X € X(M)
Dx €& = sin fDxes + cos BDxes. (4.23)
Portanto, obtemos
(Dx&,X) = —sin B{AX, X) + cos B{Dxeq, X).
Como ﬁxé =X, segue-se da equacio (4.3) que (Dx&, X) = 0, logo
sin B{AX, X) = cos f(Dxes, X), (4.24)

que prova a Proposigao [4.2]
Finalmente, a equagao de Gauss juntamente com o Coroldrio[4.T]e a equagao

(4.24]) mostram que

(Aey,en)? = 1. (4.25)

Agora, considerando X = e; na equacgao (4.23) vamos ter
ie; = sin 8D, e3 + cos SD,, e,

isto implica que

(ie1, eg) = —sin B{Aey, e2).
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imersas em S3

Consequentemente, concluimos por (4.25) que
Sinﬁ = j:<i61762>7

como queriamos. O

Finalizando este capitulo veremos dois exemplos, que ja sao conhecidos na
literatura (ver [3]), os quais sdo suficientes para consolidarmos os resultados

obtidos acima.

Exemplo 4.1 Seja w € C? um vetor unitdrio fivado e ¢ um nimero real tal

que |c| < 1. Vamos considerar a sequinte superficie em S3,
St e={2€8:(z,w) =c}.

Entdo, a aplicagio normal de Gauss N : S2 . — S* € dada por N(z) =

w,c

\/11_7(11) — cz). Logo a curvatura média H e o angulo de contato B desta

superficie sio dados por H = —t= e sin B(z) = (N,iz) = ﬁ(w,iz) Por

exemplo, tomando ¢ =0 e w = (0,0,0,1), vemos que S, . é uma esfera total-

2

w,c

mente geodésica em S* com angulo de contato satisfazendo sin 3(z) = x3, onde

Z = (xlv To, T3, CC4)-

Exemplo 4.2 Agora vamos considerar a conhecida superficie de Clifford em

S3. Dado um niimero real r € (0,1), definimos

M? =S'(r) x S'(V1 —12) = {(21,22) € C*: |z =12, |%)* =1 -1} C S*.

Entdo, N(z1,z) = (V=

T

M?. Logo, H = 27?12‘_% esin B(z) = (N,iz) = 0, para todo = € M?*. Assim M?

tem curvatura média constante e angulo de contato também constante 3 = 0.

Além disso, z+ € T,M? para todo z € M?.

21, _\/1;2 29) define a aplicagao normal de Gauss em
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