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RESUMO

O propósito desta tese é obter teoremas de caracterização de hipersu-
perf́ıcies tipo-espaço completas isometricamente imersas num ambiente semi-
Riemanniano mediante alguma restrição sobre a aplicação de Gauss ou so-
bre as r-curvaturas médias destes objetos. Iniciamos nosso trabalho dando
condições necessárias para garantir a umbilicidade de hipersuperf́ıcies imersas
no espaço hiperbólico Hn+1 com aplicação de Gauss prescrita. Em seguida,
obtemos alguns resultados de unicidade de hipersuperf́ıcies completas com
curvaturas de ordem superior limitadas num ambiente do tipo εR×etMn su-
pondo uma restrição apropriada sobre o ângulo normal da hipersuperf́ıcie em
questão. Na última parte deste trabalho, obtemos resultados tipo-Bernstein
considerando gráficos verticais completos com curvatura média constante
imersos num produto warped Riemanniano I ×f Mn, onde supomos uma
conhecida condição de convergência sobre a curvatura seccional da fibra Mn.

Palavras-chave: Espaço Hiperbólico, Aplicação de Gauss, Produto Warped,
Ângulo Normal.



ABSTRACT

The purpose of this thesis is to obtain characterization theorems of com-
plete spacelike hypersurfaces isometrically immersed in a semi-Riemannian
ambient space under some restrictions on the Gauss mapping or about the
r-mean curvatures of these objects. We start our work by providing neces-
sary conditions to ensure the umbilicity of immersed hypersurfaces in the
hyperbolic space Hn+1 with prescribed Gauss mapping. Next, we obtain
some uniqueness results of complete hypersurfaces with bounded higher or-
der mean curvatures in a space εR×et Mn where we suppose an appropriate
condition on the normal angle of the hypersurface. In the last part of this
work, we obtain Bernstein-type results concerning to complete vertical graphs
with constant mean curvature immersed in a a Riemannian warped product
I ×f Mn, where we suppose a well known convergence condition on the sec-
tional curvature of the fibre Mn.

Keywords: Hyperbolic Space, Gauss Mapping, Warped Product, Normal
Angle.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo da geometria da aplicação normal de Gauss de hipersuperf́ıcies tipo-
espaço isometricamente imersas numa variedade semi-Riemanniana tem pro-
fundas implicações sobre a geometria da própria hipersuperf́ıcie e ocupa lugar
de destaque na literatura. Podemos citar, por exemplo, a caracterização dos
hiperplanos espaciais como as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas
do espaço de Lorentz-Minkowski Rn+2

1 com curvatura média constante e tais
que sua imagem pela aplicação normal de Gauss esteja contida numa bola
geodésica do espaço hiperbólico Hn+1, que foi obtida de maneira simultânea
e independente por R. Ayama [3] e Y.L. Xin [60]. Considerando este mesmo
problema para o caso de uma hipersuperf́ıcie com um fim e possuindo uma
curvatura média de ordem superior constante e não-nula, destacamos o re-
sultado de H.F. de Lima em [31], no qual está provado que a hipersuperf́ıcie
tem fim não-divergente. Com respeito ao caso Riemanniano, dentre os vários
resultados interessantes, podemos citar o trabalho de D. Hoffman, R. Osser-
man e R. Schoen [38], no qual os autores demonstraram que se a imagem da
aplicação de Gauss de uma superf́ıcie completa com curvatura média cons-
tante em R3 está contida num hemisfério fechado de S2, então a superf́ıcie é
um plano ou um cilindro. Indicamos ao leitor o livro de Y. Xin [61] onde há
uma seção dedicada ao estudo da geometria da aplicação normal de Gauss.
Ainda no contexto Riemanniano, ressaltamos o trabalho de K. Nomizu e B.
Smyth [50], no qual as esferas geodésicas estão caracterizadas como as únicas
hipersuperf́ıcies completas da esfera Euclidiana Sn+1 que têm imagem pela
aplicação de Gauss contida numa esfera geodésica de Sn+1.

Iniciamos nosso trabalho caracterizando hipersuperf́ıcies completas, com
curvatura média constante, imersas isometricamente numa bola geodésica

9



1 Introdução

do espaço hiperbólico mediante uma restrição apropriada sobre sua imagem
pela aplicação normal de Gauss, usando como ferramentas a caracterização
das hipersuperf́ıcies tipo-espaço totalmente umb́ılicas do espaço de de Sitter,
obtida por S. Montiel em [45], e o prinćıpio do máximo de Omori-Yau (cf.
[53] e [65]). Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie completa isometri-
camente imersa em Hn+1 com curvatura média constante H 6= 0. Suponha
que Σn está contida numa bola geodésica de Hn+1. Se a imagem da aplicação
de Gauss de Σn está contida numa hipersuperf́ıcie tipo-espaço e totalmente
umb́ılica de Sn+1

1 , então Σn é uma esfera geodésica.

No contexto do resultado anterior, nosso próximo resultado explora a
dualidade natural existente entre as folheações do espaço hiperbólico e do
espaço de de Sitter por hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas (cf. R. López
e S. Montiel [43]). Em outras palavras, provamos o seguinte.

Teorema 1.2. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie completa com cur-
vatura média constante H, isometricamente imersa no espaço hiperbólico
Hn+1. Assuma que Σn esteja entre duas horoesferas (hiperesferas) deter-
minadas por um vetor não-nulo a ∈ Rn+2

1 tipo-luz (tipo-espaço). Se N(Σ)
está contida numa hipersuperf́ıcie tipo-espaço e totalmente umb́ılica de Sn+1

1

determinada por a, então Σn é uma horoesfera (hiperesfera).

No caso 2-dimensional, obtemos um resultado de rigidez impondo uma
condição sobre a curvatura seccional de uma superf́ıcie Σ2 imersa no espaço
hiperbólico H3. Tal resultado foi obtido usando um argumento de paraboli-
cidade devido a A. Huber [40].

Teorema 1.3. Seja ψ : Σ2 → H3 uma superf́ıcie completa, orientável com
curvatura Gaussiana não-negativa, isometricamente imersa em H3 e contida
na região entre as horoesferas Lβ e Lτ , onde 0 < β < τ . Suponha que N(Σ)
esteja contida no fecho do domı́nio interior determinado pelo plano L−β de
S3

1. Se a curvatura média H de Σ2 satisfaz

H ≥ τ

β
,

então Σ2 é uma horoesfera.

10



1 Introdução

No artigo [50], K. Nomizu e B. Smyth caracterizaram as esferas geodésicas
como as únicas hipersuperf́ıcies fechadas com curvatura média constante iso-
metricamente imersas na esfera unitária Sn+1 que têm imagem pela aplicação
normal de Gauss contida num hemisfério fechado de Sn+1. O nosso resultado
seguinte é uma versão hiperbólica desse teorema. Nele seguimos a nomen-
clatura introduzida por J.A. Aledo, L.J. Aĺıas e A. Romero em [7], onde os
autores definem o que venha a ser um hemisfério do espaço de de Sitter.

Teorema 1.4. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada com curva-
tura média constante H, isometricamente imersa no espaço hiperbólico Hn+1.
Se a imagem da aplicação de Gauss de Σn está contida no fecho de um passa-
do ou de um futuro cronológico de Sn+1

1 , então Σn é uma esfera geodésica de
Hn+1.

No caso de curvatura escalar constante, obtemos o seguinte resultado no
contexto do teorema anterior.

Teorema 1.5. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada com curva-
tura escalar constante R > n(1− n) isometricamente imersa em Hn+1. Se a
imagem da aplicação de Gauss de Σn estiver contida no fecho de um passa-
do ou de um futuro cronológico de Sn+1

1 , então Σn é uma esfera totalmente
umb́ılica.

Usando um resultado clássico da teoria de campos conformes em varie-
dades Riemannianas fechadas, obtemos uma extensão do Teorema 2 de [50].

Teorema 1.6. Seja ψ : Σn → Sn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada isometri-
camente imersa na esfera Euclidiana Sn+1 com curvatura escalar constante
R = n(n−1). Se a imagem da aplicação de Gauss de Σn estiver contida num
hemisfério fechado de Sn+1, então Σn é uma esfera totalmente geodésica.

Em [15], L.J. Aĺıas, A. Brasil e O. Perdomo caracterizam esferas geodésicas
e toros de Clifford como as únicas hipersuperf́ıcies completas da esfera unitária
Sn+1 com curvatura média constante e tais que suas funções suporte têm
uma relação de dependência linear para algum vetor fixo do ambiente. Fi-
nalizamos este caṕıtulo estabelecendo a versão desse resultado no espaço
hiperbólico Hn+1 e no espaço Euclidiano Rn+1.

11



1 Introdução

Teorema 1.7. Seja ψ : Σn → M
n+1

(c) ↪→ Rn+2
ν uma hipersuperf́ıcie com-

pleta com curvatura média constante H imersa isometricamente no ambiente

M
n+1

de curvatura seccional constante c ∈ {−1, 0}. Se la = λfa para algum
vetor não-nulo a ∈ Rn+2

ν e algum número real λ, então Σn é uma hipersu-
perf́ıcie totalmente umb́ılica ou

(i) Sk(%) × Hn−k(−1/
√

1 + %2), para algum % > 0 e algum 1 ≤ k ≤ n − 1,
quando c = −1;

(ii) Sk(%)× Rn−k, para algum % > 0 e algum 1 ≤ k ≤ n− 1, quando c = 0.

Na segunda parte desta tese, que corresponde ao caṕıtulo 4, nosso objeto
de estudo são hipersuperf́ıes completas com curvaturas de ordem superior
Hr limitadas, imersas numa classe de produtos warped semi-Riemannianos
que inclui o espaço hiperbólico Hn+1 e o Steady State space Hn+1. Usando
uma restrição geométrica sobre a hipersuperf́ıcie e aplicando um prinćıpio
do máximo generalizado devido a A. Caminha e H.F. de Lima [26] obtemos
nosso primeiro resultado de unicidade.

Teorema 1.8. Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional não-negativa e ψ : Σn → −R ×et Mn uma hipersu-
perf́ıcie tipo-espaço completa, com curvatura seccional não-negativa e menor
do que ou igual a 1, e distante do infinito futuro de −R ×et Mn. Suponha
que existam constantes positivas α e β tais que α ≤ Hr ≤ Hr+1 ≤ β, para
algum 0 ≤ r ≤ n− 1. Se o ângulo hiperbólico normal θ de Σn satisfaz

cosh θ ≤ inf
Σ

Hr+1

Hr

,

então Σn é um slice de −R×et Mn.

O teorema precedente tem como consequência imediata o seguinte.

Corolário 1.9. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-
pleta e distante do infinito futuro de Hn+1. Suponha que exista uma constante
real β tal que 1 ≤ H ≤ β. Se o ângulo hiperbólico normal θ de Σn satisfaz

cosh θ ≤ inf
Σ
H,

então Σn é um hiperplano.

12



1 Introdução

No caso Riemanniano, obtemos uma versão dual do Teorema 1.8.

Teorema 1.10. Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional nula e ψ : Σn → R×etMn uma hipersuperf́ıcie com-
pleta e conexa com curvatura seccional não-negativa e distante do infinito
futuro de R×etMn. Suponha que existam constantes positivas α e β satisfa-
zendo α ≤ Hr+1 ≤ Hr ≤ β, para algum 0 ≤ r ≤ n − 1. Se o ângulo normal
θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup
Σ

Hr+1

Hr

,

então Σn é um slice de R×et Mn.

Usando o prinćıpio do máximo generalizado de Omori-Yau, estabelecemos
o seguinte resultado, que estende o Teorema 3.3 de H.F. de Lima [33].

Teorema 1.11. Sejam Mn uma forma espacial Riemanniana de curvatura
seccional nula e ψ : Σn → R ×et Mn uma hipersuperf́ıcie completa e conexa
com segunda forma fundamental limitada e distante do infinito futuro de
R ×et Mn. Suponha que a curvatura média H de Σn satisfaz α ≤ H ≤ 1,
para alguma constante positiva α. Se o ângulo normal θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup
Σ
H,

então Σn é um slice de R×et Mn.

No quinto caṕıtulo deste trabalho estudamos gráficos verticais completos
Σn imersos num produto warped Riemanniano I ×f Mn, onde supomos uma
condição de convergência sobre a fibra Riemanniana Mn que foi estabelecida
por S. Montiel em [48]. Usando um resultado devido a K. Akutagawa [4],
provamos o seguinte.

Teorema 1.12. Seja M
n+1

= I ×f Mn um produto warped que satisfaz a
condição de convergência

KM ≥ sup
I

(f ′2 − ff ′′)

e cuja fibra Riemanniana Mn tem curvatura seccional não-positiva. Seja

ψ : Σn →M
n+1

um gráfico vertical completo com curvatura média constante

13



1 Introdução

H e segunda forma fundamental A limitada. Suponha que Σn está entre dois
slices e que

0 ≤ H ≤ inf
Σ

f ′

f
. (1.1)

Se a função altura h de Σn satisfaz

|∇h|2 ≤ α

(
inf
Σ

f ′

f
−H

)β
, (1.2)

para algumas constantes positivas α e β, então Σn é um slice.

Como consequência imediata da caracterização dos modelos warped do
espaço hiperbólico, os seguintes resultados são provados.

Corolário 1.13. Seja ψ : Σn → Hn+1 um gráfico vertical completo com
curvatura média constante 0 ≤ H ≤ 1 e segunda forma fundamental limitada.
Se Σn está entre duas horoesferas e sua função altura h satisfaz

|∇h|2 ≤ α (1−H)β ,

para constantes positivas α and β, então Σn é uma horoesfera.

Corolário 1.14. Seja ψ : Σn → Hn+1 um gráfico vertical completo com cur-
vatura média constante H e segunda forma fundamental limitada. Suponha
que Σn está entre duas hiperesferas e que

0 ≤ H ≤ inf
Σ

(tanh t).

Se a função altura h de Σn satisfaz

|∇h|2 ≤ α
(

inf
Σ

tanh t−H
)β
,

para constantes positivas α e β, então Σn é uma hiperesfera.

Corolário 1.15. Seja ψ : Σn → Hn+1 um gráfico vertical completo com
curvatura média constante 0 ≤ H ≤ 1 e segunda forma fundamental limitada.
Se existir uma constante real C tal que a função altura h de Σn satisfaça

h ≤ C − log (1 + 〈N, ∂t〉) ,

e, além disso,
|∇h|2 ≤ α (1−H)β ,

para constantes positivas α e β, então Σn é uma horoesfera.
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1 Introdução

Finalizamos este trabalho com o seguinte teorema que estabelece a rigidez
dos slices de um espaço produto mediante uma restrição apropriada sobre o
ângulo normal.

Teorema 1.16. Seja M
n+1

= I ×Mn um espaço produto, cuja fibra Rie-

manniana Mn ou é isométrica a Sn ou é flat. Seja ψ : Σn → M
n+1

um
gráfico vertical completo com curvatura média constante H e segunda forma
fundamental A limitada. Se o ângulo normal θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup

{
1− |A|2 , 1

3

}
, (1.3)

então Σn é um slice.

Segue imediatamente do resultado anterior o seguinte.

Corolário 1.17. Seja ψ : Σn → Rn+1 um gráfico vertical completo com
curvatura média constante e curvatura escalar R limitada inferiormente. Se
o ângulo normal θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup

{
1 + R ,

1

3

}
,

então Σn é um hiperplano.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é fixar a notação a ser usada e estabelecermos
alguns resultados que serão imprescind́ıveis para o desenvolvimento deste
trabalho. Indicamos ao leitor a referência [54] para maiores detalhes.

2.1 Variedades Lorentzianas

Nesta seção, apresentaremos alguns fatos básicos da teoria de variedades de
Lorentz. Para tanto, iniciamos com a seguinte definição.

Definição 2.1. Sejam V um espaço vetorial real de dimensão finita n e
b = 〈 , 〉 : V × V → R uma forma bilinear e simétrica. Dizemos que b é

(i) Positiva definida, quando 〈v, v〉 > 0 para todo v ∈ V \ {0}.

(ii) Negativa definida, quando 〈v, v〉 < 0 para todo v ∈ V \ {0}.

(iii) Não-degenerada, quando 〈v, w〉 = 0 para todo w ∈ V implicar v = 0.

Dizemos ainda que um subespaço W de V é não-degenerado quando a res-
trição b|W×W : W ×W → R for não-degenerada.

Um importante conceito é o de ı́ndice de uma forma bilinear simétrica b :
V × V → R que é definido como sendo a maior dimensão de um subespaço
W de V de modo que b|W×W seja negativa-definida. Denotaremos por νb o
ı́ndice de b.
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2.1 Variedades Lorentzianas

Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre V e W um subespaço de V . O
complemento ortogonal W⊥ de W em V é definido por

W⊥ = {v ∈ V : 〈v, w〉 = 0 ; ∀w ∈ W}.

Os seguintes resultados, que são importantes propriedades inerentes a uma
forma bilinear e simétrica, podem ser encontrados em B. O’Neill (cf. [54],
Lemas 1.19, 1.22 e 1.23).

Lema 2.2. Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre o espaço vetorial de
dimensão finita V e W um subespaço de V . Então:

(i) b é não-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e
portanto a toda) base de V for invert́ıvel;

(ii) Se W é não-degenerado então (W⊥)⊥ = W e

dim(V ) = dim(W ) + dim(W⊥) ;

(iii) W é não-degenerado se, e somente se, V = W ⊕W⊥. Em particular,
W é não-degenerado se, e somente se, W⊥ for não-degenerado.

Definição 2.3. Seja b = 〈 , 〉 uma forma bilinear simétrica e não-degenerada
sobre o espaço vetorial real V . Dizemos que v ∈ V \ {0} é:

(i) Tipo-tempo, quando 〈v, v〉 < 0;

(ii) Tipo-luz, quando 〈v, v〉 = 0;

(iii) Tipo-espaço, quando 〈v, v〉 > 0.

De maneira similar, um subespaço não-degenerado W de V é tipo-tempo,
tipo-luz ou tipo-espaço, quando ocorrer 〈w,w〉 < 0, 〈w,w〉 = 0 ou 〈w,w〉 > 0
para todo w ∈ W , respectivamente. Seja v ∈ V \ {0} um vetor tipo-tempo
ou tipo-espaço. Definimos o sinal εv de v pondo

εv =
〈v, v〉
|〈v, v〉|

.

A norma de v ∈ V é definida por |v| =
√
εv〈v, v〉. Dizemos que v é um vetor

unitário se |v| = 1. É posśıvel mostrar que V admite uma base {e1, . . . , en}
que é ortonormal com respeito a b, ou seja, tal que 〈ei, ej〉 = εiδij, para todos
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2.1 Variedades Lorentzianas

i, j ∈ {1, . . . , n}, onde εi denota o sinal de ei (cf. [54], Lema 2.24). Desse
modo, a expansão ortonormal de v ∈ V com respeito à base {ei} é dada por

v =
n∑
i=1

εi〈v, ei〉ei.

Sejam b : V × V → R uma forma bilinear simétrica e não-degenerada com
νb = 1 e T = {u ∈ V ; 〈u, u〉 < 0}. Para cada u ∈ T , definimos o cone tipo-
tempo (ou cone temporal) de V contendo u por C(u) = {v ∈ T ; 〈u, v〉 < 0}.
Lema 2.4. Sejam v, w ∈ T . Então:

(i) O subespaço {v}⊥ é tipo-espaço e V = span{v} ⊕ span{v}⊥. Assim, T
é a união disjunta de C(v) e C(−v);

(ii) |〈v, w〉| ≥ |v||w|, com igualdade se, e somente se, v e w forem colineares;

(iii) Se v ∈ C(u) para algum u ∈ T , então w ∈ C(u) ⇔ 〈v, w〉 < 0.
Portanto, w ∈ C(v)⇔ v ∈ C(w)⇔ C(v) = C(w).

Definição 2.5. Um tensor métrico sobre uma variedade diferenciável M é
um 2−tensor covariante e simétrico g sobre M , tal que gp é não-degenerada

para todo p ∈ M . Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M, g),
onde M é uma variedade diferenciável e g = 〈 , 〉 é um tensor métrico de
ı́ndice constante sobre M .

Observando que o ı́ndice νg : M → N é uma função semi-cont́ınua inferi-
ormente, segue que ele é constante nas componentes conexas de M . Por
simplicidade, denotaremos o par (M, g) por M . O tensor métrico g de M
será denotado por 〈 , 〉 e ν representará o ı́ndice de g.

Sejam p ∈M e v, w ∈ TpM tais que o subespaço 2−dimensional de TpM ,

por eles gerado seja não-degenerado. É imediato do item (i) do Lema 2.2 que

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2 6= 0.

Isto fundamenta a seguinte definição.

Definição 2.6. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p ∈M e σ um
subespaço 2−dimensional não-degenerado de TpM . A curvatura seccional de
M segundo σ é o número

K(σ) =
〈R(v, w)v, w〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2
,

onde R denota o tensor de curvatura de M .
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2.1 Variedades Lorentzianas

Definição 2.7. Dizemos que a variedade semi-Riemanniana M tem curva-
tura seccional constante quando, para cada p ∈ M , K(σ1) = K(σ2) para
quaisquer subespaços não-degenerados σ1 e σ2 em TpM .

Observação 2.8. O teorema de Schur nos assegura ainda que se M tem
curvatura seccional constante e dim(M) ≥ 3, então o valor de K(σ) também
independe do ponto p ∈M escolhido.

É posśıvel mostrar que se M tem curvatura seccional constante c, então seu
tensor de curvatura R se expressa como (cf. [54], Corolário 3.43)

R(X, Y )Z = c[〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X], (2.1)

para todos X, Y, Z ∈ X(M).
Uma variedade semi-Riemanniana de ı́ndice ν = 0 é simplesmente uma va-
riedade Riemanniana. Quando ν = 1, M é denominada uma variedade Lo-
rentziana (ou espaço-tempo).

Definição 2.9. Seja M uma variedade Lorentziana. Uma aplicação C, que
associa a cada p ∈ M um cone tipo-tempo C(p) em TpM , é suave quando,
para cada p ∈M , existem uma vizinhança aberta U de p e V ∈ X(U), tais que
V (q) ∈ C(q) para todo q ∈ U . Quando uma tal aplicação C existe, dizemos
que M é temporalmente orientável.

Proposição 2.10. Uma variedade Lorentziana M é temporalmente orientável
se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo K ∈ X(M).

Demonstração. Suponha que exista um campo de vetores tipo-tempo K de-
finido sobre M . Seja C : M → TM a aplicação definida por

C(p) = C(K(p)).

Logo M é temporalmente orientável. Reciprocamente, seja C uma orientação
temporal de M . Assim, como C é suave, cada ponto p ∈ M possui uma
vizinhança U em M , onde está definido um campo de vetores tipo-tempo
KU , com KU(q) ∈ C(q), para cada q ∈ U . Considere agora {Uα} uma
cobertura de M formada por abertos Uα que cumprem esta condição e {fα}
uma partição da unidade estritamente subordinada a {Uα}. Com isto, o
campo vetorial

K =
∑
α

fαKUα

está bem definido sobre M e, além disso, é , pelo Lema 2.4, um campo de
vetores tipo-tempo.
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Observação 2.11. A proposição anterior nos permite concluir que é indi-
ferente nos referirmos à função suave C ou ao campo vetorial tipo-tempo K.
Logo, quando M for temporalmente orientável, a escolha de uma aplicação
C como acima, ou de um campo vetorial tipo-tempo K a ela correspondente,
será denominada uma orientação temporal para M .

Sejam C uma orientação temporal para M e V ∈ X(M). Se V (q) ∈ C(q)
(−V (q) ∈ C(q)) para todo q ∈ M , dizemos que V aponta para o futuro
(aponta para o passado). Como K é uma orientação temporal para M , temos,
pelo item (iii) do Lema 2.4, que um campo vetorial tipo-tempo V sobre M
aponta para o futuro (passado) se, e somente se, 〈V,K〉 < 0 (〈V,K〉 > 0).

2.2 Campos vetoriais conformes

Seja M
n+1

uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico g. Dizemos
que um campo vetorial K ∈ X(M) é conforme quando

LK g = 2φ g , (2.2)

para alguma função suave φ : M
n+1 → R, onde LK denota a derivada de Lie

na direção do campo K. A função φ é denominada fator conforme de K.
No contexto Riemanniano, uma questão de bastante relevância em mea-

dos do século passado, foi a tentativa de vários geômetras de provar que uma
variedade Riemanniana compacta e orientada Mn de dimensão n ≥ 3, ad-
mitindo uma métrica de curvatura escalar constante e munida de um campo
conforme deve ser isométrica a uma esfera Euclidiana Sn(r). Nesse intuito,
muitos resultados interessantes foram obtidos. Indicamos ao leitor o livro
de K. Yano [64], onde há uma coletânea de tais resultados. Embora rele-
vantes progressos tenham sido feitos nessa direção, o matemático japonês N.
Ejiri respondeu negativamente à esta conjectura construindo uma variedade
compacta com uma métrica de curvatura escalar constante e munida de um
campo conforme que não é sequer homeomorfa a uma esfera (cf. Teorema
3.4 de [34]).

Nesta seção apresentaremos alguns resultados clássicos que serão utiliza-
dos nos caṕıtulos seguintes desta tese. O primeiro deles é devido a K. Yano
e M. Obata [63], onde os autores obtiveram, com uma hipótese apropriada
sobre a curvatura escalar, uma caracterização de variedades completas com
um campo conforme.
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2.2 Campos vetoriais conformes

Lema 2.12. Se uma variedade Riemanniana completa Σn com dimensão
n ≥ 2, tensor métrico g e curvatura escalar R admite uma função não-
constante ρ tal que

Hess ρ =
1

n
(∆ρ) g e L∇ρ R = 0 ,

então Σn é isométrica a uma esfera Euclidiana Sn(r).

O seguinte resultado, devido a D-S Kim, S-B Kim, Y.H. Kim e S-H
Park [41], fornece uma caracterização interessante de hipersuperf́ıcies total-
mente umb́ılicas em um ambiente semi-Riemanniano de curvatura seccional
constante, a qual responde afirmativamente a rećıproca de um teorema devi-
do a R. Sharma e K. L. Duggal [58].

Lema 2.13. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie conexa isometricamente imersa

num ambiente semi-Riemanniano M
n+1

(c) de curvatura seccional constante

c. Suponha que M
n+1

possui um campo conforme K de modo que sua
projeção K> sobre o fibrado tangente de Σn seja um campo conforme em
Σn. Então, uma das afirmações seguintes é verdadeira:

(i) Σn é totalmente umb́ılica;

(ii) a restrição de K a Σn é um campo tangente a Σn.

Voltando ao contexto geral, exibiremos agora uma classe particular de va-

riedades semi-Riemannianas que é dada pelas variedades Lorentzianas M
n+1

conformemente estacionárias, no sentido de que M possui um campo de
vetores tipo-tempo e conforme K, ou seja, tal que LK g = 2φ g , para alguma
função suave φ : M → R, onde g = 〈 , 〉 é o tensor métrico de M . Segue da
definição da derivada de Lie de campos de vetores e do seu caráter tensorial
que um campo K ∈ X(M) é conforme se, e somente se,

〈∇VK,W 〉+ 〈V,∇WK〉 = 2φ〈V,W 〉,

para quaisquer V,W ∈ X(M). Um campo vetorial conforme K, com fator
conforme φ, é dito fechado quando sua 1-forma correspondente for fechada.
Isto é equivalente a

∇XK = φX, (2.3)

para todo X ∈ X(M).
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2.2 Campos vetoriais conformes

O resultado que enunciaremos agora é devido a S. Montiel (cf. [47], Pro-
posição 1). Nele percebemos o quanto a presença de um campo conforme
e fechado influi na geometria de uma variedade. Em termos mais precisos,
temos o seguinte.

Proposição 2.14. Seja (M
n+1

, 〈 , 〉) uma variedade Lorentziana munida de
um campo de vetores tipo-tempo K ∈ X(M) conforme e fechado com fator
conforme φ. Então

(a) A distribuição n-dimensional D definida em M
n+1

por

p 7→ D(p) = {v ∈ TpM ; 〈K(p), v〉 = 0}

determina uma folheação F(K) tipo-espaço de codimensão 1, a qual
é orientada por K. Além disso, as funções 〈K,K〉, divK e Kφ são
constantes em cada folha conexa de F(K);

(b) O campo unitário tipo-tempo ν definido por ν = K/|K| em M satisfaz

∇νν = 0 e ∇uν =
φ

|K|
u, se 〈u, ν〉 = 0.

Portanto, o fluxo do campo ν é um fluxo geodésico normalizado tipo-
tempo o qual leva homoteticamente folhas de F(K) em folhas de F(K),
sendo cada folha de F(K) totalmente umb́ılica com curvatura média
constante H = −φ/|K|.

Observação 2.15. No caso em que M
n+1

é uma variedade Riemanniana
munida com um campo conforme, fechado e não-trivial K, é posśıvel mostrar
que o conjunto

Z(K) = {p ∈M ; K(p) = 0}

é discreto em M . Assim, os itens (a) e (b) da Proposição 2.14 continuam
válidos quando consideramos o campo ν = K/|K| que está definido no con-

junto aberto ( e denso) M ′ = M
n+1 \ Z(K) (cf. Proposição 1 de [48]).
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2.3 Produtos warped semi-Riemannianos

2.3 Produtos warped semi-Riemannianos

Apresentaremos neste parágrafo uma classe particular de variedades semi-
Riemannianas naturalmente munidas com um campo vetorial conforme. Para
isto, sejam Mn uma variedade Riemanniana conexa e orientada, I ⊂ R um
intervalo e f : I → R uma função suave e positiva. Considere a variedade

diferenciável produto M
n+1

= I ×Mn. Sejam πI e πM as projeções sobre os
fatores I e Mn, respectivamente. Em M definamos a métrica

〈u, v〉p = ε〈(πI)∗u, (πI)∗v〉+ f 2(p)〈(πM)∗u, (πM)∗v〉

para todo p ∈ M e todos u, v ∈ TpM , onde ε = ε∂t . A variedade semi-
Riemanniana assim obtida será representada por

M
n+1

= εI ×f Mn.

Denotaremos por
∂t = (∂/∂t)(t,x),

(t, x) ∈ I ×Mn o campo unitário e tangente a εI ×f Mn. É posśıvel mostrar
que o campo vetorial

K = (f ◦ πI)∂t
é conforme e fechado e seu fator conforme é f ′ ◦πI , onde ′ denota a derivação
com respeito a t ∈ I (cf. [47] e [48]).

Quando ε = −1, a variedade M obtida pela construção anterior é denomi-
nada, de acordo com a nomenclatura introduzida por L.J. Aĺıas, A. Romero
e M. Sánchez em [10], um espaço-tempo de Robertson-Walker Generalizado
(GRW). A geometria desse espaço tem propriedades bastante interessantes.
Por exemplo, em [10] os autores provaram que se o espaço-tempo −I ×f Mn

admite uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta, então necessariamente a
fibra Riemanniana Mn deve ser compacta. Nessa mesma direção, A.L. Albu-
jer e L.J. Aĺıas demonstraram que se −R×etMn admite uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço completa e distante do infinito futuro deste espaço, no sentido da
hipersuperf́ıcie estar abaixo de um slice, então a fibra Mn deve ser completa(
cf. Lema 7 de [5] ).

Alguns resultados de rigidez de hipersuperf́ıcies em um produto warped
semi-Riemanniano podem ser encontrados em [11], [14] e [22].
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2.4 Imersões isométricas

Sejam (Mn, g ) uma variedade Riemanniana e (M
n+1

, g ) uma variedade semi-

Riemanniana. Uma imersão isométrica ψ : Mn → M
n+1

é uma imersão que
satisfaz a condição ψ∗g = g. Por simplicidade, denotaremos os tensores
métricos de M e M pelo mesmo śımbolo 〈 , 〉.

Definição 2.16. Uma imersão isométrica ψ : Σn → M
n+1

de uma varie-
dade diferenciável n-dimensional Σ em uma variedade Lorentziana (n + 1)-
dimensional M é dita uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço se a métrica induzida
em Σn pela imersão ψ for uma métrica Riemanniana. Neste caso, dizemos
ainda que a imersão ψ é Riemanniana.

Proposição 2.17. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de uma variedade

Lorentziana temporalmente orientada M
n+1

. Então Σn admite um campo
vetorial unitário, normal e suave N ∈ X(M)⊥, apontando para o futuro. Em
particular, Σn é orientável.

Demonstração. Como M é temporalmente orientável, existe um campo K ∈
X(M) de vetores tipo-tempo. Observe que, para todo p ∈ Σn, o conjunto
dos vetores tipo-tempo v ∈ TpM é formado pela união disjunta dos cones
temporais C(K(p)) e C(−K(p)).

Em cada p ∈ Σn, considere um vetor unitário N(p) ∈ TpΣ
⊥. Como

N(p) é tipo-tempo, podemos supor, sem perda de generalidade, que N(p) ∈
C(K(p)). Feito isto, temos definido um campo vetorial normal e unitário N
sobre Σn que aponta para o futuro. Vamos mostrar que o campo N é suave.
Para isto, fixe um ponto p ∈ Σn e seja {e1, . . . , en} um referencial móvel sobre
uma vizinhança aberta e conexa U de p em Σn. Logo Ñ = K−

∑n
i=1〈K, ei〉ei

é suave e normal a Σn em U e temos ainda

〈Ñ , Ñ〉 = 〈Ñ ,K〉 = 〈K,K〉 −
n∑
i=1

〈K, ei〉2.

Observe que 〈K,K〉 =
∑n

i=1〈K, ei〉2 − 〈K,N〉2, donde concluimos imediata-
mente que 〈Ñ , Ñ〉 = −〈K,N〉2 < 0 e disto segue que Ñ(q) ∈ C(K(q)) para
cada q ∈ U . Portanto N = Ñ/|Ñ | é um campo suave.
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2.5 Equações fundamentais

No que segue, ψ : Σn → M
n+1

denotará uma imersão Riemanniana de uma
variedade diferenciável n-dimensional Σn numa variedade Riemanniana ori-
entada ou numa variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional temporalmente
orientada, sendo que cada caso ficará claro no contexto.

Quando o espaço ambiente M for Riemanniano, iremos supor sempre que
Σn é orientável, o que, pela Proposição 2.17, é uma hipótese desnecessária
quando M for uma variedade Lorentziana temporalmente orientada. Em
ambos os casos, N representará o campo unitário e normal que orienta Σn.

Denotaremos por ∇ e ∇ as conexões de Levi-Civita de Σn e M , respecti-
vamente. É posśıvel mostrar que ∇XY = (∇XY )>, para todos X, Y ∈ X(Σ),
onde ( )> denota a componente tangencial de um campo de vetores ao
longo de Σn. A segunda forma fundamental da imersão ψ é a aplicação
α : X(Σ)× X(Σ)→ X⊥(Σ) que cumpre a condição

∇XY = ∇XY + α(X, Y ),

para todos X, Y ∈ X(Σ). Observe que sendo α uma forma D(Σ)−bilinear
e simétrica, obtemos um campo A : X(Σ) → X(Σ) de operadores lineares
auto-adjuntos Ap : TpΣ → TpΣ, denominados operadores de Weingarten da
imersão ψ, definindo

〈AX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), N〉.

É imediato verificar que

AX = −∇XN e α(X, Y ) = εN〈AX, Y 〉N,

onde X e Y são campos tangentes a Σn. Temos ainda que o tensor de
curvatura R de Σn é definido como a aplicação R : X(Σ)× X(Σ)× X(Σ) →
X(Σ) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

onde [ , ] denota o colchete de Lie.
Na proposição seguinte temos as equações fundamentais de uma imersão

isométrica. Sua demonstração pode ser encontrada em [54].
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Proposição 2.18. Seja ψ : Σn → M
n+1

uma imersão isométrica. Se R
e R denotam os respectivos tensores de curvatura de Σn e M , então, para
quaisquer campos de vetores X, Y, Z ∈ X(Σ), temos que

(i) (Equação de Gauss)

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)> + εN [〈AX,Z〉AY − 〈AY,Z〉AX]. (2.4)

(ii) (Equação de Codazzi)

(R(X, Y )N)> = (∇XA)Y − (∇YA)X. (2.5)

Um caso particular da proposição anterior é dado pelo seguinte.

Corolário 2.19. Seja ψ : Σn → M
n+1

(c) uma imersão isométrica, onde

M
n+1

(c) é um ambiente de curvatura seccional constante c. Então, para
todos X, Y, Z,W ∈ X(Σ) temos

〈R(X, Y )Z,W 〉 = c[〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈X,W 〉〈Y, Z〉]
+ εN [〈AX,Z〉〈AY,W 〉 − 〈AX,W 〉〈AY,Z〉], (2.6)

onde R é o tensor de curvatura de Σn, e

(∇XA)Y = (∇YA)X. (2.7)

Observação 2.20. Nas condições do Corolário 2.19, temos que o tensor de
Ricci de Σn é dado por

RicΣ(X, Y ) = c(n− 1)〈X, Y 〉+ εN (〈AX, Y 〉tr(A)− 〈AX,AY 〉) ,

para todos X, Y ∈ X(Σ). Por meio de uma contração métrica, temos ainda
que a curvatura escalar (não-normalizada) R de Σn satisfaz

R = cn(n− 1) + εN
(
n2H2 − |A|2

)
,

onde H = εN
n

tr(A) denota a curvatura média de Σn.
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2.6 Os tensores de Newton

Seja ψ : Σn → M
n+1

uma imersão Riemanniana. Denotemos por A o ope-
rador de Weingarten de Σn associado ao campo unitário e normal N glo-
balmente definido em Σn. Associado ao operador A existem n invariantes
algébricos Sr, que são obtidos mediante a igualdade

det(tI − A) =
n∑
i=1

(−1)iSit
n−i,

sendo S0 = 1 por definição. É fácil ver que se λ1, . . . , λn denotam os auto-
valores (ou curvaturas principais) de A, então, para 1 ≤ r ≤ n, temos

Sr =
∑

i1<···<ir

λi1 · · ·λir .

Disto segue imediatamente que

S2
1 = |A|2 + 2S2.

Definição 2.21. Para cada 0 ≤ r ≤ n, a r-ésima curvatura média Hr de Σn

é definida por (
n

r

)
Hr = εrNSr. (2.8)

Vale ressaltar aqui que as curvaturas médias de ordem superior cumprem

H2
j ≥ Hj−1Hj+1,

para todo 1 ≤ j ≤ n − 1. Caso ocorra a igualdade para r = 1 ou algum
1 < r < n com Hr+1 6= 0, temos λ1 = · · · = λn ( cf. Proposição 1 de [24],
veja também Teorema 51 de [37]). Essas desigualdades são conhecidas como
desigualdades de Newton.

Usando restrições apropriadas sobre as r-curvaturas, muitos autores têm
obtido interessantes resultados de rigidez. Por exemplo, L.J. Aĺıas, A.G. Co-
lares e A. Brasil Jr. em [11], provaram que uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço

e fechada imersa numa variedade conformemente estacionária M
n+1

(c), de
curvatura seccional contante c, e que possua curvaturas Hr e Hr+1 constantes
(não-nulas), para algum 1 ≤ r ≤ n − 1, deve ser totalmente umb́ılica. No
caso Riemanniano, o trabalho de S. Montiel e A. Ros [46] nos fornece uma
bela caracterização de esferas totalmente umb́ılicas como as únicas hipersu-
perf́ıcies fechadas mergulhadas em Hn+1, Rn+1 ou num hemisfério aberto de
Sn+1 e que possuem alguma curvatura Hr constante.
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2.6 Os tensores de Newton

Enunciamos agora outro fato relevante cuja demonstração pode ser en-
contrada em A. Caminha [23] (cf. também Lema 4.1 de [8]).

Lema 2.22. Seja ψ : Σn → M
n+1

uma imersão isométrica. Se S2 é cons-
tante em Σn, então

S2
1(|∇A|2 − |∇S1|2) ≥ 2S2|∇A|2.

Em particular, se S2 ≥ 0, então |∇A|2 − |∇S1|2 ≥ 0.

Quando M
n+1

tem curvatura seccional constante c, segue da equação de
Gauss (2.6) que a curvatura escalar R de Σn e a curvatura H2 se relacionam
mediante a expressão

R = n(n− 1)(c+ εNH2). (2.9)

Usando o operador de Weingarten A de uma imersão Riemanniana ψ :

Σn →M
n+1

, podemos definir, para cada 0 ≤ r ≤ n, os tensores de Newton

Pr : X (Σ)→ X (Σ)

pondo P0 = I e para 1 ≤ r ≤ n

Pr = εrNSrI − εNAPr−1, (2.10)

onde I : X (Σ)→ X (Σ) é o operador identidade.
O teorema de Cayley-Hamilton nos assegura que Pn = 0 e não é dif́ıcil

verificar que Pr é um operador auto-adjunto que comuta com A, para todo r.
Logo, se B = {e1, . . . , en} é uma base que diagonaliza A em p ∈ Σn, então B
também diagonaliza Pr em p. Note ainda que se escrevermos Aei = λiei para
todo i e denotarmos por Ai a restrição de A ao subespaço 〈 ei 〉⊥ ⊂ TpΣ,
então é fácil mostrar que Prei = εrNSr(Ai)ei, onde

Sr(Ai) =
∑

1≤j1<···<jr≤n
j1,...,jr 6=i

λj1 · · ·λjr .

Usando as notações acima temos o seguinte resultado, cuja demonstração
será omitida aqui. Para uma referência detalhada, indicamos ao leitor os
artigos [23] e [24] de A. Caminha.
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2.6 Os tensores de Newton

Proposição 2.23. Seja ψ : Σn →M
n+1

uma imersão Riemanniana. Deno-
tando por cr = (n− r)

(
n
r

)
= (r + 1)

(
n
r+1

)
, temos

(a) tr(Pr) = εrN
∑n

i=1 Sr(Ai) = εrN(n− r)Sr = crHr ;

(b) tr(APr) = εrN
∑n

i=1 κiSr(Ai) = εrN(r + 1)Sr+1 = εNcrHr+1 ;

(c) tr(A2Pr) = εrN
∑n

i=1 κ
2
iSr(Ai) = εrN

(
S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2

)
;

(d) tr(Pr ◦ ∇XA) = εrN〈∇Sr+1, X〉, para todo X ∈ X(Σ).

Associado a cada tensor de Newton Pr temos um operador diferencial
linear de segunda ordem Lr : C∞(Σ)→ C∞(Σ), dado por

Lr(f) = tr(Pr Hess f). (2.11)

No caso em que r = 0, temos L0(f) = ∆f , onde ∆ denota o operador de
Laplace-Beltrami de Σn. Seja {E1, . . . , En} um referencial ortonormal local
em Σn. Usando as propriedades da derivação covariante de tensores, temos
que

divΣ(Pr(∇f)) =
n∑
i=1

〈(∇EiPr)(∇f), Ei〉+
n∑
i=1

〈Pr(∇Ei∇f), Ei〉,

onde divΣ(Z) denota a divergência de um campo vetorial Z em X(Σ). Usando
agora que Pr é auto-adjunto, concluimos da igualdade anterior que

divΣ(Pr(∇f)) = 〈 DivPr,∇f 〉+ Lr(f)

Consequentemente, quando o espaço ambiente M tem curvatura seccional
constante, segue que DivPr = 0 ( cf. [11] e [55]), e, portanto

Lr(f) = divΣ(Pr(∇f)).

Sejam ϕ : R → R e f : Σn → R funções suaves. Segue diretamente da
definição que

Lr(ϕ ◦ f) = ϕ′(f)Lr(f) + ϕ′′(f)〈Pr∇f,∇f〉. (2.12)
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2.6 Os tensores de Newton

A seguinte fórmula foi obtida por A. Caminha em [23].

Proposição 2.24. Seja x : Σn → M
n+1

(c) uma imersão isométrica, onde

M
n+1

(c) é um ambiente de curvatura seccional constante c. Se {ek} é um
referencial ortonormal em Σn, então

Lq(Sr) = Lr−1(Sr+1) +
∑
k

tr{[Pq(∇ekPr−1)− Pr−1(∇ekPq)](∇ekA)}

+ c[tr(APr−1)tr(Pq)− tr(Pr−1)tr(APq)]

+ tr(A2Pr−1)tr(APq)− tr(APr−1)tr(A2Pq) ,

onde 0 ≤ q < n e 0 < r < n.
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Caṕıtulo 3

A aplicação de Gauss de
hipersuperf́ıcies completas

Neste caṕıtulo, que essencialmente corresponde ao artigo [17] em colabo-
ração com H.F. de Lima, provaremos alguns resultados de rigidez de hiper-
superf́ıcies completas Σn, com curvatura média constante, imersas isometri-
camente no espaço hiperbólico Hn+1, no espaço Euclidiano Rn+1 ou na esfera
Euclidiana Sn+1. Nossos resultados serão obtidos mediante alguma restrição
sobre a imagem da aplicação normal de Gauss de tais hipersuperf́ıcies ou
sobre a dependência linear entre as funções suporte associadas à imersão em
questão. A menos que se diga o contrário, todas as hipersuperf́ıcies conside-
radas neste caṕıtulo são conexas e orientáveis.

3.1 Formas espaciais

No que segue, M
n+1

(c) denotará uma variedade Riemanniana completa e
simplesmente conexa com curvatura seccional constante c. Para ν ∈ {0, 1},
denotaremos por Rn+2

ν o espaço vetorial Rn+2 munido do produto escalar 〈 , 〉
definido por

〈 v, w 〉 =
n+1∑
i=1

viwi + (−1)νvn+2wn+2

para quaisquer v, w ∈ Rn+2. O espaço Rn+2
1 é conhecido como o espaço de

Lorentz-Minkowski. Neste espaço podemos obter um modelo para o espaço
hiperbólico que é bastante apropriado aos nossos propósitos neste caṕıtulo,
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3.1 Formas espaciais

já que poderemos utilizar a estrutura vetorial do ambiente no qual o espaço
hiperbólico estará imerso como uma hipersuperf́ıcie.

Seja % uma constante positiva. Com a métrica induzida pela inclusão, é
posśıvel mostrar que o subconjunto

Hn+1
% =

{
p ∈ Rn+2

1 ; 〈p, p〉 = −%2 , pn+2 ≥ 1
}

é uma variedade Riemanniana (n+ 1)-dimensional, completa e simplesmente
conexa com curvatura seccional constante −1/%2. Isto então nos fornece, pelo
teorema de classificação de Cartan, um modelo para o espaço hiperbólico de
curvatura −1/%2, denotado por Hn+1(−1/%2). Por simplicidade denotaremos
o espaço hiperbólico (n+ 1)-dimensional de curvatura seccional −1 simples-
mente por Hn+1.

É fácil ver ainda que o espaço tangente a Hn+1 em um ponto p ∈ Hn+1 é
dado por

TpHn+1 =
{
v ∈ Rn+2

1 ; 〈v, p〉 = 0
}
.

Observe então que, para cada p ∈ Hn+1, temos a seguinte decomposição
Rn+2

1 = TpHn+1 ⊕ span{p}. Além disto, este modelo nos fornece uma
descrição geométrica bastante interessante das hipersuperf́ıcies totalmente
umb́ılicas do espaço hiperbólico que, como sabemos, são obtidas pela inter-
secção de um hiperplano de Rn+2

1 com Hn+1.
Exibiremos agora a aplicação de Gauss N destas hipersuperf́ıcies e o

correspondente operador de Weingarten A. Para tanto, fixe a ∈ Rn+2
1 e defina

a função suave ha : Hn+1 → R pondo ha(p) = 〈p, a〉. Para uma constante real
τ , considere Σn = h−1

a (τ). Não é dif́ıcil verificar que se p ∈ Σn, então

|∇ha(p)|2 = τ 2 + 〈a, a〉 ,

onde ∇ denota o gradiente de uma função em relação à métrica de Hn+1.
Portanto, Σn será uma hipersuperf́ıcie completa e orientável de Hn+1 sempre
que τ 2 + 〈a, a〉 > 0. Neste caso, o campo unitário e normal a Σn é dado por

N(p) =
∇ha
|∇ha|

(p) =
1√

τ 2 + 〈a, a〉
(a+ τp). (3.1)

Portanto, o operador de Weingarten A da imersão Σn ↪→ Hn+1, associado ao
campo −N , é dado por

AX =
τ√

τ 2 + 〈a, a〉
X,
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3.1 Formas espaciais

para todo X ∈ X(Σ).
Outra importante subvariedade de Rn+2

1 é o espaço de de Sitter (n + 1)-
dimensional, que é definido como a hiperquádrica

Sn+1
1 =

{
p ∈ Rn+2

1 ; 〈p, p〉 = 1
}

que, com a métrica induzida pela inclusão Sn+1
1 ↪→ Rn+2

1 , é uma variedade
de Lorentz com curvatura seccional constante 1. Este espaço tem interes-
santes propriedades e sua geometria tem sido bastante estudada por diversos
autores, veja [4], [36], ou [49] por exemplo.

Observamos ainda que Rn+2
0 nada mais é do que o espaço Euclidiano Rn+2

e o subconjunto
Sn+1 = {p ∈ Rn+2

0 ; 〈p, p〉 = 1},

é a esfera Euclidiana (n+ 1)-dimensional de curvatura seccional constante 1.
Em [45], S. Montiel respondeu afirmativamente à conjectura de Goddard

(cf. [36]) no caso compacto, isto é, neste trabalho ficou provado que todas as
hipersuperf́ıcies fechadas (compactas sem bordo), tipo-espaço e com curva-
tura média constante em Sn+1

1 são esferas totalmente umb́ılicas. Além disto,
o autor caracterizou as hipersuperf́ıcies tipo-espaço totalmente umb́ılicas de
Sn+1

1 , mostrando que tais hipersuperf́ıcies são obtidas como interseção de um
subespaço afim de Rn+2

1 com Sn+1
1 . Deste modo, se ψ : Σn → Hn+1 é uma

hipersuperf́ıcie tipo-espaço e totalmente umb́ılica em Sn+1
1 , então

ψ(Σn) ⊂ Lτ = {p ∈ Sn+1
1 ; 〈p, a〉 = τ},

para algum vetor unitário ou tipo-luz a ∈ Rn+2
1 e alguma constante real τ

satisfazendo τ 2 > 〈a, a〉. De acordo com o caráter causal de a, temos as
seguintes possibilidades:

(1) se a é um vetor unitário e tipo-tempo, então Lτ é isométrico a uma esfera

n-dimensional de curvatura seccional
1

τ 2 + 1
;

(2) se a é um vetor não-nulo e tipo-luz, então Lτ é isométrico ao espaço
Euclidiano n-dimensional;

(3) se a é um vetor unitário e tipo-espaço, então Lτ é isométrico ao espaço

hiperbólico n-dimensional de curvatura seccional − 1

τ 2 − 1
.
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3.2 Funções suporte

Considere agora uma hipersuperf́ıcie ψ : Σn → M
n+1

(c) ↪→ Rn+2
ν isome-

tricamente imersa num ambiente M
n+1

de curvatura seccional constante c.
Denotaremos por A o operador de Weingartein associado ao campo unitário
normal N globalmente definido em Σn. Observe que o campo vetorial N
define uma aplicação

N : Σn → Sn+1,

onde Sn+1 denota o espaço de de Sitter Sn+1
1 ou as esferas Euclidianas Sn e

Sn+1, conforme seja c = −1, c = 0 ou c = 1, respectivamente. Esta aplicação
será chamada de aplicação de Gauss de Σn. Um dos propósitos neste caṕıtulo
é estudar a geometria da imagem N(Σ) da aplicação de Gauss de Σn e deter-

minar sob que condições podemos caracterizar uma hipersuperf́ıcie em M
n+1

por meio da imagem de sua aplicação normal de Gauss.
Veja que se ∇0,∇ e ∇ denotam as respectivas conexões de Levi-Civita

de Rn+2
1 , M

n+1
(c) e Σn temos que as equações de Gauss e Weingarten são

dadas, respectivamente, por

∇0
XY = ∇XY + 〈AX, Y 〉N − c 〈X, Y 〉ψ (3.2)

e
AX = −∇XN = −∇0

XN, (3.3)

para quaisquer campos de vetores tangentes X, Y ∈ X(Σ).

3.2 Funções suporte

Fixemos um vetor a ∈ Rn+2
ν . Definiremos agora duas funções naturalmente

associadas a uma imersão isométrica ψ : Σn →M
n+1

(c) ↪→ Rn+2
ν pondo

la = 〈ψ, a〉 e fa = 〈N, a〉,

onde N denota o campo unitário e normal globalmente definido em Σn. Estas
funções são denominadas funções suporte associadas a ψ. Um cálculo direto
nos permite concluir que

∇ la = a> e ∇ fa = −A(a>),

onde A é o operador de Weingarten associado a N e a> denota a componente
tangencial de a ao longo da imersão ψ, isto é

a> = a− faN − claψ. (3.4)
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3.2 Funções suporte

Usando as equações de Gauss e Codazzi, é posśıvel mostrar facilmente
que ∇X∇la = faAX − claX e ∇X∇fa = −faA2X + claAX − (∇a>A)(X),
para todo X ∈ X(Σ). Da primeira equação, segue imediatamente que

|Hess la|2 = |A|2f 2
a − 2ncHfala + nl2a (3.5)

Além disto, temos ainda que

∆la = nHfa − cnla (3.6)

e

∆fa = −|A|2fa + cnHla − n〈∇H, a>〉, (3.7)

onde H é a curvatura média de Σn.
Em geral, temos o seguinte resultado, que pode ser encontrado em H.

Rosenberg [55] (veja também Lema 5.2 de [20]), entretanto, por completude,
incluiremos aqui a sua prova.

Proposição 3.1. Seja ψ : Σn → M
n+1

(c) ↪→ Rn+2
ν uma hipersuperf́ıcie ori-

entável isometricamente imersa na forma espacial M
n+1

de curvatura sec-
cional constante c. Então, para as funções fa e la anteriormente definidas,
temos

(i) Lr(la) = (r + 1)Sr+1fa − c(n− r)Srla;

(ii) Lr(fa) = Lr+1(la)− divΣ(Sr+1∇la).

Demonstração. (i) Considere um referencial ortonormal local {E1, . . . , En}
em Σ. Como Hn+1 é um espaço de curvatura seccional constante, então para
0 ≤ r < n, teremos

Lr(la) = divΣ(Pr∇la) =
n∑
i=1

〈∇EiPr( a
>), Ei〉, (3.8)

onde usamos na última igualdade que ∇ la = a>. Da derivação covariante
de tensores e usando que ∇EiPr é um operador auto-adjunto para cada i ∈
{1, . . . , n}, segue de (3.8) que

Lr(la) =
n∑
i=1

〈 a>,
(
∇EiPr

)
(Ei)〉+

n∑
i=1

〈Pr
(
∇Eia

>), Ei〉. (3.9)
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3.3 Hipersuperf́ıcies com aplicação de Gauss prescrita em Hn+1

Agora, da equação de Gauss (cf. eq. (2.4)), temos para cada i ∈ {1, . . . , n},
que

∇Eia
> = faAEi − claEi. (3.10)

Como os tensores de Newton comutam com o operador de Weingarten, con-
cluimos de (3.9) e (3.10) que

Lr(la) = 〈 a>,Div(Pr)〉+ fatr(APr)− clatr(Pr).

Portanto, usando as propriedades dos operadores Pr (cf. Proposição 2.23)

e observando ainda que Div(Pr) = 0, pois M
n+1

tem curvatura seccional
constante, concluimos da igualdade acima que

Lr(la) = (r + 1)Sr+1fa − c(n− r)Srla.

(ii) Por outro lado, como ∇fa = −A(∇la), teremos

Lr(fa) = −divΣ(PrA(∇la)) = divΣ(Pr+1(∇la))− divΣ(Sr+1∇la),

onde usamos na última igualdade a identidade PrA = Sr+1I−Pr+1. Portanto
concluimos que

Lr(fa) = Lr+1(la)− divΣ(Sr+1∇la).

3.3 Hipersuperf́ıcies com aplicação de Gauss

prescrita em Hn+1

Para provarmos nossos resultados de rigidez desta seção, faremos uso do
seguinte prinćıpio do máximo generalizado, devido a H. Omori e S.T. Yau
(cf. [53] e [65]).

Lema 3.2. Seja Σn uma variedade Riemanniana n-dimensional e completa
com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Então, para qualquer função
limitada superiormente u ∈ C2(Σ) existe uma sequência de pontos {pk}k≥1

em Σn satisfazendo as seguintes propriedades:

( i ) u(pk) > sup
Σ
u− 1

k
, ( ii ) |∇u|(pk) <

1

k
e ( iii ) ∆u(pk) <

1

k
,

para todo k ≥ 1.
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3.3 Hipersuperf́ıcies com aplicação de Gauss prescrita em Hn+1

Observação 3.3. Em [50], K. Nomizu e B. Smyth provaram que uma hiper-
superf́ıcie completa, isometricamente imersa, na esfera Euclidiana Sn+1 tal
que a imagem da aplicação de Gauss esteja contida numa esfera geodésica de
Sn+1 deve ser uma esfera geodésica.

Inspirados pelo resultado de K. Nomizu e B. Smyth e usando a carac-
terização das hipersuperf́ıcies umb́ılicas tipo-espaço do espaço de de Sitter
(cf. [45]), provamos o seguinte.

Teorema 3.4. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie completa isometri-
camente imersa em Hn+1, com curvatura média constante H 6= 0. Suponha
que Σn está contida numa bola geodésica de Hn+1. Se a imagem da aplicação
de Gauss de Σn está contida numa hipersuperf́ıcie tipo-espaço e totalmente
umb́ılica de Sn+1

1 , então Σn é uma esfera geodésica.

Demonstração. A hipótese sobre a imagem da aplicação de Gauss de Σn nos
assegura a existência de um vetor a ∈ Rn+2

1 e uma constante τ ∈ R tais que

fa(p) = 〈N(ψ(p)), a〉 = τ,

para todo p ∈ Σn e, além disso, τ 2 > 〈a, a〉. Inicialmente iremos supor que
〈a, a〉 = −1. Isto significa que N(Σ) está contida numa esfera tipo-espaço
e totalmente umb́ılica de Sn+1

1 . Veja que podemos supor ainda, sem perda
de generalidade, que a ∈ Hn+1. Observe que se τ = 0, então, usando a
equação (3.7) e a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz, concluimos que
H = 0, uma contradição. Logo τ 6= 0 e com isso, usando mais uma vez a
equação (3.7), concluimos que

|A|2 = −nH
τ
la. (3.11)

Como Σn está contida numa bola geodésica de Hn+1, então existem b ∈ Hn+1

e uma constante positiva % tais que lb(p) = 〈ψ(p), b〉 ≤ %, para todo p ∈ Σn.
Denotaremos por Bb(%) a bola geodésica de Hn+1 centrada em b com raio %.
Agora considere uma bola geodésica centrada em a com raio ζ suficientemente
grande tal que a bola geodésica Bb(%) esteja contida em Ba(ζ). Mas então
teremos 1 ≤ 〈ψ(p), a〉 ≤ ζ, para todo p ∈ Σn. Portanto la é uma função
limitada em Σn e, pela expressão em (3.11), isto implica que o operador de
Weingarten A tem norma limitada. Agora, como sabemos, o tensor de Ricci
de Σn satisfaz

RicΣ(X,X) = (1− n)|X|2 + nH〈AX,X〉 − |AX|2. (3.12)
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3.3 Hipersuperf́ıcies com aplicação de Gauss prescrita em Hn+1

para todo X ∈ X(Σ). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos da
igualdade acima que

nH〈AX,X〉 ≥ −n|H||A||X|2 e − |AX|2 ≥ −|A|2|X|2.

Usando isto, concluimos de (3.12) que

RicΣ(X,X) ≥
(
1− n− n|H||A| − |A|2

)
|X|2, (3.13)

para todo X ∈ X(Σ). Portanto, pelas hipóteses assumidas sobre H e A,
concluimos da expressão anterior que a curvatura de Ricci de Σn é limitada
inferiormente e isto nos coloca em condições de aplicar o Prinćıpio do Máximo
de Omori-Yau à função suave e limitada |Φ|2 = |A|2 − nH2. Como H é
constante, segue da igualdade anterior e de (3.11) que

∆|Φ|2 = n|Φ|2. (3.14)

Pelo Lema 3.2, existe uma sequência de pontos (pk)k≥1 em Σn de modo que
lim
k
|Φ|2(pk) = sup

Σ
|Φ|2 e, além disso, ∆|Φ|2(pk) < 1/k, para todo k ≥ 1.

Usando isto, segue da equação (3.14) que

1

k
> ∆|Φ|2(pk) = n|Φ|2(pk) ≥ 0,

para todo k ≥ 1. Fazendo k → ∞, obtemos da expressão anterior que
lim
k
|Φ|2(pk) = 0 e, portanto, |Φ|2 = 0 em Σn. Esta igualdade nos permite

concluir que Σn é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica, neste caso, uma
esfera tipo-espaço e totalmente umb́ılica, pois a é tipo-tempo.

Suponhamos agora que a ∈ Rn+2
1 seja um vetor tipo-espaço ou tipo-luz de

tal modo que fa = 〈N, a〉 = τ , para alguma constante τ ∈ R. Em qualquer
caso, temos que {a, b} é um conjunto linearmente independente em Rn+2

1 e
τ 6= 0. Seja Πa,b o subespaço 2-dimensional gerado por a e b. Tome qualquer
c, diferente de b, na intersecção

Πa,b ∩Hn+1.

Logo, podemos escrever c = δa + θb, para algumas constantes reais não-
nulas δ e θ. Considere Bc(ρ) uma bola geodésica centrada em c tal que
Bb(%) ⊂ Bc(ρ). Deste modo, como antes, teremos que lc é uma função
limitada em Σn. Observando que

〈ψ, a〉 =
1

δ
〈ψ, c〉 − θ

δ
〈ψ, b〉,
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3.3 Hipersuperf́ıcies com aplicação de Gauss prescrita em Hn+1

concluimos que la é uma função limitada em Σn. Agora o argumento do caso
anterior se aplica da mesma maneira, o que nos leva a concluir que Σn é
uma esfera geodésica e portanto a deveria ser tipo-tempo. Esta contradição
encerra a prova do teorema.

Para estabelecermos nosso próximo resultado, usaremos uma dualidade
natural existente entre as folheações dos espaços hiperbólico e de Sitter
através de hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas. Esta dualidade segue do
fato de que tanto as horoesferas como as hiperesferas de Hn+1 são descritas
por

Lτ = {p ∈ Hn+1; 〈p, a〉 = τ},

onde a é, respectivamente, um vetor tipo-luz ou tipo-espaço unitário, de
modo que τ 2 + 〈a, a〉 > 0 (cf. [43]). Além disso, a aplicação normal de Gauss
destas hipersuperf́ıcies é, como sabemos, dada por

N(p) =
1√

τ 2 + 〈a, a〉
(a+ τp) ∈ Sn+1

1 .

Consequentemente, N(Lτ ) é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço totalmente um-
b́ılica em Sn+1

1 , a qual é isométrica a Rn, no caso em que a é tipo-luz, e a
Hn(−1/%2), para algum % > 0, no caso em que a é tipo-espaço (cf. Seção 3
de [43], veja também o exemplo 4.3 de [48]).

Observação 3.5. Em [12], L.J. Aĺıas e M. Dajczer estudaram superf́ıcies
completas propriamente imersas entre duas horoesferas de H3, obtendo um
resultado tipo-Bernstein para o caso de curvatura média constante H satis-
fazendo −1 ≤ H ≤ 1.

Feitas estas considerações, podemos agora enunciar e provar nosso próximo
resultado.

Teorema 3.6. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie completa, com
curvatura média constante H, isometricamente imersa no espaço hiperbólico
Hn+1. Assuma que Σn esteja entre duas horoesferas (hiperesferas) deter-
minadas por um vetor não-nulo a ∈ Rn+2

1 tipo-luz (tipo-espaço). Se N(Σ)
está contida numa hipersuperf́ıcie tipo-espaço e totalmente umb́ılica de Sn+1

1

determinada por a, então Σn é uma horoesfera (hiperesfera).
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3.3 Hipersuperf́ıcies com aplicação de Gauss prescrita em Hn+1

Demonstração. Pelo caráter causal de a e pela hipótese assumida sobre a
imagem da aplicação de Gauss de Σn, segue-se que a função fa = 〈N, a〉 é
constante, digamos fa = τ . Neste caso, a caracterização das hipersuperf́ıcies
tipo-espaço e totalmente umb́ılicas de Sn+1

1 nos assegura que τ 6= 0. Usando
(3.7) temos que

|A|2 = −nH
τ
la,

e, como Σn está entre duas horoesferas (hiperesferas), concluimos que |A|2 é
limitada. Consequentemente, pela expressão (3.13) obtemos que a curvatura
de Ricci de Σn é limitada inferiormente. Estamos agora nas condições de
aplicar o Lema de Omori-Yau novamente à função |Φ|2, onde Φ = A −HI.
Seguindo os mesmos passos da demonstração do teorema anterior, concluimos
que Σn é uma horoesfera (hiperesfera).

Para uma escolha apropriada de orientação é fácil ver que as horoesferas
de Hn+1 satisfazem a condição la = −fa, para algum vetor tipo-luz a ∈ Rn+2

1 .
No parágrafo anterior, vimos ainda que a imagem pela aplicação de Gauss
de tais hipersuperf́ıcies é exatamente um hiperplano no espaço de de Sitter
Sn+1

1 . Com esta motivação e aplicando um teorema clássico de A. Huber [40],
obtemos o seguinte resultado sobre superf́ıcies no espaço hiperbólico H3 com
curvatura Gaussiana não-negativa.

Teorema 3.7. Seja ψ : Σ2 → H3 uma superf́ıcie completa, orientável com
curvatura Gaussiana não-negativa, isometricamente imersa em H3 e contida
na região entre as horoesferas Lβ e Lτ , onde 0 < β < τ . Suponha que N(Σ)
esteja contida no fecho do domı́nio interior determinado pelo plano L−β de
S3

1. Se a curvatura média H de Σ2 satisfaz

H ≥ τ

β
,

então Σ2 é uma horoesfera.

Demonstração. Seja a ∈ Rn+2
1 o vetor tipo-luz, não-nulo, que determina as

horoesferas Lβ e Lτ em H3 e o plano Lβ em S3
1. Pela equação (3.6) temos

que
∆la = nHfa + nla.

Assim, das nossas hipóteses sobre Σ2 e N(Σ), concluimos que

∆la ≤ −n(Hβ − τ).
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Consequentemente, como estamos supondo que H ≥ τ/β, segue que la é
uma função superharmonica e positiva em Σ2. Como Σ2 é completa e tem
curvatura Gaussiana não-negativa, podemos aplicar o teorema de A. Huber
para deduzir que Σ2 é parabólica, e, portanto la é uma função constante, e
isto implica que Σ2 é uma horoesfera de H3.

Para finalizarmos esta seção, provaremos dois resultados sobre hipersu-
perf́ıcies fechadas no espaço hiperbólico. O primeiro é uma versão hiperbólica
do Teorema 2 de K. Nomizu e B. Smyth [50] e o segundo é uma extensão
do referido teorema no caso de curvatura escalar constante. Para tanto, ne-
cessitamos estabelecer um paralelo conveniente entre as estruturas do caso
hiperbólico e esférico. Com este propósito, considere a ∈ Rn+2

1 um vetor
unitário e tipo-tempo. O subconjunto

E0 = {p ∈ Sn+1
1 ; 〈p, a〉 = 0}

define uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço totalmente geodésica em Sn+1
1 , a qual

é isométrica a uma esfera. Seguindo a terminologia estabelecida por J.A.
Aledo, L.J. Aĺıas e A. Romero [7], iremos nos referir a esta hipersuperf́ıcie
como um equador do espaço de de Sitter determinado por a. Este equador
divide Sn+1

1 em duas componentes conexas o futuro cronológico que é dado
por

{p ∈ Sn+1
1 ; 〈p, a〉 < 0},

e o passado cronológico dado por

{p ∈ Sn+1
1 ; 〈p, a〉 > 0}.

O seguinte resultado nos será útil adiante.

Lema 3.8. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada. Então Σn

possui um ponto onde, após uma escolha apropriada de orientação, todas as
curvaturas principais são maiores do que 1.

Demonstração. Fixe um vetor unitário e tipo-tempo a ∈ Rn+2
1 tal que a /∈

Hn+1 e defina a função u : Σn → R, por u(p) = −〈ψ(p), a〉. Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz reversa, segue que u ≥ 1. Como Σn é fechada, existe um
ponto p0 tal que o máximo de u é atingido em p0. Temos que ∇u(p0) = 0
e Hessp0u(v, v) ≤ 0, para todo v ∈ Tp0Σ. Isto implica que 〈N(p0), a〉 6= 0,
onde N é o campo unitário e normal que orienta Σn. Se {e1, . . . , en} é uma
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base de Tp0Σ formada por direções principais, então em p0 temos, para cada
i = 1, . . . , n, que

Hessp0u(ei, ei) = −〈N(p0), a〉λi(po)−
√

1 + 〈N(p0), a〉2 ≤ 0,

onde λi é a curvatura principal associada a ei. Podemos escolher N de modo
que 〈N(p0), a〉 > 0 e concluir da identidade anterior que λi(p0) > 1, para
todo i = 1, . . . , n, o que prova o resultado.

Tendo feito estas observações, vamos enunciar e provar nosso próximo resul-
tado.

Teorema 3.9. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada com curva-
tura média constante H, isometricamente imersa no espaço hiperbólico Hn+1.
Se a imagem da aplicação de Gauss de Σn está contida no fecho de um pas-
sado ou de um futuro cronológico de Sn+1

1 , então Σn é uma esfera geodésica
de Hn+1.

Demonstração. Pela hipótese sobre N(Σ), existe um vetor a ∈ Rn+2
1 unitário

e tipo-tempo de modo que a função fa = 〈N, a〉 não muda de sinal em Σn.
Pelas equações (3.6) e (3.7), temos que

∆la = nHfa + nla e ∆fa = −|A|2fa − nHla.

Destas equações, e usando que H 6= 0, segue que

∆(fa +Hla) = −|Φ|2fa,

onde Φ = A−HI. Pelo Teorema de Hopf, concluimos da igualdade anterior
que fa +Hla é uma função constante e portanto

|Φ|2fa = 0 (3.15)

em Σn. Denotando por g o tensor métrico de Σn teremos após um cálculo
direto que ∣∣∣Hess la −

1

n
(∆la)g

∣∣∣2 = |Hess la|2 −
1

n
(∆la)

2.

Disto e da igualdade em (3.15), concluimos que

Hess la =
1

n
(∆la)g. (3.16)
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Desse modo, se ∆la é uma função constante, o Teorema de Hopf nos as-
segura que la é uma função constante e portanto Σn é uma esfera total-
mente umb́ılica. Caso contrário, como fa +Hla é constante, temos Hess fa =
−HHess la. Por outro lado,

Hess ∆la = nHHess fa + nHess la = (1−H2)∆la g.

Agora como H2 > 1, temos pelo teorema de M. Obata (cf. Teorema 1 de [51],
veja também Teorema 2 de [59]), que Σn é isométrica a uma esfera Euclidiana
Sn(r), para algum r > 0 e portanto o teorema está provado.

Um resultado algébrico que fornece uma ferramenta eficaz na tentativa
de obter resultados de rigidez é o conhecido lema de Okumura [52].

Lema 3.10. Sejam a1, . . . , an números reais tais que
∑n

i=1 ai = 0. Então

− n− 2√
n(n− 1)

( n∑
i=1

a2
i

)3/2

≤
n∑
i=1

a3
i ≤

n− 2√
n(n− 1)

( n∑
i=1

a2
i

)3/2

Além disso, ocorre a igualdade no lado direito (respectivamente, lado es-
querdo) se, e somente se, n− 1 dos a,i s são não-positivos (respectivamente,
não-negativos) e iguais.

Para provarmos nosso próximo resultado, faremos uso do seguinte resul-
tado, que é uma versão hiperbólica de uma fórmula integral obtida por Q.
Wang e C. Xia em [67] no caso de hipersuperf́ıcies fechadas imersas na esfera
Euclidiana Sn+1.

Lema 3.11. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada com curvatura
escalar constante R > n(1−n) e curvatura média H isometricamente imersa
no espaço hiperbólico Hn+1. Então∫

Σ

[
(n− 2)H|Φ|2 −

n∑
i=1

(λi −H)3
]
fa dΣ = 0, (3.17)

onde fa é a função suporte associada à imersão ψ definida anteriormente,
λ1, . . . , λn são os autovalores do operador de Weingarten A de Σn e Φ =
A−HI.
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Demonstração. Inicialmente observamos que a curvatura escalar de Σn é
dada por

R = n(1− n) + n2H2 − |A|2 (3.18)

Note que a hipótese sobre R implica que a curvatura média H não se anula
em Σn. Escolha uma orientação para Σn de modo que H > 0.

Agora, considere o campo vetorial X ∈ X(Σ) definido por X = A(∇fa),
onde fa = 〈N, a〉. Sejam p ∈ Σn e {E1, ..., En} um referencial ortonormal
local numa vizinhança de p, geodésico em p e que diagonaliza A em p. Escreva
AEk = λkEk, para todo 1 ≤ k ≤ n. Então,

divΣX(p) =
n∑
i=1

〈∇EiA(∇fa), Ei〉(p).

Da equação de Codazzi (2.5), podemos reescrever a equação anterior como

divΣX = tr
(
∇∇faA

)
+

n∑
i=1

Hess fa(Ei, AEi). (3.19)

Observe que
tr
(
∇∇faA

)
= div(nH∇fa)− nH∆fa. (3.20)

Usando as equações (3.7), (3.19) e (3.20), obtemos∫
Σ

[ n∑
i=1

Hess fa(Ei, AEi)+nH|A|2fa+n2H2la+n2Ha>(H)
]
dΣ = 0. (3.21)

Como A é um operador simétrico, temos que |A|2 =
∑n

i=1〈AEi, AEi〉. Usando
agora que n2H2 − |A|2 é uma função constante e que (∇EiEj)(p) = 0 para
todos i, j ∈ {1, ..., n}, concluimos que

n∑
i=1

Hess fa(Ei, AEi) = −n2Ha>(H)− fa
n∑
i=1

λ3
i − |A|2la.

É imediato verificar que

n∑
i=1

λ3
i = nH3 + 3H|Φ|2 +

n∑
i=1

(λi −H)3, (3.22)
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onde |Φ|2 = |A|2 − nH2. Disto e usando novamente a equação (3.7), segue
que a equação em ( 3.21) pode ser reescrita como∫

Σ

[
(n− 2)H|Φ|2 −

n∑
i=1

(λi −H)3
]
fa dΣ = 0,

o que prova o lema.

De posse deste resultado, podemos agora enunciar e provar nosso próximo
teorema.

Teorema 3.12. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada com cur-
vatura escalar constante R > n(1− n) isometricamente imersa em Hn+1. Se
a imagem da aplicação de Gauss de Σn estiver contida no fecho de um pas-
sado ou de um futuro cronológico de Sn+1

1 , então Σn é uma esfera totalmente
umb́ılica.

Demonstração. Inicialmente oriente Σn de modo que sua curvatura média H
seja positiva. Denote por A o operador de Weingarten de Σn associado ao
campo unitário e normal globalmente definido N . Segue imediatamente da
equação (3.18) que

H >
|Φ|√

n(n− 1)
,

onde Φ = A−HI. Como

n∑
i=1

(λi −H) = 0 e
n∑
i=1

(λi −H)2 = |Φ|2,

segue pelo Lema 3.10 que

−
n∑
i=1

(λi −H)3 ≥ − n− 2√
n(n− 1)

|Φ|3.

Mas então teremos

(n− 2)H|Φ|2 −
n∑
i=1

(λi −H)3 ≥ (n− 2)|Φ|2
(
H − |Φ|√

n(n− 1)

)
≥ 0. (3.23)

Observe que a hipótese sobre a imagem da aplicação de Gauss de Σn nos
assegura a existência de um vetor tipo-tempo e unitário a ∈ Rn+2

1 de modo
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que a função fa não muda de sinal em Σn. Portanto, pelo Lema 3.11 e pela
desigualdade em (3.23), concluimos que[

(n− 2)H|Φ|2 −
n∑
i=1

(λi −H)3
]
fa = 0.

Usando novamente a desigualdade em (3.23), obtemos que |Φ|2f 2
a = 0 em

Σn. Isto nos permite concluir que

Hess la =
1

n
(∆ la)g,

onde g denota a métrica Riemanniana de Σn. Assim, se la é uma função
constante, então Σn é uma esfera totalmente umb́ılica. Caso contrário, o
Lema 2.12 nos assegura que Σn é isométrica a uma esfera Euclidiana Sn(r)
e novamente Σn é uma esfera totalmente umb́ılica, o que conclui a prova do
resultado.

Observação 3.13. Recentemente, Q. Wang e C. Xia obtiveram alguns re-
sultados de rigidez de hypersuperf́ıcies no espaço hiperbólico explorando a
geometria da aplicação normal de Gauss. Dentre os resultados obtidos, o
Teorema 1.3 de [68] tem uma particular relação com o nosso resultado an-
terior no sentido de que ambos exploram a imagem da aplicação de Gauss
N(Σ) de uma hipersuperf́ıcie Σn fechada em Hn+1, entretanto com diferentes
contradomı́nios para N .

Observação 3.14. Pela equação (3.16), concluimos ainda que ∇la é um
campo conforme sobre Σn com fator conforme ρ = (1/n)∆ la. Como ∇la =
a>, temos pelo Teorema 1 de [41] (cf. Lema 2.13) uma demonstração alter-
nativa para o Teorema 3.9.

3.4 Um resultado na esfera Euclidiana

Como uma aplicação do clássico teorema de K. Yano e M. Obata ( cf. Lema
2.12), provaremos nesta seção o seguinte resultado, que é uma extensão do
Teorema 2 de [50].

Teorema 3.15. Seja ψ : Σn → Sn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada, com cur-
vatura escalar constante R = n(n − 1), isometricamente imersa na esfera
Euclidiana Sn+1. Se a imagem da aplicação de Gauss de Σn estiver contida
num hemisfério fechado de Sn+1, então Σn é uma esfera totalmente geodésica.

46



3.4 Um resultado na esfera Euclidiana

Demonstração. Denote por N o campo unitário e normal que orienta Σn e
A o operador de Weingarten a ele associado. Como a imagem da aplicação
de Gauss de Σn está contida num hemisfério fechado de Sn+1, então existe
um vetor unitário a ∈ Rn+2 tal que a função fa = 〈N, a〉 não muda de sinal
em Σn. Veja que se fa for identicamente nula, então pelo Teorema 1 de [50]
concluimos que Σn é uma esfera totalmente geodésica e portanto o resultado
segue. Suponhamos então que fa não seja identicamente nula.

Pela hipótese sobre a curvatura escalar R, concluimos imediatamente que
S2 = 0. Observe que se S1 = 0, nada há a provar. Vamos agora mostrar
que esta é, na verdade, a única possibilidade. Suponha por contradição que
S1 6= 0. Então, pela Proposição 2.24( ou Lema 3.7 de [8]), teremos que

L1(S1) = {|∇A|2 − |∇S1|2}+ 3S1S3 + (n− 1)S2
1 ,

donde concluimos que

faL1(S1) = {|∇A|2 − |∇S1|2}fa + 3S1S3fa + (n− 1)S2
1fa.

Agora, da igualdade ∫
Σ

S1L1(fa)dΣ =

∫
Σ

faL1(S1)dΣ,

segue pela Proposição 3.1 que∫
Σ

{|∇A|2 − |∇S1|2}fadΣ + (n− 1)

∫
Σ

S2
1fadΣ = 0.

Usando o Lema 2.22, concluimos da igualdade anterior que

{|∇A|2 − |∇S1|2}fa = 0 e S2
1fa = 0. (3.24)

Sendo Φ = A − HI, temos pela hipótese sobre a curvatura escalar que
|Φ|2 = (n− 1)S2

1 . Da igualdade anterior e pela segunda igualdade em (3.24),
concluimos que |Φ|2f 2

a = 0 em Σn. Assim, se g denota a métrica Riemanniana
de Σn, segue imediatamente deste fato que

Hess la =
1

n
(∆la)g. (3.25)

Veja que se la for uma função não-constante em Σn, então a identidade obtida
em (3.25) juntamente com o fato de que a curvatura escalar R de Σn é
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constante, nos permite concluir pelo Lema 2.12 que Σn é isométrica a uma
esfera Euclidiana Sn(r), o que é uma contradição, pois a segunda equação
em (3.24) implicará fa = 0 em Σn. Portanto la é obrigatoriamente uma
função constante. Mas isto significa que Σn é uma esfera totalmente umb́ılica
de Sn+1 e novamente pelo argumento anterior, teremos uma contradição.
Portanto, S1 = 0 e com isto provamos que |A|2 = 0, o que nos permite
concluir que Σn é uma esfera totalmente geodésica de Sn+1.

Observação 3.16. Recentemente, e de maneira independente, H. Alencar,
H. Rosenberg e W. Santos em [9] e Q. Wang e C. Xia em [67] obtiveram o
mesmo resultado de rigidez para hipersuperf́ıcies fechadas imersas na esfera
Euclidiana Sn+1 com imagem pela aplicação de Gauss contida num hemisfério
de Sn+1para o caso de curvatura escalar constante R > n(n− 1).

3.5 Rigidez de cilindros Riemannianos

Uma classe particular de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante
em formas espaciais é formada pelos cilindros Riemannianos. Alguns auto-
res têm obtido resultados interessantes usando como hipótese algumas das
propriedades elementares destes cilindros. Resultados de rigidez podem ser
encontrados em [15], [23] e [62]. Faremos agora uma breve descrição de como
construir tais hipersuperf́ıcies no espaço hiperbólico Hn+1.

Considere um inteiro k satisfazendo 0 < k < n. Definamos a função suave
h : Hn+1 → R por

h(p) = p2
1 + · · ·+ p2

k+1 ,

onde p = (p1, . . . , pn+2). Para uma constante real % > 0, seja Σn = h−1(%2).
Não é dif́ıcil verificar que Σn é uma hipersuperf́ıcie completa, orientável com
curvatura média constante imersa em Hn+1. Temos ainda que

N(p) =
∇h
|∇h|

(p) =
1

%
√

1 + %2
(ν(p) + %2p) (3.26)

define um campo vetorial unitário e normal em Σn, onde ν : Σn → Rn+2
1

é a aplicação definida por ν(p) = (p1, . . . , pk+1, 0, . . . , 0) e ∇ representa a
conexão de Levi-Civita de Hn+1. Se p = (p1, . . . , pn+2) é um ponto da hi-
persuperf́ıcie Σn, então, considerando as imersões canônicas Sk(%) ↪→ Rk+1 e
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3.5 Rigidez de cilindros Riemannianos

Hn−k(−1/
√

1 + %2 ) ↪→ Rn−k+1
1 e tomando a imersão produto, vemos facil-

mente que
Σn = Sk(%)×Hn−k(−1/

√
1 + %2 ).

Além disso, seu operador de Weingarten A com respeito ao campo unitário
e normal N = −N tem as seguintes curvaturas principais

λ1 = · · · = λk =

√
1 + %2

%
e λk+1 = · · · = λn =

%√
1 + %2

.

A classificação das hipersuperf́ıcies com segunda forma fundamental para-
lela em formas espaciais, obtida por H.B. Lawson ( cf. Teorema 4 de [42]), foi
completamente descrita no espaço hiperbólico por P.J. Ryan em [56]. Este
resultado, que enunciaremos agora, será de fundamental importância nesta
seção.

Teorema 3.17. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie imersa isometricamente em
Hn+1(c), onde c = −1/R2, R > 0, com operador de Weingarten A. Suponha
que Σn admita, no máximo, duas curvaturas principais distintas e constantes.
Então, a menos de isometrias, Σn é uma subvariedade aberta de:

(i) Ω1 = {p ∈ Hn+1(c) ; p1 = 0}. Neste caso, A = 0 e Ω1 é isométrico a
Hn(c);

(ii) Ω2 = {p ∈ Hn+1(c) ; p1 = % > 0}. Neste caso, A = 1/R2√
1/%2+1/R2

In, onde

In denota o operador identidade, e Ω2 é isométrico a Hn(−1/(%2+R2));

(iii) Ω3 = {p ∈ Hn+1(c) ; pn+2 = pn+1 +R}. Neste caso, A = (1/R)I e Ω3 é
isométrico ao espaço Euclidiano Rn;

(iv) Ω4 = {p ∈ Hn+1(c) ;
∑n+1

i=1 p
2
i = %2 > 0}. Neste caso, A = λI, onde

λ =
√

1/%2 + 1/R2 e Ω4 é isométrico a esfera Euclidiana Sn(%);

(v) Ω5 = {p ∈ Hn+1(c) ;
∑k+1

i=1 p
2
i = %2 > 0 ,

∑n+1
j=k+2 p

2
j − p2

n+2 = −β2, β2 =

%2 +R2}. Neste caso, A = ξIk ⊕ µIn−k, onde

ξ =
√

1/%2 + 1/R2 e µ =
1/R2√

1/%2 + 1/R2

e Ω5 é isométrico a Sk(%)×Hn−k(−1/(%2 +R2)).
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Observação 3.18. Seja Σn = Sk(%)×Hn−k(−1/
√

1 + %2) um cilindro hiper-
bólico imerso isometricamente em Hn+1. Agora, fixe em Rn+2

1 o vetor tipo-
tempo unitário a = (0, . . . , 0, 1). Usando a expressão em (3.26), concluimos
por um cálculo direto que

la = −
√

1 + %2

%
fa, (3.27)

onde fa e la são as funções suporte associadas à esta imersão. É fácil ver
ainda, usando (3.1), que as funções suporte associadas as hipersuperf́ıcies
umb́ılicas de Hn+1 cumprem, para algum vetor apropriado em Rn+2

1 , uma
relação de dependência linear como aquela descrita em (3.27).

Inspirados pela observação anterior, provaremos o nosso próximo teorema
que é uma versão em formas espaciais de curvatura não-positiva de um re-
sultado obtido recentemente por L.J. Aĺıas, A. Brasil e O. Perdomo para
hipersuperf́ıcies imersas na esfera Euclidiana Sn+1 (veja [15], Teorema 3).

Teorema 3.19. Seja ψ : Σn → M
n+1

(c) ↪→ Rn+2
ν uma hipersuperf́ıcie com-

pleta, com curvatura média constante H, imersa isometricamente no ambi-

ente M
n+1

de curvatura seccional constante c ∈ {−1, 0}. Se la = λfa para
algum vetor não-nulo a ∈ Rn+2

ν e algum número real λ, então Σn é uma
hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica ou

(i) Sk(%) × Hn−k(−1/
√

1 + %2), para algum % > 0 e algum 1 ≤ k ≤ n − 1,
quando c = −1;

(ii) Sk(%)× Rn−k, para algum % > 0 e algum 1 ≤ k ≤ n− 1, quando c = 0.

Demonstração. Faremos a prova do caso c = −1. O caso c = 0 é completa-
mente similar. Inicialmente iremos supor que a é um vetor tipo-tempo em
Rn+2

1 tal que la = λfa para algum número real λ. Então, neste caso, temos
λ 6= 0 e H 6= 0. Observe que ∆la = λ∆fa. Agora, pela Proposição 3.1
concluimos que (

nλ+ (1 + λ2)S1 + λS2
1 − 2λS2

)
la = 0

em Σn. Usando a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz, concluimos da
igualdade anterior que

S2 =
1

2
S2

1 +

(
λ

2
+

1

2λ

)
S1 +

n

2
. (3.28)
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A equação anterior mostra que S2 é também uma função constante em Σn.
Repetindo o argumento anterior para o operador L1, teremos que

S3 =
2

3λ
S2 +

(n− 1)

3
S1 +

1

3
S1S2 +

2λ

3
S2. (3.29)

Agora, usando a Proposição 2.24( veja também Lema 3.7 de [8]), segue que

L1(S1) = ∆S2 + {|∇A|2 − |∇S1|2}+ 2S2(|A|2 + n)

−S1

[
S1S2 − 3S3 + (n− 1)S1

]
.

Assim, observando que S1 e S2 são constantes, obtemos da igualdade acima
que

|∇A|2 + S2
1S2 − 4S2

2 + 2nS2 + 3S1S3 + S2
1 − nS2

1 = 0

em Σn. Mutiplicando a igualdade anterior por λ e usando as equações (3.28)
e (3.29) teremos, após alguns cálculos imediatos, que a seguinte identidade

λ|∇A|2 + 2S1S2 + 2λS2
1S2 + 2λ2S1S2 − 4λS2

2 + 2nλS2 = 0 , (3.30)

se verifica em Σn.
Usando as desigualdades de Newton (cf. Seção 2.6) e a equação (3.29),

é fácil ver que S2 6= 0. Assim, de (3.28) e (3.30) obtemos |∇A|2 = 0, donde
se conclui que ∇A = 0 sobre Σn. Este fato nos permite concluir que as
curvaturas principais Σn são constantes ( cf. Teorema 1 de [1] ). Agora, pela
completude de Σn, temos pelo Teorema 3.17 (ou Teorema 4 de [42]) que Σn

é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılca, neste caso uma esfera geodésica,
pois a é tipo-tempo, ou um cilindro hiperbólico Sk(%)×Hn−k(−1/

√
1 + %2),

para algum % > 0 e algum 1 ≤ k ≤ n− 1.
Vamos supor agora que a seja um vetor tipo-espaço unitário em Rn+2

1 de
modo que a relação la = λfa seja válida para algum λ ∈ R. Então, Σn será
uma hiperesfera totalmente geodésica se λ = 0. De fato, se isto ocorre, então
la é identicamente nula, donde concluimos, por (3.5), que |A|2f 2

a = 0 em
Σn. Se existe p0 ∈ Σn tal que |A|2(p0) 6= 0, então, por continuidade, existe
uma vizinhança U de p0 em Σn na qual |A|2(p) 6= 0 para todo p ∈ U . Logo,
teremos que fa = 0 em U , o que não pode ocorrer. Portanto |A|2 = 0, o que
prova que Σn é uma hiperesfera totalmente geodésica.

Supondo agora que λ 6= 0 e usando mais uma vez a Proposição 3.1,
teremos (

nλ+ (1 + λ2)S1 + λS2
1 − 2λS2

)
la = 0

51



3.5 Rigidez de cilindros Riemannianos

em Σn. Repetindo o argumento de continuidade do parágrafo anterior, é fácil
mostrar que S1 + nλ+ λS2

1 − 2λS2 + λ2S1 é uma função identicamente nula
em Σn, e, portanto os mesmos passos do caso 〈a, a〉 = −1 se aplicam e assim
iremos concluir que ∇A = 0. Logo, pelo teorema de classificação de P.J.
Ryan, segue que Σn é uma hiperesfera de Hn+1.

Agora analisaremos o caso em que o vetor a é tipo-luz. Neste caso o vetor
a determina uma folheação de Hn+1 por horoesferas, o que nos assegura que
a função la = 〈ψ, a〉 tem sinal estrito. Segue das fórmulas (3.6) e (3.7) que
H 6= 0. Usando novamente a Proposição 3.1, segue que(

nλ+ (1 + λ2)S1 + λS2
1 − 2λS2

)
la = 0

em Σn. Desta igualdade segue que nλ + (1 + λ2)S1 + λS2
1 − 2λS2 = 0 em

Σn. Assim, o argumento dos casos anteriores se repete, o que nos permite
concluir, usando novamente o Teorema 3.17, que Σn é uma horoesfera de
Hn+1 e portanto o teorema está provado.

Observação 3.20. A técnica usada na demonstração do Teorema 3.19 se
aplica da mesma maneira ao seu congênere esférico, o que nos fornece uma
demonstração alternativa para supracitado teorema de L.J. Aĺıas, A. Bra-
sil e O. Perdomo. Além disso, o argumento nos permite concluir que Sr é
uma função constante para todo r, donde Σn é uma hipersuperf́ıcie isopa-

ramétrica em M
n+1

(c) e, portanto, usando os resultados de É. Cartan [28] e
B. Segre [57], obtemos outra prova do teorema anterior. Note ainda que este
argumento não se aplica no caso de hipersuperf́ıcies na esfera Sn+1.
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Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies em produtos
warped semi-Riemannianos

Neste caṕıtulo, o qual corresponde ao artigo [18], em colaboração com H.F.
de Lima, estaremos interessados no estudo de hipersuperf́ıcies Riemannianas
completas não-compactas com r-curvaturas médias limitadas imersas numa
classe de produtos warped semi-Riemannianos que inclui o espaço hiperbólico
Hn+1 e o Steady State spaceHn+1. Listaremos agora alguns resultados recen-
tes que estão diretamente relacionados com os problemas que abordaremos
adiante. Dentre estes resultados, citamos o trabalho de L.J. Aĺıas, M. Dajc-
zer e J. Ripoll em [13], no qual os autores estenderam o clássico Teorema de
Bernstein para gráficos mı́nimos (ou seja, com curvatura média nula) em R3

para superf́ıcies mı́nimas completas num ambiente Riemanniano com curva-
tura de Ricci não-negativa e munido com um campo de Killing. Tal resultado
foi obtido supondo que o sinal da função ângulo entre a aplicação normal de
Gauss e o campo de Killing permanece inalterado ao longo da superf́ıcie.

Em [27], A. Caminha obteve resultados gerais tipo-Bernstein para hi-
persuperf́ıcies completas imersas num ambiente Riemanniano munido de um
campo conforme e fechado, utilizando como ferramenta anaĺıtica uma espécie
de prinćıpio do máximo no infinito, obtido como consequência da versão do
Teorema de Stokes para variedades Riemannianas completas e não-compactas
provado por S.T. Yau em [66].

Recentemente, A.L. Albujer e L.J. Aĺıas em [5], estudaram hipersuperf́ıcies
tipo-espaço completas com curvatura média constante, imersas no Steady
State space Hn+1 e que têm uma limitação geométrica de estar distante do
infinito futuro (ou passado) deste espaço, no sentido de que a hipersuperf́ıcie
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4.1 Cálculo do Lr da função altura

está abaixo (acima) de um slice. Os autores provaram que com esta limitação,
tais hipersuperf́ıcies têm necessariamente curvatura médiaH = 1. Como con-
sequência deste fato, eles concluiram que as únicas superf́ıcies tipo-espaço e
completas com curvatura média constante em H3 que estão entre dois planos
de H3 são planos.

Em conexão com o caṕıtulo 3 desta tese e seguindo as idéias de A.L.
Albujer e L.J. Aĺıas [5], H.F. de Lima obteve em [32] uma caracterização de
hiperplanos espaciais em Rn+2

1 como as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço,
completas com curvatura média limitada satisfazendo H ≥ 0 e distantes do
infinito passado de Rn+2

1 tais que sua imagem pela aplicação normal de Gauss
está contida no fecho de uma bola geodésica de raio ρ > 0 em Hn+1, onde
cosh ρ ≤ 1+infΣH. Este resultado fornece uma extensão do teorema de Y.L.
Xin e R. Aiyama (cf. [3] e [60])

Aplicando a técnica de S.T. Yau [66] e impondo restrições apropriadas
sobre as r-curvaturas médias e sobre a norma do gradiente da função altura,
F.E.C. Camargo, A. Caminha e H.F. de Lima em [22], estabeleceram resulta-
dos tipo-Bernstein no espaço hiperbólico Hn+1 e no Steady State space Hn+1

para hipersuperf́ıcies completas que possuem a mesma restrição geométrica
descrita em [5].

Motivados pelos resultados acima mencionados e usando um prinćıpio
do máximo generalizado obtido por A. Caminha e H.F de Lima em [26],
provaremos alguns resultados de unicidade de slices tipo-espaço em um pro-
duto warped semi-Riemanniano εR ×et Mn sob apropriadas restrições nas
r-curvaturas médias e sobre o ângulo normal da hipersuperf́ıcie, isto é, sobre
o ângulo entre a aplicação normal de Gauss da hipersuperf́ıcie e o campo
unitário ∂t.

4.1 Cálculo do Lr da função altura

Sejam ψ : Σn → εI ×f Mn uma imersão Riemanniana, com Σn orientada
pelo campo unitário e normal N , onde ε = ε∂t = εN , e h = (πI)|Σ a sua

função altura. Denotemos por M
n+1

a variedade εI ×f Mn e por ∇ e ∇ as
conexões de Levi-Civita de M e Σ, respectivamente. Como sabemos,

∇h = ε∂>t = ε∂t − 〈N, ∂t〉N. (4.1)

Em particular, desta igualdade segue que

|∇h|2 = ε
(
1− 〈N, ∂t〉2

)
. (4.2)
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De posse desses fatos provaremos o seguinte resultado, que é uma versão
unificada de uma fórmula obtida, no caso Lorentziano, por L.J. Aĺıas e A.G.
Colares (cf. [14], Lema 4.1).

Proposição 4.1. Seja ψ : Σn → εI ×f Mn uma imersão Riemanniana com
campo normal N e função altura h. Então, para cada r = 0, . . . , n−1, temos

Lr(h) = (log f)′
(
εtr(Pr)− 〈Pr∇h,∇h〉

)
+ 〈N, ∂t〉tr(APr). (4.3)

Demonstração. Fixemos um ponto p em Σn e um vetor v em TpΣ. Seja A o
operador de Weingarten com respeito ao campo normal N . Veja que podemos
escrever v = w + ε〈v, ∂t〉∂t, onde w ∈ TpM é tangente à fibra Riemanniana
de M a qual passa por p. Usando a Proposição 7.35 de [54], temos que

∇v∂t = ∇w∂t + ε〈v, ∂t〉∇∂t∂t = ∇w∂t

= (log f)′w = (log f)′(v − ε〈v, ∂t〉∂t).

Usando isto e a equação (4.1), teremos

∇v∇h = ∇v∇h− ε〈Av,∇h〉N
= ∇v(ε ∂t − 〈N, ∂t〉N)− ε〈Av,∇h〉N
= ε(log f)′w − v(〈N, ∂t〉)N + 〈N, ∂t〉Av − ε〈Av,∇h〉N
= ε(log f)′w + (〈Av, ∂t〉 − 〈N,∇v∂t〉)N + 〈N, ∂t〉Av
− ε〈Av,∇h〉N
= ε(log f)′w + (〈Av, ∂>t 〉 − 〈N, (log f)′w〉)N + 〈N, ∂t〉Av
− ε〈Av,∇h〉N
= ε(log f)′w + ε(log f)′〈v, ∂t〉〈N, ∂t〉N + 〈N, ∂t〉Av
= ε(log f)′{v − 〈v, ∂t〉(ε ∂t − 〈N, ∂t〉N)}+ 〈N, ∂t〉Av.

Da expressão acima obtida, concluimos imediatamente que

∇v∇h = (log f)′(ε v − 〈v,∇h〉∇h) + 〈N, ∂t〉Av. (4.4)

Considere agora um referencial ortonormal local {E1, . . . , En} em torno do
ponto p ∈ Σn. Então, como

Lr(h) = tr(PrHess(h)) =
n∑
i=1

〈∇Ei∇h, PrEi〉
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teremos finalmente, pela simetria do operador Pr e pela equação (4.4) que

Lr(h) =
n∑
i=1

〈
(log f)′ (εEi − 〈Ei,∇h〉∇h) + 〈N, ∂t〉AEi , PrEi

〉
= (log f)′

(
εtr(Pr)− 〈Pr∇h,∇h〉

)
+ 〈N, ∂t〉tr(APr).

Fazendo r = 0 na proposição anterior, obtemos imediatamente o seguinte.

Corolário 4.2. Seja ψ : Σn → εI ×f Mn uma imersão Riemanniana com
campo normal N e função altura h. Então,

∆h = (log f)′
(
εn− |∇h|2

)
+ εnH〈N, ∂t〉. (4.5)

Observação 4.3. Para t0 ∈ I, se orientarmos o slice Σn
t0

= {t0} × Mn

usando o campo unitário e normal ∂t teremos, de acordo com [10], que Σn
t0

tem r-curvatura média constante

Hr = −ε
(
f ′(t0)

f(t0)

)r
.

Seja Σn uma variedade Riemanniana n-dimensional completa e considere
Φ : X(Σ) → X(Σ) um campo de transformações lineares auto-adjuntas de-
finidas em Σn. Definimos o operador diferencial linear de segunda ordem
� : C∞(Σ)→ C∞(Σ) por

�u = tr (Φ Hessu). (4.6)

O resultado seguinte, obtido por A. Caminha e H.F. de Lima ( cf. Co-
rolário 3.3 de [26] ), estabelece, sob determinadas condições, uma versão do
Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau para o operador �.

Lema 4.4. Sejam Σn uma variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional não-negativa e u ∈ C∞(Σ) limitada superiormente. Se Φ é semi-
definido positivo e tr(Φ) é limitado superiormente em Σn, então existe uma
sequência de pontos (pk)k≥1 em Σn tal que

( i ) u(pk) > sup
Σ
u− 1

k
, ( ii ) |∇u|(pk) <

1

k
e ( iii ) �u(pk) <

1

k
.
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4.2 Resultados de unicidade em espaços tipo-

Steady State

No espaço de Lorentz-Minkowski Rn+2
1 considere a base canônica {e1, . . . , en+2}

e seja a ∈ Rn+2
1 um vetor não-nulo e tipo-luz a tal que 〈a, en+2〉 > 0. A região

aberta do espaço de de Sitter Sn+1
1 dada por

Hn+1 = {p ∈ Sn+1
1 ; 〈p, a〉 > 0}

é denominada de Steady State space. Recentemente, a geometria de Hn+1

tem sido estudada por diversos autores veja [5], [25] e [29], por exemplo.
Fixando b ∈ Rn+2

1 outro vetor tipo-luz tal que 〈a, b〉 = 1, é posśıvel mostrar
(cf. [5], Seção 4) que a aplicação ϕ : Hn+1 → −R×et Rn definida por

ϕ(p) =

(
log(〈p, a〉) , p− 〈p, a〉b− 〈p, b〉a

〈p, a〉

)
é uma isometria. Isto nos fornece um modelo warped deste espaço, onde cada
slice Σn

t0
, isométrico a Rn, é chamado de hiperplano em Hn+1.

Nesta seção iremos considerar hipersuperf́ıcies conexas Σn isometrica-
mente imersas em espaços tipo-Steady State, ou seja, produtos warped do
tipo

−R×et Mn,

onde Mn é uma variedade Riemanniana completa e conexa. Pelo que vimos
na Seção 4.1, cada slice Σn

t0
= {t0} ×Mn é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço

completa, conexa e com r-curvatura média constante e igual a 1, quando
consideramos a orientação dada pelo campo unitário e normal N = ∂t. Por
este motivo, iremos supor que a aplicação de Gauss das hipersuperf́ıcies tipo-
espaço completas ψ : Σn → −R×etMn consideradas neste parágrafo satisfaz
〈N, ∂t〉 ≤ −1. Usando esta escolha, definimos o ângulo hiperbólico normal θ
de Σn como sendo a função suave θ : Σn → [0,+∞) que cumpre a propriedade

cosh θ = −〈N, ∂t〉.

Seguindo a terminologia introduzida por A.L. Albujer e L.J. Aĺıas em
[5], dizemos que uma hipersuperf́ıcie ψ : Σn → −R ×et Mn está distante do
infinito futuro de −R×et Mn se existe s ∈ R tal que

ψ(Σn) ⊂ {(t, x) ∈ −R×et Mn; t ≤ s}.
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Geometricamente, isto significa que ψ(Σn) está contida na região abaixo do
slice Σn

s = {s} ×Mn.
Quando Σn é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta, com curvatura

média constante H > 1, imersa no Steady State space Hn+1 com bordo ∂Σn

contido num hiperplano tipo-espaço de Hn+1, uma estimativa do gradiente
devida a S. Montiel (cf. [49], Teorema 7) garante que o ângulo hiperbólico
normal θ de Σn satisfaz cosh θ ≤ H.

De posse das considerações precedentes, podemos enunciar e provar nosso
próximo resultado.

Teorema 4.5. Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional não-negativa e ψ : Σn → −R ×et Mn uma hipersu-
perf́ıcie tipo-espaço completa, com curvatura seccional não-negativa e menor
do que ou igual a 1, e distante do infinito futuro de −R ×et Mn. Suponha
que existam constantes positivas α e β tais que α ≤ Hr ≤ Hr+1 ≤ β, para
algum 0 ≤ r ≤ n− 1. Se o ângulo hiperbólico normal θ de Σn satisfaz

cosh θ ≤ inf
Σ

Hr+1

Hr

,

então Σn é um slice de −R×et Mn.

Demonstração. SejamA o operador de Weingarten associado ao campo unitá-
rio e normal N globalmente definido em Σn e Φ : X(Σ)→ X(Σ) a aplicação
definida por Φ = HrPr, onde Pr = (−1)rSrI + APr−1 é o r-ésimo tensor
de Newton associado ao operador A. Considere {E1, . . . , En} um referencial
ortonormal local que diagonaliza A em um ponto p ∈ Σn. Então, escrevendo
AEi = λiEi, teremos, de acordo com a Seção 2.6, que PrEi = (−1)rSr(Ai)Ei,
para cada i ∈ {1, . . . , n}, onde

Sr(Ai) =
∑

1≤j1<···<jr≤n
j1,...,jr 6=i

λj1 · · ·λjr .

Como
(
n
r

)
Hr = (−1)rSr, concluimos, para cada i, que

〈ΦEi, Ei〉 =
1(
n
r

)Sr Sr(Ai). (4.7)

Sejam R e RM os respectivos tensores de curvatura de −R ×et Mn e Mn.
Então, como gradf = f ′∂t, segue pela Proposição 7.42 de [54] que

〈R(Ei, Ej)Ei, Ej〉 = 〈RM(Ei, Ej)Ei, Ej〉+ 1. (4.8)
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4.2 Resultados de unicidade em espaços tipo-Steady State

para todos i, j ∈ {1, . . . , n}. Denotanto por σij o subespaço 2-dimensional
de TpΣ gerado por Ei e Ej, segue pela equação de Gauss (2.4) que

KΣ(σij) = K(σij)− λiλj, (4.9)

onde KΣ e K denotam as curvaturas seccionais de Σn e −R×etMn, respecti-
vamente. Da hipótese sobre a curvatura seccional da fibra Riemanniana Mn,
segue pela equação (4.8) que K(σij) ≥ 1. Mas então, usando a equação (4.9),
concluimos que

λiλj ≥ 1−KΣ(σij).

Finalmente pela hipótese sobre KΣ, concluimos da expressão anterior que
λiλj ≥ 0, para todos i, j ∈ {1, . . . , n}.

Observe que na equação (4.7) temos um produto de 2r fatores formados
pelas curvaturas principais de A, logo pelo que provamos no parágrafo an-
terior, segue que 〈ΦEi, Ei〉 ≥ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}, o que mostra que
Φ é um operador semi-definido positivo. Além disso, como Hr é uma função
limitada, o mesmo ocorre com tr(Φ) = crH

2
r , onde cr = (n− r)

(
n
r

)
.

Segue da definição que

�eh = tr(Φ Hess(eh)) = HrLr(e
h).

Usando a equação (2.12) e a Proposição 4.1, concluimos da igualdade anterior
que

�eh = cre
hHr(−Hr − 〈N, ∂t〉Hr+1). (4.10)

Observe que podemos escrever

Hr(−Hr − 〈N, ∂t〉Hr+1) = H2
r

(
− 〈N, ∂t〉

Hr+1

Hr

− 1
)
.

Usando a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz e as hipóteses sobre Hr e
Hr+1, obteremos da expressão anterior que

Hr(−〈N, ∂t〉Hr+1 −Hr) ≥ α2
(Hr+1

Hr

− 1
)
≥ 0.

Assim, da igualdade em (4.10), concluimos que

�eh ≥ cre
hα2
(Hr+1

Hr

− 1
)
≥ 0. (4.11)
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Como estamos supondo Σn distante do infinito futuro de −R×et Mn, temos
pelo Lema 4.4 que existe uma sequência de pontos (pk)k≥1 em Σn de tal
maneira que

lim
k

(eh)(pk) = esupΣ h e lim
k

�eh(pk) ≤ 0

Portanto, da expressão em (4.11), obtemos

0 ≥ lim
k

�eh(pk) ≥ cre
supΣ hα2 lim

k

(
Hr+1

Hr

(pk)− 1

)
≥ 0.

Disto segue que

inf
Σ

Hr+1

Hr

= 1.

Agora, a hipótese sobre o ângulo hiperbólico normal θ da hipersuperf́ıcie nos
assegura que 〈N, ∂t〉 = 1, e, portanto, por (4.2), temos |∇h|2 = 0, o que nos
permite concluir que Σn é um slice de −R×et Mn.

Observação 4.6. Seja Mn uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional não-negativa. Como consequência do clássico Teorema de Bonnet-
Myers, se uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa ψ : Σn → −R ×et Mn

tem curvatura média H (não necessariamente constante) satisfazendo

|H| ≤ c <
2
√
n− 1

n

onde c é uma constante positiva, então Σn deve ser compacta. De fato,
inicialmente observamos que 2

√
n− 1/n ≤ 1 para n ≥ 2. Logo, neste caso,

estamos considerando hipersuperf́ıcies com curvatura média |H| < 1. Se
RicΣ denota o tensor de Ricci de Σn, então, denotando por A o operador
de Weingarten desta imersão e por R o tensor de curvatura de −R×et Mn,
temos da equação de Gauss (2.4) que

RicΣ(X,X) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉+ nH〈AX,X〉+ 〈AX,AX〉, (4.12)

para todo X ∈ X(Σ), onde {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal local
em Σn. Agora, usando a desigualdade (16) em [5] e as hipóteses sobre a
curvatura seccional de Mn e sobre a curvatura média de Σn, obtemos

RicΣ ≥ n− 1− n2H2

4
> 0, (4.13)

e com isto concluimos o que hav́ıamos afirmado.
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Observação 4.7. No caso em que Mn = Rn (e com isso −R ×et Mn =
Hn+1), se Σn está distante do infinito futuro de Hn+1, então o Lema 1 de [5]
nos assegura que Σn é difeomorfa a Rn. Em particular, Hn+1 não possui
hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas (sem bordo). Por outro lado, segue da
classificação das hipersuperf́ıcies tipo-espaço totalmente umb́ılicas do espaço
de de Sitter (cf. [45], Exemplo 1) que não existem hipersuperf́ıcies tipo-espaço
completas e totalmente umb́ılicas imersas em Hn+1 com curvatura média
satisfazendo 0 ≤ H < 1.

Segue da discussão anterior que, num certo sentido, é natural nos restrin-
girmos ao estudo de hipersuperf́ıcies no Steady State space com curvatura
média H ≥ 1. Motivados pelas observações anteriores, estabelecemos o se-
guinte resultado.

Corolário 4.8. Seja ψ : Σn → Hn+1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-
pleta e distante do infinito futuro de Hn+1. Suponha que exista uma constante
real β tal que 1 ≤ H ≤ β. Se o ângulo hiperbólico normal θ de Σn satisfaz

cosh θ ≤ inf
Σ
H,

então Σn é um hiperplano.

Demonstração. Considerarando o modelo warped de Hn+1 descrito no ińıcio
desta seção e seguindo os mesmos passos da demonstração do Teorema 4.5
junto com o Lema 4.4 ( e usando a estimativa para o tensor de Ricci de Σn

dada em (4.13)), obtemos o resultado.

Observação 4.9. Usando como ferramenta anaĺıtica o Prinćıpio do Máximo
de Omori-Yau clássico (cf. Lema 3.2), A.G. Colares e H.F. de Lima obtive-
ram alguns resultados de rigidez de hipersuperf́ıcies Σn imersas em espaços
tipo-Steady Space −R×etMn(cf. Teorema 5.2 de [30]) supondo que a fibra Ri-
emanniana Mn tem curvatura seccional não-negativa e que a hipersuperf́ıcie
Σn satisfaça a condição de estar distante do infinito futuro de −R×et Mn.

4.3 Resultados de unicidade em espaços tipo-

hiperbólico

Parafraseando o caso Lorentziano, voltaremos nossa atenção a espaços tipo-
hiperbólico, ou seja, produtos warped do tipo

R×et Mn,
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4.3 Resultados de unicidade em espaços tipo-hiperbólico

onde Mn é uma variedade Riemanniana completa e conexa. De acordo com o
que vimos na Seção 4.1, os slices deste modelo são hipersuperf́ıcies completas
com curvatura média constante 1, se consideramos a orientação dada pelo
campo vetorial unitário e normal N = −∂t. Por esta razão, iremos supor que
a aplicação normal de Gauss das hipersuperf́ıcies ψ : Σn → R ×et Mn desta
seção, satisfaz a condição −1 ≤ 〈N, ∂t〉 ≤ 0. Com isto, definimos o ângulo
normal θ de Σn como sendo a função suave θ : Σn → [0, π

2
] que cumpre a

propriedade
cos θ = −〈N, ∂t〉.

Similarmente ao caso anterior, dizemos que uma hipersuperf́ıcie completa
ψ : Σn → R ×et Mn está distante do infinito futuro de R ×et Mn se existe
s ∈ R tal que ψ(Σn) está contida abaixo do slice Σn

s .

Observação 4.10. Uma motivação para considerarmos produtos warped do
tipo R ×et Mn vem do fato de que o espaço hiperbólico Hn+1 é isométrico a
R ×et Rn( uma isometria expĺıcita entre estes espaços pode ser encontrada
em [12]). Segue facilmente deste fato que os slices Σn

t0
= {t0}×Rn do modelo

warped do espaço hiperbólico são precisamente as horoesferas de Hn+1.

Considere ψ : Σn → Hn+1 uma imersão de uma variedade compacta Σn

com mean convex boundary ∂Σn contido numa horoesfera de Hn+1. Suponha
que ψ tem curvatura média constante 0 ≤ H ≤ 1. Por uma estimativa do
gradiente devido a R. López e S. Montiel ( cf. Teorema 4.1 de [43]), e levando
em conta nossa escolha de orientação N , concluimos que o ângulo normal θ
satisfaz cos θ ≥ H.

Podemos finalmente enunciar e provar a versão Riemanniana do Teo-
rema 4.5.

Teorema 4.11. Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional nula e ψ : Σn → R×etMn uma hipersuperf́ıcie com-
pleta e conexa com curvatura seccional não-negativa e distante do infinito
futuro de R×etMn. Suponha que existam constantes positivas α e β satisfa-
zendo α ≤ Hr+1 ≤ Hr ≤ β, para algum 0 ≤ r ≤ n − 1. Se o ângulo normal
θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup
Σ

Hr+1

Hr

,

então Σn é um slice de R×et Mn.
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4.3 Resultados de unicidade em espaços tipo-hiperbólico

Demonstração. Sejam λ1, . . . , λn as curvaturas principais do operador de
Weingarten A de Σn associado ao campo unitário e normal N . Usando nova-
mente a equação de Gauss (2.4), a Proposição 7.42 de [54] e nossas hipóteses
sobre as curvaturas seccionais de Σn e Mn, teremos

λiλj ≥ 1,

para todos i, j ∈ {1, . . . , n}. Como na prova no Teorema 4.5, escolhendo
Φ = HrPr, temos que Φ é positivo definido com tr(Φ) limitado em Σn. Assim,
estamos em condições de aplicar o Lema 4.4. Usando agora as equações (2.12)
e (4.3), obtemos como antes

�eh = cre
hHr(Hr + 〈N, ∂t〉Hr+1) , (4.14)

onde cr = (n− r)
(
n
r

)
. Assim, nossas hipóteses sobre Hr e Hr+1, junto com a

desigualdade de Cauchy-Schwarz, nos fornecem

Hr(Hr + 〈N, ∂t〉Hr+1) ≥ α2

(
1− Hr+1

Hr

)
≥ 0. (4.15)

Como estamos supondo que Σn está distante do infinito futuro de R×etMn,
então aplicando o Lema 4.4 obtemos uma sequência de pontos (pk)k≥1 em Σn

satisfazendo limk(e
h)(pk) = esupΣ h e �eh(pk) ≤ 0. Agora, usando as equações

(4.14) e (4.15) concluimos que

0 ≥ lim
k

�eh(pk) ≥ cre
supΣ h lim

k
α2

(
1− Hr+1

Hr

(pk)

)
≥ 0

Consequentemente,

sup
Σ

Hr+1

Hr

= 1.

Portanto, da hipótese sobre o ângulo normal da hipersuperf́ıcie, concluimos
que Σn é um slice de R×et Mn.

Observação 4.12. Quando o espaço ambiente εR ×et Mn tem curvatura
seccional constante, segue da Proposição 7.42 de [54] que as curvaturas sec-
cionais da fibra Riemanniana Mn são identicamente nulas. Além disso, como
as hipersuperf́ıcies consideradas aqui são completas, segue por um resultado
devido a A.L. Albujer e L.J. Aĺıas (cf. Lema 7 de [5]) que Mn deve necessa-
riamente ser completa, ou seja, Mn deve ser uma forma espacial de curvatura
seccional nula.
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4.3 Resultados de unicidade em espaços tipo-hiperbólico

Observando que R ×et Rn fornece um modelo warped para o espaço hi-
perbólico Hn+1, provaremos agora o seguinte resultado, que é uma extensão
do Teorema 3.3 de [33].

Teorema 4.13. Sejam Mn uma forma espacial Riemanniana de curvatura
seccional nula e ψ : Σn → R ×et Mn uma hipersuperf́ıcie completa e conexa
com segunda forma fundamental limitada e distante do infinito futuro de
R ×et Mn. Suponha que a curvatura média H de Σn satisfaz α ≤ H ≤ 1,
para alguma constante positiva α. Se o ângulo normal θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup
Σ
H,

então Σn é um slice de R×et Mn.

Demonstração. Observando que a hipótese sobre a curvatura da fibra Mn

implica que R ×et Mn tem curvatura seccional constante −1. Logo pela
equação de Gauss (2.4), segue que

RicΣ(X,X) = −(n− 1)|X|2 + nH〈AX,X〉 − 〈AX,AX〉,
para todo X ∈ X(Σ), onde RicΣ denota o tensor de Ricci de Σn. Assim,
usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos da expressão acima
que

RicΣ ≥ −(n− 1)− nH|A| − |A|2. (4.16)

Considere u : Σn → R a função suave definida por u = eh, onde h é a função
altura da hipersuperf́ıcie Σn. Neste caso, usando a Proposição 4.3 e a equação
(2.12), segue que

∆u = neh(1 + 〈N, ∂t〉H).

Usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos concluir
ainda que

∆u ≥ neh(1−H). (4.17)

Como Σn está distante do infinito futuro de R ×et Mn e tem, por (4.16),
curvatura de Ricci limitada inferiormente, segue-se pelo Prinćıpio do Máximo
de Omori-Yau (cf. Lema 3.2) que existe uma sequência de pontos (pk)k≥1

em Σn tal que limk(e
h)(pk) = esupΣ h e limk ∆u(pk) ≤ 0. Portanto, pela

desigualdade em (4.17), segue que

0 ≥ lim
k

∆u(pk) ≥ esupΣ h lim
k

(1−H(pk)) ≥ 0.

Da expressão anterior concluimos que supΣ H = 1. O resultado segue agora
pela hipótese sobre o ângulo normal de Σn.
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Caṕıtulo 5

Gráficos verticais num produto
warped Riemanniano

Em [47], S. Montiel estudou hipersuperf́ıcies compactas com curvatura média
constante imersas em produtos warped do tipo R ×f Mn e S1 ×f Mn, tais
que a curvatura de Ricci da fibra Riemanniana Mn, denotada por RicM , e a
função warped f satisfazem a condição

RicM ≥ (n− 1) sup(f ′2 − ff ′′).

Quando tais hipersuperf́ıcies são localmente gráficos sobre Mn, a menos de
casos particulares, o resultado de S. Montiel assegura que as hipersuperf́ıcies
em questão são slices {t0} ×Mn.

Em [25], A. Caminha e H.F. de Lima estudaram gráficos verticais comple-
tos com curvatura média constante em produtos warped semi-Riemannianos
utilizando como ferramentas anaĺıticas os Laplacianos da função altura e
de uma função tipo-suporte naturalmente associadas à imersão. Assim, im-
pondo restrições apropriadas sobre a curvatura média e sobre o crescimento
da função altura, os autores obtiveram condições necessárias para a existência
de tais gráficos. Além disso, no caso 3-dimensional eles provaram um teorema
tipo-Bernstein no espaço hiperbólico H3.

Neste caṕıtulo, que corresponde ao artigo [19] em colaboração com H.F. de
Lima, estaremos interessados no estudo de gráficos verticais completos (com
curvatura média constante) numa classe de produtos warped Riemannianos
com uma condição sobre a curvatura seccional da fibra Riemanniana.
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5.1 Cálculo do Lr de uma função tipo-suporte

Embora nosso objeto de estudo neste caṕıtulo sejam hipersuperf́ıcies em pro-
dutos warped Riemannianos, apresentaremos agora uma versão unificada de
uma fórmula obtida por L.J. Aĺıas e A.G. Colares em [14]. Seguindo as
notações do caṕıtulo anterior, provaremos a seguinte.

Proposição 5.1. Seja ψ : Σn → εI ×f Mn uma imersão Riemanniana
com campo normal N e função altura h. Se K é o campo fechado f∂t e
η = 〈N,K〉, então, para cada r = 0, . . . , n− 1, temos

Lr(η) = −ε
(

tr(Pr ◦RN) + crHr
f ′′

f

)
η

− ε

(
n

r + 1

)(
nH1Hr+1 − (n− r − 1)Hr+2

)
η

− ε

(
n

r + 1

)
〈∇Hr+1, K〉 − εcrHr+1f

′, (5.1)

onde RN : X(Σ)→ X(Σ) é o operador definido por

RN(X) = (R(N,X)N )>.

Demonstração. Temos por definição que

Lr(η) = tr
(
PrHess η

)
=

n∑
i=1

〈∇Ei ∇η , PrEi〉, (5.2)

onde {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal local em Σn. Seja X ∈ X(Σ),
então

Xη = 〈∇XN ,K〉+ 〈N ,∇XK〉.

Como o campo K é fechado, segue de (2.3) que

∇η = −A(K>), (5.3)

onde K> = K − εηN é a componente tangencial do campo K. Pela equação
de Codazzi (2.5) segue-se que

(R(X,K>)N )> = (∇XA )(K>)− (∇K>A )(X),
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donde obtemos, por (5.3), que

∇X ∇η = −(R(X,K>)N )> − A(∇XK
>)− (∇K>A )(X). (5.4)

Agora, observe que da decomposição vetorial do campo K e da equação de
Gauss (2.4), podemos escrever

∇XK = ∇XK
> + ε

(
〈AX, K>〉+Xη

)
N − εηAX.

Usando mais uma vez que o campoK é fechado, temos queXη = −〈AX,K>〉,
e desta igualdade concluimos da expressão anterior que

∇XK
> = εηAX + f ′X, (5.5)

e assim, substituindo (5.5) em (5.4), obtemos

∇X ∇η = −(R(X,K>)N )> − εηA2X − f ′AX − (∇K>A )(X).

Usando esta expressão, teremos de (5.2) que

Lr(η) = −
n∑
i=1

〈R(Ei , K
>)N,PrEi 〉 − εη

n∑
i=1

〈A2Ei, PrEi〉

− f ′
n∑
i=1

〈AEi, PrEi〉 −
n∑
i=1

〈(∇K>A )(Ei), PrEi 〉.

Pela simetria do operador Pr e usando a Proposição 2.23, concluimos da
igualdade anterior que

Lr(η) = −
n∑
i=1

〈R(Ei , K
>)N,PrEi 〉

− ε

(
n

r + 1

)(
nH1Hr+1 − (n− r − 1)Hr+2

)
η

− εcrHr+1f
′ − ε

(
n

r + 1

)
〈∇Hr+1 , K

>〉. (5.6)
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Sejam U, V,W ∈ X(M). Escrevamos então U = U∗ + ε〈U, ∂t〉∂t, V =
V ∗+ ε〈V, ∂t〉∂t e W = W ∗+ ε〈W,∂t〉∂t, onde Z∗ = (πM)∗(Z) é a projeção do
campo Z ∈ X(M) sobre a fibra Mn. Feito isto, temos que

R(U, V )W = R(U∗, V ∗)W ∗ + ε〈W,∂t〉R(U∗, V ∗)∂t + ε〈V, ∂t〉R(U∗, ∂t)W
∗

+ 〈V, ∂t〉〈W,∂t〉R(U∗, ∂t)∂t + ε〈U, ∂t〉R(∂t, V
∗)W ∗

+ 〈U, ∂t〉〈W,∂t〉R(∂t, V
∗)∂t + 〈U, ∂t〉〈V, ∂t〉R(∂t, ∂t)W

∗

+ ε〈U, ∂t〉〈V, ∂t〉〈W,∂t〉R(∂t, ∂t)∂t. (5.7)

A Proposição 7.42 de [54] nos fornece

(i) R(U∗, V ∗)∂t = 0 ;

(ii) R(U∗, ∂t)W
∗ = −R(∂t, U

∗)W ∗ = −ε〈U∗,W ∗〉f
′′

f
∂t =

− ε
(
〈U,W 〉 − ε〈U, ∂t〉〈W,∂t〉

)f ′′
f
∂t ;

(iii) R(U∗, ∂t)∂t =
f ′′

f
U∗ =

f ′′

f

(
U − ε〈U, ∂t〉∂t

)
;

(iv) R(∂t, V
∗)W ∗ = ε〈V ∗,W ∗〉f

′′

f
∂t = ε

(
〈V,W 〉 − ε〈V, ∂t〉〈W,∂t〉

)f ′′
f
∂t ;

(v) R(∂t, V
∗)∂t = −R(V ∗, ∂t)∂t = −f

′′

f
V ∗ = −f

′′

f

(
V − ε〈V, ∂t〉∂t

)
;

(vi) R(∂t, ∂t) = 0.

Usando as identidades obtidas anteriormente, temos de (5.7), após alguns
cancelamentos imediatos, que

R(U, V )W = R(U∗, V ∗)W ∗ − 〈V, ∂t〉〈U,W 〉
f ′′

f
∂t

+ 〈V, ∂t〉〈W,∂t〉
f ′′

f
U + 〈U, ∂t〉〈V,W 〉

f ′′

f
∂t

− 〈U, ∂t〉〈W,∂t〉
f ′′

f
V. (5.8)
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Novamente fazendo uso da Proposição 7.42 de [54], é imediato verificar que

R(U∗, V ∗)W ∗ = RM(U∗, V ∗)W ∗ − ε
(
f ′

f

)2(
〈U,W 〉V − 〈V,W 〉U

)
+

(
f ′

f

)2

〈U,W 〉〈V, ∂t〉∂t +

(
f ′

f

)2

〈U, ∂t〉〈W,∂t〉V

−
(
f ′

f

)2

〈V,W 〉〈U, ∂t〉∂t −
(
f ′

f

)2

〈V, ∂t〉〈W,∂t〉U.

Substituindo a expressão anterior em (5.8), segue facilmente que

R(U, V )W = RM(U∗, V ∗)W ∗ − ε
(
( log f )′

)2(〈U,W 〉V − 〈V,W 〉U)
− ( log f )′′〈W,∂t〉

(
〈U, ∂t〉V − 〈V, ∂t〉U

)
− ( log f )′′

(
〈U,W 〉〈V, ∂t〉 − 〈U, ∂t〉〈V,W 〉

)
∂t.

Usando que K∗ = 0, da expressão obtida anteriormente, segue que

R(X,K)N = ε
(
( log f )′

)2
η X

− ( log f )′′〈N, ∂t〉
(
〈X, ∂t〉K − 〈K, ∂t〉X

)
+ ( log f )′′〈X, ∂t〉 η ∂t,

onde X ∈ X(Σ). Observe ainda que

〈X, ∂t〉 η ∂t = 〈X, ∂t〉〈f∂t, N〉∂t
= 〈X, ∂t〉〈N, ∂t〉f∂t
= 〈X, ∂t〉〈N, ∂t〉K.

Similarmente,

〈N, ∂t〉〈K, ∂t〉X = 〈N, ∂t〉〈f∂t, ∂t〉X
= 〈N, f∂t〉〈∂t, ∂t〉X
= εη X.

Após alguns cálculos imediatos, concluimos que

R(X,K)N = ε
f ′′

f
η X.

69
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Mas então, como K = K> + εηN , teremos da igualdade anterior que

R(X,K>)N = εη
(
R(N,X)N +

f ′′

f
X
)
.

Da igualdade acima obtemos

n∑
i=1

〈R(Ei , K
>)N,PrEi 〉 = ε

(
tr(Pr ◦RN) +

f ′′

f
tr(Pr)

)
η, (5.9)

onde RN : X(Σ)→ X(Σ) é o operador definido por

RN(X) = (R(N,X)N )>.

O resultado segue ao substituirmos (5.9) em (5.6).

Um caso particular do resultado acima é dado pelo seguinte.

Corolário 5.2. Seja ψ : Σn → εI ×f Mn uma imersão Riemanniana com
campo normal N e função altura h. Se K é o campo fechado f∂t e η =
〈N,K〉, então

∆η = −ε
{

RicM(N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′|∇h|2 + |A|2
}
η

− εnHf ′ − εn〈∇H,K〉, (5.10)

onde RicM denota a curvatura de Ricci da fibra Mn.

Demonstração. Fazendo r = 0 na proposição anterior, e usando que H1 = H,
obtemos

∆η = −ε
(

tr(RN) + n
f ′′

f

)
η − εn

(
nH2 − (n− 1)H2

)
η

− εnHf ′ − εn〈∇H ,K>〉. (5.11)

Agora, observando que tr(RN) = Ric(N,N), onde Ric denota o tensor de
Ricci de εI ×f Mn, temos pelo Corolário 7.43 de [54] que

Ric(N,N) = Ric(N∗, N∗) + 〈N, ∂t〉2Ric(∂t, ∂t)

= RicM(N∗, N∗)− ε〈N∗, N∗〉

{
f ′′

f
+ (n− 1)

(
f ′

f

)2
}

− n
f ′′

f
〈N, ∂t〉2.
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5.2 Gráficos verticais num produto warped

Usando que 〈N∗, N∗〉 = ε(1− 〈N, ∂t〉2), obtemos da expressão anterior, após
alguns cálculos elementares, que

Ric(N,N) = RicM(N∗, N∗)−

{
f ′′

f
+ (n− 1)

(
f ′

f

)2
}
−(n−1)

(
f ′

f

)′
〈N, ∂t〉2.

Portanto, a igualdade acima nos permite concluir que

tr(RN) + n
f ′′

f
= RicM(N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′|∇h|2 (5.12)

É imediato verificar que

n2H2 − n(n− 1)H2 = |A|2 (5.13)

Finalmente, substituindo (5.12) e (5.13) em (5.11), obtemos o resultado.

Observação 5.3. Em [21], (cf. Corolário 4.1), os autores demonstraram a
fórmula obtida no Corolário 5.2 no caso Lorentziano, usando um argumento
diferente do que apresentamos aqui.

A idéia central da técnica que utilizaremos nesta seção é aplicar um
prinćıpio do máximo apropriado a uma função definida sobre uma hipersu-
perf́ıcie Σn, imersa isometricamente num produto warped I×fMn, construida
a partir das funções h e η, definidas anteriormente e que estão naturalmente
associadas a esta imersão. O seguinte resultado, devido a K. Akutagawa [4],
é uma consequência do prinćıpio do máximo de Omori-Yau (cf. Lema 3.2).

Lema 5.4. Sejam Σn uma variedade Riemanniana n-dimensional e completa
cuja curvatura de Ricci é limitada inferiormente e g : Σn → R uma função
suave e não-negativa. Suponha que existam constantes α > 0 e β > 1 tais
que ∆g ≥ αgβ, então g é identicamente nula em Σn.

5.2 Gráficos verticais num produto warped

No intuito de provarmos nosso teorema tipo-Bernstein, precisamos estabele-
cer o seguinte lema, que nos fornecerá uma condição necessária para aplicar-
mos o resultado de K. Akutagawa, enunciado anteriormente.
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5.2 Gráficos verticais num produto warped

Lema 5.5. Sejam M
n+1

= I ×f Mn um produto warped satisfazendo a se-
guinte condição de convergência

KM ≥ sup
I

(f ′2 − ff ′′), (5.14)

onde KM é a curvatura seccional da fibra Riemanniana Mn e ψ : Σn →
M

n+1
uma hipersuperf́ıcie completa com curvatura média H e segunda forma

fundamental A limitadas. Se f ′′/f é uma função limitada superiormente em
Σn, então a curvatura de Ricci de Σn é limitada inferiormente.

Demonstração. Denotemos por RicΣ o tensor de Ricci de Σn. Considere
{E1, . . . , En} um referencial ortonormal local em Σn. Então, de (2.4) segue-
se que

RicΣ(X,X) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉+ nH〈AX,X〉 − 〈AX,AX〉

≥
n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉 −
(
n|H||A|+ |A|2

)
|X|2,

para todo X ∈ X(Σ). Assim, como a curvatura média H e a segunda forma
fundamental A são limitadas, então RicΣ será limitado inferiormente se o pri-
meiro termo do lado direito da desigualdade acima for limitado inferiormente.
Por outro lado, usando a equação (5.7), temos que

R(X,Ei)X = R(X∗, E∗i )X
∗ + 〈X, ∂t〉〈Ei, ∂t〉R(X∗, ∂t)∂t

+ 〈Ei, ∂t〉R(X∗, ∂t)X
∗ + 〈X, ∂t〉R(∂t, E

∗
i )X

∗

+ 〈X, ∂t〉2R(∂t, E
∗
i )∂t,

onde X∗ = X − 〈X, ∂t〉∂t e E∗i = Ei− 〈Ei, ∂t〉∂t são as projeções dos campos
vetoriais tangentes X e Ei sobre a fibra Riemanniana Mn, respectivamente.

Agora, usando mais uma vez as fórmulas da Proposição 7.42 de [54] e
pela equação (4.1), concluimos que

n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉 =
n∑
i=1

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉 −

f ′′

f
|X|2|∇h|2

+
f ′2

f 2

(
|∇h|2 − (n− 1)

)
|X|2

+(n− 2)

(
f ′2 − ff ′′

f 2

)
〈X,∇h〉2,
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5.2 Gráficos verticais num produto warped

onde RM denota o tensor de curvatura de Mn. Observe ainda que

n∑
i=1

〈RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i 〉 =

1

f 2

n∑
i=1

KM(X∗, E∗i )
(
|X|2 − 〈∇h,Ei〉2|X|2

− 〈X,∇h〉2 − 〈X,Ei〉2

+ 2〈X,∇h〉〈X,Ei〉〈∇h,Ei〉
)
.

Portanto, usando a condição de convergência (5.14) e um cálculo direto,
concluimos das identidades anteriores que

n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉 ≥ − (n− 1)
f ′′

f
|X|2,

donde segue o resultado.

Definição 5.6. Sejam Ω um domı́nio em Mn e ψ : Σn → I ×f Mn uma
hipersuperf́ıcie completa com função altura h. Dizemos que Σn é um gráfico
vertical sobre Ω, se ψ(x) = (u(x), x) para alguma função u ∈ C∞(Ω). Além
disso, dizemos que Σn está entre dois slices se existem dois números reais
t1 < t2 tais que t1 ≤ h(p) ≤ t2, para todo p ∈ Σn.

No que segue, motivados pelo fato de que um slice {t0}×Mn de I×fMn

tem curvatura média constante (f ′/f)(t0) com respeito à orientação dada
por −∂t (cf. [10] ou [47]), iremos considerar, nesta seção, gráficos verticais

completos ψ : Σn → M
n+1

orientados pelo campo unitário e normal N de
modo que 〈N, ∂t〉 < 0. De posse dessas observações, podemos agora enunciar
e provar nosso próximo resultado, que foi motivado pelo Teorema 3.3 de A.
Albujer, F.E.C. Camargo e H.F. de Lima [6].

Teorema 5.7. Seja M
n+1

= I ×f Mn um produto warped que satisfaz a
condição de convergência (5.14) e cuja fibra Riemanniana Mn tem curvatura

seccional não-positiva. Seja ψ : Σn → M
n+1

um gráfico vertical completo
com curvatura média constante H e segunda forma fundamental A limitada.
Suponha que Σn está entre dois slices e que

0 ≤ H ≤ inf
Σ

f ′

f
. (5.15)
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5.2 Gráficos verticais num produto warped

Se a função altura h de Σn satisfaz

|∇h|2 ≤ α

(
inf
Σ

f ′

f
−H

)β
, (5.16)

para algumas constantes positivas α e β, então Σn é um slice.

Demonstração. Considere a função suave e não-negativa g : Σn → R definida
por

g = f(1 + 〈N, ∂t〉).

A hipótese de que Σn está entre dois slices nos assegura a existência de uma
constante positiva C tal que g ≤ C em Σn.

Usando as fórmulas obtidas nos Corolários 4.2 e 5.2, temos que o Lapla-
ciano de g se expressa como

∆g = −
{

RicM (N∗, N∗)− (n− 1)

(
f ′2 − ff ′′

f 2

)
|∇h|2

}
f〈N, ∂t〉

+

(
ff ′′ − f ′2

f

)
|∇h|2 + n

f ′2

f
− nHf ′ +

(
nHf ′ − f |A|2

)
〈N, ∂t〉.

Por outro lado, pela condição de convergência (5.14), um cálculo direto nos
fornece

RicM (N∗, N∗) ≥ (n− 1)

(
f ′2 − ff ′′

f 2

)
|∇h|2.

Assim, como 〈N, ∂t〉 < 0, obtemos que

∆g ≥
(
ff ′′ − f ′2

f

)
|∇h|2 + n

f ′2

f
− nHf ′ +

(
nHf ′ − f |A|2

)
〈N, ∂t〉.

Consequentemente, como estamos supondo KM ≤ 0, temos ainda que

∆g ≥ n
f ′2

f
− nHf ′ +

(
nHf ′ − f |A|2

)
〈N, ∂t〉.

Usando a desigualdade |A|2 ≥ nH2, teremos, após alguns cálculos simples,
que

∆g ≥ n

(
f ′

f
−H

)
(f ′ +Hf〈N, ∂t〉) .
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Um pouco mais de álgebra elementar nos fornece

∆g ≥ n inf
Σ

f ′

f

(
inf
Σ

f ′

f
−H

)
g ≥ n

C
inf
Σ

f ′

f

(
inf
Σ

f ′

f
−H

)
g2.

Agora, suponha por contradição que H < infΣ(f ′/f). Neste ponto, obser-
vamos que como estamos supondo Σn entre dois slices, então f ′′/f é uma
função limitada, logo pelo Lema 5.5 temos que a curvatura de Ricci de Σn é
limitada inferiormente e portanto pelo Lema 5.4, concluimos que g = 0. Por-
tanto 〈N, ∂t〉 = −1, o que nos permite concluir que Σn é um slice {t0}×Mn,
que, como sabemos, tem curvatura média constante (f ′/f)(t0). Isto nos dá
uma contradição. O argumento anterior nos fornece H = infΣ infΣ(f ′/f) e,
desse modo, pela hipótese exigida em (5.16), Σn deve ser um slice.

5.3 Aplicações no espaço hiperbólico

Nesta seção consideramos novamente o espaço hiperbólico Hn+1 dado como
um produto warped

R×et Rn, (5.17)

(cf. Seção 4.3, observação 4.10). Além disso, de acordo com o que vimos no
caṕıtulo anterior, os slices deste modelo, que são as horoesferas de Hn+1, têm
curvatura média constante 1 quando tomamos a orientação dada pelo campo
vetorial unitário e normal N = −∂t.

Com essas considerações, do Teorema 5.7 obtemos a seguinte extensão do
Teorema 5.2 de [25].

Corolário 5.8. Seja ψ : Σn → Hn+1 um gráfico vertical completo com cur-
vatura média constante 0 ≤ H ≤ 1 e segunda forma fundamental limitada.
Se Σn está entre duas horoesferas e sua função altura h satisfaz

|∇h|2 ≤ α (1−H)β ,

para constantes positivas α e β, então Σn é uma horoesfera.

De acordo com o exemplo 4.3 de [48], podemos considerar Hn+1 como o
produto warped

R×cosh t Hn.

Neste caso, os slices são as hiperesferas em Hn+1 . Com isto, temos outra
imediata aplicação do Teorema 5.7, que é dada pelo seguinte.
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5.3 Aplicações no espaço hiperbólico

Corolário 5.9. Seja ψ : Σn → Hn+1 um gráfico vertical completo com cur-
vatura média constante H e segunda forma fundamental limitada. Suponha
que Σn está entre duas hiperesferas e que

0 ≤ H ≤ inf
Σ

(tanh t).

Se a função altura h de Σn satisfaz

|∇h|2 ≤ α
(

inf
Σ

tanh t−H
)β
,

para constantes positivas α e β, então Σn é uma hiperesfera.

Analisando a prova do Teorema 5.7, observamos que a hipótese sobre
Σn está entre dois slices é uma condição suficiente para garantir que f e f ′′

são ambas funções limitadas em Σn. Como nos modelos warped de Hn+1

apresentados nesta seção tem-se f ′′ = f , é suficiente apenas garantir que a
função warped f seja limitada. Consequentemente, considerando mais uma
vez Hn+1 como o produto warped R×et Rn, obtemos a seguinte extensão do
Teorema 5.1 de [25].

Corolário 5.10. Seja ψ : Σn → Hn+1 um gráfico vertical completo com
curvatura média constante 0 ≤ H ≤ 1 e segunda forma fundamental limitada.
Se existir uma constante real C tal que a função altura h de Σ satisfaça

h ≤ C − log (1 + 〈N, ∂t〉) ,

e, além disso,
|∇h|2 ≤ α (1−H)β ,

para constantes positivas α e β, então Σn é uma horoesfera.

Observação 5.11. No Corolário 5.10, o termo − log (1 + 〈N, ∂t〉) deve ser
interpretado como +∞ quando 〈N, ∂t〉 = −1.
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5.4 Um teorema de rigidez num espaço produto

5.4 Um teorema de rigidez num espaço pro-

duto

Nesta seção, obteremos outro teorema de rigidez com respeito a um gráfico
vertical completo Σn com curvatura média constante num espaço produto
I ×Mn. De acordo com o que vimos na seção anterior, iremos considerar
gráficos verticais Σn de modo que sua aplicação normal de Gauss N satisfaça
−1 ≤ 〈N, ∂t〉 < 0. Com esta escolha, como sabemos, o ângulo normal θ de
Σn é a função suave θ : Σ→

[
0, π

2

)
dada por

cos θ = −〈N, ∂t〉.

Feitas estas considerações preliminares, podemos agora enunciar e provar
nosso próximo resultado.

Teorema 5.12. Seja M
n+1

= I ×Mn um espaço produto, cuja fibra Rie-

manniana Mn ou é isométrica a Sn ou é flat. Seja ψ : Σn → M
n+1

um
gráfico vertical completo com curvatura média constante H e segunda forma
fundamental A limitada. Se o ângulo normal θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup

{
1− |A|2 , 1

3

}
, (5.18)

então Σn é um slice.

Demonstração. Suponhamos que a fibra Riemanniana Mn seja isométrica a
Sn. Note que, pelo Lema 5.5, a curvatura de Ricci de Σn é limitada inferior-
mente. Defina a função suave ξ : Σn → R por

ξ = (1 + 〈N, ∂t〉)2.

Observe que ξ é uma função limitada em Σn. Por outro lado, usando (2.12)
temos que

∆ξ = 2|∇〈N, ∂t〉|2 + 2(1 + 〈N, ∂t〉)∆〈N, ∂t〉.
Agora, do Corolário 5.2, concluimos que

∆ξ = 2|∇〈N, ∂t〉|2 − 2(1 + 〈N, ∂t〉)
{

RicSn(N∗, N∗) + |A|2
}
〈N, ∂t〉, (5.19)

onde RicSn denota a curvatura de Ricci de Sn. Um cálculo imediato nos
permite concluir ainda que

RicSn(N∗, N∗) = (n− 1)|∇h|2. (5.20)
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5.4 Um teorema de rigidez num espaço produto

Portanto, das igualdades em (5.19) e (5.20), segue que

∆ξ = 2|∇〈N, ∂t〉|2 − 2(1 + 〈N, ∂t〉)
{

(n− 1)|∇h|2 + |A|2
}
〈N, ∂t〉.

Esta igualdade pode ser reescrita como

∆ξ = 2|∇〈N, ∂t〉|2 −
{

(n− 1)|∇h|2 + |A|2
} (
〈N, ∂t〉2 + 2〈N, ∂t〉

)
−

{
(n− 1)|∇h|2 + |A|2

}
〈N, ∂t〉2.

Então, observando que ξ = 〈N, ∂t〉2 + 2〈N, ∂t〉 + 1 e |∇h|2 + 〈N, ∂t〉2 = 1,
teremos da igualdade anterior, após alguns cálculos elementares, que

∆ξ = 2|∇〈N, ∂t〉|2 +
{

(n− 1)|∇h|2 + |A|2
} (
|∇h|2 − ξ

)
. (5.21)

Observe que a hipótese exigida em (5.18) implica que −1 ≤ 〈N, ∂t〉 ≤ −1/3,
e, portanto

3〈N, ∂t〉2 + 4〈N, ∂t〉+ 1 ≤ 0.

Desta desigualdade segue imediatamente que

2(1 + 2〈N, ∂t〉+ 〈N, ∂t〉2) ≤ 1− 〈N, ∂t〉2.

Ou seja
2ξ ≤ 1− 〈N, ∂t〉2 = |∇h|2,

donde concluimos que |∇h|2 − ξ ≥ ξ. Usando isto e a igualdade em (5.21)
obtemos

∆ξ ≥
{

(n− 1)|∇h|2 + |A|2
}
ξ. (5.22)

Pelo Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau (cf. Lema 3.2), existe uma
sequência de pontos (pk)k≥1 em Σn com lim

k
ξ(pk) = sup

Σ
ξ e ∆ξ(pk) < 1/k,

para todo k ≥ 1. Logo de (5.22), temos que

1

k
> ∆ξ(pk) ≥

{
(n− 1)|∇h|2(pk) + |A|2(pk)

}
ξ(pk) ≥ 0,

para todo k ≥ 1. Consequentemente, quando k → +∞, concluimos que

lim
k

{
(n− 1)|∇h|2(pk) + |A|2(pk)

}
ξ(pk) = 0.

Usando mais uma vez a hipótese sobre o ângulo normal θ, obtemos que
supΣ ξ = 0 e assim ξ = 0 em Σn. Disso segue que 〈N, ∂t〉 = −1 e portanto
|∇h|2 = 0, o que prova que Σn é um slice.

Quando Mn é flat a prova é mais simples e segue os mesmos passos do
caso anterior.
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5.4 Um teorema de rigidez num espaço produto

Corolário 5.13. Seja ψ : Σn → Rn+1 um gráfico vertical completo com
curvatura média constante H e curvatura escalar R limitada inferiormente.
Se o ângulo normal θ de Σn satisfaz

cos θ ≥ sup

{
1 + R ,

1

3

}
,

então Σn é um hiperplano.
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