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RESUMO

O propdsito desta tese é obter teoremas de caracterizacao de hipersu-
perficies tipo-espaco completas isometricamente imersas num ambiente semi-
Riemanniano mediante alguma restricao sobre a aplicacao de Gauss ou so-
bre as r-curvaturas médias destes objetos. Iniciamos nosso trabalho dando
condicoes necessarias para garantir a umbilicidade de hipersuperficies imersas
no espaco hiperbdlico H"*! com aplicacao de Gauss prescrita. Em seguida,
obtemos alguns resultados de unicidade de hipersuperficies completas com
curvaturas de ordem superior limitadas num ambiente do tipo eR x . M"™ su-
pondo uma restrigao apropriada sobre o angulo normal da hipersuperficie em
questao. Na ultima parte deste trabalho, obtemos resultados tipo-Bernstein
considerando graficos verticais completos com curvatura média constante
imersos num produto warped Riemanniano I x; M", onde supomos uma
conhecida condicao de convergéncia sobre a curvatura seccional da fibra M™.

Palavras-chave: Espago Hiperbolico, Aplicagao de Gauss, Produto Warped,
Angulo Normal.



ABSTRACT

The purpose of this thesis is to obtain characterization theorems of com-
plete spacelike hypersurfaces isometrically immersed in a semi-Riemannian
ambient space under some restrictions on the Gauss mapping or about the
r-mean curvatures of these objects. We start our work by providing neces-
sary conditions to ensure the umbilicity of immersed hypersurfaces in the
hyperbolic space H"™! with prescribed Gauss mapping. Next, we obtain
some uniqueness results of complete hypersurfaces with bounded higher or-
der mean curvatures in a space R X, M™ where we suppose an appropriate
condition on the normal angle of the hypersurface. In the last part of this
work, we obtain Bernstein-type results concerning to complete vertical graphs
with constant mean curvature immersed in a a Riemannian warped product
I x; M™, where we suppose a well known convergence condition on the sec-
tional curvature of the fibre M™.

Keywords: Hyperbolic Space, Gauss Mapping, Warped Product, Normal
Angle.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da geometria da aplicacao normal de Gauss de hipersuperficies tipo-
espaco isometricamente imersas numa variedade semi-Riemanniana tem pro-
fundas implicacoes sobre a geometria da prépria hipersuperficie e ocupa lugar
de destaque na literatura. Podemos citar, por exemplo, a caracterizacao dos
hiperplanos espaciais como as unicas hipersuperficies tipo-espago completas
do espaco de Lorentz-Minkowski R}*? com curvatura média constante e tais
que sua imagem pela aplicagao normal de Gauss esteja contida numa bola
geodésica do espaco hiperbélico H* !, que foi obtida de maneira simultanea
e independente por R. Ayama [3] e Y.L. Xin [60]. Considerando este mesmo
problema para o caso de uma hipersuperficie com um fim e possuindo uma
curvatura média de ordem superior constante e nao-nula, destacamos o re-
sultado de H.F. de Lima em [31], no qual estd provado que a hipersuperficie
tem fim nao-divergente. Com respeito ao caso Riemanniano, dentre os varios
resultados interessantes, podemos citar o trabalho de D. Hoffman, R. Osser-
man e R. Schoen [38], no qual os autores demonstraram que se a imagem da
aplicacao de Gauss de uma superficie completa com curvatura média cons-
tante em R? estd contida num hemisfério fechado de S?, entao a superficie é
um plano ou um cilindro. Indicamos ao leitor o livro de Y. Xin [61] onde ha
uma secao dedicada ao estudo da geometria da aplicagao normal de Gauss.
Ainda no contexto Riemanniano, ressaltamos o trabalho de K. Nomizu e B.
Smyth [50], no qual as esferas geodésicas estao caracterizadas como as tinicas
hipersuperficies completas da esfera Euclidiana S"*! que tém imagem pela
aplicacao de Gauss contida numa esfera geodésica de S"*!,

Iniciamos nosso trabalho caracterizando hipersuperficies completas, com
curvatura média constante, imersas isometricamente numa bola geodésica



1 Introducao

do espacgo hiperbdlico mediante uma restricao apropriada sobre sua imagem
pela aplicacao normal de Gauss, usando como ferramentas a caracterizacao
das hipersuperficies tipo-espago totalmente umbilicas do espago de de Sitter,
obtida por S. Montiel em [45], e o principio do méximo de Omori-Yau (cf.
[53] e [65]). Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Seja ¢ : X" — H" ™ uma hipersuperficie completa isometri-
camente imersa em H"™ com curvatura média constante H # 0. Suponha
que X" estd contida numa bola geodésica de H" ™. Se a imagem da aplicacdo
de Gauss de X" estd contida numa hipersuperficie tipo-espaco e totalmente
umbilica de STtY, entdo X" € uma esfera geodésica.

No contexto do resultado anterior, nosso proximo resultado explora a
dualidade natural existente entre as folheacoes do espago hiperbdlico e do
espago de de Sitter por hipersuperficies totalmente umbilicas (cf. R. Lépez
e S. Montiel [43]). Em outras palavras, provamos o seguinte.

Teorema 1.2. Seja 1) : ¥ — H" L wma hipersuperficie completa com cur-
vatura média constante H, isometricamente imersa no espaco hiperbolico
H" . Assuma que X" esteja entre duas horoesferas (hiperesferas) deter-
minadas por um vetor nao-nulo a € R tipo-luz (tipo-espago). Se N(X)
estd contida numa hipersuperficie tipo-espaco e totalmente umbilica de S
determinada por a, entdo X" é uma horoesfera (hiperesfera).

No caso 2-dimensional, obtemos um resultado de rigidez impondo uma
condicao sobre a curvatura seccional de uma superficie Y2 imersa no espaco
hiperbélico H?. Tal resultado foi obtido usando um argumento de paraboli-
cidade devido a A. Huber [40].

Teorema 1.3. Seja v : X2 — H? uma superficie completa, orientdvel com
curvatura Gaussiana nio-negativa, isometricamente imersa em H? e contida
na regiao entre as horoesferas Lz e L., onde 0 < B < 7. Suponha que N(X)
esteja contida no fecho do dominio interior determinado pelo plano L_g de
S3. Se a curvatura média H de ¥? satisfaz

T

HZ_7
B

entdo Y € uma horoesfera.

10



1 Introducao

No artigo [50], K. Nomizu e B. Smyth caracterizaram as esferas geodésicas
como as unicas hipersuperficies fechadas com curvatura média constante iso-
metricamente imersas na esfera unitdria S**! que tém imagem pela aplicacao
normal de Gauss contida num hemisfério fechado de S***. O nosso resultado
seguinte é uma versao hiperbdlica desse teorema. Nele seguimos a nomen-
clatura introduzida por J.A. Aledo, L.J. Alias e A. Romero em [7], onde os
autores definem o que venha a ser um hemisfério do espaco de de Sitter.

Teorema 1.4. Seja 1) : X" — H"™ uma hipersuperficie fechada com curva-
tura média constante H, isometricamente imersa no espaco hiperbolico H" .
Se a imagem da aplicagcao de Gauss de X" estd contida no fecho de um passa-

do ou de um futuro cronoldgico de ST+, entdo X" ¢é uma esfera geodésica de
H" L,

No caso de curvatura escalar constante, obtemos o seguinte resultado no
contexto do teorema anterior.

Teorema 1.5. Seja 1) : X" — H"" uma hipersuperficie fechada com curva-
tura escalar constante R > n(1 — n) isometricamente imersa em H"*'. Se a
imagem da aplicacao de Gauss de X" estiver contida no fecho de um passa-
do ou de um futuro cronoldgico de ST, entdo X" é uma esfera totalmente
umbilica.

Usando um resultado classico da teoria de campos conformes em varie-
dades Riemannianas fechadas, obtemos uma extensao do Teorema 2 de [50].

Teorema 1.6. Seja v : X" — S™"1 wuma hipersuperficie fechada isometri-
camente imersa na esfera Euclidiana S*' com curvatura escalar constante
R =n(n—1). Se a imagem da aplicagcio de Gauss de X" estiver contida num
hemisfério fechado de S™™', entdo X" é uma esfera totalmente geodésica.

Em [15], L.J. Alias, A. Brasil e O. Perdomo caracterizam esferas geodésicas
e toros de Clifford como as tinicas hipersuperficies completas da esfera unitaria
S"*t! com curvatura média constante e tais que suas funcoes suporte tém
uma relagao de dependéncia linear para algum vetor fixo do ambiente. Fi-
nalizamos este capitulo estabelecendo a versao desse resultado no espaco
hiperbélico H**! e no espaco Euclidiano R™**.

11



1 Introducao

Teorema 1.7. Seja ¢ : X" — M”H(c) — R"2 wma hipersuperficie com-

pleta com curvatura média constante H imersa isometricamente no ambiente
—n+1 .
M" " de curvatura seccional constante ¢ € {—1,0}. Se l, = \f, para algum

vetor nao-nulo a € R"2 e algum nimero real A\, entao X" é uma hipersu-
perficie totalmente umbilica ou

(i) S*(0) x H"k(=1/y/1+ 0?), para algum 0 > 0 e algum 1 < k <n —1,
quando ¢ = —1;

(ii) S*(0) x R"*, para algum 0 >0 e algum 1 < k <n — 1, quando ¢ = 0.

Na segunda parte desta tese, que corresponde ao capitulo 4, nosso objeto
de estudo sao hipersuperfies completas com curvaturas de ordem superior
H, limitadas, imersas numa classe de produtos warped semi-Riemannianos
que inclui o espaco hiperbélico H"*! e o Steady State space H"*!. Usando
uma restricao geométrica sobre a hipersuperficie e aplicando um principio
do maximo generalizado devido a A. Caminha e H.F. de Lima [26] obtemos
nosso primeiro resultado de unicidade.

Teorema 1.8. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional nao-negativa e 1 : X" — —R X M™ uma hipersu-
perficie tipo-espago completa, com curvatura seccional nao-negativa e menor
do que ou igual a 1, e distante do infinito futuro de —R X, M™. Suponha
que ezistam constantes positivas o e B tais que o < H, < H,.1 < (8, para
algum 0 < r <n —1. Se o angulo hiperbolico normal 6 de X" satisfaz

H
cosh < inf Hl,
) '

entao X" € um slice de —R X M™.
O teorema precedente tem como consequéncia imediata o seguinte.

Corolério 1.9. Seja ¥ : ¥ — H"™™ uma hipersuperficie tipo-espago com-
pleta e distante do infinito futuro de H™ . Suponha que exista uma constante
real B tal que 1 < H < 3. Se o angulo hiperbolico normal 6 de X" satisfaz

cosh 6 < irzlfH,

entao X" € um hiperplano.

12



1 Introducao

No caso Riemanniano, obtemos uma versao dual do Teorema 1.8.

Teorema 1.10. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional nula e ¢ : X" — R X M™ uma hipersuperficie com-
pleta e conera com curvatura seccional nao-negativa e distante do infinito
futuro de R x .« M™. Suponha que existam constantes positivas o e B satisfa-
zendo a < H,o1 < H. <, para algum 0 <r <n —1. Se o angulo normal
0 de X" satisfaz

H
cosf > sup——1
P HT

entao X" € um slice de R x . M™.

Usando o principio do maximo generalizado de Omori-Yau, estabelecemos
o seguinte resultado, que estende o Teorema 3.3 de H.F. de Lima [33].

Teorema 1.11. Sejam M"™ uma forma espacial Riemanniana de curvatura
seccional nula e ¥ : X" — R X M™ uma hipersuperficie completa e coneza
com sequnda forma fundamental limitada e distante do infinito futuro de
R X M™. Suponha que a curvatura média H de X" satisfaz a < H < 1,
para alguma constante positiva «. Se o angulo normal 6 de X" satisfaz

cos > supH,
)

entao X" € um slice de R x . M™.

No quinto capitulo deste trabalho estudamos graficos verticais completos
2" imersos num produto warped Riemanniano I x ; M™, onde supomos uma
condigao de convergéncia sobre a fibra Riemanniana M™ que foi estabelecida
por S. Montiel em [48]. Usando um resultado devido a K. Akutagawa [4],
provamos o seguinte.

Teorema 1.12. Seja M= X M™ um produto warped que satisfaz a
condi¢ao de convergéncia

Ky > Slllp(f’2 — 1"

e cuja fibra Riemanniana M™ tem curvatura seccional nao-positiva. Seja
—n+1 , . L.
YY" =M um grdfico vertical completo com curvatura média constante

13



1 Introducao

H e seqgunda forma fundamental A limitada. Suponha que 3" estd entre dois

slices e que
!/

OgHgigf‘f?. (1.1)

Se a funcao altura h de X" satisfaz
) £ B
<alinfl —
IVh]* <« <1121f 7 H) , (1.2)

para algumas constantes positivas o e 3, entao X" € um slice.

Como consequéncia imediata da caracterizacao dos modelos warped do
espago hiperbdlico, os seguintes resultados sao provados.

Corolario 1.13. Seja ¢ : " — H"" um grdfico vertical completo com
curvatura média constante 0 < H <1 e sequnda forma fundamental limitada.
Se X" esta entre duas horoesferas e sua funcao altura h satisfaz

|Vh|2 < O./(]_ - H)B7
para constantes positivas o and 3, entao X" € uma horoesfera.

Corolério 1.14. Seja ¢ : ¥ — H" ™ um grdfico vertical completo com cur-
vatura média constante H e sequnda forma fundamental limitada. Suponha
que X" estd entre duas hiperesferas e que

0<HC<L irzlf(tanht).
Se a funcao altura h de X" satisfaz
B
IVh]* <« (igftanht - H) ,

para constantes positivas o e (3, entao X" € uma hiperesfera.

Corolario 1.15. Seja v : X" — H"™ um grdfico vertical completo com
curvatura média constante 0 < H <1 e sequnda forma fundamental limitada.
Se existir uma constante real C' tal que a funcdo altura h de X" satisfaca

h<C—1log(l+(N,0d)),

e, além disso,
VA< a(1—H)",

para constantes positivas a e [3, entdo X" € uma horoesfera.

14



1 Introducao

Finalizamos este trabalho com o seguinte teorema que estabelece a rigidez
dos slices de um espaco produto mediante uma restricao apropriada sobre o
angulo normal.

Teorema 1.16. Seja M =1 x M™ um espaco produto, cuja fibra Rie-

. .. - . . —n+1
manniana M"™ ou € isométrica a S™ ou é flat. Seja ¢ : X" — M um

grafico vertical completo com curvatura média constante H e sequnda forma
fundamental A limitada. Se o angulo normal 6 de ¥ satisfaz

1
cosQEsup{l— |A|2,§}, (1.3)

entao X" € um slice.
Segue imediatamente do resultado anterior o seguinte.

Corolédrio 1.17. Seja ¢ : ¥ — R wum grdfico vertical completo com
curvatura média constante e curvatura escalar R limitada inferiormente. Se
o angulo normal 6 de X" satisfaz

1
cosezsup{1+R,§},

entao X" € um hiperplano.

15



Capitulo 2

Preliminares

O objetivo deste capitulo é fixar a notacao a ser usada e estabelecermos
alguns resultados que serao imprescindiveis para o desenvolvimento deste
trabalho. Indicamos ao leitor a referéncia [54] para maiores detalhes.

2.1 Variedades Lorentzianas

Nesta secao, apresentaremos alguns fatos basicos da teoria de variedades de
Lorentz. Para tanto, iniciamos com a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1. Sejam V um espaco vetorial real de dimensao finita n e
b={(,):V xV = R uma forma bilinear e simétrica. Dizemos que b ¢

(i) Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V' \ {0}.
(ii) Negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V' \ {0}.
(iii) Nao-degenerada, quando (v,w) =0 para todo w € V' implicar v = 0.

Dizemos ainda que um subespaco W de V' é nao-degenerado quando a res-
tricao by xw : W x W — R for nao-degenerada.

Um importante conceito é o de indice de uma forma bilinear simétrica b :
V xV — R que é definido como sendo a maior dimensao de um subespago

W de V' de modo que by xw seja negativa-definida. Denotaremos por v o
indice de b.
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2.1 Variedades Lorentzianas

Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre V e W um subespaco de V. O
complemento ortogonal W+ de W em V é definido por

Wr={weV: (vw)=0;YVwe W}

Os seguintes resultados, que sao importantes propriedades inerentes a uma
forma bilinear e simétrica, podem ser encontrados em B. O’Neill (cf. [54],
Lemas 1.19, 1.22 e 1.23).

Lema 2.2. Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre o espago vetorial de
dimensao finita Ve W um subespaco de V. Entao:

(i) b € nao-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e
portanto a toda) base de V' for invertivel;

(ii) Se W € nao-degenerado entao (W)t =W e
dim(V) = dim(W) + dim(W+) ;

(iii) W € ndo-degenerado se, e somente se, V. =W & W+. Em particular,
W € ndo-degenerado se, e somente se, W= for nao-degenerado.

Definigao 2.3. Seja b = ( , ) uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada
sobre o espago vetorial real V. Dizemos que v € V' \ {0} é:

(i) Tipo-tempo, quando (v,v) < 0;
(ii) Tipo-luz, quando (v,v) = 0;
(iii) Tipo-espaco, quando (v,v) > 0.

De maneira similar, um subespaco nao-degenerado W de V é tipo-tempo,
tipo-luz ou tipo-espago, quando ocorrer (w,w) < 0, (w,w) = 0 ou (w,w) > 0
para todo w € W, respectivamente. Seja v € V' \ {0} um vetor tipo-tempo
ou tipo-espacgo. Definimos o sinal €, de v pondo

(v, v)
[{v, 0)|

A norma de v € V' é definida por |v] = y/€,(v,v). Dizemos que v é um vetor
unitdrio se |v| = 1. E possivel mostrar que V' admite uma base {ej, ..., e,}
que ¢ ortonormal com respeito a b, ou seja, tal que (e;, ;) = ;0;;, para todos

Ey =

17



2.1 Variedades Lorentzianas

i,7 € {1,...,n}, onde g; denota o sinal de e; (cf. [54], Lema 2.24). Desse
modo, a expansao ortonormal de v € V' com respeito a base {e;} é dada por

n
v = Z gi(v, e;)e;.
i=1

Sejam b : V' x V — R uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada com
vy=1eT ={ueV; (uu) <0}. Para cada u € T, definimos o cone tipo-
tempo (ou cone temporal) de V' contendo u por C(u) = {v € T; (u,v) < 0}.

Lema 2.4. Sejam v,w € T. Entao:

(i) O subespaco {v}* € tipo-espaco e V = span{v} @ span{v}*. Assim, T
¢ a unido disjunta de C(v) e C(—v);

(ii) |(v,w)| > |v||w|, com igualdade se, e somente se, v ew forem colineares;

(iii) Se v € C(u) para algum uw € T, entao w € C(u) < (v,w) < 0.
Portanto, w € C(v) < v € C(w) & C(v) = C(w).

Definicdo 2.5. Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é
um 2—tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que g, € nao-degenerada
para todo p € M. Uma variedade semi-Riemanniana M ¢é um par (M,g),
onde M ¢ uma variedade diferencidvel e G = { ,) é um tensor métrico de
indice constante sobre M.

Observando que o fndice v; : M — N é uma fungdo semi-continua inferi-
ormente, segue que ele é constante nas componentes conexas de M. Por
simplicidade, denotaremos o par (M,g) por M. O tensor métrico g de M
serd denotado por ( , ) e v representara o indice de g.

Sejam p € M e v,w € TpM tais que o subespaco 2—dimensional de Tpﬂ,
por eles gerado seja nao-degenerado. E imediato do item (1) do Lema 2.2 que

<U7 U><U), U)> B <U7 w>2 7é 0.
Isto fundamenta a seguinte definicao.

Definicao 2.6. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M e o um
subespago 2—dimensional nao-degenerado de T,M. A curvatura seccional de
M sequndo o € o numero

(R(v, w)v, w)

K(o) = (v, v){w,w) — (v,w)?’

onde R denota o tensor de curvatura de M.
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2.1 Variedades Lorentzianas

Definicao 2.7. Dizemos que a variedade semi-Riemanniana M tem curva-
tura seccional constante quando, para cada p € M, K(o1) = K(o03) para
quaisquer subespagos nao-degenerados oy e oo em T,M.

Observacao 2.8. O teorema de Schur nos assequra ainda que se M tem

curvatura seccional constante e dim(M) > 3, entdo o valor de K (o) também
independe do ponto p € M escolhido.

E possivel mostrar que se M tem curvatura seccional constante ¢, entao seu
tensor de curvatura R se expressa como (cf. [54], Coroldrio 3.43)

para todos X,Y, Z € X(M).
Uma variedade semi-Riemanniana de indice v = 0 é simplesmente uma va-
riedade Riemanniana. Quando v = 1, M é denominada uma variedade Lo-
rentziana (ou espago-tempo).

Definicdo 2.9. Seja M wma variedade Lorentziana. Uma aplicagio C, que
associa a cada p € M um cone tipo-tempo C(p) em T,M, é suave quando,
para cada p € M, existem uma vizinhanga aberta U dep eV € X(U), tais que
V(g) € C(q) para todo q € U. Quando uma tal aplicagdo C existe, dizemos

que M ¢é temporalmente orientavel.

Proposicao 2.10. Uma variedade Lorentziana M ¢é temporalmente orientdvel

se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo K € X(M).

Demonstragao. Suponha que exista um campo de vetores tipo-tempo K de-
finido sobre M. Seja C : M — T M a aplicacao definida por

C(p) = C(K(p)).

Logo M é temporalmente orientdvel. Reciprocamente, seja C uma orientacao
temporal de M. Assim, como C é suave, cada ponto p € M possui uma
vizinhanca U em M, onde estd definido um campo de vetores tipo-tempo
Ky, com Ky(q) € C(q), para cada ¢ € U. Considere agora {U,} uma
cobertura de M formada por abertos U, que cumprem esta condicdo e {f,}
uma partigdo da unidade estritamente subordinada a {U,}. Com isto, o
campo vetorial

K = ZfaKUa

estd bem definido sobre M e, além disso, é , pelo Lema 2.4, um campo de
vetores tipo-tempo. O
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Observacao 2.11. A proposicao anterior nos permite concluir que € indi-
ferente nos referirmos a fun¢ao suave C ou ao campo vetorial tipo-tempo K.
Logo, quando M for temporalmente orientdvel, a escolha de uma aplicagdo
C como acima, ou de um campo vetorial tipo-tempo K a ela correspondente,
serd denominada wma orientacio temporal para M.

Sejam C uma orientacdo temporal para M e V € X(M). Se V(q) € C(q)
(—=V(q) € C(q)) para todo ¢ € M, dizemos que V aponta para o futuro
(aponta para o passado). Como K é uma orientacao temporal para M, temos,
pelo item (iii) do Lema 2.4, que um campo vetorial tipo-tempo V' sobre M
aponta para o futuro (passado) se, e somente se, (V, K) <0 ((V,K) > 0).

2.2 Campos vetoriais conformes

. yntl . C - . e — .
Seja M~ uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico g. Dizemos

que um campo vetorial K € X(M) é conforme quando

para alguma funcgao suave ¢ : M R, onde L denota a derivada de Lie
na direcao do campo K. A funcao ¢ é denominada fator conforme de K.

No contexto Riemanniano, uma questao de bastante relevancia em mea-
dos do século passado, foi a tentativa de varios gedmetras de provar que uma
variedade Riemanniana compacta e orientada M™ de dimensao n > 3, ad-
mitindo uma métrica de curvatura escalar constante e munida de um campo
conforme deve ser isométrica a uma esfera Euclidiana S™(r). Nesse intuito,
muitos resultados interessantes foram obtidos. Indicamos ao leitor o livro
de K. Yano [64], onde ha uma coletanea de tais resultados. Embora rele-
vantes progressos tenham sido feitos nessa diregao, o matematico japonés N.
Ejiri respondeu negativamente a esta conjectura construindo uma variedade
compacta com uma métrica de curvatura escalar constante e munida de um
campo conforme que nao é sequer homeomorfa a uma esfera (cf. Teorema
3.4 de [34]).

Nesta secao apresentaremos alguns resultados classicos que serao utiliza-
dos nos capitulos seguintes desta tese. O primeiro deles é devido a K. Yano
e M. Obata [63], onde os autores obtiveram, com uma hipdtese apropriada
sobre a curvatura escalar, uma caracterizagao de variedades completas com
um campo conforme.
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2.2 Campos vetoriais conformes

Lema 2.12. Se uma variedade Riemanniana completa X" com dimensao
n > 2, tensor métrico g e curvatura escalar R admite uma funcao nao-
constante p tal que

1
Hessp = E(Ap)g e Ly,R=0,

entao 3" é isométrica a uma esfera Fuclidiana S™(r).

O seguinte resultado, devido a D-S Kim, S-B Kim, Y.H. Kim e S-H
Park [41], fornece uma caracterizagao interessante de hipersuperficies total-
mente umbilicas em um ambiente semi-Riemanniano de curvatura seccional
constante, a qual responde afirmativamente a reciproca de um teorema devi-

do a R. Sharma e K. L. Duggal [58].

Lema 2.13. Seja X" uma hipersuperficie conexa isometricamente imersa
. . . . —n+1 .
num ambiente semi-Riemanniano M " (c¢) de curvatura seccional constante

c. Suponha que ! possui um campo conforme K de modo que sua
projecio KT sobre o fibrado tangente de ¥ seja um campo conforme em
3", Entao, uma das afirmacoes sequintes € verdadeira:

(1) X" é totalmente umbilica;
(i) a restricio de K a ™ é um campo tangente a X".

Voltando ao contexto geral, exibiremos agora uma classe particular de va-
riedades semi-Riemannianas que é dada pelas variedades Lorentzianas mt
conformemente estaciondrias, no sentido de que M possui um campo de
vetores tipo-tempo e conforme K, ou seja, tal que L g = 2¢ g, para alguma
funcio suave ¢ : M — R, onde g = ( , ) é o tensor métrico de M. Segue da
definicao da derivada de Lie de campos de vetores e do seu carater tensorial

que um campo K € X(M) é conforme se, e somente se,

(Vv E, W) +(V.ViwK) = 2¢(V, W),

para quaisquer V,W € X(M). Um campo vetorial conforme K, com fator
conforme ¢, é dito fechado quando sua 1-forma correspondente for fechada.
Isto é equivalente a

VxK = ¢X, (2.3)

para todo X € X(M).
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2.2 Campos vetoriais conformes

O resultado que enunciaremos agora ¢ devido a S. Montiel (cf. [47], Pro-
posicao 1). Nele percebemos o quanto a presenca de um campo conforme
e fechado influi na geometria de uma variedade. Em termos mais precisos,
temos o seguinte.

Proposicao 2.14. Seja (WH, (', )) uma variedade Lorentziana munida de

um campo de vetores tipo-tempo K € X(M) conforme e fechado com fator
conforme ¢. Entao

a) A distribuicao n-dimensional D definida em Mnﬂ or
(a) ¢ fi p
p— D(p)={v e TpM; (K(p),v) =0}

determina uma folheagcio F(K) tipo-espago de codimensdo 1, a qual
¢ orientada por K. Além disso, as fungies (K, K), divK e K¢ sao
constantes em cada folha conexa de F(K);

(b) O campo unitdrio tipo-tempo v definido por v = K/|K| em M satisfaz

¢

VVV =0 e vuu = —u,
| K|

se (u,v)=0.

Portanto, o fluro do campo v € um fluxo geodésico normalizado tipo-
tempo o qual leva homoteticamente folhas de F(K) em folhas de F(K),
sendo cada folha de F(K) totalmente umbilica com curvatura média
constante H = —¢/|K|.

Observacao 2.15. No caso em que M ¢ wma variedade Riemanniana
munida com um campo conforme, fechado e nao-trivial K, € possivel mostrar
que o conjunto

Z(K)={peM; K(p) =0}

¢ discreto em M. Assim, os itens (a) e (b) da Proposicio 2.14 continuam
vdlidos quando consideramos o campo v = K/|K| que estd definido no con-

. —n+1 .o~
gunto aberto (e denso) M' =M~ \ Z(K) (cf. Proposicao 1 de [48]).
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2.3 Produtos warped semi-Riemannianos

Apresentaremos neste paragrafo uma classe particular de variedades semi-
Riemannianas naturalmente munidas com um campo vetorial conforme. Para
isto, sejam M"™ uma variedade Riemanniana conexa e orientada, I C R um
intervalo e f : I — R uma funcao suave e positiva. Considere a variedade
diferenciavel produto M =1 x M Sejam 7 e my; as projegoes sobre 0s

fatores I e M™, respectivamente. Em M definamos a métrica

(u,v), = {(mr)wu, (77)0) + f2(p){(Tar) s, (war)sv)

para todo p € M e todos u,v € TPM, onde ¢ = g5,. A variedade semi-
Riemanniana assim obtida serd representada por

M =cl x; M",

Denotaremos por

O = (0/0) (t,2)»

(t,z) € I x M™ o campo unitario e tangente a e x y M™. E possivel mostrar
que o campo vetorial

K = (fom)o,

é conforme e fechado e seu fator conforme é f oy, onde’ denota a derivagao
com respeito a t € I (cf. [47] e [48]).

Quando € = —1, a variedade M obtida pela construcio anterior é denomi-
nada, de acordo com a nomenclatura introduzida por L.J. Alias, A. Romero
e M. Sanchez em [10], um espaco-tempo de Robertson-Walker Generalizado
(GRW). A geometria desse espago tem propriedades bastante interessantes.
Por exemplo, em [10] os autores provaram que se o espago-tempo —1 x s M"
admite uma hipersuperficie tipo-espago compacta, entao necessariamente a
fibra Riemanniana M" deve ser compacta. Nessa mesma direcao, A.L. Albu-
jer e L.J. Alias demonstraram que se —R x .+ M" admite uma hipersuperficie
tipo-espago completa e distante do infinito futuro deste espaco, no sentido da
hipersuperficie estar abaixo de um slice, entao a fibra M™ deve ser completa(
cf. Lema 7 de [5] ).

Alguns resultados de rigidez de hipersuperficies em um produto warped
semi-Riemanniano podem ser encontrados em [11], [14] e [22].
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2.4 Imersoes isométricas

Sejam (M™, g ) uma variedade Riemanniana e (MM—I, 7 ) uma variedade semi-
Riemanniana. Uma imersao isométrica ¢ : M" — M ¢ uma imersio que
satisfaz a condicao ¥*g = ¢g. Por simplicidade, denotaremos os tensores
métricos de M e M pelo mesmo sfmbolo (, ).

Definicao 2.16. Uma imersao isométrica ¢ : X" — M de uma varie-
dade diferencidvel n-dimensional ¥ em uma variedade Lorentziana (n + 1)-
dimensional M é dita uma hipersuperficie tipo-espaco se a métrica induzida
em X" pela imersao ¢ for uma métrica Riemanniana. Neste caso, dizemos
ainda que a itmersao ¥ € Riemanniana.

Proposicao 2.17. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade
Lorentziana temporalmente orientada M Entdo X admite um campo
vetorial unitdrio, normal e suave N € X(M)*, apontando para o futuro. Em
particular, X" € orientdvel.

Demonstracdo. Como M é temporalmente orientdvel, existe um campo K €
X(M) de vetores tipo-tempo. Observe que, para todo p € ¥", o conjunto
dos vetores tipo-tempo v € TPM é formado pela uniao disjunta dos cones
temporais C'(K(p)) e C(—K(p)).

Em cada p € X", considere um vetor unitério N(p) € T,X*. Como
N(p) é tipo-tempo, podemos supor, sem perda de generalidade, que N(p) €
C(K(p)). Feito isto, temos definido um campo vetorial normal e unitério N
sobre X" que aponta para o futuro. Vamos mostrar que o campo N é suave.
Para isto, fixe um ponto p € X" e seja {ey, . . ., e, } um referencial mével sobre
uma vizinhanca aberta e conexa U de p em X", Logo N = K — Yo (K e)e;
é suave e normal a X" em U e temos ainda

<N7N> = <N7K> = <K7K> - Z<K7ei>2‘
i=1
Observe que (K, K) =" (K, e;)* — (K, N)?, donde concluimos imediata-
mente que (N, N) = —(K, N)* < 0 e disto segue que N(q) € C(K(q)) para
cada ¢ € U. Portanto N = N /|N| é um campo suave. O
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2.5 Equacoes fundamentais

No que segue, ¢ : X" — M denotard uma imersio Riemanniana de uma
variedade diferenciavel n-dimensional ¥" numa variedade Riemanniana ori-
entada ou numa variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional temporalmente
orientada, sendo que cada caso ficara claro no contexto.

Quando o espaco ambiente M for Riemanniano, iremos supor sempre que
™ é orientavel, o que, pela Proposicao 2.17, é uma hipdtese desnecessaria
quando M for uma variedade Lorentziana temporalmente orientada. Em
ambos os casos, N representara o campo unitario e normal que orienta .

Denotaremos por V e V as conexoes de Levi-Civita de X" e M, respecti-
vamente. E possivel mostrar que VY = (VxY)T, para todos X,Y € X(X),
onde ()" denota a componente tangencial de um campo de vetores ao
longo de ¥X". A sequnda forma fundamental da imersao i é a aplicacao
a:X(X) x X(X) = XH(2) que cumpre a condigio

vXY = VXY -+ CY(X7Y),

para todos X,Y € X(X). Observe que sendo o uma forma D(X)—Dbilinear
e simétrica, obtemos um campo A : X(X) — X(X) de operadores lineares
auto-adjuntos A, : T,X — T,%, denominados operadores de Weingarten da
imersao 1, definindo

(AX)Y) = (a(X,Y), N).
E imediato verificar que
AX = -VxN e a(X,Y)=en(AX,Y)N,

onde X e Y sao campos tangentes a >". Temos ainda que o tensor de
curvatura R de X" é definido como a aplicagao R : X(X) x X(X2) x X(X) —
X(X) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixnZ,

onde [, | denota o colchete de Lie.
Na proposicao seguinte temos as equacoes fundamentais de uma imersao
isométrica. Sua demonstracao pode ser encontrada em [54].
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2.5 Equacoes fundamentais

Proposicao 2.18. Seja ¢ + X" — M wma imersao isométrica. Se R
e R denotam os respectivos tensores de curvatura de X" e M, entao, para
quaisquer campos de vetores X, Y, Z € X(X), temos que

(1) (Equagdao de Gauss)

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" +en[(AX, Z)AY — (AY, Z)AX]. (24)

(i) (Equagao de Codazzi)

(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X. (2.5)

Um caso particular da proposicao anterior é dado pelo seguinte.

, . . —n+1 . ~ . L.
Corolario 2.19. Seja ¢ : ¥" — M (¢) uma imersdo isométrica, onde
—n+1 . . . ~
M"""(¢) € um ambiente de curvatura seccional constante c. FEntao, para

todos X,Y,Z, W € X(X) temos

<R(XaY)Z>W> = C[<X’Z><Y>W>_<X>W><KZ>]
+ en[(AX, Z)(AY, W) — (AX, W)(AY, Z)], (2.6)

onde R € o tensor de curvatura de X", e
(VxA)Y = (VyA)X. (2.7)

Observacao 2.20. Nas condicoes do Corolario 2.19, temos que o tensor de
Ricci de X" € dado por

Rics:(X,Y) = e(n — (X, Y) + eny ((AX, Y)tr(A) — (AX, AY)),

para todos X,Y € X(X). Por meio de uma contra¢io métrica, temos ainda
que a curvatura escalar (nao-normalizada) R de X" satisfaz

R=cn(n—1)+en (n°H* — |A]),

onde H = =Xtr(A) denota a curvatura média de X"
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2.6 Os tensores de Newton

Seja 1 : X" — M uma imersdao Riemanniana. Denotemos por A o ope-
rador de Weingarten de X" associado ao campo unitario e normal N glo-
balmente definido em »". Associado ao operador A existem n invariantes
algébricos S, que sao obtidos mediante a igualdade
n
det(t] — A) = > (—1)'Sit" ™,

=1

sendo Sy = 1 por definicao. E facil ver que se Aq,...,\, denotam os auto-
valores (ou curvaturas principais) de A, entao, para 1 < r < n, temos

Sr: Z )\“A%

i1 < <ip
Disto segue imediatamente que
Definicao 2.21. Para cada 0 < r < n, a r-ésima curvatura média H, de X"
¢ definida por

(") H, = &%, (2.8)

r

Vale ressaltar aqui que as curvaturas médias de ordem superior cumprem
2
H: > H; 1Hj,

para todo 1 < j < n — 1. Caso ocorra a igualdade para r = 1 ou algum
1 <r<mncom H.41 # 0, temos \; = --- = )\, ( cf. Proposicao 1 de [24],
veja também Teorema 51 de [37]). Essas desigualdades sdo conhecidas como
desigualdades de Newton.

Usando restrigoes apropriadas sobre as r-curvaturas, muitos autores tém
obtido interessantes resultados de rigidez. Por exemplo, L.J. Alias, A.G. Co-
lares e A. Brasil Jr. em [11], provaram que uma hipersuperficie tipo-espago

e fechada imersa numa variedade conformemente estacionaria Mnﬂ(c), de
curvatura seccional contante ¢, e que possua curvaturas H, e H,,; constantes
(ndo-nulas), para algum 1 < r < n — 1, deve ser totalmente umbilica. No
caso Riemanniano, o trabalho de S. Montiel e A. Ros [46] nos fornece uma
bela caracterizacao de esferas totalmente umbilicas como as tnicas hipersu-
perficies fechadas mergulhadas em H"' R™*! ou num hemisfério aberto de
S™*! e que possuem alguma curvatura H, constante.
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2.6 Os tensores de Newton

Enunciamos agora outro fato relevante cuja demonstragao pode ser en-
contrada em A. Caminha [23] (cf. também Lema 4.1 de [8]).

. —n+1 . ~ . - ,
Lema 2.22. Seja ¢ : X" — M uma imersao isométrica. Se Sy € cons-
tante em X", entao

SZ(|VAI? — |VS1|?) > 25, VAP

Em particular, se Sy > 0, entao |VA]? —|V.S;|> > 0.

—n+1 . ~

Quando M tem curvatura seccional constante ¢, segue da equagao de
Gauss (2.6) que a curvatura escalar R de ¥" e a curvatura Hs se relacionam
mediante a expressao

R=n(n—1)(c+enHs). (2.9)

Usando o operador de Weingarten A de uma imersao Riemanniana v :
—n+1 .
> MU podemos definir, para cada 0 < r < n, os tensores de Newton

P X (%)= X(%)
pondo Pp=Teparal <r<n
P.=¢&yS I —enyAP._, (2.10)

onde I : X (X) — X (X) é o operador identidade.

O teorema de Cayley-Hamilton nos assegura que P, = 0 e nao ¢ dificil
verificar que P, é um operador auto-adjunto que comuta com A, para todo 7.
Logo, se B = {ey,...,e,} é uma base que diagonaliza A em p € X", entao B
também diagonaliza P, em p. Note ainda que se escrevermos Ae; = \;e; para
todo i e denotarmos por A; a restricio de A ao subespacgo ( ¢; X C T,%,
entdo é facil mostrar que P.e; = e\ S,.(A;)e;, onde

Usando as notacoes acima temos o seguinte resultado, cuja demonstragao
serd omitida aqui. Para uma referéncia detalhada, indicamos ao leitor os
artigos [23] e [24] de A. Caminha.
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2.6 Os tensores de Newton

Proposicao 2.23. Seja ¢ : X" — M wma imersio Riemanniana. Deno-
tando por ¢, = (n—r)(") = (r+1) (7‘+1) temos

(a) tx(P) = £ty X0, Si(Ay) = hy(n — 1), = o Hy

(b) tr(AP,) =y > i, /@ST(AZ-) =ey(r+1)S,1 =enc Hpgq;
(c) tr(A’P,) = efy 300, K7SH(Ai) = ey (S1Sr1 — (1 +2)S10) 5
(d) tr(P,oVxA) =N (VS 11, X), para todo X € X(X).

Associado a cada tensor de Newton P, temos um operador diferencial
linear de segunda ordem L, : C*(X) — C*(X), dado por

L.(f) = tr(P, Hess f). (2.11)

No caso em que r = 0, temos Lo(f) = Af, onde A denota o operador de
Laplace-Beltrami de ¥". Seja {Fj,..., E,} um referencial ortonormal local
em X". Usando as propriedades da derivacao covariante de tensores, temos
que

n

dive(P (V) = D (Ve P)(V Z H(VEVT), B,

i=1

onde divy(Z) denota a divergéncia de um campo vetorial Z em X(X). Usando
agora que P, é auto-adjunto, concluimos da igualdade anterior que

divs(P.(Vf)) = ( DivP,, Vf ) + L.(f)

Consequentemente, quando o espaco ambiente M tem curvatura seccional
constante, segue que DivP, =0 ( cf. [11] e [55]), e, portanto

L,(f) = divs(P.(V f)).

Sejam p : R — R e f : X" — R fungoes suaves. Segue diretamente da
definicao que

Li(po f) = (N Le(f) + " (BN, V). (2.12)
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2.6 Os tensores de Newton

A seguinte férmula foi obtida por A. Caminha em [23].

o~ . ——n+1 . ~ . -
Proposigao 2.24. Seja x : X" — M " (¢) uma imersao isométrica, onde
—n+1 , . . .
M "(c) é um ambiente de curvatura seccional constante c. Se {ex} € um

referencial ortonormal em X", entao
Lq(ST) = LT—I(ST—H) + Z tr{[Pq(vekPr—l) - PT—I(vekPq>]<vekA>}
k

+ c[tr(AP,_1)tr(P,) — tr(P—1)tr(AP,)]

+ tr(A?P,_)tr(AP,) — tr(AP._))tr(A*P,) ,

onde0 <g<nel<r<n.
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Capitulo 3

A aplicacao de Gauss de
hipersupertficies completas

Neste capitulo, que essencialmente corresponde ao artigo [17] em colabo-
racao com H.F. de Lima, provaremos alguns resultados de rigidez de hiper-
superficies completas X", com curvatura média constante, imersas isometri-
camente no espaco hiperbélico H**!, no espaco Euclidiano R*™! ou na esfera
Euclidiana S"*!. Nossos resultados serao obtidos mediante alguma restricao
sobre a imagem da aplicacao normal de Gauss de tais hipersuperficies ou
sobre a dependéncia linear entre as funcoes suporte associadas a imersao em
questao. A menos que se diga o contrario, todas as hipersuperficies conside-
radas neste capitulo sao conexas e orientaveis.

3.1 Formas espaciais

—n+1 , . . .
No que segue, M " (c¢) denotard uma variedade Riemanniana completa e
simplesmente conexa com curvatura seccional constante c¢. Para v € {0,1},
denotaremos por R"*2 o espago vetorial R”™? munido do produto escalar ()

definido por
n+1

(v,w) = Zviwi + (= 1) Up g 0Wpio
i—1

para quaisquer v,w € R"*2. O espaco R é conhecido como o espaco de
Lorentz-Minkowski. Neste espaco podemos obter um modelo para o espago
hiperbélico que é bastante apropriado aos nossos propositos neste capitulo,
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3.1 Formas espaciais

ja que poderemos utilizar a estrutura vetorial do ambiente no qual o espago
hiperbdlico estard imerso como uma hipersuperficie.

Seja o uma constante positiva. Com a métrica induzida pela inclusao, é
possivel mostrar que o subconjunto

H = {p e RI™? (p,p) = =07, pni2 > 1}

é uma variedade Riemanniana (n+ 1)-dimensional, completa e simplesmente
conexa com curvatura seccional constante —1/0?. Isto entao nos fornece, pelo
teorema de classificacao de Cartan, um modelo para o espaco hiperbédlico de
curvatura —1/¢%, denotado por H" ™ (—1/0?). Por simplicidade denotaremos
o espago hiperbdlico (n + 1)-dimensional de curvatura seccional —1 simples-
mente por H" L.

E facil ver ainda que o espaco tangente a H"*! em um ponto p € H &
dado por

T,H"™ = {v e RT™?; (v,p) = 0}.

Observe entao que, para cada p € H", temos a seguinte decomposicao
R = T,H""' @ span{p}. Além disto, este modelo nos fornece uma
descricao geométrica bastante interessante das hipersuperficies totalmente
umbilicas do espago hiperbdlico que, como sabemos, sao obtidas pela inter-
seccdo de um hiperplano de R?™ com H"™*!.

Exibiremos agora a aplicacao de Gauss N destas hipersuperficies e o
correspondente operador de Weingarten A. Para tanto, fixe a € R e defina
a fungao suave h, : H"*' — R pondo h,(p) = (p, a). Para uma constante real

7, considere X" = h_ (7). Nao é dificil verificar que se p € X", entao

Vha(p)|* = 7° + (a,a),

onde V denota o gradiente de uma funcdo em relacio & métrica de H™+.
Portanto, X" serd uma hipersuperficie completa e orientdvel de H"*! sempre
que 72 + {a,a) > 0. Neste caso, o campo unitario e normal a X" é dado por

— Vha

N(p) (h) = ————(a+7p). (3.1)

B ‘vha‘ 7—2 + <CL, a’>

Portanto, o operador de Weingarten A da imersao X" « H"*!, associado ao
campo — N, é dado por

-

AX = — L x
72+ (a,a)
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3.1 Formas espaciais

para todo X € X(X).
Outra importante subvariedade de R} é o espaco de de Sitter (n + 1)-
dimensional, que é definido como a hiperquadrica

Sttt = {p e RI** (p,p) = 1}

que, com a métrica induzida pela inclusdo S"™ < R}*2 ¢ uma variedade
de Lorentz com curvatura seccional constante 1. Este espago tem interes-
santes propriedades e sua geometria tem sido bastante estudada por diversos
autores, veja [4], [36], ou [49] por exemplo.

Observamos ainda que R 2 nada mais é do que o espaco Euclidiano R"+2
e o subconjunto

S* = {p € Rg™*; (p,p) = 1},

é a esfera Euclidiana (n + 1)-dimensional de curvatura seccional constante 1.
Em [45], S. Montiel respondeu afirmativamente a conjectura de Goddard
(cf. [36]) no caso compacto, isto é, neste trabalho ficou provado que todas as
hipersuperficies fechadas (compactas sem bordo), tipo-espago e com curva-
tura média constante em S}t sdo esferas totalmente umbilicas. Além disto,
o autor caracterizou as hipersuperficies tipo-espaco totalmente umbilicas de
S"*! mostrando que tais hipersuperficies sao obtidas como intersecao de um
subespaco afim de R com S"™'. Deste modo, se ¢ : ¥* — H""! é uma
hipersuperficie tipo-espaco e totalmente umbilica em S7, entdo

W(E") C Ly ={pe S (p,a) =7},

para algum vetor unitario ou tipo-luz a € R e alguma constante real 7
satisfazendo 72 > (a,a). De acordo com o cardter causal de a, temos as
seguintes possibilidades:

(1) seaéum vetor unitério e tipo-tempo, entao L, é isométrico a uma esfera

n-dimensional de curvatura seccional ———;
T4 41
(2) se a é um vetor nao-nulo e tipo-luz, entdo £, é isométrico ao espago
Euclidiano n-dimensional;

(3) se a é um vetor unitario e tipo-espago, entdao £, é isométrico ao espago
1

hiperbélico n-dimensional de curvatura seccional —— T
T _
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3.2 Funcoes suporte

Considere agora uma hipersuperficie ¢ : X" — M”H(c) — R""? isome-
tricamente imersa num ambiente M| de curvatura seccional constante c.
Denotaremos por A o operador de Weingartein associado ao campo unitéario
normal N globalmente definido em ¥". Observe que o campo vetorial N
define uma aplicacao

N %" — St
onde S"*! denota o espaco de de Sitter S} ou as esferas Euclidianas S e
St conforme seja ¢ = —1, ¢ = 0 ou ¢ = 1, respectivamente. Esta aplicacao

sera chamada de aplicacao de Gauss de ¥". Um dos propdsitos neste capitulo
é estudar a geometria da imagem N (X)) da aplicacao de Gauss de X" e deter-
. .o~ . . ;. ——n+1
minar sob que condi¢oes podemos caracterizar uma hipersuperficie em M
por meio da imagem de sua aplicacao normal de Gauss.
Veja que se VO,V e V denotam as respectivas conexoes de Levi-Civita
—n+1 R . .
de R M n+ (c) e X" temos que as equagoes de Gauss e Weingarten sao

dadas, respectivamente, por

V&Y = VxY + (AX,)Y)N —c(X,Y) ¢ (3.2)

AX = —-VxN = -V%N, (3.3)

para quaisquer campos de vetores tangentes X, Y € X(X).

3.2 Funcoes suporte

Fixemos um vetor a € R"™. Definiremos agora duas fungdes naturalmente
. . ~ . P ——n+1
associadas a uma imersao isométrica ¢ : ¥ — M (¢) < R*™ pondo

la:<¢7a> € fa:<N7a>7

onde N denota o campo unitario e normal globalmente definido em >". Estas
fungoes sao denominadas funcoes suporte associadas a ¥. Um calculo direto
nos permite concluir que

Vig=a" e V/f,=-Aa"),

onde A é o operador de Weingarten associado a N e a' denota a componente
tangencial de a ao longo da imersao v, isto é

a' =a— f,N —clay. (3.4)
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3.2 Funcoes suporte

Usando as equacoes de Gauss e Codazzi, é possivel mostrar facilmente
que VxVli, = foAX —clyX e VxVf, = —f,A2X + cl,AX — (V,rA)(X),
para todo X € X(X). Da primeira equagao, segue imediatamente que

[Hess l,|* = |A|* 2 — 2ncH fal, + nl? (3.5)
Além disto, temos ainda que

Al, =nHf, —cnl, (3.6)

Afo = AP fo+ cnHl, —n(VH,a"), (3.7)

onde H é a curvatura média de X".

Em geral, temos o seguinte resultado, que pode ser encontrado em H.
Rosenberg [55] (veja também Lema 5.2 de [20]), entretanto, por completude,
incluiremos aqui a sua prova.

.~ . ——n+1 . .. .

Proposigao 3.1. Seja ¢ : X" — M (¢) <= R"2 uma hipersuperficie ori-
, . . . . —n+1

entdvel isometricamente imersa na forma espacial M de curvatura sec-

cional constante c¢. Entao, para as funcoes f, e l, anteriormente definidas,
temos

(1) LT(la) - (T + 1)Sr+1fa - C(n - T)STla;
(11) LT(fll> - Lr+1(la) - diVZ(Sr+1Vla>.

Demonstragao. (i) Considere um referencial ortonormal local {Ey, ..., E,}
em Y. Como H"*! é um espaco de curvatura seccional constante, entao para
0 <7 < n, teremos

n

Ly(l.) = divs(P, Vi) = Y (Vg P(a'),Ey), (3.8)

i=1
onde usamos na ultima igualdade que VI, = a'. Da derivacao covariante
de tensores e usando que Vg, P, é um operador auto-adjunto para cada i €

{1,...,n}, segue de (3.8) que
L.(l,) = Z< a', (VP (E)) + Z (Viea'),E). (3.9)
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3.3 Hipersuperficies com aplicacao de Gauss prescrita em H"*!

Agora, da equagao de Gauss (cf. eq. (2.4)), temos para cada i € {1,...,n},
que
inaT = faAEi - ClaEi. (310)

Como os tensores de Newton comutam com o operador de Weingarten, con-
cluimos de (3.9) e (3.10) que

L.(l,) = {a",Div(P,)) + fatr(AP,) — cltr(P,).

Portanto, usando as propriedades dos operadores P, (cf. Proposigao 2.23)

. . . =—n+l1 .
e observando ainda que Div(P,) = 0, pois M tem curvatura seccional
constante, concluimos da igualdade acima que

L.(l,) = (r+1)Se1fa — c¢(n —r)Syl,.
(ii) Por outro lado, como Vf, = —A(Vl,), teremos

L, (f.) = —dive(PA(VL)) = divs(Poir (V1)) — divs(Sr1 Vi),

onde usamos na ultima igualdade a identidade P,A = S, 1] — P,,,. Portanto
concluimos que

Lr(fa) = Lr+1(la) - divE(Sr—i—lvla)-
[

3.3 Hipersuperficies com aplicacao de (GGauss
prescrita em H""!

Para provarmos nossos resultados de rigidez desta segao, faremos uso do
seguinte principio do maximo generalizado, devido a H. Omori e S.T. Yau

(cf. [53] e [65]).

Lema 3.2. Seja X" uma variedade Riemanniana n-dimensional e completa
com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Entao, para qualquer fungao
limitada superiormente u € C*(X) existe uma sequéncia de pontos {py ti>1
em X" satisfazendo as sequintes propriedades:

1
e (i) Au(py) < o

| =

() ulp) > supu =3 (i0) [Val(pe) <

para todo k > 1.
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3.3 Hipersuperficies com aplicacao de Gauss prescrita em H"*!

Observagao 3.3. Em [50], K. Nomizu e B. Smyth provaram que uma hiper-
superficie completa, isometricamente imersa, na esfera Euclidiana S tal
que a imagem da aplicacao de Gauss esteja contida numa esfera geodésica de
S"* deve ser uma esfera geodésica.

Inspirados pelo resultado de K. Nomizu e B. Smyth e usando a carac-
terizacao das hipersuperficies umbilicas tipo-espaco do espago de de Sitter
(cf. [45]), provamos o seguinte.

Teorema 3.4. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie completa isometri-
camente imersa em H" ™, com curvatura média constante H # 0. Suponha
que X" estd contida numa bola geodésica de H" ™. Se a imagem da aplicacdo
de Gauss de X" estd contida numa hipersuperficie tipo-espaco e totalmente
umbilica de ST1Y, entdo X" € uma esfera geodésica.

Demonstracao. A hipotese sobre a imagem da aplicagao de Gauss de X" nos
assegura a existéncia de um vetor a € R7™ e uma constante 7 € R tais que

fa(p) = (N(¥(p)), a) = 7,

para todo p € X" e, além disso, 72 > (a,a). Inicialmente iremos supor que
(a,a) = —1. Isto significa que N(X) estd contida numa esfera tipo-espaco
e totalmente umbilica de S"™. Veja que podemos supor ainda, sem perda
de generalidade, que a € H"". Observe que se 7 = 0, entdo, usando a
equagao (3.7) e a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz, concluimos que
H = 0, uma contradi¢ao. Logo 7 # 0 e com isso, usando mais uma vez a
equagao (3.7), concluimos que

H
Al = _nTl“' (3.11)

Como X" estd contida numa bola geodésica de H" !, entao existem b € H"H!
e uma constante positiva g tais que l(p) = (¥(p), b) < o, para todo p € X".
Denotaremos por By(0) a bola geodésica de H" ™! centrada em b com raio g.
Agora considere uma bola geodésica centrada em a com raio ( suficientemente
grande tal que a bola geodésica By(o) esteja contida em B,(¢). Mas entao
teremos 1 < (¥(p),a) < (, para todo p € X". Portanto [, é uma fungao
limitada em X" e, pela expressao em (3.11), isto implica que o operador de
Weingarten A tem norma limitada. Agora, como sabemos, o tensor de Ricci
de X" satisfaz

Ricy(X, X) = (1 —n)| X + nH(AX, X) — |[AX|*. (3.12)
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3.3 Hipersuperficies com aplicacao de Gauss prescrita em H"*!

para todo X € X(X). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos da
igualdade acima que

nH(AX,X) > —n|H||A][X]* e —|AX]" > —|AP|X]".
Usando isto, concluimos de (3.12) que
Rics (X, X) > (1 —n —n|H||A| — |AP) |X]?, (3.13)

para todo X € X(X). Portanto, pelas hipéteses assumidas sobre H e A,
concluimos da expressao anterior que a curvatura de Ricci de X" é limitada
inferiormente e isto nos coloca em condigoes de aplicar o Principio do Maximo

de Omori-Yau & funcio suave e limitada |®]*> = |A]*> — nH?. Como H é
constante, segue da igualdade anterior e de (3.11) que
A|®* = n|®J2 (3.14)

Pelo Lema 3.2, existe uma sequéncia de pontos (px)r>1 em %" de modo que
li]£n|<I>|2(pk) = sup |®]? e, além disso, A|®|*(py) < 1/k, para todo k > 1.
b

Usando isto, segue da equagao (3.14) que

1
T > A (pr) = n|®|*(pr) > 0,

para todo k > 1. Fazendo k — o0, obtemos da expressao anterior que
lilgn |®|*(pr) = 0 e, portanto, |®|> = 0 em ¥". Esta igualdade nos permite

concluir que X" é uma hipersuperficie totalmente umbilica, neste caso, uma
esfera tipo-espaco e totalmente umbilica, pois a é tipo-tempo.

Suponhamos agora que a € R seja um vetor tipo-espaco ou tipo-luz de
tal modo que f, = (N,a) = 7, para alguma constante 7 € R. Em qualquer
caso, temos que {a,b} é um conjunto linearmente independente em R?*? ¢
7 # 0. Seja I, o subespago 2-dimensional gerado por a e b. Tome qualquer
¢, diferente de b, na intersec¢ao

I, , NH".

Logo, podemos escrever ¢ = da + 0b, para algumas constantes reais nao-
nulas § e #. Considere B.(p) uma bola geodésica centrada em ¢ tal que
By(p) C B.(p). Deste modo, como antes, teremos que [. ¢ uma fungao
limitada em ¥". Observando que

(.0) = $06.6) — S0,
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3.3 Hipersuperficies com aplicacao de Gauss prescrita em H"*!

concluimos que [, é uma funcao limitada em ¥". Agora o argumento do caso
anterior se aplica da mesma maneira, o que nos leva a concluir que X" é
uma esfera geodésica e portanto a deveria ser tipo-tempo. Esta contradicao
encerra a prova do teorema.

]

Para estabelecermos nosso préximo resultado, usaremos uma dualidade
natural existente entre as folheacoes dos espagos hiperbdlico e de Sitter
através de hipersuperficies totalmente umbilicas. Esta dualidade segue do
fato de que tanto as horoesferas como as hiperesferas de H"™! sao descritas
por

L. ={peH"(p,a) =1},

onde a é, respectivamente, um vetor tipo-luz ou tipo-espago unitario, de
modo que 72+ (a,a) > 0 (cf. [43]). Além disso, a aplicagao normal de Gauss
destas hipersuperficies é, como sabemos, dada por

1
N(p) = ——————(a+7p) € ST
(P) = —5 = <a,a>( p) € S}

Consequentemente, N(L,) é uma hipersuperficie tipo-espago totalmente um-
bilica em S'™ a qual é isométrica a R™, no caso em que a é tipo-luz, e a
H"(—1/0%), para algum ¢ > 0, no caso em que a é tipo-espacgo (cf. Segao 3
de [43], veja também o exemplo 4.3 de [48]).

Observagao 3.5. Em [12], L.J. Alias e M. Dajczer estudaram superficies
completas propriamente imersas entre duas horoesferas de H?, obtendo um
resultado tipo-Bernstein para o caso de curvatura média constante H satis-
fazendo —1 < H <'1.

Feitas estas consideracoes, podemos agora enunciar e provar nosso proximo
resultado.

Teorema 3.6. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie completa, com
curvatura média constante H, isometricamente imersa no espaco hiperbolico
H".  Assuma que X" esteja entre duas horoesferas (hiperesferas) deter-
minadas por um vetor nao-nulo a € R tipo-luz (tipo-espago). Se N(X)
estd contida numa hipersuperficie tipo-espaco e totalmente umbilica de S
determinada por a, entdo X" é uma horoesfera (hiperesfera).
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3.3 Hipersuperficies com aplicacao de Gauss prescrita em H"*!

Demonstracao. Pelo carater causal de a e pela hipotese assumida sobre a
imagem da aplicagdo de Gauss de X", segue-se que a fungao f, = (N,a) é
constante, digamos f, = 7. Neste caso, a caracterizacao das hipersuperficies
tipo-espaco e totalmente umbilicas de S?™! nos assegura que 7 # 0. Usando

(3.7) temos que
nH

|A‘2 = _Tlav
e, como L" estd entre duas horoesferas (hiperesferas), concluimos que |A|? é
limitada. Consequentemente, pela expressao (3.13) obtemos que a curvatura
de Ricci de X" é limitada inferiormente. Estamos agora nas condicoes de
aplicar o Lema de Omori-Yau novamente a funcao |®[%, onde ® = A — HI.
Seguindo os mesmos passos da demonstragao do teorema anterior, concluimos

que X" é uma horoesfera (hiperesfera).
[

Para uma escolha apropriada de orientacao é facil ver que as horoesferas
de H™*! satisfazem a condicdo I, = — f,, para algum vetor tipo-luz a € R}*2.
No paragrafo anterior, vimos ainda que a imagem pela aplicacao de Gauss
de tais hipersuperficies é exatamente um hiperplano no espago de de Sitter
S'*. Com esta motivacio e aplicando um teorema classico de A. Huber [40],
obtemos o seguinte resultado sobre superficies no espaco hiperbélico H? com
curvatura Gaussiana nao-negativa.

Teorema 3.7. Seja v : X2 — H? wma superficie completa, orientdvel com
curvatura Gaussiana nao-negativa, isometricamente imersa em H? e contida
na regiao entre as horoesferas Lg e L., onde 0 < 8 < 7. Suponha que N(X)
esteja contida no fecho do dominio interior determinado pelo plano L_z de
S3. Se a curvatura média H de ¥? satisfaz

.
H> -,
-

entdo X2 € uma horoesfera.

Demonstragio. Seja a € R} o vetor tipo-luz, ndo-nulo, que determina as
horoesferas Lg e L, em H? e o plano L5 em S}. Pela equagao (3.6) temos
que

Al, =nH f, + nl,.

Assim, das nossas hipdteses sobre 32 e N(X), concluimos que

Al, < —n(HB — 7).
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3.3 Hipersuperficies com aplicacao de Gauss prescrita em H"*!

Consequentemente, como estamos supondo que H > 7/, segue que [, é
uma funcao superharmonica e positiva em X2. Como X2 é completa e tem
curvatura Gaussiana nao-negativa, podemos aplicar o teorema de A. Huber
para deduzir que X2 é parabdlica, e, portanto [, é uma funcao constante, e
isto implica que Y2 é uma horoesfera de H?. O

Para finalizarmos esta se¢ao, provaremos dois resultados sobre hipersu-
perficies fechadas no espaco hiperbélico. O primeiro é uma versao hiperbdlica
do Teorema 2 de K. Nomizu e B. Smyth [50] e o segundo é uma extensao
do referido teorema no caso de curvatura escalar constante. Para tanto, ne-
cessitamos estabelecer um paralelo conveniente entre as estruturas do caso
hiperbélico e esférico. Com este propésito, considere a € R?™ um vetor
unitario e tipo-tempo. O subconjunto

& ={peSt™;(p,a) =0}

define uma hipersuperficie tipo-espaco totalmente geodésica em S+, a qual
é isométrica a uma esfera. Seguindo a terminologia estabelecida por J.A.
Aledo, L.J. Alfas e A. Romero [7], iremos nos referir a esta hipersuperficie
como um equador do espaco de de Sitter determinado por a. Este equador
divide S'™ em duas componentes conexas o futuro cronoldgico que é dado
por

{p €SI (p,a) < 0},

e o passado cronolégico dado por

{p €SI (p,a) > 0}.
O seguinte resultado nos sera 1til adiante.

Lema 3.8. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie fechada. Entio X"
possui um ponto onde, apds uma escolha apropriada de orientacao, todas as
curvaturas principais sao matores do que 1.

Demonstragio. Fixe um vetor unitério e tipo-tempo a € R? tal que a ¢
H"*! e defina a fungao u : X" — R, por u(p) = —((p), a). Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz reversa, segue que v > 1. Como %" é fechada, existe um
ponto py tal que o méximo de u é atingido em py. Temos que Vu(py) = 0
e Hesspyu(v,v) < 0, para todo v € T,,2. Isto implica que (N(po),a) # 0,
onde N é o campo unitdrio e normal que orienta ¥". Se {e,...,e,} é uma
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base de T},,> formada por direcoes principais, entao em py temos, para cada
1=1,...,n, que

Hess,, u(e;, e;) = —(N(po), a)Ni(po) — \/1 + (N(po),a)? <0,

onde \; é a curvatura principal associada a e;. Podemos escolher N de modo
que (N(po),a) > 0 e concluir da identidade anterior que \;(py) > 1, para
todoi=1,...,n, o que prova o resultado. O

Tendo feito estas observagoes, vamos enunciar e provar nosso proximo resul-
tado.

Teorema 3.9. Seja ¢ : X" — H"! wuma hipersuperficie fechada com curva-
tura média constante H, isometricamente imersa no espaco hiperbolico H" .
Se a imagem da aplicacao de Gauss de X" esta contida no fecho de um pas-

sado ou de um futuro cronoldgico de ST, entdo X" é uma esfera geodésica
de H" L,

Demonstragio. Pela hipétese sobre N (X), existe um vetor a € R unitério
e tipo-tempo de modo que a funcao f, = (N, a) ndo muda de sinal em X"
Pelas equagoes (3.6) e (3.7), temos que

Al =nHf, +nl, e Af,=—|A*f, —nHl,.
Destas equagoes, e usando que H # 0, segue que
A(fa + Hla) = _l(b’2fa>

onde & = A — HI. Pelo Teorema de Hopf, concluimos da igualdade anterior
que f, + Hl, é uma funcao constante e portanto

@[ fa=0 (3.15)

em X". Denotando por g o tensor métrico de X" teremos apds um calculo
direto que

1 2 1
Hessl, — —(Aly)g| = [Hessl,|* — —(Al,)*.
n n
Disto e da igualdade em (3.15), concluimos que

1
Hessl, = E(Ala)g. (3.16)
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Desse modo, se Al, é uma funcao constante, o Teorema de Hopf nos as-
segura que [, é uma funcao constante e portanto X" é uma esfera total-
mente umbilica. Caso contrario, como f, + Hl, é constante, temos Hess f, =
—HHessl,. Por outro lado,

Hess Al, = nHHess f, +nHessl, = (1 — H*)Al, g.

Agora como H? > 1, temos pelo teorema de M. Obata (cf. Teorema 1 de [51],
veja também Teorema 2 de [59]), que 3™ é isométrica a uma esfera Euclidiana
S™(r), para algum r > 0 e portanto o teorema estd provado.

[

Um resultado algébrico que fornece uma ferramenta eficaz na tentativa
de obter resultados de rigidez é o conhecido lema de Okumura [52].

Lema 3.10. Sejam ay, ..., a, numeros reais tais que y . a; = 0. Entdo
n—2 <" 2>3/2 ", n—2 "L\ 32
T a; < a; < —< a’i)
n(n —1) ; ; n(n —1) z::

Além disso, ocorre a igualdade no lado direito (respectivamente, lado es-
querdo) se, e somente se, n — 1 dos a; s sGo nao-positivos (respectivamente,
nao-negativos) e iguais.

Para provarmos nosso proximo resultado, faremos uso do seguinte resul-
tado, que é uma versao hiperbdlica de uma férmula integral obtida por Q.
Wang e C. Xia em [67] no caso de hipersuperficies fechadas imersas na esfera
Euclidiana S™*1.

Lema 3.11. Seja v : ¥ — H" ! uma hipersuperficie fechada com curvatura
escalar constante R > n(1—n) e curvatura média H isometricamente imersa
no espaco hiperbélico H . Entdo

n

/Z[(”_Q)H@F_Z(Ai—H)?’}fadil:O, (3.17)

i=1

onde f, € a funcdo suporte associada a imersao v definida anteriormente,
Ay ..oy Ay SG0 0s autovalores do operador de Weingarten A de X" e & =
A—HI.

43



3.3 Hipersuperficies com aplicacao de Gauss prescrita em H"*!

Demonstracao. Inicialmente observamos que a curvatura escalar de X" é
dada por
R =n(l—n)+n*H*— |A]? (3.18)

Note que a hipdtese sobre R implica que a curvatura média H nao se anula
em X". Escolha uma orientacao para X" de modo que H > 0.

Agora, considere o campo vetorial X € X(X) definido por X = A(Vf,),
onde f, = (N,a). Sejam p € ¥" e {Ey,..., E,} um referencial ortonormal
local numa vizinhanca de p, geodésico em p e que diagonaliza A em p. Escreva
AE, = A\ Ey, para todo 1 < k < n. Entao,

n

d1V2X(p) = Z<VE1A<vfa)a Ez)(p)

i=1
Da equagao de Codazzi (2.5), podemos reescrever a equagao anterior como
diVEX = tI‘(vaaA) + Z Hess fa(Eia AEZ) (319)
i=1

Observe que
tr(Ver,A) = div(nHV f,) — nHAf,. (3.20)

Usando as equagoes (3.7), (3.19) e (3.20), obtemos
/ [ZHess fa(Ei,AEZ-)+nH]A|2fa+n2H2la+n2HaT(H)] s = 0. (3.21)
=1

Como A é um operador simétrico, temos que |A|* = 3"  (AFE;, AE;). Usando
agora que n*H? — |A]? é uma fungdo constante e que (Vg E;)(p) = 0 para
todos 4,7 € {1, ...,n}, concluimos que

> Hess fo(Ei, AE;) = —n*Ha' (H) = fo > N — APl
=1

i=1

E imediato verificar que

SN =nH? 4 3HIOP + Y (N — H), (3.22)

=1 =1
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onde |®|? = |A|? — nH?. Disto e usando novamente a equagao (3.7), segue
que a equagao em ( 3.21) pode ser reescrita como

n

[ [n=2H10r =Y 0 - 1] faas o

i=1
0 que prova o lema. O

De posse deste resultado, podemos agora enunciar e provar nosso préximo
teorema.

Teorema 3.12. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie fechada com cur-
vatura escalar constante R > n(1 — n) isometricamente imersa em H"™!. Se
a imagem da aplicagao de Gauss de X" estiver contida no fecho de um pas-
sado ou de um futuro cronoldgico de S}, entio =" ¢ uma esfera totalmente
umbilica.

Demonstracao. Inicialmente oriente 2" de modo que sua curvatura média H
seja positiva. Denote por A o operador de Weingarten de X" associado ao
campo unitario e normal globalmente definido N. Segue imediatamente da
equagao (3.18) que

||

Vn(n—1)

H >

onde ® = A — HI. Como

n

Y (AMi-H)=0 e Z(Ai — H)? = |0,

=1

segue pelo Lema 3.10 que

- -2
S - HP o
Py n(n —1)

Mas entao teremos

(n—2)H|®|* — i(’\" —H)* > (n—2)|® ([—[ — %) > 0. (3.23)

Observe que a hipdtese sobre a imagem da aplicacao de Gauss de X" nos
assegura a existéncia de um vetor tipo-tempo e unitario a € Rf"* de modo
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que a funcao f, nao muda de sinal em ¥". Portanto, pelo Lema 3.11 e pela
desigualdade em (3.23), concluimos que

[(n—2)HIBF — Y (0 — )] =0,

=1

Usando novamente a desigualdade em (3.23), obtemos que |®?f? = 0 em
™. Isto nos permite concluir que

Hessl, = l(A la)g,

n

onde g denota a métrica Riemanniana de »". Assim, se [, é uma fungao
constante, entao X" é uma esfera totalmente umbilica. Caso contrario, o
Lema 2.12 nos assegura que X" é isométrica a uma esfera Euclidiana S"™(r)
e novamente X" é uma esfera totalmente umbilica, o que conclui a prova do

resultado. O

Observacao 3.13. Recentemente, (). Wang e C. Xia obtiveram alguns re-
sultados de rigidez de hypersuperficies no espaco hiperbolico explorando a
geometria da aplicacdo normal de Gauss. Dentre os resultados obtidos, o
Teorema 1.3 de [68] tem uma particular relagao com o nosso resultado an-
terior no sentido de que ambos exploram a imagem da aplicagcao de Gauss
N(X) de uma hipersuperficie X" fechada em H" | entretanto com diferentes
contradominios para N.

Observagao 3.14. Pela equagdio (3.16), concluimos ainda que Vi, € um
campo conforme sobre X" com fator conforme p = (1/n)Al,. Como Vi, =
a', temos pelo Teorema 1 de [{1] (c¢f. Lema 2.13) uma demonstragao alter-
nativa para o Teorema 3.9.

3.4 Um resultado na esfera Euclidiana

Como uma aplicacao do cléssico teorema de K. Yano e M. Obata ( cf. Lema
2.12), provaremos nesta se¢ao o seguinte resultado, que é uma extensao do
Teorema 2 de [50].

Teorema 3.15. Seja v : X" — S™™ uma hipersuperficie fechada, com cur-
vatura escalar constante R = n(n — 1), isometricamente imersa na esfera
Euclidiana S™*. Se a imagem da aplicacdo de Gauss de X" estiver contida
num hemisfério fechado de S**1, entido X" é uma esfera totalmente geodésica.
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3.4 Um resultado na esfera Euclidiana

Demonstracao. Denote por N o campo unitario e normal que orienta >" e
A o operador de Weingarten a ele associado. Como a imagem da aplicacao
de Gauss de X" estd contida num hemisfério fechado de S™™!, entdo existe
um vetor unitério a € R"™2 tal que a fungao f, = (IV,a) nao muda de sinal
em X". Veja que se f, for identicamente nula, entdao pelo Teorema 1 de [50]
concluimos que %" é uma esfera totalmente geodésica e portanto o resultado
segue. Suponhamos entao que f, nao seja identicamente nula.

Pela hipotese sobre a curvatura escalar R, concluimos imediatamente que
Sy = 0. Observe que se S; = 0, nada hé a provar. Vamos agora mostrar
que esta é, na verdade, a tnica possibilidade. Suponha por contradicao que
S1 # 0. Entao, pela Proposicao 2.24( ou Lema 3.7 de [8]), teremos que

Ll(Sl) = {’VA’Q — |V51|2} + 35153 + (n - 1)512,
donde concluimos que
faLi(S1) = {|[VA]> = |VS1[*} fa + 35185 f0 + (n — 1)S5 fa

Agora, da igualdade

/ Sy L (f)dS = / FuL1(S))dS,
> >

segue pela Proposicao 3.1 que

/{|VA|2 VS [PHdS + (n— 1) / S2f,dS = 0,
b )
Usando o Lema 2.22, concluimos da igualdade anterior que
{IVAP = VS P} fa=0 e Sifa=0. (3.24)

Sendo & = A — HI, temos pela hipdtese sobre a curvatura escalar que
|®|2 = (n— 1)S?. Da igualdade anterior e pela segunda igualdade em (3.24),
concluimos que |®|2f2 = 0 em X". Assim, se g denota a métrica Riemanniana
de X", segue imediatamente deste fato que

L) (3.25)

Hessl, = —
n

Veja que se [, for uma funcao nao-constante em ", entao a identidade obtida
em (3.25) juntamente com o fato de que a curvatura escalar R de X" é
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3.5 Rigidez de cilindros Riemannianos

constante, nos permite concluir pelo Lema 2.12 que X" é isométrica a uma
esfera Euclidiana S™(r), o que é uma contradi¢ao, pois a segunda equagao
em (3.24) implicard f, = 0 em X". Portanto [, ¢ obrigatoriamente uma
funcao constante. Mas isto significa que ¥" é uma esfera totalmente umbilica
de S™*! e novamente pelo argumento anterior, teremos uma contradicao.
Portanto, S; = 0 e com isto provamos que |A|> = 0, o que nos permite
concluir que X" é uma esfera totalmente geodésica de S"+1. m

Observacao 3.16. Recentemente, e de maneira independente, H. Alencar,
H. Rosenberg e W. Santos em [9] e Q. Wang e C. Xia em [67] obtiveram o
mesmo resultado de rigidez para hipersuperficies fechadas imersas na esfera
Euclidiana S™™* com imagem pela aplicagao de Gauss contida num hemisfério
de S"para o caso de curvatura escalar constante R > n(n — 1).

3.5 Rigidez de cilindros Riemannianos

Uma classe particular de hipersuperficies com curvatura média constante
em formas espaciais é formada pelos cilindros Riemannianos. Alguns auto-
res tem obtido resultados interessantes usando como hipotese algumas das
propriedades elementares destes cilindros. Resultados de rigidez podem ser
encontrados em [15], [23] e [62]. Faremos agora uma breve descri¢ao de como
construir tais hipersuperficies no espaco hiperbdlico H"*!.

Considere um inteiro k satisfazendo 0 < k£ < n. Definamos a funcao suave
h : H**!' — R por

h(p) =i+ + Piaa

onde p = (py,...,pnso). Para uma constante real o > 0, seja X" = h™1(0?).
Nao é dificil verificar que X" é uma hipersuperficie completa, orientavel com
curvatura média constante imersa em H""!. Temos ainda que

— Vh 1 )
N(p) = W(p) = Q\/l—TQQ(y(p) + 07p)

define um campo vetorial unitario e normal em ", onde v : ¥ — R}t
é a aplicacdo definida por v(p) = (p1,...,Prs1,0,...,0) e V representa a
conexao de Levi-Civita de H*"™. Se p = (p1,...,pni2) é¢ um ponto da hi-
persuperficie X", entdo, considerando as imersoes canonicas S*(g) — RFFL e

(3.26)

48



3.5 Rigidez de cilindros Riemannianos

H"*(—=1//1+ 02 ) < R? " ¢ tomando a imersdo produto, vemos facil-

mente que
Y =SF(0) x H" *(=1/y/14 0?).

Além disso, seu operador de Weingarten A com respeito ao campo unitario
e normal N = —N tem as seguintes curvaturas principais

V1402 0
M==h="—— € M= =\j = —m.
0 " V14 0
A classificacao das hipersuperficies com segunda forma fundamental para-
lela em formas espaciais, obtida por H.B. Lawson ( cf. Teorema 4 de [42]), foi
completamente descrita no espago hiperbélico por P.J. Ryan em [56]. Este

resultado, que enunciaremos agora, sera de fundamental importancia nesta
secao.

Teorema 3.17. Seja X" uma hipersuperficie imersa isometricamente em

H""(c), onde ¢ = —1/R?*, R > 0, com operador de Weingarten A. Suponha
J 2 7

que X" admita, no mdximo, duas curvaturas principais distintas e constantes.

Entdo, a menos de isometrias, X" € uma subvariedade aberta de:

(i) Q1 = {p € H""*(¢); p1 = 0}. Neste caso, A = 0 e Q; € isométrico a
Hn(c);.

] — n+1 . — — 1/R?
(i) Qo = {p € H""'(¢); p1 = 0 > 0}. Neste caso, A = \/W]m onde

I, denota o operador identidade, e Qy € isométrico a H"(—1/(0*+ R?));

(iii) Q3 ={p € H""'(¢); pni2 = pns1 + R}. Neste caso, A= (1/R)I e Q3 ¢
isométrico ao espaco Fuclidiano R™;

(iv) Q4 = {p € H"*'(c); S0 p? = 0*> > 0}. Neste caso, A = M, onde
A=+/1/0*>+1/R? e Q4 € isomélrico a esfera Euclidiana S"(p);
(v) Q5= {p e H""(c); i\ 0} = 0 > 0, X520, 07 — Phyn = —F2 5% =
0® + R*}. Neste caso, A= &Iy @ pl, ., onde
1/R?
=V1/*?+1/R?*> e pu=
{=+1/ / b= e

e Q5 € isométrico a S*(0) x H" *(—1/(0* + R?)).
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Observagao 3.18. Seja X" = S¥(o) x H* *(—1/+/1 + 02) um cilindro hiper-
bolico imerso isometricamente em H™ . Agora, fize em R} o vetor tipo-
tempo unitdrio a = (0,...,0,1). Usando a expressao em (3.26), concluimos
por um cdlculo direto que

2
=Yy, (3:27)
0
onde f, el, sao as funcoes suporte associadas a esta 1mersao. Efcicz'l ver
ainda, usando (3.1), que as funcgoes suporte associadas as hipersuperficies
umbilicas de H"™ ' cumprem, para algum vetor apropriado em R}*?, uma
relagdo de dependéncia linear como aquela descrita em (3.27).

Inspirados pela observagao anterior, provaremos o nosso proximo teorema
que é uma versao em formas espaciais de curvatura nao-positiva de um re-
sultado obtido recentemente por L.J. Alias, A. Brasil e O. Perdomo para
hipersuperficies imersas na esfera Euclidiana S"*! (veja [15], Teorema 3).

Teorema 3.19. Seja ¢ : X" — M”+l(c) — R""2 uma hipersuperficie com-
pleta, com curvatura média constante H, imersa isometricamente no ambi-
ente M de curvatura seccional constante ¢ € {=1,0}. Sel, = \f, para
algum wvetor ndo-nulo a € R e algum mimero real \, entio X" € uma
hipersuperficie totalmente umbilica ou

(i) S*(0) x H" *(=1/y/1+ 0?), para algum 0 > 0 e algum 1 < k <n —1,
quando ¢ = —1;

(ii) S*(0) x R"*, para algum o >0 e algum 1 < k <n — 1, quando ¢ = 0.

Demonstracao. Faremos a prova do caso ¢ = —1. O caso ¢ = 0 é completa-
mente similar. Inicialmente iremos supor que a é um vetor tipo-tempo em
R}*? tal que I, = Af, para algum nimero real . Entdo, neste caso, temos
A# 0e H # 0. Observe que Al, = AAf,. Agora, pela Proposigao 3.1
concluimos que

(nA+ (1 +X°)S1 + AST —2A85) [, = 0

em X". Usando a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz, concluimos da
igualdade anterior que
1

A n
e — 2 fa— — p—
52_251+(2+ )51+2. (3.28)
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A equacao anterior mostra que S, é também uma funcao constante em X",
Repetindo o argumento anterior para o operador L;, teremos que

Sg = 3—/\S2 ( )Sl + 5152 —|— 52 (329)

Agora, usando a Proposicao 2.24( veja também Lema 3.7 de [8]), segue que

Li(S1) = ASy+{|VA* — |[VS1[*} 4+ 25, (JA]* + n)
—Sl [5152 — 353 + (n - 1)51] .

Assim, observando que S e Sy sdo constantes, obtemos da igualdade acima
que

IVAP? + 528, — 452 + 208, + 35,55 + S? —nS} =0

em X". Mutiplicando a igualdade anterior por A e usando as equagoes (3.28)
e (3.29) teremos, apés alguns célculos imediatos, que a seguinte identidade

NV AP 42515, + 2057 S5 + 202515y — 4AS; + 2n\S, = 0, (3.30)

se verifica em ",

Usando as desigualdades de Newton (cf. Segao 2.6) e a equagao (3.29),
é facil ver que Sy # 0. Assim, de (3.28) e (3.30) obtemos |[VA[*> = 0, donde
se conclui que VA = 0 sobre X". Este fato nos permite concluir que as
curvaturas principais X" sao constantes ( ¢f. Teorema 1 de [1] ). Agora, pela
completude de X", temos pelo Teorema 3.17 (ou Teorema 4 de [42]) que 3"
¢ uma hipersuperficie totalmente umbilca, neste caso uma esfera geodesica
pois a é tipo-tempo, ou um cilindro hiperbélico S¥(g) x H"*(—1/4/1 + 0?)
para algum o >0 ealgum 1 <k <n—1.

Vamos supor agora que a seja um vetor tipo-espaco unitdrio em R} de
modo que a relacao [, = \f, seja valida para algum A € R. Entao, X" sera
uma hiperesfera totalmente geodésica se A = 0. De fato, se isto ocorre, entao
l, é identicamente nula, donde concluimos, por (3.5), que |A]*f? = 0 em
Y. Se existe pg € X" tal que |A|?(py) # 0, entdo, por continuidade, existe
uma vizinhanca U de py em X" na qual |A|*(p) # 0 para todo p € U. Logo,
teremos que f, = 0 em U, o que nao pode ocorrer. Portanto |A]?> =0, o que
prova que X" é uma hiperesfera totalmente geodésica.

Supondo agora que A # 0 e usando mais uma vez a Proposi¢ao 3.1,
teremos

(RA+ (1+X°)S1 + AST —2A8) [, =
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em X". Repetindo o argumento de continuidade do pardgrafo anterior, é facil
mostrar que S + nA + AS? — 2A\S, + A2S; é uma fungao identicamente nula
em X" e, portanto os mesmos passos do caso (a,a) = —1 se aplicam e assim
iremos concluir que VA = 0. Logo, pelo teorema de classificagao de P.J.
Ryan, segue que ¥" é uma hiperesfera de H"*!.

Agora analisaremos o caso em que o vetor a € tipo-luz. Neste caso o vetor
a determina uma folheacao de H"*! por horoesferas, o que nos assegura que
a fungao I, = (¢, a) tem sinal estrito. Segue das férmulas (3.6) e (3.7) que
H # 0. Usando novamente a Proposigao 3.1, segue que

(RA+ (1 +X)S1 + AST —2A%5) [, = 0

em Y". Desta igualdade segue que n\ + (1 + A?)S; + AS? — 2A\S; = 0 em
™. Assim, o argumento dos casos anteriores se repete, o que nos permite
concluir, usando novamente o Teorema 3.17, que X" é uma horoesfera de
H"*+! e portanto o teorema esté provado. O

Observacao 3.20. A técnica usada na demonstracao do Teorema 3.19 se
aplica da mesma maneira ao seu congénere esférico, o que nos fornece uma
demonstracao alternativa para supracitado teorema de L.J. Alias, A. Bra-
sil e O. Perdomo. Além disso, o argumento nos permite concluir que S, €
uma fungao constante para todo r, donde X" é uma hipersuperficie isopa-
ramétrica em Mnﬂ(c) e, portanto, usando os resultados de E. Cartan [28] e
B. Segre [57], obtemos outra prova do teorema anterior. Note ainda que este
argumento ndo se aplica no caso de hipersuperficies na esfera S**.
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Capitulo 4

Hipersuperficies em produtos
warped semi-Riemannianos

Neste capitulo, o qual corresponde ao artigo [18], em colabora¢ao com H.F.
de Lima, estaremos interessados no estudo de hipersuperficies Riemannianas
completas nao-compactas com r-curvaturas médias limitadas imersas numa
classe de produtos warped semi-Riemannianos que inclui o espago hiperbdlico
H"*! e o Steady State space H""!. Listaremos agora alguns resultados recen-
tes que estao diretamente relacionados com os problemas que abordaremos
adiante. Dentre estes resultados, citamos o trabalho de L.J. Alias, M. Dajc-
zer e J. Ripoll em [13], no qual os autores estenderam o classico Teorema de
Bernstein para graficos minimos (ou seja, com curvatura média nula) em R3
para superficies minimas completas num ambiente Riemanniano com curva-
tura de Ricci nao-negativa e munido com um campo de Killing. Tal resultado
foi obtido supondo que o sinal da fun¢ao angulo entre a aplicagao normal de
Gauss e o campo de Killing permanece inalterado ao longo da superficie.

Em [27], A. Caminha obteve resultados gerais tipo-Bernstein para hi-
persuperficies completas imersas num ambiente Riemanniano munido de um
campo conforme e fechado, utilizando como ferramenta analitica uma espécie
de principio do mdximo no infinito, obtido como consequéncia da versao do
Teorema de Stokes para variedades Riemannianas completas e nao-compactas
provado por S.T. Yau em [66].

Recentemente, A.L. Albujer e L.J. Alias em [5], estudaram hipersuperficies
tipo-espaco completas com curvatura média constante, imersas no Steady
State space H""! e que tém uma limitacao geométrica de estar distante do
infinito futuro (ou passado) deste espago, no sentido de que a hipersuperficie
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4.1 Calculo do L, da funcao altura

estd abaizo (acima)de um slice. Os autores provaram que com esta limitacao,
tais hipersuperficies tém necessariamente curvatura média H = 1. Como con-
sequéncia deste fato, eles concluiram que as unicas superficies tipo-espaco e
completas com curvatura média constante em H?> que estao entre dois planos
de H? sao planos.

Em conexao com o capitulo 3 desta tese e seguindo as idéias de A.L.
Albujer e L.J. Alfas [5], H.F. de Lima obteve em [32] uma caracterizacao de
hiperplanos espaciais em R como as tinicas hipersuperficies tipo-espaco,
completas com curvatura média limitada satisfazendo H > 0 e distantes do
infinito passado de R} *? tais que sua imagem pela aplicacdo normal de Gauss
estd contida no fecho de uma bola geodésica de raio p > 0 em H"™!, onde
cosh p < 1+infy H. Este resultado fornece uma extensao do teorema de Y.L.
Xin e R. Aiyama (cf. [3] e [60])

Aplicando a técnica de S.T. Yau [66] e impondo restri¢oes apropriadas
sobre as r-curvaturas médias e sobre a norma do gradiente da funcao altura,
F.E.C. Camargo, A. Caminha e H.F. de Lima em [22], estabeleceram resulta-
dos tipo-Bernstein no espaco hiperbélico H" ™ e no Steady State space H" !
para hipersuperficies completas que possuem a mesma restricao geométrica
descrita em [5].

Motivados pelos resultados acima mencionados e usando um principio
do méaximo generalizado obtido por A. Caminha e H.F de Lima em [26],
provaremos alguns resultados de unicidade de slices tipo-espago em um pro-
duto warped semi-Riemanniano eR x. M"™ sob apropriadas restricoes nas
r-curvaturas médias e sobre o angulo normal da hipersuperficie, isto é, sobre
o angulo entre a aplicacao normal de Gauss da hipersuperficie e o campo
unitario ;.

4.1 Calculo do L, da funcao altura

Sejam 1 : X" — el Xy M™ uma imersao Riemanniana, com X" orientada
pelo campo unitario e normal N, onde ¢ = €5, = ey, e h = (7/)|y a sua
funcao altura. Denotemos por M a variedade eI x ¢ M™ e por VeV as
conexoes de Levi-Civita de M e ¥, respectivamente. Como sabemos,

Vh =¢0] =€d, — (N,0,)N. (4.1)
Em particular, desta igualdade segue que

IVh]* = (1 —(N,0,)?). (4.2)
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4.1 Calculo do L, da funcao altura

De posse desses fatos provaremos o seguinte resultado, que é uma versao
unificada de uma férmula obtida, no caso Lorentziano, por L.J. Alias e A.G.
Colares (cf. [14], Lema 4.1).

Proposicao 4.1. Seja v : X" — el Xy M™ uma imersao Riemanniana com
campo normal N e func¢ao altura h. Entao, para cadar =0,... ,n—1, temos

L,(h) = (log f) (etr(P,) — (P,Vh,Vh)) + (N, 0;)tr(AP,). (4.3)

Demonstragao. Fixemos um ponto p em X" e um vetor v em 7,%. Seja A o
operador de Weingarten com respeito ao campo normal N. Veja que podemos
escrever v = w + £(v,0;)0;, onde w € T,M é tangente & fibra Riemanniana
de M a qual passa por p. Usando a Proposicao 7.35 de [54], temos que

vv(?t = vwﬁt + €<U, 8t)vat3t = vw&g
= (log f)'w = (log f) (v — (v, 0;)9).

Usando isto e a equagao (4.1), teremos

V.Vh = V,Vh—¢e(Av,Vh)N
= V,(e9,— (N,0,)N) — e(Av, VR)N
= e(log f)w — v({N, )N + (N, ;) Av — e(Av, Vh)N

= e(log f)'w +e(log f) (v, 0)(N, )N + (N, 0,) Av
= ¢e(log f){v—(v,0,)(€ 0 — (N,0,)N)} + (N, 9,) Av.

= e(log f)Yw+ ((Av,8,) — (N, V,0:))N + (N, 9,) Av
— e(Av, VR)N
= e(log f)w+ ((Av,9,") — (N, (log f)w))N + (N, 9,) Av
— e(Av,Vh)N
(
(

Da expressao acima obtida, concluimos imediatamente que
V,Vh = (log f)(ev — (v, Vh)Vh) + (N, 0;) Av. (4.4)

Considere agora um referencial ortonormal local {E},..., E,} em torno do
ponto p € ¥". Entao, como

n

L,(h) = tr(P,Hess(h)) = Z<VEthv P.E;)

=1
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4.1 Calculo do L, da funcao altura

teremos finalmente, pela simetria do operador P, e pela equagao (4.4) que

n

L(h) = Y {(logf) (¢ E; — (E;, Vh)Vh) + (N,0)AE; , P.E;)

= (log f)’(etr(P,,) — (P.Vh, Vh)) + (N, O)tr(AP,).
O
Fazendo r = 0 na proposicao anterior, obtemos imediatamente o seguinte.

Corolario 4.2. Seja ¢ : X" — el xy M™ uma imersao Riemanniana com
campo normal N e func¢ao altura h. Entao,

Ah = (log f)' (en — |Vh[*) + enH (N, d,). (4.5)

Observagao 4.3. Para ty € I, se orientarmos o slice ¥} = {to} x M"
usando o campo unitdrio e normal 0, teremos, de acordo com [10], que X}
tem r-curvatura média constante

/ t r
HT:—E(f<O)) .
f(to)
Seja X" uma variedade Riemanniana n-dimensional completa e considere
¢ : X(X) — X(X) um campo de transformagoes lineares auto-adjuntas de-

finidas em X". Definimos o operador diferencial linear de segunda ordem
O:C>®(X) — C*(X) por

Ou = tr (P Hessu). (4.6)

O resultado seguinte, obtido por A. Caminha e H.F. de Lima ( cf. Co-
roldrio 3.3 de [26] ), estabelece, sob determinadas condigoes, uma versao do
Principio do Maximo de Omori-Yau para o operador [].

Lema 4.4. Sejam X" uma variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional nao-negativa e u € C>*(X) limitada superiormente. Se ® é semi-
definido positivo e tr(®) € limitado superiormente em X", entao existe uma
sequéncia de pontos (p)r>1 em X" tal que

e (i) Ou(pr) <

| =
| =

(i) ulpe) > supu = 1 (id) [Vl () <
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4.2 Resultados de unicidade em espacgos tipo-Steady State

4.2 Resultados de unicidade em espacos tipo-
Steady State

No espaco de Lorentz-Minkowski R?2 considere a base canonica {e1,. .. enia}
e seja a € R} um vetor ndo-nulo e tipo-luz a tal que {(a, e, 12) > 0. A regido
aberta do espaco de de Sitter S} dada por

H = {pe St (p,a) > 0}

¢ denominada de Steady State space. Recentemente, a geometria de H"*!
tem sido estudada por diversos autores veja [5], [25] e [29], por exemplo.
Fixando b € R" outro vetor tipo-luz tal que {(a,b) = 1, é possivel mostrar
(cf. [5], Segao 4) que a aplicacdo ¢ : H"" — —R x .+ R" definida por

e(p) = (log((p, a)), p—(p,a)b— (p, b>@>

(p,a)

é uma isometria. Isto nos fornece um modelo warped deste espaco, onde cada
slice X3, isométrico a R”, é chamado de hiperplano em H"*'.

Nesta secao iremos considerar hipersuperficies conexas Y™ isometrica-
mente imersas em espacos tipo-Steady State, ou seja, produtos warped do
tipo

—R Xt M n,
onde M™ é uma variedade Riemanniana completa e conexa. Pelo que vimos
na Secdo 4.1, cada slice X = {to} x M™ ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco
completa, conexa e com r-curvatura média constante e igual a 1, quando
consideramos a orientacao dada pelo campo unitario e normal N = 0;. Por
este motivo, iremos supor que a aplicacao de Gauss das hipersuperficies tipo-
espaco completas 1) : X" — —R x .+ M™ consideradas neste paragrafo satisfaz
(N,0;) < —1. Usando esta escolha, definimos o angulo hiperbslico normal 0
de X" como sendo a fungao suave 6 : ™ — [0, +00) que cumpre a propriedade

coshf = —(N, ;).

Seguindo a terminologia introduzida por A.L. Albujer e L.J. Alias em
5], dizemos que uma hipersuperficie ¢ : ¥* — —R X M™ estd distante do
infinito futuro de —R x . M™ se existe s € R tal que

P(E") C{(t,x) € =R X M";t < s}.

o7



4.2 Resultados de unicidade em espacgos tipo-Steady State

Geometricamente, isto significa que 1(3") estd contida na regiao abaixo do
slice ¥ = {s} x M™.

Quando " é uma hipersuperficie tipo-espaco compacta, com curvatura
média constante H > 1, imersa no Steady State space H""! com bordo 93"
contido num hiperplano tipo-espaco de H""!, uma estimativa do gradiente
devida a S. Montiel (cf. [49], Teorema 7) garante que o angulo hiperbdlico
normal 8 de X" satisfaz cosh8 < H.

De posse das consideragoes precedentes, podemos enunciar e provar nosso
préximo resultado.

Teorema 4.5. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional nao-negativa e v : X" — —R X M™ uma hipersu-
perficie tipo-espaco completa, com curvatura seccional nao-negativa e menor
do que ou igual a 1, e distante do infinito futuro de —R X M™. Suponha
que existam constantes positivas o e B tais que o < H, < H,.1 < (8, para
algum 0 < r <n —1. Se o angulo hiperbolico normal 6 de ¥" satisfaz

. Hr+1
<
cosh @ < néf 7

T

entao X" € um slice de —R x. M™.

Demonstracdo. Sejam A o operador de Weingarten associado ao campo unita-
rio e normal N globalmente definido em " e ® : X(X) — X(X) a aplicagao
definida por ® = H,P,, onde P, = (—1)"S,I + AP,_; é o r-ésimo tensor
de Newton associado ao operador A. Considere {E1, ..., E,} um referencial
ortonormal local que diagonaliza A em um ponto p € ¥". Entao, escrevendo
AE; = M E;, teremos, de acordo com a Segao 2.6, que P.E; = (—1)"S,.(4;) E;,
para cada i € {1,...,n}, onde

Como (:) H, = (—=1)"S,, concluimos, para cada i, que

(DB, ) = 5, 5,(A,). (4.7)

Sejam R e Ry os respectivos tensores de curvatura de —R X M™ e M™.
Entao, como gradf = f'0;, segue pela Proposi¢ao 7.42 de [54] que

(R(E;, E;)E;, E;) = (Ru(E;i, E;)EiL Ej) + 1. (4.8)
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4.2 Resultados de unicidade em espacgos tipo-Steady State

para todos 4,j € {1,...,n}. Denotanto por o;; o subespaco 2-dimensional
de T,% gerado por E; e E;, segue pela equagao de Gauss (2.4) que

Ky (o) = K(035) — Xid;, (4.9)

onde Ky, e K denotam as curvaturas seccionais de £" e —R x .+ M™, respecti-
vamente. Da hipdtese sobre a curvatura seccional da fibra Riemanniana M™,
segue pela equagio (4.8) que K (0;;) > 1. Mas entdo, usando a equacio (4.9),
concluimos que

)\i)\j Z 1-— KZ(Uij)'

Finalmente pela hipotese sobre Ky, concluimos da expressao anterior que
AiAj > 0, para todos i,j € {1,...,n}.

Observe que na equagao (4.7) temos um produto de 2r fatores formados
pelas curvaturas principais de A, logo pelo que provamos no paragrafo an-
terior, segue que (PF;, F;) > 0 para todo ¢ € {1,...,n}, o que mostra que
® é um operador semi-definido positivo. Além disso, como H, é uma funcao
limitada, o mesmo ocorre com tr(®) = ¢, H2, onde ¢, = (n —r)(").

Segue da definicao que

Oe" = tr(® Hess(e")) = H,.L,(e").

Usando a equagao (2.12) e a Proposigao 4.1, concluimos da igualdade anterior
que
Oe" = c.e"H,(—H, — (N,0,)H,,1). (4.10)

Observe que podemos escrever

H,
Hy(—H, — (N,0)H, ) = Hf( — (N, 8,) H“ _ 1).

Usando a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz e as hipoteses sobre H, e
H, 4, obteremos da expressao anterior que

H,
H,(—(N,0)H,+1 — H,) > oz2<T+l - 1) > 0.
Assim, da igualdade em (4.10), concluimos que
H,
e > creha2<T+1 — 1> > 0. (4.11)

T
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4.2 Resultados de unicidade em espacgos tipo-Steady State

Como estamos supondo 3" distante do infinito futuro de —R x. M", temos
pelo Lema 4.4 que existe uma sequéncia de pontos (pg)r>1 em X" de tal
maneira que

liin(eh)(pk) = Sl g liin Oe™(pr) <0

Portanto, da expressao em (4.11), obtemos

H,
0> lilgn Oe™(pr) > cresP="a? liin ( HH (pr) — 1) > 0.

Disto segue que

H,
inf =L — 1
)

.,
Agora, a hipdtese sobre o angulo hiperbdlico normal 6 da hipersuperficie nos

assegura que (N, ;) = 1, e, portanto, por (4.2), temos |Vh|> = 0, o que nos
permite concluir que X é um slice de —R x .« M™. O]

Observagao 4.6. Seja M"™ uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional nao-negativa. Como consequéncia do cldssico Teorema de Bonnet-
Muyers, se uma hipersuperficie tipo-espaco completa ¢ : X" — —R X M™
tem curvatura média H (ndo necessariamente constante) satisfazendo
H| < c< 2vn—1
n

onde ¢ € uma constante positiva, entao X" deve ser compacta. De fato,
inicialmente observamos que 2v/n — 1/n < 1 para n > 2. Logo, neste caso,
estamos considerando hipersuperficies com curvatura média |H| < 1. Se
Rics, denota o tensor de Ricci de X", entdao, denotando por A o operador
de Weingarten desta imersao e por R o tensor de curvatura de —R x . M",
temos da equagdio de Gauss (2.4) que

n

Rics (X, X) =Y (R(X, E)X, E;) + nH(AX, X) + (AX, AX),  (4.12)

i=1
para todo X € X(X), onde {Ey,...,E,} € um referencial ortonormal local
em X". Agora, usando a desigualdade (16) em [5] e as hipdteses sobre a
curvatura seccional de M™ e sobre a curvatura média de 3", obtemos

n?H?

Ricgy >n—1— > 0, (4.13)

e com isto concluimos o que haviamos afirmado.
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4.3 Resultados de unicidade em espagos tipo-hiperbdlico

Observagao 4.7. No caso em que M™ = R" (e com isso —R X M"™ =
HTL), se X" estd distante do infinito futuro de H™, entdo o Lema 1 de [5]
nos assequra que X" é difeomorfa a R™. Em particular, H"' nao possui
hipersuperficies tipo-espago compactas (sem bordo). Por outro lado, seque da
classificacao das hipersuperficies tipo-espaco totalmente umbilicas do espaco
de de Sitter (cf. [45], Exemplo 1) que ndo existem hipersuperficies tipo-espago
completas e totalmente umbilicas imersas em H"' com curvatura média
satisfazendo 0 < H < 1.

Segue da discussao anterior que, num certo sentido, é natural nos restrin-
girmos ao estudo de hipersuperficies no Steady State space com curvatura
média H > 1. Motivados pelas observagoes anteriores, estabelecemos o se-
guinte resultado.

Corolério 4.8. Seja ¢ : ¥ — H"™ wma hipersuperficie tipo-espago com-
pleta e distante do infinito futuro de H"*1. Suponha que exista uma constante
real B tal que 1 < H < 3. Se o angulo hiperbolico normal 6 de X" satisfaz

cosh 6 < i%fH,

entao X" € um hiperplano.

Demonstracao. Considerarando o modelo warped de H"*! descrito no inicio
desta secao e seguindo os mesmos passos da demonstracao do Teorema 4.5
junto com o Lema 4.4 ( e usando a estimativa para o tensor de Ricci de X"
dada em (4.13)), obtemos o resultado. O

Observacao 4.9. Usando como ferramenta analitica o Principio do Mdximo
de Omori-Yau classico (cf. Lema 3.2), A.G. Colares e H.F. de Lima obtive-
ram alguns resultados de rigidez de hipersuperficies X" imersas em espa¢os
tipo-Steady Space —Rx .« M™ (cf. Teorema 5.2 de [30]) supondo que a fibra Ri-
emanniana M™ tem curvatura seccional nao-negativa e que a hipersuperficie
3" satisfaca a condigcao de estar distante do infinito futuro de —R X M™.

4.3 Resultados de unicidade em espacos tipo-
hiperbdlico

Parafraseando o caso Lorentziano, voltaremos nossa atencao a espacos tipo-
hiperbaolico, ou seja, produtos warped do tipo

R Xt Mn,
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4.3 Resultados de unicidade em espagos tipo-hiperbdlico

onde M™ é uma variedade Riemanniana completa e conexa. De acordo com o
que vimos na Secao 4.1, os slices deste modelo sao hipersuperficies completas
com curvatura média constante 1, se consideramos a orientagao dada pelo
campo vetorial unitario e normal N = —09,. Por esta razao, iremos supor que
a aplicacao normal de Gauss das hipersuperficies ¢ : ¥ — R X M™ desta
secao, satisfaz a condicao —1 < (N,9;) < 0. Com isto, definimos o angulo
normal 6 de X" como sendo a fungao suave 6 : X" — [0, 7] que cumpre a
propriedade
cosf = —(N, 0y).

Similarmente ao caso anterior, dizemos que uma hipersuperficie completa
P X" — R X M™ esta distante do infinito futuro de R x . M"™ se existe
s € R tal que ¥(X") estd contida abaixo do slice ¥.7.

Observacao 4.10. Uma motivacdo para considerarmos produtos warped do
tipo R X M™ vem do fato de que o espaco hiperbdlico H* ! € isométrico a
R Xt R™( uma isometria explicita entre estes espagos pode ser encontrada
em [12]). Segue facilmente deste fato que os slices ¥} = {to} x R™ do modelo
warped do espago hiperbdlico sao precisamente as horoesferas de H™ !,

Considere v : ¥ — H"*! uma imersdo de uma variedade compacta X"
com mean convezr boundary X" contido numa horoesfera de H**!. Suponha
que ¥ tem curvatura média constante 0 < H < 1. Por uma estimativa do
gradiente devido a R. Lépez e S. Montiel ( c¢f. Teorema 4.1 de [43]), e levando
em conta nossa escolha de orientacao N, concluimos que o angulo normal 6
satisfaz cos6 > H.

Podemos finalmente enunciar e provar a versao Riemanniana do Teo-
rema 4.5.

Teorema 4.11. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa e conexa
com curvatura seccional nula e ¢ : X" — R X M™ uma hipersuperficie com-
pleta e conexa com curvatura seccional nao-negativa e distante do infinito
futuro de R x . M™. Suponha que existam constantes positivas o e 3 satisfa-
zendo a < H,,1 < H. < 3, para algum 0 <r <n —1. Se o angulo normal
0 de X" satisfaz

H,
cosf > sup TH,
% HT

entao X" € um slice de R x. M™.
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Demonstracdo. Sejam Aqy,...,\, as curvaturas principais do operador de
Weingarten A de X" associado ao campo unitario e normal N. Usando nova-
mente a equacao de Gauss (2.4), a Proposigao 7.42 de [54] e nossas hipdteses
sobre as curvaturas seccionais de X" e M™, teremos

AN > 1

para todos i,j € {1,...,n}. Como na prova no Teorema 4.5, escolhendo
® = H,P,, temos que ® é positivo definido com tr(®P) limitado em X". Assim,
estamos em condigoes de aplicar o Lema 4.4. Usando agora as equagoes (2.12)
e (4.3), obtemos como antes

Oe" = c.e"H,(H, + (N,0,)H, 1), (4.14)

onde ¢, = (n—r) (’:) Assim, nossas hipéteses sobre H, e H,,q, junto com a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, nos fornecem

H,
H.(H, + (N,8,)H, 1) > o? (1 - T“) > 0. (4.15)
Como estamos supondo que X" esta distante do infinito futuro de R x .« M",
entdo aplicando o Lema 4.4 obtemos uma sequéncia de pontos (pg)x>1 em 3"

satisfazendo limg (e")(pg) = e¥'P=" e Oe”(pr) < 0. Agora, usando as equagoes
(4.14) e (4.15) concluimos que

H,
0> lil{;n Oe"(pi) > cresupxhlil?fmz2 (1 - (Pk)) >0

H, -
Consequentemente,
Hr—l—l
sup =1.
P HT
Portanto, da hipétese sobre o angulo normal da hipersuperficie, concluimos
que X" é um slice de R x . M™. O

Observacao 4.12. Quando o espaco ambiente eR X M™ tem curvatura
seccional constante, seque da Proposi¢ao 7.42 de [54] que as curvaturas sec-
cionais da fibra Riemanniana M™ sao identicamente nulas. Além disso, como
as hipersuperficies consideradas aqui sao completas, seque por um resultado
devido a A.L. Albujer e L.J. Alias (cf. Lema 7 de [5]) que M™ deve necessa-
riamente ser completa, ou seja, M™ deve ser uma forma espacial de curvatura
seccional nula.
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4.3 Resultados de unicidade em espagos tipo-hiperbdlico

Observando que R x. R™ fornece um modelo warped para o espago hi-
perbdlico H"*!, provaremos agora o seguinte resultado, que é uma extensao
do Teorema 3.3 de [33].

Teorema 4.13. Sejam M"™ uma forma espacial Riemanniana de curvatura
seccional nula e ¥ : X" — R X M™ uma hipersuperficie completa e coneza
com sequnda forma fundamental limitada e distante do infinito futuro de
R X M™. Suponha que a curvatura média H de X" satisfaz a < H < 1,
para alguma constante positiva «. Se o angulo normal 6 de 3" satisfaz

cosf > supH,
b

entao X" € um slice de R x . M™.

Demonstracao. Observando que a hipdtese sobre a curvatura da fibra M™
implica que R X, M"™ tem curvatura seccional constante —1. Logo pela
equagao de Gauss (2.4), segue que

Rice (X, X) = —(n — 1)|X|* + nH{AX, X) — (AX, AX),

para todo X € X(X), onde Ricy denota o tensor de Ricci de ¥". Assim,
usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos da expressao acima
que

Ricy > —(n — 1) — nH|A| — |A]%. (4.16)
Considere u : ¥ — R a funcao suave definida por u = €", onde h é a funcéo
altura da hipersuperficie ¥". Neste caso, usando a Proposicao 4.3 e a equacao
(2.12), segue que

Au = ne"(1+(N,0,)H).
Usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos concluir
ainda que
Au > nel(1 — H). (4.17)

Como X" estd distante do infinito futuro de R x. M"™ e tem, por (4.16),
curvatura de Ricci limitada inferiormente, segue-se pelo Principio do Méximo
de Omori-Yau (cf. Lema 3.2) que existe uma sequéncia de pontos (pg)g>1
em X" tal que limg(e")(py) = e'P=" e limy Au(pr) < 0. Portanto, pela
desigualdade em (4.17), segue que

0> liin Au(pg) > esupzhlil:gn(l — H(py)) > 0.

Da expressao anterior concluimos que supy, H = 1. O resultado segue agora
pela hipotese sobre o angulo normal de ¥, O
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Capitulo 5

Graficos verticais num produto
warped Riemanniano

Em [47], S. Montiel estudou hipersuperficies compactas com curvatura média
constante imersas em produtos warped do tipo R x; M™ e S* x; M", tais
que a curvatura de Ricci da fibra Riemanniana M"™, denotada por Ricy/, e a
funcao warped f satisfazem a condigao

Ricyr > (n — 1)sup(f? — ff").

Quando tais hipersuperficies sao localmente graficos sobre M", a menos de
casos particulares, o resultado de S. Montiel assegura que as hipersuperficies
em questao sao slices {to} x M™.

Em [25], A. Caminha e H.F. de Lima estudaram graficos verticais comple-
tos com curvatura média constante em produtos warped semi-Riemannianos
utilizando como ferramentas analiticas os Laplacianos da funcao altura e
de uma fungao tipo-suporte naturalmente associadas a imersao. Assim, im-
pondo restri¢coes apropriadas sobre a curvatura média e sobre o crescimento
da funcao altura, os autores obtiveram condigoes necessarias para a existéncia
de tais graficos. Além disso, no caso 3-dimensional eles provaram um teorema
tipo-Bernstein no espaco hiperbélico H?.

Neste capitulo, que corresponde ao artigo [19] em colaboragao com H.F. de
Lima, estaremos interessados no estudo de graficos verticais completos (com
curvatura média constante) numa classe de produtos warped Riemannianos
com uma condicao sobre a curvatura seccional da fibra Riemanniana.
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5.1 Calculo do L, de uma funcao tipo-suporte

5.1 Calculo do L, de uma funcao tipo-suporte

Embora nosso objeto de estudo neste capitulo sejam hipersuperficies em pro-
dutos warped Riemannianos, apresentaremos agora uma versao unificada de
uma férmula obtida por L.J. Alias e A.G. Colares em [14]. Seguindo as
notacoes do capitulo anterior, provaremos a seguinte.

Proposicao 5.1. Seja ¢ : X" — el Xy M"™ uma imersao Riemanniana
com campo normal N e funcdao altura h. Se K € o campo fechado f0O, e
n = (N, K), entao, para cadar =0,...,n—1, temos

"

Ly(n) = _€(tr(Pr o Ry) + CTHT7>77
n
— €<7‘+1) (nHlHr+1—(n—T—1)Hr+2)77
n /
- 8(7‘ 4 1) <VHT+17 K> - 5CTHT+1f ) (51)

onde Ry : X(X) — X(X) € o operador definido por

Ry(X) = (R(N,X)N)".

Demonstracao. Temos por definicao que

n

L,(n) = tr(PHessn) = > (Vg Vn, BEj), (5.2)

i=1

onde {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal local em X". Seja X € X(X),
entao

Xn=(VxN,K)+ (N,VxK).

Como o campo K é fechado, segue de (2.3) que
Vi =—AK"), (5.3)

onde K" = K —enN é a componente tangencial do campo K. Pela equacao
de Codazzi (2.5) segue-se que

(RX,KT)N)T = (VxA)K") = (VgrA)(X),
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5.1 Calculo do L, de uma funcao tipo-suporte

donde obtemos, por (5.3), que
VxVn=—(R(X,K")N)" —A(VxK") — (VgrA)(X). (5.4)

Agora, observe que da decomposicao vetorial do campo K e da equacao de
Gauss (2.4), podemos escrever

VxK =VxK' +e((AX, KT) + Xn)N — enAX.

Usando mais uma vez que o campo K é fechado, temos que Xn = —(AX, K),
e desta igualdade concluimos da expressao anterior que

VxK' =enAX + f'X, (5.5)
e assim, substituindo (5.5) em (5.4), obtemos
VxVn=—(R(X,K")N)" —enA’X — f/AX — (VgrA)(X).

Usando esta expressao, teremos de (5.2) que

L(n) = =Y (R(E;,K")N,P.E;) —en) (A’E; P,E;)
=1 ]

n

- f/Z<AEi7PrEi>_Z<<vKTA)< i), PrE ).

=1

Pela simetria do operador P, e usando a Proposicao 2.23, concluimos da
igualdade anterior que

L.(n) = —Z R(E;,K")N,P.E;)

n
_ 6(7“ I 1) (NH1HT+1 — (n —Tr— 1)H7«+2)7]

n

- 1)(VHT+1 JKTY. (5.6)

— €CTHT+1f/ — 5(
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5.1 Calculo do L, de uma funcao tipo-suporte

Sejam U,V,W € X(M). Escrevamos entdo U = U* + (U, 0,)0,, V =
V*+e(V, @WtiW =W*+e(W,0,)0;, onde Z* = (mp)«(Z) é a projegao do
campo Z € X(M) sobre a fibra M™. Feito isto, temos que

R(U VW

R(U* VW™ +e(W,0,)R(U*,V*)0; + (V, 0) R(U*, 0,)W

+ (V,0,)(W,0,)R(U*,0,)0; + €<U, O R(0, VW™

+ (U, 0:)(W,00)R(,, V*)0; + (U, 0,)(V, 0r) R(y, )W

+ (U, 0,)(V,0,)(W,0,)R(0y, 0,)0,. (5.7)

A Proposicao 7.42 de [54] nos fornece
(i) R(U*,V*)d; = 0;

(ii) R(U*,0,)W* = —R(0,, U YW* = —¢(U*, W*>J;”
_ g((U, W) — e(U, 8, (W, at>> ];”at,
(iii) R(U*,8,)0, = J%U* — f;c ( — (U, at>at);

fl/

(iv) R(O, VW* = e(V* W*)— 7

o = g(<v, WY — e(V,8)(W, at>) fTHat :

o . I B f// . f// .
(v) B0 V)0 = ~R(V*,000, = 5 V" = 7(v — eV, at>at) :

(vi) R(9;,0;) =0

Usando as identidades obtidas anteriormente, temos de (5.7), apds alguns
cancelamentos imediatos, que

RUVW = RUVHW* — (V,d,){U, W) J;’a
I r

f//
f

+ (V,0i)(W,0y)

— (U,0)(W,0)— (5.8)
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5.1 Calculo do L, de uma funcao tipo-suporte

Novamente fazendo uso da Proposigao 7.42 de [54], é imediato verificar que

RU* VIYW* = RM(U*,V*)W*—5(£>2(<U,W>V—<V,W>U)

f
_ (f%)zw, WU, 8,)0, — <f7')2<v, 0,y (W, 9)U.

Substituindo a expressao anterior em (5.8), segue facilmente que

RU VW = Ry (U, V*W*— 5((10gf)')2(<U, WHv —(V, W>U)
(logf)”<W, at>(<U7 o)V —(V, 8t>U)
— (log f)"((U,W)NV,8,) = (U, 0:)(V,W)) .

Usando que K* = 0, da expressao obtida anteriormente, segue que

R(X,K)N = «((log f))*nX
- (lng)”<N, 8t><<Xa at>K_ <K7 8t>X)
+ (log f)"(X,9)n 0,

onde X € X(X). Observe ainda que

(X,00)n0, = (X,0:)(f0, N)o,
= <X? at><N’ at>fat
= (X,0)(N,0)K.

Similarmente,

<Nv 8t><K7 at>X = <N7 at><fat>at>X
= <N7 fat><at78t>X
= enX.

Apo6s alguns célculos imediatos, concluimos que

R(X,K)N = ng”n X.
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5.1 Calculo do L, de uma funcao tipo-suporte

Mas entdo, como K = K 4 enN, teremos da igualdade anterior que

i
R(X,KT)N = e (E(N, X)N + 7X).
Da igualdade acima obtemos

i(}_%(Ei,KT)N,PTEQ - 5(tr(Pro}_%N)+f7Htr(PT)>n, (5.9)

i=1
onde Ry : X(X) — X(X) é o operador definido por
Ry(X)=(R(N,X)N)".
O resultado segue ao substituirmos (5.9) em (5.6). O
Um caso particular do resultado acima é dado pelo seguinte.

Corolario 5.2. Seja ¢ : X" — el xy M™ uma imersao Riemanniana com
campo normal N e funcao altura h. Se K € o campo fechado fO, e n =
(N, K), entao

Ay = —={Ricu(N*, N*) + (n — 1)(log f)'IVA[ + A by
— enHf' —en(VH, K), (5.10)
onde Ricys denota a curvatura de Ricci da fibra M™.

Demonstracao. Fazendo r = 0 na proposicao anterior, e usando que H; = H,
obtemos

An = —5( tr(Ry) +nf7 )77 —en(nH? — (n—1)Hy)n

— enHf —en(VH,K"). (5.11)

Agora, observando que tr(Ry) = Ric(N, N), onde Ric denota o tensor de
Ricci de eI x ¢ M", temos pelo Coroldrio 7.43 de [54] que
Ric(N,N) = Ric(N*, N*)+ (N, 9,)*Ric(0;, 0)
f// f/

= Ricy(N*,N*) — (N*, N¥) {7 T <7)2}

1

TL?(N, 3t>2.
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5.2 Graficos verticais num produto warped

Usando que (N*, N*) = &(1 — (N, 9;)?), obtemos da expressao anterior, apds
alguns célculos elementares, que

Ric(N, N) = Ricyr (N7, N*)—{f?ﬂ +(n—1) (?)2}—@—1) (?)I (N, 0;)*.

Portanto, a igualdade acima nos permite concluir que

tr(Ry) + nf7” = Ricy (N*, N*) + (n — 1)(log f)"|Vh/|? (5.12)

E imediato verificar que
n*H? —n(n — 1)Hy, = |A]? (5.13)
Finalmente, substituindo (5.12) e (5.13) em (5.11), obtemos o resultado. [J

Observagao 5.3. Em [21], (cf. Coroldrio 4.1), os autores demonstraram a
formula obtida no Coroldrio 5.2 no caso Lorentziano, usando um argumento
diferente do que apresentamos aqui.

A idéia central da técnica que utilizaremos nesta secao é aplicar um
principio do méximo apropriado a uma funcgao definida sobre uma hipersu-
perficie X", imersa isometricamente num produto warped I x y M™, construida
a partir das funcoes h e n, definidas anteriormente e que estao naturalmente
associadas a esta imersao. O seguinte resultado, devido a K. Akutagawa [4],
¢ uma consequéncia do principio do maximo de Omori-Yau (cf. Lema 3.2).

Lema 5.4. Sejam X" uma variedade Riemanniana n-dimensional e completa
cuja curvatura de Ricci € limitada inferiormente e g : ¥ — R uma func¢ao
suave e nao-negativa. Suponha que existam constantes o > 0 e § > 1 tais
que Ag > ag?, entdo g € identicamente nula em X".

5.2 Graficos verticais num produto warped

No intuito de provarmos nosso teorema tipo-Bernstein, precisamos estabele-
cer o seguinte lema, que nos fornecera uma condicao necessaria para aplicar-
mos o resultado de K. Akutagawa, enunciado anteriormente.
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5.2 Graficos verticais num produto warped

Lema 5.5. Sejam M= X ¢ M™ um produto warped satisfazendo a se-
gquinte condicdo de convergéncia

Ky > SIIJ}p(f’2 — £, (5.14)

onde Ky € a curvatura seccional da fibra Riemanniana M™ e ¢ : X" —
”’+1 . s s 7.

M uma hipersuperficie completa com curvatura média H e sequnda forma

fundamental A limitadas. Se f”/f € uma funcao limitada superiormente em

3" entao a curvatura de Ricci de X" € limitada inferiormente.

Demonstracao. Denotemos por Ricy o tensor de Ricci de X", Considere
{F1,..., E,} um referencial ortonormal local em ¥". Entao, de (2.4) segue-
se que

Rics (X, X) = Y (R(X,E)X,E;)+nH(AX,X) — (AX, AX)

=1
n

> Y (R(X,E)X, E) — (n|H||A| + |AP) |X]?,
i=1
para todo X € X(X). Assim, como a curvatura média H e a segunda forma
fundamental A sao limitadas, entao Ricy, sera limitado inferiormente se o pri-
meiro termo do lado direito da desigualdade acima for limitado inferiormente.
Por outro lado, usando a equacao (5.7), temos que

E(Xa E)X = E(X* ED) X"+ (X, 0)(Es, O) R(X™, 0,) 0,
+ (B, 0)R(X*,0)X* + (X,0,)R(0;, EF)X*
+ (X, 0)*R(0,, E)0,
onde X* =X — (X,0,)0; e Ef = E; — (E;,0;)0; sao as projegoes dos campos
vetoriais tangentes X e E; sobre a fibra Riemanniana M", respectivamente.

Agora, usando mais uma vez as férmulas da Proposicao 7.42 de [54] e
pela equagao (4.1), concluimos que

Y (R(X,E)X.E;) = Y (Ru(X",E))X" E}) - ! |X| [Vh|?
=1 =1

L (vh = = 1) 1P

rn-) (EE) ooy
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5.2 Graficos verticais num produto warped

onde R, denota o tensor de curvatura de M™. Observe ainda que

n 1 n
D (Ru(X*EDX B = g5 0 KX B (IXP — (Vh, B)|XP
=1 =1

— (X,Vh)? — (X, E;)?
X, VIVNX, E)(Vh, E))

Portanto, usando a condigdo de convergéncia (5.14) e um célculo direto,
concluimos das identidades anteriores que

SO (BX,E)X,E) > —(n - 1) 7"1X|2,

i=1
donde segue o resultado. O]

Definicao 5.6. Sejam (2 um dominio em M" e ¢ : X" — [ Xy M™ uma
hipersuperficie completa com funcao altura h. Dizemos que X" é um grdfico
vertical sobre Q, se (x) = (u(x),z) para alguma funcao u € C*(£2). Além
disso, dizemos que X" estd entre dois slices se existem dois nimeros reais
t1 < ty tais que t; < h(p) < ty, para todo p € ¥".

No que segue, motivados pelo fato de que um slice {to} x M"™ de I x; M"
tem curvatura média constante (f'/f)(to) com respeito a orientacao dada
por —3; (cf. [10] ou [47]), iremos considerar, nesta secao, graficos verticais

completos ¢ : X" — M orientados pelo campo unitario e normal N de
modo que (N, d;) < 0. De posse dessas observagoes, podemos agora enunciar
e provar nosso préximo resultado, que foi motivado pelo Teorema 3.3 de A.
Albujer, F.E.C. Camargo e H.F. de Lima [6].

Teorema 5.7. Seja Mt =1 X ¢ M™ um produto warped que satisfaz a
condi¢ao de convergéncia (5.14) e cuja fibra Riemanniana M"™ tem curvatura
seccional nao-positiva. Seja 1) : X" — M um grafico vertical completo
com curvatura média constante H e sequnda forma fundamental A limitada.
Suponha que X" estd entre dois slices e que

/

0< Hgi%f? (5.15)
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5.2 Graficos verticais num produto warped

Se a funcao altura h de X" satisfaz
f/ B
IVh]* < a (irzlf7 — H) , (5.16)

para algumas constantes positivas o e 3, entao " € um slice.

Demonstracao. Considere a funcao suave e nao-negativa g : X" — R definida
por

9= f1+(N,0)).

A hipétese de que X" esta entre dois slices nos assegura a existéncia de uma
constante positiva C' tal que g < C em X".

Usando as férmulas obtidas nos Corolérios 4.2 e 5.2, temos que o Lapla-
ciano de g se expressa como

Ag — —{RicM(N*,N*)—( )(lefff//) |Vh|2} (N, 8,)
(ff”f fﬂ) Vh? +nf7/2 “H[ + (nHf — fIAP) (N, ).

Por outro lado, pela condigao de convergéncia (5.14), um célculo direto nos
fornece

Ricy (N*, N*) > (n — 1) (“’U2 7 ff”) |Vh|?.

Assim, como (N, 0;) < 0, obtemos que

80z (L 1wnp ol oty ity - 14p) 4,00,

Consequentemente, como estamos supondo Kj; < 0, temos ainda que

12

Bgznlo —nHf + (nHT - f1AP) (N.0)

Usando a desigualdade |A|*> > nH?, teremos, apés alguns calculos simples,
que
f/

Aan<7—H) (f' + Hf(N,8,)) .
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5.3 Aplicagoes no espaco hiperbdlico

Um pouco mais de dlgebra elementar nos fornece

!/ / !/ /
Ag Zni%ff7 <irz1ff7 —H) g > %i%ff7 (irzlf7 —H) g
Agora, suponha por contradicao que H < infyx(f’/f). Neste ponto, obser-
vamos que como estamos supondo X" entre dois slices, entao f”/f é uma
funcao limitada, logo pelo Lema 5.5 temos que a curvatura de Ricci de %" é
limitada inferiormente e portanto pelo Lema 5.4, concluimos que g = 0. Por-
tanto (N, 0;) = —1, o que nos permite concluir que X" é um slice {to} x M™",
que, como sabemos, tem curvatura média constante (f'/f)(to). Isto nos da
uma contradigdo. O argumento anterior nos fornece H = infy infs(f'/f) e,
desse modo, pela hipdtese exigida em (5.16), X" deve ser um slice. O

5.3 Aplicagoes no espaco hiperbdlico

Nesta secao consideramos novamente o espaco hiperbélico H**! dado como
um produto warped
R x. R", (5.17)

(cf. Segao 4.3, observagao 4.10). Além disso, de acordo com o que vimos no
capitulo anterior, os slices deste modelo, que sao as horoesferas de H"*!, tém
curvatura média constante 1 quando tomamos a orientagao dada pelo campo
vetorial unitario e normal N = —0,.

Com essas consideragoes, do Teorema 5.7 obtemos a seguinte extensao do
Teorema 5.2 de [25].

Corolério 5.8. Seja v : X" — H" ! um grdfico vertical completo com cur-
vatura média constante 0 < H < 1 e sequnda forma fundamental limitada.
Se X" esta entre duas horoesferas e sua funcao altura h satisfaz

|Vh|2 < Oé(]_ - H>ﬁ7
para constantes positivas a e 3, entdo X" € uma horoesfera.

De acordo com o exemplo 4.3 de [48], podemos considerar H"*! como o
produto warped
R Xcosht H™.

Neste caso, os slices sao as hiperesferas em H"*! . Com isto, temos outra
imediata aplicacao do Teorema 5.7, que é dada pelo seguinte.
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5.3 Aplicagoes no espaco hiperbdlico

Corolério 5.9. Seja v : X" — H"! um grdfico vertical completo com cur-
vatura média constante H e sequnda forma fundamental limitada. Suponha
que X" estd entre duas hiperesferas e que

0<HKL igf(tanht).
Se a funcao altura h de " satisfaz
B
VA < a (irzlftanht - H) :

para constantes positivas o e (3, entao X" € uma hiperesfera.

Analisando a prova do Teorema 5.7, observamos que a hipdtese sobre
Y™ estd entre dois slices é uma condicao suficiente para garantir que f e f”
sdao ambas funcoes limitadas em Y". Como nos modelos warped de H"*!
apresentados nesta secao tem-se f” = f, é suficiente apenas garantir que a
funcao warped f seja limitada. Consequentemente, considerando mais uma
vez H" ™! como o produto warped R x . R™, obtemos a seguinte extensao do
Teorema 5.1 de [25].

Corolario 5.10. Seja ¢ : ¥" — H"™' um grdfico vertical completo com
curvatura média constante 0 < H <1 e sequnda forma fundamental limitada.
Se existir uma constante real C' tal que a fungao altura h de ¥ satisfaca

h<C—log(l+(N,0)),

e, além disso,

|Vh|2 < O'/(]' - H)B7
para constantes positivas o e 3, entao X" € uma horoesfera.

Observagao 5.11. No Coroldrio 5.10, o termo —log (1 + (N,0;)) deve ser
interpretado como +o0o quando (N, 0;) = —1.
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5.4 Um teorema de rigidez num espago produto

5.4 Um teorema de rigidez num espaco pro-
duto

Nesta secao, obteremos outro teorema de rigidez com respeito a um gréfico
vertical completo ¥" com curvatura média constante num espago produto
I x M™. De acordo com o que vimos na se¢ao anterior, iremos considerar
graficos verticais X" de modo que sua aplicacao normal de Gauss N satisfaca
—1 < (N,0;) < 0. Com esta escolha, como sabemos, o dngulo normal 6 de
" é a fungao suave 6 : ¥ — [0, %) dada por
cos = —(N, 0y).

Feitas estas consideragoes preliminares, podemos agora enunciar e provar

nosso proximo resultado.

Teorema 5.12. Seja M =T x M™ um espaco produto, cuja fibra Rie-
manniana M"™ ou € isométrica a S™ ou é flat. Seja ¢ : X" — M um

grdfico vertical completo com curvatura média constante H e sequnda forma
fundamental A limitada. Se o angulo normal 0 de X" satisfaz

1
cosQEsup{l— |A|2,§}, (5.18)

entao X" € um slice.

Demonstracdo. Suponhamos que a fibra Riemanniana M" seja isométrica a
S™. Note que, pelo Lema 5.5, a curvatura de Ricci de 2" é limitada inferior-
mente. Defina a fungao suave £ : ¥ — R por

&= (1+(N,0t))*

Observe que ¢ é uma fungao limitada em ¥". Por outro lado, usando (2.12)
temos que

AE = 2|V(N, 02 + 2(1 + (N, 0t))A(N, 8,).

Agora, do Corolério 5.2, concluimos que
A€ = 2V(N,9,)* — 2(1 + (N, 08)) {Ricer (N*, N*) + |A]P} (N, 8y), (5.19)

onde Rics» denota a curvatura de Ricci de S”. Um céalculo imediato nos
permite concluir ainda que

Ricgn (N*, N*) = (n — 1)|Vh/|?. (5.20)
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Portanto, das igualdades em (5.19) e (5.20), segue que

AE =2|V(N,8,)* = 2(1 + (N, 0t)) {(n — 1)|Vh|* + |[A]} (N, 9,).
Esta igualdade pode ser reescrita como

A = 2[V(N,0)> = {(n—1)|Vh|* + [A]*} ((N,0,)* + 2(N, 0,))

{(n —1)|Vh|* + |A|2} (N, 0,)%
Entao, observando que & = (N, ;)% + 2(N,0;) + 1 e |[Vh|*> + (N,0;)? = 1,
teremos da igualdade anterior, apds alguns calculos elementares, que
AE=2[V(N, 0P+ {(n—1)|Vh + AP} (VAP —¢).  (5.21)

Observe que a hipdtese exigida em (5.18) implica que —1 < (N, 0;) < —1/3,

e, portanto
3(N,0,)* +4(N,d,) +1<0.
Desta desigualdade segue imediatamente que
2(1 4 2(N,9;) + (N,0,)*) <1 — (N, 0;)*.

Ou seja
2£ S 1— <N7 at>2 = |Vh‘27
donde concluimos que |Vh|? — & > £ Usando isto e a igualdade em (5.21)

obtemos
AE > {(n—1)|Vh]* + AP} & (5.22)
Pelo Principio do Méximo de Omori-Yau (cf. Lema 3.2), existe uma
sequéncia de pontos (pg)r>1 em X" com lilgnf(pk) = supé e A¢(px) < 1/k,
s
para todo k£ > 1. Logo de (5.22), temos que

1

7 > Asl) = {(n = DIVAP(pr) + AP (px) }(pr) = 0,

para todo k > 1. Consequentemente, quando k — 400, concluimos que
lim {(n — DIVAI(pr) + [AP*(pe) } € (pe) = 0.

Usando mais uma vez a hipotese sobre o angulo normal 6, obtemos que
supy; £ = 0 e assim £ = 0 em X". Disso segue que (N, 0;) = —1 e portanto
|Vh|? =0, o que prova que X" é um slice.

Quando M™ é flat a prova é mais simples e segue os mesmos passos do
caso anterior. O
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5.4 Um teorema de rigidez num espago produto

Corolério 5.13. Seja ¢ : ¥ — R wum grdfico vertical completo com
curvatura média constante H e curvatura escalar R limitada inferiormente.
Se o angulo normal 6 de X" satisfaz

1
cos@Zsup{l—FR,g},

entao X" € um hiperplano.
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