UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

JOSE IVAN MOTA NOGUEIRA

UMA ESTIMATIVA INTERIOR DO GRADIENTE
PARA A EQUACAO DA CURVATURA MEDIA
EM VARIEDADES RIEMANNIANAS

FORTALEZA

2012



JOSE IVAN MOTA NOGUEIRA

UMA ESTIMATIVA INTERIOR DO GRADIENTE
PARA A EQUACAO DA CURVATURA MEDIA
EM VARIEDADES RIEMANNIANAS

Dissertacao submetida a Coordenacao do
Curso de Poés-Graduacao em Matematica,
da Universidade Federal do Ceara, para

obtenc¢ao do grau de Mestre em Matematica.

Area de concentracao: Geometria Diferencial
Orientador: Prof. Dr. Jorge Herbert Soares
de Lira.

FORTALEZA
2012



N712e

Nogueira, José Ivan Mota
Uma estimativa interior do gradiente para a equacao da curvatura média
em variedades Riemannianas/ José Ivan Mota Nogueira. — Fortaleza: 2012.

38 f. : enc. ; 31 cm

Orientador: Prof. Dr. Jorge Herbert Soares de Lira.

Area de concentracao: Geometria Diferencial.

Dissertagao (Mestrado) - Universidade Federal do Ceard, Centro de
Ciencias, Departamento de Matematica, Programa de Poés graduacao em
Matematica, Fortaleza, 2012.

1. Geometria Diferencial. 2. Variedades Riemannianas.

3. Hipersuperficies. 1. Titulo.

CDD 516.36




\

A meus pais, meu irmao e meu amor Marina.



Agradecimentos

Em primeiro lugar agradeco a Deus, principio e fim da minha existéncia, por ter
me dado forca e sabedoria nessa trajetoria, permitindo que meu mestrado fosse bem

proveitoso.

A minha familia, minha mae Maria Irismar, que por todos esses anos nao mediu
esforcos para cuidar e garantir uma educacao de qualidade para mim, meu irmao Ivanilson
Mota, que sempre acreditou no meu potencial e com palavras de apoio renovou minhas

forcas. Minhas tias, que sempre me motivaram.

A Marina Araujo, a quem carinhosamente chamo de meu amor, por sua paciéncia,
incentivo e apoio durante o desenvolvimento desse trabalho, por me fazer tao feliz por

esses quase dois anos.

Agradeco também ao professor Jorge Herbert, pela orientacao, a paciéncia, a ajuda e

colaboragao para este meu primeiro trabalho cientifico.

Também agradeco aos amigos da pos-graduacao em matematica da UFC, Adriano Al-
ves de Medeiros, Anderson Feitoza, Antonio Diego, Diego Eloi, Emanuel Viana, Euripedes
Carvalho, Edson Sampaio, Laerte Gomes, Robério Alexandre e em especial ao meu grande

amigo Francisco Yuri, que conheco desde a graduacao.

Agradecimentos especiais aos meus amigos, Charly Silvestre, Everton Cristian, Lina
Naria, Ridley Gadelha, Israel Guedes, Jarbas Marcelino, Justino Cartaxo, Ivaneide Farias,
Eder Pereira, Felipe Bento, Neila de Paula, Bernardo Filho, Dayane Araujo, Rodrigo

Souza, Pollyana Machado, Priscila Santos, Rafael Silva, Odécio Sales.
A Andréa pela competéncia e agilidade.

A CAPES pelo apoio financeiro.



"Posso ter defeitos, viver anstoso e ficar irritado algumas vezes,
mas nao esqueco de que minha vida € a maior empresa do mundo.
E que posso evitar que ela vd a faléncia. Ser feliz é reconhecer que
vale a pena viver, apesar de todos os desafios, incompreensoes e
periodos de crise. Ser feliz é deixar de ser vitima dos problemas e
se tornar autor da propria historia. E atravessar desertos fora de
si, mas ser capaz de encontrar um odsis no recondito da sua alma.
E agradecer a Deus a cada manha pelo milagre da vida. Ser feliz é
nao ter medo dos proprios sentimentos. E saber falar de si mesmo.
E ter coragem para ouvir um nao. E ter sequranca para receber uma
critica, mesmo que injusta.”

Augusto Cury



Resumo

Deduzimos uma estimativa interior do gradiente para a equacao da curvatura média
para graficos de Killing em variedades Riemannianas inspirado na técnica de perturbacoes

normais devido a N. Korevaar.

Palavras-chaves: Equacgao da curvatura média, graficos de Killing, perturbacoes

normais.



Abstract

We deduce an interior gradient estimate for the mean curvature equation for Killing
graphs in Riemannian manifolds inspired by the normal perturbation technique due to N.

Korevaar.

Keywords: Mean curvature equation, Killing graphs, normal perturbation.
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Introducao

Neste trabalho, nosso objetivo principal é estender a estimativa interior do gradiente de
solugoes da equagao da curvatura média devido a Korevaar-Simon [10] (ver também [11])
a partir do caso de hipersuperficies euclidianas para o caso geral de graficos de Killing. O
teorema principal em [18] para hipersuperficies em espacos ambientes N" ™! = M"™ x R é
um caso especial.

Seja M uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional dotada de um campo de
Killing nao-singular completo Y cuja distribui¢ao ortogonal é integravel. Dada uma hi-
persuperficie integral P da distribuicao ortogonal, verifica-se que P é uma subvariedade
de M totalmente geodésica. Seja 2 C P um dominio limitado tal que érbitas do fluxo
®: R x P — M gerado por Y sao completas. Note que v = 1/(Y,Y’) pode ser vista como
uma funcao em 2 uma vez que Yy = 0, pela equacao de Killing. Além disso, o cilindro
solido ®(R x €2), com a métrica riemanniana induzida, tem uma estrutura de produto
warped Q x, R onde p =1/,/7.

Dada uma funcao u em €2, o grafico de Killing associado a esta funcdo é a hipersu-
perficie

Y ={d(u(z),z) : xz € Q}.

Demonstra-se em [3] que ¥ tem curvatura média H(z) se somente se u € C*(Q) satisfaz

. Vu Vu —
Qlu] = leP(w) - 7<Wa Vo,05) =nH
onde W = /v + |Vul]? e H é calculado segundo a orientagao dada pela aplicacao de
Gauss
1
N = W(w — &, Vu).

Na equacao, V e div denotam o gradiente e o divergente em P e V a derivada covariante

riemanniana em M.

10
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Apresentamos a seguir um pouco mais da descricao geométrica destes graficos de

Killing e a estimativa geométrica. E por fim, demonstramos um resultado importante

Teorema 0.1 Sejau € C*(B,,(xg)) uma solugio negativa da equacao da curvatura média
(1.11) onde H : Q — R € uma fun¢io em C*(S). Entdo, existe uma constante D =
D(U(l’o),ro,’}/,H) tal que |VU(£EO)‘ < D.

O Teorema 0.1 é principal resultado de [4] e como aplicagao desse resultado prova-se
a existéncia e unicidade de um gréfico radial no espaco hiperbélico H**! com curvatura
média prescrita e limitada. Para curvatura média constante este resultado foi demonstrado
por Bo Guan e Spruck [8] e no caso geral foi demonstrado por M. Dajczer, J. H. de Lira.

e J. Ripoll [4].

Teorema 0.2 (Veja [4]) Dado H € C*(H") com supy. |H| < 1 e ¢ € CY(0,,H"), onde
O = u’a s €Tiste uma tnica fungdo u € C%(H") N C°(H") tal que X tem curvatura

média H e 05> € o grafico radial de ¢.



Capitulo 1

Graficos de Killing

Seja M uma variedade Riemanniana (n+ 1)-dimensional dotada de um campo vetorial
de Killing Y. Suponha que a distribuicao ortogonal D definida por Y é de posto constante
e integravel. Neste caso, as folhas integrais sao hipersuperficies totalmente geodésicas.
Dada uma folha integral P de D, seja 2 C P um dominio limitado com fronteira regular
['=090. Seja @ : Ix P — M o fluxo gerado por Y com valores iniciais em M, onde I é um
intervalo maximo de defini¢ao. O fluxo ® leva isometricamente P nas folhas Py = ®,(P),
onde &, = d(s,+), s € L.

Seja u : Q — I uma funcao suave. O grifico de Killing desta funcdo u é a hipersu-

perficie ¥ C M parametrizada pela aplicacao

X(p) = ®(u(p),p), pe

O cilindro de Killing K sobre I' é, por sua vez definido por
K ={®(s,p):sel,pel}. (1.1)

Seja N um campo de vetores normais unitarios ao longo de . No que se segue,
denotamos por H a curvatura média de ¥ com respeito a orientacao dada por N.

Nosso objetivo é deduzir uma estimativa interior do gradiente para a equacao da
curvatura média para graficos de Killing em variedades Riemannianas de dimensao n +
1. Para isso, vamos comegar descrevendo a geometria local do grafico em termos nao-
paramétricos, por ser mais adequado para representar todos os invariantes geométricos,
bem como suas equacoes locais em termos de coordenadas em P.

1

Sejam z°, ..., x" coordenadas locais em P. Este sistema ¢ ampliado para um sistema

0

de coordenadas em M definindo-se £° = s, o parametro do fluxo de Y. O espaco tangente

12
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de 3 no ponto X(p), p € Q, é gerado pelos campos de vetores coordenados

0 0 0 0
Mw = Vo TP a0 = o

0

el
X u@xox

Em termos dessas coordenadas, a métrica induzida em » é expressa em componentes

locais por

0 0 0 0 0 0

Yii = <X*%’X*@> = (‘I)*% + uid)*@, <I>*% + uj(p*@)
- @*%’ q)*%) + @*%’u]@*%> + <ui©*%, q>*%>
+<Ui¢*%,uj<b*%>,
0 que resulta em
Gij = 045 + %uluj (1.2)

A versao contravariante da métrica é, portanto, dada por

(29%]
- 9
v+ [Vul|?
onde v = ﬁ e 0;; sao as componentes locais da métrica em P.
A fim de calcular a curvatura média de >, podemos fixar N como o campo vetorial

normal
1

N =

7Y — . Vu), (1.3)

onde Vu é o gradiente de u em P e

W=7+ |Vul. (1.4)

A segunda forma fundamental de X calculada com relacao a esta escolha do campo vetorial

normal tem componentes locais

0
aziX*%7N>’

ai; = (Vy, (1.5)

onde V denota a derivada covariante em M. Deste modo, calculamos

_ 9 - 0
ajj = <VX*aiiq>*%’N>+<VX*%uj(I)*8$O’N>
(Va0 @ NY £ (T 0 B0 N (Vg 0 B N
— < ‘D*aii *%7 >+U’Z< @*% *%’ >+uj< CD*% *ax[)’ >
9 _ 0
—I—ui,j@*@a N) + Uz‘“j<v<b*%¢*@’ N).
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Usando o fato de que as aplicagoes p — ®(s,p) sdo isometrias e que as hipersuperficies

{®(s,p) : p € P}, s €1, sao totalmente geodésicas, conclui-se que

_ 0 1 _ 1 _ 1
aij = < %%,—va%—ui(V%Y, W7Y>+UJ<V%Y7 W7Y>
1 _ 1
Segue da equacao de Killing que
Uiy 0 Uj = 0 Uil | =
i Y 27 T Y, —) — Y 1.
com u;; = Uy j <V o a 7, V), ou seja, (u;;)i;—; sdo as componentes do Hessiano de u

em termos das coordenadas ()", em P. Todavia, a;; pode ser também expressa por

gy = VW N Ui (1.7)

W W2y W2y 2W
Tomando tracos com respeito a métrica induzida, obtém-se a seguinte expressao para a

curvatura média H sobre a hipersuperficie X::

nil = (% - v > 7 ). (1.8)

Alternativamente, temos

g EVARIY _
nH = (a” - —— )= — —————(VyY, Vu). (1.9)

onde utilizou-se o fato de que
_ _ 1

Observe que
<u" ) L, 1 1,
— ) = —u, — v uy — ———u'y;
W Tt T st e T gyt
Verifica-se facilmente que (1.8) pode ser escrita na forma divergente como

1
d1Vp% — m(V’y, Vu) =nH. (1.11)

Segue de (1.10) que (1.11) é equivalente a

Vu
lepW - W<VYY V’U,> =nH (112)

onde VyY é tangente a P pela equacao de Killing.
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1.1 Exemplos

Nesta secao, apresentamos alguns exemplos elementares, embora importantes, da es-
trutura geométrica descrita anteriormente. No que segue, M?(x) denota a forma espacial
de dimensao d, completa e simplesmente conexa, com curvatura seccional constante k.

Fixemos, doravante, M = M""!(k) e P uma hipersuperficie totalmente geodésica em
M" ! (k). Assim, P ¢ um modelo da forma espacial n-dimensional M"(x) com a mesma
curvatura. Seja

(r,0) cR" xS"'speP

um sistema de coordenadas polares na variedade P, centradas em algum ponto o em P.

Consideremos também

@', ") e R s g e S"2

coordenadas generalizadas em S""!. Em termos dessas coordenadas, a métrica em P é
expressa por

dr? + sn2(r)do?,
onde do? = 0;;df'df? é a métrica usual em S"! e sn,(r) é dada pela expressao

r, se k=0

seny/kKr
sn(r) = —\/é_ , se k>0

senhy/—kr

v

Sejam ¢ a geodésica em M passando por o e ortogonal a P e Y o campo de Killing em

se k<0

M gerado pela translacao geodésica ao longo de ¢. A norma ao quadrado deste campo é
igual a

(YY) = cs2(r).

Assim, no ponto o, o vetor Y (o) é a velocidade unitéria de ¢. Lembremos que a fungao
sne(r) é a solucao da equacdo de Jacobi i + ku = 0 com condigbes iniciais u(0) = 0 e
%(0) = 1, onde - indica a derivada com respeito a r. Além disso, sn,(r) = cs.(r).

A restricao de Y a P define um campo normal a P fora do conjunto de pontos sin-
gulares de Y em P. Como antes, ®(s,p) denota o fluxo gerado por Y e D = kerw, onde
w = (Y,-). No caso que ora consideramos, as folhas integrais de D sao hipersuperficies

totalmente geodésicas dadas por Py = ®(P). Assim, o parametro s do fluxo pode ser
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considerado como uma coordenada em M. As coordenadas(r,f',--- ") sao entdo esten-
didas a M ao longo do fluxo: associamos os mesmos valores dessas coordenadas a pontos
correspondentes em P e ®,(P) com respeito a aplicacdo @5 : P — P,. A métrica M é

dada em termos destas coordenadas cilindricas (r, 6, s) por
di* = cs2(r)ds* + dr® + sn?(r)do?. (1.13)

Determinamos agora a conexao Riemanniana V de M em termos dessas coordenadas.
Temos, pela equacao de Killing,

(VyY,Y) = 0.

Em particular, a norma do campo de Killing é constante ao longo das orbitas do fluxo
s +— ®(s,p). Além disso, o fato de que as folhas integrais de D sao hipersuperficies
totalmente geodésicas implica que

0

_ 0 _ _ 0
Y, —) = Y, —) = Y, —) =
W bign = Ve gl = (VoY 50 =0
Segue igualmente da equacao de Killing que
_ _ 1
(VyY, %> = —(Y, VagY> = —58,,(}/, Y) = —csg(r)cés,(r). (1.14)

Geometricamente, estas equacoes significam o seguinte: para r fixado, a linha de fluxo de
Y passando sobre o circulo geodésico em P centrado em o com raio r gera um cilindro,
dito cilindro de Killing em M.

Afirmamos que estes cilindros sao hipersuperficies rotacionalmente invariantes com

curvatura média constante. Em (1.14), é calculada a segunda forma fundamental de um

02

o tendo

cilindro de Killing na diregao tangente a Y com respeito a normal unitaria
em conta que tal cilindro é hipersuperficie de nivel da funcao coordenada r. Ademais,

concluimos a partir da expressao

_ 0
VoV —)=0
(Vo Vo)
que Y = % e 821- sao direcoes principais desses cilindros. Calculemos, portanto, as

correspondentes curvaturas principais. Para tanto, observamos que

_ g 40 0
Vi op — gy T liger

No entanto, como P = M"(k) é totalmente geodésica, temos

o 9 0, w0 0

It — v 9y _ 9 9 s1(1)
v = Ve o =V oo

) = _Wh”’
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onde (hzj)fj;ll sdao as componentes da métrica induzida em P e VM) & a conexdo ri-

emanniana em P. Assim, (Fllj)?];ll sao as componentes da segunda forma fundamental
das esferas geodésicas em P com respeito ao campo vetorial unitario %. Finalmente,

(Ffj)f;,izl sao os simbolos de Christoffel usuais para a esfera euclidiana S"~! C R" em

termos das coordenadas (£%)7_}'. Concluimos que as curvaturas principais dos cilindros de

s o~ 8 /19 _ . —1 9 ~ . . .
Killing nas diregoes 5. /|5-| = s, (r)Y e 55 sao respectivamente iguais a

907
o  Cs(r) o ~ sn(r)
B cse(r) sn(r)

assim, a curvatura média H.; dos cilindros de Killing é dada por

s (r) SN (1)

sk (1)

nHCZ-l = — — (n — 1)

sn (1)

Em seguida, descrevemos mais concretamente estes fatos nos casos particulares em
que k = 0,1, —1. Para k = 0, em um ambiente euclidiano, o campo vetorial Y ¢é paralelo.
Podemos fixar Y (p) = a, um campo vetorial constante. Em particular, sua restri¢ao a
P ={q€ M : (qa) = 0} é um campo normal. Este campo obviamente ¢é livre de
singularidades. O fluxo gerado por Y é dado por ®(s,p) = p+ sa. As hipersuperficies de
nivel ®,(P) formam a familia de hiperplanos paralelos a P com a mesma dire¢ao normal

a. A métrica neste caso é dada por
di* = ds* + dr® + r’do”.

Quando k = —1, a hipersuperficie integral P é um hiperplano totalmente geodésico

H"(—1) € H""'(—1). No modelo do semi-espago
H" (1) = {(z, -+, 2™") 2" > 0},

este hiperplano pode ser visto como uma semi-esfera euclidiana centrada na origem o da

n+1

fronteira assintética {z = 0}. A origem o das coordenadas polares em P pode ser

ntlem P.

fixada, por meio de isometrias hiperbdlicas, no ponto de maior coordenada x
Sendo assim, o traco da geodésica ¢ pode ser fixado como a semi-reta vertical passando
por o. Nesta configuragdo, o campo de Killing é dado por Y (P) = p. Este campo de
vetores gera dilatacoes euclidianas, ou seja, translacoes em H" ™ (—1) do tipo parabdlico.

O fluxo de Y é dado por ®(s,p) = e®p. As hipersuperficies ®(P) consistem na familia

de semi-esferas euclidianas centradas em o. Os cilindros de Killing correspondem a cones



18

esféricos euclidianos com vértice em o, contendo uma esfera geodésica em P centrada em

0. O quadrado da norma de Y em um ponto arbitrario de P ¢é igual a

0P 09 e%s 1

g’E”s:O o e2s (gnt1)2 B (xmt1)2’

<Y7 Y> = <

De outro modo, denotando por ¢ o angulo entre o eixo vertical dado pelo traco de c e a

norma do cilindro com direcao p, entao
1/cosp = 1/2".

Por outro lado, a distancia geodésica r entre o e o ponto p

1
r= / dyp = In(sec ¢ + tan ).
oS (o

r

Entao, ¢" = sec ¢ + tan p = (1+senyp)/ cos ¢ e, portanto, e=" = cos ¢ /(1 + seny). Assim,

coshr = sec .

Logo,
(Y,Y) = cosh®r.

Deste modo, a métrica em H"™!(—1) em termos de coordenadas cilindricas é dada por
cosh? rds® + dr® 4 senh’do?.

Quando k = 1, o campo de Killing Y possui duas singularidades em pontos antipodas
a,—a em S""(1). De fato, neste caso, Y é o campo gerado por rotagoes euclidianas
fixando o eixo em R"*2? contendo a e — a. Consideramos P = S™ como o equador em
S™*1(1), contendo 4a, para o qual Y é o campo normal fora dos pontos 4a. A rotacio
gerada por Y leva S em uma familia de esferas totalmente geodésicas, todas elas contendo
+a. Fixamos, entdo, coordenadas polares (r,6) com origem em o € S”, de modo que o
ponto a corresponde ao valor = 7/2. Definimos ¢ = 7/2 — r. Com isto, as linhas de
fluxo Y passando por pontos de S" quando s = 0 sao circulos geodésicos centrados em a.
Podemos ajustar a norma de Y ao longo das linhas de fluxo de forma que, nos pontos de
S™, o campo Y coincida com a velocidade desses circulos geodésicos com raio geodésico

©. Sendo assim, temos

YY) = <@a—f, i;—f) = sen’p = cos” .
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Portanto, a métrica esférica é escrita como
cos? rds® + dr? + sen*rdo?.

Uma outra classe natural de exemplos sao os graficos de Killing, descritos anteri-
ormente, produtos riemannianos da forma M"(k) x R, em que o campo de Killing em
consideracao é o campo paralelo coordenado % associado a coordenada natural s do fator
R. Neste caso, coordenadas cilindricas sao facilmente definidas, de modo que a expressao

da métrica ambiente nesta carta é da forma
ds* + dr? + sndo?. (1.15)

Observamos que, quando k # 0, estes produtos nao tém curvatura seccional constante.



Capitulo 2

Estimativas interiores do gradiente

Nesse capitulo, por simplicidade, denotamos por V e A o gradiente e o operador
de Laplace-Beltrami sobre o grafico ¥ da funcao u. A seguir, demonstraremos uma

proposicao fundamental.
Proposicao 2.1 Prove o que seque:
A(Y,N) = —n(Y,VH) — (|A]* + Ric(N, N))(Y, N).

Demonstracgao :

Sejam p € ¥ e {Ei(p), -+, E.(p)} base ortonormal que diagonaliza A em p, onde A

é a aplicacao linear simétrica associada a segunda forma fundamental. Sejam Ay, -, A,
autovalores associados a Ey(p),--- , E,(p), respectivamente. Denotamos por Ey,--- , E,
um referencial geodésico em ¥ obtido estendendo FEi(p),--- , F,(p) em uma vizinhanga

do ponto p em 3.
Escrevendo f = (Y, N), temos, em p,

Af =) EE(f). (2.1)

i=1
Temos

E(f) = E{Y,N) = (V5,Y, N) + (Y, V5, N)

EiEi(f) = (VEVEY,N) + 2(VEY, Vg N) + (Y, Vg VEN).
Mas, em p, temos
(VE,Y,VE,N) = (Vg Y,\E) = —\(VEY, E;) =0,

20
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onde a ultima igualdade decorre da equacao de Killing.

Portanto, em p,

Da equagao de Killing
(Vg Y,N) = —(VyY, E}).

Derivando em relacao a Ej;
E(VEY,N) = —E(VyNY, E)).
ou seja,
(VE,VEY,N)+(VgY,VgN) = —(VgVnY,E) — (VNY, Vg, E;). (2.3)

Observe que, em p, pela definicdo de referencial geodésico, (Vy, E;)T = 0. Entao
Vi E; = aN, para algum o € R. Daf, em p, (Vg E;, N) = a.
Mas, em p

a=(VgFE;,N)=—(VgN,E) =X\

LOgO, vElE'Z = /\zN Temos também que (?EZY, vE1N> = —/\l<vEZY', Ez>7 pOlS Ez é

autovetor de A. Aplicando esses resultados a (2.3) obtemos:
(Ve VEY,N) = N(VEY,E;) = —(Vg VNY, E) — Mi(VNY,N).

Como Y é de Killing entdao (Vg Y, E;) =0 e (VyY,N) = 0.
Assim

(Vg VY, N) = —(VgVyY, E). (2.4)

Por outro lado, pela definicao de tensor curvatura, temos:

(R(N,E)Y,E;) = (Vg VNY,E;)) — (VNVEY, E) + (Vin g Y, E). (2.5)

Estendemos {F;}i—... , a uma vizinhange p em N, requerendo que VyE; = 0.

EIltéO, em p, [N, EZ] = @NEZ — vEZN =0- (—AzEfL) = )\zEz Assim
(Ving)Y, Ei) = \(VEgY, Ey). (2.6)
Agora, derivando (Vg Y, E;) = 0 com relagao a N obtemos

(VNVEY,E)+ (VEY,VNE;) = 0.
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Como VyE; =0, temos

(VNVEY,E;) =0. (2.7)

Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5), obtemos
(R(N, E)Y, E)) = (Vi VY, E). (2.8)

Usando (2.4) em (2.8), obtemos (R(N, E;)Y, E;) = —(Vg, V.Y, N) e substituindo em

(2.2), temos que:
EEi(f) = —(R(N, E))Y, E;) + (Y,V,VgN).

Entao

n n

Af = =) (R(N,E)Y,E)+ > (Y,VgVgN) =

= —Ric(N,V) + Z(Y, Vi VeN) (2.9)

i=1
Para calcular o segundo termo da equagao (2.9), fazemos y; = (Y, E;) e escrevemos
Y =) yE;+ fN.
i=1
Entao,

Y,V VEN)=> y{(E;, V5 VEN) + f(N,VEVgN). (2.10)

i=1
Derivando a equacio (Vg N, N) = 0 em relagao a E;, obtemos

(Ve,VEg,N,N)+ (Vg N,VgN) =0.

Em p, temos que

Logo,
(VE,VEN,N) = -\2. (2.11)

Derivando (N, E;), em relagao a E;, duas vezes:
E,((VEN, E;) + (N,Vg,Ej)) =0,

e portanto,

(Ve VEN,Ej) 4+ 2(VN,Vi,E;)) + (N,VEVEE;) =0
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Entao, em p,
(Ve,ViN,E;) = —(N,VE Vg E;) (2.12)
pois (?EiEj)T =0empe Vg N étangente a X
Como ([E;, E;],N) =0, (Vg,E;,N) = (Vg,E;,N).

Assim, derivando a ultima expressao em relagao a F;, obtemos
<ininEj, N> + <inEj, VEZN) = <ijEZ', VEZN) + <szvEJEZ, N>,

e dai, em p

Considerando o tensor curvatura R de M, sabemos que:
(R(E;, E;)E;,N) = (Vg,VE,E;, Ny = (V5 Vg,E, N) + (Vig, g, Ei, N). (2.14)

Note que, em p,

[Ei7 EJ] - (?EZE] - ijEZ‘)T - O

Ej(Vg,Ei,N) = (Vg VEE;,N)+ (VgE;, Vg N) = (Vg Vi E;, N). (2.15)

Assim, usando (2.12), depois (2.13) e na tltima igualdade (2.14) e (2.15), temos (em

p) que:

<EJ76EL?EzN> - _<ininEj’N> = _<?EL?EJEMN> =
= <R(Ei,Ej)Ei, N> — Ej<inEi; N> (2.16)

Substituindo (2.16) e (2.11) em (2.10), obtemos usando linearidade de termos da cur-

vatura:

<Ya ?ElvEl Zy] EZ7E EzaN) J<szEﬂN>> —f)\? =

Ezuzyj E“N Z(ijj><inEivN> _f/\? =
j=1
= (R(E;,Y = fN)E;, N) =Y (y;E;)(Vi,Ei, N) — fA} =
j=1
= (R(E;,Y)E;, N) — f(R(E;, N)E;, N) =Y "(y;E;)(Vp,E;, N) — fAL.

Jj=1



Entao,

n n

Z<YavElvE2N> = Z<R(EZ7Y EzaN fz EZ;N E27N>

i=1 =1
n n

- > WE) _(VeEi, N)) fz)\Q

i=1 i=1

Usando a definicao de tensor de Ricci, obtemos

Y (Y, V5 VEN) = Ric(N,Y) = fRic(N,N) = Y (y;E})(nH) = [ > X}
i=1 j=1 i=1
Note que,

n(Y,VH) Z%E + fN, ZE Zy] ],ZE
+n(fN, ZEz‘(H)EO = ”Ziji(HﬂEu Ej) = (Z y;iEj)(nH

Usando esse fato e a definigao de A em (2.17) temos,

> (Y, VyVEN) = Ric(N,Y) = fRic(N, N) = n(Y, VH) — f|A]

i=1
E por (2.9)

Af = —Ric(N,Y) + Ric(N,Y) — fRic(N, N) — n{Y,VH) — f|A]>.

Portanto

A(Y,N) = —n(Y,VH) — (|A]* + Ric(N, N))(Y, N).

Agora, iniciamos a demonstragao do Teorema 0.1.

Segue de (1.3) que (Y, N) = 1/W, assim, obtemos

AW——NWP (nVH,Y)YW? 4 (|A]* + Ric(N, N))W.
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(2.17)

Agora, fixado um ponto zy €  considere 1y > 0 de modo que a bola aberta B, (x¢)

ainda esteja contida em 2. Denote por K~ o semi-cilindro ®(R~ x B, (zo)).

defina uma funcao ¢ : K~ — R por

¢(y)—<1—(d(m>>2+08>+, se y=®(s,z) € K~

To

Assim,
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onde C' = —1/2u(zy) é uma constante positiva e d(z) é a distancia geodésica para xy em
P, ou seja

d(x) = distp(zo, x).

No que se segue iremos calcular o gradiente e o Hessiano de ¢|s nos pontos onde esta
funcao é diferenciavel.
Dada uma fungao n em 3 defina a fungdo h = nW e seja yo = P(u(zp), o) € X um

ponto de méximo de h. Segue disto que
Vh =nVW +WVn = 0.
Além disso, uma vez que a forma Hessiana é nao-positiva em 7y, temos
Ah=WAn+n (AW — %NW@) < 0.
Assim,
An < —% (AW - %NVV@) = —n(|A]* + Ric(N,N)) —n(nVH,Y)W.

Uma vez que H é constante ao longo das linhas de fluxo de Y, temos que

_ _ Vu, 1
N =(VH,Y)— (VH,NYY,N) = (VH, —)—.
(VH,Y") =(VH,Y) — (VH,N){(Y,N) <V,W>W
Portanto,
9 . Vu
An < =n(JAF° + Ric(N, N)) = n{nVH, 7).

Em seguida, obtemos uma expressao explicita para An quando 7 é da forma

onde g = ¢g(t) é uma fungao suave a ser escolhida e ¢ foi definida acima. Temos

V=g (¢)Vo =4 (0)(Vo—(Vo,N)N).

Para quaisquer v, w € T3, temos

(VoVin,w) = g"(6)(Ve,v)(Vo,w) + ¢'(6)(V,V,w)
9"(0){(Ve,v){(Vo,w) + g'()(V,V, w)

9"(6){(Ve,v)(Vo,w) + g'(¢){(V.V — (V) N)V, N, w).
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Portanto

(VoVn,w) = g"(6)(Vo,v){(V, w) + g'(6)(VoV,w) + (Vo, N)(A¥v,w)).  (2.18)

Nos pontos onde ¢ é diferencidvel obtemos, usando que Vs = ~Y,

—_ 2d 2d
Voly) = ——Vd(y) + C1Y (y) = =5 (s, 2)Vd(z) + C7Y (y).
0 0
Entao, temos
_ 2d Vu
(Vo N) = =5 (Vd(y), .(s,2) 7) + CAY (), Y ()
o
2 ~y
= (Ve Vi) + O
Assim,
4d? v 4dC~

Vol = (Vo.N) = ¢ (1 — 5(Vd, Vu) ) +0%y (1-5) - 2 (Ve V)

Para quaisquer v, w € 1,2, temos

(¥, V6, w) —i—dw T, w) — —<w NVdw) + CVAY, 0. (219)

Denotando x = 7(y) quando y = ®(s, x) para algum s € R, obtemos

_ _ _ Y Y Y
T, Vd,w) = (Vs Vd, mw) + (v, v, v
(9,94} = )+ o b D g V)
Iy — (o0, Vi)V, o — (.0, VA)Vd) + o, o), ) (V » Vel )
= TV — 7'['*’ ’ﬂ-* — (T« ) s v
‘ Y7 Y Y

onde usamos o fato que P C M"™*! é totalmente geodésica. Aqui II; denota a segunda
forma fundamental das esferas geodésicas centradas em x.

Entao, dado um sistema ortonormal local {e;}" ; em ¥ temos

Y L, 1 v | Vul?

Y (e = o Y (Yie)? = Y2 (Y, N)?)=1— L = 40

2y T e A = 0N = 1= g =
Entao,

[Vul?
W2

[Vul®

Y
<V Vd =) =ky + —- 2

trgV d=ky+ —- v

onde k, a curvatura média da esfera geodésica centrada em x, e

- (Vv |§’>
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é a curvatura principal do cilindro de Killing sobre uma esfera geodésica centrada em z.

Agora, calcula-se

_ _ Y - Y = Y
<VUVS, w> = <v7r*v'7Ya 7*w> + <U, m><v% VY, mew > < ) m><vw*v7Y> m>
Y Y _ Y

Usando o fato que

Y =0 e (VyY,Y)=0

e que P C M™™ ¢ totalmente geodésica obtém-se

_ Y Y Y
<vvvs7w> ] < |Y|><V Y ’YY W > < |Y|>< T vaY |Y|>
=70, Y (Vy7Y, mw) + 7(w, Y ) (Vo Y, Y)
=70, Y(VyY,w) +7{(w, Y (Vo0 Y,Y)
=70, Y)(VyY,w) +v(w,Y) (mo[y (YY) + (VA Y, Y))
=70, YHVyY,w) +7(w, Y)(moh (YY) = 1(VyY. mv))
=70, YHVyY,w) = 7w, Y )(VyY,0) + y(w, Y)u[y (Y, Y)
=7 (0, Y(VyY,w) = 7w, Y (VyY,0) + (w,Y)v]y].
Entao,
trgV2s = Z<617Y>62[7] = (YT, Vy) = —(Y,N)(N, V)
= %(V% %)
a7 e Vu
Além disso .
> (e, Vd)* = |Vd|* — (Vd,N)* =1 - (Vd, %y.

i=1

Segue de (2.19) que
=2 2d. =2 2 — 2 =2
tr, Vo = —T—QtrgV d— ﬁ(l —(Vd,N)*) + Ctr,V=s
0 0

Portanto,

2d |Vul? 2 Vu
trgV QZS = —E (kf + = W2 d) - 71_8 (1 - <Vd7 W)Z)

1 Vu
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Tomando o traco em (2.18), obtemos

An = g"(@)(IV[* — (Vo N)?) + ¢ (6)tr, V6 + nH g (6)(Ve, N).

Substituindo as expressoes acima deduz-se que
o (g (1w ) e o e )
+(9) ( -2 (b 'ZV“JQ ) - % (1= va )
gt T (iwa 3 o) )

Por fim, escolhemos
g(t) = et — 1.

Observagao 2.2 As funcoes g e ¢ sao definidas apropriadamente da mesma forma que

em [10].
A partir da desigualdade
A < (| AP + Ric(N, N) + (nVH, ~o0))
denotando-se
' = ||AP + Ric(N, N) + (nVH, %H
temos
0>An—Chn
4d? Vu |Vu|? v 4d Vu
_ K¢K2 e 2 _ -
—° (r0< (v, W>> TR T O (Ve W>>
2d |Vul? 2 Vu
K¢K = -2 (1= Y UN\2
+e ( 2 (kg—l— 7 > 2 < (Vd, W2> )
1 Yu 2d Vu Y = Ké =
+C’W<V’y, W> nH<r0 (Vd, W ) —|—C’W>> Ce™*?+C
e entao
0>An—Cn
4d? Vu |Vul|? v 4d Vu
> K¢K2 o 2 _ o _
‘ (7‘ (1-(va W>)+CVW2 erg<w’w>>

0

2d |V 2 Vu
Ko | — =k — S 1-(Vd, =)?
. ( 7 (e ) =5 (1= o)

1 Vu 2d Vu v A Ko
+C—(V~vy, —) + nH<r0<Vd’W>+CW)) Ce

w w
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Agora, note que

4d? Vu Vul|? v 4d Vu
S d, 202} Loy YU o0 2 gy VU
r§< (Vd,577) + Cryps g V)
Vul|?>  4d |Vu| [Vul> 4 |Vul
> (2 | e 2 _ L
= 2O = L O

Denotando oo = v/2 seque que caso

44 %4—027

To
V| > 8 ,

(2.20)

entao

[Vul* 4, |Vul

W2 e W2

2d |Vul? 2 Vu, ,
ke “ (1= i
re (k AT W2 ) + re ( (v, W2>

1 Vu

C%y aC?,

Além disso, temos

2d Vu v

00— MO g el I

Vg - (r§<Vd’ )+ O)
20 2 2 Vu
<2y 2 H (v,
A
gl Vu Y
20 L4y Y, Y O
O VY ) = nH O,

onde Hy é a curvatura média do cilindro de Killing sobre a esfera geodésica centrada em

o com raio d.

Além disso,
2 2
—fnmw, vu —) > ——anHI > —n dho
(&
_ Vu —
—2C%<7VYY, ) - nHC’% < C(2Vy Y]+ n|H|)% C(2lyVy Y|+ nho).

onde o = supp,_(,,)|H|. Resulta que

- 2d
0> An—Cn>ef?K2aC? — K¢K< Hq+ — + —nhy + C(2|7VYY| + nho))
T re

0

2d 2
2

To
— (e

No entanto, isso implica que

2d 2 2 _ .
0> aC?K? — (S5 Ha+ = + —nho+ C (21 Vy Y] +nho) ) K = C
0 0 0
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Observe que

|’7va| = R?
onde k é a curvatura das linhas de fluxo. Portanto obtém-se

2 2 2
0> K2a0? — K(—ded + = + —nhg + C(nho + 2/%0)) - C

onde Ky = sup By (20) - Desde que dH; — 1 quando d — 0 esse termo pode ser estendido
continuamente para uma fungao limitada no intervalo [0,79]. Segue-se que existe uma

constante é’ > 0 tal que
0> aC?K? — CK - C.

Isto da& uma contradicao se considerarmos K suficientemente grande.

Segue-se a partir desta contradicao que

% + 4 /% + C?y
|Vu| < (2.21)

C




Capitulo 3

Uma abordagem analitica

Teorema 3.1 Sejau € C%(B,,(z)) uma solugdao negativa da equagio da curvatura média
(1.11) onde H : Q — R € uma fun¢io em C*(S). FEntdo, existe uma constante D =
D(u(zo),ro,v, H) tal que |Vu(xy)| < D
Demonstracao :

Primeiro observamos que para um sistema de coordenadas = = (z1,...,x,) a equagao

(1.11) tem a forma

g7 ui; — R(Vv, Vu) = nHW (3.1)
onde .
. . ud
g’ =o" — 1;;2 .

e por simplicidade vamos denotar

1
R=——(2v+ |Vu|]?
2+ [Vuf)
Como feito no capitulo 2, fixe um ponto xg € 2 e tome rq > 0 tal que a bola fechada

B, () esté contida em 2. Denote por K~ o semi-cilindro sélido ®(R~ x B,,(zy)). Defina

a funcao nao-negativa ¢ : K~ — R como no capitulo anterior

o(y) = (1 _ 4@ + Cu(x)) se y=®(s,2) € K~

7
onde + significa a parte positiva e C' = —1/2u(xy) é uma constante positiva, temos

também d(z) = distp(z,x). No que se segue as fungdes 1 e h estdo definidas como no

capitulo anterior, e novamente temos
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onde K > 0 ¢é uma constante a ser escolhida depois. Entao n desaparece ao longo do
cilindro R™ x 0B, e é suave onde é positiva.
Seja yo € By, (7o) um ponto interior onde a fun¢do h = nW tem um méximo. Nesse

ponto temos h; = 0, i,e.,

W = —nW; (3.2)

e a matriz hessiana de h é semidefinida negativa em 4. Tomando o traco do produto com

a matriz definida positiva W~1¢¥, temos

L ij 9" 9"
0> WY hij = 9" ni; + 2W772'Wj + Wﬁm;j-

Usando (3.2), obtemos

97N + %g” (Wi;j —2 W j) <0 (3.3)
De (1.3), temos

k u
Assim,
. k ,
Wi = i + “ = i - Nku;“ (35)

ow T W T oW

Na sequéncia, usamos (3.2), (3.4) e (3.5) vérias vezes como referéncia.

Temos
Yig W k k
Wiy = ﬁ - QW; — Njur — N
Kl
Visj g
= 2V[]/ ‘|‘W 1,7 Wksi 27h‘77j N uk,zg
» 1
- gw]/ 17 (0 = NENY g+ 5 NN s — 5 Wil = Noug,
kl
Yii Y Vi
= 2‘/[]/ + Wul;ju}c;i + 4—‘/‘/]3 - 2—VV2<W1’}/J + W]’}/Z) - Nkukn-j
Assim,
ij L L iim ij L k_ij
9" Wes = gy + 7979 gt + Qs+ g = N s (36)

Vamos calcular o tltimo termo de (3.6). Para isso, vamos usar as identidades de Ricci

para a hessiana de u

Uksij = Ujkj = Va]Vakdu(&) = Vg)kVajdu(al) -+ Ri,jiul = U5k + Ricjiul'



Assim,

1
ngzjuk 9y N gwuz ik + Nk Ungz ngwuz sk = W Z]Rkﬂu U

g 1
= Nk(g”um) sk ng L W ”Rkau w

Segue-se que

., i 1
N*g7up; = N¥(nW H) e + N*(R(Vy, Vu)) e — N*gu; — T 97 Ryt
Vamos calcular os trés primeiros termos de (3.7). Para o primeiro termo, temos

Hny,
(HW), = W(H - T”)

Uma vez que

2y +|[Vul>y v oyl ) — L 2my,
W2 L Ok T 2 = s ()

1 M 7! L /v 1
2 (73:90) = (50), g =5 [ (P55 = WA
(27< v, Vu) " 2 ;k+2vul,k 2 5 Vi;l + Y Uk

obtemos, para o segundo termo de (3.7), a seguinte expressao

(R(V7,Vu)) = R[(% - ’Ykl)WN + 7wy, k} W<;k %)(V% Vu)
Temos
gl,z = —kaNj — ]\”.]\/Y;J,'c = M1/2 (u: Ll uk,) + kau 2
=~ — (u! !+ vt ) - %(% — 2N upg )utn?
= %(Uzk — N'N'uz ) N7 + VlV( — N Nluy)N* + W4uiuj
= %(0“ — N'NYuy N7 + %(aﬂ NI NYuy e N + W4uiuj
= %gilul;kNj + %gjluz;k]\ﬂ + %%N"Nj,

donde resulta que o terceiro termo de (3.7) é dado por

N 1 1
ng:,gui;j = — N*g"uu ., N7 + Wng wijup e N + Ny

i £
- VQVg <2¥/V W') (W N W’) V; T NZNk(szV Wi)
2

- Wg”(m;v * 2;[/) <77j:/ * 23/) + %V NNt <¥ zﬁév

kNZNJUZ‘;j
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(3.7)

(3.8)

> (3.10)
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Substituindo (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.7), obtemos

. H 2 W i W ;
ngzjuk;ij — nWNk (H o ﬂ) o _gz]<n + i )(77] + i >
n

W i 2W n 2W
1 3 nW Vi 1 Tk TIk
S NZN’“<— ) —_N* ( —) Vv,V
Yoo karl) VEV karl W l Lol ok
+ R[(zWJJ +WN N) WV 7%”] — g B

Resulta de (3.6) que

§ 2 3 . 1 3 1
9" Wiy — WY TWiW; = s T + WY T g g g + ! Tyin; + W‘q Vg

1 W 1 Wni v
+WR§€jiukul _ nN’“?(nHk — Hip) + 55NN ( + 2W>

1 Yk 77k Yk karl) VeV knrl w
N( —>v,v —R[( WNN) — WN Ny + ]

Depois de multiplicar ambos os lados por /W e descartar os termos nao-negativos, ob-

temos

N (i 2w s [Nk, TE gk
W(g Wi QVVJ/VJ>_[ nN"H, N¥(V~,Vu) +

w 2y W3
—R(( e NkNl) VKN NkNl’Ym) I
2W2 vy ’

1.
1
TR “l}"

H 1 N* 3
[(” TR W3<V%V“>> +<W2g

E facil verificar que existe uma constante M > 0 dependendo de H, e do tensor de Ricci

— Raij)’yj} ;-

de P, tal que
Wﬁgij(wwi;j — 2W;W;) > —Mn — A, (3.11)
onde — A’ denota o coeficiente de 7;. Segue-se de (3.3) e (3.11),
97y — Mn — A'n; < 0. (3.12)

Por outro lado,

n; = g'(—TO_Q(dQ)i + Cu,)

Nij = g (=152 (d%)i + Cuig) + ¢" (=g 2 (d?); + Cwy) (=15 % (d?); + Cuy)
Por isso

97 (rg*(d*); = Cua) (rg*(d*); — Cuy)

C 2C 1
T IVl - 2W72 (Vu,Vd2>+r—§<\Vd2]2 W2<Vu vi)?)
C C%y
sl W2 <]V ’2 - F<VU Vd2>)



€
97 (=15 %(d%)ij + Cuiy) = —1529" (d%)iyy + C(nHW + R(V7, Vu))
onde
g7 (d?);; = Ad* — W(vwvcﬁ Vu)
Segue de (3.12) que
C?y Ad?
T [\WF - qu Vdﬂ [ e (Vo V2, Vi) — =

+C(nHW + R(V~, Vu))} g < Mg+ A'(—ry%(d®); + Cuy)g'

Desde que
AP = (nH + N — (VY )N+ (g0 — Ro (@)
(6]
Al = (nHW v ;VN’C% . M1/2 <w,w>> |Iv;f2|2 n v?;/ iniN; + R(V, V)

Concluimos que

Oy

2 2 " /
S — J— <
5 | u|2<|9u| C (Vu Vd>>g +Pg Mg 0

onde o coeficiente

P="CHy- i(AcP

W 2 i

3 ij 3 k (.72
—=Cg N, 2W3 (nHW W Ny, — <v%vu>>N (d);
1,3 .
=5 ij (72) .
re (WQg fto >%(d )i

de ¢’ é limitado para uma constante Cy = Cy(C, H, 7).
Suponha que

8 16u(zo)
> = .
IVU| - CT’O To
Entao, temos
4|V d?|
>
Vul 2 Cri
e
2
|Vul? — O—%<Vu ,Vd?) > |Vul* - 0—7%|Vu||w2|

v

1
~|Vul?
~IVul

Ve Vd?, vu>) — C(WNk”Yk —(V, Vu)) o1

35
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Assim, existe uma constante L = L(u(zo),70,7) tal que

C?%y

2
v+ |Vul? e

C?y
(IVu) = (V. va?)) >
0

— — ' \Vul>>L>0.
Z vy V2

Por exemplo, fixando 7o = infp, ()7 podemos tomar L = 327/ (r*yo+256u*(x)). Desde

K

que g(t) = e — 1, obtemos uma contradi¢do tomando K = K(C, H, ) suficientemente

grande, isto é, de tal modo que

Lg"(yo) + Cog'(yo) — Mg(yo) > 0

Assim,
16u(xo)
To

W(yo) <Ci=m—

onde 1 = supg, (z,)7- Desde que h(xo) < h(yo), obtemos

n(xo)W (o) < n(yo)W (vo)

Portanto,

(B2 — )W () < CreX.

Isto da a estimativa desejada e conclui a prova.

Observagao 3.2 A constante D dada pelo Teorema 3.1 também depende da geometria

de P ao longo de B,,(xg) incluindo a curvatura de Ricci.
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