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A minha famı́lia, minha mãe Maria Irismar, que por todos esses anos não mediu
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Resumo

Deduzimos uma estimativa interior do gradiente para a equação da curvatura média

para gráficos de Killing em variedades Riemannianas inspirado na técnica de perturbações

normais devido à N. Korevaar.

Palavras-chaves: Equação da curvatura média, gráficos de Killing, perturbações

normais.



Abstract

We deduce an interior gradient estimate for the mean curvature equation for Killing

graphs in Riemannian manifolds inspired by the normal perturbation technique due to N.

Korevaar.

Keywords: Mean curvature equation, Killing graphs, normal perturbation.
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Introdução

Neste trabalho, nosso objetivo principal é estender a estimativa interior do gradiente de

soluções da equação da curvatura média devido a Korevaar-Simon [10] (ver também [11])

a partir do caso de hipersuperf́ıcies euclidianas para o caso geral de gráficos de Killing. O

teorema principal em [18] para hipersuperf́ıcies em espaços ambientes Nn+1 = Mn × R é

um caso especial.

Seja M uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional dotada de um campo de

Killing não-singular completo Y cuja distribuição ortogonal é integrável. Dada uma hi-

persuperf́ıcie integral P da distribuição ortogonal, verifica-se que P é uma subvariedade

de M totalmente geodésica. Seja Ω ⊂ P um domı́nio limitado tal que órbitas do fluxo

Φ : R×P →M gerado por Y são completas. Note que γ = 1/〈Y, Y 〉 pode ser vista como
uma função em Ω̄ uma vez que Y γ = 0, pela equação de Killing. Além disso, o cilindro

sólido Φ(R × Ω̄), com a métrica riemanniana induzida, tem uma estrutura de produto

warped Ω̄×ρ R onde ρ = 1/
√
γ.

Dada uma função u em Ω̄, o gráfico de Killing associado a esta função é a hipersu-

perf́ıcie

Σ = {Φ(u(x), x) : x ∈ Ω}.

Demonstra-se em [3] que Σ tem curvatura média H(x) se somente se u ∈ C2(Ω) satisfaz

Q[u] = divP (
∇u

W
)− γ〈∇u

W
, ∇̄∂s∂s〉 = nH

onde W =
√

γ + |∇u|2 e H é calculado segundo a orientação dada pela aplicação de

Gauss

N =
1

W

(

γY − Φ∗∇u
)

.

Na equação, ∇ e div denotam o gradiente e o divergente em P e ∇̄ a derivada covariante

riemanniana em M .

10
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Apresentamos a seguir um pouco mais da descrição geométrica destes gráficos de

Killing e a estimativa geométrica. E por fim, demonstramos um resultado importante

Teorema 0.1 Seja u ∈ C2(Br0(x0)) uma solução negativa da equação da curvatura média

(1.11) onde H : Ω̄ → R é uma função em Cα(Ω̄). Então, existe uma constante D =

D(u(x0), r0, γ,H) tal que |∇u(x0)| ≤ D.

O Teorema 0.1 é principal resultado de [4] e como aplicação desse resultado prova-se

a existência e unicidade de um gráfico radial no espaço hiperbólico H
n+1 com curvatura

média prescrita e limitada. Para curvatura média constante este resultado foi demonstrado

por Bo Guan e Spruck [8] e no caso geral foi demonstrado por M. Dajczer, J. H. de Lira.

e J. Ripoll [4].

Teorema 0.2 (Veja [4]) Dado H ∈ Cα(Hn) com supHn |H| < 1 e φ ∈ C0(∂∞H
n), onde

φ = u
∣

∣

∂∞Hn, existe uma única função u ∈ C2,α(Hn) ∩ C0(H̄n) tal que Σ tem curvatura

média H e ∂∞Σ é o gráfico radial de φ.



Caṕıtulo 1

Gráficos de Killing

SejaM uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional dotada de um campo vetorial

de Killing Y . Suponha que a distribuição ortogonal D definida por Y é de posto constante

e integrável. Neste caso, as folhas integrais são hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas.

Dada uma folha integral P de D, seja Ω ⊂ P um domı́nio limitado com fronteira regular

Γ = ∂Ω. Seja Φ : I×P →M o fluxo gerado por Y com valores iniciais emM , onde I é um

intervalo máximo de definição. O fluxo Φ leva isometricamente P nas folhas Ps = Φs(P ),

onde Φs = Φ(s, ·), s ∈ I.

Seja u : Ω̄ → I uma função suave. O gráfico de Killing desta função u é a hipersu-

perf́ıcie Σ ⊂M parametrizada pela aplicação

X(p) = Φ(u(p), p), p ∈ Ω̄.

O cilindro de Killing K sobre Γ é, por sua vez definido por

K = {Φ(s, p) : s ∈ I, p ∈ Γ}. (1.1)

Seja N um campo de vetores normais unitários ao longo de Σ. No que se segue,

denotamos por H a curvatura média de Σ com respeito à orientação dada por N .

Nosso objetivo é deduzir uma estimativa interior do gradiente para a equação da

curvatura média para gráficos de Killing em variedades Riemannianas de dimensão n +

1. Para isso, vamos começar descrevendo a geometria local do gráfico em termos não-

paramétricos, por ser mais adequado para representar todos os invariantes geométricos,

bem como suas equações locais em termos de coordenadas em P .

Sejam x1, . . . , xn coordenadas locais em P . Este sistema é ampliado para um sistema

de coordenadas em M definindo-se x0 = s, o parâmetro do fluxo de Y. O espaço tangente

12
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de Σ no ponto X(p), p ∈ Ω̄, é gerado pelos campos de vetores coordenados

X∗
∂

∂xi
= Φ∗

∂

∂xi
+ uiΦ∗

∂

∂x0
=

∂

∂xi

∣

∣

∣

X
+ ui

∂

∂x0

∣

∣

∣

X
.

Em termos dessas coordenadas, a métrica induzida em Σ é expressa em componentes

locais por

gij = 〈X∗
∂

∂xi
, X∗

∂

∂xj
〉 = 〈Φ∗

∂

∂xi
+ uiΦ∗

∂

∂x0
,Φ∗

∂

∂xj
+ ujΦ∗

∂

∂x0
〉

= 〈Φ∗
∂

∂xi
,Φ∗

∂

∂xj
〉+ 〈Φ∗

∂

∂xi
, ujΦ∗

∂

∂x0
〉+ 〈uiΦ∗

∂

∂x0
,Φ∗

∂

∂xj
〉

+〈uiΦ∗
∂

∂x0
, ujΦ∗

∂

∂x0
〉,

o que resulta em

gij = σij +
1

γ
uiuj. (1.2)

A versão contravariante da métrica é, portanto, dada por

gij = σij − uiuj

γ + |∇u|2 ,

onde γ = 1
|Y |2

e σij são as componentes locais da métrica em P .

A fim de calcular a curvatura média de Σ, podemos fixar N como o campo vetorial

normal

N =
1

W

(

γY − Φ∗∇u
)

, (1.3)

onde ∇u é o gradiente de u em P e

W =
√

γ + |∇u|2. (1.4)

A segunda forma fundamental de Σ calculada com relação a esta escolha do campo vetorial

normal tem componentes locais

aij = 〈∇̄X∗
∂

∂xi
X∗

∂

∂xj
, N〉, (1.5)

onde ∇̄ denota a derivada covariante em M . Deste modo, calculamos

aij = 〈∇̄X∗
∂

∂xi
Φ∗

∂

∂xj
, N〉+ 〈∇̄X∗

∂

∂xi
ujΦ∗

∂

∂x0
, N〉

= 〈∇̄Φ∗
∂

∂xi
Φ∗

∂

∂xj
, N〉+ ui〈∇̄Φ∗

∂

∂x0
Φ∗

∂

∂xj
, N〉+ uj〈∇̄Φ∗

∂

∂xi
Φ∗

∂

∂x0
, N〉

+ui,j〈Φ∗
∂

∂x0
, N〉+ uiuj〈∇̄Φ∗

∂

∂x0
Φ∗

∂

∂x0
, N〉.
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Usando o fato de que as aplicações p 7→ Φ(s, p) são isometrias e que as hipersuperf́ıcies

{Φ(s, p) : p ∈ P}, s ∈ I, são totalmente geodésicas, conclui-se que

aij = 〈∇̄ ∂

∂xi

∂

∂xj
,− 1

W
∇u〉+ ui〈∇̄ ∂

∂xj
Y,

1

W
γY 〉+ uj〈∇̄ ∂

∂xi
Y,

1

W
γY 〉

+ui,j〈Y,
1

W
γY 〉+ uiuj〈∇̄Y Y,−

1

W
∇u〉.

Segue da equação de Killing que

aij =
ui;j

W
− ui

W
γ〈∇̄Y Y,

∂

∂xj
〉 − uj

W
γ〈∇̄Y Y,

∂

∂xi
〉 − uiuj

W
〈∇̄Y Y,∇u〉, (1.6)

com ui;j = ui,j − 〈∇̄ ∂

∂xi

∂
∂xj ,∇u〉, ou seja, (ui;j)

n
i,j=1 são as componentes do Hessiano de u

em termos das coordenadas (xi)ni=1 em P . Todavia, aij pode ser também expressa por

aij =
ui;j

W
− ui

W

γj
2γ
− uj

W

γi
2γ
− uiuj

2W
uk γk

γ2
. (1.7)

Tomando traços com respeito a métrica induzida, obtém-se a seguinte expressão para a

curvatura média H sobre a hipersuperf́ıcie Σ:

nH =
(

σij − ui

W

uj

W

)ui;j

W
− 2γ + |∇u|2

W 3
〈∇̄γ

2γ
,∇u〉. (1.8)

Alternativamente, temos

nH =
(

σij − ui

W

uj

W

)ui;j

W
− 2γ + |∇u|2

W 3
γ〈∇̄Y Y,∇u〉. (1.9)

onde utilizou-se o fato de que

〈∇̄Y Y,∇u〉 = −〈∇̄∇uY, Y 〉 =
1

2γ2
〈∇̄γ,∇u〉. (1.10)

Observe que

( ui

W

)

;i
=

1

W
ui
;i −

1

W 3
uiujui;j −

1

2W 3
uiγi

Verifica-se facilmente que (1.8) pode ser escrita na forma divergente como

divP
∇u

W
− 1

2γW
〈∇̄γ,∇u〉 = nH. (1.11)

Segue de (1.10) que (1.11) é equivalente à

divP
∇u

W
− γ

W
〈∇̄Y Y,∇u〉 = nH (1.12)

onde ∇̄Y Y é tangente a P pela equação de Killing.
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1.1 Exemplos

Nesta seção, apresentamos alguns exemplos elementares, embora importantes, da es-

trutura geométrica descrita anteriormente. No que segue, Md(κ) denota a forma espacial

de dimensão d, completa e simplesmente conexa, com curvatura seccional constante κ.

Fixemos, doravante, M = M
n+1(κ) e P uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica em

M
n+1(κ). Assim, P é um modelo da forma espacial n-dimensional Mn(κ) com a mesma

curvatura. Seja

(r, θ) ∈ R
+ × S

n−1 7→ p ∈ P

um sistema de coordenadas polares na variedade P , centradas em algum ponto o em P .

Consideremos também

(θ1, · · · , θn−1) ∈ R
n−1 7→ θ ∈ S

n−1

coordenadas generalizadas em S
n−1. Em termos dessas coordenadas, a métrica em P é

expressa por

dr2 + sn2
κ(r)dσ

2,

onde dσ2 = σijdθ
idθj é a métrica usual em S

n−1 e snκ(r) é dada pela expressão

snκ(r) =























r, se κ = 0

sen
√
κr√
κ

, se κ > 0

senh
√
−κr√
−κ , se κ < 0

Sejam c a geodésica em M passando por o e ortogonal a P e Y o campo de Killing em

M gerado pela translação geodésica ao longo de c. A norma ao quadrado deste campo é

igual a

〈Y, Y 〉 = cs2κ(r).

Assim, no ponto o, o vetor Y (o) é a velocidade unitária de c. Lembremos que a função

snκ(r) é a solução da equação de Jacobi ü + κu = 0 com condições iniciais u(0) = 0 e

u̇(0) = 1, onde · indica a derivada com respeito a r. Além disso, ṡnκ(r) = csκ(r).

A restrição de Y a P define um campo normal a P fora do conjunto de pontos sin-

gulares de Y em P . Como antes, Φ(s, p) denota o fluxo gerado por Y e D = kerω, onde

ω = 〈Y, · 〉. No caso que ora consideramos, as folhas integrais de D são hipersuperf́ıcies

totalmente geodésicas dadas por Ps = Φ(P ). Assim, o parâmetro s do fluxo pode ser
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considerado como uma coordenada em M . As coordenadas(r, θ1, · · · , θn) são então esten-
didas a M ao longo do fluxo: associamos os mesmos valores dessas coordenadas a pontos

correspondentes em P e Φs(P ) com respeito à aplicação Φs : P → Ps. A métrica M é

dada em termos destas coordenadas ciĺındricas (r, θ, s) por

dl2 = cs2κ(r)ds
2 + dr2 + sn2

κ(r)dσ
2. (1.13)

Determinamos agora a conexão Riemanniana ∇̄ de M em termos dessas coordenadas.

Temos, pela equação de Killing,

〈∇̄Y Y, Y 〉 = 0.

Em particular, a norma do campo de Killing é constante ao longo das órbitas do fluxo

s 7→ Φ(s, p). Além disso, o fato de que as folhas integrais de D são hipersuperf́ıcies

totalmente geodésicas implica que

〈∇̄ ∂
∂r
Y,

∂

∂r
〉 = 〈∇̄ ∂

∂r
Y,

∂

∂θi
〉 = 〈∇̄ ∂

∂θi
Y,

∂

∂θj
〉 = 0

Segue igualmente da equação de Killing que

〈∇̄Y Y,
∂

∂r
〉 = −〈Y, ∇̄ ∂

∂r
Y 〉 = −1

2
∂r〈Y, Y 〉 = −csκ(r)ċsκ(r). (1.14)

Geometricamente, estas equações significam o seguinte: para r fixado, a linha de fluxo de

Y passando sobre o ćırculo geodésico em P centrado em o com raio r gera um cilindro,

dito cilindro de Killing em M .

Afirmamos que estes cilindros são hipersuperf́ıcies rotacionalmente invariantes com

curvatura média constante. Em (1.14), é calculada a segunda forma fundamental de um

cilindro de Killing na direção tangente a Y com respeito a normal unitária ∂
∂r
- tendo

em conta que tal cilindro é hipersuperf́ıcie de ńıvel da função coordenada r. Ademais,

conclúımos a partir da expressão

〈∇̄ ∂

∂θi
Y,

∂

∂r
〉 = 0

que Y = ∂
∂s

e ∂
∂θi

são direções principais desses cilindros. Calculemos, portanto, as

correspondentes curvaturas principais. Para tanto, observamos que

∇̄ ∂

∂θi

∂

∂θj
=: Γ1

ij

∂

∂r
+ Γk

ij

∂

∂θk
.

No entanto, como P = M
n(κ) é totalmente geodésica, temos

Γ1
ij = 〈∇̄ ∂

∂θi

∂

∂θj
,
∂

∂r
〉 = 〈∇Mn(κ)

∂

∂θi

∂

∂θj
,
∂

∂r
〉 = − ṡnκ(r)

snκ(r)
hij,
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onde (hij)
n−1
i,j=1 são as componentes da métrica induzida em P e ∇Mn(κ) é a conexão ri-

emanniana em P . Assim, (Γ1
ij)

n−1
i,j=1 são as componentes da segunda forma fundamental

das esferas geodésicas em P com respeito ao campo vetorial unitário ∂
∂r
. Finalmente,

(Γk
ij)

n−1
i,j,k=1 são os śımbolos de Christoffel usuais para a esfera euclidiana S

n−1 ⊂ R
n em

termos das coordenadas (θi)n−1i=1 . Conclúımos que as curvaturas principais dos cilindros de

Killing nas direções ∂
∂s
/| ∂

∂s
| = cs−1κ (r)Y e ∂

∂θi
são respectivamente iguais a

κs = −
ċsκ(r)

csκ(r)
, κi = −

ṡnκ(r)

snκ(r)
.

assim, a curvatura média Hcil dos cilindros de Killing é dada por

nHcil = −
ċsκ(r)

csκ(r)
− (n− 1)

ṡnκ(r)

snκ(r)

Em seguida, descrevemos mais concretamente estes fatos nos casos particulares em

que κ = 0, 1,−1. Para κ = 0, em um ambiente euclidiano, o campo vetorial Y é paralelo.

Podemos fixar Y (p) = a, um campo vetorial constante. Em particular, sua restrição a

P = {q ∈ M : 〈q, a〉 = 0} é um campo normal. Este campo obviamente é livre de

singularidades. O fluxo gerado por Y é dado por Φ(s, p) = p+ sa. As hipersuperf́ıcies de

ńıvel Φs(P ) formam a famı́lia de hiperplanos paralelos a P com a mesma direção normal

a. A métrica neste caso é dada por

dl2 = ds2 + dr2 + r2dσ2.

Quando κ = −1, a hipersuperf́ıcie integral P é um hiperplano totalmente geodésico

H
n(−1) ⊂ H

n+1(−1). No modelo do semi-espaço

H
n+1(−1) = {(x1, · · · , xn+1) : xn+1 > 0},

este hiperplano pode ser visto como uma semi-esfera euclidiana centrada na origem o da

fronteira assintótica {xn+1 = 0}. A origem o das coordenadas polares em P pode ser

fixada, por meio de isometrias hiperbólicas, no ponto de maior coordenada xn+1 em P .

Sendo assim, o traço da geodésica c pode ser fixado como a semi-reta vertical passando

por o. Nesta configuração, o campo de Killing é dado por Y (P ) = p. Este campo de

vetores gera dilatações euclidianas, ou seja, translações em H
n+1(−1) do tipo parabólico.

O fluxo de Y é dado por Φ(s, p) = esp. As hipersuperf́ıcies Φs(P ) consistem na famı́lia

de semi-esferas euclidianas centradas em o. Os cilindros de Killing correspondem a cones
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esféricos euclidianos com vértice em o, contendo uma esfera geodésica em P centrada em

o. O quadrado da norma de Y em um ponto arbitrário de P é igual a

〈Y, Y 〉 = 〈∂Φ
∂s

,
∂Φ

∂s
〉
∣

∣

s=0
=

e2s

e2s(xn+1)2
=

1

(xn+1)2
.

De outro modo, denotando por ϕ o ângulo entre o eixo vertical dado pelo traço de c e a

norma do cilindro com direção p, então

1/ cosϕ = 1/xn+1.

Por outro lado, a distância geodésica r entre o e o ponto p

r =

∫

1

cosϕ
dϕ = ln(secϕ+ tanϕ).

Então, er = secϕ+tanϕ = (1+ senϕ)/ cosϕ e, portanto, e−r = cosϕ/(1+ senϕ). Assim,

cosh r = secϕ.

Logo,

〈Y, Y 〉 = cosh2 r.

Deste modo, a métrica em H
n+1(−1) em termos de coordenadas cilindricas é dada por

cosh2 rds2 + dr2 + senh2dσ2.

Quando κ = 1, o campo de Killing Y possui duas singularidades em pontos ant́ıpodas

a,−a em S
n+1(1). De fato, neste caso, Y é o campo gerado por rotações euclidianas

fixando o eixo em R
n+2 contendo a e − a. Consideramos P = S

n como o equador em

S
n+1(1), contendo ±a, para o qual Y é o campo normal fora dos pontos ±a. A rotação

gerada por Y leva Sn em uma famı́lia de esferas totalmente geodésicas, todas elas contendo

±a. Fixamos, então, coordenadas polares (r, θ) com origem em o ∈ S
n, de modo que o

ponto a corresponde ao valor r = π/2. Definimos ϕ = π/2 − r. Com isto, as linhas de

fluxo Y passando por pontos de Sn quando s = 0 são ćırculos geodésicos centrados em a.

Podemos ajustar a norma de Y ao longo das linhas de fluxo de forma que, nos pontos de

S
n, o campo Y coincida com a velocidade desses ćırculos geodésicos com raio geodésico

ϕ. Sendo assim, temos

〈Y, Y 〉 = 〈∂Φ
∂s

,
∂Φ

∂s
〉 = sen2ϕ = cos2 r.
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Portanto, a métrica esférica é escrita como

cos2 rds2 + dr2 + sen2rdσ2.

Uma outra classe natural de exemplos são os gráficos de Killing, descritos anteri-

ormente, produtos riemannianos da forma M
n(κ) × R, em que o campo de Killing em

consideração é o campo paralelo coordenado ∂
∂s
associado à coordenada natural s do fator

R. Neste caso, coordenadas ciĺındricas são facilmente definidas, de modo que a expressão

da métrica ambiente nesta carta é da forma

ds2 + dr2 + sn2
κdσ

2. (1.15)

Observamos que, quando κ 6= 0, estes produtos não têm curvatura seccional constante.



Caṕıtulo 2

Estimativas interiores do gradiente

Nesse caṕıtulo, por simplicidade, denotamos por ∇ e ∆ o gradiente e o operador

de Laplace-Beltrami sobre o gráfico Σ da função u. A seguir, demonstraremos uma

proposição fundamental.

Proposição 2.1 Prove o que segue:

∆〈Y,N〉 = −n〈Y,∇H〉 − (|A|2 + Ric(N,N))〈Y,N〉.

Demonstração :

Sejam p ∈ Σ e {E1(p), · · · , En(p)} base ortonormal que diagonaliza A em p, onde A

é a aplicação linear simétrica associada à segunda forma fundamental. Sejam λ1, · · · , λn

autovalores associados a E1(p), · · · , En(p), respectivamente. Denotamos por E1, · · · , En

um referencial geodésico em Σ obtido estendendo E1(p), · · · , En(p) em uma vizinhança

do ponto p em Σ.

Escrevendo f = 〈Y,N〉, temos, em p,

∆f =
n

∑

i=1

EiEi(f). (2.1)

Temos

Ei(f) = Ei〈Y,N〉 = 〈∇̄Ei
Y,N〉+ 〈Y, ∇̄Ei

N〉

e

EiEi(f) = 〈∇̄Ei
∇̄Ei

Y,N〉+ 2〈∇̄Ei
Y, ∇̄Ei

N〉+ 〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉.

Mas, em p, temos

〈∇̄Ei
Y, ∇̄Ei

N〉 = −〈∇̄Ei
Y, λiEi〉 = −λi〈∇̄Ei

Y,Ei〉 = 0,

20
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onde a última igualdade decorre da equação de Killing.

Portanto, em p,

EiEi(f) = 〈∇̄Ei
∇̄Ei

Y,N〉+ 〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉. (2.2)

Da equação de Killing

〈∇̄Ei
Y,N〉 = −〈∇̄NY,Ei〉.

Derivando em relação a Ei;

Ei〈∇̄Ei
Y,N〉 = −Ei〈∇̄NY,Ei〉.

ou seja,

〈∇̄Ei
∇̄Ei

Y,N〉+ 〈∇̄Ei
Y, ∇̄Ei

N〉 = −〈∇̄Ei
∇̄NY,Ei〉 − 〈∇̄NY, ∇̄Ei

Ei〉. (2.3)

Observe que, em p, pela definição de referencial geodésico, (∇̄Ei
Ei)

T = 0. Então

∇̄Ei
Ei = αN , para algum α ∈ R. Dáı, em p, 〈∇̄Ei

Ei, N〉 = α.

Mas, em p

α = 〈∇̄Ei
Ei, N〉 = −〈∇̄Ei

N,Ei〉 = λi

Logo, ∇̄Ei
Ei = λiN. Temos também que 〈∇̄Ei

Y, ∇̄Ei
N〉 = −λi〈∇̄Ei

Y,Ei〉, pois Ei é

autovetor de A. Aplicando esses resultados a (2.3) obtemos:

〈∇̄Ei
∇̄Ei

Y,N〉 − λi〈∇̄Ei
Y,Ei〉 = −〈∇̄Ei

∇̄NY,Ei〉 − λi〈∇̄NY,N〉.

Como Y é de Killing então 〈∇̄Ei
Y,Ei〉 = 0 e 〈∇̄NY,N〉 = 0.

Assim

〈∇̄Ei
∇̄Ei

Y,N〉 = −〈∇̄Ei
∇̄NY,Ei〉. (2.4)

Por outro lado, pela definição de tensor curvatura, temos:

〈R(N,Ei)Y,Ei〉 = 〈∇̄Ei
∇̄NY,Ei〉 − 〈∇̄N∇̄Ei

Y,Ei〉+ 〈∇̄[N,Ei]Y,Ei〉. (2.5)

Estendemos {Ei}i=1,··· ,n a uma vizinhançe. p em N , requerendo que ∇̄NEi = 0.

Então, em p, [N,Ei] = ∇̄NEi − ∇̄Ei
N = 0− (−λiEi) = λiEi. Assim

〈∇̄[N,Ei]Y,Ei〉 = λi〈∇̄Ei
Y,Ei〉. (2.6)

Agora, derivando 〈∇̄Ei
Y,Ei〉 = 0 com relação a N obtemos

〈∇̄N∇̄Ei
Y,Ei〉+ 〈∇̄Ei

Y, ∇̄NEi〉 = 0.
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Como ∇̄NEi = 0, temos

〈∇̄N∇̄Ei
Y,Ei〉 = 0. (2.7)

Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5), obtemos

〈R(N,Ei)Y,Ei〉 = 〈∇̄Ei
∇̄NY,Ei〉. (2.8)

Usando (2.4) em (2.8), obtemos 〈R(N,Ei)Y,Ei〉 = −〈∇̄Ei
∇̄Ei

Y,N〉 e substituindo em
(2.2), temos que:

EiEi(f) = −〈R(N,Ei)Y,Ei〉+ 〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉.

Então

∆f = −
n

∑

i=1

〈R(N,Ei)Y,Ei〉+
n

∑

i=1

〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 =

= −Ric(N, V ) +
n

∑

i=1

〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 (2.9)

Para calcular o segundo termo da equação (2.9), fazemos yj = 〈Y,Ej〉 e escrevemos

Y =
n

∑

i=1

yjEj + fN.

Então,

〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 =
n

∑

i=1

yj〈Ej, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉+ f〈N, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉. (2.10)

Derivando a equação 〈∇̄Ei
N,N〉 = 0 em relação a Ei, obtemos

〈∇̄Ei
∇̄Ei

N,N〉+ 〈∇̄Ei
N, ∇̄Ei

N〉 = 0.

Em p, temos que

〈∇̄Ei
N, ∇̄Ei

N〉 = λ2
i .

Logo,

〈∇̄Ei
∇̄Ei

N,N〉 = −λ2
i . (2.11)

Derivando 〈N,Ej〉, em relação a Ei, duas vezes:

Ei(〈∇̄Ei
N,Ej〉+ 〈N, ∇̄Ei

Ej〉) = 0,

e portanto,

〈∇̄Ei
∇̄Ei

N,Ej〉+ 2〈∇̄Ei
N, ∇̄Ei

Ej〉+ 〈N, ∇̄Ei
∇̄Ei

Ej〉 = 0
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Então, em p,

〈∇̄Ei
∇̄Ei

N,Ej〉 = −〈N, ∇̄Ei
∇̄Ei

Ej〉 (2.12)

pois (∇̄Ei
Ej)

T = 0 em p e ∇̄Ei
N é tangente a Σ

Como 〈[Ei, Ej], N〉 = 0, 〈∇̄Ei
Ej, N〉 = 〈∇̄Ej

Ei, N〉.
Assim, derivando a última expressão em relação a Ei, obtemos

〈∇̄Ei
∇̄Ei

Ej, N〉+ 〈∇̄Ei
Ej, ∇̄Ei

N〉 = 〈∇̄Ej
Ei, ∇̄Ei

N〉+ 〈∇̄Ei
∇̄Ej

Ei, N〉,

e dáı, em p

〈∇̄Ei
∇̄Ei

Ej, N〉 = 〈∇̄Ei
∇̄Ej

Ei, N〉. (2.13)

Considerando o tensor curvatura R de M , sabemos que:

〈R(Ei, Ej)Ei, N〉 = 〈∇̄Ej
∇̄Ei

Ei, N〉 − 〈∇̄Ei
∇̄Ej

Ei, N〉+ 〈∇̄[Ei,Ej ]Ei, N〉. (2.14)

Note que, em p,

[Ei, Ej] = (∇̄Ei
Ej − ∇̄Ej

Ei)
T = 0

e

Ej〈∇̄Ei
Ei, N〉 = 〈∇̄Ej

∇̄Ei
Ei, N〉+ 〈∇̄Ei

Ei, ∇̄Ej
N〉 = 〈∇̄Ej

∇̄Ei
Ei, N〉. (2.15)

Assim, usando (2.12), depois (2.13) e na última igualdade (2.14) e (2.15), temos (em

p) que:

〈Ej, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 = −〈∇̄Ei
∇̄Ei

Ej, N〉 = −〈∇̄Ei
∇̄Ej

Ei, N〉 =

= 〈R(Ei, Ej)Ei, N〉 − Ej〈∇̄Ei
Ei, N〉. (2.16)

Substituindo (2.16) e (2.11) em (2.10), obtemos usando linearidade de termos da cur-

vatura:

〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 =
n

∑

j=1

yj(〈R(Ei, Ej)Ei, N〉 − Ej〈∇̄Ei
Ei, N〉)− fλ2

i =

= 〈R(Ei,
n

∑

i=1

yjEj)Ei, N〉 −
n

∑

j=1

(yjEj)〈∇̄Ei
Ei, N〉 − fλ2

i =

= 〈R(Ei, Y − fN)Ei, N〉 −
n

∑

j=1

(yjEj)〈∇̄Ei
Ei, N〉 − fλ2

i =

= 〈R(Ei, Y )Ei, N〉 − f〈R(Ei, N)Ei, N〉 −
n

∑

j=1

(yjEj)〈∇̄Ei
Ei, N〉 − fλ2

i .
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Então,

n
∑

i=1

〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 =
n

∑

i=1

〈R(Ei, Y )Ei, N〉 − f

n
∑

i=1

〈R(Ei, N)Ei, N〉

−
n

∑

i=1

(yjEj)(
n

∑

i=1

〈∇̄Ei
Ei, N〉)− f

n
∑

i=1

λ2
i

Usando a definição de tensor de Ricci, obtemos

n
∑

i=1

〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 = Ric(N, Y )− fRic(N,N)−
n

∑

j=1

(yjEj)(nH)− f
n

∑

i=1

λ2
i (2.17)

Note que,

n〈Y,∇H〉 = 〈
n

∑

j=1

yjEj + fN,
n

∑

i=1

Ei(H)Ei〉 = n〈
n

∑

j=1

yjEj,
n

∑

i=1

Ei(H)Ei〉

+n〈fN,
n

∑

i=1

Ei(H)Ei〉 = n
n

∑

j=1

yjEi(H)〈Ei, Ej〉 = (
n

∑

j=1

yjEj)(nH).

Usando esse fato e a definição de A em (2.17) temos,

n
∑

i=1

〈Y, ∇̄Ei
∇̄Ei

N〉 = Ric(N, Y )− fRic(N,N)− n〈Y,∇H〉 − f |A|2

E por (2.9)

∆f = −Ric(N, Y ) + Ric(N, Y )− fRic(N,N)− n〈Y,∇H〉 − f |A|2.

Portanto

∆〈Y,N〉 = −n〈Y,∇H〉 − (|A|2 +Ric(N,N))〈Y,N〉.

Agora, iniciamos a demonstração do Teorema 0.1.

Segue de (1.3) que 〈Y,N〉 = 1/W , assim, obtemos

∆W − 2

W
|∇W |2 = 〈n∇H, Y 〉W 2 + (|A|2 + Ric(N,N))W.

Agora, fixado um ponto x0 ∈ Ω considere r0 > 0 de modo que a bola aberta Br0(x0)

ainda esteja contida em Ω. Denote por K− o semi-cilindro Φ(R− × Br0(x0)). Assim,

defina uma função φ : K− → R por

φ(y) =

(

1−
(

d(x)

r0

)2

+ Cs

)+

, se y = Φ(s, x) ∈ K−
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onde C = −1/2u(x0) é uma constante positiva e d(x) é a distância geodésica para x0 em

P , ou seja

d(x) = distP (x0, x).

No que se segue iremos calcular o gradiente e o Hessiano de φ|Σ nos pontos onde esta

função é diferenciável.

Dada uma função η em Σ defina a função h = ηW e seja y0 = Φ(u(x0), x0) ∈ Σ um

ponto de máximo de h. Segue disto que

∇h = η∇W +W∇η = 0.

Além disso, uma vez que a forma Hessiana é não-positiva em y0, temos

∆h = W∆η + η

(

∆W − 2

W
|∇W |2Σ

)

≤ 0.

Assim,

∆η ≤ − η

W

(

∆W − 2

W
|∇W |2Σ

)

= −η(|A|2 + Ric(N,N))− η〈n∇H, Y 〉W.

Uma vez que H é constante ao longo das linhas de fluxo de Y , temos que

〈∇H, Y T 〉 = 〈∇̄H, Y 〉 − 〈∇̄H,N〉〈Y,N〉 = 〈∇H,
∇u

W
〉 1
W

.

Portanto,

∆η ≤ −η(|A|2 + Ric(N,N))− η〈n∇H,
∇u

W
〉.

Em seguida, obtemos uma expressão expĺıcita para ∆η quando η é da forma

η(y) = g(φ(y)), y = Φ(u(x), x),

onde g = g(t) é uma função suave a ser escolhida e φ foi definida acima. Temos

∇η = g′(φ)∇φ = g′(φ)(∇̄φ− 〈∇̄φ,N〉N).

Para quaisquer v, w ∈ TΣ, temos

〈∇v∇η, w〉 = g′′(φ)〈∇φ, v〉〈∇φ,w〉+ g′(φ)〈∇v∇φ,w〉

= g′′(φ)〈∇̄φ, v〉〈∇̄φ,w〉+ g′(φ)〈∇̄v∇φ,w〉

= g′′(φ)〈∇̄φ, v〉〈∇̄φ,w〉+ g′(φ)〈∇̄v∇̄φ− 〈∇̄φ,N〉∇̄vN,w〉.



26

Portanto

〈∇v∇η, w〉 = g′′(φ)〈∇̄φ, v〉〈∇̄φ,w〉+ g′(φ)(〈∇̄v∇̄φ,w〉+ 〈∇̄φ,N〉〈AΣv, w〉). (2.18)

Nos pontos onde φ é diferenciável obtemos, usando que ∇̄s = γY,

∇̄φ(y) = −2d
r20
∇̄d(y) + CγY (y) = −2d

r20
Φ∗(s, x)∇d(x) + CγY (y).

Então, temos

〈∇̄φ,N〉 = 2d

r20
〈∇̄d(y),Φ∗(s, x)

∇u

W
〉+ Cγ〈Y (y), γ

W
Y (y)〉

=
2d

r20W
〈∇d,∇u〉+ C

γ

W
.

Assim,

|∇̄φ|2 − 〈∇̄φ,N〉2 = 4d2

r40

(

1− 1

W 2
〈∇d,∇u〉2

)

+ C2γ
(

1− γ

W 2

)

− 4dCγ

r20W
2
〈∇d,∇u〉.

Para quaisquer v, w ∈ TyΣ, temos

〈∇̄v∇̄φ,w〉 = −2d
r20
〈∇̄v∇̄d, w〉 − 2

r20
〈∇̄d, v〉〈∇̄d, w〉+ C〈∇̄vγY, w〉. (2.19)

Denotando x = π(y) quando y = Φ(s, x) para algum s ∈ R, obtemos

〈∇̄v∇̄d, w〉 = 〈∇̄π∗v∇̄d, π∗w〉+ 〈v,
Y

|Y | 〉〈w,
Y

|Y | 〉〈∇̄ Y
|Y |
∇̄d,

Y

|Y | 〉

= IId(π∗v − 〈π∗v,∇d〉∇d, π∗w − 〈π∗w,∇d〉∇d) + 〈v, Y

|Y | 〉〈w,
Y

|Y | 〉〈∇̄ Y
|Y |
∇̄d,

Y

|Y | 〉

onde usamos o fato que P ⊂ Mn+1 é totalmente geodésica. Aqui IId denota a segunda

forma fundamental das esferas geodésicas centradas em x0.

Então, dado um sistema ortonormal local {ei}ni=1 em Σ temos

n
∑

i=1

〈 Y|Y | , ei〉
2 =

1

|Y |2
n

∑

i=1

〈Y, ei〉2 =
1

|Y |2 (|Y |
2 − 〈Y,N〉2) = 1− γ

W 2
=
|∇u|2
W 2

Então,

trg∇̄2d = kg +
|∇u|2
W 2

〈∇̄ Y
|Y |
∇̄d,

Y

|Y | 〉 = kg +
|∇u|2
W 2

κd

onde kg a curvatura média da esfera geodésica centrada em x0 e

κd = 〈∇̄ Y
|Y |
∇̄d,

Y

|Y | 〉
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é a curvatura principal do cilindro de Killing sobre uma esfera geodésica centrada em x0.

Agora, calcula-se

〈∇̄v∇̄s, w〉 = 〈∇̄π∗vγY, π∗w〉+ 〈v,
Y

|Y | 〉〈∇̄ Y
|Y |

γY, π∗w〉+ 〈w,
Y

|Y | 〉〈∇̄π∗vγY,
Y

|Y | 〉

+〈v, Y

|Y | 〉〈w,
Y

|Y | 〉〈∇̄ Y
|Y |

γY,
Y

|Y | 〉

Usando o fato que

Y [γ] = 0 e 〈∇̄Y Y, Y 〉 = 0

e que P ⊂Mn+1 é totalmente geodésica obtém-se

〈∇̄v∇̄s, w〉 = 〈v, Y

|Y | 〉〈∇̄ Y
|Y |

γY, π∗w〉+ 〈w,
Y

|Y | 〉〈∇̄π∗vγY,
Y

|Y | 〉

= γ〈v, Y 〉〈∇̄Y γY, π∗w〉+ γ〈w, Y 〉〈∇̄π∗vγY, Y 〉

= γ2〈v, Y 〉〈∇̄Y Y, w〉+ γ〈w, Y 〉〈∇̄π∗vγY, Y 〉

= γ2〈v, Y 〉〈∇̄Y Y, w〉+ γ〈w, Y 〉(π∗v[γ]〈Y, Y 〉+ γ〈∇̄π∗vY, Y 〉)

= γ2〈v, Y 〉〈∇̄Y Y, w〉+ γ〈w, Y 〉(π∗v[γ]〈Y, Y 〉 − γ〈∇̄Y Y, π∗v〉)

= γ2〈v, Y 〉〈∇̄Y Y, w〉 − γ2〈w, Y 〉〈∇̄Y Y, v〉+ γ〈w, Y 〉v[γ]〈Y, Y 〉

= γ2〈v, Y 〉〈∇̄Y Y, w〉 − γ2〈w, Y 〉〈∇̄Y Y, v〉+ 〈w, Y 〉v[γ].

Então,

trg∇̄2s =
n

∑

i=1

〈ei, Y 〉ei[γ] = 〈Y T , ∇̄γ〉 = −〈Y,N〉〈N, ∇̄γ〉

=
1

W
〈∇γ,

∇u

W
〉

= 2
γ

W
〈γ∇̄Y Y,

∇u

W
〉

Além disso
n

∑

i=1

〈ei, ∇̄d〉2 = |∇̄d|2 − 〈∇̄d,N〉2 = 1− 〈∇d,
∇u

W
〉2.

Segue de (2.19) que

trg∇̄2φ = −2d
r20
trg∇̄2d− 2

r20
(1− 〈∇̄d,N〉2) + Ctrg∇̄2s

Portanto,

trg∇̄2φ = −2d
r20

(

kg +
|∇u|2
W 2

κd

)

− 2

r20

(

1− 〈∇d,
∇u

W 2
〉2
)

+ C
1

W
〈∇γ,

∇u

W
〉
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Tomando o traço em (2.18), obtemos

∆η = g′′(φ)(|∇̄φ|2 − 〈∇̄φ,N〉2) + g′(φ)trg∇̄2φ+ nHg′(φ)〈∇̄φ,N〉.

Substituindo as expressões acima deduz-se que

∆η = g′′(φ)

(

4d2

r40

(

1− 〈∇d,
∇u

W
〉2
)

+ C2γ
|∇u|2
W 2

− C
γ

W

4d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉
)

+g′(φ)

(

− 2d

r20

(

kg +
|∇u|2
W 2

κd

)

− 2

r20

(

1− 〈∇d,
∇u

W 2
〉2
)

+C
1

W
〈∇γ,

∇u

W
〉+ nH

(2d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉+ C

γ

W

)

)

.

Por fim, escolhemos

g(t) = eKt − 1.

Observação 2.2 As funções g e φ são definidas apropriadamente da mesma forma que

em [10].

A partir da desigualdade

∆η ≤ −η(|A|2 + Ric(N,N) + 〈n∇H,
∇u

W
〉).

denotando-se

C̃ = ||A|2 + Ric(N,N) + 〈n∇H,
∇u

W
〉|

temos

0 ≥ ∆η − C̃η

= eKφK2

(

4d2

r40

(

1− 〈∇d,
∇u

W
〉2
)

+ C2γ
|∇u|2
W 2

− C
γ

W

4d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉
)

+eKφK

(

− 2d

r20

(

kg +
|∇u|2
W 2

κd

)

− 2

r20

(

1− 〈∇d,
∇u

W 2
〉2
)

+C
1

W
〈∇γ,

∇u

W
〉+ nH

(2d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉+ C

γ

W

)

)

− C̃eKφ + C̃

e então

0 ≥ ∆η − C̃η

≥ eKφK2

(

4d2

r40

(

1− 〈∇d,
∇u

W
〉2
)

+ C2γ
|∇u|2
W 2

− C
γ

W

4d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉
)

+eKφK

(

− 2d

r20

(

kg +
|∇u|2
W 2

κd

)

− 2

r20

(

1− 〈∇d,
∇u

W 2
〉2
)

+C
1

W
〈∇γ,

∇u

W
〉+ nH

(2d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉+ C

γ

W

)

)

− C̃eKφ
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Agora, note que

4d2

r40

(

1− 〈∇d,
∇u

W
〉2
)

+ C2γ
|∇u|2
W 2

− C
γ

W

4d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉

≥ C2γ
|∇u|2
W 2

− 4d

r20
Cγ
|∇u|
W 2

≥ C2γ
|∇u|2
W 2

− 4

r0
Cγ
|∇u|
W 2

Denotando α = γ/2 seque que caso

|∇u| >
4
r0
+

√

16
r2
0

+ C2γ

C
, (2.20)

então

C2γ
|∇u|2
W 2

− 4

r0
Cγ
|∇u|
W 2

> αC2.

Além disso, temos

2d

r20

(

kg +
|∇u|2
W 2

κd

)

+
2

r20

(

1− 〈∇d,
∇u

W 2
〉2
)

−C 1

W
〈∇γ,

∇u

W
〉 − nH

(2d

r20
〈∇d,

∇u

W
〉+ C

γ

W

)

≤ 2d

r20
Hd +

2

r20
− 2d

r20
nH〈∇d,

∇u

W
〉

−2C γ

W
〈γ∇̄Y Y,

∇u

W
〉 − nHC

γ

W
,

onde Hd é a curvatura média do cilindro de Killing sobre a esfera geodésica centrada em

x0 com raio d.

Além disso,
2d

r20
nH〈∇d,

∇u

W
〉 ≥ −2d

r20
n|H| ≥ −n2d

r20
h0

e

−2C γ

W
〈γ∇̄Y Y,

∇u

W
〉 − nHC

γ

W
≤ C

(

2|γ∇̄Y Y |+ n|H|
) γ

W
≤ C

(

2|γ∇̄Y Y |+ nh0

)

.

onde h0 = supBr0
(x0)|H|. Resulta que

0 ≥ ∆η − C̃η ≥ eKφK2αC2 − eKφK
(2d

r20
Hd +

2

r20
+
2d

r20
nh0 + C

(

2|γ∇̄Y Y |+ nh0

)

)

−C̃eKφ

No entanto, isso implica que

0 ≥ αC2K2 −
(2d

r20
Hd +

2

r20
+
2d

r20
nh0 + C

(

2|γ∇̄Y Y |+ nh0

)

)

K − C̃
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Observe que

|γ∇̄Y Y | = κ̄,

onde κ̄ é a curvatura das linhas de fluxo. Portanto obtém-se

0 ≥ K2αC2 −K
( 2

r20
dHd +

2

r20
+

2

r0
nh0 + C(nh0 + 2κ̄0)

)

− C̃

onde κ̄0 = supBr0
(x0)κ̄. Desde que dHd → 1 quando d→ 0 esse termo pode ser estendido

continuamente para uma função limitada no intervalo [0, r0]. Segue-se que existe uma

constante ˜̃C > 0 tal que

0 ≥ αC2K2 − ˜̃CK − C̃.

Isto dá uma contradição se considerarmos K suficientemente grande.

Segue-se a partir desta contradição que

|∇u| ≤
4
r0
+

√

16
r2
0

+ C2γ

C
(2.21)



Caṕıtulo 3

Uma abordagem anaĺıtica

Teorema 3.1 Seja u ∈ C2(Br0(x0)) uma solução negativa da equação da curvatura média

(1.11) onde H : Ω̄ → R é uma função em Cα(Ω̄). Então, existe uma constante D =

D(u(x0), r0, γ,H) tal que |∇u(x0)| ≤ D

Demonstração :

Primeiro observamos que para um sistema de coordenadas x = (x1, . . . , xn) a equação

(1.11) tem a forma

gijui;j −R〈∇γ,∇u〉 = nHW (3.1)

onde

gij = σij − uiuj

W 2
.

e por simplicidade vamos denotar

R =
1

2γW 2
(2γ + |∇u|2)

Como feito no caṕıtulo 2, fixe um ponto x0 ∈ Ω e tome r0 > 0 tal que a bola fechada

Br0(x0) está contida em Ω. Denote por K− o semi-cilindro sólido Φ(R−×Br0(x0)). Defina

a função não-negativa φ : K− → R como no caṕıtulo anterior

φ(y) =

(

1− d2(x)

r20
+ Cu(x)

)+

se y = Φ(s, x) ∈ K−

onde + significa a parte positiva e C = −1/2u(x0) é uma constante positiva, temos

também d(x) = distP (x0, x). No que se segue as funções η e h estão definidas como no

caṕıtulo anterior, e novamente temos

g(t) = eKt − 1

31
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onde K > 0 é uma constante a ser escolhida depois. Então η desaparece ao longo do

cilindro R
− × ∂Br0 e é suave onde é positiva.

Seja y0 ∈ Br0(x0) um ponto interior onde a função h = ηW tem um máximo. Nesse

ponto temos hi = 0, i,e.,

ηiW = −ηWi (3.2)

e a matriz hessiana de h é semidefinida negativa em y0. Tomando o traço do produto com

a matriz definida positiva W−1gij, temos

0 ≥ 1

W
gijhi;j = gijηi;j + 2

gij

W
ηiWj +

gij

W
ηWi;j.

Usando (3.2), obtemos

gijηi;j +
η

W
gij

(

Wi;j − 2
WiWj

W

)

≤ 0. (3.3)

De (1.3), temos

Nk = −uk

W
. (3.4)

Assim,

Wi =
γi
2W

+
uk

W
uk;i =

γi
2W

−Nkuk;i. (3.5)

Na sequência, usamos (3.2), (3.4) e (3.5) várias vezes como referência.

Temos

Wi;j =
γi;j
2W

− γiWj

2W 2
−Nk

;juk;i −Nkuk;ij

=
γi;j
2W

+
σkl

W
ul;juk;i −

w

η2
ηiηj −Nkuk;ij

=
γi;j
2W

+
1

W

(

σkl −NkN l
)

ul;juk;i +
1

W
NkN lul;juk;i −

1

W
WiWj −Nkuk;ij

=
γi;j
2W

+
gkl

W
ul;juk;i +

γiγj
4W 3

− 1

2W 2
(Wiγj +Wjγi)−Nkuk;ij

Assim,

gijWi;j =
1

2W
gijγi;j +

1

W
gijgklul;juk;i +

1

4W 3
gijγiγj +

1

Wη
gijηiγj −Nkgijuk;ij (3.6)

Vamos calcular o último termo de (3.6). Para isso, vamos usar as identidades de Ricci

para a hessiana de u

uk;ij = ui;kj = ∇∂j∇∂kdu(∂i) = ∇∂k∇∂jdu(∂i) +Rl
kjiul = ui;jk +Rl

kjiul.
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Assim,

Nkgijuk;ij = Nkgijui;jk +NkgijRl
kjiul = Nkgijui;jk −

1

W
gijRl

kjiu
kul

= Nk(gijui;j);k −Nkgij;kui;j −
1

W
gijRl

kjiu
kul

Segue-se que

Nkgijuk;ij = Nk(nWH);k +Nk(R〈∇γ,∇u〉);k −Nkgij;kui;j −
1

W
gijRl

kjiu
kul. (3.7)

Vamos calcular os três primeiros termos de (3.7). Para o primeiro termo, temos

(HW );k = W
(

Hk −
Hηk
η

)

. (3.8)

Uma vez que

(2γ + |∇u|2
2γW 2

)

;k
=

γk
W 2

− γ

W 4
(γk + 2ulul;k) =

1

W 2

(

γk +
2γηk
η

)

e

( 1

2γ
〈∇γ,∇u〉

)

;k
=

( γl
2γ

)

;k
+

γl

2γ
ul;k =

1

2γ

[(γlγk
γ
− γk;l

)

WN l + γlul;k

]

,

obtemos, para o segundo termo de (3.7), a seguinte expressão

(R〈∇γ,∇u〉);k = R
[(γlγk

γ
− γk;l

)

WN l + γlul;k

]

+
1

W 2

( γk
2γ

+
ηk
η

)

〈∇γ,∇u〉 (3.9)

Temos

gij;k = −N i
;kN

j −N iN j
;k = −

1

W 2
(ui

;ku
j + uiuj

;k) +
2

W 3
W;ku

iuj

= − 1

W 2
(ui

;ku
j + uiuj

;k) +
1

W 3
(
γk
W
− 2N lul;k)u

iuj

=
1

W
(ui

;k −N iN lul;k)N
j +

1

W
(uj

;k −N jN lul;k)N
i +

γk
W 4

uiuj

=
1

W
(σil −N iN l)ul;kN

j +
1

W
(σjl −N jN l)ul;kN

i +
γk
W 4

uiuj

=
1

W
gilul;kN

j +
1

W
gjlul;kN

i +
1

W 2
γkN

iN j,

donde resulta que o terceiro termo de (3.7) é dado por

Nkgij;kui;j =
1

W
Nkgilui;jul;kN

j +
1

W
Nkgjlui;jul;kN

i +Nk
1

W 2
γkN

iN jui;j

=
2

W
gil

( γi
2W

−Wi

)( γl
2W

−Wl

)

+
1

W 2
γkN

iNk
( γi
2W

−Wi

)

=
2

W
gij

(ηiW

η
+

γi
2W

)(ηjW

η
+

γj
2W

)

+
1

W 2
γkN

iNk
(ηiW

η
+

γi
2W

)

(3.10)
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Substituindo (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.7), obtemos

Nkgijuk;ij = nWNk
(

Hk −
Hηk
η

)

− 2

W
gij

(ηiW

η
+

γi
2W

)(ηjW

η
+

γj
2W

)

− 1

W 2
γkN

iNk
(ηiW

η
+

γi
2W

) 1

W 2
Nk

( γk
2γ

+
ηk
η

)

〈∇γ,∇u〉

+ R
[( γ

2W
σij +WNkN l

)γkγl
γ
−WNkN lγk;l +

W

η
γlη

l
]

− 1

W
gijRl

kjiu
kul.

Resulta de (3.6) que

gijWi;j −
2

W
gijWiWj =

3

4W 3
gijγiγj +

1

W
gijgklul;juk;i +

3

Wη
gijγiηj +

1

2W
gijγi;j

+
1

W
Rl

kjiu
kul − nNkW

η
(ηHk −Hηk) +

1

W 2
γkN

kN i
(Wηi

η
+

γi
2W

)

− 1

W 2
Nk

( γk
2γ

+
ηk
η

)

〈∇γ,∇u〉 −R
[( γ

2W
σkl +WNkN l

)γkγl
γ
−WNkN lγk;l +

W

η
γlη

l
]

.

Depois de multiplicar ambos os lados por η/W e descartar os termos não-negativos, ob-

temos

η

W

(

gijWi;j −
2

W
gijWiWj

)

≥
[

− nNkHk −
γk

2γW 3
Nk〈∇γ,∇u〉+ 1

2W 2
gijγi;j

−R
(( γ

2W 2
σkl +NkN l

)γkγl
γ
−NkN lγk;l

)

+
1

W 2
gijRl

kjiu
kul

]

η

+
[(

nH +
1

W 2
Nkγk −

1

W 3
〈∇γ,∇u〉

)

N i +
( 3

W 2
gij −Rσij

)

γj

]

ηi.

É fácil verificar que existe uma constante M > 0 dependendo de H, γ e do tensor de Ricci

de P , tal que
1

W 2
ηgij(WWi;j − 2WiWj) ≥ −Mη − Aiηi (3.11)

onde −Ai denota o coeficiente de ηi. Segue-se de (3.3) e (3.11),

gijηi;j −Mη − Aiηi ≤ 0. (3.12)

Por outro lado,

ηi = g′(−r−20 (d2)i + Cui)

e

ηi;j = g′(−r−20 (d2)i;j + Cui;j) + g′′(−r−20 (d2)i + Cui)(−r−20 (d2)j + Cuj)

Por isso

gij(r−20 (d2)i − Cui)(r
−2
0 (d2)j − Cuj)

=
C2γ

W 2
|∇u|2 − 2Cγ

r20W
2
〈∇u,∇d2〉+ 1

r40

(

|∇d2|2 − 1

W 2
〈∇u,∇d2〉2

)

≥ C2γ

W 2

(

|∇u|2 − 2

Cr20
〈∇u,∇d2〉

)
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e

gij(−r−20 (d2)i;j + Cui;j) = −r−20 gij(d2)i;j + C(nHW +R〈∇γ,∇u〉)

onde

gij(d2)i;j = ∆d2 − 1

W 2
〈∇∇u∇d2,∇u〉

Segue de (3.12) que

C2γ

W 2

[

|∇u|2 − 2

Cr20
〈∇u,∇d2〉

]

g′′ +
[ 1

r20W
2
〈∇∇u∇d2,∇u〉 − ∆d2

r20

+C(nHW +R〈∇γ,∇u〉)
]

g′ ≤Mg + Ai(−r−20 (d2)i + Cui)g
′

Desde que

−Ai(d2)i =
(

nH +
1

W 2
Nkγk −

1

W 3
〈∇γ,∇u〉

)

N i(d2)i +
( 3

W 2
gij −Rσij

)

γj(d
2)i

e

Aiui =
(

nHW +
1

W
Nkγk −

1

W 2
〈∇γ,∇u〉

) |∇u|2
W 2

+
3

W
gijγjNi +R〈∇γ,∇u〉

Concluimos que

C2γ

γ + |∇u|2
(

|∇u|2 − 2

Cr20
〈∇u,∇d2〉

)

g′′ + Pg′ −Mg ≤ 0

onde o coeficiente

P =
n

W
CHγ − 1

r20

(

∆d2 − 1

W 2
〈∇∇u∇d2,∇u〉

)

− C
(

WNkγk − 〈∇γ,∇u〉
) |∇u|2

W 4

− 3

W
CgijγjNi −

1

r20W
3

(

nHW 3 +WNkγk − 〈∇γ,∇u〉
)

N i(d2)i

− 1

r20

( 3

W 2
gij −Rσij

)

γi(d
2)j

de g′ é limitado para uma constante C0 = C0(C,H, γ).

Suponha que

|∇u| ≥ 8

Cr0
= −16u(x0)

r0
.

Então, temos

|∇u| ≥ 4|∇d2|
Cr20

e

|∇u|2 − 2

Cr20
〈∇u,∇d2〉 ≥ |∇u|2 − 2

Cr20
|∇u||∇d2|

≥ 1

2
|∇u|2.
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Assim, existe uma constante L = L(u(x0), r0, γ) tal que

C2γ

γ + |∇u|2
(

|∇u|2)− 2

Cr20
〈∇u,∇d2〉

)

≥ C2γ

2(γ + |∇u|2) |∇u|2 ≥ L > 0.

Por exemplo, fixando γ0 = infBr0
(x0)γ podemos tomar L = 32γ0/(r

2γ0+256u
2(x0)). Desde

que g(t) = eKt − 1, obtemos uma contradição tomando K = K(C,H, γ) suficientemente

grande, isto é, de tal modo que

Lg′′(y0) + C0g
′(y0)−Mg(y0) > 0

Assim,

W (y0) ≤ C1 = γ1 −
16u(x0)

r0

onde γ1 = supBr0
(x0)γ. Desde que h(x0) ≤ h(y0), obtemos

η(x0)W (x0) ≤ η(y0)W (y0)

Portanto,

(eK/2 − 1)W (x0) ≤ C1e
K .

Isto dá a estimativa desejada e conclui a prova.

Observação 3.2 A constante D dada pelo Teorema 3.1 também depende da geometria

de P ao longo de Br0(x0) incluindo a curvatura de Ricci.



Referências Bibliográficas
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