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”"Nenhum cientista pensa com féormulas. Antes que o cientista co-
mece a calcular, deve ter em seu cérebro o desenvolvimento de seus
raciocinios. Estes tltimos, na maioria dos casos, podem ser expos-
tos com palavras simples. Os célculos e as férmulas constituem o
passo seguinte.”

(Albert Einstein)



Resumo

O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma generalizacao das métricas quasi-
Einstein generalizadas para campos de vetores suaves quaisquer. Além disso, serao apre-
sentadas algumas formulas integrais para métricas quasi-Einstein gradiente generalizadas

definidas em uma variedade compacta.

Palavras-chaves: Métricas quasi-Einstein generalizadas, curvatura escalar, varieda-

des de Einstein.



Abstract

The main objective of this paper is to present a generalization of generalized quasi-
Einstein metrics to any smooth vector fields. Moreover, we will present some integral

formulae for quasi-Einstein metrics defined in a compact manifold.

Keywords: Generalized quasi-Einstein metrics, scalar curvature, Einstein manifolds.
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Introducao

O conceito de métrica m-quasi-Einstein (dado no capitulo 2) aparece naturalmente

quando se observa o seguinte resultado, encontrado em [4]:

Se (M,g) e (N™, h) sdo variedades Riemannianas, o produto warped (M x N,q), onde

g =g+ e_Q%h, ¢ de Einstein se, e somente se, (N,h) € de Einstein, Ric} = Ag e

Au

= mu—j]VuP + z—g =\, onde Ay e X\ sao as funcoes que tornam N e o produto warped

(M x N,g) variedades de Einstein, respectivamente, Ric} = Ricy + V2if — %df ®df €o

z : o _f .
m-Bakry-Emeri tensor de Ricci, u= e m e V? denota o hessiano.

Barros e Ribeiro Jr., veja [2], generalizaram o m—Bakry—Emeri tensor de Ricci para um

campo de vetores suave X, ao invés do gradiente de uma fungao, isto é,

1

1
Ric% = Ric+ ~Lxg— —X" @ X",
2 m

onde Lxg é a derivada de Lie da métrica ¢ na direcdo do campo X e X’ é a 1-forma

associada a X.

A partir dai define-se que uma variedade é m-quasi-Einstein (generalizada) se
o 1 Loy b
Ricy = Ric+ §£Xg — EX ® X’ = Ag,

vale para algum A € R (A € C*(M)).

Vale ressaltar que quando m = oo e A é constante, temos a equacao que define os solitons
de Ricci. Assim, a métrica m-quasi-Einstein generalizada é uma generalizagao da métrica
dos solitons de Ricci. Quando isso acontece, a primeira coisa a se fazer é saber que resul-
tados continuam validos ou mesmo determinar identidades similares. Um dos primeiros

resultados sera:
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Teorema 0.1. Seja (M", g, X) variedade Riemanniana completa, tal que Ric% = Ag,

com X\ € C®(M) em finito. Entao M™ ¢é variedade de Einstein se:
(1) M € nao-compacta, n\ > R e |X| € L*(M™).

(2) (X’ ® X*) = pg, para alguma funcio suave p € C®(M).

Esse resultado é um dos teoremas de rigidez para tais métricas.
No caso particular em que X = V f é campo gradiente, quando m é finito e inteiro, existe

uma relacao com produto warped. Quando se faz u = e’%, entao estudar
: 2 1
Ric+V f—gdf@)df:)\g

equivale a estudar

Ric — @V2u = Ag.
u

Assim, tendo por definigdo que uma métrica quasi-Einstein é trivial se X = 0 (no caso de
campos gradientes, f ser constante), temos um segundo resultado que é uma generalizacao

de um resultado que ¢ valido para solitons de Ricci gradiente.

Proposicao 0.2. Toda métrica quasi-Finstein gradiente generalizada definida em uma
variedade Riemanniana compacta tal que a funcao n\A — R, possivelmente com zeros, nao

mude de sinal, € trivial.

Também serao demonstrados alguns resultados, validos para métricas m-quasi-Einstein
gradiente generalizadas, encontrados em [3], cujo resultado mais interessante é o Teorema

a seguir:

Teorema 0.3. Uma variedade m-quasi-Finstein gradiente generalizada compacta nao-
trivial (M™, g,V f,\), n > 3, € isomélrica a esfera Fuclidiana S™, desde que alguma das

condicoes ocorra:
(1) Vu é um campo conforme de vetores.

(2) (M™,g) é uma variedade Einstein.

Além disso, qualquer uma das condigoes anteriores indica que f é dada conforme o Exem-

plo 2.5.

Os outros resultados sdo:
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Corolario 0.4. Seja (M", g,V f,\), n > 3, uma variedade m-quasi-Finstein generalizada

compacta nao-trivial, tal que

-1
/Ric(Vu, Vu)dy > n /(Au)zdu,
m n M

onde dp denota o elemento de volume associado a métrica Riemanniana g. Entao M™ é

1sométrica a esfera classica S™. Além disso, o potencial f € dado pelo Exemplo 2.5.

Proposicao 0.5. Quando m # 1, uma métrica m-quasi-Finstein gradiente generalizada

g tem curvatura escalar constante se, e somente se,

Ric(Vf) = — (%(R (= 1D)NVf + m(n— 1)w) |

Teorema 0.6. Seja (M™, g,V f,\), uma variedade m-quasi-Finstein generalizada com-

pacta. Entao M™ € trivial desde que ocorra
(1) [y Ric(Vf,V)dp < 2 [\ [V Afdp—(n—2) [,,(VA Vf)du
(2) M"™ é nao-compacta, A\n > R e |V f| € L'(M).

Apresentaremos algumas féormulas integrais, que sao extensoes dos resultados encon-
trados em [1] para solitons de Ricci gradientes, bem como resultados similares ali também

obtidos.

Teorema 0.7. Seja (M™, g,V f,\) uma variedade m-quasi-Finstein generalizada ori-

entavel e compacta. Entao

(1) [y |V2F = 2Lg[" dp+ B2 [, (Af)?dp = [, (Vf,VR)dp — 2 [, (V f, V) dp
(2) [y Ric(VE,Vdp+ [, (Vf,VRYdp =3 [, (Af)dp+ L2 [ (V [, VA)dp

(3) M"™ € trivial, desde que ocorra a sequinte desigualdade:

[ VN

2 .
(4) [y |V2f = 2Lgl du =12 [\ (Y, VR)dp — 2 [ [V fI* divV fdp.

/ (Vf. VR)dy <
M

Por fim, como aplicacao desse resultado obtemos:

Corolario 0.8. Seja (M", g,V f,\) uma variedade m-quasi-Finstein generalizada com-

pacta e orientdvel com m finito. Entdo temos
(1) Sen >3, [,,(Vf,VR)du = 0 e fM|Vf|2divadu = 0, entao Vf € um campo
conforme de vetores.

(2) Sen=2e [, IV f|? divV fdp = 0, entdo f € constante.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Operadores diferenciais e curvaturas em uma va-
riedade Riemanniana

Em tudo o que segue, (M,g) denotard uma variedade Riemannnina n-dimen-
sional com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel comutativo das fungoes dife-
rencidveis (ou de classe C*) sobre M serd denotado por C*(M). O espago dos campos

diferencidveis sobre M sera denotado por X(M).

Definigao 1.1. A derivada covariante de um (1,r)—tensor S € o (1,7 + 1)—tensor

VS : X(M)* — X(M) dado por
VS(Xa}/iav}/;“) = (VXSXYL,Y;)

= Vx(S(Wi,....Y0)) =Y S(YVi,..., VxY;,.. . Y,).
i=1

Dizemos que um tensor S é paralelo se V.S = 0. Observe que uma métrica Rieman-

niana g ¢ um tensor paralelo, pois
para quaisquer XY}, Y, € X(M).

Definicao 1.2. Seja f: M — R uma funcao diferenciavel. O gradiente de f é o campo
diferencidvel V f, definido sobre M por

9(Vf, X) = Dx [ = df(X),
para todo X € X(M).
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Observacao 1.3. Com esta defini¢ao, ficam vdlidas as sequintes propriedades:
(1) V(f+h)=Vf+ Vh,

(2) V(fh) = hV f+ fVh.

Além disso, relembrando que p € M € ponto critico de f € C°(M) se Vf(p) =0, fica
valida a sequinte propriedade:

Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f: M — R uma fun¢ao diferencidvel. Se

Vf=0em M, entao f é constante em M.

Definicao 1.4. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia de X é

uma funcgao diferencidvel div X : M — R, dada para p € M por
(div X)(p) = tr{v = (V. X)(p)}, (1.1)
onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves.

De maneira similar a definigao anterior, podemos definir a divergéncia de um (1, r)—tensor

S como sendo o (0, 7)—tensor

(div S)(v1,...,v.) = tr{wr (VuS)(vg,...,0,.)}

n

_ Zg((veiS)(vl,..-,Ur)7€i>>

i=1

onde {e;} ¢ uma base ortonormal de 7,M.

Observagao 1.5. Lembre que um referencial ortonormal {Ey, ..., E,} em um aberto
U C M é geodésico em p € U se (Vg E;)(p) = 0 para todo 1 < i,j5 < n. Para a

construc¢ao de um referencial geodésico em uma vizinhanga de p, veja Capitulo 3 de [6].
Definicao 1.6. Seja f : M — R uma funcao diferenciavel.
(1) O Laplaciano de f é a funcao Af : M — R dada por

Af =div (V). (1.2)

(2) O Hessiano de [ é o campo de operadores lineares (V2 f), : T,M — T,M, definido
para v € T,M por

(V2f)p (v) = V,V f.
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Segue da definicao da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao de v a uma
vizinhanga de p € M, entao (V3(f)), (X) = VxVf. Além disso, se f : M — R é uma
fungao diferencidvel e p € M, entao é facil ver que (V2f), : T,M — T,M é um operador

linear auto-adjunto e que Af = tr (V2f).

Teorema 1.7. (Teorema de Hopf) Seja M uma variedade Riemanniana orientdvel com-

pacta e conexa. Seja f uma funcao diferencidvel em M com Af > 0. Entao f é constante.

Defini¢ao 1.8. Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curvatura de Ri-

emann € o (1,3)—tensor Rm : X(M)3> — X(M) dado por
Rm(X,Y)Z = ViyZ-Vi,Z
— VxVyZ - VyViZ — Vi Z,
para todo X,Y, 7 € X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)—tensor,

Rm : X(M)* — C>*(M), definido por
Rm (XY, Z, W) =gRm(X,Y)Z, W).
Proposicao 1.9. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
(1) Rm(X,Y, Z,W)=—-Rm (Y, X, Z,W) =Rm (Y, X, W, Z).
(2) Rm(X,Y,Z,W)=Rm (Z,W, X,Y).
(3) Primeira identidade de Bianchi
Rm (X,Y)Z+Rm (Y, Z)X + Rm(Z, X)Y =0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VZzRm) (X, Y, W) + (VxRm)(Y, Z, W) + (VyRm)(Z, X, W) = 0.
Para uma prova, veja Capitulo 3 de [11].

Definicao 1.10. Seja P C T,M um subespago bi-dimensional do espaco tangente. A

curvatura seccional de P em p € dada por

g(Rm (X, Y)Y, X)
X.Y) =
sec(XY) = XPVP — g%, v )7

onde X,Y € P sao dois vetores linearmente independentes de T,M. Lembre que esta

defini¢ao nao depende da escolha dos vetores (veja Capitulo 4 de [6]).
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Observe que, se {e1,es} é uma base ortonormal de P, entao
sec (e1,e2) = g(Rm (e, ea)eq, €1).

Teorema 1.11. (Lema de Schur) Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa com n >
3. Suponha que M € isotrépica, isto é, para cadap € M, a curvatura seccional sec(X,Y')
no ponto p ndao depende de P C T,(M), onde X, Y e P como na defini¢io acima. Entdio

M tem curvatura seccional constante, isto €, sec(X,Y) também nao depende de p.

Demonstracgao: Defina um tensor R’ de ordem 4 por
R(W,Z, X Y)= (W, X\ZY)—(Z, X)(W,Y).

Entao, da hipdtese sec(X,Y) = const. = K em p, obtemos R = KR'. Portanto, para
todo U € X(M), VyR = (UK)R'. Utilizando a segunda identidade de Bianchi

VRW,Z X, Y, U)+VRW,Z, Y, U X)+VRW,Z U X,Y) =0,
obteremos, para todo X, Y, W, Z, U € X(M),

0 = (UKW, X)ZY) - (2, X)(WY))
HXK) W Y)(2,U) = (Z,Y)(W,U))
+(YE)((W,U)(Z, X) = (Z,U){(W, X).

Fixe p € M. Como n > 3, é possivel, fixado X em p, escolher Y e Z em p tais que
(X, Y)=(Y,2)=(Z,X)=0,(Z,Z) =1. Faga U = Z em p. A relagdo acima fornece,
para todo W,

(XK)Y — (YK)X, W) =0.

Como X e Y sao linearmente independentes de p, concluimos que XK = 0 para todo

X € T,M. Logo, K é constante e também independe da escolha do ponto p € M. O

Definigao 1.12. O tensor curvatura de Ricci, Ric : X(M)? — C>(M), é o (0, 2)—tensor

obtido pelo "traco”do tensor curvatura de Riemann, isto €,
Ric(Y,Z) =tr{X — Rm (X,Y)Z},

onde X,Y € X(M).
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Se {e1,...,e,} é uma base ortonormal de 7,M, entao

Ric(v,w) = Zg (Rm (e;, v)w, e;) Zg (Rm (e;, w)v, €;).
=1

Assim, Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o
(1,1)—tensor simétrico

Ric(v ZRm v, e;)e

Diremos que Ric > k(< k) se todos os autovalores de Ric(v) sao > k(< k). Se (M, g)
satisfaz Ric(v) = kv, ou equivalentemente, Ric(v,v) = kg(v,v), entao (M, g) é dita uma

variedade de Einstein com constante de Einstein k.

Definicao 1.13. A curvatura escalar de uma variedade ¢ a funcao R : M — R dada
por

R = tr Ric.

Se{e1,...,e,} é uma base ortonormal de 7, M, entao é facil ver que R =2 . _sec (e;, €;).

1<j

Proposicao 1.14. (Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes)
dR = 2 div Ric.

Para uma demonstragao, veja [8].

1.2 Derivadas de Lie

Lembre que um campo de vetores X é dito completo se houver um grupo a 1—parametro

de difeomorfismos {p;} gerado por X.

Definigao 1.15. Seja o um tensor e X um campo completo (esta defini¢ao estende-se ao
caso em que X nao € completo e somente define um grupo a 1—parametro de difeomor-

fismos locais), a derivada de Lie de o com respeito a X € dada por

d

1 *
Lxa=lm—(vfa—a) = 2| o,

onde p; € o difeomorfismo induzido pelo py.

Proposicao 1.16. A derivada de Lie com respeito a X € X(M) satisfaz as sequintes

propriedades:
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(1) Se f € C>®(M), entao Lxf = Dxf.
(2) SeY € X(M), entio LxY = [X,Y].
(3) Sejam «v e 8 tensores, entio Lx(a® B) = (Lxa) @+ a® (Lxf).
(4) Se a € um (0,7)—tensor, entao para quaisquer Yy, ...,Y, € X(M)
(Lxa)(Y1,...,Y,) = Dxa(Yy,...,Y,)
= a(Vi, .Y XY Vi, L Y)
(V)M 1)
+§:a(m,...,n_l,vnx,ml,...,m.
i=1

Para uma prova veja Capitulo 13 de [9].

Agora note que da proposi¢ao acima, e do fato que Vg = 0 temos que
(Lxg)(Y.Z) = g(VyX,Z)+g(Y,V2X), (1.3)

para todo X,Y,Z € X(M). Além disso, se X = Vf para alguma funcao f € C>®(M),

teremos
(Lxg)(Y.Z) = 2V*f(Y,Z). (1.4)

Tais férmulas serao utilizadas mais adiante, nos capitulos seguintes. O seguinte lema é

um resultado devido a P. Petersen, encontrado em Didgenes [8].

Lema 1.17. Dados uma Variedade Riemanniana (M™,g) e X € X(M), entdo
div (Lxg)(X) = %A|X|2 — |VX|? + Ric (X, X) + Dxdiv X. (1.5)
Em particular, se X =V f e Z € X(M), entao
div(Lxg)(Z) =2 Ric(Z,X) + 2D zdiv X, (1.6)
ou na notagao de (1,1)-tensor
divV?f = Ric(Vf) + VA (1.7)
Quando X = Vf é um campo gradiente, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.18. Para uma funcao suave f : M — R, onde M ¢é uma variedade Rieman-

niana, valem as sequintes formulas:
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(1) 2(div V2f)(Vf) = AV = [V2f? + Ric (V [,V ) + (V, VA]).
(2) 3AIVfI? = Ric(Vf,Vf) + V[ + (V[ VAS).

Esta ultima equacdo é conhecida como formula de Bochner.

1.3 Campos conformes

Nesta secao, apresentaremos dois resultados para campos de vetores conformes. Antes

de apresentarmos esses resultados, relembramos a seguinte definicao.

Definigao 1.19. Dada uma variedade Riemanniana orientada (M™,g), dizemos que X €
X(M) é campo conforme se

Lxg=2pg

para alguma funcdao suave p definida em M™. A funcao p é o fator de conformidade

de X.
O préximo resultado pode ser encontrado em Barros e Ribeiro Jr, em [3].

Lema 1.20. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana com X € X(M). Entdo as se-

guintes afirmacoes valem:

(1) Se (X’ @ X°) = pg, para alguma funcio suave p : M — R, entio p = | X|* = 0. Em

particular, a unica solu¢ao da equacao df @ df = pg é f constante.

(2) Se M™ é compacta e X € um campo conforme de vetores, entao [, ]X|2 divXdu = 0.
Em particular, se X =V f € um campo conforme de vetores, entio [, |Vf|2 Afdu = 0.

Demonstracao: (1) Paran = 1 nao hé o que fazer. Suponha, entao que n > 2. Tomando

o traco de (X’ ® X°) = pg, obtemos |X|* = pn. Considerando Y € X (M), entio

(X" ® X")(X,Y) = (X, X)(X,Y) = |X]?(X,Y) = pn(X,Y). Por outro lado, (X’ ®

X")(X,Y) = p(X,Y). Das duas tltimas equacoes, obtemos p(n — 1)(X,Y) = 0. A
X2

arbitrariedade de Y nos diz, por fim, que p = =- =0 = | X|.

(2) Se X é um campo conforme, entdo existe uma fun¢ao suave p : M — R tal que
Lxg = 2pg. Entéo temos 2p |X|* = 2p9(X, X) = Lxg(X, X) = 2(Vx X, X) ou p|X|* =
(VxX, X). Agora, tomando o traco de Lxg = 2pg, obtemos divX = pn. Na peniltima
equacio, obtemos |X|*divX = n(VxX,X). Por outro lado, desde que div(|X|* X) =
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| X divX + 2(VxX, X), na pentltima equacio, obtemos div(|X|* X) = otz |X|? divX.

Pelo teorema da divergéncia, segue finalmente que |[ v X ]2 divXdp = 0. O

Agora, como um corolario da Proposi¢ao 1.16, temos o seguinte resultado, que sera

utilizado mais adiante e que pode ser encontrado em [12]:

Proposicao 1.21. Se X € X(M) é um campo conforme, entao LxR = —2(n — 1)Ap —
2pR.

Outro resultado que sera utilizado mais adiante, devido a Yano e Nagano, que pode

ser encontrado em [12], é o seguinte Teorema:

Teorema 1.22. Se uma variedade de Finstein M compacta de dimensao n > 2 admite

uma transformacdao conforme infinitesimal nao-isométrica, entao M € isométrica a esfera

Sr.



Capitulo 2

Métricas m-quasi-Einstein

generalizadas

Aqui, definiremos as métricas quasi-Einstein generalizadas e estabeleceremos algumas
formulas. Nas duas primeiras secoes trabalharemos com um campo de vetores suave
qualquer. Nas sec¢oOes seguintes trabalharemos no caso especifico em que o campo de
vetores serd um campo gradiente de uma fungao suave e provaremos alguns resultados.
Neste capitulo, M denotara uma variedade conexa e completa. No caso em que M for

dita compacta, estaremos supondo que M nao tem bordo.

2.1 Definicoes e equacoes basicas

Definigao 2.1. Sendo (M™,g) uma Variedade Riemanniana, definimos o m-Bakry-

Emery tensor de Ricci por:
m_ pioy L g
Ric} = Ric+ -Lxg— —X" @ X, (2.1)
2 m
onde 0 < m < 0o, X € X(M), X” € a 1-forma associada a X e Lxg é a derivada de Lie
da métrica g na direcao do campo X.

Vale observar-se que, se X = 0, entao o m-Bakry-Emery tensor de Ricci coincide com

o tensor de Ricci.

Definicao 2.2. Uma métrica g em uma variedade M™ associada a um campo X € X(M),

¢ dita ser m-quasi-Einstein generalizada, se a equacgao
1 1
Rick = Ric+ 5Lxg — — XX’ =)\g (2.2)
m

21
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¢ vdlida para alguma fungao suave A € C*°(M).

Em particular, aplicando o campo X na igualdade acima, obtemos

Ric(X,X) + %EXQ(X, X) — %Xb ® X (X, X) = \g(X, X).
Utilizando-se o fato de que
Lxg(X,X)=9(VxX,X)+g(X,VxX)=29(VxX, X),
obtemos
Ric(X,X) + (VxX,X) = %]XV‘ + M X2 (2.3)

Por outro lado, reescrevendo-se tr(L£xg) e tr(X” ® X”) como

tr(Lxg) =Y Lxg(Ei,E) =2 g(VpX, E)=2divX

i=1 =1

tr( X’ @ X’) = be ® X' (E;, E;) = ZQ(X7E1')2 =X,

i=1 i=1

entao, tomando o traco na equagao (2.2), vé-se facilmente que
. 1 2
R+ div X — —|X|* = \n. (2.4)
m

As equagoes (2.3) e (2.4) serdao amplamente utilizadas no decorrer do texto. Por outro
lado, se tivermos A constante, a equagao (2.2) é a que define a métrica m-quasi-Einstein.

Agora, se m = 0o e A é constante, a equagao (2.2) se reduz a
_ 1
Ric + §£Xg = \g,

que ¢é a equagao que define os solitons de Ricci. Assim as métricas quasi-Einstein genera-

lizadas generalizam os solitons de Ricci.

Definicao 2.3. Uma métrica m-quasi-Finstein generalizada g € dita ser expansiva se
A < 0, estaciondria se A =0 e contratil se A > 0. Se X\ nao tem sinal definido, a métrica

serd dita indefinida.

Vale a pena notar que quando X = 0 a equacao (2.2) reduz-se a Ric = \g, que é a

equacao de Einstein. Isso nos motiva a seguinte definicao:
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Definicao 2.4. Uma métrica m-quasi- Finstein generalizada é dita ser trivial se X = 0.

A trivialidade da métrica nos diz que a variedade é de Einstein. A seguir, apresentamos

um exemplo de variedade m-quasi-Einstein compacta, encontrado em [3].

Exemplo 2.5. Seja (S™, go) a esfera canénica, com n > 2. Entao, considerando a fungdo

fz—mln(7—ﬂ>,
n

onde T € um numero real no intervalo (%, o0) e h, € a fungao altura com respeito a algum
vetor unitdrio fitado v € R"1 a variedade (S™, go, V) € uma variedade m-quasi-Einstein

generalizada.

A demonstracao serd feita mais adiante, quando definirmos a estrutura de variedade
m-quasi-Einstein gradiente generalizada. Antes de provarmos o proximo lema, que nos

ajudara a demonstrar resultados posteriores, vale ressaltar a seguinte observacao:

Observagao 2.6. Se {E;}" , € um referencial geodésico em torno de um ponto p € M

qualquer, entao
div(X° @ X°)(B;) = div(X"(E)X)

= X"(E)divX + X (X"(E;))

= X'(E)divX + g(VxX, E) + g(X,VxE;).
Fazendo X = Z?Zl z;jE;, entio VxE; = szzlijjEi = Z?:l 2;V g, Ey; logo

div (X @ X°)(E;) = X°(E)divX + (VxX)(E;).
O que nos dad, finalmente,
div( X’ X") = X'divX + (VxX). (2.5)

Observagao 2.7. Se (M™, g) é uma variedade diferencidvel, {E;}"_, € um referencial em

torno de um pontop € M, ¢; = (E;, E;) e A € C®(M), entdo
div(Ag)(X) = Y e(Dp,(\g))(Ei, X)

i=1
n

= Y elDr(Ag(E:, X)) — Ag(Dg, i, X) — Ag(E;, D, X))

i=1
n

= Z&[(DE,L-)\)Q(EuX) + Ag(Dg, Ei, X) + Ag(Ei, Dg, X)
=1

—Ag(Dg, E;, X) — Ag(E;, Dg, X))

= Z c’fi(DEi)\)g(Ei? X)
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Logo,
div(\g)(X Z&lg (VX E)g(Ei, X) = (VX X). (2.6)

Relembrando que o operador difusao é dado por Ax = A— Dy, entao temos o seguinte

lema, que é uma generalizacao de um resultado encontrado em [2]:

Lema 2.8. Seja (M™, g, X) uma variedade Riemanniana tal que Ric'y = \g, onde \ €
X(M). Entao:

(1) LA|X[? = |[VX]? — Ric(X, X) + 2|X*div X — (n — 2)(VA, X).
(2) 3Ax| X2 = VX2 = A X2+ L|X[2(2div X — | X]?) — (n — 2)(VA, X).
Demonstragao: Para provar (1) observe que por (1.5), temos
%A|X|2 = div (Lxg)(X) + |VX|* = Ric (X, X) — Dxdiv X.
Agora, aplicando o divergente na igualdade (2.2), obtemos
divRic + %div Lxg— %div (X’ @ X°) = div (\g),
isto é,
div Lxg = —2divRic + %dz’v (X* @ X*) + 2div (\g).
Por (2.5) e pelo Corolério 1.18(2), temos
divLxg=—VR+ : X div X + — (VXX) + 2div (Ag).
Assim, aplicando no campo X, por (2.6), obtemos
(divLxg)(X)=—(VR,X) + |X| div X + — <VXX X) +2(V\, X).
Aplicando a derivada covariante em R + div X — £|X|* = An, temos

1
VR +VdivX — —VI|X[|* =nV.
m

Logo,
1
(divLxg)(X) = —(—VI|X|*—VdivX +nVA X)+ |X| div X + — <VXX X)
m
+2(V\, X)
1 2
= ——(V|X|*, X) + (Vdiv X, X) — n({V, X) + E|X\20le
m

2
+ (VX X) +2(VA X).
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Isto é,
. 1 5 : 2 2
(div Lxg)(X) = _EX(|X| )+DXdWX+E|X| de+E(VXX,X)
—(n —2)(VA, X)
2 , 2 2
= ——(VxX,X) + DxdivX + —|X|*div X + —(Vx X, X)
m m m
—(n —2)(VA, X)
2
= DxdivX + —|X|*div X — (n —2)(V\, X).
m
Portanto,

1 2
5A|X|2 = DxdivX + —|X|*div X + |VX|* — Ric(X,X) — Dxdiv X
m
—(n —2)(V\, X)
2
= VX[ = Ric(X,X) + EyXPde — (n —2)(V\, X),

0 que prova o primeiro item.

Para provar o item (2), por (2.3), temos
1
Ric(X,X) = —|X[" + A\ X = (Vx X, X).
m
Assim, substituindo no primeiro item
1 2 2 Ly 2 2 vz
§A]X| = |VX|* - E’X| — AX]"+ (Vx X, X) + E|X| div X — (n—2)(VA, X).
Observando-se que (Vx X, X) = $ Dx|X|?, obtemos
1 s _ 1 s 1 2
SAXIXP = JAIXP - Dx|X
1
= |[VXP = AXP+ —[XP(2div X — | X]*) — (n—2){VA, X),
m
0 que prova o ultimo item. O

Se fizermos X = Vf no lema acima e escrevermos Ay = Ayy, teremos o seguinte

corolario.

Corolario 2.9. Nas mesmas hipoteses do Lema 2.8, se X = V [, entao:
(1) SAIV ] = [V2f|? = Ric(Vf,Vf) + 2|V f*PAf — (n = 2)(VA, V).

(2) 304V I =V = MV + DIVIPRAS = V) — (n = 2)(VA, V).
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2.2 Um teorema de Rigidez para métricas m-quasi-
Einstein generalizadas

Nesta secao apresentaremos um resultado de rigidez para um campo de vetores qual-
quer, em uma variedade nao-compacta. Este resultado é devido a Barros e Ribeiro Jr. em
[2]. Outros resultados de rigidez, para variedades compactas, serdo obtidos mais adiante.
Para isto, precisaremos do seguinte resultado, devido a Camargo et al. [5], que é uma

extensao de um resultado devido a Yau em [13]:

Proposicao 2.10. Sejam M™ wvariedade Riemanniana completa, nao-compacta e ori-
entdvel e X € X(M), tal que div X ndo muda de sinal em M. Se |X| € L'(M), entao
divX =0em M.

Demonstracao: Veja em Didgenes [8]. O
Com o auxilio da proposicao anterior, provaremos parte do seguinte resultado:

Teorema 2.11. Seja (M™, g, X) variedade Riemanniana completa, tal que Ric} = Ag,

com A € C®(M) e m finito. Entao M™ ¢é variedade de FEinstein se:
(1) M é nao-compacta, n\ > R e |X| € L*(M™).
(2) (X’ ® X®) = pg, para alguma fungio suave p € C®(M).
Demonstragao: (1) Como Ric% = g, entdao R+ div X — L|X|*> = An, ou seja,
div X = %\X;MM—R. (2.7)

Por hipétese, nA > R. Entao, da equacao acima, temos que div X > 0 em M. Como

| X| € LY(M), pela Proposi¢ao 2.10, segue que div X = 0 em M. Assim, (2.7) nos diz que
1
—|X]*+An—R=0.
m

Das hipdteses, obtemos que X = 0, donde M™ é variedade de Einstein. Além disto,
obtemos n\ = R.
(2) Para o que falta, de (2.2) e (2.4), temos

1 divX 1 1 R
(—Exg o g) = — <X|’ QX" — —|X|2g) — (Ric — —g) . (2.8)
2 n m n n

Como (X’ ® X”) = pg, o Lema 1.20 nos diz que | X|?> = 0, donde X = 0. Logo, a equacio

acima torna-se Ric = %g, donde M™ é variedade Einstein. O]
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2.3 Meétricas m-quasi-Einstein gradiente generaliza-
das

Nesta secao trabalharemos com campos gradiente e dedicaremos nosso trabalho para

encontrar equacoes bésicas desse tipo de métrica com o campo gradiente.

Definicao 2.12. Uma métrica g € dita ser m-quasi-Einstein gradiente generalizada

se € uma métrica m-quasi-Einstein generalizada e X =V f. Isto €,
1
Ricg; = Ric+ V?f — —df @ df = Ag, (2.9)
m
para alguma fung¢iao A € C*(M).

Quando m = oo e A é constante, temos a equacao do soliton de Ricci gradiente.
Quando m é inteiro positivo, mostraremos que este corresponde a uma métrica de Einstein
de um produto warped. Quando f é constante, entao a equacao acima se reduz a equacao
de Einstein. A métrica m-quasi-Einstein gradiente generalizada é trivial se f for constante.

Observando-se inicialmente que

w(df @df) = Y _df @ df(E;, Ey)
=1

= Y (VI.E)

i=1

= |V/P,
entao, tomando o trago em (2.9) temos
R+Af—%|Vf|2:/\n. (2.10)
Agora, aplicando a derivada covariante na equagao anterior, deduzimos que
VR+VAf = %V|Vf|2. (2.11)
Por outro lado, observe que
(VIVF?Y) = YV
= 2AVyV/[, V)
= 2VZf(Y,Vf)
= 2VZf(Vf,Y)
= 2(Vy,/VLY),
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isto é,
VIV = 2V V.

Portanto, (2.11) pode ser escrito como
2
VR+VAf=—Vyg;Vf. (2.12)
m

As equagdes (2.10), (2.11) e (2.12) serao muito utilizadas posteriormente. Mais ainda,

aplicando o produto interno na equacao acima com V f, temos
2
(VR V) + (VAL V) = —(Ve; VL. V). (2.13)

Vamos neste momento estabelecer a relacao que existe entre m ser um inteiro positivo

com o produto warped. Para isto relembramos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.13. Sejam (M", gy), (F™, gr) variedades Riemannianas e u uma fungdo

positiva em M, a métrica do produto warped em M x F ¢ definido por

e denotamos por M x, F.

Proposicao 2.14. Em um produto warped B = M X, F' com d = dim F' > 1, sejam X, Y

horizontais e V, W wverticais. Entao
(1) Ric(X,Y) = Ricy (X,Y) — 4Hessu(X,Y).
(2) Ric(X,V)=V3,(X,V)=0.

(8) Ric(V,W) = Ricp (V,W)—(V,W)u, onde

_ Au ul?
uzv—l—(d—l)‘qu' :
(4) Viu(X, X) = V3iu(X,X).
(5) V2u(V,V) = ulVuli,gr(V, V).
Demonstracao: Para demonstragao, veja [10]. O

Lema 2.15. Seja (M", g,V f, \) uma variedade m-quasi-Finstein gradiente generalizada.

Considerando a funcdo auziliar w = e~f/™, entdo valem as sequintes afirmacoes:

(1) Vu=—-2LVf.

u
m
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(2) V2f — %df ®Rdf = —%V%. Em particular, Vu é um campo conforme de vetores se, e

somente se, M™ € uma variedade Einstein. Assim, sobre uma superficie M?, Vu é sempre

um campo conforme de vetores.

(3) Au= “(R — n).

Demonstracao: Seja, inicialmente, eq, s, - - - , €, um referencial ortonormal em p € M.
(1) Utilizando (Vh,v) = dh(v),Yv, entdo, como du = —%e‘f/mdf, temos que, Vo,
(Vu,v) = du(v) = —Le f/mdf(v) = —Le=//m(V f v). Como v é tomado de maneira

arbitraria, segue que Vu = —%e‘f/me =—=VF[.
(2) Por outro lado, temos que
V2u(ei,e;) = (D, (Vu),e;)
= (D(~—Vf).e))
= (D VS ~ i)V e)

— —%(uDein +ei(u)Vf, ej)

_ —%[(uDein, &) + (e:i(w)V . e;)]

_ _%[u@%v foe5) + ei(w)(Vf,e;)]

= V(e ) + (Ve (V)]

= V(e ) + V) (Ve
_ _%[uw fleies) = —(Vf,e)(Vie,)]

= —%[VQf(euej) - %df ® df (e;, )],
donde obtemos a segunda férmula.
Em particular, se Vu é um campo conforme de vetores, entao existe uma funcao suave
p € C°(M) tal que Ly,g = 2pg. Por outro lado, Ly,g = 2V?u. Portanto, se Vu ¢é
um campo conforme de vetores, entdo isto é equivalente a se afirmar que VZu = pg,
ou, tomando o traco da equacao anterior, Au = pn. Sendo assim, podemos escrever
Ric=—V?f + %df Qdf +Ag = Ag + 2V?u = (A + 2p)g, o que significa que M™ é uma

variedade Einstein.
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Quando n = 2, Ey, Ey é um referencial ortonormal em p € M e X, Y € X(M) obtemos

Ric(X,Y) = g(R(Ey, X)Y, Ey) + g(R(Es, X)Y, Es)
= [X[[Y](g(R(Ey, Z2)W, E1) + g(R(Es, Z)W, Ey)),

=0

——
9(R(Ey, Z)W, Ey) = 219(R(Ey, EY) W, Ey)
+209(R(Er, Eo)W, Ey)
= ZQ(wlg(R(E1;E2)E1aE1)

—|—’UJ29(R<E1, EZ)E27 El))
=0

~
= z(wy Rian +waRioo)
= 20w Ri901.
Do mesmo modo, obtemos g(R(Es, Z)W, Ey) = zjwiRis. Logo, podemos escrever
Ric(X,Y) = | X||Y| Rigo1(z1w1 + zows) = | X||Y| Rio1{(Z, W) = | X||Y| Rl?2l<%’ \_;> -
(X,Y) R0 = (X, Y)%. Como X e Y sao arbitrarios, segue que, em uma superficie M?2,
Ric = % g, donde M? é Einstein e dai, Vu é sempre um campo conforme de vetores.

(3) Por (2), podemos reescrever Ric + V2f — %df ® df = \g, em termos de u, como
Ric — 22y = \g. (2.15)
u
Tomando o trago de (2.15), obtemos R — ™ Au = An ou

Au = %(R —n). (2.16)

Por isso podemos usar a equagao (2.15) para estudar (2.9) e vice-versa.
Observando a Proposi¢ao 2.14 com d = m e u = e’ﬁ, para vetores X, Y horizontais,

(2.15) nos diz que
Ricg (X,Y) = Agu(X,Y) = M\g(X,Y), (2.17)

onde g = gy + u’gp é métrica de B. Assim as métricas m-quasi-Einstein generalizadas
definem o Ric do produto warped nos campos de vetores horizontais. Mais ainda, nos diz

que para B ser uma variedade de Einsten, uma das condigoes é que M seja quasi-Einstein.
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Demonstracao do exemplo 2.5. Desde que o tensor de Ricci de (S", g9) é dado por
Ric = (n — 1)go e sabendo-se que V?h, = —h,gy (donde vem que h, é a primeira au-

tofungao do Laplaciano em S", pois é solugao da equagdo Au + nu = 0), obtemos que,

dados X, Y campos de vetores em X(S") quaisquer, u = e =1 — %” e assim, pelo Lema
anterior,
1 m m 1
Vf— —df @ df = ——V?*u=———--V"h,.
m u nT—
Entao, considerando
1
A=(n—-1)—m —
T —_——
n
claramente (S™, go, V f) é uma variedade m-quasi-Einstein generalizada. O]

Agora, uma vez que a fungao auxiliar u > 0, temos imediatamente o seguinte resultado,

que ¢é a generaliza¢do de um resultado encontrado em [8].

Proposicao 2.16. Toda métrica quasi-Finstein gradiente generalizada definida em uma
variedade Riemanniana compacta tal que a funcao nA — R, possivelmente com zeros, nao

mude de sinal, € trivial.

Demonstracao: Se m = oo, entdo (2.9) se reduz a
Ric+ V*f = \g.

Tomando o trago, obtemos

Af=An—R.

Como a funcao n\ — R nao muda de sinal e M é compacta, usando o principio do méaximo
de Hopf, concluimos que f é constante.

Se 0 < m < oo, entdo fazendo u = e~ , por (2.16)

1 _
—Auy = i )\n'
U m

Novamente, como a funcao nA — R nao muda de sinal, entao

1 1
—Au>0 ou —Au<0
u u

como u > 0, entao Au > 0 ou Au < 0. Como M é compacta, pelo principio do maximo

de Hopf, u é constante, isto é, f é constante; o que termina a demonstracao. O
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Observagao 2.17. div (df ® df) = Af.df + (Vy;Vf).

De fato, tomando {E;}!'_, referencial geodésico

div (df ® df)(E;) = div (df(E)Vf)
= df(E)Af + Vf(df(E))
= df(E)AS + (Vi VI, E) + (Vf, Ve )
= df(B)ASf + (VvsVI)(E).

Observacgao 2.18. Aplicando Vf e X em (2.9), temos
1

o(Ric (1), X) + (Ve V1, X) = —|[VfPg(VS, X) = gV, X),
o(Ric (V1) + Vos9f = —[VfPVS,X) = g0V 1, X),
1sto €,
Ric(Vf) + Ve, Vf = %]Vf\QVer)\Vf. (2.18)

No préximo lema utilizaremos a notagao tensorial na igualdade que define a métrica

quasi-Einstein gradiente, isto é,

Ricij + (V2f)z] (df ® df)zy = /\glj

1
m
Mas, Ricij = Rij, <v2f>7,] - vzvjf €

(df @df)i; = (Vf, E){Vf, E;) = VifV;f.
Assim,

1
Rij + ViVif = —Vif Vif = Agij- (2.19)

O préximo Lema nos apresenta trés resultados: o primeiro e o ultimo devido a Barros e
Ribeiro Jr. em [3] e o segundo uma generaliza¢ao de um resultado dos mesmos autores,

encontrado em [2].

Lema 2.19. Seja (M", g,V f) variedade Riemanniana tal que n > 3 e Ricg, = Ag, com

A€ C®(M). Entao as sequintes formulas valem:
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(1) VR = "LRic(Vf)+ L(R— (n— )A)Vf + (n — 1)VA.

(2) ViRij = VR = RyjisV* f + - (RijVif — RaV; ) = 295 Vi f — 9V, f) + (95 Vid —
glkvj)\)

(3) V(R+|VfIP=2(n—1)A) = Z{Vv; VI + (VI = Af)V} +2AV .
Demonstracao: Usando o Corolario 1.18(2) e calculando o divergente de (2.9), con-

cluimos pela Observacao 2.17 que

VR = 2divRic
2 2
= —2divV3f + Afdf + E(vvfw)b +2(V\)

2 2
= —2divVif + —AfVf+ —Vy;Vf+2VA
m m
Por outro lado, pelo Lema 1.17, temos que
2 2
VR = —2Ric(Vf)—2VAf + EAfo + Evvaf +2VA.

Utilizando a derivada covariante do traco da equacao que define as métricas m-quasi-

Einstein generalizadas, isto é, VR + VA f — %V \Vf|2 = nV A, obtemos

2 2
VR = —2Ric(Vf)+2VR -~V IVf]? =20V + SAfVS

2
+—VysVf+2VA

m
Substituindo V|V f|* = 2V¢ #V f na equacao acima e resolvendo para R, obtemos

. 2 2

VR =2Ric(Vf)+ EVWVJC — EAfo + (2n — 2)VA.
Resolvendo (2.18) para Vg,V f, obtemos
1
Ve,Vf= ()\ + - ]Vf|2) Vf— Ric(Vf).

Utilizando a igualdade R + Af — L1 IVf]” = An, obtemos Af = — IVf> — R+ An.

Utilizando as ultimas equacoes, vemos finalmente,

lor - Ric(Vf) + L { (A L IVfIQ) V- RZ'C(Vf)}
2 m m

b (l IVf> - R+)\n) +(n—1)VA
m m
= " TRie(Vf) + (R~ (n— DA)VS + (0~ 1)TA




34

0 que prova a primeira afirmacao.

Para (2), inicialmente temos que

(df @df)ij =VifVf

R =—-V,V,f+ %vifvjf + Agij-
Logo,
ViR~ ViRu = Vi(-ViVif + Vi Vif +gy)
—Vi(=ViVif + %vikaf + Agik)
= —V,ViV,f =ViV,V;f
b (VYY) ~ Vi (Vi Vi)
+(9i5ViA — gik Vi)
Assim, tendo em vista que
ViVf = V;Vif,
ViV;Vif =V;ViVif — R;; Vs f

e Rijk = gim Ry, entao Rijus Ve f = gsm RV f = R, Vs f e assim,

ViRij — ViR = RijisV°f +(9i;ViA — giViA)
+%<Vkvifvjf + VifViV;f
~V,;VifVif = VifV;Vif)
= Rpjis V[ + (95 ViA — g VjA)
AR A NN
= RpisV°f + (9, VA — gixV;A)
b (~RaVsf + Vi ViV + AV, )
+%(Rjika - %ijvikaf — A9 Vif).
Por fim, fazendo cancelamentos e utilizando a simetria dos tensores, obtemos
ViRij — ViR, = RpisV°f+ %(Rz‘jka — RV, f)

A
9iiVif — giVif) + (9;;ViA — giViA),

_E(
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o que conclui a demonstracao do segundo item.

Para a iltima afirmagao, utilizando o que foi provado em (1), obtemos que

V(R4 |Vf> = 2(n—1)))

= VR+VI|Vf]?=2(n—1)VA
- Z{m—_l}RiC(Vf)
m

—l—%(R —(n—1)NVSf
+2(n — 1)VA+2Vg,;Vf
—2(n —1)VA

— 2Ri(VS) - %Ri(;(v f)

+%(R —(n—=1NVSf
2V VS,

Reescrevendo 2Ric(Vf) + 2Vg V[ = 2 IVF?Vf+2\VfeR—In = — V> = A,

entao

V(R+ |V =2(n—1)\

2 VPV f+2\Vf
m
—%RiC(Vf) + %(R —An)Vf
2V

m
%(|Vf|2Vf— Ric(Vf) + AV f
FLVIEVS - AfV)
+2AV £

Por fim, utilizando a equacao (2.18), obtemos

V(R+ |V =2(n—1)\

que conclui a prova do lema.

2 (IVIP VS - Rie(V )
+Ric(Vf)+ Vv Vf—AfVS)
LAV f

2 (VesVI +(VIE - Af)VF)
1AV,
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Observacao 2.20. E importante notar que se m = oo e \ for constante, o terceiro item

do lema acima nos diz que
R+I|VfP=2\f=C (2.20)

onde C' € uma contante. FEsta € a cldssica equacdao de Hamilton para solitons de Ricci

gradiente.
Como consequéncia deste Lema, obtemos o seguinte corolario.

Coroldrio 2.21. Seja (M", g,V f) variedade Riemannina tal que n > 3 e Ricg, = Ag,
com X\ € C®(M). Entdo as sequintes formulas valem:
(1) 3(VR,V[f) = "= Ric(Vf, V) + (R = (n = YN[V [ + (n = 1)(VA, Vf).
(2) SIVR|* = "L Ric(Vf,VR) + L(R— (n — 1)A)(Vf,VR) 4+ (n — 1)(VA, V).
Demonstracao: Seja Z € X(M), entao fazendo o produto interno no item (1) do lema
anterior com Z, teremos

m—1

%<vg,z> — Rz'c(Vf,Z)+%(R—(n—l)A)Wf,Z)-

Assim, para (1) basta fazer Z = Vf e para (2) Z = VR. O

2.4 Alguns resultados para métricas m-quasi-Einstein
gradiente generalizadas

Os resultados desta secao e os do ultimo capitulo sao os principais desta dissertacao.
O primeiro dos resultados dados abaixo é uma generalizacao de um resultado de Case et

al. em [7]. Os outros resultados sao devidos a Barros e Ernani Jr. em [3].

Proposicao 2.22. Quando m # 1, uma métrica m-quasi-Einstein gradiente generalizada

g tem curvatura escalar constante se, e somente se,

Ric(Vf) = — (;(R (= 1)NVf + m(n — 1)w) |

m—1
Demonstragao: Suponha m # 1, entao pelo Lema 2.19(1), temos

m—1

%VR = Ric(Vf) + %(R —(n=DNV[f+(n-1VA
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Assim R é constante se, e somente se

m—1

Ric(Vf) + %(R —(n—=DANVf+(n—-1)VA=0,

ou seja, se, e somente se,

Ric(Vf) = — (;(R (= 1)NVf + m(n— 1)w) |

m—1

O

Teorema 2.23. Uma variedade m-quasi-Einstein gradiente generalizada compacta nao-
trivial (M™, g,V f,\), n > 3, é isomélrica a esfera Fuclidiana S™, desde que alguma das

condigoes ocorra:
. , . . i
(1) Vu é um campo conforme de vetores, onde u é a fun¢do auziliar u = e .

(2) (M"™, g) é uma variedade FEinstein.
Além disso, qualquer uma das condicoes anteriores indica que f € dada conforme o Exem-

plo 2.5.

Demonstracao: Do Lema 2.15(2), M™ é Einstein se, e somente se, Vu é campo conforme
e daf, V?u = pg = %g. Como f é nao-constante, Vu é um campo conforme nao-trivial.
Aplicando o Teorema 1.22, obtemos que M™ é isométrica a esfera Euclidiana S™, que
finaliza os itens (1) e (2) acima.

Para o que falta, devido v = e~ /™, obtemos

Desde que n > 3, o Teorema 1.11 nos diz que R = An + m% é constante. Temos, mais

ainda, que R # 0. Utilizando a Proposigao 1.21, obtemos
nly,R = —2(n — 1)A(Au) — 2R(Au).

Se fosse R = 0, entao AAu = 0, o que nos diz (pelo Teorema 1.7) que u é constante.
Portanto, devemos ter R # 0.
Assumindo agora que M™ é isométrica a esfera Euclidiana S",obtemos que Ric = (n—1)g.
Logo,

nLy,R =nVu(R) =ndR(Vu) =n(VR,Vu) =0

e assim

A(Au) + n(Au) =0,
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o que nos diz que Au é a primeira auto-fungao do Laplaciano de S™. Assim, Au = h,,
onde h, é alguma funcao altura em relacido a um fixado vetor unitario v € R"*!. Por

outro lado, Ah, + nh, = 0; logo,

1 1
Au = h, = —nh, = ——Ah,,
n n
o que nos diz que u 4 hu ¢ constante. Como u é positiva, segue por fim que u = 7 — };L :
ouseja, f = —mlnu = —mln(T — ’;—”) ]

Observacao 2.24. Se T = V?u — Mg, entao tr'l' = Au — 4%n = 0; isto é, T tem trago
nulo. Assim |T|> = |[V2ul* — |8%g|?, ou seja, |Vu — 24g> = |V2ul? — ; de onde
podemos escrever

Au Au)?
|v2u|2 |V2 7g|2_|_( ) ]

Corolario 2.25. Seja (M™, g,V f,\), n > 3, uma variedade m-quasi-FEinstein generali-

zada compacta nao-trivial, tal que

/ Ric(Vu, Vu)dp > n- 1/ (Au)?dp,
m n M

onde dy denota o elemento de volume associado a métrica Riemanniana g. Entao M™ é

1sométrica a esfera cldssica S™. Além disso, o potencial f € dado pelo Exemplo 2.5.

Demonstracao: Integrando a férmula do Corolario 1.18(2), obtemos

1
0= —/ A|Vul? dp = / Rz’c(Vu,Vu)du+/ |V2u‘2du —|—/ (Vu, VAu)dpu.
2 Ju M M M
Por outro lado, devido ,
A Au)?
‘V2u — —ug = }V2u’2 — ﬂ
n n
e
div(AuVu) = (Au)® + (Vu, VAu)
obtemos

e

= [ Vuldn [ @upan
M nJm
1
= / Ric(Vu, Vu)d,u—/ (Vu, VAu>du——/ (Au)*dp
M nJm

= / Ric(Vu, Vu)dp — / (Au)?dp — l/ (Au)?dp
M nJm

—1
= / Ric(Vu, Vu) du+ / (Au)*dp
m n M
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donde obtemos V?u = %g; ou seja, Vu é campo conforme nao-trivial. Pelo Teorema

2.23, M" é isométrica a esfera Euclidiana S™. m

Teorema 2.26. Seja (M™, g,V f,\), uma variedade m-quasi-Finstein generalizada com-

pacta. Entao M™ € trivial desde que ocorra

(1) [y Rie(V .V )du < 2 [o, IV Afdu— (n = 2) [,,(VA, Vf)du

(2) M™ ¢é nao-compacta, \n > R e |V f| € L'(M).

Demonstracao: Integrando a férmula do Corolario 2.9(1) e utilizando o Teorema de

Stokes, obtemos

2 |2 - . _3 9
/M\V [l dp = /MRw(Vf,Vf)du m/M|Vf| Afdu
—|—(n—2)/M<V)\,Vf>d,u.

Se vale (1), entao [, IV2f|*dp < 0, donde V2f = 0. Tomando o traco, Af = 0. Pelo
Teorema de Hopf, f é constante e dai, M" é trivial.

(2) Basta fazer X = V f no Teorema 2.11. [



Capitulo 3

Formulas Integrais e Aplicacoes

Neste capitulo tem-se como objetivo apresentar algumas férmulas integrais para vari-
edades quasi-Einstein gradiente generalizadas compactas. O proximo resultado é devido

a Barros e Ribeiro Jr. em [3].

Lema 3.1. Seja (M™, g,V f,\) uma variedade m-quasi-FEinstein gradiente generalizada.
Entao

Ar = —‘VQf—ﬂg
2 n

e agp - Bwn ey +

nm

+(Vf,VR) + {m2—wf} (V. VAS) + %dw(vvfw)
F(n— 1)AN + AAT.

Demonstracao: Calculando o divergente da férmula do Lema 2.19(3), obtemos

AR = —A|VfP +2(n—1)AX+ 2div(AVf)
P2 V(YR - A7), V) + (95~ APAT)
+%dw(vvfw).

Agora, utilizando o Coroldrio 1.18(2) combinado ao fato de |V2f]* = |V2f — %g|2 +
L(AS)2, que nos dé LA (V> = Ric(V/,Vf) + |V2f — 2g* + L Af)2 + (Vf, VAS),
obtemos

2 AfQ

Af — =L — (V£.VAf) + (n = 1)

1
§AR = —Ric(Vf,Vf)—‘V2 — 9

AV )+ —div(Vey V) + = (Ve VL) + (VI = Af)AS
(V. VAf).
m

40
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Utilizando que R+ Af — L IV f|> = \n para escrever (VAS, Vf) = (V(An + — i
R),Vf), obtemos

2 Af2

1 5
g —T—<V()\”+E|Vf| - R),Vf)

S,
n

%AR = —Ric(Vf,Vf) -

+(n - 1)A>\ + dw(/\Vf) + %dﬂ)(vaVf) + %<vaVf, Vf>
F{(VIP - APAS — (VA VA

Af |2 Af?
—=g

= —Ric(Vf,Vf) = |V*f = =%g| === —n(VA V) +(VR,V])

+(n— DA+ div( AV f) + %div(VVfo)
b (VR - AfAS ~ (VA VAR).

Por outro lado, temos div(AfV f) = (Af)*+(Vf,VAf) e div(AVf) = (VA\, V) +AAf.

Assim, obtemos

Af

2 2

Af
2—_
Vof 9

%AR S A ~ =L (= D)(VA VA + (VR V)

+(n—1)AN+AAf + % [IVFPAf +div(Ve;Vf— AfV)}.

Introduzindo o operador difusao Ay = A — Vy; e utilizando a férmula do Corolario

2.21(1), obtemos

m— 1

%(VR, Vi) = Ric(V f, Vf)+%(R— (n =DV f[*

m

+(n=1)(VA, V),
o que implica

1 1 1
SATR = SAR- (VR V)

Af ol =L~ (n = 1)(VAVS) + %NR, V)

= —Ric(V[. V)~ |V*f = =%

+(n —1DAN+AAS + % {|Vf|2Af+dz'v(vaVf—Afo)}

Af |2 Af?

= —Rico(Vf, V)= |V = —=g| === —(n=1)(VAV/)

+

" L Ric(V V1) + %(R = D) |V 4 (= 1)V V)

H(n— DAXN+AAS + % IVIPASf+ %dw(vww — AfVS).
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Isto é,

2
N /A E PRI

n

A
SAR = —‘VQf—ng

(= DA+ AAS + — |Vf|2 Af + Edw(vww — AfVS)

. ‘V2f— _A—fQ+(n—1)AA+AAf—lR¢c(Vf,Vf)
n n m

+%(R — A+ A |V + %/\ V> + %dz’v(vvaf — AfVf).

Como M é uma variedade quasi-Einstein gradiente generalizada, utilizando a equacao

fundamental

1
aplicando ao par (Vf, Vf), obtemos
, 1
—Rie(V V) + [V + AV = (Vo V1, V).
Tomando o trago obtemos
1
R—X n—+Af=—|Vf].
m

Assim,

2LV = (VIVIEL)
= (Vf,VR)+ (Vf,VAf) —n(Vf V).

Combinando tais equacoes, obtemos finalmente

1 2 Af? 1
AR = —’VZf— 9| ===+ (= DAN+AAf = —Rice(Vf, V)

Af
2 n

1 1 1
+— V' + —A IV + —div(Vy;Vf— AfVf)
m m

2
- ‘VQf—n —%ju(n—l)A)\jLAAf

+% {—Rz’c(Vf, V) + 1 |ny4 + A |ny2} + %dw(vww — AfVY)

Af?

— ’VQf— — =4 (- DAN+AAS

n

+% (Vo VI VE) +div(Ve,V— AFVF)}.
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Tsto &,
%AfR - _VQf_%QQ—Asz—i—( DAN+AAf + = (Vf VR) + <Vf,VAf>
—g<Vf, V) + %dmvww — AfVf)
— _‘VQf—_gz—{mn;n}(Af)Q—g<Vf,V)\)+%<Vf,VR)

* {mQ—T_nQ} (VF,VAF) + %div(vvaf) + (n — 1)AX + AAF.

Utilizando novamente a definicao do operador difusao, temos que

1 B 2, m+n L
FAR = ‘Vf { v }(Af) 5 (VA VA) +(Vf,VE)
m — 2 1
+ {—} (VI VAL) + —=div(Vy V) + (n — 1) AN+ AAS,
2m m
que completa a prova do lema. O

Como consequéncia desse resultado, obtemos as seguintes formulas integrais, encon-

tradas em [3].

Teorema 3.2. Seja (M™, 9,V f,\) uma variedade m-quasi-Einstein generalizada ori-

entavel e compacta. Entao

(1) o |V2F = 22" dp+ 52 [, (Af)2dp = [, (Vf, VR)dp — 2 [, (V [, V\)dps
(2) [ Ric(Vf.Vdp+ [, (Vf,VRYdp =3 [, (Af)*du+ L2 [ (V f, VA)du
(8) M™ é trivial, desde que ocorra a sequinte desigualdade:

n+2

/ (VI,VR)dp < (Vf, VA)dp
M M

2 .
(4) o |V2f = 8ol dp =252 [, (Vf, VR)dp — 322 [, [V f* divV fdp.

Demonstracao: (1) Inicialmente, temos que

div(AV f) = AAf + (Vf, V)

div(AFV) = (Af)? + (VL. VAS).
Aplicando diretamente o teorema da divergéncia, obtemos, para a primeira igualdade,

Sy AAfdp = — [,,(Vf,VA)du, e para a segunda, [, (Af)*du = — [, (Vf, VAf)dpu.
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Agora, como M é compacta, podemos utilizar o teorema de Stokes no Lema 3.1, que nos

2
dn = =8 [ (a2 [ (v vADd

nm S 2m

da
/ ‘V2f — ﬁg
M n

n

-5 [ 01N+ [ ASfdu+ [ (909 R

m-+n m — 2

- @rpa="22 [ appan- [ (9593

nm  Ju

—/M(Vf,V)\>du+/M(Vf,VR)du

2 2
— _n;; /M(Af)2du_”;L /wa’V)\)dMJF/MWf’VRMM’

como queriamos demonstrar.

(2) Integrando a férmula do Corolério 1.18(2) e usando o Teorema da divergéncia, obtemos

/Rz’c(Vf,Vf)dqu/ |V2f{2du+/<Vf,VAf)du:O.
M M M

/M ‘V2f - %g

Desde que ,
1
duz/ |V2f|2du——/ (Af)*dp,
M nJm

entao

2

Ric(NVf,.V)du+ | |V2f — ﬂg
I, ffvr5

dn = = [ VP an= [ (9197w
+/M|V2f|2du—%/M(Af)2du
= — [ (vrvanau— [ @arrd

n—1

= = [ arpd

Substituindo na férmula obtida em (1), obtemos

2 "
dp +

| rietwrvndu+ [ (ViR = [ ‘VQf—Yg

2, A
+/M‘Vf 9

n+ 2

- [ @apra
o [ (A

2

_|_

3

= §/M(Af)2dﬂ+

/M (Vf, V) dp

nte /M (V £, VN dy

que ¢é a segunda afirmacao.

(3) Se ocorre [, (Vf, VR)dp < 22 [, (V f, V\)dp entdo, pela férmula obtida no primeiro
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item, [, |V*f — g} dp+ 252 [ (Af)?dp = 0, o que implica que f ¢ constante, e assim
M™ é trivial.
(4) Inicialmente, sendo R+ Af — L+ IV f|* = An, obtemos
1 1
[ 89N =5 [ (V5 V@R A~ 97
M nJm m
Substituindo na primeira afirmacao deste teorema e utilizando que
0= [ din(VIP V= [ 197 Afdut [ (V5VI94du
M M M
deduzimos
A 2
/ ’V2f _A1,
M n

— [ (V4.9 R~

n+2 9
dp + o /M(Af)d

n+2

/ (VIVR+Af - LV f)du
M m

n—+ 2 n -+ 2

| rvandes 522 [ w9 v

n—2

= /M (Vf,VR)du —

2n
n—2 n—+2 n —{— 2
= [ wr VR "2 [ appan- 552 [ e s
n  Ju 2n  Ju
donde
Af | n—2 n + 2
/ ‘VQf ~ ol an="22 [ (959 Ru- L2 [ vt aan
M n 2n S
como queriamos demonstrar. O

Utilizando a ultima afirmagao do teorema anterior, obtemos o seguinte corolario

Corolario 3.3. Seja (M", g,V f,\) uma variedade m-quasi-FEinstein generalizada com-
pacta e orientdvel com m finito. Entao temos
(1) Sen >3, [,,(Vf,VR)du = 0 e fM]Vf\2divadu = 0, entao Vf € um campo

conforme de vetores.
(2) Sen=2¢e [, IV f|? divV fdp = 0, entio f € constante.

Demonstracao: Se valem as hipoteses do primeiro item, utilizando o ultimo item do
Teorema anterior, entao [, |V2f — %g‘Qdu = 0, donde V2f = 2/g. Logo, f 6 um
campo conforme de vetores. Agora, se n = 2 basta supor fM |Vf|2 divV fdu = 0, para
concluir que Vf é um campo conforme. Logo, reescrevendo a equagao (2.8) para uma

variedade m-quasi-Einstein gradiente generalizada,

v So— L (arear - 21vsta) - (Rie- 1),
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vemos claramente que df ® df = %|Vf|2g. Logo, aplicando o Lema 1.20, para o caso em

que X =V f, vemos que Vf = 0, donde segue o resultado. m
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