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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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”Nenhum cientista pensa com fórmulas. Antes que o cientista co-

mece a calcular, deve ter em seu cérebro o desenvolvimento de seus

racioćınios. Estes últimos, na maioria dos casos, podem ser expos-

tos com palavras simples. Os cálculos e as fórmulas constituem o

passo seguinte.”

(Albert Einstein)



Resumo

O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma generalização das métricas quasi-

Einstein generalizadas para campos de vetores suaves quaisquer. Além disso, serão apre-

sentadas algumas fórmulas integrais para métricas quasi-Einstein gradiente generalizadas

definidas em uma variedade compacta.

Palavras-chaves: Métricas quasi-Einstein generalizadas, curvatura escalar, varieda-

des de Einstein.



Abstract

The main objective of this paper is to present a generalization of generalized quasi-

Einstein metrics to any smooth vector fields. Moreover, we will present some integral

formulae for quasi-Einstein metrics defined in a compact manifold.

Keywords: Generalized quasi-Einstein metrics, scalar curvature, Einstein manifolds.
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Introdução

O conceito de métrica m-quasi-Einstein (dado no caṕıtulo 2) aparece naturalmente

quando se observa o seguinte resultado, encontrado em [4]:

Se (M, g) e (Nm, h) são variedades Riemannianas, o produto warped (M × N, g), onde

g = g + e−2
f

mh, é de Einstein se, e somente se, (N, h) é de Einstein, Ricmf = λg e

∆u
u
− m−1

u2 |∇u|2 + λN

u2 = λ, onde λN e λ são as funções que tornam N e o produto warped

(M ×N, g) variedades de Einstein, respectivamente, Ricmf = RicN +∇2f − 1
m
df ⊗ df é o

m-Bakry-Émeri tensor de Ricci, u = e−
f

m e ∇2 denota o hessiano.

Barros e Ribeiro Jr., veja [2], generalizaram o m-Bakry-Émeri tensor de Ricci para um

campo de vetores suave X, ao invés do gradiente de uma função, isto é,

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X♭ ⊗X♭,

onde LXg é a derivada de Lie da métrica g na direção do campo X e X♭ é a 1-forma

associada a X.

A partir dáı define-se que uma variedade é m-quasi-Einstein (generalizada) se

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X♭ ⊗X♭ = λg,

vale para algum λ ∈ R (λ ∈ C∞(M)).

Vale ressaltar que quando m =∞ e λ é constante, temos a equação que define os solitons

de Ricci. Assim, a métrica m-quasi-Einstein generalizada é uma generalização da métrica

dos solitons de Ricci. Quando isso acontece, a primeira coisa a se fazer é saber que resul-

tados continuam válidos ou mesmo determinar identidades similares. Um dos primeiros

resultados será:

10
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Teorema 0.1. Seja (Mn, g,X) variedade Riemanniana completa, tal que RicmX = λg,

com λ ∈ C∞(M) e m finito. Então Mn é variedade de Einstein se:

(1) M é não-compacta, nλ ≥ R e |X| ∈ L1(Mn).

(2) (X♭ ⊗X♭) = ρg, para alguma função suave ρ ∈ C∞(M).

Esse resultado é um dos teoremas de rigidez para tais métricas.

No caso particular em que X = ∇f é campo gradiente, quando m é finito e inteiro, existe

uma relação com produto warped. Quando se faz u = e−
f

m , então estudar

Ric+∇2f −
1

m
df ⊗ df = λg

equivale a estudar

Ric−
m

u
∇2u = λg.

Assim, tendo por definição que uma métrica quasi-Einstein é trivial se X ≡ 0 (no caso de

campos gradientes, f ser constante), temos um segundo resultado que é uma generalização

de um resultado que é válido para solitons de Ricci gradiente.

Proposição 0.2. Toda métrica quasi-Einstein gradiente generalizada definida em uma

variedade Riemanniana compacta tal que a função nλ−R, possivelmente com zeros, não

mude de sinal, é trivial.

Também serão demonstrados alguns resultados, válidos para métricas m-quasi-Einstein

gradiente generalizadas, encontrados em [3], cujo resultado mais interessante é o Teorema

a seguir:

Teorema 0.3. Uma variedade m-quasi-Einstein gradiente generalizada compacta não-

trivial (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3, é isométrica a esfera Euclidiana S
n, desde que alguma das

condições ocorra:

(1) ∇u é um campo conforme de vetores.

(2) (Mn, g) é uma variedade Einstein.

Além disso, qualquer uma das condições anteriores indica que f é dada conforme o Exem-

plo 2.5.

Os outros resultados são:
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Corolário 0.4. Seja (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3, uma variedade m-quasi-Einstein generalizada

compacta não-trivial, tal que
∫

m

Ric(∇u,∇u)dµ ≥
n− 1

n

∫

M

(∆u)2dµ,

onde dµ denota o elemento de volume associado a métrica Riemanniana g. Então Mn é

isométrica a esfera clássica S
n. Além disso, o potencial f é dado pelo Exemplo 2.5.

Proposição 0.5. Quando m 6= 1, uma métrica m-quasi-Einstein gradiente generalizada

g tem curvatura escalar constante se, e somente se,

Ric (∇f) = −

(
1

m− 1
(R− (n− 1)λ)∇f +m(n− 1)∇λ

)
.

Teorema 0.6. Seja (Mn, g,∇f, λ), uma variedade m-quasi-Einstein generalizada com-

pacta. Então Mn é trivial desde que ocorra

(1)
∫
M
Ric(∇f,∇f)dµ ≤ 2

m

∫
M
|∇f |2 ∆fdµ− (n− 2)

∫
M
〈∇λ,∇f〉dµ

(2) Mn é não-compacta, λn ≥ R e |∇f | ∈ L1(M).

Apresentaremos algumas fórmulas integrais, que são extensões dos resultados encon-

trados em [1] para solitons de Ricci gradientes, bem como resultados similares ali também

obtidos.

Teorema 0.7. Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quasi-Einstein generalizada ori-

entável e compacta. Então

(1)
∫
M

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 dµ+ n+2

2n

∫
M
(∆f)2dµ =

∫
M
〈∇f,∇R〉dµ− n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉dµ.

(2)
∫
M
Ric(∇f,∇f)dµ+

∫
M
〈∇f,∇R〉dµ = 3

2

∫
M
(∆f)2dµ+ n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉dµ.

(3) Mn é trivial, desde que ocorra a seguinte desigualdade:
∫

M

〈∇f,∇R〉dµ ≤
n+ 2

2

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ.

(4)
∫
M

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 dµ = n−2

2n

∫
M
〈∇f,∇R〉dµ− n+2

2nm

∫
M
|∇f |2 div∇fdµ.

Por fim, como aplicação desse resultado obtemos:

Corolário 0.8. Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quasi-Einstein generalizada com-

pacta e orientável com m finito. Então temos

(1) Se n ≥ 3,
∫
M
〈∇f,∇R〉dµ = 0 e

∫
M
|∇f |2 div∇fdµ = 0, então ∇f é um campo

conforme de vetores.

(2) Se n = 2 e
∫
M
|∇f |2 div∇fdµ = 0, então f é constante.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Operadores diferenciais e curvaturas em uma va-

riedade Riemanniana

Em tudo o que segue, (M, g) denotará uma variedade Riemannnina n-dimen-

sional com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. O anel comutativo das funções dife-

renciáveis (ou de classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M). O espaço dos campos

diferenciáveis sobre M será denotado por X(M).

Definição 1.1. A derivada covariante de um (1, r)−tensor S é o (1, r + 1)−tensor

∇S : X(M)r+1 → X(M) dado por

∇S(X, Y1, .., Yr) = (∇XS)(Y1, . . . , Yr)

= ∇X(S(Y1, . . . , Yr))−
r∑

i=1

S(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr).

Dizemos que um tensor S é paralelo se ∇S = 0. Observe que uma métrica Rieman-

niana g é um tensor paralelo, pois

(∇g)(X, Y1, Y2) = ∇X(g(Y1, Y2))− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2) = 0,

para quaisquer X, Y1, Y2 ∈ X(M).

Definição 1.2. Seja f : M → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o campo

diferenciável ∇f , definido sobre M por

g(∇f,X) = DXf = df(X),

para todo X ∈ X(M).

13
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Observação 1.3. Com esta definição, ficam válidas as seguintes propriedades:

(1) ∇(f + h) = ∇f +∇h,

(2) ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Além disso, relembrando que p ∈ M é ponto cŕıtico de f ∈ C∞(M) se ∇f(p) = 0, fica

válida a seguinte propriedade:

Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M → R uma função diferenciável. Se

∇f = 0 em M , então f é constante em M .

Definição 1.4. Seja X um campo vetorial diferenciável em M . A divergência de X é

uma função diferenciável divX : M → R, dada para p ∈M por

(div X)(p) = tr {v 7→ (∇vX)(p)}, (1.1)

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

De maneira similar a definição anterior, podemos definir a divergência de um (1, r)−tensor

S como sendo o (0, r)−tensor

(div S)(v1, . . . , vr) = tr {w 7→ (∇wS)(v1, . . . , vr)}

=
n∑

i=1

g
(
(∇eiS)(v1, . . . , vr), ei

)
,

onde {ei} é uma base ortonormal de TpM .

Observação 1.5. Lembre que um referencial ortonormal {E1, . . . , En} em um aberto

U ⊂ M é geodésico em p ∈ U se (∇Ei
Ej)(p) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Para a

construção de um referencial geodésico em uma vizinhança de p, veja Caṕıtulo 3 de [6].

Definição 1.6. Seja f : M → R uma função diferenciável.

(1) O Laplaciano de f é a função ∆f : M → R dada por

∆f = div (∇f). (1.2)

(2) O Hessiano de f é o campo de operadores lineares (∇2f)p : TpM → TpM , definido

para v ∈ TpM por

(∇2f)p (v) = ∇v∇f.
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Segue da definição da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão de v a uma

vizinhança de p ∈ M , então (∇2(f))p (X) = ∇X∇f . Além disso, se f : M → R é uma

função diferenciável e p ∈ M , então é fácil ver que (∇2f)p : TpM → TpM é um operador

linear auto-adjunto e que ∆f = tr (∇2f).

Teorema 1.7. (Teorema de Hopf) Seja M uma variedade Riemanniana orientável com-

pacta e conexa. Seja f uma função diferenciável em M com ∆f ≥ 0. Então f é constante.

Definição 1.8. Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curvatura de Ri-

emann é o (1, 3)−tensor Rm : X(M)3 → X(M) dado por

Rm(X, Y )Z = ∇2
X,YZ −∇

2
Y,ZZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)−tensor,

Rm : X(M)4 → C∞(M), definido por

Rm (X, Y, Z,W ) = g(Rm (X, Y )Z,W ).

Proposição 1.9. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Rm (X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X, Z,W ) = Rm (Y,X,W,Z).

(2) Rm (X, Y, Z,W ) = Rm (Z,W,X, Y ).

(3) Primeira identidade de Bianchi

Rm(X, Y )Z + Rm(Y, Z)X + Rm(Z,X)Y = 0.

(4) Segunda identidade de Bianchi

(∇ZRm)(X, Y,W ) + (∇XRm)(Y, Z,W ) + (∇YRm)(Z,X,W ) = 0.

Para uma prova, veja Caṕıtulo 3 de [11].

Definição 1.10. Seja P ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente. A

curvatura seccional de P em p é dada por

sec (X, Y ) =
g(Rm (X, Y )Y,X)

|X|2|Y |2 − g(X, Y )2
,

onde X, Y ∈ P são dois vetores linearmente independentes de TpM . Lembre que esta

definição não depende da escolha dos vetores (veja Caṕıtulo 4 de [6]).



16

Observe que, se {e1, e2} é uma base ortonormal de P , então

sec (e1, e2) = g(Rm (e1, e2)e2, e1).

Teorema 1.11. (Lema de Schur) Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa com n ≥

3. Suponha que M é isotrópica, isto é, para cada p ∈M , a curvatura seccional sec(X, Y )

no ponto p não depende de P ⊂ Tp(M), onde X, Y e P como na definição acima. Então

M tem curvatura seccional constante, isto é, sec(X, Y ) também não depende de p.

Demonstração: Defina um tensor R′ de ordem 4 por

R′(W,Z,X, Y ) = 〈W,X〉〈Z, Y 〉 − 〈Z,X〉〈W,Y 〉.

Então, da hipótese sec(X, Y ) = const. = K em p, obtemos R = KR′. Portanto, para

todo U ∈ X(M), ∇UR = (UK)R′. Utilizando a segunda identidade de Bianchi

∇R(W,Z,X, Y, U) +∇R(W,Z, Y, U,X) +∇R(W,Z, U,X, Y ) = 0,

obteremos, para todo X, Y,W,Z, U ∈ X(M),

0 = (UK)(〈W,X〉〈Z, Y 〉 − 〈Z,X〉〈W,Y 〉)

+(XK)(〈W,Y 〉〈Z,U〉 − 〈Z, Y 〉〈W,U〉)

+(Y K)(〈W,U〉〈Z,X〉 − 〈Z,U〉〈W,X〉.

Fixe p ∈ M . Como n ≥ 3, é posśıvel, fixado X em p, escolher Y e Z em p tais que

〈X, Y 〉 = 〈Y, Z〉 = 〈Z,X〉 = 0, 〈Z,Z〉 = 1. Faça U = Z em p. A relação acima fornece,

para todo W ,

〈(XK)Y − (Y K)X,W 〉 = 0.

Como X e Y são linearmente independentes de p, conclúımos que XK = 0 para todo

X ∈ TpM . Logo, K é constante e também independe da escolha do ponto p ∈M .

Definição 1.12. O tensor curvatura de Ricci, Ric : X(M)2 → C∞(M), é o (0, 2)−tensor

obtido pelo ”traço”do tensor curvatura de Riemann, isto é,

Ric(Y, Z) = tr {X 7→ Rm(X, Y )Z},

onde X, Y ∈ X(M).
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Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

Ric(v, w) =
n∑

i=1

g(Rm (ei, v)w, ei) =
n∑

i=1

g(Rm (ei, w)v, ei).

Assim, Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o

(1, 1)−tensor simétrico

Ric(v) =
n∑

i=1

Rm(v, ei)ei.

Diremos que Ric ≥ k(≤ k) se todos os autovalores de Ric(v) são ≥ k (≤ k). Se (M, g)

satisfaz Ric(v) = kv, ou equivalentemente, Ric(v, v) = kg(v, v), então (M, g) é dita uma

variedade de Einstein com constante de Einstein k.

Definição 1.13. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M → R dada

por

R = trRic.

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então é fácil ver queR = 2
∑

i<j sec (ei, ej).

Proposição 1.14. (Segunda Identidade de Bianchi contráıda duas vezes)

dR = 2 div Ric.

Para uma demonstração, veja [8].

1.2 Derivadas de Lie

Lembre que um campo de vetoresX é dito completo se houver um grupo a 1−parâmetro

de difeomorfismos {ϕt} gerado por X.

Definição 1.15. Seja α um tensor e X um campo completo (esta definição estende-se ao

caso em que X não é completo e somente define um grupo a 1−parâmetro de difeomor-

fismos locais), a derivada de Lie de α com respeito a X é dada por

LXα = lim
t→0

1

t
(ϕ∗tα− α) =

d

dt

∣∣∣
t=0

ϕ∗tα,

onde ϕ∗t é o difeomorfismo induzido pelo ϕt.

Proposição 1.16. A derivada de Lie com respeito a X ∈ X(M) satisfaz as seguintes

propriedades:
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(1) Se f ∈ C∞(M), então LXf = DXf .

(2) Se Y ∈ X(M), então LXY = [X, Y ].

(3) Sejam α e β tensores, então LX(α⊗ β) = (LXα)⊗ β + α⊗ (LXβ).

(4) Se α é um (0, r)−tensor, então para quaisquer Y1, . . . , Yr ∈ X(M)

(LXα)(Y1, . . . , Yr) = DXα(Y1, . . . , Yr)

−
r∑

i=1

α(Y1, . . . , Yr−1, [X, Yi], Yi+1, . . . , Yr)

= (∇Xα)(Y1, . . . , Yr)

+
r∑

i=1

α(Y1, . . . , Yi−1,∇Yi
X, Yi+1, . . . , Yr).

Para uma prova veja Caṕıtulo 13 de [9].

Agora note que da proposição acima, e do fato que ∇g = 0 temos que

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX), (1.3)

para todo X, Y, Z ∈ X(M). Além disso, se X = ∇f para alguma função f ∈ C∞(M),

teremos

(LXg)(Y, Z) = 2∇2f(Y, Z). (1.4)

Tais fórmulas serão utilizadas mais adiante, nos caṕıtulos seguintes. O seguinte lema é

um resultado devido a P. Petersen, encontrado em Diógenes [8].

Lema 1.17. Dados uma Variedade Riemanniana (Mn, g) e X ∈ X(M), então

div (LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +Ric (X,X) +DXdiv X. (1.5)

Em particular, se X = ∇f e Z ∈ X(M), então

div (LXg)(Z) = 2Ric (Z,X) + 2DZdiv X, (1.6)

ou na notação de (1, 1)-tensor

div∇2f = Ric (∇f) +∇∆f. (1.7)

Quando X = ∇f é um campo gradiente, temos o seguinte corolário.

Corolário 1.18. Para uma função suave f : M → R, onde M é uma variedade Rieman-

niana, valem as seguintes fórmulas:



19

(1) 2(div∇2f)(∇f) = 1
2
∆|∇f |2 − |∇2f |2 +Ric (∇f,∇f) + 〈∇f,∇∆f〉.

(2) 1
2
∆|∇f |2 = Ric (∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇f,∇∆f〉.

Esta última equação é conhecida como fórmula de Bochner.

1.3 Campos conformes

Nesta seção, apresentaremos dois resultados para campos de vetores conformes. Antes

de apresentarmos esses resultados, relembramos a seguinte definição.

Definição 1.19. Dada uma variedade Riemanniana orientada (Mn, g), dizemos que X ∈

X(M) é campo conforme se

LXg = 2ρg

para alguma função suave ρ definida em Mn. A função ρ é o fator de conformidade

de X.

O próximo resultado pode ser encontrado em Barros e Ribeiro Jr, em [3].

Lema 1.20. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com X ∈ X(M). Então as se-

guintes afirmações valem:

(1) Se (X♭ ⊗X♭) = ρg, para alguma função suave ρ : M −→ R, então ρ = |X|2 = 0. Em

particular, a única solução da equação df ⊗ df = ρg é f constante.

(2) Se Mn é compacta e X é um campo conforme de vetores, então
∫
M
|X|2 divXdµ = 0.

Em particular, se X = ∇f é um campo conforme de vetores, então
∫
M
|∇f |2 ∆fdµ = 0.

Demonstração: (1) Para n = 1 não há o que fazer. Suponha, então que n ≥ 2. Tomando

o traço de (X♭ ⊗ X♭) = ρg, obtemos |X|2 = ρn. Considerando Y ∈ X(M), então

(X♭ ⊗ X♭)(X, Y ) = 〈X,X〉〈X, Y 〉 = |X|2 〈X, Y 〉 = ρn〈X, Y 〉. Por outro lado, (X♭ ⊗

X♭)(X, Y ) = ρ〈X, Y 〉. Das duas últimas equações, obtemos ρ(n − 1)〈X, Y 〉 = 0. A

arbitrariedade de Y nos diz, por fim, que ρ = |X|2

n
= 0 = |X|.

(2) Se X é um campo conforme, então existe uma função suave ρ : M −→ R tal que

LXg = 2ρg. Então temos 2ρ |X|2 = 2ρg(X,X) = LXg(X,X) = 2〈∇XX,X〉 ou ρ |X|2 =

〈∇XX,X〉. Agora, tomando o traço de LXg = 2ρg, obtemos divX = ρn. Na penúltima

equação, obtemos |X|2 divX = n〈∇XX,X〉. Por outro lado, desde que div(|X|2 X) =
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|X|2 divX + 2〈∇XX,X〉, na penúltima equação, obtemos div(|X|2X) = n+2
n
|X|2 divX.

Pelo teorema da divergência, segue finalmente que
∫
M
|X|2 divXdµ = 0.

Agora, como um corolário da Proposição 1.16, temos o seguinte resultado, que será

utilizado mais adiante e que pode ser encontrado em [12]:

Proposição 1.21. Se X ∈ X(M) é um campo conforme, então LXR = −2(n − 1)∆ρ −

2ρR.

Outro resultado que será utilizado mais adiante, devido a Yano e Nagano, que pode

ser encontrado em [12], é o seguinte Teorema:

Teorema 1.22. Se uma variedade de Einstein M compacta de dimensão n > 2 admite

uma transformação conforme infinitesimal não-isométrica, então M é isométrica a esfera

S
n.



Caṕıtulo 2

Métricas m-quasi-Einstein

generalizadas

Aqui, definiremos as métricas quasi-Einstein generalizadas e estabeleceremos algumas

fórmulas. Nas duas primeiras seções trabalharemos com um campo de vetores suave

qualquer. Nas seções seguintes trabalharemos no caso espećıfico em que o campo de

vetores será um campo gradiente de uma função suave e provaremos alguns resultados.

Neste caṕıtulo, M denotará uma variedade conexa e completa. No caso em que M for

dita compacta, estaremos supondo que M não tem bordo.

2.1 Definições e equações básicas

Definição 2.1. Sendo (Mn, g) uma Variedade Riemanniana, definimos o m-Bakry-

Emery tensor de Ricci por:

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X♭ ⊗X♭, (2.1)

onde 0 < m ≤ ∞, X ∈ X(M), X♭ é a 1-forma associada a X e LXg é a derivada de Lie

da métrica g na direção do campo X.

Vale observar-se que, se X = 0, então o m-Bakry-Emery tensor de Ricci coincide com

o tensor de Ricci.

Definição 2.2. Uma métrica g em uma variedade Mn associada a um campo X ∈ X(M),

é dita ser m-quasi-Einstein generalizada, se a equação

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X♭ ⊗X♭ = λg (2.2)

21
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é válida para alguma função suave λ ∈ C∞(M).

Em particular, aplicando o campo X na igualdade acima, obtemos

Ric (X,X) +
1

2
LXg(X,X)−

1

m
X♭ ⊗X♭(X,X) = λg(X,X).

Utilizando-se o fato de que

LXg(X,X) = g(∇XX,X) + g(X,∇XX) = 2g(∇XX,X),

obtemos

Ric (X,X) + 〈∇XX,X〉 =
1

m
|X|4 + λ|X|2. (2.3)

Por outro lado, reescrevendo-se tr(LXg) e tr(X♭ ⊗X♭) como

tr(LXg) =
n∑

i=1

LXg(Ei, Ei) = 2
n∑

i=1

g(∇Ei
X,Ei) = 2 div X

e

tr(X♭ ⊗X♭) =
n∑

i=1

X♭ ⊗X♭(Ei, Ei) =
n∑

i=1

g(X,Ei)
2 = |X|2,

então, tomando o traço na equação (2.2), vê-se facilmente que

R + div X −
1

m
|X|2 = λn. (2.4)

As equações (2.3) e (2.4) serão amplamente utilizadas no decorrer do texto. Por outro

lado, se tivermos λ constante, a equação (2.2) é a que define a métrica m-quasi-Einstein.

Agora, se m =∞ e λ é constante, a equação (2.2) se reduz a

Ric+
1

2
LXg = λg,

que é a equação que define os solitons de Ricci. Assim as métricas quasi-Einstein genera-

lizadas generalizam os solitons de Ricci.

Definição 2.3. Uma métrica m-quasi-Einstein generalizada g é dita ser expansiva se

λ < 0, estacionária se λ = 0 e contrátil se λ > 0. Se λ não tem sinal definido, a métrica

será dita indefinida.

Vale a pena notar que quando X ≡ 0 a equação (2.2) reduz-se a Ric = λg, que é a

equação de Einstein. Isso nos motiva a seguinte definição:
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Definição 2.4. Uma métrica m-quasi-Einstein generalizada é dita ser trivial se X ≡ 0.

A trivialidade da métrica nos diz que a variedade é de Einstein. A seguir, apresentamos

um exemplo de variedade m-quasi-Einstein compacta, encontrado em [3].

Exemplo 2.5. Seja (Sn, g0) a esfera canônica, com n ≥ 2. Então, considerando a função

f = −mln

(
τ −

hv

n

)
,

onde τ é um número real no intervalo ( 1
n
,∞) e hv é a função altura com respeito a algum

vetor unitário fixado v ∈ R
n+1, a variedade (Sn, g0,∇f) é uma variedade m-quasi-Einstein

generalizada.

A demonstração será feita mais adiante, quando definirmos a estrutura de variedade

m-quasi-Einstein gradiente generalizada. Antes de provarmos o próximo lema, que nos

ajudará a demonstrar resultados posteriores, vale ressaltar a seguinte observação:

Observação 2.6. Se {Ei}
n
i=1 é um referencial geodésico em torno de um ponto p ∈ M

qualquer, então

div (X♭ ⊗X♭)(Ei) = div (X♭(Ei)X)

= X♭(Ei)div X +X(X♭(Ei))

= X♭(Ei)div X + g(∇XX,Ei) + g(X,∇XEi).

Fazendo X =
∑n

j=1 xjEj, então ∇XEi = ∇∑n
j=1

xjEj
Ei =

∑n
j=1 xj∇Ej

Ei; logo

div (X♭ ⊗X♭)(Ei) = X♭(Ei)div X + (∇XX)♭(Ei).

O que nos dá, finalmente,

div (X♭ ⊗X♭) = X♭div X + (∇XX)♭. (2.5)

Observação 2.7. Se (Mn, g) é uma variedade diferenciável, {Ei}
n
i=1 é um referencial em

torno de um ponto p ∈M , εi = 〈Ei, Ei〉 e λ ∈ C∞(M), então

div(λg)(X) =
n∑

i=1

εi(DEi
(λg))(Ei, X)

=
n∑

i=1

εi[DEi
(λg(Ei, X))− λg(DEi

Ei, X)− λg(Ei, DEi
X)]

=
n∑

i=1

εi[(DEi
λ)g(Ei, X) + λg(DEi

Ei, X) + λg(Ei, DEi
X)

−λg(DEi
Ei, X)− λg(Ei, DEi

X)]

=
n∑

i=1

εi(DEi
λ)g(Ei, X).
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Logo,

div(λg)(X) =
n∑

i=1

εig(∇λ,Ei)g(Ei, X) = 〈∇λ,X〉. (2.6)

Relembrando que o operador difusão é dado por ∆X = ∆−DX , então temos o seguinte

lema, que é uma generalização de um resultado encontrado em [2]:

Lema 2.8. Seja (Mn, g,X) uma variedade Riemanniana tal que Ricm
X = λg, onde λ ∈

X(M). Então:

(1) 1
2
∆|X|2 = |∇X|2 −Ric (X,X) + 2

m
|X|2div X − (n− 2)〈∇λ,X〉.

(2) 1
2
∆X |X|

2 = |∇X|2 − λ|X|2 + 1
m
|X|2(2 div X − |X|2)− (n− 2)〈∇λ,X〉.

Demonstração: Para provar (1) observe que por (1.5), temos

1

2
∆|X|2 = div (LXg)(X) + |∇X|2 −Ric (X,X)−DXdiv X.

Agora, aplicando o divergente na igualdade (2.2), obtemos

divRic+
1

2
divLXg −

1

m
div (X♭ ⊗X♭) = div (λg),

isto é,

divLXg = −2divRic+
2

m
div (X♭ ⊗X♭) + 2div (λg).

Por (2.5) e pelo Corolário 1.18(2), temos

divLXg = −∇R +
2

m
X♭div X +

2

m
(∇XX)♭ + 2div (λg).

Assim, aplicando no campo X, por (2.6), obtemos

(divLXg)(X) = −〈∇R ,X〉+
2

m
|X|2div X +

2

m
〈∇XX,X〉+ 2〈∇λ,X〉.

Aplicando a derivada covariante em R + div X − 1
m
|X|2 = λn, temos

∇R +∇div X −
1

m
∇|X|2 = n∇λ.

Logo,

(divLXg)(X) = −〈
1

m
∇|X|2 −∇div X + n∇λ,X〉+

2

m
|X|2div X +

2

m
〈∇XX,X〉

+2〈∇λ,X〉

= −
1

m
〈∇|X|2, X〉+ 〈∇div X,X〉 − n〈∇λ,X〉+

2

m
|X|2div X

+
2

m
〈∇XX,X〉+ 2〈∇λ,X〉.



25

Isto é,

(divLXg)(X) = −
1

m
X(|X|2) +DXdiv X +

2

m
|X|2div X +

2

m
〈∇XX,X〉

−(n− 2)〈∇λ,X〉

= −
2

m
〈∇XX,X〉+DXdiv X +

2

m
|X|2div X +

2

m
〈∇XX,X〉

−(n− 2)〈∇λ,X〉

= DXdiv X +
2

m
|X|2div X − (n− 2)〈∇λ,X〉.

Portanto,

1

2
∆|X|2 = DXdiv X +

2

m
|X|2div X + |∇X|2 −Ric (X,X)−DXdiv X

−(n− 2)〈∇λ,X〉

= |∇X|2 −Ric (X,X) +
2

m
|X|2div X − (n− 2)〈∇λ,X〉,

o que prova o primeiro item.

Para provar o item (2), por (2.3), temos

Ric (X,X) =
1

m
|X|4 + λ|X|2 − 〈∇XX,X〉.

Assim, substituindo no primeiro item

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 −

1

m
|X|4 − λ|X|2 + 〈∇XX,X〉+

2

m
|X|2div X − (n− 2)〈∇λ,X〉.

Observando-se que 〈∇XX,X〉 = 1
2
DX |X|

2, obtemos

1

2
∆X |X|

2 =
1

2
∆|X|2 −

1

2
DX |X|

2

= |∇X|2 − λ|X|2 +
1

m
|X|2(2 div X − |X|2)− (n− 2)〈∇λ,X〉,

o que prova o último ı́tem.

Se fizermos X = ∇f no lema acima e escrevermos ∆f = ∆∇f , teremos o seguinte

corolário.

Corolário 2.9. Nas mesmas hipóteses do Lema 2.8, se X = ∇f , então:

(1) 1
2
∆|∇f |2 = |∇2f |2 −Ric (∇f,∇f) + 2

m
|∇f |2∆f − (n− 2)〈∇λ,∇f〉.

(2) 1
2
∆f |∇f |2 = |∇2f |2 − λ|∇f |2 + 1

m
|∇f |2(2∆f − |∇f |2)− (n− 2)〈∇λ,∇f〉.
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2.2 Um teorema de Rigidez para métricas m-quasi-

Einstein generalizadas

Nesta seção apresentaremos um resultado de rigidez para um campo de vetores qual-

quer, em uma variedade não-compacta. Este resultado é devido à Barros e Ribeiro Jr. em

[2]. Outros resultados de rigidez, para variedades compactas, serão obtidos mais adiante.

Para isto, precisaremos do seguinte resultado, devido a Camargo et al. [5], que é uma

extensão de um resultado devido a Yau em [13]:

Proposição 2.10. Sejam Mn variedade Riemanniana completa, não-compacta e ori-

entável e X ∈ X(M), tal que div X não muda de sinal em M . Se |X| ∈ L1(M), então

divX ≡ 0 em M .

Demonstração: Veja em Diógenes [8].

Com o aux́ılio da proposição anterior, provaremos parte do seguinte resultado:

Teorema 2.11. Seja (Mn, g,X) variedade Riemanniana completa, tal que RicmX = λg,

com λ ∈ C∞(M) e m finito. Então Mn é variedade de Einstein se:

(1) M é não-compacta, nλ ≥ R e |X| ∈ L1(Mn).

(2) (X♭ ⊗X♭) = ρg, para alguma função suave ρ ∈ C∞(M).

Demonstração: (1) Como Ricm
X = λg, então R + div X − 1

m
|X|2 = λn, ou seja,

div X =
1

m
|X|2 + λn−R. (2.7)

Por hipótese, nλ ≥ R. Então, da equação acima, temos que div X ≥ 0 em M . Como

|X| ∈ L1(M), pela Proposição 2.10, segue que div X ≡ 0 em M . Assim, (2.7) nos diz que

1

m
|X|2 + λn−R = 0.

Das hipóteses, obtemos que X ≡ 0, donde Mn é variedade de Einstein. Além disto,

obtemos nλ = R.

(2) Para o que falta, de (2.2) e (2.4), temos
(
1

2
LXg −

divX

n
g

)
=

1

m

(
X♭ ⊗X♭ −

1

n
|X|2g

)
−

(
Ric−

R

n
g

)
. (2.8)

Como (X♭⊗X♭) = ρg, o Lema 1.20 nos diz que |X|2 = 0, donde X ≡ 0. Logo, a equação

acima torna-se Ric = R
n
g, donde Mn é variedade Einstein.
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2.3 Métricas m-quasi-Einstein gradiente generaliza-

das

Nesta seção trabalharemos com campos gradiente e dedicaremos nosso trabalho para

encontrar equações básicas desse tipo de métrica com o campo gradiente.

Definição 2.12. Uma métrica g é dita ser m-quasi-Einstein gradiente generalizada

se é uma métrica m-quasi-Einstein generalizada e X = ∇f . Isto é,

Ricm∇f = Ric+∇2f −
1

m
df ⊗ df = λg, (2.9)

para alguma função λ ∈ C∞(M).

Quando m = ∞ e λ é constante, temos a equação do soliton de Ricci gradiente.

Quandom é inteiro positivo, mostraremos que este corresponde a uma métrica de Einstein

de um produto warped. Quando f é constante, então a equação acima se reduz a equação

de Einstein. A métrica m-quasi-Einstein gradiente generalizada é trivial se f for constante.

Observando-se inicialmente que

tr(df ⊗ df) =
n∑

i=1

df ⊗ df(Ei, Ei)

=
n∑

i=1

〈∇f, Ei〉
2

= |∇f |2,

então, tomando o traço em (2.9) temos

R +∆f −
1

m
|∇f |2 = λn. (2.10)

Agora, aplicando a derivada covariante na equação anterior, deduzimos que

∇R +∇∆f =
1

m
∇|∇f |2. (2.11)

Por outro lado, observe que

〈∇|∇f |2, Y 〉 = Y (|∇f |2)

= 2〈∇Y∇f,∇f〉

= 2∇2f(Y,∇f)

= 2∇2f(∇f, Y )

= 2〈∇∇f∇f, Y 〉,
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isto é,

∇|∇f |2 = 2∇∇f∇f.

Portanto, (2.11) pode ser escrito como

∇R +∇∆f =
2

m
∇∇f∇f. (2.12)

As equações (2.10), (2.11) e (2.12) serão muito utilizadas posteriormente. Mais ainda,

aplicando o produto interno na equação acima com ∇f , temos

〈∇R,∇f〉+ 〈∇∆f,∇f〉 =
2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉. (2.13)

Vamos neste momento estabelecer a relação que existe entre m ser um inteiro positivo

com o produto warped. Para isto relembramos a seguinte definição.

Definição 2.13. Sejam (Mn, gM), (Fm, gF ) variedades Riemannianas e u uma função

positiva em M , a métrica do produto warped em M × F é definido por

g = gM + u2gF (2.14)

e denotamos por M ×u F .

Proposição 2.14. Em um produto warped B = M×uF com d = dimF > 1, sejam X, Y

horizontais e V, W verticais. Então

(1) Ric (X, Y ) = RicM (X, Y )− d
u
Hessu(X, Y ).

(2) Ric (X, V ) = ∇2
M(X, V ) = 0.

(3) Ric (V,W ) = RicF (V,W )− 〈V,W 〉ũ, onde

ũ =
∆u

u
+ (d− 1)

|∇u|2

u2
.

(4) ∇2u(X,X) = ∇2
Mu(X,X).

(5) ∇2u(V, V ) = u|∇u|2MgF (V, V ).

Demonstração: Para demonstração, veja [10].

Lema 2.15. Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quasi-Einstein gradiente generalizada.

Considerando a função auxiliar u = e−f/m, então valem as seguintes afirmações:

(1) ∇u = − u
m
∇f.
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(2) ∇2f − 1
m
df ⊗ df = −m

u
∇2u. Em particular, ∇u é um campo conforme de vetores se, e

somente se, Mn é uma variedade Einstein. Assim, sobre uma superf́ıcie M2, ∇u é sempre

um campo conforme de vetores.

(3) ∆u = u
m
(R− λn).

Demonstração: Seja, inicialmente, e1, e2, · · · , en um referencial ortonormal em p ∈M .

(1) Utilizando 〈∇h, v〉 = dh(v), ∀v, então, como du = − 1
m
e−f/mdf , temos que, ∀v,

〈∇u, v〉 = du(v) = − 1
m
e−f/mdf(v) = − 1

m
e−f/m〈∇f, v〉. Como v é tomado de maneira

arbitrária, segue que ∇u = − 1
m
e−f/m∇f = − u

m
∇f.

(2) Por outro lado, temos que

∇2u(ei, ej) = 〈Dei(∇u), ej〉

= 〈Dei(−
u

m
∇f), ej〉

= 〈−
1

m
uDei∇f −

1

m
ei(u)∇f, ej〉

= −
1

m
〈uDei∇f + ei(u)∇f, ej〉

= −
1

m
[〈uDei∇f, ej〉+ 〈ei(u)∇f, ej〉]

= −
1

m
[u〈Dei∇f, ej〉+ ei(u)〈∇f, ej〉]

= −
1

m
[u∇2f(ei, ej) + 〈∇u, ei〉〈∇f, ej〉]

= −
1

m
[u∇2f(ei, ej) + 〈−

u

m
∇f, ei〉〈∇f, ej〉]

= −
1

m
[u∇2f(ei, ej)−

u

m
〈∇f, ei〉〈∇f, ej〉]

= −
u

m
[∇2f(ei, ej)−

1

m
df ⊗ df(ei, ej)],

donde obtemos a segunda fórmula.

Em particular, se ∇u é um campo conforme de vetores, então existe uma função suave

ρ ∈ C∞(M) tal que L∇ug = 2ρg. Por outro lado, L∇ug = 2∇2u. Portanto, se ∇u é

um campo conforme de vetores, então isto é equivalente a se afirmar que ∇2u = ρg,

ou, tomando o traço da equação anterior, ∆u = ρn. Sendo assim, podemos escrever

Ric = −∇2f + 1
m
df ⊗ df + λg = λg + m

u
∇2u = (λ+ m

u
ρ)g, o que significa que Mn é uma

variedade Einstein.
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Quando n = 2, E1, E2 é um referencial ortonormal em p ∈M e X, Y ∈ X(M) obtemos

Ric(X, Y ) = g(R(E1, X)Y,E1) + g(R(E2, X)Y,E2)

= |X| |Y | (g(R(E1, Z)W,E1) + g(R(E2, Z)W,E2)),

onde Z = X
|X|

e W = Y
|Y |

. Por outro lado, escrevendo Z = z1E1+z2E2, W = w1E1+w2E2,

com z21 + z22 = w2
1 + w2

2 = 1, obtemos

g(R(E1, Z)W,E1) = z1g(

=0︷ ︸︸ ︷
R(E1, E1)W,E1)

+z2g(R(E1, E2)W,E1)

= z2(w1g(R(E1, E2)E1, E1)

+w2g(R(E1, E2)E2, E1))

= z2(w1

=0︷ ︸︸ ︷
R1211 +w2R1221)

= z2w2R1221.

Do mesmo modo, obtemos g(R(E2, Z)W,E2) = z1w1R1221. Logo, podemos escrever

Ric(X, Y ) = |X| |Y |R1221(z1w1 + z2w2) = |X| |Y |R1221〈Z,W 〉 = |X| |Y |R1221〈
X
|X|

, Y
|Y |
〉 =

〈X, Y 〉R1221 = 〈X, Y 〉R
2
. Como X e Y são arbitrários, segue que, em uma superf́ıcie M2,

Ric = R
2
g, donde M2 é Einstein e dáı, ∇u é sempre um campo conforme de vetores.

(3) Por (2), podemos reescrever Ric+∇2f − 1
m
df ⊗ df = λg, em termos de u, como

Ric−
m

u
∇2u = λg. (2.15)

Tomando o traço de (2.15), obtemos R− m
u
∆u = λn ou

∆u =
u

m
(R− λn). (2.16)

Por isso podemos usar a equação (2.15) para estudar (2.9) e vice-versa.

Observando a Proposição 2.14 com d = m e u = e−
f

m , para vetores X, Y horizontais,

(2.15) nos diz que

RicB (X, Y ) = λgM(X, Y ) = λg(X, Y ), (2.17)

onde g = gM + u2gF é métrica de B. Assim as métricas m-quasi-Einstein generalizadas

definem o Ric do produto warped nos campos de vetores horizontais. Mais ainda, nos diz

que para B ser uma variedade de Einsten, uma das condições é que M seja quasi-Einstein.
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Demonstração do exemplo 2.5. Desde que o tensor de Ricci de (Sn, g0) é dado por

Ric = (n − 1)g0 e sabendo-se que ∇2hv = −hvg0 (donde vem que hv é a primeira au-

tofunção do Laplaciano em S
n, pois é solução da equação ∆u + nu = 0), obtemos que,

dados X, Y campos de vetores em X(Sn) quaisquer, u = e
−f

m = τ − hv

n
e assim, pelo Lema

anterior,

∇2f −
1

m
df ⊗ df = −

m

u
∇2u =

m

n

1

τ − hv

n

∇2hv.

Então, considerando

λ = (n− 1)−m
1

τ − hv

n

,

claramente (Sn, g0,∇f) é uma variedade m-quasi-Einstein generalizada.

Agora, uma vez que a função auxiliar u > 0, temos imediatamente o seguinte resultado,

que é a generalização de um resultado encontrado em [8].

Proposição 2.16. Toda métrica quasi-Einstein gradiente generalizada definida em uma

variedade Riemanniana compacta tal que a função nλ−R, possivelmente com zeros, não

mude de sinal, é trivial.

Demonstração: Se m =∞, então (2.9) se reduz à

Ric+∇2f = λg.

Tomando o traço, obtemos

∆f = λn−R.

Como a função nλ−R não muda de sinal e M é compacta, usando o prinćıpio do máximo

de Hopf, conclúımos que f é constante.

Se 0 < m <∞, então fazendo u = e−
f

m , por (2.16)

1

u
∆u =

R− λn

m
.

Novamente, como a função nλ−R não muda de sinal, então

1

u
∆u ≥ 0 ou

1

u
∆u ≤ 0

como u > 0, então ∆u ≥ 0 ou ∆u ≤ 0. Como M é compacta, pelo prinćıpio do máximo

de Hopf, u é constante, isto é, f é constante; o que termina a demonstração.
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Observação 2.17. div (df ⊗ df) = ∆f.df + (∇∇f∇f)♭.

De fato, tomando {Ei}
n
i=1 referencial geodésico

div (df ⊗ df)(Ei) = div (df(Ei)∇f)

= df(Ei)∆f +∇f(df(Ei))

= df(Ei)∆f + 〈∇∇f∇f, Ei〉+ 〈∇f,∇∇fEi〉

= df(Ei)∆f + (∇∇f∇f)♭(Ei).

Observação 2.18. Aplicando ∇f e X em (2.9), temos

Ric (∇f,X) +∇2f(∇f,X)−
1

m
df ⊗ df(∇f,X) = λg(∇f,X),

g(Ric (∇f), X) + g(∇∇f∇f,X)−
1

m
|∇f |2g(∇f,X) = g(λ∇f,X),

g(Ric (∇f) +∇∇f∇f −
1

m
|∇f |2∇f,X) = g(λ∇f,X),

isto é,

Ric (∇f) +∇∇f∇f =
1

m
|∇f |2∇f + λ∇f. (2.18)

No próximo lema utilizaremos a notação tensorial na igualdade que define a métrica

quasi-Einstein gradiente, isto é,

Ricij + (∇2f)ij −
1

m
(df ⊗ df)ij = λgij.

Mas, Ricij = Rij, (∇
2f)ij = ∇i∇jf e

(df ⊗ df)ij = 〈∇f, Ei〉〈∇f, Ej〉 = ∇if∇jf.

Assim,

Rij +∇i∇jf −
1

m
∇if∇jf = λgij. (2.19)

O próximo Lema nos apresenta três resultados: o primeiro e o último devido à Barros e

Ribeiro Jr. em [3] e o segundo uma generalização de um resultado dos mesmos autores,

encontrado em [2].

Lema 2.19. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana tal que n ≥ 3 e Ricm∇f = λg, com

λ ∈ C∞(M). Então as seguintes fórmulas valem:
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(1) 1
2
∇R = m−1

m
Ric (∇f) + 1

m
(R− (n− 1)λ)∇f + (n− 1)∇λ.

(2) ∇kRij −∇jRik = Rkjis∇
sf + 1

m
(Rij∇kf −Rik∇jf)−

λ
m
(gij∇kf − gik∇jf)+ (gij∇kλ−

gik∇jλ).

(3) ∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ) = 2
m
{∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f}+ 2λ∇f.

Demonstração: Usando o Corolário 1.18(2) e calculando o divergente de (2.9), con-

clúımos pela Observação 2.17 que

∇R = 2divRic

= −2div∇2f +
2

m
∆fdf +

2

m
(∇∇f∇f)♭ + 2(∇λ)♭

= −2div∇2f +
2

m
∆f∇f +

2

m
∇∇f∇f + 2∇λ.

Por outro lado, pelo Lema 1.17, temos que

∇R = −2Ric(∇f)− 2∇∆f +
2

m
∆f∇f +

2

m
∇∇f∇f + 2∇λ.

Utilizando a derivada covariante do traço da equação que define as métricas m-quasi-

Einstein generalizadas, isto é, ∇R +∇∆f − 1
m
∇|∇f |2 = n∇λ, obtemos

∇R = −2Ric(∇f) + 2∇R−
2

m
∇|∇f |2 − 2n∇λ+

2

m
∆f∇f

+
2

m
∇∇f∇f + 2∇λ.

Substituindo ∇|∇f |2 = 2∇∇f∇f na equação acima e resolvendo para R, obtemos

∇R = 2Ric(∇f) +
2

m
∇∇f∇f −

2

m
∆f∇f + (2n− 2)∇λ.

Resolvendo (2.18) para ∇∇f∇f , obtemos

∇∇f∇f =

(
λ+

1

m
|∇f |2

)
∇f −Ric(∇f).

Utilizando a igualdade R + ∆f − 1
m
|∇f |2 = λn, obtemos ∆f = 1

m
|∇f |2 − R + λn.

Utilizando as últimas equações, vemos finalmente,

1

2
∇R = Ric(∇f) +

1

m

{(
λ+

1

m
|∇f |2

)
∇f −Ric(∇f)

}

−
1

m

(
1

m
|∇f |2 −R + λn

)
+ (n− 1)∇λ

=
m− 1

m
Ric(∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f + (n− 1)∇λ,
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o que prova a primeira afirmação.

Para (2), inicialmente temos que

(df ⊗ df)ij = ∇if∇jf

e

Rij = −∇i∇jf +
1

m
∇if∇jf + λgij.

Logo,

∇kRij −∇jRik = ∇k(−∇i∇jf +
1

m
∇if∇jf + λgij)

−∇j(−∇i∇kf +
1

m
∇if∇kf + λgik)

= −∇k∇i∇jf −∇k∇i∇jf

+
1

m
(∇k(∇if∇jf)−∇j(∇if∇kf))

+(gij∇kλ− gik∇jλ).

Assim, tendo em vista que

∇i∇jf = ∇j∇if,

∇k∇j∇if = ∇j∇k∇if −Rs
kji∇sf

e Rijkl = glmR
m
ijk, então Rijks∇

sf = gsmR
m
ijk∇

sf = Rs
ijk∇sf e assim,

∇kRij −∇jRik = Rkjis∇
sf + (gij∇kλ− gik∇jλ)

+
1

m
(∇k∇if∇jf +∇if∇k∇jf

−∇j∇if∇kf −∇if∇j∇kf)

= Rkjis∇
sf + (gij∇kλ− gik∇jλ)

+
1

m
(∇k∇if∇jf −∇j∇if∇kf)

= Rkjis∇
sf + (gij∇kλ− gik∇jλ)

+
1

m
(−Rki∇jf +

1

m
∇kf∇if∇jf + λgki∇jf)

+
1

m
(Rji∇kf −

1

m
∇jf∇if∇kf − λgji∇kf).

Por fim, fazendo cancelamentos e utilizando a simetria dos tensores, obtemos

∇kRij −∇jRik = Rkjis∇
sf +

1

m
(Rij∇kf −Rik∇jf)

−
λ

m
(gij∇kf − gik∇jf) + (gij∇kλ− gik∇jλ),
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o que conclui a demonstração do segundo ı́tem.

Para a última afirmação, utilizando o que foi provado em (1), obtemos que

∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ) = ∇R +∇|∇f |2 − 2(n− 1)∇λ

= 2

{
m− 1

m

}
Ric(∇f)

+
2

m
(R− (n− 1)λ)∇f

+2(n− 1)∇λ+ 2∇∇f∇f

−2(n− 1)∇λ

= 2Ric(∇f)−
2

m
Ric(∇f)

+
2

m
(R− (n− 1)λ)∇f

+2∇∇f∇f.

Reescrevendo 2Ric(∇f) + 2∇∇f∇f = 2
m
|∇f |2∇f + 2λ∇f e R − λn = 1

m
|∇f |2 − ∆f ,

então

∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ) =
2

m
|∇f |2∇f + 2λ∇f

−
2

m
Ric(∇f) +

2

m
(R− λn)∇f

+
2

m
λ∇f

=
2

m
(|∇f |2∇f −Ric(∇f) + λ∇f

+
1

m
|∇f |2∇f −∆f∇f)

+2λ∇f.

Por fim, utilizando a equação (2.18), obtemos

∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ) =
2

m
(|∇f |2∇f −Ric(∇f)

+Ric(∇f) +∇∇f∇f −∆f∇f)

+2λ∇f

=
2

m

{
∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f

}

+2λ∇f,

que conclui a prova do lema.
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Observação 2.20. É importante notar que se m =∞ e λ for constante, o terceiro item

do lema acima nos diz que

R + |∇f |2 − 2λf = C (2.20)

onde C é uma contante. Esta é a clássica equação de Hamilton para solitons de Ricci

gradiente.

Como consequência deste Lema, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 2.21. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemannina tal que n ≥ 3 e Ricm∇f = λg,

com λ ∈ C∞(M). Então as seguintes fórmulas valem:

(1) 1
2
〈∇R,∇f〉 = m−1

m
Ric (∇f,∇f) + 1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2 + (n− 1)〈∇λ,∇f〉.

(2) 1
2
|∇R|2 = m−1

m
Ric (∇f,∇R) + 1

m
(R− (n− 1)λ)〈∇f,∇R〉+ (n− 1)〈∇λ,∇f〉.

Demonstração: Seja Z ∈ X(M), então fazendo o produto interno no item (1) do lema

anterior com Z, teremos

1

2
〈∇R,Z〉 =

m− 1

m
Ric (∇f, Z) +

1

m
(R− (n− 1)λ)〈∇f, Z〉.

Assim, para (1) basta fazer Z = ∇f e para (2) Z = ∇R.

2.4 Alguns resultados para métricas m-quasi-Einstein

gradiente generalizadas

Os resultados desta seção e os do último caṕıtulo são os principais desta dissertação.

O primeiro dos resultados dados abaixo é uma generalização de um resultado de Case et

al. em [7]. Os outros resultados são devidos a Barros e Ernani Jr. em [3].

Proposição 2.22. Quando m 6= 1, uma métrica m-quasi-Einstein gradiente generalizada

g tem curvatura escalar constante se, e somente se,

Ric (∇f) = −

(
1

m− 1
(R− (n− 1)λ)∇f +m(n− 1)∇λ

)
.

Demonstração: Suponha m 6= 1, então pelo Lema 2.19(1), temos

1

2
∇R =

m− 1

m
Ric (∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f + (n− 1)∇λ.
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Assim R é constante se, e somente se

m− 1

m
Ric (∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f + (n− 1)∇λ = 0,

ou seja, se, e somente se,

Ric (∇f) = −

(
1

m− 1
(R− (n− 1)λ)∇f +m(n− 1)∇λ

)
.

Teorema 2.23. Uma variedade m-quasi-Einstein gradiente generalizada compacta não-

trivial (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3, é isométrica a esfera Euclidiana S
n, desde que alguma das

condições ocorra:

(1) ∇u é um campo conforme de vetores, onde u é a função auxiliar u = e−
f

m .

(2) (Mn, g) é uma variedade Einstein.

Além disso, qualquer uma das condições anteriores indica que f é dada conforme o Exem-

plo 2.5.

Demonstração: Do Lema 2.15(2), Mn é Einstein se, e somente se, ∇u é campo conforme

e dáı, ∇2u = ρg = ∆u
n
g. Como f é não-constante, ∇u é um campo conforme não-trivial.

Aplicando o Teorema 1.22, obtemos que Mn é isométrica a esfera Euclidiana S
n, que

finaliza os ı́tens (1) e (2) acima.

Para o que falta, devido u = e−f/m, obtemos

Ric =
m

u
∇2u+ λg =

(
λ+

m

n

∆u

u

)
g.

Desde que n ≥ 3, o Teorema 1.11 nos diz que R = λn +m∆u
u

é constante. Temos, mais

ainda, que R 6= 0. Utilizando a Proposição 1.21, obtemos

nL∇uR = −2(n− 1)∆(∆u)− 2R(∆u).

Se fosse R = 0, então ∆∆u = 0, o que nos diz (pelo Teorema 1.7) que u é constante.

Portanto, devemos ter R 6= 0.

Assumindo agora que Mn é isométrica a esfera Euclidiana S
n,obtemos que Ric = (n−1)g.

Logo,

nL∇uR = n∇u(R) = ndR(∇u) = n〈∇R,∇u〉 = 0

e assim

∆(∆u) + n(∆u) = 0,
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o que nos diz que ∆u é a primeira auto-função do Laplaciano de S
n. Assim, ∆u = hv,

onde hv é alguma função altura em relação a um fixado vetor unitário v ∈ R
n+1. Por

outro lado, ∆hv + nhv = 0; logo,

∆u = hv =
1

n
nhv = −

1

n
∆hv,

o que nos diz que u + hv

n
é constante. Como u é positiva, segue por fim que u = τ − hv

n
,

ou seja, f = −m ln u = −m ln(τ − hv

n
).

Observação 2.24. Se T = ∇2u− ∆u
n
g, então trT = ∆u− ∆u

n
n = 0; isto é, T tem traço

nulo. Assim |T |2 = |∇2u|2 − |∆u
n
g|2, ou seja, |∇2u − ∆u

n
g|2 = |∇2u|2 − (∆u)2

n
; de onde

podemos escrever

|∇2u|2 = |∇2u−
∆u

n
g|2 +

(∆u)2

n
.

Corolário 2.25. Seja (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3, uma variedade m-quasi-Einstein generali-

zada compacta não-trivial, tal que
∫

m

Ric(∇u,∇u)dµ ≥
n− 1

n

∫

M

(∆u)2dµ,

onde dµ denota o elemento de volume associado a métrica Riemanniana g. Então Mn é

isométrica a esfera clássica S
n. Além disso, o potencial f é dado pelo Exemplo 2.5.

Demonstração: Integrando a fórmula do Corolário 1.18(2), obtemos

0 =
1

2

∫

M

∆ |∇u|2 dµ =

∫

M

Ric(∇u,∇u)dµ+

∫

M

∣∣∇2u
∣∣2 dµ+

∫

M

〈∇u,∇∆u〉dµ.

Por outro lado, devido ∣∣∣∣∇
2u−

∆u

n
g

∣∣∣∣
2

=
∣∣∇2u

∣∣2 − (∆u)2

n

e

div(∆u∇u) = (∆u)2 + 〈∇u,∇∆u〉

obtemos
∫

M

∣∣∣∣∇
2u−

∆u

n
g

∣∣∣∣
2

dµ =

∫

M

∣∣∇2u
∣∣2 dµ− 1

n

∫

M

(∆u)2dµ

= −

∫

M

Ric(∇u,∇u)dµ−

∫

M

〈∇u,∇∆u〉dµ−
1

n

∫

M

(∆u)2dµ

= −

∫

M

Ric(∇u,∇u)dµ−

∫

M

(∆u)2dµ−
1

n

∫

M

(∆u)2dµ

= −

∫

m

Ric(∇u,∇u)dµ+
n− 1

n

∫

M

(∆u)2dµ

≤ 0,
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donde obtemos ∇2u = ∆u
n
g; ou seja, ∇u é campo conforme não-trivial. Pelo Teorema

2.23, Mn é isométrica a esfera Euclidiana S
n.

Teorema 2.26. Seja (Mn, g,∇f, λ), uma variedade m-quasi-Einstein generalizada com-

pacta. Então Mn é trivial desde que ocorra

(1)
∫
M
Ric(∇f,∇f)dµ ≤ 2

m

∫
M
|∇f |2 ∆fdµ− (n− 2)

∫
M
〈∇λ,∇f〉dµ

(2) Mn é não-compacta, λn ≥ R e |∇f | ∈ L1(M).

Demonstração: Integrando a fórmula do Corolário 2.9(1) e utilizando o Teorema de

Stokes, obtemos

∫

M

∣∣∇2f
∣∣2 dµ =

∫

M

Ric(∇f,∇f)dµ−
2

m

∫

M

|∇f |2∆fdµ

+(n− 2)

∫

M

〈∇λ,∇f〉dµ.

Se vale (1), então
∫
M
|∇2f |

2
dµ ≤ 0, donde ∇2f = 0. Tomando o traço, ∆f = 0. Pelo

Teorema de Hopf, f é constante e dáı, Mn é trivial.

(2) Basta fazer X = ∇f no Teorema 2.11.



Caṕıtulo 3

Fórmulas Integrais e Aplicações

Neste caṕıtulo tem-se como objetivo apresentar algumas fórmulas integrais para vari-

edades quasi-Einstein gradiente generalizadas compactas. O próximo resultado é devido

a Barros e Ribeiro Jr. em [3].

Lema 3.1. Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quasi-Einstein gradiente generalizada.

Então

1

2
∆R = −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−

{
m+ n

nm

}
(∆f)2 −

n

2
〈∇f,∇λ〉+

+〈∇f,∇R〉+

{
m− 2

2m

}
〈∇f,∇∆f〉+

1

m
div(∇∇f∇f)

+(n− 1)∆λ+ λ∆f.

Demonstração: Calculando o divergente da fórmula do Lema 2.19(3), obtemos

∆R = −∆ |∇f |2 + 2(n− 1)∆λ+ 2div(λ∇f)

+
2

m

{
〈∇(|∇f |2 −∆f),∇f〉+ (|∇f |2 −∆f)∆f

}

+
2

m
div(∇∇f∇f).

Agora, utilizando o Corolário 1.18(2) combinado ao fato de |∇2f |
2
=

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 +

1
n
(∆f)2, que nos dá 1

2
∆ |∇f |2 = Ric(∇f,∇f) +

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 + 1

n
(∆f)2 + 〈∇f,∇∆f〉,

obtemos

1

2
∆R = −Ric(∇f,∇f)−

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
− 〈∇f,∇∆f〉+ (n− 1)∆λ

+div(λ∇f) +
1

m
div(∇∇f∇f) +

2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉+

1

m
(|∇f |2 −∆f)∆f

−
1

m
〈∇f,∇∆f〉.

40
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Utilizando que R +∆f − 1
m
|∇f |2 = λn para escrever 〈∇∆f,∇f〉 = 〈∇(λn + 1

m
|∇f |2 −

R),∇f〉, obtemos

1

2
∆R = −Ric(∇f,∇f)−

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
− 〈∇(λn+

1

m
|∇f |2 −R),∇f〉

+(n− 1)∆λ+ div(λ∇f) +
1

m
div(∇∇f∇f) +

2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉

+
1

m

{
(|∇f |2 −∆f)∆f − 〈∇f,∇∆f〉

}

= −Ric(∇f,∇f)−

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
− n〈∇λ,∇f〉+ 〈∇R,∇f〉

+(n− 1)∆λ+ div(λ∇f) +
1

m
div(∇∇f∇f)

+
1

m

{
(|∇f |2 −∆f)∆f − 〈∇f,∇∆f〉

}
.

Por outro lado, temos div(∆f∇f) = (∆f)2+ 〈∇f,∇∆f〉 e div(λ∇f) = 〈∇λ,∇f〉+λ∆f .

Assim, obtemos

1

2
∆R = −Ric(∇f,∇f)−

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
− (n− 1)〈∇λ,∇f〉+ 〈∇R,∇f〉

+(n− 1)∆λ+ λ∆f +
1

m

{
|∇f |2∆f + div(∇∇f∇f −∆f∇f)

}
.

Introduzindo o operador difusão ∆f = ∆ − ∇∇f e utilizando a fórmula do Corolário

2.21(1), obtemos

1

2
〈∇R,∇f〉 =

m− 1

m
Ric(∇f,∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ) |∇f |2

+(n− 1)〈∇λ,∇f〉,

o que implica

1

2
∆fR =

1

2
∆R−

1

2
〈∇R,∇f〉

= −Ric(∇f,∇f)−

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
− (n− 1)〈∇λ,∇f〉+

1

2
〈∇R,∇f〉

+(n− 1)∆λ+ λ∆f +
1

m

{
|∇f |2∆f + div(∇∇f∇f −∆f∇f)

}

= −Ric(∇f,∇f)−

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
− (n− 1)〈∇λ,∇f〉

+
m− 1

m
Ric(∇f,∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ) |∇f |2 + (n− 1)〈∇λ,∇f〉

+(n− 1)∆λ+ λ∆f +
1

m
|∇f |2∆f +

1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f).
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Isto é,

1

2
∆fR = −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
−

1

m
Ric(∇f,∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ) |∇f |2

+(n− 1)∆λ+ λ∆f +
1

m
|∇f |2∆f +

1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f)

= −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
+ (n− 1)∆λ+ λ∆f −

1

m
Ric(∇f,∇f)

+
1

m
(R− λn+∆f) |∇f |2 +

1

m
λ |∇f |2 +

1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f).

Como M é uma variedade quasi-Einstein gradiente generalizada, utilizando a equação

fundamental

Ric+∇2f −
1

m
df ⊗ df = λg,

aplicando ao par (∇f,∇f), obtemos

−Ric(∇f,∇f) +
1

m
|∇f |4 + λ |∇f |2 = 〈∇∇f∇f,∇f〉.

Tomando o traço obtemos

R− λn+∆f =
1

m
|∇f |2 .

Assim,

2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉 =

1

m
〈∇ |∇f |2 ,∇f〉

= 〈∇f,∇R〉+ 〈∇f,∇∆f〉 − n〈∇f,∇λ〉.

Combinando tais equações, obtemos finalmente

1

2
∆fR = −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
+ (n− 1)∆λ+ λ∆f −

1

m
Ric(∇f,∇f)

+
1

m2
|∇f |4 +

1

m
λ |∇f |2 +

1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f)

= −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
+ (n− 1)∆λ+ λ∆f

+
1

m

{
−Ric(∇f,∇f) +

1

m
|∇f |4 + λ |∇f |2

}
+

1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f)

= −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
+ (n− 1)∆λ+ λ∆f

+
1

m
{〈∇∇f∇f,∇f〉+ div(∇∇f∇f −∆f∇f)} .
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Isto é,

1

2
∆fR = −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−
∆f 2

n
+ (n− 1)∆λ+ λ∆f +

1

2
〈∇f,∇R〉+

1

2
〈∇f,∇∆f〉

−
n

2
〈∇f,∇λ〉+

1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f)

= −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−

{
m+ n

nm

}
(∆f)2 −

n

2
〈∇f,∇λ〉+

1

2
〈∇f,∇R〉

+

{
m− 2

2m

}
〈∇f,∇∆f〉+

1

m
div(∇∇f∇f) + (n− 1)∆λ+ λ∆f.

Utilizando novamente a definição do operador difusão, temos que

1

2
∆R = −

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

−

{
m+ n

nm

}
(∆f)2 −

n

2
〈∇f,∇λ〉+ 〈∇f,∇R〉

+

{
m− 2

2m

}
〈∇f,∇∆f〉+

1

m
div(∇∇f∇f) + (n− 1)∆λ+ λ∆f,

que completa a prova do lema.

Como consequência desse resultado, obtemos as seguintes fórmulas integrais, encon-

tradas em [3].

Teorema 3.2. Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quasi-Einstein generalizada ori-

entável e compacta. Então

(1)
∫
M

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 dµ+ n+2

2n

∫
M
(∆f)2dµ =

∫
M
〈∇f,∇R〉dµ− n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉dµ.

(2)
∫
M
Ric(∇f,∇f)dµ+

∫
M
〈∇f,∇R〉dµ = 3

2

∫
M
(∆f)2dµ+ n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉dµ.

(3) Mn é trivial, desde que ocorra a seguinte desigualdade:

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ ≤
n+ 2

2

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ.

(4)
∫
M

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 dµ = n−2

2n

∫
M
〈∇f,∇R〉dµ− n+2

2nm

∫
M
|∇f |2 div∇fdµ.

Demonstração: (1) Inicialmente, temos que

div(λ∇f) = λ∆f + 〈∇f,∇λ〉

e

div(∆f∇f) = (∆f)2 + 〈∇f,∇∆f〉.

Aplicando diretamente o teorema da divergência, obtemos, para a primeira igualdade,
∫
M
λ∆fdµ = −

∫
M
〈∇f,∇λ〉dµ, e para a segunda,

∫
M
(∆f)2dµ = −

∫
M
〈∇f,∇∆f〉dµ.
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Agora, como M é compacta, podemos utilizar o teorema de Stokes no Lema 3.1, que nos

dá

∫

M

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

dµ = −
m+ n

nm

∫

M

(∆f)2dµ+
m− 2

2m

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dµ

−
n

2

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ+

∫

M

λ∆fdµ+

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ

= −
m+ n

nm

∫

M

(∆f)2dµ−
m− 2

2m

∫

M

(∆f)2dµ−
n

2

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ

−

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ+

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ

= −
n+ 2

2n

∫

M

(∆f)2dµ−
n+ 2

2

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ+

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ,

como queŕıamos demonstrar.

(2) Integrando a fórmula do Corolário 1.18(2) e usando o Teorema da divergência, obtemos

∫

M

Ric(∇f,∇f)dµ+

∫

M

∣∣∇2f
∣∣2 dµ+

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dµ = 0.

Desde que ∫

M

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

dµ =

∫

M

∣∣∇2f
∣∣2 dµ− 1

n

∫

M

(∆f)2dµ,

então

∫

M

Ric(∇f,∇f)dµ+

∫

M

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

dµ = −

∫

M

∣∣∇2f
∣∣2 dµ−

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dµ

+

∫

M

∣∣∇2f
∣∣2 dµ− 1

n

∫

M

(∆f)2dµ

= −

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dµ−
1

n

∫

M

(∆f)2dµ

=
n− 1

n

∫

M

(∆f)2dµ

Substituindo na fórmula obtida em (1), obtemos

∫

M

Ric(∇f,∇f)dµ+

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ = −

∫

M

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

dµ+
n− 1

n

∫

M

(∆f)2dµ

+

∫

M

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

dµ+
n+ 2

2n

∫

M

(∆f)2dµ

+
n+ 2

2

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ

=
3

2

∫

M

(∆f)2dµ+
n+ 2

2

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ

que é a segunda afirmação.

(3) Se ocorre
∫
M
〈∇f,∇R〉dµ ≤ n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉dµ então, pela fórmula obtida no primeiro
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item,
∫
M

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 dµ+ n+2

2n

∫
M
(∆f)2dµ = 0, o que implica que f é constante, e assim

Mn é trivial.

(4) Inicialmente, sendo R +∆f − 1
m
|∇f |2 = λn, obtemos

∫

M

〈∇f,∇λ〉dµ =
1

n

∫

M

〈∇f,∇(R +∆f −
1

m
|∇f |2)〉dµ.

Substituindo na primeira afirmação deste teorema e utilizando que

0 =

∫

M

div(|∇f |2∇f)dµ =

∫

M

|∇f |2 ∆fdµ+

∫

M

〈∇f,∇|∇f |2〉dµ

deduzimos
∫

M

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

dµ+
n+ 2

2n

∫

M

(∆f)2dµ

=

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ−
n+ 2

2n

∫

M

〈∇f,∇(R +∆f −
1

m
|∇f |2)〉dµ

=
n− 2

2n

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ−
n+ 2

2n

∫

M

〈∇f,∇∆f〉dµ+
n+ 2

2nm

∫

M

〈∇f,∇|∇f |2〉dµ

=
n− 2

2n

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ+
n+ 2

2n

∫

M

(∆f)2dµ−
n+ 2

2nm

∫

M

|∇f |2 ∆fdµ,

donde
∫

M

∣∣∣∣∇
2f −

∆f

n
g

∣∣∣∣
2

dµ =
n− 2

2n

∫

M

〈∇f,∇R〉dµ−
n+ 2

2nm

∫

M

|∇f |2∆fdµ,

como queŕıamos demonstrar.

Utilizando a última afirmação do teorema anterior, obtemos o seguinte corolário

Corolário 3.3. Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quasi-Einstein generalizada com-

pacta e orientável com m finito. Então temos

(1) Se n ≥ 3,
∫
M
〈∇f,∇R〉dµ = 0 e

∫
M
|∇f |2 div∇fdµ = 0, então ∇f é um campo

conforme de vetores.

(2) Se n = 2 e
∫
M
|∇f |2 div∇fdµ = 0, então f é constante.

Demonstração: Se valem as hipóteses do primeiro item, utilizando o último ı́tem do

Teorema anterior, então
∫
M

∣∣∇2f − ∆f
n
g
∣∣2 dµ = 0, donde ∇2f = ∆f

n
g. Logo, f é um

campo conforme de vetores. Agora, se n = 2 basta supor
∫
M
|∇f |2 div∇fdµ = 0, para

concluir que ∇f é um campo conforme. Logo, reescrevendo a equação (2.8) para uma

variedade m-quasi-Einstein gradiente generalizada,

∇2f −
∆f

n
g =

1

m

(
df ⊗ df −

1

n
|∇f |2g

)
−

(
Ric−

R

n
g

)
,
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vemos claramente que df ⊗ df = 1
n
|∇f |2g. Logo, aplicando o Lema 1.20, para o caso em

que X = ∇f , vemos que ∇f = 0, donde segue o resultado.
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