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Resumo

Nesta dissertagao, estudamos as superficies minimas do grupo de Heisenberg tridi-
mensional, bem como a aplicacao de Gauss destas superficies. Inicialmente é feito uma
breve exposi¢ao sobre a geometria do grupo de Heisenberg. Entao, mostramos que, em
tal espaco: as unicas superficies com aplicagao de Gauss constante sao os planos verti-
cais; nao existem superficies totalmente umbilicas nem superficies minimas compactas;
toda superficie minima é, necessariamente, estavel. Mostramos, ainda, que as unicas
superficies minimas verticais sao os planos verticais. Por fim, apresentamos uma clas-

sificagao das superficies com aplicagao de Gauss de posto constante, igual a zero ou um.

Palavras chaves: Aplicacao de Gauss. Superficies minimas. Grupo de Heisenberg.
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Abstract

In this report, we study minimal surfaces of the tridimensional Heisenberg group,
as well as their Gauss maps. We begin with a short presentation of the geometry of the
Heisenberg group. Then, we show that, in this space: the only surfaces with constant
Gauss map are the vertical planes; there are no totally umbilical surfaces nor compact
minimal surfaces; every minimal surface is, necessarily, stable. We also show that the
only vertical minimal surfaces are vertical planes. Finally, we present a classification

of the surfaces with Gauss map of constant rank, equal to zero or one.

Keywords: Gauss map. Minimal surfaces. Heisenberg group.
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Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho, estudamos as superficies minimas no espago de Heisenberg tridimen-
sional ‘H3, damos uma classificacao das superficies minimas regradas em Hs e, entao,
classificamos todas as superficies minimas de Hz que tém aplicacao de Gauss com posto
constante e menor ou igual a um.

O espago de Heisenberg Hg é um subgrupo do grupo GL(3;R), das matrizes qua-

dradas de ordem 3 e invertiveis, dado pelos elementos da forma

o O
o = Q2

Cc
b |, (1.1)
1

com a,b,c € R. Com a multiplicagdo de matrizes, é imediato verificar que GL(3;R) é
um grupo de Lie, e que H3 é um subgrupo de Lie fechado. Mais adiante, muniremos
‘Hs com uma métrica invariante a esquerda.

Em se tratando de superficies minimas em Hs, diversos autores publicaram sobre
o assunto e, dentre esses, podemos citar M. Bekkar e T. Sari que, em [4], classificaram
as superficies minimas regradas em Hs.

Quanto a aplicacao de Gauss de superficies minimas em H3, C. Figueroa, em [14] e
em [15], estudou as superficies minimas em H3 que tém aplicagdo de Gauss com posto
constante e menor ou igual a um, enquanto B. Daniel, em [6], estudou a imagem da
aplicacao de Gauss de graficos minimos completos em H3.

No Capitulo 2, colecionamos muitas das defini¢oes e resultados sobre Grupos de Lie
usados no restante do texto, assim como estudamos a geometria de Hs. Apresentamos,
ainda, alguns resultados classicos sobre equagoes diferenciais parciais, relevantes para
nossa discussao.

No capitulo 3, sao apresentadas algumas propriedades das superficies em Hs, tais

como as inexisténcias de superficies umbilicas e de superficies minimas compactas, as-



sim como o fato de que um grafico completo e de curvatura média constante deve,
necessariamente, ser minimo. Abordamos, ainda, a questao da estabilidade de su-
perficies de curvatura média constante, mostrando que toda superficie minima em Hj
é estavel. Ainda no que concerne graficos completos, mostramos o seguinte teorema

tipo Bernstein:

Teorema 1. Se G(f) é um grdfico minimo em Hs, com f inteira e limitada, entdo f

€ constante.

Por fim, no Capitulo 4, classificamos as superficies minimas verticais de Hs e mos-
tramos que as superficies minimas de Hs com aplicacao de Gauss de posto constante
igual a zero ou igual a um sao, a menos de isometrias, regradas. Por fim, concluimos

com uma demonstracao do seguinte teorema de classificacao:

Teorema 2. Os grdficos minimos em Hs com aplicacao de Gauss de posto constante

e igual a um sao os grdficos das funcoes f da forma

f(x,y)Z%+k[log(y+\/1+y2)+y\/1+y2},

onde k € R.



Capitulo 2
Preliminares

Nesse capitulo, estabeleceremos algumas defini¢oes, notagoes e resultados usados no

decorrer do texto.

2.1 Grupos de Lie

Esta secao reine alguns resultados sobre grupos de Lie que utilizaremos; para maiores
detalhes, referimos o leitor a [26] e [23]. Comecemos relembrando a definigao de grupo
de Lie.

Definicao 2.1. Um grupo de Lie G € uma variedade diferencidvel, com uma estrutura
de grupo tal que a aplicagdo de multiplicagio m : G X G — G, dada por m(z,y) = xy,

1

e a aplicagao de inversao v : G — G, dada por 1(z) =z, sdo diferencidveis.

Exemplo 2.2. O grupo das matrizes quadradas, de ordem n e invertiveis, denotado

por GL(n;R), € um grupo de Lie, denominado o grupo linear geral de ordem n.

De fato, a identificagdo natural do espago vetorial M (n;R) das matrizes quadradas

de ordem n com R torna GL(n;R) um aberto de M(n;R), uma vez que
GL(n;R) ={A € M(n;R); det A # 0}

e det : M(n;R) — R é uma aplicagdo continua. Assim, GL(n;R) é uma variedade
diferenciavel. Por outro lado, como as aplicagdes de multiplicacao (A, B) — AB e de
inversao A — A~! sao claramente diferencidveis, temos que GL(n;R) é um grupo de
Lie.

Definigao 2.3. Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G € um subgrupo de G munido
com uma topologia e uma estrutura diferencidvel fazendo dele um grupo de Lie e uma

subvariedade imersa de G.
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Definigao 2.4. Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo de grupos de Lie entre
G e H ¢ uma aplicacao diferencidavel ¢ : G — H que também é um homomorfismo de

grupos.

Dizemos que os grupos de Lie G e H sao isomorfos se existir um homomorfismo de
grupos de Lie ¢ : G — H que também é um difeomorfismo; neste caso, ¢ é chamado
um isomorfismo de grupos de Lie. Um isomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — G é

chamado um automorfismo de grupos de Lie.

Definicao 2.5. Seja G um grupo de Lie. Um homomorfismo de grupos de Lie ¢ :

(R,4+) = G € denominado um subgrupo a um parametro de G.
Um exemplo relevante de homomorfismo de grupos de Lie é o que segue.

Exemplo 2.6. A restricio a GL(n;R) da aplica¢ao determinante, det : GL(n;R) —

(R*,-), € um homomorfismo de grupos de Lie.

De fato, ja sabemos que det é diferenciavel; por outro lado, ela é um homomorfismo
de grupos, uma vez que det(AB) = det(A) - det(B), para todas A, B € GL(n;R), pelo

teorema de Binet.

Sendo G um grupo de Lie, definimos, para cada p € G, a translacao a esquerda
L,:G — G por
Ly(z) =px, Vred.

Denotando por X(G) o espago dos campos de vetores diferencidveis em G, temos a

seguinte definicao importante.

Definigao 2.7. Dizemos que um campo X € X(G) € invariante a esquerda se para
todo p € G tem-se (dLy)(X,) = Xy

Denotaremos por Lie(G) o conjunto de todos os campos invariantes a esquerda em
G e escreveremos dL,(X) = X, para todo p € G, para significar que X € Lie(G). Uma
vez que dL, : TG — T'G é linear em cada fibra e para todo p € G, temos que Lie(G) é
um subespago vetorial de X(G).

Outro conceito muito importante para a teoria de grupos de Lie é aquele de algebra

de Lie, conforme ensina a definicao a seguir.

Definicao 2.8. Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial g, munido com uma aplica¢do

[,)] 19 xg— g, aqual € bilinear, antissimétrica e tal que
(X, Y], Z] +[[Y. 2], X] + [[Z, X], Y] = 0, (2.1)

para todos X,Y,Z € g.
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A aplicagao [-,-] : g x g — ¢ da definigdo acima é denominada o colchete de Lie
de g, ao passo que a identidade (2.1) é conhecida na literatura como a identidade de

Jacobi.

Exemplo 2.9. Se M ¢é uma variedade diferencidvel, entao X(M), munido com o col-
chete de campos de vetores, é uma dlgebra de Lie. Realmente, X(M) é um espaco
vetorial e, como € bem sabido, o colchete de campos de vetores satisfaz a identidade de

Jacobi.

Definicao 2.10. Se g é uma dlgebra de Lie, um subespaco linear ) C g é chamado

uma subdalgebra de Lie de g se by é fechado sob o colchete de Lie de g.

Se G é um grupo de Lie, mostraremos a seguir que Lie(G), munido com o colchete
de campos de vetores é uma algebra de Lie. Para ver isto, precisamos do seguinte

resultado, o qual é util em si mesmo.

Lema 2.11. Sejam M e N wariedades diferencidveis e F': M — N uma aplica¢ao
diferencidvel. Se Vi,Vy € X(M) e Wy, Wy € X(N) sao campos de vetores tais que
W; = dF(V;), para i = 1,2, entao [Wy, Wy = dF([Vi, Va]).

Demonstragao. Veja [26], Capitulo 4, Proposigao 4.16. ]
Proposicao 2.12. Se G € um grupo de Lie e X,Y € Lie(G), entao [X,Y] € Lie(G).
Demonstragao. Uma vez que dL,(X) = X e dL,(Y) =Y, para todo p € G, temos,
pelo lema anterior, que

dLy([X,Y]) = [dLy(X), dL,(Y)] = [X, Y],

também para todo p € G. Logo, [X, Y] € Lie(G). m

Além de ser uma &lgebra de Lie, Lie(G) tem dimensao finita. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Teorema 2.13. Se G ¢ um grupo de Lie, entao a aplicagio ¢ : Lie(G) — T.G, dada
por e(X) = X, para todo X € Lie(G), é um isomorfismo de espagos vetoriais. Em
particular, dim Lie(G) = dim G.

Demonstracao. Claramente, ¢ é linear. Dado V € T.G, defina um campo de vetores

V em G (em principio ndo necessariamente suave) pondo V, = (dL,).(V), para todo

p € G. E facil ver que V, = V, uma vez que (dL.). é a identidade de T.G.
Mostremos, agora, que V ¢ diferencidvel. Para tanto, é suficiente mostrar que, se

U C G for um conjunto aberto e f : U — R for uma fungao diferenciavel, entao



2.1. Grupos de Lie 6

Vf:U — R também ¢ diferencigvel. Escolha uma curva diferenciavel 7 : (—¢, €) — G,

tal que v(0) = e e 4/(0) = V. Entao, para p € U, temos

VHp) = Vof

= ((dLp)e(V))f

= V(folL,) (2.2)
= 7(0)(f o Ly)

= &(foLyon)(®)],_,

Assim, definindo ¢ : (—¢,€) x U — G por (t,p) = fo L,o~v(t) = f(py(t)), segue dos

calculos acima que

V) = 520.0)

Como ¢ é claramente diferenciavel, temos V f é diferenciavel.

Observe, agora, que dL, o dL, = d(L, o L,) = dL,,, de sorte que
(ALy)q(Vy) = (dLy)g(dLg)e(V) = (dLyg)e(V) = Vi,

Portanto, V € Lie(G) e, assim, ¢ é sobrejetiva.
Agora, se X € Lie(G) é tal que ¢(X) = X, = 0, entdo X é o campo nulo, pois,
para p € G, temos X, = (dL,).(X.) = (dL,).(0) = 0. Mas, sendo linear e com ntcleo

trivial, a aplicacao € é injetiva. [

A prova do teorema anterior permite definir um colchete de Lie em T.G pondo,
para V,W € T.G,
vV, W] =V, W], (2.3)

onde V e W sdo as extensoes de V e W a campos invariantes a esquerda em G,
construidas de acordo com o referido teorema. Segue diretamente da Proposicao 2.12
que o colchete [-,-] : T.G x T.G — T.G, definido como acima, é um colchete de Lie

para T.G. Isto posto, temos a seguinte definicao importante.

Definicao 2.14. Se G ¢ um grupo de Lie, entao T.G, munido com o colchete de Lie
definido em (2.3), é denominado a dlgebra de Lie de G.

Sempre que nao houver perigo de confusao, denotaremos a algebra de Lie de um

grupo de Lie G simplesmente por g.

Exemplo 2.15. O espago vetorial M(n,R), das matrizes quadradas de ordem n, mu-

nido com o colchete comutador,

[A, B] = AB — BA,
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para todas A, B € M(n,R), é uma dlgebra de Lie, a qual serd denotada por gl(n,R).
E possivel provar (cf. Proposi¢ao 4.23 de [26]) que gl(n,R) € isomorfa a dlgebra de Lie
do grupo linear geral GL(n,R).

A continuacgao, anotamos mais um conceito relevante a teoria basica de grupos de
Lie.

Definicao 2.16. Sejam g e b dlgebras de Lie. Uma aplicagao A : g — b € um
homomorfismo de dlgebras de Lie se for linear e preservar os colchetes correspondentes,
ou seja, se

A(X,Y)]) = [AX),AY)], VXY eg.

Dizemos que um homomorfismo de algebras de Lie A : g — bh é um isomorfismo
(de algebras de Lie) se for bijetivo. Nesse caso, é imediato verificar que a aplicagao
inversa A7! : h — g, além de ser linear, também é um homomorfismo de algebras de
Lie. Dizemos, entao, que g e h sao algebras de Lie isomorfas.

O Teorema 2.13 garante que, ao munirmos 7.G com o colchete de Lie (2.3), torna-
mos ¢ : Lie(G) — T.G um exemplo de isomorfismo de dlgebras de Lie. Assim, sempre
que conveniente, consideraremos Lie(G) como a dlgebra de Lie de G.

Se M, N e P sao variedades diferenciaveis, e F' : M — N e G : N — P sao
aplicagoes diferencidveis, sabemos que d(G o F') = dG o dF, como aplicagoes de T M
em T'P. Sabemos também que a aplicacao identidade idy; : M — M induz, para cada
p € M, a aplicacao identidade de T, M, ou seja, que d(idy), = idr,r. Podemos, agora,

enunciar e provar o resultado a seguir.

Teorema 2.17. Se G ¢ H sao grupos de Lie isomorfos, entdo suas respectivas dlgebras

de Lie g e b sao também isomorfas.

Demonstracao. Se F': G — H é um isomorfismo de grupos de Lie, temos em particular
que F' é um difeomorfismo e F(e) = e; portanto, dF, : g — b é um isomorfismo de
espagos vetoriais. Agora, o Lema 2.11, juntamente com o fato de F' ser difeomorfismo,
garante que

dF([X,Y]) =[dF(X),dF(Y)], VX,Y € Lie(G).

Aplicando ambos os lados da igualdade acima em e, vemos que, de fato, dF,. : g — b é
um homomorfismo de algebras de Lie.

Como F~!': H — @ também é um homomorfismo de grupos de Lie, concluimos, de
maneira andloga, que dF. ! : h — g é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Ademais,
a discussao que precede o enunciado garante que dF., ' o dF, e dF, o dF, ! sao inversas

uma da outra, de forma que s@o isomorfismos de grupos de Lie. O
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Finalizamos este curto apanhado sobre grupos de Lie enunciando, sem demons-
tragao, o seguinte resultado profundo, conhecido na literatura como o teorema do

subgrupo fechado.

Teorema 2.18. Se G € um grupo de Lie e H C G é um subgrupo que e um subconjunto

fechado de G, entao H € um subgrupo de Lie mergulhado de G.

Demonstragao. Veja [26], Teorema 20.10. O

2.2 Excertos de Geometria Riemanniana

Nesta curta secao, colecionamos alguns fatos béasicos de Geometria Riemanniana, os
quais se revelardo tteis posteriormente, sendo [11], [33], [27] e [18] as referéncias prin-
cipais

Definicao 2.19. Sejam M e N variedade Riemannianas. Um difeomorfismo f: M —

N € uma isometria se f preservar as métricas de M e de N, no sequinte sentido:

(v, w)p = (dfy(v), dfp(w)) s ),

para todos p e M ev,w € T,M.

Recordemos, agora, o importante conceito de geodésica de uma variedade Rieman-

niana.

Definicao 2.20. Sejam M wma variedade Riemanniana com conexao de Levi Civita

V. Uma curva suave v : I — M, onde I C R é um intervalo aberto, é denominada

uma geodésica de M se ,
ZZ —0, Vtel,

onde % denota a derivacao covariante, ao longo de v, correspondente a V.

De posse da definicao acima, uma certa elaboracao do teorema de existéncia e

unicidade de equacoes diferenciais ordinarias fornece o seguinte resultado importante.

Lema 2.21. Seja M uma variedade Riemanniana. Dados p € M e v € T,M, existem
um intervalo I C R, contendo 0, e uma tnica geodésica v : I — M, tal que v(0) =p e
7'(0) = v.

Demonstragao. Veja [27], Teorema 4.10. ]

Sempre que nao houver perigo de confusao, denotaremos a curva dada pelo lema
acima por 7,, sendo [, seu dominio maximal de definigao. Com tais notagoes, relem-

bramos o seguinte resultado fundamental.
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Proposicao 2.22. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M um ponto fixado.
Se D,, denota o conjunto dos vetores v € T,M tal que [0,1] C I,, entao D, é um aberto

de T,M. Ademais, a aplicagao exp, : D, — M, definida por

exp,(v) = 7(1), v € Dy,
¢ diferencidvel.

Demonstracao. Veja [27], Proposigao 5.7. ]

Nas notagoes da proposigao acima, dizemos que exp, : D, — M ¢ a aplicagao
exponencial de M em p. E bem sabido (cf. Proposigao 30 do capitulo 3 de [33]) que,
para todo p € M, existe uma vizinhanga B, da origem de T, M tal que exp, |B, ¢ um
difeomorfismo sobre um aberto U, de M, tal que exp,(0) = p. Nesse caso, dizemos que
U, ¢ uma vizinhanca normal de p em M.

Uma vez que uma isometria f : M — N entre variedades Riemannianas preserva as
métricas envolvidas e, sendo um difeomorfismo, também preserva colchetes de campos,
segue da férmula de Koszul (cf. Teorema 11 do capitulo 3 de [33]) que f preserva as
conexoes de Levi Civita de M e de N. Portanto, é imediato que f aplica geodésicas

de M em geodésicas de N. Temos, agora, o seguinte resultado.

Teorema 2.23. Se ¢ e ¢ sao isometrias de uma variedade Riemanniana conexa M,
tais que ¢(p) = Y(p) e dp, = dip,, para algum p € M, entdo ¢ = ).

Demonstragao. Defina U = {q € M; ¢(q) = (q) edp, = dip,}. Temos U # (), uma
vez que p € U. Ademais, por continuidade, temos U fechado em M. Agora, sejam
g € U e U, uma vizinhanga normal de ¢ em M. Se r € U, seja v € T,M tal que
Ys(1) = exp,(v) = r. A discussao anterior, juntamente com o fato de ¢ € U, garante
que

U(r) = ¥(1(1) = Yag,w) (1) = Yap,) (1) = ¢(1:(1)) = o(r).
Logo, ¢ = 9 em U, e, entao, dop, = dip,, para todo ¢ € U,, de sorte que U, C U.

Poranto, U ¢é aberto em M e, como M é conexa, temos U = M. O

A continuagao, sejam G um grupo de Lie munido como uma métrica Riemanniana

(-,-) e V a conexao de Levi Civita correspondente.

Defini¢ao 2.24. Nas notagoes acima, dizemos que a métrica (-,-) de G € invariante

a esquerda se L, for uma isometria de G, para todo p € G.

Se GG é um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda, o teorema a seguir

relaciona os automorfismos de G' com suas isometrias.
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Teorema 2.25. Sejam G um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda
e d: G — G um automorfismo. Se d®, : T,G — T,G preserva o produto interno

nduzido em T.G pela métrica de G, entao ® é uma isometria.

Demonstragao. Uma vez que ® é um homomorfismo de G, temos ® o L, = Lg,) o P,
para todo p € G e, dai, d®p 0 (dLy)q = (dLa(p))a(q) © APy, para todos p,q € G.
Denotemos por (-, -) a métrica de G e sejam p € G, v,w € T,G e v, = (dL,). ' (v) e

= (dL,). ' (w), ambos vetores em T,G. Segue de nossas hipéteses que

(d®y(v), dPp(w))op) = (dPpo (dLp)e(ve), dPp(w) o (dLy)e(we)) o)
<(dL<I> ) 0 dd.(ve), (dL‘?(p))eoquE(we»ﬂp)
(d®c(ve), dPe(we))e

= (Ve, We)e
((dLp)e(ve), (dLp)e(we))p
(v, W)y

Mas, como ¥ é um difeomorfismo e p € G foi escolhido arbitrariamente, segue que ®

é uma isometria de G. O

2.3 O espaco de Heisenberg H;3

Nesta secao definimos o Grupo de Heisenberg Hj3 e apresentamos algumas propriedades

desse grupo, visto como um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda.

Defini¢ao 2.26. Seja GL(3,R) o grupo das matrizes 3 x 3 invertiveis. Definimos o
grupo de Heisenberg 3-dimensional Hy C GL(3,R) por

Hs = i(a,b,c) €R? 3

o O =
o~ Q2
= S0

munido com a estrutura de grupo de GL(3,R).

Ja que Hj é claramente um subconjunto fechado de GL(3,R) o Teorema 2.18 que
Hs é um subgrupo de Lie de GL(3,R) e, portanto, Hz é um grupo de Lie.
Além disso, se a : I — Hsz é uma curva diferenciavel, existem fungoes a,b,c: I — R

diferenciaveis tais que

at)=10 1 ) |, paratodotel.
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Derivando, temos

0 da(t) d(t
dt)y=| 0 0 ¥(t) |, paratodotel.
0 O 0

Assim, a dlgebra de Lie h3 de Hs é constituida dos elementos da forma

, (x,y,2) € R3.

e

I
o o o
o o 8
o <

Como Hz C GL(3,R), entao (veja [26], proposicao 20.3) a aplicagdo exponencial
exp : hs — Hs é dada por

exp(A4) = Z R Aeb.
k=0

Mas Hg ¢é 2-nilpotente, entao

zry
2 T

A
exp(A):[—i—A—i—?:

o O
[

+
Y
1

Donde vemos, facilmente, que a aplicacao exponencial é um difeomorfismo global.
Entao, fazendo a identificacdo candnica da algebra de Lie h3 com R? e usando a
aplicagao exponencial como parametrizacao global, o espaco de Heisenberg H3 identifica-

se com R?, pois se munirmos R? com a seguinte operacao

p*xq = exp_1(€$p(p)€$p(Q>)a D,q € RS’

ou, mais explicitamente,

(21,91, 21) * (T2, Y2, 22) = (T1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22 + 3(T1y2 — 22t1)), (2.4)

temos que a aplicacdo exp : R* — Hsz é um isomorfismo de grupos de Lie. Assim,
de agora em diante, médulo o isomorfismo dado por exp consideramos Hsz como R3
munido com o produto dado em (2.4).

A fim de encontrarmos uma métrica invariante a esquerda em Hs, para cada p =

(x,y,2) € Hs definimos a translacdo a esquerda L, : Hs — Hsz por L,(q) = p * ¢ para
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todo q € Hs. E facil verificar que sua diferencial na identidade é dada por

1
dL,=| o
-y
2

g = O

E também interessante conhecermos o cochete de Lie de hs = R3, entdo sendo
{e1, e2,€e3} € b3 a base canonica do b3 é facil ver que o colchete de Lie em termos dessa
base é dado por

le1,e0] = €3 e ler,e3] = [ea, e3] = 0. (2.5)

Usando tal base, que é uma base na identidade de Hj, definimos para cada i =1,2,3

o campo E; por

Ei(p) = dLy(e;). (2.6)
Dai
Eip) = dLy(e) = (1,0,-%) = Z[, —4Z],
Ey(p) = dLy(es) = (0,1,%) ol + 55, (2.7)
E3(p) = dLy(e;) = (0,0,1) = %L,-
Entao, para cada p = (z,y,2) € Hz e v = (v1,v2,03),w = (w1, wa,w3) € THs

definimos uma métrica invariante a esquerda ds? em Hs fazendo
ds2(v,w) = (dLy-1 (v), dLy1 (w))gs.
Assim, temos
dsg(v, w) = <(U1,U2,’U3+%($’U2 — yv1)), (wy, wg,w3+%(:cw2—yw1))>R3,

e, portanto,
ds* = da® + dy* + (dz + %dy - %dx)Q. (2.8)

Do fato de L, ser uma isometria para todo p € Hsz e {e1, e, €3} ser uma base
ortonormal para T,Hs = b3, temos que {E}, Ey, E3} é uma base de campos de vetores
ortonormais invariantes a esquerda. Para cada p € H3 a base {E\(p), Ea(p), Es(p)} é
chamada base canonica de T),H3.

De agora em diante denotaremos ds’(v,w) por (v,w), ou, simplesmente (v, w)
quando nao houver risco de confusao. Além disso, a conexao Riemanniana de (Hs, ds?)

sera denotada por V, e se X, Y e Z sao campos invariantes a esquerda de Hs temos
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que
(X(0),Y (1)) = (L, X (), dL,Y (€) = (X(e), Y(e),  para todo p € H.
Logo, Z(X,Y) = 0. Portanto,
(2,9xY) = =5 ((1¥, 20, X) + (X, 21,Y) + (¥, X], 2)). (2.9

Assim, para i, j, k € {1,2,3}, temos

(Bv, Vi, Ei) = —%(([Ei, Ey], Ey) +([E), Ex], Ei) + (B3, Ej], Ex)). (2.10)
Como ;
Vi, Ei =Y (Ey, Vi E)E;, (2.11)

para i,j € {1,2,3}, substituindo (2.10) em (2.11) obtemos a conexao V em termos da
base {Ela EQ, Eg},

vElEQ %E:} = _vEgEl

Vg By = —1Fy, = Vg.FE

VE &3 12 2 VB3 (2.12)
Vg b3 = §E1 = Vg B

szEz = Oa

parai = 1,2 3.

2.3.1 Curvaturas
Como conhecido a curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma aplicagao
que a cada X, Y € X(M) associa uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ, V7€ X(M).

Se R denota a curvatura de Hs, escrevemos Ry, = R(E;, E;)Ey, parai,j, k € {1,2,3},
onde {E1, Fy, E3} é a base de campos vetoriais invariantes a esquerda como na segao

anterior. Daf, para conhecermos R ¢ suficiente conhecermos os Rj;s, j4 que a base
{E1, Ey, E3} ja é conhecida.

Proposicdo 2.27. R;; = 0, i,j € {1,2,3}, Riz1 = 3Es, Ripp = —3E1, Rips = 0,
Rigt = —1Es, Rizp = 0, Riss = 1E1, Ryt =0, Rygy = —1E3 € Rogz = 1 B,

Demonstracao. Mostraremos que Rip; = %EQ e para os outros Rijk’s mostra-se de



2.3. O espaco de Heisenberg Hs 14

forma andaloga. De fato,

R121 = vEHWEQlE]. - vEngH El - v[El,Ez]E’].

_ 1 _ —
- VE1<_§E3) - VEl (0) - VEsEl
1 1
= -Fk —-F
gt
3
— °p,.
4 2

]

Agora, para cada ponto p € Hz e X,Y € T,Hs vetores linearmente independentes,

a curvatura seccional K de H3 no ponto p do plano gerado po {X,Y} é dada por

— (R(X,)Y)X)Y)
FEY =T Ay

(2.13)

onde | X AY| = /XY ]2 — (X, Y)2 Dai, usando a proposi¢ao 2.27 temos que a

curvatura seccional em termos da base {Ey, Ey, E5} é dada por

F<E17E2> - <%E27E2> — %
K(El,Eg) - <—iE3,E3> = _4_11 (214)
K(Ey, E3) = (—1E3 E3) = —1.

O que prova que H3 nao é um espago de curvatura seccional constante.

2.3.2 Isometrias

Nesta secao, explicitamos o grupo de isometrias de Hs. Para isso faremos uso do

seguinte

Lema 2.28. Se V : H3 — Hs é uma isometria tal que ¥(0) = 0, entao ¥ € dada por

um dos itens abaizo:

1. U(x,y,z) = (rcosh —ysinb, zsinb + y cos b, z)

2. U(z,y,z) = (xcosf + ysinh, xsinf — ycosh, —z),
para algum 6 € [0, 27).

Demonstragao. Seja {e1, e, e3} a base candnica de b3 e

11 a2 13

A= Q21 Q22 A3 )

a31 Q32 as3
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a matriz que representa dWy : h3 — h3 nessa base. Assim, para todo v = (vy, v, v3) € b3
dWo(v) = (a11v1 + a12v2 + a13V3, A21V1 + G222 + A3V3, A31V1 + A3202 + A33V3).
Como d¥, é um automorfismo da algebra b3 e [eq, es] = e3 temos que

d\Ifo(eg) = [d\I’()@l, CZ\I’()@Q].

3
Escrevendo dWy(e;) = > ajej parad = 1,2, 3 e usando que o colchete ¢ bilinear, temos
j=1

[dWq(e1),dVg(er)] = Zajlak2[6j7ek]

jk=1

= (@11(122 - @216112)63-

LOgO, d\llo(eg) = (a/lla/22 — a21a12)63, O que nos dé,

a3z — 0
23 — 0 (215)
a3z = A11G022 — A21Q12.

Uma vez que d¥ preserva o produto interno, d¥; " também preserva o produto interno
e, desde que AA* = I, A? é a matriz que representa d¥, " na base {ei, ez, e3}. Por um

argumento similar ao feito acima, temos que

=0
31 (2.16)
a3 — 0
Dai, usando as igualdades de (2.15) e (2.16), obtemos
aj, + af, a11az1 + a1oaa2 0
AAt = a210Q11 + G22G12 a%l -+ a%z 0 (217)
0 0 (a11a22 — a1012)?
Como AA' = I obtemos o seguinte sistema:
ajiaz + appazy = 0
2 2
+ =
T (2.18)
ay + ap = 1

a11ag — ag1a12 = =£1.
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Agora, multiplicando a primeira equacao de (2.18) por as; e a ultima equagao por ass

e entao somando os resultados obtemos
2 2

Logo, pela terceira equacao de (2.18), temos a;; = Fage e subtraindo a segunda da
terceira equagao de (2.18), obtemos a3; = a?,.

Restam os seguintes dois casos que nos permitirao encontrar as duas componentes
conexas do grupo de isometrias de Hs.

i) a11a92 — asg a1z = 1.

Da argumentagao anterior, segue que azz = 1 e a;; = ag. Se a;; # 0, entdo a

primeira equacao de (2.18) nos da aj1(ag + aj2) = 0 e, assim, ay; = —aja. Se ay; = 0,
entdo a quarta equacao de (2.18) nos dd asia;s = —1 e como a3; = a?, temos que
as1 = —ais. Logo, em qualquer caso, temos que A é da forma

cosf) —sinf 0
A= sinf cosf 0
0 0 1

Se ® : Hy — Hs é dada por
O(x,y,2) = (rcosh —ysinf, xsinf + ycosb, 2),

temos que ®(0) = 0 e dP, também ¢é representada na base candnica por A. Assim,
ddy = d¥y e ¢(0) = ¥(0). Além disso, & é um automorfismo de Hs, pois para

(xhyhzl) e (xg,yg,ZQ) em Hs temos,

T1Ye — Toy1 = (x1cosf — y;sinf)(xesind + yo cosh)

— (29 co80 — Yo sin @) (xy sinf + y; cos ),
e, portanto,
O((z1,y1,21) * (#2,42,22)) = P((w1, 91, 21)) * D((2, 92, 22))-
Logo, pelos Teoremas 2.25 e 2.23, segue que ¢ é uma isometria de Hz e ¥ = .

ZZ) 11929 — A21A12 = —1.

Por argumentos totalmente analogos ao caso anterior obtemos az3 = —1, a11 = —ass
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€ Ao = aqo. Assim, A é da forma,

cosf sinf 0
A= sinf —cosf 0
0 0 -1

Além disto, como no caso anterior, a aplicacao ® : H3z — Hsz dada por

O(x,y,2) = (xcosh +ysinf,xsinf — ycos b, —z),

¢ um automorfismo de Hz com ®(0) = 0 e dPy = d¥,. Entado, novamente pelos
Teoremas 2.25 e 2.23 ® é uma isometria de Hz e ¥ = .
Isso conclui a prova do lema. O

Teorema 2.29. Seja ® : Hs — Hs uma isometria tal que ®(0) = p. Entdo ® = L,oW,

onde ¥V ¢ uma isometria dada pelo lema acima.

Demonstracao. Como L,-1 e ® sao isometrias entao L,-1 o ® ¢ uma isometria tal que
L,-10®(0) = 0. Logo, pelo lema 2.28 temos que L,-10® = ¥, onde ¥ é uma isometria
dada pelo lema 2.28. Como L,-1 = (L,)™!, o resultado segue. O

2.3.3 Superficies

Definicao 2.30. Dizemos que um conjunto S C Hsz é uma superficie em Hs se, para
todo ponto p € S, existem um aberto 2 C R? e uma funcgdao ¢ : Q — S, com p € p(Q)

satisfazendo
1. ¢ € um homeomorfismo entre Q) e p(£2);
2. ¢ € diferencidvel;
3. dp, € injetiva para todo q € €.

Definicao 2.31. Seja S uma superficie em Hs. Dizemos que S € uma superficie nao-
paramétrica se, existem um aberto Q C R? e uma funcdo f: Q — R diferencidvel tais

que S € igual a um dos conjuntos abaixo:
1. G(f) ={(z,y, f(z,y)) € Hs; (z,y) € Q};
2. Gi(f) = {(f(z,y),z,y) € Hs; (z,y) € Q};

8. Go(f) = {(z, f(z,9),y) € H3; (z,y) € Q}.

No caso em que S = G(f) dizemos que S € o grifico da fungao f.
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A partir de agora, assumiremos que o aberto {2 C R? é conexo.

Teorema 2.32. Se S é uma superficie em Hs entao S é localmente nao-paramétrica,
ou seja, para todo ponto p € S existe uma vizinhanca V, C S de p, tal que V,, € uma

superficie nao-paramétrica.
Demonstragao. Ver [28] (capitulo V, teorema 12). O

Agora, seja S uma superficie em Hjz que é localmente o gréfico de uma fungao

diferencidvel f :  — R, onde € ¢ um aberto do R?. Temos, entdo, que

X(z,y) = (x,y, f(2,9), (v,y) €, (2.19)

¢ uma parametrizagao local para S. Assim, se p = (z,y, f(x,y)), uma base do espago

tangente 7,5 associada a essa parametrizacao ¢ constituida pelos vetores

X, = —X(ZB,y) = (170, fﬂc)

0
ox
0
a_yX(x7y) = (07 17 fy)7

Y

de modo que,
Xo=E1+(fa+5)Es

: (2.20)
Xy =Ey + (fy - §)E3-
O campo normal a S no ponto p é expresso por
X X Xy
77(5573/) - HXx % Xy”
- - (EY) B - () B+ 3B, (2.21)

onde w = /1 + (fo + %2+ (f, — £). Denotemos por f = fo+%e fo=f, — %
Os coeficientes da primeira forma fundamental de S sao

E
F = <X907Xy> = (fx + %)(fz - %) (2'22)
G=(Xy, Xy) =1+ (fa— %)2

Munindo S com a métrica induzida de H3, temos que se X e Y campos de vetores

em S, a conexao Riemanniana de S, denotada por V, é dada por

VY = (VgY)',
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onde (Vy?)T é a componente tangencial de VY com X e Y extensoes locais de X

e Y respectivamente. Da formula de Weingarten para hipersuperficies, temos

Ay =-=V,n, veT,s.
Recorde que os coeficientes da segunda forma fundamental sao dados por

M = _<va77aXy>
N = _<va777Xy>'

Usando as expressoes (2.20), (2.21) e (2.12), temos

R N S N S L

(220 ( +7)

2
M) G By — (%) By

f=3)(ftd) = o
,— >w( )VE3E2 + (L), Es+1Vg Es

2w

(2:12) [_(ff) _(fy—%;ifx+%)] E1+[(fx+%)2—1_<fy—%> ]E2

o ) o[- (5) - () v 26)

w w

Yy o — _z e
— _ (fz:2> El _ fz:2 VXyEl _ (fyw 2) E2 _ fy 2 VXyEZ
Y Y

w

+ (&), B+ 5Vx, Bs

G2 _(£1) py G, p DT, b (AE) g,
Yy Yy

w w

ol v/ fy—35 ‘S A4 i v
T A R € VI Ext(2), BstiVp, Bt 2V, By

w w

212) [1-(f-3)" (fo+} fo=5)(fty) _ (£-3
s { (2w ) _(f:2> ]Eﬁ-[( gu() - )_(fw2> ]Ez
Yy Yy
+
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Portanto os coeficientes da segunda forma fundamental podem ser reescritos como

[ — et DU —3)

w

M= fzy+%(fy—%j—%(fz+%>2 (2.23)

w

2.4 Equacoes Diferenciais Parciais

Apresentamos nesta secao, algumas fatos bésicos sobre equacoes diferenciais parciais.

Considere a seguinte equacao diferencial parcial
Flu] = F(z,y,u, Du, D*u) = 0, (2.24)

com F: T = QxR xR?x S(2,R) - R, onde S(2,R) é o espaco das matrizes
reais de ordem 2 simétricas. Os elementos de I' sdo escritos como (x,y, z,p,r) onde
p = (p1,p2) € R* e 7 = (rij)ax2 € S(2,R). N6s assumimos que F ¢ diferencidvel com

respeito aos r;;’s.

Definigao 2.33. O operador definido em (2.24) € dito eliptico em u € C*(Q) se

(5w D0

2x2
¢ uma matriz positiva definida.

Apresentamos agora, o seguinte principio do méximo para o operador (2.24)
Teorema 2.34. Sejam ug,u; € C?(2) N C°(Q), e suponha que sio satisfeitas:

1. FeCY);

2. F é eliptico em todas as fungoes tuy + (1 — t)ug, para 0 <t < 1;

3. z—i <0 em €.
Se up < ug em I e Fluy] > Flug] em Q, entdo ou u; < ug em Q ou ug = uy em Q.
Demonstragao. Veja [25], Teorema 2.3.1. O

Da teoria de equagoes diferenciais parciais elipticas, temos o seguinte

Teorema 2.35. Se Flu] = F(z,y,u, Du, D*u) = 0 é um operador eliptico com coefi-

cientes analiticos e u € C'°Q, entdo u € analitica.
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Demonstracao. Veja [21]. O

Para mais detalhes sobre a analiticidade de solugoes de equagoes elipticas veja em
[5], [19], [34], [30], [17].
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Capitulo 3
Superficies minimas em Hj3

Neste capitulo introduzimos a aplicacao de Gauss de uma superficie em um grupo de
Lie e apresentamos alguns resultados sobre as superficies do espago de Heisenberg Hs,

com enfoque nas superficies minimas.

3.1 Algumas propriedades de superficies em 73

Sabemos que a aplicacao de Gauss de uma superficie orientada do R?® nada mais é do
que a translacao do vetor normal unitario em qualquer ponto dessa superficie para a
origem do R?, que é a identidade do grupo de Lie (R?,+). Isso nos motiva a definir a

aplicacao de Gauss em um grupo de Lie qualquer, da forma abaixo:

Definicao 3.1. Seja S uma hipersuperficie orientdvel de um grupo de Lie G de di-

mensao n, munido com uma métrica imvariante a esquerda. A aplicacao
. n—1 _ . —
Y1855 = (v e g o] = 1),

onde v(p) = dL;1 on(p), g € a dlgebra de Lie de G e n o campo de vetores normal

unitdrio de S, € chamada a aplicagao de Gauss de S.

Observe que dvy(T,S) C Typ»S = {v(p)}+ = dL,~1(T,S) para todo p € S. De
fato, a inclusao dy(7,S) C TS é 6bvia pela defini¢ao de diferencial e como L,-1 é
uma isometria e 7,5 = {n(p)}+, temos que T,(,)S = {7(p)}*. Pelo fato de TS =
dL,-1(T,5), temos a outra igualdade. Logo dL, o dv, ¢ uma aplicagao de T),S em T),5,
uma vez que dL,(dL,~1(T,S)) = T,S. Com isto, temos o seguinte

Teorema 3.2. Seja S uma hipersuperficie orientavel de um grupo de Lie n-dimensional
G. Entao
dL, o dy,(v) = —(A,(v) + az(v)), v € T,S,
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onde A, € o operador de Weingarten, a;(v) =V, €7 € o campo de vetores invariante

a esquerda tal que 1(p) = n(p).

Demonstracao. Sejam p € S e {X1,..., X,,} uma base ortonormal de T,,G tal que X,, =
n(p). Denotemos por Eji, ..., E, as translagoes a esquerda de X7, ..., X,,. Observe que,
nesse caso, temos 7 = E,.

Assim, dado g € S, podemos escrever
n(a) =Y aiEilg),
i=1

onde aj(p) =0 para j =1,....,n —1 e a,(p) = 1. Portanto

Y(q) = dLg-1 o n(q) = dLg— (Z aE) (q) = Z a;(q)Ei(e).

=1

Assim, para v € T,,S, temos

Compondo com dL,, obtemos

dL, o dy,(v) = dL, (Zv(ai)Ei(e)) = v(a;) Ey(p). (3.1)

v1;77|p = vv( aiEi>
i=1

Por outro lado,

I
=
2
=
S
+
L[]

2
S
<l
o4
&

donde segue o resultado. O]

O mesmo resultado é apresentado em [36] (veja a proposicao 10 desta referéncia).
No caso em que S € Hz é o grafico de uma funcao diferencidavel f, podemos obter

a expressao dos operadores dL, o dv, e a;.
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De fato, se X é a parametrizacio dada como em (2.19) e Y : S — Q é a projecio
ortogonal no plano zy, temos que a representacao de v nessas parametrizacoes é dada

por
g f:c"!‘% fy_%
Consequentemente, a matriz que representa dL, o dv, na base {X,, X,} ¢ dada por
_ (fﬁ%) _ <fz+%>
w T w y

dhyodiy =1 _ () - (452)
x Y

w w

Assim

vty = () (), - () ()
x Yy x )

1
f:r:a:fyy_ §y+z
1 .

(3.3)

w

Sabemos que a matriz de A, é dada por

LG-MF MG-NF
A = F2—-EG F2-EG
n = .

ME—-LF NE-MF
F2-EG F2—-EG

Usando as igualdades em (2.22) ¢ em (2.23), temos

() s na-n () s G- a0) o
"= (fyT—%LJFi((fﬁg)?—l) (%)ﬁi(fﬁ%)(fy—%) -

Entao, a;; ¢ dada pela seguinte matriz

Qp

_ 1 ( ~(+ P -5 1= 5P ) (35)
2w (fz+%)2_1 (fa:‘l'%)(fy_%) ’

onde w é como em (2.21). Observe que, nesse caso, o trago de a; é zero.

Agora, olhando para dvy apresentamos o seguinte

Lema 3.3. Seja S uma hipersuperficie de um grupo de Lie G. Se p € S € um ponto

tal que dvy, =0 entao dL,-1(T,S) € uma subalgebra de Lie de g com codimensao 1.

Demonstragao. Se p € S ¢ tal que dvy, = 0, entao pelo Teorema 3.2, temos a; = — A,
em p e, desde que A, é um operador simétrico, assim o é ;.
Seja {Xi,..., X,,—1} uma base ortonormal de 7,5 e faga E; = dL,-1(X;) para i =
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1,...n—1e E =~(p). Sendo
ag=(VeE E}), i,j=1..n-1

a matriz de a;, temos que

(VeE,E)=(NgE E), i,j=1,..,n—1, (3.6)
ja que o7 é um operador simétrico. Da equacao (2.9), a derivada covariante é dada por
(Ej,V5E) = —%(([EEJ, Ej) +([E, Ej], B;) + ([Ei, Ej], E)). (3.7)
Fazendo uso de (3.6) e (3.7), temos que
(Ei, Ej,E)=0, d,j=1,.n-1,

isto é, [E;, E;] € dL,—1(T,S) = span{Ex, ..., E,_1}.
Isso mostra que se V,W € dL,-1(T,S) entao [V,W] € dL,-1(T,S) e, portanto,

dL,-1(T,S) é uma subalgebra de Lie de g com dimensao n — 1. O
Para o préximo resultado, a seguinte definicao é necessaria.

Definicao 3.4. Uma superficie S C Hs € dita uma superficie vertical no ponto p € S

se, 6%|p € 1T,5. S € dita vertical se ela € vertical em todos os seus pontos.

Proposicao 3.5. Seja S uma superficie em Hs.

a) Se S é um grdfico entao S nao € vertical em nenhum de seus pontos.

b) S é uma superficie vertical se, e somente se, a menos de isometria S é localmente
da forma (t,a(t),s), (t,s) € Q, onde Q é um aberto conero de R

Demonstragao. a) Se S = G(f) e X é uma parametrizagao associada a funcao f,

sabemos que

Xe=E1+ f1iEs

Xy =Ly + foFs.
Suponha que existe um ponto p € S tal que S é vertical em p, entao existem a,b € R
tais que

Es =aX, + 0X,,.
Logo,

E3 = aF) + bEsy + (afi + bfs)Es.

Concluimos, portanto que a =b =0 ¢ af; + bfs = 1, 0 que é uma contradigao.
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b) Se S é parametrizada por X (t,s) = (t,a(t),s), é claro que S é vertical pois
X, = E5. Reciprocamente, se S é uma superficie vertical, entao pelo item anterior S
nao é localmente um grafico. Pelo Teorema 2.32 ela é localmente da forma G (f) ou
G(f). No entanto, se S é localmente da forma G;(f), o Lema 2.28 item 1, garante
que a aplicagdo ¥ : H3z — Hs dada por ¥(z,y, z) = (y, —z, 2) é uma isometria, basta
tomar 0 = 7. Assim, se (f(t,s),t,s) € S, entao W(f(t,s),t,s) = (t,—f(t,s),s) € Ga(g),
onde g = —f. Segue que G;(f) é isométrico a G(g). Portanto podemos supor que
S é localmente da forma Gy(f) e, assim, temos que X(¢,s) = (¢, f(t,s),s) é uma

parametrizacao para S. Dai

Xy = (1 /,0)
= B+ fibr+ (L - 4By
XS = (07f87 1)

fsBs + (1 — L) By,
Como S é vertical, para todo p € S existem a,b € R tais que

E3 = GXt+bXs
= aBi + (af; +0f) By + [a(L — 1) +b(1 — U2)) B

Logoa=0,af; +bf; =0e a(% — %) +b(1 — %) =1 e, consequentemente, f; =0 e

b = 1. Portanto f nao depende de s e o resultado segue. ]

Proposicao 3.6. Seja S uma superficie em Hs. Entao para todo ponto p € S, temos

que S € vertical em p ou é, localmente em p, o grdfico de uma funcao diferencidvel f.

Demonstragcao. Seja p € S. Se S for localmente um grafico em p, nada ha a fazer.
Suponha que S é, localmente, da forma G(f). Assim, X(¢,s) = (f(t,s),t,s) é uma

parametrizacao para G1(f) tal que

Xt = (fta 170)
= fiBi+ B+ (4 - L)E;s
Xs - (f5707 1)

Entao, para p = (f(to, o), to, So), temos que E3(p) € T,,S se, e somente se, fs(to, So) =
0. Portanto se S nao é vertical em p, entdo f,(tg,s9) # 0. Definindo F(t,x,s) =
f(t,s) — x, temos que se xg = f(to,S0), entao Fy(to, o, S0) = [fs(to,S0) # 0 e entdo,
pelo teorema da funcao implicita existe uma funcao diferenciavel g definida em um
aberto B tal que F(t,z,g(z,t)) = 0 em B e portanto, f(t,g(x,t)) = x para todo
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(x,t) € B. Dai, se (x,t) € B e s=g(x,t) temos

(f(t,8),t,8) = (f(t, g(x,1)),t,8) = (2,1, g(2,1)).

Logo S ¢é localmente o grafico de g.
Se S é localmente da forma Gy(f), raciocinando de modo anéloga ao caso anterior

concluimos que S é localmente um grafico em torno dos pontos onde ela nao é vertical.
]

Teorema 3.7. Os planos verticais sao as unicas superficies conexas em Hs com a

propriedade que sua aplicacdo de Gauss € constante.

Demonstracao. Mostremos primeiramente que os planos verticais satisfazem tal pro-
priedade. Pelo item b) da Proposigao 3.5, uma superficie vertical S pode ser parame-
trizada por

X(t,s) = (t,a(t),s), (t,s)€Q,

onde Q é um aberto do R2. Desta forma, a base associada & essa parametrizacao ¢

X = (1,d(¢),0)
— E1 + CL/EQ + %(CL — tCL/)Eg

(3.8)
Xs = (0,0,1)
= E3
seu o vetor normal unitdrio é expresso por
a’ 1
n = —E1 — —EQ, (39)
o o
onde 0 = /1 + (a’)2. Da equagao (3.9), obtemos que 7 é constante se, e somente se, a’

é constante e isso ocorre se, e somente se, a é uma funcao afim. Segue que 7 é constante
se, e somente se, S é um plano. Mas como ¥(p) = dL, Yo n(p), concluimos que, nesse
caso, v é constante se, e somente se, 1 é constante.

Logo os planos verticais sao as unicas superficies verticais que possuem aplicacao
de Gauss constante.

Mostremos, agora, que, de fato, essas sao as unicas superficies satisfazendo tal
propriedade. Suponha que existe uma superficie conexa S que nao é vertical e, portanto,
nao é um plano vertical e que tem aplicacao de Gauss constante. Entao existe p € S
tal que S nao ¢é vertical em p e assim pela Proposicao 3.6, S é localmente em p o grafico

de uma funcao diferenciavel f. Como 7 é constante, temos que dy =0 em S e, assim,
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pelo Lema 3.3, dL,-1(7},S5) é uma subdlgebra de Lie de hs. Observe que

[dLy1(Xz), dLp1(Xy)] = dLp-1[Xy, X
= ALy [By + (fo+ 5) By, B+ (fy, — )]
— dL, F;
= e3.

Dal eg € dL,-1(T,5) e, portanto, existe v € 1,5 tal que
dL,-1(v) = es.
Se v = aX, + bX,, temos que

dL,~1(v) = dL,~1(aX,+bX,)
= dLy-1(aBy +bEy + (a(fe + 5) +0(fy — 3)) Es)
= aer +bes+ (a(fe +§) +0(fy — 3))es.

Donde segue que a = b = 0 e isso é uma contradicao ao fato que e # 0. Portanto nao

pode existir tal superficie S e isso prova o teorema. n
Outro resultado sobre superficies em Hjz é o seguinte
Teorema 3.8. Nao existe superficie totalmente umbilica em Hs.

Demonstracao. Suponha que existe uma superficie totalmente umbilica S C Hs. Pela
proposicao 3.6 ha dois possiveis casos a considerar:

a) S é (localmente) o grafico de uma fungao diferenciavel f.
Como S é totalmente umbilica, existe uma funcao diferenciavel A : S — R tal que para
todo p € S e todo v € T,,S tem-se

Em particular, sendo X (x,y) = (x,y, f(x,y)) a parametriza¢ao associada a fungao f,

A (Xy) = AX,
Ap(Xy) = AX,,.
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Para hipersuperficies totalmente umbilicas, vale a seguinte relacao

R(X,, X,)n = vxﬁxyn — vxﬁxzn
= Vx,(=AX,) — Vx, (—AX,)
= —X,(\)X, = A\Vx, X, + X,(\)X, + \Vx, X,
= A X+ AX, (3.10)

Usando (2.20) e (2.21), obtemos

R(X., Xy)n = R(E1+ fiEs, Es + f2E3)<_%E1 - %Ez + %Eg)
= L[S AEA3LE+1fif2Es+3 foEi— 1 f1foBs— 1 1)

w

- éE11 - éEQ?
w W

e usando (3.10), temos que

)\x:—ﬁ e )\y:—é.

w " (3.11)

Mas isso implica que dL, o dv, tem matriz simétrica na base associada a fungao f,
uma vez que A é diferencidvel e A\, = \,;. Aplicando o Teorema 3.2, temos que a;; é

simétrica, portanto pela iguadade (3.5) temos,

(- =5 =5+ H* - 1),

e, assim,
(fy =52+ (fat§)?=2

Disso implica que w = /3. Com o fato de \,, = \,, temos que

(fy - %)x = (fac + %)ya

o que é uma contradicao.
b) S é localmente da forma (¢,a(t),s) (t,s) € Q@ C R%. Uma base associada a
parametrizacao X (¢, s) = (t,a(t), s) foi calculada em (3.8). Os coeficientes da primeira

forma fundamental nessa base sao dados por

E = (X, X)) = 1+(d)?+1(a—td)?
F (X, Xs) = =& (3.12)

G = (X, X)) = 1.
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Enquanto os coeficientes da segunda forma fundamental nessa mesma base sao

_ — (a—ta")(14(a’)?)—2a"
L - <vXtT]7Xt> - 2\/1+(a’)2
a’)?2
M o= (Vi X) = YO (3:13)
N = —(VxnXs) = 0.

Desde que assumimos que a superficie é totalmente umbilica, concluimos que o operador
de Weingarten tem matriz diagonal em qualquer base, em particular, na base { X;, X,}.
Logo 0 = NF — MG, o que é uma contradicao, desde que M > 0. Segue que nao existe

superficie totalmente umbilica em Hs. O

Observacao 1. J. Van der Veken ([40]) deu uma classificacao completa das superficies
totalmente umbilicas em espagos homogéneos 3-dimensionais com grupo de isometrias
4-dimensional. R. Souam e E. Toubiana ([39]) obtiveram o mesmo resultado de forma

independente.
Para finalizar essa secao calculamos a curvatura seccional de um grafico em H;.

Teorema 3.9. Seja S uma superficie que é um grdfico em Hs dado por (x,y, f(x,y))

com (z,y) € Q C R2. Entdo a curvatura seccional K de S é dada por

w'K = WQ(fiy - fmfyy - %) - (1 + qz)[(facy + %)2 - faca:fyy]
_(1 +p2)[(fxy - %)2 - fmfyy] +pQ(fyy - fa::z:)

ondep=fo,+5,q=f,—5ew= (1+p2+q2)%.
Demonstracao. Recordemos a seguinte féormula de Gauss,
K(X., X,) — K(X,, X,) = detA,, (3.14)

onde {X,, X, } é uma base de T,,S associada a parametrizacao dada como em (2.19) com
p= (2,9, f(z,y)) esendo K e K as curvaturas seccionais de S e H3, respectivamente.

Nesta base, temos

VX, 2 Vi, (Bt (fo + DE]
= Vx, B+ (fot 8)eBs+ (fo + 4 Vx, Es
C2) Tp B+ (fo + OV By + fanBs + (fo + D)V 5, By
+(fo + )V, Es
(2.12)
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Dai

Vx,Vx, X, =

vX vaXw =

x

+3) B
Vx, B+ (fo+ )yBs + (fo + L) Vx, Es
VeEi+ (fy = $)Ve,EBr+ (foy + 3)Es + (fo + 4) Vi, Es
H(fo +5)(fy = ) Ve B
s(fo +9)EL = 5(fy — 5)Ea + fuy Bs.

va [_(fa: +5)E> + meﬂ

—(fo +9)yEr — (fo + Y)Vx, Es + foayEs + fuaVx, Fs
~(fay +3)Es— (fo + H)VEEr — (fo + ) (fy — £)VE, Es
+ foayEs + feaV e, E3 + Jaa(fy — %)vE3E3

(5 fee = 5(fo + 5)(fy = 5)] Br = (fay + 5) B2 + fauy Bs.

Vx, [3(fo+ Y)Er — 3(fy — £)Es + fuyEs)

5o+ 8)Er + 5(f + DV, Er — 5(fy — £)a B

—%(fy - %)vszz + fray B3 + fzvazE:’,

3ot 9B+ 5(fo + 3)VE B+ 5(fo + 8)° Vi, By
—5(fy=5)aB2—5(fy=5) Ve Ba— 5 (fy = 5)(fo+ 5) Vi, Es
+ fray s + fxval Es+ foy(fa + %)vEgE?)

[3foe = 3(fe + Dy = D] Br = [fay + 3(f +§)? = 1] B2
+ [fowy — 1(fy = $)] Bs

Como [X,, X,] =0, temos que

e entao,

R(Xz, Xy)Xe = Vx,Vx,Xo — Vx, Vi, X,

R(Xy, X)) Xo = =3 (fet5)(fy=5) Evt [1(fot+5)* = 1] Bt 1(fy—5)Es.

Segue que a curvatura seccional de Hs é expressa por

— _ (R(Xe,Xy) Xa, Xy)
K(X:, X,) = “G5%m
_ 1 1
= 1T
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Além disto, por (3.14), temos que

K(X,, X,) = detA,+K(X,,X,)

= & [foafyy + (fyy = foe)Pa+(P* = ¢ foy—3(0* + ¢*)* — [2)]
1

w27

+

1
4

logo

W4K(X17Xy) - fzxfyy + (fyy - f:m)pq + (p2 - q2)f:vy - i(p2 + q2)2 - ny

el
2 2
= foafyy + oy — foa)Pd+ 0> — D) foy — 2, + 5+ S + 1
_p2 . q2 o 1

= —(1+ )G+ o) =+ )G = fa) = (f2, = frafi—7)
+(fyy — faz)Pq

= W(f2y = foolyy — 3) = L+ ) (foy + 3)* = Foufin]
~(L+p)[(fay = 5)* = faafun) +0a(fyy — fra).

O

Observacao 2. Usando essa formula para o curvatura seccional J. Inoguchi ([24]),
classificou as superficies flats (i.e., suprficies com K = 0) invariantes por translagoes e
F. Dillen junto com J.Van der Veken ([10]) construiram alguns exemplos de superficies

semi-paralelas em Hs.

3.2 Superficies minimas em Hj

Apresentamos nesta secao alguns resultados sobre superficies minimas em Hs3. Para
mais detalhes sobre a teoria de superficies minimas, veja [32], [9] e [1].
Sabemos que a curvatura média de uma superficie S é dada, em termos dos coefi-

cientes da 1* e 2% formas fundamentais, por (veja [12], capitulo 3, pag. 184)

(3.15)

H—l EN+ GL —2FM
2 EG — F?

Uma superficie é minima se H = 0. Se S é o grafico de uma funcao diferencidavel

f:Q — R, usando (2.22) e (2.23), obtemos que S é uma superficie minima se, e
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somente se,

(= 8)) foo =20 = 8) (et 8) o+ (14 (4 8)7) S =0 (326)

Como consequéncia da equacao acima, apresentamos dois exemplos de gréaficos

minimos.

Exemplo 3.10. Assim como no espago Euclidiano R? os planos f(z,y) = ax + by +c

sao grdficos minimos em Hs.

Exemplo 3.11. Os grdficos das fungoes

flx,y)=F +k [log(y+\/1+y2)+y\/1+y2},

onde k € R, também sdao grdficos minimos em Hs.
Um importante resultado desta teoria é o seguinte
Teorema 3.12. Nao existe superficie minima compacta em Hs.

Demonstra¢ao. Suponha que exista uma superficie S em H3 minima e compacta. Se
73 : S — R é a projecdo na terceira coordenada, dada por ms(z,y,z) = z para todo
(x,y,z) € S, temos que w3 é continua e, assim, atinge maximo em S. Considere
p = (a,b,c) € S um ponto de maximo para w3 e P o plano z = ¢. Afirmamos que P é
uma superficie minima e, além disso, S estd abaixo de P.

De fato, observe que P é o grafico da fungao g : R> — R dada por g(z,y) = ¢ para
todo (z,y) € R? e, desta forma, g, = guy = gyy = 0. Portanto, pela equagao (3.16) P
¢ uma superficie minima. Além disso, SN P é um fechado de P, pois S é compacta e,
portanto, é um fechado de Hz e como p € SN P, temos que S N P nao ¢é vazio . Se
q € SN P, observe que S nao é vertical em ¢, assim, pela Proposicao 3.6 S é localmente
em ¢ o grafico de uma funcao diferenciavel f : Q — R.

Como em (2.24), defina F' : I' — R por

Flu] = (1 + (“y - %)2> Uy — 2 (uy - %) (ux""%) Ugy+ (H‘(“x + %)2> Uyy-

E imediato verificar que ' € CY(T") e que F nao depende de u, o que implica em

or

5. = 0. Além disso, fazendo u; = u, + % e uz = u, — 3, obtemos

F 1 2 -
2y (1t ) o
Or; — UL U9 1—|—u%
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que é trivialmente uma matriz positiva definida. Logo F' satisfaz as hipoteses do
Teorema 2.34.

Como P e S sao superficies minimas, temos que F[f] = F[g] = 0. Além disso, S
estd abaixo de P, o que implica em f < g. Desde que f(q) = g(q), temos pelo Teorema
2.34, que S coincide em €2 com o plano P. Isso mostra que existe uma vizinhanca de ¢
contida em SN P. Logo SN P também é um aberto de P e pela conexidade de P temos
que SN P = P. Mas isso contradiz o fato de S ser compacta, pois P nao é limitado.

Assim, nao pode existir tal superficie. n

A seguir, provamos que a unica possibilidade de um grafico em H3 com curvatura

média constante ser completo é ele ser minimo.

Teorema 3.13. Nao existe grdfico completo com curvatura média constante H # 0

em Hs.

Demonstragao. Suponha que exista um grafico de uma funcao diferencidvel f : R? — R
que tenha curvatura média constante H # 0, digamos S = G(f). Considere o caso
H > 0 e tome uma superficie compacta do tipo esférica Sy como em [16] (Teorema
3 item 2(a)). Como a translagao ao longo do eixo z é uma isometria, podemos mover
Sy até que Sy nao intersecte S. Depois transladamos Sy até ela intersectar S pela
primeira vez. Temos que Sy NS é um fechado de S, e se ¢ € SyNS, observe assim como
no Teorema 3.12, que S nao é vertical em g entao, pela Proposicao 3.6, S é localmente
em ¢ o grafico de uma funcao diferenciavel g : 2 — R.

Defina, agora, como em (2.24) L : I' — R por
L[u] = F[u] — 2w*H,

onde F' é o operador definido no teorema 3.12. Como P e S tém curvatura média
constante H, temos que L[f] = L[g] = 0. De modo andlogo a prova do Teorema 3.12,
Sy NS éum aberto de S e, portanto, Sy NS = S 0 que contradiz a compacidade de
Sy.

Para H < 0, considere g : R? — R definida por g(z,y) = — f(y, z). Temos que G(g)
é um gréafico completo e tem curvatura média —H que é positiva. Pelo caso anterior,

nao pode existir tal g e, portanto, nao pode existir tal f. O

Para superficies minimas que sao localmente graficos, vale também o seguinte re-

sultado

Teorema 3.14. Se u € C>®(Q) é uma solu¢io da equagdo das superficies minimas

(3.16) em um dominio de R?, entdo u € analitica.
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Demonstragao. E direto verificar que a equacao (3.16) é eliptica e tem coeficientes
polinomiais e entao os coeficientes sao analiticos.

Logo, pelo Teorema 2.35, temos que u é analitica. O

Um resultado andlogo para superficies minimas no R? pode ser visto em [9] (Capi-

tulo 2, Segao 2.3, Teorema 1).

3.3 Estabilidade dos graficos minimos em Hj

Nesta secao, fazemos algumas consideracoes sobre estabilidade dos graficos minimos

em Hs. Para mais detalhes sobre a teoria de estabilidade de superficies minimas, veja
[32] e [2].

Defini¢ao 3.15. Uma variagdo para um grdafico S = G(f) é uma familia de grdficos
= G(f;) com f; = f +th, t € (—e,€) para algum € > 0, onde h : Q@ — R € uma

— [[ wtt) dad,

onde w(t) = /14 (fo + the + 2)2 + (fy + thy — )2

funcao qualquer que é C' e h|sq = 0.

Definimos a darea de S; por

Defini¢ao 3.16. Dizemos que um grdfico S=G(f) é estdvel se A'(0) =0 e A”(0) > 0,

para toda variacdo de S com h nao constante.
O resultado a seguir nos da uma caracterizacao para superficies minimas.

Teorema 3.17. Seja f : @ — R uma funcao diferencidvel. O grdfico de f é uma

superficie minima em Hs se, e somente se, A'(0) = 0 para toda varia¢io de G(f).

Demonstracao. Da definicao de area acima, temos

// [(fe + the + by + (fy + thy — £)hy] dzdy

Avaliando em ¢ = 0, integrando por partes e usando o fato que hlgg = 0, temos

A0) = // Dhy + (fy — £)hy] dzdy

_ //[ (fy 2>Jhdxdy

w\m
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Assim, A’(0) = 0, para toda variagao de G(f) se, e somente se,

(&) +(252) =0 (3.18)
z y

Um cdlculo simples mostra que (3.18) é equivalente a (3.16), o que prova o teorema. [
Teorema 3.18. Todo grdfico minimo em Hs € estdvel.

Demonstracao. Seja S um grafico minimo de uma fungao diferenciavel f : 2 — R. Pelo
Teorema 3.17, A’(0) = 0 e, entdo, basta verificarmos que A”(0) > 0. Pela demonstragao

do mesmo teorema, temos

47(0 //h2+h2 )h — (fo + H)hy)? dvdy,

O que implica que A”(0) > 0 e que A”(0) = 0 se, e somente se, h, = h, = 0, isto
é, h = 0, pois hlga = 0. Assim, se h Z 0, temos que A”(0) > 0 e, portanto, S é

estavel. O

3.4 Graficos minimos completos

Apresentamos, nesta secao, mais alguns resultados sobre graficos minimos completos
em Hs3. Observamos que o teorema de Bernstein, o qual afirma que toda superficie
minima completa no R?® deve ser um plano, nao é verdadeiro em Hs, pois os gréificos
minimos do exemplo 3.11 sao completos e, obviamente, nao sao planos. Mais detalhes
sobre este teorema podem ser vistos em [8] e em [31].

Um resultado que é uma consequéncia da equacao (3.16) é o seguinte,

Teorema 3.19. Se f: Q — R € uma fung¢ao que satisfaz (3.16) entao,
fxxfyy xy — O
Demonstragao. Sejam a =1+ (f,—£)*, b= (f, —%)(fo+%) e + (fo +4%)? entdo

afre — zbf:z:y + nyy =0

e, dai
f 2 2
fx:vfyy my = %(afm: + nyy) - 5 vy~ Jay
_ 2 /i 2
- - zy+%y2bf1y_§ vy

= —é(a x2y —20fyyfuy +c y2y)
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Entao

fa:acfyy - ;gy <0 < «a $2y — 2bfyyf:1:y +c yQy > 0.

Considerando af2, — 2bfy, fuy + ¢ yZy um polinémio do segundo grau em f,, temos que
A = —4f (ac —b%) <0,

pois, f7, >0 e
ac—b =1+ (f, +92+(f, —%)*>0.

Portanto
af?, = 2bfyy foy + cfy, >0,

e o resultado segue. O]

Segue direto da demonstragao do teorema acima o seguinte

Corolario 3.20. Se f € como no teorema anterior temos que

Joafyy — :?y =0 = [, =0
Recordamos o seguinte resultado de Bernstein,

Teorema 3.21. Se f € C*(R?) ¢ uma funcao real que satisfaz

foafyy = fay S0 € foufyy — f2, 0,
entao f nao é limitada.
Demonstragao. Veja [29]. O
Em [22] sdo feitas algumas consideragoes sobre o teorema acima.

Teorema 3.22. Seja G(f) um grdfico minimo em Hs, com f uma fungdo inteira e

limitada. Entao f é constante.

Demonstra¢ao. Como G(f) é um grafico minimo, pelo Teorema 3.19, temos que

fa:zfyy - fx2y S 0.

Como f é limitada, o Teorema 3.21, garante que

f:c:cfyy - fx2y =U.
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Do Corolario 3.20, temos que f,, = 0, o que implica que f,, = 0. Substituindo f,, =0
e fyy = 0 na equacao dos graficos minimos (3.16), obtemos f,, = 0 e, portanto, f, e f,
sao constantes. Logo existem constantes c¢,d € R e funcoes diferenciaveis g, h: R — R

tais que

{ fl@y) = crtgly) . para todo (z,y) € R%

flx,y) = dy+h(x)

Desde que f ¢ limitada, ¢ = d = 0, o que nos d4 g(y) = h(z) para todo (x,y) € R?

entao, g e h sao constantes, portanto f é constante. O

Com a demonstragao do Teorema 3.22 em mente, apresentamos um resultado que,
sob uma hipétese adicional tem a mesma conclusao do Teorema de Bernstein para

superficies minimas no R3.

Teorema 3.23. Se G(f) é um grdfico minimo em Hs e f é uma fungdo inteira com

det(dL, o dv) igual a %, entdo G(f) é um plano.

4wt

Demonstracao. Das hipdteses temos que foqfyy — fgy = 0 e pela demonstracao do

teorema anterior, concluimos que f é linear, ou seja, existem ¢, d, e € R tais que
f(z,y)=cx+dy+e, V(x,y)cR:

[]

Observacao 3. I. Fernadez e P. Mira em [153], deram uma classificagio dos grdfi-
cos minimos completos em Hz em termos da diferencial holomorfa de Abresh-Rosen-
berg para superficies minimas em Hs, resolvendo assim o problema de Bernstein para

graficos minimos completos em Hs.

Observacao 4. B. Daniel and L. Hauswirth em [7], mostraram que toda superficie

minima completa que nunca € vertical em Hs € de fato um grdafico minimo completo.
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Capitulo 4

Uma classificacao parcial dos

graficos minimos em 73

Nesse capitulo apresentaremos uma classificacao parcial dos graficos minimos em Hs

através do posto da aplicacao de Gauss.

4.1 Superficies minimas com aplicacao de Gauss de

posto 0

Teorema 4.1. As unicas superficies minimas com aplicacao de Gauss de posto 0 sdao

0s planos verticais.

Demonstracao. Na verdade, s6 precisamos mostrar que os planos verticais sao su-
perficies minimas, pois, pelo Teorema 3.7, os planos verticais sao as unicas superficies
conexas em Hs com a propriedade que sua aplicacao de Gauss é constante. Assim, se
P é um plano vertical, temos, usando a Proposicao 3.5, que P pode ser parametrizado
por

X(t,s) = (t,at +b,s), a,beR.

Dai os coeficientes da 1* forma fundamental de P sao

2b2

E =1 —

+a+4
P
2
G =1
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e os coeficientes da 2% forma fundamental de P sao

I - b(1 + a?)
2v1 + a?
o VIEe
2
N = 0.
Um célculo facil mostra que
b(1 + a? b1+ a?
EN+GL—2py = D) bVita
21+ a? 2 2
e, dai, H = 0. O

Na verdade, vale ainda mais para os planos verticais.
Teorema 4.2. As unicas superficies minimas verticais sao os planos verticais.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1, os planos verticais sao superficies minimas.
Seja S uma superficie vertical minima em Hjz. Pela Proposicao 3.5, podemos para-
metrizar S por X (¢,s) = (t,a(t),s). Sabemos que os coeficientes da 1* forma funda-

mental de S sdo

E = (X, Xy) = 1"‘(@’)24’%(@_75@/)2
F (X1, X,y = =«
G = (X, X,) = 1L

e os coeficientes da 2* forma fundamental de S sao

a—ta’)(14+(a’)2)—2a"
L = - <vXt777 Xt> = et 2)\(/;:5((12)2)

1 a’)2
M = —(Vxn,X,) = Y52
N = —(VxnXs) = 0.

If
e

Dai, como S é minima, temos que H = 0, o que implica que EN + GL — 2F'M

Substituindo os valores dos coeficientes da 1* e 2* forma fundamental, obtemos

Hlla— ta)(1+ (@) - 21 + (@) — 2210

Multiplicando ambos os lados da equagao acima por (1 + (a’ )2)%, obtemos —2a” = 0,

o que implica em a” = 0 e, portanto, S é um plano vertical. O
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4.2 Superficies minimas com aplicacao de Gauss de

posto 1

Nesta secao, estudamos os graficos minimos de Hj cuja aplicacao de Gauss tem posto

1, isto é, estudaremos as funcoes diferencidveis tais que

1

Iniciamos essa se¢ao enunciando o seguinte teorema de M. Bekkar e T. Sari ([4]),

onde eles obtiveram uma classificacao para as superficies minimas regradas em Hs,
Teorema 4.3. As superficies minimas de Hs regradas, a menos de isometrias, sao:

1. Os planos;
2. Os parabolddes hiperbaolicos;

3. Os helicoides parametrizados por

x(t,s) = ssint
y(t,s) = scost, peR—0.
z(t,s) = pt

4. Os grdficos dados por
A
Z:%_§ [y\/1+y2+log<y+\/1+y2>], A e R—{0}.

5. As superficies que sao localmente os grdficos da forma z = §(R(z) + x), onde R

¢ uma solugao da sequinte equagao diferencial,
R'(4+ R*) —2R(R' + 1)(R' +2) = 0.
6. As superficies que sao localmente parametrizadas por

z(t,s) = t+ su(t)

onde u e a sao solugoes do sistema

(1+u? +tHu" — (1 + 2u'a )t =
(14+u*+t%)a" — (1 +2u'd)(ta' —u) =
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Para o préximo resultado, faz-se necessario o seguinte

Teorema 4.4. Seja G = {Lq00);t € R}. Entio as superficies minimas de Hs G-
mvariantes sao, a menos de isometrias,

a) As superficies da equagdo

Z:%—c[y\/lqty?—i—log(y—l—vl—l—ygﬂ, ceR.

b) Os planos verticais.
Demonstracao. Veja [16], Teorema 6. O

Lema 4.5. Seja G(f) um grdfico minimo em Hsz que contém a origem, tal que seu vetor
normal unitdrio na origem é n(0) = ﬁ(o, —2k,1), com k € R e sua aplicagao de

Gauss tem posto 1. Além disso, assuma que f,,(0) = 0. Entao, a menos de isometria,

temos
2tk [log(y—l— V1+y?) +yy/1 +y2]
flx,y) = ou .
2ky — %
Demonstragao. De fato, como n(0) = \/ﬁ(o, —2k, 1) temos por (2.21) que f,(0) =0,

fy(0) = 2k. Por outro lado, G(f) tem posto 1, entao f satisfaz (4.1) e, entdo, temos

1
fxx(o)fyy(()) - fxy(O)Q + Z =0.
Mas G(f) é um grafico minimo e, portanto, f satisfaz (3.16) e vale
(14 4K2) £22(0) + f,y(0) = 0.

Como por hipétese f,,(0) = 0, temos, pelas equacoes acima, que f,,(0) =0 e f,,(0) =
1
41

Derivando as equagoes (3.16) e (4.1) com relacgdo a x, obtemos respectivamente, as

seguintes equagoes,

f2(f2)xfxx+af$xm_fxy((f1)$f2+f1(f2)$)_f1f2fxmy+f1(fl)xfyy+bfmyy =0
fzzxfyy + fxmfyyx - 2fgjyfmzy — O

e, com relacao a y, obtemos

f2<f2)yfxx+afxxy_fxy((fl)yf2+fl(f2>y)_flfoxyy+f1(fl)yfyy"_bfyyy =0
fxxyfyy + fxxfyyy - foyf:cyy = 07
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onde a = 3(1+4 f3) e b= 1(1+ f7). Entdo, obtemos o seguinte sistema de equagoes

fo(f2)a fawta foza— fay ((f1)efot [1(f2)e)— fifofaey+ F1(f1)2fyy +0fayy = 0
fo(f2)y fae T faay— foy ((f1)y fot f1(f2)y)— frfofayy+ [ (F1)y fuy+0fyyy = 0
fmxfyy + fmfyyac - 2f:cyfzry =0
JeayFyy + FoaFyyy — 2Fey foyy = 0.

(4.2)

Assim, avaliando o sistema (4.2) na origem e usando que f,,(0) = f,,(0) = f,(0) =0
e fy, = —2k, obtemos

(1 + 4k?) fazz(0) + fayy(0) =0

(14 4K2) fazy = 4 L2y (0) (fay (0) + 3) + fyy(0) = 0
2f19(0) frzy (0) = 0

22y (0) fayy (0) = 0.

(4.3)

Mas f.,(0) # 0, entdo fu.y(0) = fuyy(0) = f222(0) = 0 e ficamos com a seguinte
equacao
fyyy(o) - 4kfa:y(0) (f:cy(o) + %) (4-4)

Pelo Teorema 3.14, temos que f é analitica e, portanto, podemos escrever f como sua

série de Taylor em torno da origem da forma

flx,y) =2ky + foy (0)zy + U(z,y),

onde ¥ é uma funcao dada em série de poténcias. Desde que f,,(0) = :I:%, consideramos
os dois possiveis casos:

i) fay(0) = 3

Por (4.4), temos que f,,,(0) = 2k e, assim, os termos de grau 3 na expansao de
Taylor de f nao dependem de .

Suponha, entao, que exista termo nao nulo de grau maior ou igual a 4 na expansao
de Taylor de f que dependa de x e seja n 0 menor grau dos termos com tal propriedade.

Portanto, podemos escrever

fx,y) = 2ky + 3 +U(y) + ¥(z,y), (4.5)

onde ¥ é uma funcao dada em série de poténcias com grau minimo n e 1 ¢ um polinémio
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de grau entre 3 e n — 1 ou é o polinomio nulo. Dai

fmm = \I/:mv
fxy = % + \ny
fyy :¢yy+\1/yy'

Substituindo as iguadades acima em (4.1) obtemos
\Ijxx(@byy + \ijy) - \Ij?cy = Wyy. (4-6)

Donde concluimos que nao aparecem termos mistos de grau n na expansao de Taylor
de f, pois se existir um termo misto, digamos az™ 73/, com a # 0 na expansao de f,
entdo o primeiro membro da iguadade (4.6) terda grau minimo > 2(n — 2) e o segundo
membro terd grau minimo n — 2, o que é um absurdo. Segue que (4.5) pode ser escrita
como

f(@,y) = 2ky + 5 +9(y) + ax” +by" + (x,y), (4.7)

onde ¥(z,y) = az™ + by" + ®(z,y). Calculando as derivadas de primeira e segunda
ordem de f, temos

fo = Y4na" '+,

fy = 2k+ %+, +nby" !+ P,

fee = n(n—1)ax" 2+ &,

foy = % + oy

foy = nln—=1)by" 2 + 4y, + Oy

Substituindo as igualdades acima na equagao dos graficos minimos (3.16), chegamos a

1+ (2k + ¢, + nby™ ! + ®,)?](n(n — az" % + &,,)
—2(y + naz""' + ©,)(2k + ¢, + nby" Tt + &) (5 + Dyy)
+[1 + (y + naz"' + ®,)(n(n — Dby 2 4+ 1, + P,,) = 0.

Dai, olhando para os coeficientes de 2"~2, devemos ter
(14 4k*)n(n — az" 2 = 0.

Logo a = 0, o que é uma contradi¢cao com o n escolhido.

Portanto nao pode existir tal n e, assim, existe uma funcao ¢ satisfazendo

[z, y) = % +9(y). (4.8)
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Deste modo, se (x,y, f(x,y)) € G(f), entdao para t € R, temos

Luooy(z,y, f(z,y) = (t+z,v, f(l’ y) + )
(t+ay % +g(y)+“’)

= (t+z,y B2 4 g(y)
(

t+x,y, f(t—l—x v)).

Entao L0 (z,y, f(x,y)) € G(f), para todo t € R. Logo G(f) ¢ invariante pelas

translacoes do tipo L0, € o teorema 4.4, garante que G(f) ¢ a superficie dada pela

:——c[ym+109<y+\/1+y)] c R,

uma vez que G(f) é um grafico e, portanto, nao é um plano vertical. Como f,(0) = 2k,

equacao

temos que ¢ = k, logo
f(x,y):%—k[y l—l—yz—l—log(y—i-\/l—i-yQ)}, k € R.
i) fxy(o) = _%

Por (4.4), temos que f,,(0) = 0 e, assim, na expansao de Taylor de f os termos de
grau 3 sao todos nulos.

Entao, novamente suponha que exista termo nao nulo de grau maior ou igual a 4 na
expansao de Taylor de f que dependa de x ou de y e seja n o menor grau dos termos
com tal propriedade. De modo analogo ao caso f,,(0) = %, temos que os termos de

grau n nao sao mistos e, assim, podemos escrever
f(z,y) =2ky — 5 + az” + by" + O(z,y), (4.9)

onde ¥ é uma funcao dada em série de poténcias que é identicamente nula ou seus

termos de menor grau tém grau maior que n. Dai, derivando, temos

fo = -5+ naz™ ' + &,

fy = 2k—%+nby" '+ O,
fmz = n(n — 1)&1'”_2 -+ (I):m:
focy = _% + (I)xy

o = nln—1by" 2+ d,,.
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Substituindo em (3.16), obtém-se

1+ (2k — z +nby" ' 4+ ®,)*|(n(n — 1az"? + &)
—2(2k — z + nby" ' + @,)(naz" ' + O,)(—1 + Pyy)
+[1 + (naz™* + @,)*(n(n — 1)by" 2 + ®,,) = 0.

2

Assim, analisando os coeficientes de 2"~2 e y" 2, temos

(1+4k*)n(n — 1ax" 2 =0
n(n —1)by" 2 =0,

que nos fornece a = b = 0, e isso é uma contradicao com a escolha do n. Logo nao

pode existir tal n e, entao,
fla,y) =2ky — 3.
m

Lema 4.6. Dada uma funcao f : Q — R diferencidvel, entao existe uma fung¢ao
g : Qo — R diferencidvel com G(f) sendo isométrico a G(g), onde Qy € um aberto do
R? contendo a origem e g é uma fungdo tal que g(0,0) =0 e g,(0,0) = 0.

Demonstragao. Sendo (a,b) € Q, defina ¢g; : QO — R por

gl(x>y) :f(x+a7y+b)_f<a7b)v

onde Q; = {(z,y); (z + a,y +b) € Q}. Temos que G(f) é isométrico a G(g;) pois
G(g1) = L,*(G(f)) onde p = (a,b, f(a,b)). Entéo, a menos de trocarmos f por gy
podemos assumir que (0,0) € Q e f(0,0) = 0. Se f,(0,0) = 0, nada ha a fazer. Se
f2(0,0) # 0, entao defina

£,(0,0)
£2(0,0)

0 = arccotg ( ) € [0,2m).
Considere a isometria

U(z,y,2) = (xcost —ysinh, xsinf + ycosh, z).
Portanto podemos definir ¢ : 9 — R por

g(x,y) = f(xcos + ysinb,ycosh — xsinh),

onde Qy = {(z,y); (xcosf + ysinb,ycosd — xsinf) € Q}. Pela escolha de 6, temos
que ¢,(0,0) = 0. O
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Assim, nao ha perda de generalidade ao supormos que o grafico G(f) passa pela

origem e que 7(0) = \/ﬁ(O, -2k, 1).

Teorema 4.7. Se S = G(f) é um grdfico minimo em Hs tal que seu vetor normal
unitdrio na origem € n(0) = ﬁ(O, —2k, 1) e sua aplica¢io de Gauss tem posto 1,

entao G(f) é uma superficie regrada.

Demonstracao. Como a aplicagao de Gauss de S tem posto 1, temos que existe uma
curva diferencidavel T'(t) = (B(t), a(t), f(B(t),a(t))), t € (—¢,€) passando pela origem
tal que n é constante ao longo de I" e, além disso, I"(t) # 0, Vt € (—¢,€).

Assim, se /(0) = 0, entao o/(0) # 0, ja que IV(0) # 0. E entdo, usando (2.21)

temos que

Ty (B(t), a(t)) — @ =2k, VteE (—¢ ).

Derivando a igualdade acima com relacao a ¢ e avaliando em ¢t = 0 obtemos,
a'(0)f,,(0,0) =0, V€ (—¢e).

Logo, fy,(0,0) = 0 e assim, estamos nas hipdteses do lema 4.5, o que implica que S é
uma superficie regrada.

Se '(0) # 0, entao reparametrizando I' se necesséario, podemos supor que I'(¢) =
(t, a(t), f(E, (1))

Denotemos por £(t) = f(t,a(t), £o(t) = £ult,a(t), f(t) = fyltalt)), fuult) =
faa(t, a(t)), fay(t) = fuy(t, (t)) e assim por diante.

Usando (2.21), vemos que

fm(t)‘f“# = O

1) — , tE(—¢€e). (4.10)

N+

Derivando com respeito a t, temos

Foa(t) + fry()a/(t) + 2 = ¢

fo ) + () =L = 0. (4.11)

Também necessitamos das segundas e terceiras derivadas de f avaliadas ao longo da

curva ['. Deste modo, usando (4.10) em (3.16), temos

(1+4k?) for(t) + fu(6) = 0. (4.12)

Logo fuu(t) e fyy(t) tém sinais opostos e, assim, f,, () fy,(t) < 0. Como S tem aplicacao
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de Gauss com posto 1, temos que

4 :gy<t) _4fyy(t>fm(t) = L (4.13)

Entao, para cada t € (—e¢, €), existe 6 € [—m,7) tal que

fzy (t) _ (3025 0

Foy() fralt) = —5220

A menos de trocarmos 6 por —#, podemos supor que

o sin 6
faa(t) = o/ 1+4kZ
Flt) = —YIEEsng (4.14)
fay(t) = #-

Consideraremos dois casos:
i) Se f,,(0) = 0, ent@o estamos nas hipéteses do Lema 4.5 e, portanto, S é regrada.
i1) Se fu,y(0) # 0, entao existe 6 > 0 tal que f,,(t) # 0, para todo t € (=4, 0).
Neste caso, usando (4.14) na segunda equagao de (4.11), obtemos

o) = Ll (4.15)

Avaliando o sistema (4.2) em (t,«(t)) e usando (4.10) e (4.14), obtemos o seguinte

sistema

( |
(14 4K2) foaa (1) + fuyy (1) = 8L

(1 4+ 4k?) frwy (8) + fyyy(t) = k(1 4 cos6)
(4.16)

_@fxxx(t) — COs 9f:p:vy< ) Q%fzyy( ) 0

V 2 sin sin
L _mey(ﬂ — €080 fuyy(t) + Qﬁfyyy( )=
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Resolvendo o sistema acima, encontramos

o ksin@(lfcorse)
fraz(t) = 2(1+4k2) 3
_ ksin® @
famt) = EZL
(4.17)
_ ksinO(14cos )
Jagy(t) = Virdke
k(1 50)2
Soyy(t) = (+(;O =

Agora, mostremos que I' é uma reta. Para fazer isso, derivamos a terceira componente
2(t) de T, isto é,
& = L)+ W00, (4.18)

e derivando a segunda equacao de (4.11) com relacao a t, obtemos

fmy@) + Qfmyy(t)a,(t) + fyyy(t)(a/<t>>2 + fyy(t)a”(t) = 0.

Substituindo (4.17) e (4.15) na igualdade acima, temos

ksin? 0 ksinf(14+cosf) cosf—1 k(14-cos )2 cos 0—1 2 " _
2(1+4kz2)‘|'2 2v/1+4k2 \/1+4k251n9+ 2 <\/1+4k25in9) +fyy(t)oz (t) =0,

mas observe que

ksin? 0 +2kSiH9(1+C059) cos H—1 k(1+C089)2( cosf—1 )2 - 0
2(1+4k2) 2v14+4k2  /1+4k2sin6 2 V1+4k2 sin 0 '

Logo fyy(t)a”(t) = 0 e, como f,,(t) # 0, para todo t € (—0,6), temos que () = 0
em (—d,0), ou seja, existe a € R tal que a(t) = at, pois a(0) = 0. Assim, voltando
para (4.18) e usando (4.10), obtemos

dz __ a at
i —Et + 35+ 2ak
= 2ak,

e isso implica que z(t) = 2akt ja que z(0) = 0. Dal
L'(t) = t(1,a,2ak). (4.19)

Portanto, I' é uma reta.
Para p € S, transladando p para a origem e se necessario rotacionando sobre o eixo

z, podemos repetir o argumento acima para concluir que S contém um segmento de
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reta passando por p. Portanto S é regrada.

Pelo Lema 4.6 e pelos Teoremas 4.1 e 4.7 temos o seguinte

Teorema 4.8. Seja S uma superficie minima em Hs com aplicacao de Gauss de posto

constante < 1. Entao, a menos de isometria, S € uma superficie regrada.

Teorema 4.9. Os grdficos minimos em Hz com aplicagao de Gauss de posto 1 sao

fla,y) =5 +k [log(y+ V1+9?) —i—yﬂ},

onde k € R.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.8, toda superficie com aplicacao de Gauss de posto 1
a menos de isometria é regrada. Entao, a menos de isometria, toda superficie com
aplicacao de Gauss de posto 1 é uma das superficies do Teorema 4.3. Assim, analisa-
remos as superficies desse teorema que tém aplicacao de Gauss com posto 1.

Temos que as superficies dos itens 2 e 4 foram estudadas no Lema 4.5 e ambas tém
posto 1. Por outro lado, as superficies do item 1 (os planos) ou sdo planos verticais, os
quais, pelo Teorema 4.1 tém aplicagoes de Gauss de posto 0 ou sao graficos de fungoes
do tipo f(x,y) = ax + by + ¢ cuja aplicacdo de Gauss tém posto 2.

Se S uma superficie como no item 3, temos que S pode ser parametrizada por
X(z,y) = (z,y, parctan 7).

Dai, sendo f(z,y) = parctan “, temos

f — PrY
T .Z‘2+y2
f - __pT
Yy x2+y2 Y
_ 2pxy
f:v:c - (:1:2+y2)2
f — 2pxy
Yy (@2 +y?)2
f _ p®—y?)
Ty T (@24y?)2”

Segue que frq fyy — 3y + }l # 0. Portanto S tem aplicacao de Gauss com posto 2.

Estudando as superficies do item 5, temos que

f(z,y) = 5(R(z) + z),
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dai
y /!
e = SR
/ 2
1 /
foy = §(R +1)
fow = 0.
Substituindo as igualdades acima em (4.1) obtemos
(R +1)2=1.
Logo R(x) = —2x 4+ a ou R(x) = a, para algum a € R. Assim, se R(z) 2z + a,

temos que f(x,y) = %(a — ) e, portanto, G(f) ¢ isométrico ao paraboldide hiperbélico

z = %/ por meio da isometria ¥ o L(-20,), onde U(z,y,2) = (rcosf+ysinh, xsinf —

ycosf, —z), com 0 = 37”, que é uma isometria pelo Lema 2.28 item 2. Se R(z) = a,

usando o fato de que R satisfaz a equacao diferencial

R'(4+ R*) —2R(R' +1)(R' +2) =0,

temos que R = 0 e, assim, f(z,y) = 2.

Finalmente, no caso de uma superficie como no item 6, podemos usar o teorema

da funcao implicita e parametrizar essa superficie como um grafico de uma fungao

diferenciavel f, onde

flz,y) =

Além disso,

alt(z,y)) — 52,

2

_1

1+yu/

__u
14+yu/

—ut,
t

142
—u'ty, — Ulyy

yr

—u'tyt, — uty,

2uu/t? + Uty

Portanto as derivadas da funcao f sao dadas por

f:v:

ty

a't, — %
(a" = $)t,
a'ty — % - %
(" = §)ty — %

(4.20)

(4.21)
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f:ca: = ”t2 + (CLI - %)txx
fxy — ,/t t ?ac + (al _ %)t]:y (422)
fow = th + (0 = ity — by
Substituindo essas igualdades na equacao (4.1), obtemos
"5+ (0" = §)taal[0"t] + (o' = §)tyy —ty] = [a"taty +(0/ = §)tay — 5P +5 = 0
Isso resulta
0 = a"(a'=%)(tyyts + tasly — 2taytety) — (a'=5) (tasty — tayts)
2
= E Pty — ) — S+
— (Bt — - -
= —[(/=Yu't, + 272 + 1.
Portanto, temos
[(a" — $)u't, + %]tw = :l:%.
Logo, usando (4.20), obtemos
+(u)y? + (v £ 2u )y + 2d'u +24+1=0.
Voltando para as variaveis t e s, temos
+(u)?s? + (v £ 2u')s +2a'v' +2+1=0. (4.23)

No entanto, em qualquer um dos casos (4.23) é um polinémio em s e, portanto, seus
coeficientes tém que ser nulos, donde v/ =0 e 2a/v’ +2+1=0. Portanto2+1 =0, o
que é uma contradi¢ao. Logo, tal superficie nao satisfaz (4.1) e portanto sua aplicagao

de Gauss nao tem posto 1. ]

Em [3] também foi feito consideragoes sobre o teorema acima.

Observe que na demonstracao do teorema acima foi mostrado que os planos nao ver-
ticais, os helicoides e as superficies do tipo 6 do teorema 4.3 sao exemplos de superficies
minimas em H3 que tém aplicacao de Gauss com posto 2.

Deve ser mensionado que B. Daniel em [6] estudou a imagem da aplicacao de Gauss

de superficies minimas completas nunca verticais.
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