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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar algumas estimativas para os autovalores
do operador de Dirac em variedades Riemannianas Spin compactas com curvatura escalar
positiva. Para isto, utilizaremos algumas ferramentas classicas de geometria Riemanniana
e algumas de suas propriedades tais como &lgebra de Clifford, grupos spin, conexoes,
derivada covariante e operador de Dirac.

Palavras-chave: Operador de Dirac, Desigualdade de Friedrich, Estrutura Spin.



Abstract

The aim of this work is to present some estimates for the eigenvalues of the Dirac
operator on compact Riemannian Spin manifolds with positive scalar curvature. For this,
we use some tools of classical Riemannian geometry and some of its properties as Clifford
algebra, spin groups, connections, covariant derivative and Dirac operator.

Key words: Dirac Operator, Friedrich’s Inequality, Spin Structure.
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Introducao

Recentemente, em busca de novas ferramentas para o desenvolvimento da teoria de
variedades, tentou-se fazer uso de um operador cléssico da fisica, descoberto em 1927 por
Paul Dirac, o operador de Dirac D.

Paul Adrien Maurice Dirac foi um dos fundadores da teoria quantica, considerado um
dos maiores fisicos de todos os tempos ao lado de Newton, Maxwell, Einstein e Rutherford.

Em um primeiro momento pode parecer estranho esse operador ser praticamente
desconhecido pelos gedmetras, uma vez que operador de Laplace A, um operador
diferencial de segunda ordem, tem sido amplamente utilizado nesse contexto. Isso pode ser
consequéncia do operador de Laplace estar definido sobre qualquer variedade riemanniana
e atuar sobre fungoes, enquanto que o operador de Dirac para ser definido sobre uma
variedade riemanniana é necessaria uma estrutura topologica especifica, e sendo possivel
defini-la, ele age sobre secgoes de um fibrado vetorial nao trivial. O operador de Laplace
estd intimamente relacionado com o operador de Dirac D, veremos que o operador de
Dirac é a "raiz quadrada"do operador de Laplace.

O operador de Dirac D é um operador diferencial de primeira ordem o qual tem
grande importancia na fisica-matematica, topologia e geometria. O primeiro surgimento
significante do operador de Dirac na geometria foi na década de 1960 vinculado ao
teorema do indice de Atiyah-Singer, o qual juntamente com o teorema de Lichnerowicz
e as invariantes de Seiberg-Witten ilustram a importancia desse operador na fisica como
também na matematica.

O objetivo deste trabalho é determinar uma estimativa para os autovalores do operador
de Dirac. Nos trés primeiros capitulos formulamos os conceitos matematicos necessarios
para o desenvolvimento da teoria e construiremos a estrutura essencial para definirmos o
operador de Dirac. Além disso, veremos que D é um operador formalmente auto-adjunto
com respeito ao produto L? de funcdes, portanto, para M compacta, D trata-se de um
operador eliptico e auto-adjunto.

No capitulo 4 estudaremos algumas propriedades espectrais do operador de Dirac,
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as quais resultam na primeira estimativa para os autovalores A do operador de Dirac
D definido em uma variedade Riemanniana Spin compacta de dimensao n obtida por
Thomas Friedrich em 1980. Para isso vamos utilizar o seguinte teorema:

Em uma variedade Riemanniana spin compacta de dimensao n (M, g) com curvatura

escalar positiva S temos
1. ker D ={0}.

. se D\ = MNP para um campo espinorial ndo trivial \p € T(ZM), entdo N> > 2—150,

onde Sp := minpS.

Para demonstrar o teorema necessitaremos da férmula de Schodinger-Lichnerowicz.

Seja S a curvatura escalar de M, entdo
2 * 1
D =V*'V + ZSIdF(ZM)-

De posse dessas informacoes a desigualdade de Friedrich segue como corolario da
desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Dada uma variedade Riemanniana spin compacta (M, g), entao qualquer autovalor A
de D satisfaz a desigualdade de Friedrich

I n
M

onde Sy := minmS onde S € a curvatura escalar.

Esta cota inferior é o6tima no sentido de existir uma classe bastante grande de

variedades para as quais a mesma ¢ atingida.



Capitulo

Preliminares

Conteudo
1.1 Algebrade Clifford . . . . . . . . . . . .. ... 10
1.2 Classificacdao das Algebras de Clifford . . . . . . ... . ... ... ...... 13
1.3 A Representacdo Spin . . . . . . . . . ... 15
1.4 O Grupo Spin . . . . . . .. e 16
1.5 O Espaco dos Espinores Complexos . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 19

1.1 Algebra de Clifford

—
Nesta secao vamos definir e apresentar propriedades basicas das élgebras de Clifford, e

mostraremos como as mesmas podem ser usadas para dar uma descrigao natural do grupo
Spin, que terd grande importancia na definicao dos operadores de Dirac.

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K de dimensao n munido de uma forma
bilinear nao-degenerada g. A Algebra de Clifford C{(V, g) associada a g em V é uma

algebra associativa com unidade, definida por:

ClV,g) =

I(V;g)

onde T(V) = Z ®™V ¢é a algebra tensorial de V e I(V, g) é o ideal de T(V) gerado pelos
n=0
elementos da forma x ® x + g(x,x)1, para x € V.

Observacao 1.1. Seque abaizo algumas propriedades das dlgebras de Clifford:

i. A dlgebra de Clifford CL(V,g) € a dlgebra gerada por V com a relagdo
X -y +vy- -x = —2g(xy)1, para todo x,y € V.
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1. Se (eq,...,en) € uma base g-ortonormal de V, entdo
feg, e T<ii<.. <t <n, 0<k<n}

é uma base de CU(V, g), resulta que dimCL(V, g) = 2™.

11t Fxiste um isomorfismo canonico de espagos vetoriais, entre a dlgebra exterior e a
dlgebra de Clifford de (V;g) o qual é dado por:

A*V — CU(V, g)

ei, VANRRAN i —— €y, " ..." €.

Esse isomorfismo nao depende da escolha da base.

Exemplo 1.1. Seja CL(V,g) a dlgebra de Clifford real associada ao produto escalar

(x,y) = inyi em R™ e (ey,...,en) uma base ortonormal de R™. Entao:

i=1

i. uma base de Cl; € dada por{1,e;}. Dai e} = —1, seque que Cl; ~ C.

i1. uma base de Cly € dada por {1,e1, ez e1 - €2}. Dai el =e5 = (e1-e)? = —1, seque

que Cly; ~ Hl, onde H € o grupo dos quatérnios.

Proposicao 1.1. (Propriedade Universal) Seja A uma dlgebra associativa com unidade

ef:V— A uma funcao linear tal que para todov € V

Entao f pode ser estendida unicamente a um homomorfismo de K-dlgebra
f:CUV,g) — A.

Portanto, CU(V, g) € a unica K-dlgebra associativa com essa propriedade.

Corolario 1.1. Seja f: (V, g) — (V,q) wma isometria entre espacos vetoriais euclidianos.

Entao f pode ser estendida unicamente a um homomorfismo de K-dlgebra
f:CLV,q) — CUV, 7).

Observagao 1.2. Denotamos por O(V,g) o espa¢o dos homomorfismos isométricos
de um espago vetorial euclidiano (V,g). Na dlgebra de Clifford CU(V,g), temos dois

endomorfismos uteis:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 12

i. A isometria —1d € O(V, g) dd origem a

o:ClV;g) — CUlV,9)

€i, * .o — (—1)k€il C et €4

1 €

k k

como & = 1d, obtemos a decomposicao
CUV, g) =CL(V, g) ® CL'(V, g)

onde CU'(V,g) = {9 € CUV,g) | ole) = (=1)'¢} Claramente, temos
Cl(V,g) - CO(V,g) C CtI(V,g) parai,j € Z,, entio a dlgebra de Clifford CL(V, g)
¢ uma Z,-dlgebra. O subespaco CL°(V, g) € dito a parte par e CL'(V, g) a parte impar
de CL(V, g).

5. Seja () : T(V) — T(V) o homomorfismo K-dlgebra definido por *(xi; ® ... ® x3,) =

Xip, @ ... @ xq,. Como Y(1(V,g)) C I(V, g), existe um homomorfismo induzido

f):CeV,g) — ClV,g)

Xip “eee " X P2 Xip 7ot Xy

Essa func¢ao é chamada de transposicao.
Outra consequéncia da propriedade universal das algebras de Clifford é a seguinte:

Proposigao 1.2. A dlgebra de Clifford CL, € isomorfa a parte par de Cl,y1, isto €,

Cl, ~Cl,,.
Demonstragao. Desde que {ej, ..., e} e {e1, .., ens1} denotam, respectivamente, uma base
canonica de R™ e R™', defina a aplicacdo linear
f:R* — CO,
e — €{-€nti.
Portanto, pela definicdo da funcdo f, temos f(e;)*> = —1, entdo pelo Corolario 1.1 f é

estendida para f cL, — ce +1- Claramente, f ¢ uma aplicacao linear injetiva entre

espagos vetoriais de mesma dimensao, entao a aplicagao f é um isomorfismo. O

A proposicao a seguir fornece uma relagao entre a multiplicagao na algebra de Clifford

em termos do produto exterior e interior na algebra exterior.
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Proposigao 1.3. Para todo v € R™ e todo @ € Cl,, temos

V-@=VA@—vip ¢ @ -V~ (—1)P(vA+vip),
onde /\ denota o produto exterior, 2 o produto interior e @ € APR™ C A*R™ ~ C(,,.
Demonstragao. Seja v =ej e @ = e, +..." €y,.

i. Se existe iy tal que j =1ix entaov AN =0¢

vap = (—1)k71€i] VAN .../\eik71 /\eiw VAN .../\eip

= (—1)k_1ei] S el ” eik_] . eiw S eee t eip
e —V - (p
= (—1)P@-v.

ii. Sej¢&{ii,...,ip} entao vap =0e

VAQ = egAe, N../\e, ~e-e .. e
= U-(p
= (—1)P¢-v.

Como as igualdades da afirmacao sao bilineares, a proposicao esta provada. O

1.2 Classificacao das Algebras de Clifford

—
Vamos fazer algumas afirmagoes basicas com respeito a classificacao da algebra de

Clifford complexa. Para a algebra de Clifford real, temos a seguinte proposicao:
Proposicao 1.4. Para todo n € N: Cl,, g ~ Cl, ® Clg.

Esse fato combinado com a Proposicao 1.2 e o conhecimento de C{, para 1 < n < 8§,

resulta na classificacao das algebras de Clifford real.

Definicao 1.1. Ct, denota a complexificacao da dlgebra de Clifford real CL,, isto é,
Ct, =Ct, ®r C.

Proposicao 1.5. As dlgebras de Clifford complexas sao isomorfas a C(2™), ou a
C(2™) ® C(2™). Em particular:

(CQZm ~ (C(Zm) ~ EndC(ZZm),
Clmy ~ C2™) @ C(2™) ~ Ende(Xom) ® Ende(Zom),
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onde C(2™) denota o anel de 2™ x 2™ matrizes complexas, o qual € uma dlgebra sobre C,

m
e Yoy ~ C2".

Demonstragao. Faremos apenas a prova para Cly,,. Seja (€1, ..., €my €mi1y -y €2m) @ base

canonica ortonormal de R’™ e (2j,Z;)j=1,.,m uma base de Witt de R?™ @ C, isto &,

1 o] .
zj:zz(ej®1—e]~+m®1) e z; Zzz(ej®1+ej+m®l)'

Esses vetores satisfazem para todo j,k =1, ..., m as equagoes

gclzz) = 9clz,z) =0,
_ _ 1
gc(Zj>Zk) = QC(Zj)Zk) = §5jk>

que resulta em

Zj-(cZk—f—Zk'CZj = 0
Zi-cZk +Zxczg = O
ZicZktzZkcz = O

desde que x,y € C™ C Cly: X cY+Y ¢ x = —2gc(x,y). Por simplicidade escrevemos
"." para a multiplicacao de Clifford complexa -¢.
Seja W = Z; - ... - Z, e observe que Z, - @ = 0 para 1 < k < m pelas féormulas acima.

Denote zi, :==2zy, - ... - z,, para 1 < 1; < ... <1, < m. Entao, defina
nm=spaniz, - w1 <l <..<l, <m,0<r<m}

. m . ~ ~ . . .
Assim L), e C*" tem a mesma dimensdo, portanto sdo isomorfos como espacos vetoriais
complexos.

Definimos a fung¢ao linear

p:(CEZm — End(ZZm)

@),

V:Z]p'z](q — p(\)):(Z]_r'w'—)Z]p-qu'Z]_

Segue que p é um homomorfismo de algebras. Mostraremos agora que p é sobrejetiva.
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Primeiro tome v = z; - z; para 1 <j <mu:

pV)(z1-W) = z-Z1-z- @
= Z,](_Zqz]_])w

= —Z-Z1-Z1-W—zj- W

= —Zj'w
epara2 <l<m

pV)(z-W) = z-Z1-z- @

= 5 (~2%) @

Do mesmo modo segue o célculo que a imagem sobre p de uma base vetorial de X,,, nao
contendo z; é zero, enquanto que a imagem de uma base vetorial contendo z; é o mesmo

vetor com z; sendo substituido por z; ou —z;.

Denote z; - ... - z;y por w. Entao, para elementos da algebra de Clifford da forma
V=2, W W Zg, = Zgc Zy, W W Zyg et Zyg
a fungao p(v) substitui z, - ... -z, por £zj, - z;, na base de vetores de L;,,, enquanto que

p(v) aplica todos os vetores da base de L5, em zero. Entao p é sobrejetiva, e desde que
dimCly, =dimEnd(C?™), ela ¢é bijetiva. O

As consideragoes acima, produzem a classificacao das algebras de Clifford

complexas.  Na tabela abaixo incluimos também as éalgebras de Clifford reais:
n 1 2 3 4 5 6 7 8
Cl, C H HeH H(2) C(4) R(8) | R(8) & R(8) [ R(16)

Cl, |CaC|C(2)|C2)eC(2) |C4) |C4)aC4) | C(8 | C(8)®C(8) | C(16)

1.3 Representacao Espinorial
—
Definicao 1.2. Em dimensao par, a representacao espinorial complexa

p: (szm — ETLd((j(ZZm)

€ o isomorfismo da Proposi¢cio 1.5, enquanto que em dimensao impar tal isomorfismo

€ definido como sendo a projecao sobre a primeira componente do isomorfismo
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correspondente. Consideremos a sequinte defini¢ao.

Definigao 1.3. A multiplica¢ao de Clifford é a fun¢ao

m: Cezm X sz — sz

p®0 = @-0:=p(p)(o).

Proposigao 1.6. Seja (eq, ..., en) uma base g-ortonormal de R™. O elemento de volume

complexo

(4]

wc=172"er- ... e,

de Cl, satisfaz
i. wé =1le
. x- we = (—1)"we - x para todo x € R™ C CL,,,
onde [ ] representa a parte inteira.
Isso resulta na seguinte proposicao.

Proposicao 1.7. Sen = 2m € par, a representacao espinorial complexa, restrita a parte
par da dlgebra de Clifford,
po : Cﬁgm — ETLd((j(sz)

admite uma decomposicao
sz = Z;m D Zz_m)

onde

1
Zizm = E(] + wc) . sz.

Além disso, p°(x) : Z;Em — X3, € um isomorfismo de espagos vetoriais para cada

x € R™M\{0}.

1.4 O Grupo Espinorial
—
Denote por C{}; o grupo multiplicativo de unidades da &algebra de Clifford real C¢,,

isto é, o subgrupo

1

Cli ={peCly|To ' €Clytalque g -9 ' =@ ' @ =1}

Definicao 1.4. O grupo pin de Cl,, € o subgrupo Pin, de CL;, definido por

Pin, ={x;-...-xx [ % € R, [|%]| = T}
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O grupo spin € definido como sendo
Spin, = Pin,, N C€1°1.

Em outras palavras, o grupo spin € o subgrupo multiplicativo de CL, gerado por produtos
pares de vetores de comprimento 1, isto €,
Sping ={x1 - oo - x| %5 € R™Y |5 = 1}

Observacao 1.3. Seguem abaixo alguns comentdrios importantes em relagao ao grupo

Spin.
i. A inversa de um elemento @ =Xy, - ... - Xi,, € Spin, € dada por ‘().

1t. Denote por CI% a dlgebra de Lie do grupo de Lie CL} e por spin, a dlgebra de Lie

de Spin,. Entao €I} € isomorfo a Cl,, o colchete de Lie
(o, bl =0 -Y—P-¢

para todo @, € Cl,.

Nosso objetivo agora é mostrar que o grupo spin Spin, é um recobrimento de 2-folhas

de SO,, n > 3. Consideremos a aplicagao

Ad,:Cl, — Cl,

Yy = oueyeu,

com u € C{}.

Proposicao 1.8. Para todo x € R", ||x|]| =1, a fun¢do Ady é um endomorfismo de R™.

Além disso, —Ady € a reflexdo através de x*.

Demonstracao. Para x € R™, ||x|| = 1, temos x ' = —x em C{,. Entao, para y € R™,

—Adi(y) =x-y-x=x-(—x-y—29(x,y)) =y —2g9(x,y)x.
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Para u = x;...x¢ € Spin,, ey € R™, obtemos

Ady(y) = u-y-u’'

= u-y~tu

= X] et X2k Y X2 7 et X
= Ady, 0..0Ady,, (y).

Isto ¢ uma composicao de reflexoes de R™, dai um elemento de SO,,. Pelo teorema de
Cartan-Dieudonné, todo elemento de SO,, ¢ um produto de um ntmero par de reflexoes.

Temos entao a proposicao:
Proposicao 1.9. A funcao linear Ad [spin,: Spin, — SO, € sobrejetiva.
Ad [spin, na0 ¢ injetivo, mas temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.10. A sequéncia
. Ad
0— Z; — Spin,, = SO,, — 1

€ uma sequéncia exata curta. Além disso, se n > 3, Spin, € o recobrimento universal de
SO,.

Demonstracao. Um elemento u € Spin, UCL® pode ser decomposto em w = ao + € - ay,

tal que ap € C{ e a1 € Cﬁll, ap e a; nao contendo e;. Entdo ap-e; = e; - qp e
e -a;-e; =—ep-e-a = a. Suponha agora que u estd no nucleo de Ad, isto é, para
todoy € R"

Adi(y)=y&u-y=y-u

Para y = e, obtemos:

(ag+ej-ay)-e; =er-(ap+er-ay), segue que, ap-e;+e;-ay-e; = e;-ay— dy, assim
a; = —a;. O que resulta em a; = 0.

Portanto, u nao contém e;. Como o mesmo procedimento funciona para todos os e;’s,
obtemos u € {—1,1} e kerAd ={—1,1}.

Para provarmos que a cobertura nao é trivial para n > 3, é suficiente encontrarmos
um caminho continuo em Spin,, o qual liga —1 a 1. Podemos ver facilmente isso usando

o seguinte caminho:

y(t) = (cos(%)eﬁ-sin(%)ej) (= cos(%)ei—ksin(%)ej)
= cos(t) +sin(t)e; - e;. (1.1)

Concluindo assim a demonstragao da proposicao. O
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Proposicao 1.11. O homomorfismo Ad, : spin, — so,(~ A*R") entre as dlgebras de

Lie associadas a Spin,, e SO, € um isomorfismo de espagos vetoriais. E dado por:

(Ad.(ei-e)) (y) =2(es N eg)(y) = 2g(e;, y)e; — 2g(ej,y)es,
para 1 <1i,j <m.

Demonstragao. Considere o caminho definido pela equagao (1.1). Como y(0) = 1,
% lio Y(t) = e - ¢ e spin, ¢é isomorfo a TiSpin,, podemos assumir que e; - ¢;

encontra-se em spin,, 1 <1i,j <n, i#j. Nessas condi¢Oes, temos que

Adle-e) W) = Slo (Ady) = % oo V(D) -y -y (1)

dt dt
= Y'(0)-y-v(0)+v(0)-y- (v )(0)
= €-6-Yy—y-e-¢g
= ei-¢-y—(—ei-y—2g(e,y)) e
= ei-¢-yte(—¢-y—29(y,¢)) +2g(e,yle
= 2(91/\61')(9)

o que prova a féormula desejada, e além disso, temos que Ad, é sobrejetiva. Portanto, a

dimensdo de ambos, spin, e A’R", sdo iguais, ou seja, Ad, é um isomorfismo. O

Enfatizamos que o grupo spin Spin, é um grupo de Lie compacto, conexo,

simplesmente conexo (para n > 3) de dimensao @

1.5 O Espaco de Espinores Complexos
—
Definigao 1.5. Seja p : Cl,, — End(X,,) uma representacgao irredutivel de CL,. Entdo a

restri¢ao de p ao Spin,

p: Spin, — Aut(L,)

€ dita a representacao espinorial complexa e X, o espaco de espinores complexos,
dime(Z,) =212

A Proposicao 1.7 pode ser reescrita da seguinte forma:

Teorema 1.5.1. Se n = 2m € par, a representacao espinorial complexa de Spin,, se

decompoe como
p=p" +p.

Isto ¢, o espaco dos espinores se decompoe em espinores positivos e neqgativos,
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Yom = L3 @15, onde Zzim = %(1 + we) - Lom, de modo que
pE : Spiny, — Aut(Zzim).
Além disso, para x € R™\{0}, a aplica¢ao

R == F
x:55,, — X,

o — X-0,

¢ um isomorfismo. As funcoes pT sdo irredutiveis e inequivalentes representacoes
complexas de Spiny,.
Para n = 2m + 1 impar, a representacao espinorial € irredutivel e nao depende da

projecao na componente de End(Z,m) ® End(Z,,) escolhido na Definicao 2.1.
O resultado abaixo sera 1til no capitulo 3 :

Proposicao 1.12. (Produto natural Hermitiano)Existe em Y., um produto escalar
natural Hermitiano tal que

(01,02) = (x - 01,x - 02)
para todo x € R™, ||x|| =1, e 01,07, € Z,.

Demonstragao. Seja I, o subgrupo multiplicativo de C{; gerado por uma base
g-ortonormal (ey, ..., e,) de R™. Usando as relagoes (—1)2 =1, e =—1ece;-e; = —e;- e,
1 <ij <m,i#]j, vimos que I, é finito e || = 2™, Agora escolha um produto
Hermitiano arbitrario (-, -) em L, e defina para 07,0, € L,

(01,02) = 1 Z(v-01,v~02>.

rn vel
Primeiro, para e; € I}, segue
1
(ei-01,€1-02) = T D (veei-o1,v-ei- o))
n vern
1
= T Z(v - 01,V - 02)
n vel

= (o01,02).
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n n
Entao, para x € R™ com ||x|| =1, isto é, x = inei, com inz =1, obtemos
i1 i=1
(x-on,x-02) = inz(ei - 07, €+ 02) +inxj(ei - 07, €j - 02)
i i#
= ZXiz(Gb 02) + ZXin((ei - 01,6+ 02) + (& - 07, ;- 02))
i i<j
= (01,02)
dai, para i < j, temos
(ei-01,€-02) = (ei-ei-01,€i-€-02)
= —(o1,ei-¢- 02
= —(ej-01,¢-€-¢-0))
= (e-01,ei-¢ ¢ 02)
= (ej - 07, €+ 02).
Ol

Uma consequéncia imediata é a seguinte:

Corolario 1.2. Para todo x € R™ e para todo 01,0, € Ly, temos

(x - 01,02) = —(07,% - 02).

- 0,), portanto,
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2.1 Fibrados Vetoriais e Principais

—
Introduziremos a nocao de fibrados vetoriais e principais. Definiremos forma de

conexao e derivada covariante. Usaremos essas ferramentas para definir a derivada

covariante no fibrado spin em termos da conexao de Levi-Civita no fibrado tangente.

Definigao 2.1. Um fibrado vetorial de posto N sobre K € uma tripla (E, 7, M) tal que:

i. a projecao T : E — M € uma aplicacao diferencidvel entre variedades diferencidveis

de dimensao finita,

. para todo x € M, a fibra relativa a x, By = 7 '(x) € um espaco wvetorial

N-dimensional sobre K,

1t para todo x € M, existe uma vizinhan¢a aberta U C M e um difeomorfismo,

chamado trivializagao local,

¢:m(U) — U x KN



CAPITULO 2. CONEXOES EM FIBRADOS VETORIAIS E PRINCIPAIS 23

tal que para todoy € U,
¢ lg,: By — fy} x KN

€ um isomorfismo de espac¢os vetoriais.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 2.1. Vejamos abaizo alguns exemplos de fibrados vetoriais.

t. O fibrado trivial M x R™.

1. O fibrado tangente TM de uma variedade diferencidvel M.

Proposicao 2.1. (Fungao Transicao) Seja (E 1, M) um fibrado vetorial e (Ug, Go)aca

uma cobertura de trivializacoes locais. Entao a func¢do transi¢ao
@po - Uy NUg — GL(N,K) =: GLy,
definida por

bpoda " (UeNUg) x KN — (Uy NUg) x KN

(x,v) — (%, @palx)v),
satisfaz a condi¢ao de cociclo
Pyp © P = Pya: Ug NUg NU, — GLy

para todo o, B,y € A e todo x € Uy NUg N U,.

Proposigao 2.2. Seja (Uy)xea uma cobertura de M e seja
@pa: Uy NUg — GLy
uma funcgao diferencidvel satisfazendo
Pya = Pyp © Ppa : UgNUg N U, — GLn.

Se definirmos

E .= (HuaxKN>/~

€A

onde | [ denota unido disjunta, e a relagdo de equivaléncia ~ definida por

(Xay V) ~ (xg, W) & x=x4 =% € Uy UlUp e w=@ps(x)V,
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entao E define um fibrado vetorial sobre K de ordem N.

Definicao 2.2. Dado um grupo de Lie G, um feize de fibras G-principal é uma tripla
(P, t, M) tal que

1. : P — M uma func¢ao suave entre variedades diferencidveis de dimensao finita,

1t. G age de forma suave e livremente em P a direita, isto €, P x G — P satisfaz

Pg =7p se, e somente se g =e € G,

1it. para todo ponto x € M, existe uma vizinhang¢a aberta U C M e um difeomorfismo,

chamado trivializagao local,

¢ (W) — Ux G, p= (n(p), @(p)),

tal que
$(pg) = (n(pg), ©(pg)) = (nt(p), ©(p)g)

para todo p € U e g € G. Em particular, ¢ |1 € um difeomorfismo da fibra

P, :=7"(p) em {p} x G o qual comuta com a agdo de G em P.

Para uma cobertura (Uy, ¢y) de trivializagoes locais, definimos como sendo a funcao

transicao @gy : Uy N Ug — G por

bpody : (UgNUg) x G — (UyNUg) x G
(x,9) — (x, 9p«(x)g)
e novamente obtemos a condicao de cociclo @yp 0 @px = @y« Como na Proposicao 2.2,
podemos reconstruir a fibra do fibrado principal pelas fungoes transicao.
Seja (P,7t, M) uma fibra do fibrado G-principal. Tomamos uma representagao de

dimensao finita

p:G— End(X)
de G em um espaco vetorial £ e defina uma acao de G em P x ¥ como sendo:

(PxX)xG — PxL
(P,v,9) — (pg,p(g V).

Dividindo P x I pela relacao de equivaléncia (p,v) ~ (pg, p(g~")v) obtemos o fibrado
vetorial associado
E=Px,Z=(PxX)/~= (PxZX)/G.

As fungoes de transicao de E sao p o @pq, onde @py sao fungoes de transicao de P.
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2.2 A Forma de Conexao e a Derivada Covariante
—
Definigao 2.3. Seja (E,7t, M) um fibrado vetorial. Uma derivada covariante € uma

fungao linear

V:T(E) — N(T*M ® E),

a qual satisfaz a regra de Leibniz
V(fp) =df @ + fV.

Definicao 2.4. Seja (P, 1, M) um feize de fibras G-principal. Para qualquer pontop € P,

existe uma Injecao canonica

~g — T,P

- d
z =z, = R t:o(p exp(tz)).

A imagem € dita um espago vertical V,, e € o espago tangente a fibra ' (p), isto €,
V, = Ker(m,).

Definicao 2.5. Uma conexao em um feize de fibras G-principal (P,7t, M) é uma
distribuicao de espagos vetoriais n-dimensionais p — H, U T,P, do espago horizontal

tal que
i. LP=V,®H,, e
i. € G-invariante, ou seja, Hyg = (Rg)«(Hyp), onde Rg: P — P, p — pg.

A projegao T induz um isomorfismo T.| :Hp, — Ty M.
Hyp

Proposigao 2.3. Seja (Pytr, M) uma fibra do fibrado G-principal. A decomposi¢ao de
T,P por uma conexao nos permite definir uma 1-forma w em TP com valores na dlgebra
de Lie g de G
proj \, ~!
wp:LP=V,®&H, =V, — g

que tem as sequintes propriedades
. wy(z) =z, onde z € como na Definicao (2.4),

. Riw = ad(g)w, isto €,
VX € T(TP), w((Ry).X) = ad(gw(X),

onde ad: G — End(g), g dog e g : G — G, a— gag™".
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Inversamente, uma 1-forma em TP com wvalores em g o qual satisfaz (i) e (ii) define

uma conexao em P por H, := kerw,,.

Para uma conexao 1-forma w em uma fibra do fibrado G-principal (P, 7t, M), definimos
uma derivada covariante em todo fibrado vetorial associado E =P x, L como segue:
Tomando uma seccao P € T'(E), a qual é localmente dada por = [s, 0], onde

s € Ty(P) é uma seccao local em U C M e 0: U — X, uma funcao. Dal,
U3 TP S g2 End(D),
podemos definir uma derivada covariante em E por
VW = [s, X0 + p.((w o s,)(X))o] (2.1)

para qualquer X € TU, onde Xo denota a derivada de Lie de ¢ na direcao de X.
Inversamente, dado um K-fibrado vetorial (E,7t, M) de posto N e uma derivada

covariante V, consideramos N secgoes locais linearmente independentes de E

s= Wy, Pn): U= GLE, U C M (2.2)
e defina 1-forma wgy por
N
Vxby =: Z wpa(X)bg (2.3)
=1

para todo X € T'(TU).
Agora, existe uma tnica forma de conexao w no GL(RN)-fibra principal GLE tal que

para qualquer sec¢ao local s € T (GLE)
S'W = w = (Wpa)1<ap<N € § = End(KN).
Note que para qualquer campo de vetores tangentes X, podemos definir
w(s: X +z) = (wp«(X)) + z.

Observagao 2.1. Seja o fibrado vetorial E munido com uma métrica g e uma conexao

métrica V, isto €,

Xghb) (P) = g(lel)> (P) + 9(1|)>VX(P)> VII)) (NS F(F—)) X e F(TM),

entao a matriz correspondente de 1-formas (Wpy) € simétrica com respeito a um referéncial
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ortonormal arbitrdario s = ({q,...,In) : U — SOE. Portanto, é um elemento da dlgebra

de Lie son de SOn. Para provarmos isto tome X € T'(TM) obtemos

Q(Vxll’m lbﬁ) = _g(d)om VXIPIS)

para a conexao métrica V. Entao

wﬁcx(X) - 9<Zwy(x(x)¢y>¢ﬁ>

= g(Vxba, ¥p)
= _g(lboc) VXll)fi)
= —Wqup (X)

2.3 A Curvatura

—
Para uma G-fibra principal (P,7t, M) com forma de conexao w, define a curvatura

2-forma Q) por:
Q eT(AYTP)® g)

Q(XY) =dw(X,Y) + [w(X),w(Y)], X,Y € T'(TP).

Como na Observacao 2.1, com respeito a seccao local s = (Py,...,Nn) : U — SOE,
U C M, seja O =s*Q, entao obtém-se a seguinte relagao

N
Qup = (dw)ap + Z Way A\ Wyg.

y=1

Definigao 2.6. Seja (E, 71, M) um fibrado vetorial com uma conexao métrica V. Defina

o tensor curvatura

R:T(E) 5 T(TM®E) —— T(A(T*M) ® E),

onde
Vi@ ) :=dx @ — a A Vip. (2.4)

Proposigao 2.4. Para uma secgao local s = (\Pq, ..., n) € TU(SOE) temos

N
Rbo =) OQp @ .
B
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Demonstracao. Pela defini¢ao de V e da equagao (2.3), segue que

V(V(s)) = V (Z wﬁaw@)
B
dwpe @ P A (Z Wyp ® 1|)y>>

dwpe — Z Wy /A wﬁv) ® g

v

I
M =M =M

dwpe + Z Wey A\ ww) ® g

Y

B
= ZQ(M(}?H}@.
B

Proposicao 2.5. A Defini¢cao 2.6 coincide com a usual, isto €,
Rxy = [Vx, Vy] = Vix 1.

Demonstragao. Tome as secgoes locais X, Y € T'(TM), e P € Ty(E) entdo existe og €
u(T*M) e s € Ty(E), onde B =1,...,N tal que

VY = Z xp @ Pg.
B
Usando as equagoes (2.3) e (2.4), obtemos que

VIVP)(X,Y) = (VxVyb — Vo) — (Vy Vb — Vg, xb)
= VxVyh — VyVxh — Vixy

= Vx(D_ap(Y)g) — Vy (Z ocﬁ(X)xpB) — > aplX,Yipg
B g g

= ) Vxlag(Mp) — > Vylag(X)hp) — ) aplX, Vg
p B B

— Z <X(OC6(Y)) + Z OCy(Y)Vlev> .

B
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3.1 O Fibrado Espinorial

—
Neste capitulo discutiremos a nogao de estrutura spin em uma variedade diferenciével

de dimensao finita. Vamos calcular a expressao local da derivada covariante espinorial
como também a curvatura espinorial. Daremos a definicao do operador de Dirac e suas

propriedades basicas e por fim analisaremos a férmula de Schrodinger-Lichnerowicz.

Definicao 3.1. Seja (M™", g) uma Variedade Riemanniana de dimensao n. Uma estrutura
Spin em M € um par (SpinM,n), onde SpinM € um Spin, -fibrado principal sobre M e

1N um recobrimento de 2-folhas tal que o sequinte diagrama comuta:

SpinM x Spin,, — SpinM (3.1)
nxAd n M
SOM x SO, SOM

As fungoes nas linhas sao, respectivamente, a acao de Spin, e SOy nos fibrados principais

SpinM e SOM.. A existéncia de uma estrutura Spin em M € equivalente ao fato de que,
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para as fungoes de transicao @pyx de SOM, existe uma escolha de levantamentos para a

fungao transi¢ao de SpinM, sto €, o diagrama
Spin, (3.2)
(~p[50c l
Ad
M D U, NUg 222 50,

comuta e Q©py Satisfaz a condi¢ao de cociclo
PypPpa = Pya-
Isso, de qualquer forma, é equivalente a segunda classe de Stiefel-Whitney w;(M)
sendo zero.
Exemplo 3.1. Veja abaizo alguns exemplos de variedades spin:
t. A esfera S™ € uma variedade spin;
1t. SO, € uma variedade spin;

111. Toda variedade Riemanniana compacta orientdvel de dimensao menor ou igual a 3

€ spin;
w. RP™ ¢ variedade spin se, e somente se, n = 3mod4;
v. CP™ € variedade spin se, e somente se, n =2k + 1.
Definigao 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n.

t. O Fibrado Espinorial Complezo associado a estrutura Spin de M € o fibrado vetorial

complexo
IM = SpinM x, L,

onde p : Spin, — Aut(L,) € a representacao complexa Spin,, L, ~ CN e N = 217/,
Uma seccao P € T(EM) € localmente dada por

Ylu =I5, 0l

onde s € Ty(SpinM),UeM eo:U— Z,.

1t. A Multiplicagao de Clifford em LM € a acao dada por

m:TM®IM — IM
X@p=[Eaals0 — [§5a-o=X- 1,
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onde « - 0 € a multiplicacao de Clifford em X, onde o fibrado tangente TM € visto

como o fibrado vetorial associado TM ~ SpinM x4 R™.

11t. O produto natural Hermitiano em XM € definido por

() :T(EIM) x T(EM) — C®(M,C)
bYRe = (W, 0),

onde para todo x € M, (b, @)y = (Wy, ©x) € 0 produto natural Hermitiano em
L. (veja a Proposi¢ao 1.12).

Com a ajuda do Coroldrio 1.2, € simples checar que para todo X € T(TM), 1,
@ € T(ZM), a multiplicagiao de Clifford e o produto Hermitiano em LM satisfaz a

condi¢ao de compatibilidade

(X, 0) + (b, X @) =0. (3.3)

3.2 A Conexao Levi-Civita Espinorial
—
Tomando um subconjunto aberto U C M simplesmente conexo. Entao qualquer secgao

local s € I (SOM) pode ser levantada por uma secc¢ao s € Iy(SpinM), isto é,

SpinM
el
uUcM——SOM

podemos definir uma conexao 1-forma w em SpinM como a tnica conexao 1-forma para

a qual o seguinte diagrama comuta

TSpinM £ spin,, (3.4)

/ J{m l/\d*
TU € TM —— TSOM ——= 505,
A conexao 1-forma w é dada pela conexao Levi-Civita em (M, g).

Usando uma descrigao local da derivada covariante V em XM, tomando um referencial

ortonormal s = (ey,...,e,) € [L(SOM), U C M, e denote por:

w = sTw=— E Wiyj€4 A\ €j
i<
Q = s5Q=-— E Qijei AN €,

i<
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onde,

ei/\ e == g(ei,-)e;—glej,-)es (3.5)

¢ uma base de so,,. Entao:

wi(X) = —g(w(X)es, e;) = —g(Vxes, €;) (3.6)
para todo X € T'(TM).

Proposicao 3.1. Descricao local da derivada espinorial covariante V e do tensor

espinorial curvatura R.

i. A conexao 1-forma levantamento W satisfaz

@ (s.(X) == @(X) = —% D wy(Xei - e, (3.7)

i<

1. Tomando uma base ortonormal o1, ...,0n de Ly = C para obter uma secg¢ao local
(Wa)i<axn em SU(ZM) por

ll)cx = [§> Goc] € FU(ZM)
Entao a derivada espinorial covariante € dada localmente por:

.l n
Vi, = - Z g(Vei, ej)e; - ¢ - q. (3.8)

11t. Finalmente, se R denota o tensor curvatura de Riemann de um fibrado tangente,

entao para o tensor curvatura espinorial obtém-se:

] n
Rxyb = D g(Rxvei ejei- e - . (3.9)

4,j=1

Demonstragao. Primeiramente, da equacao (3.4) e Proposigao 1.11 segue que:

®(X) = (Ad'owos,)(X)
= _Zwij(X)Adj((ei/\ej))

i<

1
= —z Z wij(X)ei - €.

i<
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Agora considere p, = p (onde a representagao p é uma funcao linear da algebra de

Clifford ao espago vetorial de endomorfismos End(X,)):

vd’tx = [g)p*(&oé:k)aa])
= [gap*(_%zwijei'ej)o—cx])

i<

1
= 73 Z wijei - € - Pay

i<

1
= 3 D g(Veiej)ei- ¢ ba,

i<

1
=7 D 9(Veiejei- ¢ e
iJ

E por fim o item (iii) segue diretamente da Proposigao 2.5 e da equagao (3.8). O

Proposicao 3.2. Compatibilidade da derivada espinorial covariante ¥V com a

multiplicagao de Clifford "-" e o produto natural Hermitiano (-,-):
X, 0) = (Vx, @) + (b, Vxo) (3.10)
Vx(Y-) = (VxY)-b+Y-Vx. (3.11)

Demonstragao. Tome s = (ey, ..., €,) € Py como na equagao (3.8).

i. Para1 =14 e ¢ =g, para qualquer campo de vetores X, teremos

-I n
(Vxbs, Pg) = 1 Z g(Vxei, e5)(ei- e - Vo, p)

i,j=1

.I n
= 4> a(Vxey &) (Wares e )

i,j=1

.I n
! D g(Vxej,ei) (W, e - € - bp)

i,j=1

1 n
= _Z Z g(vxei, ej)(lbom € g lbﬁ)

i,j=1

o qual combinado com o fato de (P, Pg) = d4p resulta em (3.10). Para secgdes
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arbitrarias usaremos bilinearidade juntamente com

X(fh, @) = (X)W, @)+ X, @)
= (Xf)(W, @) +f(Vxh, @) + (1, Vxo)
= (Vx(f), @) + (f, Vxo)

assim a equagao (3.10) é verdade, se a formula ja vale para \{ e @.
ii. Primeiro note que:
i € ey =ei-(—ex-e —20) = ex- e e+ 20je; — 205kei.
Entao, para Y = e; e = 1V, obtemos:
Viec b = 3 ) o(Vene)e- e (e

5]

1 1
= Z Z g(veh ej)ek c€i- g ll)(x + E Z g(Vek, e]')e]' . ‘LI)(X
j

L

1
- z Z 9(V€i> er)ei - Py

Podemos mudar i por j no ultimo termo obtendo

1
-2 Z g(Vei, ej)er-ei e -y + Z g(Vey, ej)ej - Py
5] j

= e Vi + (Ver) - .

Para Y e 1 arbitrarios. Concluindo o que queriamos demonstrar. O

3.3 O Operador de Dirac

—
No que se segue o referencial ortonormal local, denotado por s = (ej,...,e,) €

Mu(SOM), U C M, satisfaz a relacao

ei-ej—f—ej-ei:—Zéij, 1§1,]§n

Nas segoes anteriores, vimos que associada a uma estrutura Spin de uma Variedade

Riemanniana (M™", g), existem trés estruturas essenciais:
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i. O Fibrado Espinorial XM = Spin X, X, com a multiplicacao de Clifford

m: MM — M
Xy = X-b=p(X),

onde p é a representacao espinorial. Esta multiplicacao pode ser estendida para

m:AP(M)®@IM — IM
x@Yp — Z Oy ..ip€ip "=+ - " €1, D,

1<ii<..<ip<n

onde localmente

_ * *
X = § o(«i]."ipei]/\.../\eip,

1<ii<..<ip<n

e ef = g(ei,-) ¢ uma base dual de e;.

ii. O produto natural Hermitiano (-,-) em secgoes de M.

iii. A conexao de Levi-Civita em M.

Como vimos anteriormente, essas estruturas satisfazem as seguintes condigoes de

compatibilidade:

th) (P) - (VXII)> (P) - (ll)> lemb) = 0)
Vx(Y-P) =VxY-b—-Y -Vxb = 0,

para todo X,Y € I'(TM), U, @ € T'(ZM).

Agora temos condic¢oes de definir o operador de Dirac:

Defini¢ao 3.3. (Operador de Dirac) O operador de Dirac é a composi¢io da derivada

covariante agindo em secgcoes de XM com a multiplicacao de Clifford
D:=moV.
Localmente, temos

D:T(IM) 5 NTM®IM) 3 ((EM)

P - ie:@veiw - ieyveiw.
i=1 i=1

Os lemas a seguir servirao de apoio para os resultados subsequentes.
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Lema 3.1. O comutador do operador de Dirac com a acgao, através da multiplicacao
pontual no fibrado espinorial, de uma funcao f: M — C, € dado por
D, flp:=df -, Y eT(ZM).

Demonstracao. Um calculo local mostra que
[D,flp = (Df—fDRp =) e Ve (fh) — DY
i=1

= Z df(ei)ei - + DY — D
=1

= df .
0

Lema 3.2. O operador de Dirac é um operador diferencial parcial de primeira ordem, o

qual €
1. eliptico e

it. formalmente autoadjunto com respeito a ()12 == [,,(-,-)vy se M € compacto, onde

V4 denota o elemento volume.

Demonstracao. Seja x € M, & € TIM {0} e f € C®°(M,R) tal que (df), = &, entdo o
simbolo principal, o¢(D) : LM — L,M, é dado por

0e(D)(b(x)) = DI(f—f(x))pl(x)
= (DY +df - — f(x)DY)(x)
= (df)x-P(x)
&-h(x),

isto é, 0¢(D) é uma multiplicacao de Clifford por &. Para vermos que D é eliptico, temos

que checar que, para todo & € T*"M/{0}, 0¢(D) : LM — L,M ¢é um isomorfismo. Mas,
EVv=0=E8-80=0&—[Eb=0&1p=0.

O que prova que o operador de Dirac ¢é eliptico.

Agora para mostrarmos que D é autoadjunto, escolhemos coordenadas normais a x €
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M, isto &, (Vee5)(x) =0, 1 <1i,j <m, e calculamos primeiro
(D, @) = (Z e Ve b, @)
i=1
= _Z(veilb)ei' (P)
i=1

= =) el e @) — (%, Veler )]

N _Z eihb) €i- (P) + ('LI),D(P),
i=1

usando a equagao (3.10). A soma no ultimo termo ¢ a divergéncia de um campo de vetores
complexos. Para isto, considere os dois campos de vetores X;, X5 € T'(TM) definido para
todo Y € TM por

Segue que,

divX; +1idivX, =

M =

g(vekxh ek) + 1Z g(velxb el)

=
Il

n

(exg(Xiyex) — g(Xy, Veex)) + iZ(elg(Xb el) — g(Xz, Veer))
=

I
M=

x
Ik

M=

ex(g(Xy, ex) +1ig(Xy, ex))

x
Ik

I
M =

ex(V, e @).

=
Il

1

Assim,

(DY, @) = —divX; — idivX, + (P, D).

Essa equacao ja nao depende da escolha de coordenadas, entao podemos integré-la sobre

M e obtemos

J (,le) (P)Vg = J ((p),le)ng

M M

desde que OM = 0. O
Lema 3.3. Seja n =2m, entdo

i. D :T(Z*M) — T(ZFM), isto €, o operador de Dirac leva espinores positivos em

espinores neqativos e vice-versa.

1. Os autovalores de D sao simétricos com respeito a origem.
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Demonstragdo. Do Teorema 1.5.1, temos que L := %(1 +wc)-L,, entdo L é o subespago,

o qual multiplicado com wc¢ ¢é a identidade. Portanto, para p* € I'(Z*M):
we-DY* = we- ) e Ve ==} e we: Ve
i=1 i
=~ e Velwe ¥7) =D,
i=1

Fica provado que o operador de Dirac leva espinores positivos em espinores negativos.
Agora, seja P um autovetor para D, isto é, D = AP para A € R e decomponha
P =19 +1~. Entao
DYt +DYp =Ap + A,

resulta de (i) que D = AMpF. Entao o campo espinorial IT) =1P*" +1P~ & um autovalor de

D associado ao autovalor —A, pois
DY =D — ) =M =M = A — ) = -\,
como queriamos demonstrar. U

Exemplo 3.2. Sequem abaizo alguns exemplos.

i. Seja M =R", ZR* =R" x CN, N =22, entdo todo campo espinorial \p € T'(ZR™)

¢ de fato uma funcao P : R™ — CN, e o operador de Dirac € dado por
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o qual age sobre funcdes diferencidveis de R™ em CN, onde 0; = V.. Entdo

- ()

— _Zaz—kZel] 0,0 ~|—Zel e; - 0;0;

i<j 1>
= —Z@z—FZel j-aiaj+Ze]~-ei~ajai
i<j i<j

— —Zaz Zel'el"(aiaj_ajai)
i<
= _Zaf

A 0

0 A

ii. Considere M = R?, temos C; = C(2) e a decomposicio L, = £ @ L, = C @ C,
onde £ = spanc(e;+iey) e X; = spanc(1—iej-e;). Entdo, cada campo espinorial

P € T(ZM) € dado por duas fungoes complexas f,g: R?> — C, tal que
P = f(e; +1iey) + g(1 —1ie; - ey).
O operador de Dirac torna-se entao

Dy = (er-01+ey-0;2)[(e) +ie)f+ (1 —ies - ez2)g]
= —(07 +102)f(1 —ie; - e2) + (07 —1i02)g(ey + iey)
= 2(—0zf(1 —ey-ey) +0.9(e; +iey)),

onde 0z = %(61 +10;) €0, = %(61 —10,). Isto é,

0 20,
—2—-9; O

na base {(e; + iez), (1 —1iey - e2)} de X;. Dai, o operador de Dirac D poderia ser

considerado como uma generalizacao do operador Cauchy-Riemann.
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11t. O fibrado de Clifford CAM

Para uma variedade Riemanniana (M™, g), defina o fibrado vetorial CEM por
(CIM), = a dlgebra de Clifford de (T,M, g).

Podemos wver este fibrado como o fibrado vetorial associado a SOM.  Pela

Propriedade Universal 1.1, podemos estender
pn: SO, — SO(R™) para p, : SO, — Aut(C¢,),

de modo que

CUM = SOM x5, Cl,.

Da Proposi¢ao 1.8 temos

V- VA Q—ViQ

pelo isomorfismo CL(TM, gy) — A*(TM). A diferencial e a sua adjunta poderia

ser escrito localmente como

d= iei/\vei ed= —ieuvei.
i=1 i=1

Se definirmos o operador de Dirac como anteriormente, temos

Isto € a "raiz quadrada"do Laplaciano em A*(TM)
D~ (d+8)*=ds+06d=A.
3.4 A Foérmula de Schrodinger-Lichnerowicz

—
Definicao 3.4. Ezxtensao do produto natural Hermitiano (-,-) e da derivada espinorial

covariante V.

i. Estender o produto natural Hermitiano (-,-) em T'(XM) para sec¢oes de T*M @ ZM

por

() :T(TM@IM) x (T'"M @ IM) — C®(M,C)
(P, B@e) = gl B)(b, ).
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onde a métrica g estende-se a covetores por isomorfismo T*M ~ TM induzido por

g. Entao, para w,n € T(T*"M ® ZM), obtemos

(w,m) =) (wle),n(e))
i=1

para qualquer base ortonormal {ej, ...,e,} em T,M.

1. Seja V* a forma adjunta de V, isto é,
V*:T(T"'M® IM) — I'(ZM)

tal que (V*¥Y, @)1z = (WY, V@)i2 para todo ¥ € T(T'"'M @ IM) e @ € T(ZM).

Lema 3.4. Em coordenadas locais (ey,..,en) normais a x € M, temos:
n
V'V =—) VeVe
i=1

para todo P € T(ZM).

Demonstragao. Pelo item (iii) da definigdo anterior temos que

n

(V*V, @)z = (V, V)2 = ) (Veh, Ve, @12

i=1
Como na prova do item (ii) do Lema 3.2, obtemos:

n n

Z(Veill)v vei(p) = Z ei(veﬂ\ba (P) - (Ve-lveﬂ\ba (P)

i=1 i=1
n

= d‘i,\)X] + idi\)Xz - Z(veiveﬂb) (P))

i=1

o qual, por integragao, da a condicao necessaria para V* ser a adjunta formal de V. [

n
Proposigao 3.3. Seja R = %Z €i- € Re e, onde R € a curvatura espinorial. Entao
ij=1
obtemos o quadrado do operador de Dirac:

D? = V*V + R.
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Demonstracao. Tomando coordenadas normais a x € M, entao

DZ — (i e - vCi) <i €j - vq) Z e - V e] + e Velve)}
i=1 j=1

i,j=1

n
Z €i-6- VeiVej

Xi)j 1

- - zweﬁza BAS
j=1
1]#1

= — Z Velve] + Z €€ el e] Veivei)

i<j

= V'V+ z Z €i-6- Rei’ei
i,j=1
= V'V+R.

O

Teorema 3.4.1. (A Formula de Schridinger-Lichnerowicz) Seja S a curvatura escalar
de M, entao ]

D? =V*V + ZS Idrzm)- (3.12)
Demonstracao. Pela proposicao anterior, é suficiente mostrarmos que R = J—lS Idrizm).-
Seja Ric o tensor de Ricci do tensor Riemanniano R e use a Proposi¢ao 3.1 para R,

obtemos



CAPITULO 3. ESTRUTURA SPIN E O OPERADOR DE DIRAC 43

R = %IZ €i € Ree = %IZ ei-e- <% % g(Re; e €x, €1)ex - el>
= 8 Z (Z Rl]klel € - ek) - el

)])
= 3 Z 3 Z (Rijia + Rykir + Rigji)ei - € - ex
1 i#j7k
+ ) g(Reeeneei-e-ei+ ) g(Re e e, elei-e-e-e
) )
L)
= 3 Z Rece;€ir €1)ei — g(Re o €5 1)) - €1

)])

(Z —Ric(ej, el)e; - e — Z Ric(ei, el)e; - el>

il il

<Z —Ric(ei, ej)e;- e — Z Ric(ei, €j)e; - e]->
1, i,

1 .
= —Z Z RIC(ei, e]-)ei - €
LJ

1 .
! Z Ric(ey, ei)

1
=4S

Co| —

Co| —

ondeusamosqueei-ej-ekzej-ek-eiZQk'ei'ej parai#j #k. O
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4.1 Autovalores do Operador de Dirac
—
Neste capitulo usaremos as nogoes dadas anteriormente para estimar uma cota inferior

para os autovalores do operador de Dirac.

Teorema 4.1.1. Em uma variedade Riemanniana spin compacta (M, g) de dimensdo n

com curvatura escalar positiva S temos

1. kerD ={0}.

it. Se DY = M para um campo espinorial nao-trivial \p € T(IM), entdo N> > J—lso,

onde Sy : = minpmS.

Demonstracao. i. Pela formula de Schrédinger-Lichnerowicz (3.12), para qualquer

campo espinorial P € T'(ZM)
2 * 1
DY =V'VY + ZStI)
pelo item (iii) do Lema 3.2 obtemos

(DHp, ), :J (D4, ) v, (4.1)

M
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Por outro lado

1
| @iy = | (TV0+gsee,
M M
1
= (V'V, )2 + Z(Sﬂ)aﬂ)hz
1
— (Vll),vl,b)[_z + Z(Slbalb)LZ)

a ultima igualdade segue do item (ii) da Defini¢ao 2.4.

Dai,

1
| Doy = | (0. T0ve 4 | (S0
M M M
1

= J |v¢|2vg+—J ShpI*vg.
M 4 M

Para prosseguirmos com a demonstracao precisamos provar a afirmacao abaixo:
| @00y = | D, (42)
M M

De fato, provaremos a afirmagao quando P € A*(TM), o caso geral segue

analogamente, dessa forma D = d +

r

| Dwkvy = | D0 DwIvy = | (@ n(a+ s,
M JM M

r

= | (aw, @+ 5w, +j (5, (d+ 8))v,
JM M

r

= |t awivg+ | (@b s+ | s avive+ | (@50,

JM

= (dll)) dll))LZ + (dlb) 6¢)L2 + (61b) dlb)l_z + (61b) 6¢)L2-

Resulta em

J DYlv, — (6d¢,¢)vg+J (5w, ¥)v,
M .AhM M
= | tsa+asyu v,

= (qu)»d))vg)

JM

provando assim a afirmacao feita acima.
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Pelo que vimos anteriormente

2., _ 2 _ 2 1 2
| Dwvy = | Dwivg= | IVUPve+g | ShbEv,

Como J !Vll)lzvg >0e J
M M

O que implica que DY nao pode ser identicamente nulo, portanto, ker D = {0}.

1
ZSN)IZVQ > 0, segue que J |D1|)|2V9 > 0.
M

ii. Seja DY = AP para um campo espinorial nao-trivial P € I'(ZM). Entao

1 1
| Dwtvg— | gstwbv, = | v, | sy,
= | WPy g | sy,
M 4 M

Por outro lado,

2 1 2 2 1 2., 2
JM DY|*vg — JM Zso|1|)| Vg > JM DYV, —J ZSN)' Vg = JM V[T vg > 0. (4.3)

M

1
(7\2 - Zso) | vy >0
M

Segue que, A2 — %So > 0. Suponha por contradicio que A? — 2—150 = 0, pela equacao

Assim,

(4.3) obtemos que Vi = 0. Que implica em DY = 0, o que gera um absurdo com

o item (i). Portanto,

1
7\2 > ZSO

O

Teorema 4.1.2. Dada uma variedade Riemanniana spin compacta (M, g), entao qualquer

autovalor A de D satisfaz desigualdade de Friedrich

ln
4n —1

A2 > So, (4.4)
onde S := minmS como anteriormente.

Demonstracao. A prova é baseada na desigualdade de Cauchy-Schwarz. Para um campo

de espinores arbitrario P € I'(XM) temos



CAPITULO 4. PROPRIEDADES ESPECTRAIS DO OPERADOR DE DIRAC 47

DY =

n 2 n 2
Z ei- Ve b < (Z le; - VeﬁM)
i=1 i=1
n 2 n
= (Z 1|Veixb|> <n) Vbl =n|Vyl.
i=1

i1
Pela formula de Schrédinger-Lichneriwicz obtemos

1 1
| Sowivy< | wwbvg= | Duv,— 7| shobv. (4.5)

] 2 ] 2
(1 - E) | owbv = 5| sy,

Para 1\ € I'(XM) nao trivial, segue que

O que implica que

1 n T n
2 2, 5 .M 2, > !
A JM|¢| V9_4n—1J'MSh‘b’ Vo= gn—1

SOJ Wi,
M

Portanto,

}\2 > SO)

1
4n —1

como queriamos demonstrar. U

Exemplo 4.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana spin compacta tal que sua

curvatura escalar S > Sgniy) =n(n—1). Entao qualquer autovalor A de D satisfaz
n
Al > —.
N

Observagao 4.1. Se b € T'(XM) € um auto-espinor para o qual a igualdade abaizo é

satisfeita

entao P satisfaz a equacao "twistor”
1
Vxll)‘f’EX'DlP:O»
para todo X € TM,, o qual resulta na equacao de Killing
A
VXII)—FEX-lb:O, vV X e I'(TM),

desde que \p € um auto-espinor.
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Demonstragao. No caso da igualdade em (4.4), obtemos por Cauchy-Schwarz
ei'vﬁill):e]"vejll)> vi,j, 1<1i,j<n,

0 que equivale a
Vi, 1 <i<n, Dy =ne;- Vb

que resulta em

1
Veh + —e; - D = 0.
n

48
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