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Resumo

Nesta Dissertacao, definimos campos de vetores parcialmente conformes fe-
chados e usamos para dar uma caracterizacao de variedades Riemannianas
que admitem este tipo de campos como alguns produtos especiais warped
folheados por hipersuperficies (n - 1)-umbilicas. Exemplos sao descritos em
formas espaciais. Em particular, campos de vetores parcialmente conformes
fechados em espacos euclidianos estao associadas a folheagoes mais simples
dada por hiperesferas, hiperplanos ou cilindros coaxiais. Finalmente, para
variedades que admitem tais campos de vetores, impondo condigoes para
uma hipersuperficie ser (n - 1)-umbilica, ou, em particular, uma folha da
folheagao correspondente.

Palavras chaves: campo de vetores, folheacoes, hipersuperficies (n-1)-

umbilicas



Abstract

In this dissertation we define closed partially conformal vector fields and use
them to give a characterization of Riemannian manifolds which admit this
kind of fields as some special warped products foliated by (n - 1)-umbilical
hypersurfaces. Examples are described in space forms. In particular, closed
partially conformal vector fields in Euclidean spaces are associated to the
most simple foliations given by hyperspheres, hyperplanes or coaxial cylin-
ders. Finally, for manifolds admitting such vector fields, we impose conditi-
ons for a hypersurface to be (n - 1)-umbilical, or, in particular, a leaf of the
corresponding foliation.

Keywords: vector fields, foliations, (n-1)-umbilical hypersurfaces
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao é uma apresentacao da teoria dos campos vetoriais par-
cialmente conformes fechados em variedades riemannianas. Em seguida sao
provados com detalhes os resultados obtidos por A. G. Colares e O. Palmas
contidos na referéncia [7].

Variedades Riemanniana e Lorentziana que admitem um campo de ve-
tores parcialmente conforme fechado tém sido estudadas em grande parte
nos ultimos anos por (ver [15], [16] e [1], por exemplo). Esta condigao estd
associada a variedades que podem ser expressas como um produto warped e
para a existéncia de uma folheagao por hipersuperficies totalmente umbilicas
com curvatura média constante.

Por outro lado, é de conhecimento que em formas espaciais Riemannia-
nas existem muitas hipersuperficies com curvatura média constante que nao
sdo totalmente umbilicas. Por exemplo, em [18] e [6], os autores construiram
hipersuperficies de rotagao em formas espaciais com curvatura r—ésima cons-
tante e sendo (n — 1)— umbilicas, ou seja, com n — 1 curvaturas principais
iguais. Veja também [13] e [14]. Essas hipersuperficies (n — 1)—umbilicais
foram estudadas em [11], no caso compacto. Eles pertencem a classe mais
ampla de subvariedades k—umbilicais descrito em [4] e [8] como envelopes de

esferas.

12



Introducao 13

Temos motivacao para a seguinte pergunta:
. . . —n+1 .
Dada uma variedade Riemanniana M, existe um campo de vetores em

i que determina uma folheagao por hipersuperficies (n — 1)—umbilicais?

M"

Também temos, uma pergunta natural:

Em uma tal variedade folheada, quais condicoes garantem que uma hiper-
superficie com curvatura média constante € (n — 1)—umbilica ou, em parti-
cular, uma folha da folheacdao?

Aqui analisamos estes dois problemas. Apds as preliminares, no capi-
tulo 3 nés definimos a nogao-chave: um campo de vetores K definido em
uma variedade Riemanniana (WH,V) ¢ parcialmente conforme fechado se
existir um campo de vetores unitarios W € X(M) ortogonal a K e funcoes
¢, : M — R tais que VxK = ¢X para (X, W) =0e ViyK = W ou,

equivalentemente,

VxK = ¢X + (¢ — o) (X, W)W

para cada X € X(M). Em seguida, provaremos que esta é a ferramenta
certa para responder a nossa primeira pergunta(veja Teorema 3.3).

Seja M wuma variedade Riemanniana possuindo um campo de veto-
res parcialmente conforme fechado K. Entdo a distribuicao K+ definida no
conjunto M\ Z(K) € involutiva em cada folha da folheagio K+ e é uma hi-
persuperficie (n — 1)—umbilica com n — 1 curvaturas principais constantes e
1GUALS.

Neste resultado, K+ é a folheacao associada a distribuicao definida por
tomar o complemento ortogonal de K.

Entre alguns outros fatos basicos, provamos condi¢oes em que as folhas
de K+ tem curvatura média constante (veja a Proposigao 17).

No Capitulo 3, mostramos a existéncia de um campo de vetores parci-
almente conforme fechado em um subconjunto aberto das formas espaciais

Q™! com curvatura constante e note que estes subconjuntos abertos podem
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ser escritos como um produto warped da forma J x (I x; P"1). A relagdo
entre campos de vetores parcialmente conforme fechadas e produtos warped
¢ reforcada provando-se que uma variedade admite um campo de vetores
parcialmente conforme fechado (com uma condi¢ao adicional) deve ter esta
estrutura de produto. Mais precisamente, provamos o seguinte resultado
(veja Teorema 4.1):

. =—n+1 . . .
Seja M uma variedade riemanniana.

1. Se M = J x (I x; P*™Y), entdo M admite um campo de vetores parci-

almente conforme fechado.

2. Se M admite um campo de vetores parcialmente conforme fechado K
e o campo de vetores associado W conforme fechado, entao localmente

M € isométrico a M = J x (I x; P"1).

Como consequéncia, quando o espaco ambiente é uma forma espacial,
damos uma descricao das folheagoes dada por campos de vetores parcialmente
conformes fechados, como se segue (veja Corolario 2 e Defini¢ao 14):

Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fechado definido em
Qrtt. Suponha adicionalmente que W € conforme fechado. Entdo a fo-
lheagao associada a Q" ¢ uma folheagao por hiperplanos, hiperesferas ou
tubos.

Vale a pena notar que, no contexto de imersoes conformalmente flat,
em [11] é dada uma descrigdo completa de hipersuperficies compactas (n —
1)—umbilicas em formas espaciais.

No Capitulo 3 voltamos ao espaco euclidiano R*™! e daremos uma des-
cricao das folheacoes cujas folhas tém curvatura média constante e estao
associados a campos de vetores parcialmente conformes fechados, como se
segue (veja Teorema 3.4):

Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fechado em R,

onde as folhas sao completas e tem curvatura média constante. Entao a
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folheacdo K+ é uma folheagdo por hiperplanos, hiperesferas ou por cilindros
COaTIAlS.

No Capitulo 4, responderemos a primeira parte da nossa segunda per-
gunta: para estabelecer condicoes para uma hipersuperficie mergulhada a
ser (n — 1)—umbilica, como se segue (Veja Teorema 4.2):

Seja M uma wvariedade Riemanniana com curvatura de ricci nio-
negativa a qual admite um campo de vetores parcialmente conforme fechado
K e campo associado W. Seja M wma hipersuperficie de M transversal em
todo o K, e N um campo de vetores normal unitirio a M. Suponha que
a dire¢ao determinada por W* = W — (W, N)N € uma direcao principal
de M e que através de cada ponto de M passa uma subvariedade compacta
(n — 1)—dimensional de M, em toda parte ortogonal a W*, e uma hipersu-
perficie totalmente umbilica M que tem curvatura média constante relativa
a N. Entio M é (n — 1)—umbilica.

Finalmente, no Capitulo 5 respondemos a ultima parte da nossa segunda
questao, isto é, damos condigbes para uma hipersuperficie com curvatura
média constante ser uma folha da folheacao determinada por um campo de
vetores parcialmente conforme fechado, assim sendo (n — 1)—umbilica.

Seja M™*! uma variedade Riemanniana a qual admite um campo de ve-
tores parcialmente conforme fechado K com campo vetores associado W tais
que W é conforme fechado, pelo Teorema 4.1, M pode ser expresso local-
mente como J x (I x; P"~1). Denotamos M; = {t} x (I x; P""1). Vamos
supor, adicionalmente, que o logaritmo da funcao f do produto warped é
convexa. Nosso resultado é o seguinte (veja Teorema 5.1):

Seja M uma variedade a qual admite um campo de vetores parcial-
mente conforme fechados K com o campo de wvetores associado conforme
fechado W, tal que M € localmente da forma J x I x; P"~* com log f con-
vexo. Seja M wma hipersuperficie orientdvel de M, tranversal em toda parte

a K, com curvatura média constante em M. Suponha que existet € J tal que
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M; é uma hipersuperficie compacta de My com curvatura média constante.

Suponha adicionalmente a existéncia de um ponto p € M; tal que

1. O wetor unitdario N(p) € normal a M em p € igual a o vetor unitdrio

IA((p) normal a folha K passando por p,

2. Localmente, M estd acima da folha de K+ passando por p com respeito
de K, isto €, existe uma vizinhan¢a U de p em M tal que cada ponto
q € U tem a forma q = ¢s(¢'), onde ¢ € mencionado na folha, s >0 e

s € o0 fluro de K,
3. A derivada de (N, W) com respeito ao vetor W (p) € positiva.

Entdao M coincide localmente com a folha de K+ passando por p. Em particu-
lar, localmente M é (n— 1)-umbilica. Além disso, se a folha de K+ passando

por p tem curvatura média constante, esta coincide globalmente com M.



Capitulo 2
Preliminares

Neste trabalho iremos considerar M uma variedade Riemanniana de
dimensdo n + 1 e classe C™, com métrica (,), conexdao V, tensor curvatura
R e D(M) o anel das funcdes reais de classe O definidas em M. Se p € M
entao TI,M denotard o espaco tangente a M e TM o fibrado tangente a M
em p. Também, X (M) é o médulo dos campos de vetores definido em M.
Para subvariedades de M denotaremos por M e sua conexio é simbolizada
por V. Todas as variedades sao supostas serem conexas, incluindo a folha
associada a alguma folheacao.

Para cada campo K € X (M) denotamos por K+ a n—dimensional dis-
tribuicao definida em cada ponto tomando o complemento ortogonal de K.
Neste contexto, se a distribuicao é involutiva, denotaremos por K+ a corres-
pondente variedade integral.

Vamos denotar por Q™! uma variedade Riemanniana completa, simplis-
mente conexa com curvatura constante c. Isto é, para ¢ = 0 temos o espago
Euclidiano R™!, para ¢ > 0 temos a esfera S, e para ¢ < 0 temos o espago

hiperbélico HZ .

17



Preliminares 18

2.1 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hes-

siano

Definicao 1. Seja f € D(M). O gradiente de f, denotado por gradf, € o

campo de vetores em M, definido pela sequinte condicdo:
(gradf, X) = X(f), VX € TM.
Decorre da defini¢ao que se f, g € D(M) entao:
1. grad(f + ¢g) = gradf + grad ¢

2. grad(fg) = ggradf + fgrad g

Definicao 2. Seja X € TM. A divergéncia de X € a fungdo divX : M — R,
definida por

divX(p) = Tr[Y(p) = (VyX)(p)],
onde T'r significa o traco da aplicagao.
As propriedades abaixo decorrem diretamente da definicao.
1. div(X +Y) = divX + divY
2. div(fX) = fdivX + (gradf, X),
para quaisquer X,Y € TM e qualquer f € D(M).

Teorema 2.1. (Teorema da Divergéncia). Seja X € C'(M), M uma varie-

dade Riemanniana compacta com bordo. Entao

/ divX dM = | (X,¢)dS,

M oM

onde £ € o campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.
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Definicao 3. Seja f € D(M). O Laplaciano de f ¢ o operador A : D(M) —
D(M) definido por
Af =div(Vf).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, temos :
L A(f+g9)=Af+Ag

2. A(fg) = fAg+ gAf +2(gradf,grad g),
para quaisquer f,g € D(M).

Observagao 1. (Referencial mével) Seja M wma variedade Riemanniana
de dimensdo n, e p € M. Entdo existe uma vizinhanca U C M de p en cam-
pos de vetores linearmente independentes Er, ..., E, € TM ortogonais, tais
que, (E;, E;) = 6;;,Yi,j € 1,...,n. Denominaremos Ex, ..., E, referencial

ortonormal local.

Proposicao 1. Se {Ey,...,E,} é um referencial ortonormal local em M,

entao,

gradf = Z Ei(f)E;.

=1

n
Demonstracao. Escrevendo gradf = Z a; F;, temos que
i=1

E](f> = <gradf, EJ> = <Z CLZ‘EZ',EJ‘> = CLj.
=1
Logo,
gradf = Y Ei(f)E;.
=1
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Proposicao 2. Se X = > X,E;, onde {E1,...,E,} € um referencial local

em M, entao

divX = Z — (Vg,E;, X)).

Demonstracao. Temos

divX = > (Vg X, E)

- 3 (v (Sm) 5)

n

= Y (E(X))E;, E) + (X,VE; E;).

ij=1
Como (E;, E;) = 0,, tem-se que

0= Ei(E;, Ej) = (Vg Ei, Ej)+(E;, Vi, Ej), ouseja, (Vg Ej, E;) = —(Vg, B, Ej).
Daf,

divX = zn:Ez(Xz) - zn: Xi(V,Ei, Ej)

i,j=1

= ZE Zn:VEEZ,X>

= Z(EZ(X,) — (Vg E;, X)).
]

Definicao 4. Seja f € D(M). Definimos a hessiana de f em p € M como
o operador linear Hessf : T,M — T,M, dado por

(Hessf)Y = Vy(gradf), VY € TM.

Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de

campos X,Y € TM, temos

(Hessf)(X,Y) = ((Hessf)(X),Y).
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Proposicio 3. Se f : M — R ¢ uma funcio suave ¢ p € M, entio

(Hessf)p: T,M — T,M ¢é um operador linear auto-adjunto.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [17]. O

2.2 Imersoes Isométricas

Seja ¢ : M™ — ™ uma imersio de uma variedade diferencigvel M
de dimensdo n em uma variedade Riemanniana M de dimensao n + m, isto
¢, dado p € M"™ temos que dip, : T,M — Tw(p)M é injetiva. A métrica
Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana
em M: Se vy,vy € T,M, define-se (vi,v2), = (dip(v1), diop(v2))p(p). Nesta

situacao, 1 passa a ser uma imersao isométrica de M em M.

2.2.1 A segunda forma fundamental

Seja ¢ : M™ — ™ uma imersdo. Dado p € M, existe um aberto
U C M contendo p tal que ¢(U) C M é uma subvariedade mergulhada
de M. Isto quer dizer que existe uma vizinhanca U C M de 9 (p) e um
difeomorfismo ¢ : U ¢ M — V C R™™ em uma aberto V de R"™,
tal que ¢ aplica difeomorficamente ¥(U) N U em um aberto do subespaco
R™ x {0} ¢ R**™,

Para simplificar a notagao, identificamos U com ¢ (U) e cada vetor v €
T,M, q € U, com diy,(v) € Tw(q)M. Usaremos tais identificacoes para es-
tender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de
M a um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M; se U é sufi-
cientemente pequeno, tal extensao é sempre possivel, como se ve facilmente
usando o difeomorfismo ¢.

Para cada p € M, o produto interno em 7, pM decompoe TpM na soma

direta

TPM = TpM D (TpM)la
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onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M,

p € M, podemos escrever
v=ov"+o, W eT,M, N e (T,M)*

T N

Denominamos v a componente tangencial de v e v*¥ a componente normal
de v. Tal decomposicao é evidentemente diferenciavel no sentido que as

aplicacoes de TM em TM dadas por

(p,v) = (p,v") e (p,v) = (p,o")

sao diferenciaveis.
Denotando a conexao Riemanniana de M por V, entao se X e Y sao

campos locais de vetores em M e X,Y sdo extensoes locais a M, definimos
VxY = (VYY)

E possivel provar que V é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida
de M por 1.

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersao v : M — M.
Para isto convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X,Y sao

campos locais em M,
B(X,Y)=VxY — VxY

é um campo local em M normal a M. B(X,Y) ndo depende das extensoes

X,Y. Com efeito, se X; é outra extensio de X, teremos
(VY = VxY) = (Vx,Y —VxY) =Vx_xY,

que se anula em M, pois X — X; = 0 em M; além disto, se Y; é outra

extensao de Y,

(VY —VxY) — (VY1 - VxY)=Vx(Y -Y,) =0,
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pois Y — Y, = 0 ao longo de uma trajetéria de X.
Portanto, B(X,Y) estd bem definida. No que se segue, indicaremos por

X(U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a ¢(U) ~ U.

Proposicao 4. Se X,Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)*
dada por
B(X,Y)=VxY —VxY

€ bilinear e simétrica.

Demonstracao. Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-
se imediatamente que B é aditiva em X e Y e que B(fX,Y) = fB(X,Y),
f €D(U). Resta mostrar que B(X, fY) = fB(X,Y), f € D(U). Indicando
por f uma extensdo de f a U, teremos

B(X,fY) = Vx(fY) - Vx(fY)

= fVxY - fVxY + X(f)Y - X(f)Y.

Como em M, f = f e X(f) = X(f), concluimos que as duas tltimas
parcelas se anulam, donde B(X, fY) = fB(X,Y), isto é, B é bilinear. Para
mostrar que B é simétrica, utilizaremos a simetria da conexao Riemanniana,

obtendo

B(X,Y)=VxY —VxY =VsX + [X,Y] - Vy X — [X,Y].

Como em M, [X,Y] = [X,Y], concluimos que B(X,Y) = B(Y, X).
O]

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coorde-
nadas, que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y (p).
Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p € M e
n € (T,M)*. A aplicagio H, : T,M x T,M — R dada por
Hn<x7y) = (B(:c,y),n), z,y € T,M,

é pela Proposicao 4, uma forma bilinear simétrica.
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Definig¢ao 5. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por

I1,(z) = Hy(z,x)
€ chamada a sequnda forma fundamental de b em p sequndo o vetor normal
7.

As vezes se utiliza também a expressao sequnda forma fundamental para
designar a aplicacao B que em cada p € M é uma aplicagao bilinear, simétrica,
tomando valores em (T, M)*.

Observe que a aplicacao bilinear H, fica associada uma aplicacao linear

auto-adjunta, chamada aplicagao de Weingarten, A, : T,M — T,M por

(Ay(2),y) = Hy(w,y) = (B(z,y),m).

Proposigao 5. Sejap € M, x € T,M en e (T,M)*. Seja N uma extensio

local de n normal a M. Entao

Demonstragao. Seja y € T,M e X,Y extensoes locais de z,y, respectiva-

mente, e tangentes a M. Entao, (N,Y) = 0, e portanto,

(Ay(z),y) = (B(X,Y)(p),N)=(VxY —VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p) = —(Y,VxN)(p) = (=V.N,y),

para todo y € T,,M.
O

Sejam K e K as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, defi-

nidas por
B (R(X, Y)X, Y>
BXY) = RV e
REY) - (XX )

XTI = (X, Y)?
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onde

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + VixyZ,
}_%(X, Y)Z = VYVXZ - vayZ + v[X,Y}Z7
sdo os tensores curvatura de M e M | respectivamente.

Teorema 2.2. (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M.

Entao
K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — | B(z, y)|*.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [17]. O

Definicao 6. Uma imersio 1) : M — M € geodésica em p € M, se para todo
n € (T,M)* a sequnda forma fundamental 11, € identicamente nula em p.

A imersao 1 € totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

Proposicao 6. Uma imersio v : M — M ¢ geodésica em p € M se, e s6

se, toda geodésica vy de M partindo de p é geodésica de M em p.

Demonstragao. Sejam v(0) = p e 4/(0) = x. Sejam N uma extensao local,
normal a M, de um vetor normal 7 em p e X uma extensao local, tangente

a M, de 7/(t). Como (X, N) = 0, obteremos em p,

Hn(x"T) = <An($),$>:—<va,X>

= —X(N,X)+ (N, VxX) = (N,VyX).

Decorre dai que 9 é geodésica em p se, e s6 se, para todo x € T,M, a
geodésica v de M que é tangente a x em p satisfaz a condi¢ao: VxX(p)
nao tem componente normal. Portanto, 1) é geodésica em p se, e s6 se, toda
geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

O
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Escolhendo um referencial ortonormal 1y, 7, . .. 7, de vetores em X(U)*,

onde U é uma vizinhanga de p onde ¥ é um mergulho, podemos escrever, em
b,
B(z,y) = ZH (zy)n, xyel,M, i=1,...,m.

Nao é dificil verificar que o vetor normal dado por

1
H=- > (TrAy)n
nao depende do referencial 7; escolhido. O vetor H é chamado o wvetor
curvatura média de 1. Se a imersdo tem codimensao um, entao (1/n)trA

denomina-se curvatura média da imersao.

2.2.2 As equacoes fundamentais de uma imersao isométrica

Dada uma imersao isométrica v : M"™ — M”+m, temos em cadap € M a

decomposigao
T,M =T,M & (T,M)",

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, localmente, a parte
do fibrado tangente TM que se projeta sobre M se decompde em um fibrado
tangente TM e em um fibrado normal TM=*. No que se segue, usaremos
sistematicamente as letras latinas X, Y, Z, etc., para indicar os campos dife-
renciaveis de vetores tangentes e as letras gregas &, 7, (, etc., para indicar os
campos diferenciaveis de vetores normais.

Dados X e 7, j4 vimos que a componente tangente de Vyxn é dada por
(Vxn)T = —A,X. A componente normal de Vx7, chamada conexdo normal

V+ da imersao é dada por
Vxn = (Vxn)¥ =Vxn— (Vxn)" =Vxn+ 4,X.

Verifica-se facilmente que a conexao normal V1 possui as propriedades

usuais de uma conexao, isto €, é linear em X, aditiva em 7, e

Vx(fn) = fVxn+X(fin,  feDM).
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De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de
V< uma nocao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura

normal R+ da imersao e definida por

RH(X,Y)n = VyVxn — VxVyn + Vixyi.
Proposicao 7. As sequintes equacoes se verificam
(a) Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)—(B(Y,T), B(X, Z))+(B(X,T), B(Y, Z)).

(b) Equagao de Ricci
BV ),0) — (RE(GY )0, ) = {4y AJX,Y),
onde [A,, Ac] indica o operador A, o Ac — Ac 0 A,
Demonstragao. Pode ser encontrada em [17]. O

Observacgao 2. Dizemos que o fibrado normal de uma imersao € plano (flat)
se R =0. Admita que o espaco ambiente M tem curvatura seccional cons-

tante. Entao a equagao de Ricci se escreve
<RL(X7 Y)na <> - _<[A777 AC}X7 Y>

Decorre dai que R+ = 0 se, e s6 se, [A4,, A:] = 0 para todo 7,(, isto
é, se, e s6 se, para todo p € M existe uma base de T,M que diagonaliza
simultaneamente todos os A,.

Dada uma imersao isométrica, convém indicar por X(M)* o espaco dos
campos diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma fundamental

da imersao pode entao ser considerada como um tensor

B:X(M)x X(M) x X(M)*+ — D(M)
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definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

A definicao de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira

natural
(VxB)(Y,Z,n) = X(B(Y, Z,1)~B(VxY. Z,n)~B(Y,VxZ,n)-B(Y. Z,Vxn).
Proposicao 8. (Equacio de Codazzi) Com a notagao acima

(RX.Y)Zm) = (VyB)(X, Zn) — (Vx B)(Y, Z,7).
Demonstragao. Pode ser encontrada em [17] O

Observacao 3. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante,

a equacgao de Codazzi se escreve como
(vXB)<Y7 Z7 7]) - (WyB)(X, Za 77)
Se além disto, a codimensao da imersao é um, Vxn = 0, donde,

VixB(Y,Zn) = X(A)Y,Z)— (A (VxY),Z) - (A,Y,VxZ)
= (Vx(4)Y),Z) — (4,(VxY), Z).

Portanto, neste caso, a equacgao de Codazzi se escreve
VX(AnY) - VY(AWX) = A,,([X, Y]).

Definicao 7. Seja v : M™ — M" ! wma hipersuperficie e A : TM™ — TM"™
o tensor de Weingarten. A derivada covariante de A € a aplicagcao VA :

TM" X TM"™ — TM"™ dada por
VAX,Y) =Vy(AX) — A(VyX).

Proposicao 9. Seja A : TM™ — TM" o tensor de Weingarten. FEntdo a

derivada covariante VA € bilinear.
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Demonstragao. Dados X,Y,Z € TM™ e f € D(M), temos

VAKX + fY,Z) = Vz(AX + fY)) — A(Vz(X + fY))
= V(AX) + V4(FAY) — A(V2X) — A(V4(fY))
= V(AX) — AV, X) + [V 4(AY) + Z(f)AY

—fA(V2Y) = Z(f)AY
— VA(X,Z)+ f(V4(AY) = A(VY))
— VA(X,Z)+ fVA(Y, 2).

E também,

VAX,Z+ fY) = Viep(AX) — AV X)
= V4(AX) = A(VzX) + f(Vy(AX) — A(Vy X))
— VA(X,Z)+ fVA(X,Y).

]

Proposicao 10. Seja ¢ : M" — M uma hipersuperficie, onde M tem

curvatura seccional constante. Entao VA € simétrica, isto €,
VAX,Y)=VAY, X),
para X, Y € TM™.

~ ——n+1 .
Demonstracao. Desde que M tem curvatura seccional constante e 1) tem

codimensao um, segue-se da equacao de Codazzi que
Vx(AY) = Vy(AX) = A([X,Y]) = A(VxY) — A(Vy X)),

para X, Y € TM™.
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Definicao 8. Dado um tensor simétricoT : TM"xTM"™ — TM", definimos
o traco de T' como sendo
TrT =Y T(E, E),
i=1

onde {Ey, Es, ..., E,} éum referencial ortonormal.

Definigao 9. Sejam A:TM — TM e B :TM — TM 1-tensores na varie-
dade Riemanniana M. O produto interno dos 1-tensores A e B € a aplicacao

(A,B) : M — R dada por

(A, B)(p) = Tr(A(p)-B*(p)),
onde B*(p) € o operador adjunto de B(p).

. ~ . ;. - . ——n+1 .
Definicao 10. (hipersuperficies umbilicas) Seja (M ", g) uma variedade
com métrica Riemanniana g e seja V a sua conexao Riemanniana. Diz-

. ~ —n+1 , e
se que uma imersao x : M™ — M ¢ (totalmente) umbilica se para todo

p € M, a sequnda forma fundamental B de x em p satisfaz
(B(X,Y),n)(p) = AMp){X,Y), Alp) €R,

para todo par X, Y € TM e todo compo unitdirio n normal a x(M); aqui
estamos usando (,) para indicar a métrica g em M e a métrica induzida por

x em M.

2.3 Derivada de Lie e Campos de Killing

Definicao 11. Sejam XY € X (M) campos de vetores, defina um novo
campo de vetores dado por Zf = (XY — Y X)f chamado de colchete.

Proposicao 11. Sejam X e Y campos de vetores diferenciaveis em uma

variedade M. Entdio existe um tnico campo de vetores Z talque, para todo

feD, Zf = (XY —YX)f.
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Demonstragao. Pode ser encontrada em [9)].

O
Proposicao 12. Sejam X,Y e Z campos de vetores em M e f, g € D entdo
1. [X,)Y] = -]V, X]
2. [aX +bY, Z) =alX, Z] + b]Y, Z]

3. ([ X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (chamada de identidade de
Jacobi)

4. [fX,92] = f9l X Y]+ fX(9) — gV (/)X
Demonstragao. Pode ser encontrada em [9)]. O
Definigao 12. Se V € X(M) o tensor derivagdo Ly tal que:

1. Ly(f) =V f qualquer que seja f € D,

2. Ly(X) = [V, X]| qualquer que seja X € X(M)

é chamada de derivada de Lie relativa a V.

Proposigao 13. Seja X, V,\W € X(M) e f € D(M).
1. Ly(fX)=VfX+ fLy(X).
2. Lavyww = Lav + Low -
3. [Lv,Lw] = Lvw).
4. Ly(df) = d(Ly).

Demonstracao. As propriedades acima seguem facilmente da definicao. [
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Definicao 13. Um campo de vetores X em wma variedade Riemanniana

¢ dito ser Killing se a derivada de Lie do tensor métrico € nulo, ou seja

Lx(,)=0.

Proposicao 14. Um campo de vetores é Killing se, e somente se, para todo

t o fluxo ¢y € uma isometria.
Demonstragao. Pode ser encontrada em [17]. O

Proposicao 15. As sequintes condigoes para um campo de vetores X sao

equivalentes:
1. X € Killing, isto é, Lx(,) =0.
2. X(V,IWWV) =([X,V],W) + (V,[X,W]) para todo V,W € X(M).

3. VX ¢ auto-adjunta relativa a {,), isto é, (Vy X, W) + (Vy X, V) =0
para todo VW € X(M).

Demonstragao. Pode ser encontrada em [17]. O

2.4 Folheacoes e Distribuicoes

Definigao 14. Seja M™™ uma variedade de dimensao n e classe C*. Uma

folha de classe C" e dimensao k de M ¢é um atlas maximal de coordenadas

(U, ) de classe C" em M satisfazendo:

1. ®(U) =U; x Uy CRF x R** U, e Uy abertos de R¥ e R"*, respecti-

vamente.

2. Se as coordenadas (U, ®) e (V, V) sao tais que UNV # 0, a mudanca
de coordenadas h = o @' : ®UNV) — WU NV) € da forma
h(l‘,y) - (h1<$,y), hg(%,g)), (.Z‘,y) S R* ﬂRn_k'
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~ . 5= n+l . . .
Observacao 4. Seja M uma variedade Riemanniana com campo de ve-

tores nao trivial X. Entao a distribuicao n-dimensional dada por

p €M — D(p) = {v € T,M; (X(p),v) = 0}

determina uma folheagao F(X) de codimensdo 1, a qual € orientada por

X (ver referéncia de C. Camacho e A.Lins Neto).

2.5 Produtos Warped

Em uma variedade produto B x F seu tensor métrico é 7*(gg) + o*(gr),
onde 7 e ¢ sao as projecoes de B x F' sobre B e F respectivamete.

Seja B x F' uma variedade produto. Usando o sistema de coordenadas
produto em B x F é facil verificar os seguintes fatos (veja [17], Capitulo 1,

Lema 43):

1. As projecoes

m5: Bx F — B, 75(p,q) =p,
mr: Bx F = F, wp(p,q) =q,
sao aplicagoes C™.

2. Uma aplicacao ¢ : P — B X F' é C™ se, e somente se, rgo B e mpo B

sao C*, onde P é uma variedade diferenciavel.
3. Para cada (p,q) € B x F os subconjuntos
B xq={(r,q) € Bx F;r € B},

px F={(p,g) € Bx F;reF},

sao subvariedades de B x F..
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4. Para cada (p,q) € B x F,
TB|Bxq ¢ um difeomorfismo de B x ¢ em B,

7B|pxr ¢ um difeomorfismo de p x F em F.

5. Os espacos tangentes

T(pvq)(B xq) e T(ILQ)(I) x F),

sao subespacos tangentes a T{, (B x F7). Além disso,
Tipg) (B X F) = Tipq)(B % q) ® Tipq) (p x F),

ou seja, cada vetores v € {4 (B x F) possui uma tunica expressao

v=a+y,ondex € Ty (B xq)ey € TpqelpxF).

Relacionando a geometria da variedade produto M x N com a geometria
das variedades B e F', é necessario o conceito de levantamento para M x N

de funcgoes de vetores tangentes de B e de F', que daremos a seguir:

1. Se f € D(M), entdao o levantamento de f em M x N é f: fome
D(M x N).

2. Sex € T,(M) e ¢ € N, entao o levantamento Z de = em (p, ¢) é o tinico

vetor em T(, M tal que dr(z) = .

3. Se X € X(M), entao o levantamento de X em M x N é o campo
de vetores X, onde em cada (p,q) temos o levantamento de X (p) em

B x F. Equivalentemente, o levantamento X de X para B x F' é o

tinico campo X € X(B x F) tal que drp(X) = X e drp(X) = 0.

O levantamento acima chamamos de levantamento horizontal. Dai o con-

junto de todos os levantamentos horizontais denotamos por £(M).
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De maneira analoga definimos o levantamento vertical basta usarmos a
projegao mp e denotamos por £(N).
Em uma variedade produto B x F' o tensor métrico é dado por 7*(gg) +

0*(gr), onde 7, o sao as projegoes de B x F' sobre, B e F, respectivamente.

Definicao 15. Suponha que B e F sdo variedades Riemanniana, e seja

s

f >0 é uma funcdao diferenciavel em B. O produto warped M = B x; F' ¢

a variedade produto B X F' equipado com tensor métrico

g=m"(g8) + (f omp)’c*(gr).

Ezplicitamente, se x € tangente a B X F em (p,q), entdo

(z,2) = (dn(2),dn(z))p + f*(p)(do(x), do(z))p.

B ¢é chamado de base de M = B x; I, e ' a fibra. Nosso objetivo é
expressar a geometria de M em termos da funcao warped f e das geometrias
de B e F.

No caso de produtos riemannianos é facil ver que a fibra p x F'=7~1(p)
e a folha B x ¢ = 07 (p) sdo subvariedades Riemannianas de M, a metrica

warped é caracterizada por:

1. Para cada q € F, a aplicagao «|(B X ¢) é uma isometria sobre B.

2. Para cada p € B, a aplicacao o|(p x F') é uma homotetia positiva sobre

F, com fator escalar 1/f(p).

3. Para cada (p,q) € M, a folha B x ¢ e a fibra p x F' s@o ortogonais a
(»,q).

Para mais detalhes veja [17].

Proposicao 16. Seja M = B x; F, se X,Y € £(B) e V,W € £(F), entao
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1. VxY € £(B) € o levantamento de VxY em B.

2. ViV = VX = (Xf/f)V.

5. (TyW)* = II(V, W) = —({V, W)/ f)grad.

4. (VyW)T € &£(F) € o levantamento de VyW em F.

Demonstracao. Veja [17]. O



Capitulo 3

Campos Parcialmente

Conformes Fechados

Definigao 16. Seja M uma variedade Rimanniana e K € X(M). Nés
dizemos que K € parcialmente conforme fechado em M se existir um campo
de vetores unitdrios W € X(M) ortogonal a K e fungoes ¢, : M — R tais
que VxK = ¢X para (X, W) =0 e ViwK = YW ou, equivalentemente,

VxK =¢X + (¥ — o} X, W)W (3.1)

para cada X € X(M). W ¢ chamado de campo de vetores associado a K.

Observacao: Note que a nocao de campo de vetores parcialmente con-
forme fechado esta intimamente relacionado com campos conformes fechados,
basta que ¢ = 1. Em [12], Montiel, prova que o conjunto dos zeros de um
campo de vetores conforme fechado nao nulo é um conjunto discreto, assim
em um conjunto compacto temos que o conjunto dos zeros é finito. O con-

junto Z(K) dos zeros de um campo de vetores parcialmente conforme fechado

37
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pode ser extremamente grande, assim nés vamos assumir que Z pode ser no
maximo um subconjunto discreto ou uma uniao de segmentos de curva. Fora
de Z nés podemos definir um campo de vetores unitario K = K/|K]|.

Da defini¢ao temos que:

— ~ — K
\V4 =Vw— V K+W wK—i-W
wh =V = 'Y (|K|) ~ & (|K|)
~ 1
VK =Vyx o = — VK + X(—o)K = —6X + X(—)K
xK = Vg = |K| K+ X7y |K| (&7

Vamos mostrar que W(ﬁ)K =0e X(Wll)K =0

X(ik) = e X (K]) = —w (K, Vx K) = — 2= (K, oX + (=) (X, W) W) =
|K|3<K X))+ (¥ — ) (X, W)(K,W) =0, para todo X.

Em particular, a expressao se anula se (X, K) = 0. Também

W (k) = — s W(K]) = — s (K, Vi K) = = (K, W) = 0.

Usando o fato que Vi K = ﬁ@bK e VyK = |_11<I¢X'

temos:

VK=V, - VK+K(1)K ! VK+K(1)K—O
. MK K] K| (K] K| '
Nos podemos reduzir as equagoes acima obtendo

o~ K, X
ViR = e 0X (0 = )X W) - o i (3.2
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Agora note que ¥ estd relacionada com a curvatura normal k de uma
curva integral em W, desde que k = (Vi W, [?> = W{(W, IAQ — (W, VW]A() =
—(W, Vi K) = —(W, LW) =%

"] KT

Teorema 3.1. K+ ¢ uma distribuicdao involutiva. Além disso, cada folha da

folheacdo determinada por K+ em M\Z(K) é (n — 1)—umbilica.

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que K+ é uma distribuicao involu-

tiva. De fato, Sejam X,Y s@o campos de vetores em K=*. Sabemos que
VxK = ¢X + (¢ — ¢)(X, W)W
para cada X € X(M), daf temos

(X, Y], K) = (VxY = Vy X, K) = (VxY, K) — (Vy X, K)

= (X(Y,K) — (Y, VxK)) - (Y(X,K) — (X, VyK)) = —(Y,VxK) + (X, Vy K)
= (Y, 0X + (¥ = ) (X, W)W) + (X, 0Y + (¥ — o)(Y, W)W)

==Y, X) = (Y, (¢ = o) (X, W)W) + (X, Y) + (X, (¢ — o) (Y, W)W)
==Y, X) = (¢ = o)(X, W)Y, W) + (X, Y) + (¥ — o) (Y, W)(X, W) = 0.

Portanto, temos que [X,Y] € K+ | logo a distribuigao é involutiva.

Agora, vamos mostrar que cada folha da folheacao determinada por K+
é (n-1)-umbilica, para isto devemos mostra que existe uma fungao ¢ , C* tal
que vale vX[A( = ¢X para cada X € K+ NW+. De fato, denotemos por K+
uma correspondente folha da folheacdo definida em M\ Z(K).

Agora, fixe uma folha de K+ em M\ Z(K), assim o campo de vetores K
restrito a folha é seu normal unitario. Sabendo que VxK = ﬁ(qbX + (¢ —

) (X, WIYW) — ¢%K, daf temos que Vyx K = X para X € K- n W,
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Assim a (n — 1)—dimensional distribicio X € K+ N W+ satisfaz a definicio

(12) e a folha é portanto (n — 1)—umbilica. O

Observacao: Construiremos exemplos de campos parcialmente confor-
mes em subconjuntos de variedades de curvatura constante. Usaremos a
idéia da folheacao do espaco euclidiano por cilindros, onde cada cilindro é

equidistante de uma reta.

Seja v uma curva em Q7" e tome r(.) = d(.,7); isto é, a distancia a 7.

Além disso, defina a fungao S, por:

T, se r=0
Se(r) = sen(ry/c)/ /e, se 7>0
senh(rv/—c)/\/—c, se r <0

Teorema 3.2. O campo de vetores definido por K = S.(r)gradr € parci-

almente conforme fechado, definido em um subconjunto aberto de QU+ \y

Demonstragdo. Dado p € Q'\v, seja P uma hipersuperficie totalmente
geodésica passando por p e ortogonal a 7.
Consideremos o referencial ortogonal Ei, ..., E, 1, E,.; em P\7v onde
E, 1 =gradr.
Note que
Vi,..gradr = 0.

De fato, sabemos que |gradr| = 1.

X{gradr, gradr) = 2(grad r, V xgrad r).

Usando o fato que a hessiana é auto-adjunta temos

(grad r, Vxgrad r) = (X, Vgaa,grad r).
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Portanto como X é qualquer temos que Vg, eradr = 0. Temos que

Ve, K =Vg,, S(r)gradr = S.Vg, ., gradr + E,1(S.)grad r.

n+1

Portanto

Ve, K =SFE,, (3.3)

n+1

onde nés denotamos por V a conexao de Q7+
Para cada i = 1,...,n — 1 escrevemos F; = (grad r, F;)grad r + v;, onde

v; pertence ao plano gerado por F; e grad r. Entao
Vig,gradr = ﬁgrad v Egradr+v,Srad r = (grad r, E)Vgaargrad r+V, gradr = V,, grad r,

Temos que

T, se r=
Se(r) = § sen(ry/c)/+/c, se >0
senh(rv/—c)/\/—c, se r <0

Dai temos que ,

V,eradr = =Su,.
,gradr Sv

[

De fato

Pela propriedade de Greene e Wu em [12] temos que
S.(Vxgrad r,Y) = SU{X,Y) — (gradr, X)(gradr,Y),

para quaisquer campos de vetores X, Y € Q""!. Em particular, para X = v;
o lado direito reduz-se a S.(v;,Y). De fato, basta observar que v; é tangente
a um circulo geodésico de raio r em QI cuja curvatura gedésica é S./S. .

Portanto

Vg, Segrad r = S!E; (3.4)
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ja que v;S. = 0.

Como P é totalmente geodésica, as equacoes (3.2) e (3.3) permanecem
vélidos quando substituimos a conexdo V de Q! pela conexao induzida V
de P ja que a segunda forma fundamental é nula. Estas equacoes mostram
que K é um campo vetorial conforme fechado enquanto restrito a P. Por-
tanto, pela Proposicao 1 em [12], K restrito a P determina uma folheagao
por subvariedades (n — 1)—dimensional totalmente umbilicas.

Agora , em Q"™\v defina F, = W um campo de vetores unitério satis-
fazendo (W, K) = 0 e (W, E;) = 0 parai = 1,...,n — 1. Fixe um ponto
p € Q"\v e seja M uma hipersuperficie gerada tomando a subvariedade
totalmente umbilica de P passando por p e movendo-a segundo o fluxo de W.
As equagoes (3.2) e (3.3) significam que os campos de vetores Ej, ..., E, 1
determinam direcoes principais de M. O campo vetorial W, sendo ortogonal

a eles, também define uma direcao principal de M e obtemos

VK =W (3.5)

para alguma fungao .
Portanto, de (3.3),(3.4) e (3.5) nds temos que K é um campo de vetores

parcialmente conforme fechado e definido em um aberto de Q7*\~. O

Vimos que cada folha de K perpendicular é (n — 1)—umbilica e em cada
ponto tem (n — 1) curvaturas principais. Provaremos no préximo teorema
que de fato estas curvaturas sao constantes ao longo de cada folha. Antes
apresentamos um lema que constitui a etapa fundamental da demostragao

do teorema.

Lema 1. As fungies |K|?, ¢ e K¢ sdo constantes ao longo de cada folha de
K+
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Demonstrag¢ao. Primeiro note que para cada X € X (M). Temos
(grad|K|*, X) = X(|K]") = X(K, K)) = 2(K,VxK) =

Entao

grad |K|* = 2¢K.

Dai, para cada X € K+ temos que X (]K|?) = 0. Assim |K|? é constante
ao longo de cada folha de K+. Agora sabemos que a hessiana de |K|? é dada

por:

Hess|K[*(X,Y) = (Vx(grad |[K[*),Y) = (Vx(20K),Y) = 2(X$) K+¢Vx K,Y).

Usando (2.1), nés temos

Hess|K[2(X,Y) = 2(X6)K + 6(6X + (¥ — 6)(X. W)IV),Y) =
= 2AXO)K,Y) + X, Y) + (e — ) (X, W)W, Y).

Agora se nés subistituimos Y = K, X € K* na expressao acima temos:

Hess|K[*(X,Y) = X¢(K,K) = K¢(K,X) =0,

porque o hessiano é simétrico, isto ¢,

Hess|K|*(X,K) = Hess|K|*(K, X).

Dai nés obtemos que (X¢)(K, K) = 0. Desde que estamos fora de Z(K),
nés temos que X¢ = 0 e entdo (grad ¢, X) = 0, para cada campo de vetores

X e K+
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Por outro lado, nés temos

. . Ko
(grad ¢, K) = K¢ = —=
K|
a qual implica que grad ¢ é dado por:
~ .~ K
grad¢p = (K9)K = WK.

Seja X € K+. Entao

0 = K{gradp, X) = (Hess¢)(K, X) + (grad ¢, Vi X).

Agora note que (grad ¢, Vi X) = 0.
De fato,

(K, VrX)=K(K,X)— (VkK,X)=—¢(K, X) = 0.

Consequentemente (Hess)(K, X) = 0. Dai temos

X(K¢) = X(grad ¢, K) = (Hess¢)(K, X)+(grad ¢, VxK) = (grad ¢, Vx K).

Mas, novamente, este ultimo termo desaparece pelo fato de que

(K,VxK) = %X(|K]2) = 0.

Consequentemente, X (K¢) = 0 para cada X € K+ e K¢ é constante ao
longo de cada folha de K+. O

Teorema 3.3. Seja M wma variedade Riemanniana possuindo uma campo
de vetores parcialmente conforme fechado K. Entdo a distribuicao K+ de-
finida no conjunto M \ Z(K) ¢é involutiva em cada folha da folheagio K=+
e € uma hipersuperficie (n — 1)-umbilica com n — 1 curvaturas principais

constantes e 1quais.
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.1 temos que, K+ é involutiva e cada folha
da folheacdo definida em M\Z(K) é uma hipersuperficie (n — 1)-umbilica.
Agora vamos mostrar que as curvaturas principais sao constantes e iguais.

De fato, seja W um campo de vetores associado a K e seja o referencial
Ey,...)E,1,E,=WeFE, = I?, onde Fjy,..., E, sao as correspondente
direcoes principais sobre a folha de K+,

A curvaturas principais desta folha sao dadas por

o 7 0 v
ki=—(VeK,E)=——, kn=—(Vg,K,E,) = ——. (3.6)

K| K]
ondei=1,...,n—1. Pelo Lema 1, ¢ e |K| s@o constantes ao longo de cada

folha de K+. Consequentemente as primeiras n — 1 curvaturas principais sao

constantes ao longo de cada folha. O]

Podemos perguntar se a fungao 1) na Definicao 2.1 é constante ao longo

de cada folha de K*. Responderemos a essa questdo na seguinte proposicao.

Proposicao 17. Seja M wma variedade Riemanniana possuindo um campo
de vetores parcialmente conforme fechado K com um campo de vetores as-
sociado W. Dado uma folha de K+, se qualquer das sequintes funcdes for

constante ao longo desta folha, entao o mesmo ocorre com 0s outras,
1. A funcgao ¢ dada na definicao 2.1.
2. A curvatura principal —‘%.
3. O divergente de K.

4. A curvatura média H na folha.

Demonstra¢ao. Nés usaremos o referencial Fy, ..., FE, 1, B, =W e E,.; =

K dado na prova do Teorema 3.3.
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Veja o fato de que ¥ constante, implica que —‘% também o é, ja que |K|
¢é constante em cada folha pelo Lema 1.

Agora usando as propriedades de K, obtemos a expressao da divergéncia

de K:

n+1

div K =Y (Vi K, E;) =né + 1,

i=1
que ¢é constante se ¢ o for, ja que ¢ é constante em cada folha pelo Lema 1.

Da expressao de curvatura principal dado em (2.3) nds temos que a curvatura

media H em M é dada por

Rt oot
nH = n(%) — —(n— 1)’%| - % (3.7)

Que é constante ja que ¢ é constante.
Agora nés voltamos para a andlise das distribuicoes W+ e K- NW+. A

seguinte proposicao impoe uma condigao em W semelhante ao de K para

W+ para ser involutivo. O

.~ . wn+1 . . . .
Proposicao 18. Seja M uma variedade riemanniana possuindo uwm campo
de vetores parcialmente conforme fechado K com o campo de vetores associ-
ado W. A distribuicao W+ ¢é involutiva se existir uma func¢io o : M — R

tal que

VxW =0X para X € W+ (3.8)

Demonstragdo. Suponhamos que (3.8) vale. Se X, Y € W+, entao
(X, Y],W) =(VxY = Vy X, W) = —(X,VyW) + (Y, VxW) = 0.

Portanto W+ é involutiva. O
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Corolario 1. Seja M wma variedade riemanniana possuindo um campo
de vetores parcialmente conforme fechado K com o campo de vetores associ-
ado W. Se W satisfaz (3.8), entdo a distribuicdo definida por KX N W+ ¢

mvolutiva.

Observagao 5. Vamos supor que vale a condigao (3.8) para cada campo de
vetores X € X(M); na verdade, vamos supor que W é conforme fechado.
Podemos facilmente ver que W é conforme fechado e que tem norma cons-
tante se, e somente se, W € paralelo (assim, o0 =0 em (3.8) ). Isto, por sua

vez implica que W é um campo de Killing.

Suponhamos que K é um campo de vetores parcialmente conforme e que
o campo de vetores associado W satisfaz (3.8). O Teorema 3.3, Proposic¢ao 18
e o Coroldrio 1 implicam respectivamente, que K+, W+ e K+ N W+ define
uma, correspondente folheacao em MHH, a qual vamos denotar pela letra
caligrafica Kt W+ e Kt NW-.

Para fechar essa secdao nés analisaremos a distribuicio K+ N W+ em um
espago ambiente com curvatura constante. E conhecido que nesse caso a
distribuigao é involutiva (veja [16]), mas nés incluiremos a prova para sermos

completos.

Proposicao 19. Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fechado

com o campo de vetores associado W, definido em um conjunto aberto de uma
. . . —n+1 ~ . . .~

variedade riemanniana M de curvatura constante. Entdao a distribuicao

K+ N W+ ¢é involutiva.

Demonstracdao. Considere a folha de K+ passando por p. Assim a distri-
buicao (n — 1)—dimensional K+ N W+ é definida pelos campo de vetores X

tangentes a folha tais que

VxK = ¢X. (3.9)
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Agora para provar que K+ NW+ é involutiva, tome X, Y tangente a folha
satisfazendo (3.9).
Lembrando que ¢ é constante ao longo de cada folha (pelo Lema 1), nés

temos

VixyiK = VxVyK —-VyVxK +R(X,Y)K
= Vx(0Y) = Vy(¢X) + c((K, X)Y — (K, Y)X)
= (XQ)Y +¢VxY — (YO)X — ¢VxY + (K, X)Y — (K,Y)X)
= X Y]+ (XQ)Y — (Yo)X = ¢[X, Y],

) , —n+1
Aqui, R denota o tensor curvatura e c¢ é a curvatura constante de M .

Entao [X,Y] satisfaz (3.9) e portanto K+ N W+ é involutiva. O

Agora nos classificaremos as folhas completas com curvatura média cons-
tante da folheacao K+ associada a um campo de vetores parcialmente con-
forme fechado K no espaco euclidiano R™"! em quatro tipos: hiperplanos,
hiperesferas e produtos da forma R x S! ou R x S"~!. Lembre que se
consideramos a folha de K+, o Lema 1 implica que a funcio ¢ é constante
ao longo da folha, enquanto se a folha tenha curvatura média constante, a

Proposicao 17 implica que a fungao 1) é constante ao longo desta folha.

Lema 2. Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fechado em

R Suponha que cada folha é completa e tem curvatura média constante.
Seja p € RN\ Z(K) e seja ¢ = ¢(p), ¥ = (p) sdo fungoes dadas em (2.1),

constante ao longo da folha de K+ passando por p.

1. Se o =0 =1, entao a folha é um hiperplano.
2. Sep =0 e ¢ +#, entdo a folha é um cilindro R*~1 x S*.
3. Sep#0 e =1, entao a folha € uma hiperesfera.

4. Sep#0 e #1, entio a folha é um cilindro R x S"~1,
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Demonstracao. Para ¢ = 0 = 1, temos do Teorema 3.3, que

N

= =0,
| K]

para todo ¢ € {1,...,n — 1}, enquanto k, é dado por:

i

kn - _<VEnl?u En> = _m -

0.

Dai, temos que todas as curvaturas principais sao nulas. Logo a folha é
totalmente geodésica, sendo completa, ¢ um hiperplano.
Agora se ¢ = 0 e ¢ # 1 queremos concluir que a folha é um cilindro da

forma R"~! x S'. Temos que

¢

hi= — e =
K|

0

parral<i<n—1le

__Y _

Como secgn+1(e;,e;) = 0, temos que secp(e;, ej) = 0, ou seja, M é flat.
Por um lado, ky = ks = ... = k,_1 = 0 sdo as curvaturas principais da
variedade integral da distribuicao involutiva K-NW+ que é entdo totalmente
geodésica. Logo, parte de um hiperplano R"~!. Por outro lado, k, = c
corresponde a curva integral de W que assim é parte de um circulo S*. Logo
a folha é parte do cilindro R"~! x S!, sendo a folha completa, ¢ o cilindro
completo R*~! x S1.

Agora vamos mostrar que se ¢ # 0 e ¢ = 1, entao a folha é uma hipe-
resfera. De fato, temos da Proposicao 1 que k1 = ... =k, 1 =k, = —% =
—% # (0. Portanto tais curvaturas sao constantes porque, por hipdtese, a
curvatura média de cada folha é constante. Logo a folha é umbilica.

Agora seja p um ponto da folha e n(p) um vetor normal unitério a folha
em p.

Vamos mostrar que o ponto
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é equidistante de qualquer ponto da folha.(Aqui k(p) = ki1(p) = ... = kn(p)).
Agora seja ¢ um ponto qualquer da folha, e seja @ um seguimento de curva
da folha ligando p a ¢, ou seja, a(0) = p e a(1) = q. Agora estenda 7n(p) a

um campo de vetores normal unitario NV sobre «, e considere a curva

1
—a+—N em R
7 k(p)

Derivando ~ temos, X
r_ /

v =a + @N ,
onde N' = VN = —5(a/) = —kd/, ja que a folha é umbilica, temos que S
¢ um multiplo escalar de k. Logo

/ / 1 /
v=a +E(—ka):0,

o que implica que a curva 7 é constante. Em particular, ¢ = v(0) = (1) =
q+ %n(q). Dai, d(e,q) = ﬁ para todo ¢ na folha, ou seja a folha é uma
hiperesfera, ja que é completa.

Agora se ¢ # 0 e ¢ # 1. Aqui usamos um resultado de do Carmo e
Dajczer [7] que afirma que a folha de K+ através de p deve ser uma hipersu-
perficie de rotagao. Como —% é a curvatura da curva perfil de geracao da
folha no espaco de érbita, esta curva perfil é (parte de) um circulo ou uma
reta. Uma vez que ¥ # ¢ e ¢ # 0, s6 temos uma hipersuperficie completa
com curvatura média constante, exatamente quando a curva perfil é uma
linha paralela ao eixo de rotagao, de modo que a folha é um cilindro.

]

Antes de enunciar o seguinte lema, nés vamos chamar uma folha de K+
nao-singular se existir um ponto p ¢ Z(K) sobre a folha. Pelo Lema 2,

existem apenas quatro tipos de folhas nao singulares em nosso ambiente.

Definicao 17. Diremos que cada hipersuperficie obtida pelo processo do Te-
orema 3.2 € um tubo ao longo da curva . Se v é uma geodésica em Q"

diremos que a hipersuperficie € um cilindro.
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Lema 3. Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fechado em
R™L onde as folhas sao completas e tem curvatura média constante. Entao
toda folha nao singular tem o mesmo tipo. Além disso, quando todas as folhas

nao singulares, sao cilindros, eles sao coaxiais.

Demonstra¢ao. Suponha primeiro que existe uma folha nao-singular do tipo
R x S ! e tome um ponto p na folha. Ao longo da (n — 1)-esfera contida
na folha e passando por p o campo de vetores K normal a folha que esta no
mesmo n-plano que contém a (n — 1)-esfera. Pela equagao (3.2), o fluxo de
K 6 um fluxo geodésico em R™!, o que implica que a restricao de K para
este n-plano permanece em toda parte tangente ao plano e, portanto, ¢ uma
campo conforme fechado. A Proposi¢ao 2 de [12] implica que as folhas da
folheacao obtidos através da restricao de K ao n-plano sao (n — 1)-esferas
concentricas. Este fato mostra que nenhuma sequéncia desses cilindros po-
dem convergir para um cilindro R"~! x S' nem para um hiperplano. Devido
a nao-compacidade, esta sequéncia nao pode convergir para uma hiperesfera.
Portanto, temos que todas as folhas de K+ sao cilindros R x S"~! com os
mesmos eixos de rotacgao.

De maneira ansloga, se a folha de K+ passando por p ¢ um hiperplano,
tome P como o n-plano contendo p e ortogonal a W. Aplicando o argumento
acima, as folhas definida por K em P sao n-planos. Quando isso acontece
para todos os p na folha, K+ ¢ uma folheacdo por hiperplanos.

Em seguida, se uma folha é uma hiperesfera, tome P como o hiperplano
definido antes, entdao que a folheagao em P é de (n— 1)-esferas. Como vimos,
pela compacidade as folhas de K+ nao pode ser cilindros do tipo R x S"~!,
nem uma hipersuperficie dos outros tipos.

]

Teorema 3.4. Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fechado

em R" onde as folhas sao completas e tém curvatura média constante.
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Entao a folheacio K+ é uma folheacdo por hiperplanos, por hiperesferas ou

por cilindros coaziais.

Demonstracao. Basta combinar os Lemas 2 e 3. O



Capitulo 4

Condicoes para uma
hipersuperficie ser

(n — 1)—umbilica

Neste capitulo provaremos um dos principais resultados desta dissertagao:
um teorma que estabelece condigdes para uma hipersuperficie ser (n—1)—umbilica.
O ambiente deve possuir um campo de vetores parcialmente conforme fe-
chado. Antes, provaremos ser esta condicao localmente equivalente ao ambi-

ente possuir estrutura de produto duplamente warped.

4.1 Produtos duplamente warped

Dos exemplos do Capitulo II temos a sugestao de que ha uma relacao
entre a existéncia de um campo parcialmente conforme e a existéncia de certa
estrutura de produto no espaco ambiente. De fato, provaremos o resultado a

Seguir.

. =+l . . .
Teorema 4.1. Seja M uma variedade Tiemanniana.

33
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1. Se M =Jx (I X P"71), entdo M admite um campo de vetores parci-

almente conforme fechado.

2. Se M admite um campo de vetores parcialmente conforme fechado K
e o campo de vetores associado W conforme fechado, entdo localmente

M € isométrico a M = J x (I x; P"1).

Demonstragdo. Primeiro suponha que M = J x (I x; P"™1). Tome t € J,

s € I e defina
0 0
K = W =—.
/s >8s ¢ ot
Pela estrutura do produto, todo campo de vetores V € X (M) pode ser escrito
como
0 0
V=a—+b—+X,
a o + 99 +

onde X é um levantamento para M de um campo tangente a P. Fazendo

a = 0, temos

vb%JrXK = vbi+)(<f_

0, af B a
f

+f<>§>+ff<>

onde nés estamos usado a férmula VY = %X (veja [17], p.206, Prop.35)
e os fatos Va@% = 0e X(f) = 0. Entao a primeira condi¢ao de (3.1) é
satisfeita com ¢ = f’(s). Por outro lado, ndés temos que

0

_ _ — 0 0
VoK =Val(fls)go)=fs)Vaa +5.f(s)5-=0,
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o que € obvio, ja que f depende apenas de s. Assim a segunda condicao de
(3.1) é satisfeita com ¢ = 0. Entdo, K é um campo parcialmente conforme
fechado.

Agora para a segunda parte do teorema, suponha que W é conforme
fechado. Pela Observacao 1 e a condigao (3.8) temos que o = 0 e deste modo
a distribuicao W+ é involutiva. Entao K é um campo de vetores conforme
fechado restrito a folha de W+*. Pelo resultado provado por Montiel em
[12](p.721), esta folha é isométrica a um produto warped I x; P"~'. Desde
que W tambem ¢ Killing, temos que sua derivada de Lie é nula, segue-se
dai que o fluxo obtido por um campo de vetores unitario W, nos d4 uma

isometria local entre M e J x (I x; P"71). O

Como conseqiiéncia do teorema acima, podemos dar uma primeira carac-
terizagao de folheagao dada por campos de vetores parcialmente conformes

fechados em formas espaciais.

Corolario 2. Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fechado
definido em Q"'.  Suponha adicionalmente que W é conforme fechado.
Entao a folheagao associada a Q" € uma folheagdo por hiperplanos, hi-

peresferas ou tubos.

Demonstragdo. Sendo W conforme fechado, da Proposicao 18 temos que W+
é involutiva. Logo a segunda parte do Teorema 4.1 implica que localmente
Q" tem a forma J x (I x; P™'). Sendo Q7*! da forma J x M, onde
M = I xy P*!'. Para cada t € J, vamos considerar o conjunto (M); =
{(t,p) € Jx M;p € M}. Dessa forma a inclusao i; : My — J x M induz uma
estrutura diferenciavel em M;, de maneira que (M, V') é uma subvariedade

riemanniana de J x M com conexao induzida pela inclusao, isto é
ty . oM
VY :=VyY

quaisquer que sejam X,Y € T'M,.
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Naturalmente M, é difeomorfa a M e (M), é uma subvariedade totalmente
geodésica. De fato, seja v uma geodésica de M; vamos mostrar que vy é
uma geodésica de J x M, temos que as geodésicas de J x M sao da forma
v = (v/,9M) mas como v € TM j& que é geodésica de M; temos que 7'/ = 0
entdo Vv = Vv + Vuy™ = V4" =0, pela Proposicao 2.9 em [18]
temos que M, é totalmente geodésica. De maneira analoga temos que M é
uma subvariedade totalmente geodésica de J x M; dai aplicando a equacao
de Gauss a J X M e M temos que I x ; P"~! tem curvatura constante, jd que
a segunda forma fundamental é nula. Pela observacao feita por Sanchez em
[17], P"~! tem também curvatura constante e sendo completa, é um conjunto
aberto de uma esfera (n — 1)— dimensional ou hiperplano. Entao temos que

a folheacao é dada por hiperplanos, hiperesferas ou tubos. O

Observacao 6. Na prova do Teorema 4.1 temos

K| =f(z), ¢=[f(x) e =0
consequentimente a curvatura média da folha de K+ € dada por

= —(n— i:—n— L,:—n— og f)

4.2 Demonstracao do Teorema 4.2

Nesta secao trabalharemos com variedades que admitem um campo de
vetores parcialmente conforme fechado para responder uma das perguntas
feitas na Introducao, impondo condigbes que garantem que uma hipersu-
perficie seja (n — 1)—umbilica. Primeiro vamos dar dois lemas técnicos.

Seja M uma variedade Riemanniana a qual admite um campo de vetores
parcialmente conforme fechado K e um campo de vetores associado W. Seja

M uma hipersuperficie orientavel de M em toda parte transversal a K, e
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N um campo de vetores unitario normal a M. Note que a transversalidade
implica que o campo de vetores W* = W — (W, N)N é diferente de zero,
ja que sendo W unitario e W L K temos da transversalidade de M que
K nunca é tangente e portanto W nunca é normal. Logo sua componente

tangente W* =W — (W, N)N nunca ¢ nula.

Lema 4. Seja M uma variedade Riemanniana satisfazendo as condigoes
dadas no pardgrafo acima. Seja A(X) = —VxN o operador forma corres-
pondente a N e seja o referencial ortonormal E1, ..., E, de autovetores de

A com autovalores Ay, ..., A\n. Suponha que E, = W*/|W*| e defina
K" =K —(K,N)N — (K,E,)E,,

(AK"))" = AK") = (A(K "), Ey) En.

Entao
n—1
> (Ve (AK)", E)
i=1
€ igual
n—1 n—1
KT() _N\) = Ric(K",N)+ > (A(E), Vg, (K")). (4.1)
i=1 i=1

Demonstracdo. Fixe i € {1,...,n — 1}. Da definicao de (A(K"))", temos

Ve (AK)") = Ve (AK") = (AK"), E,) E,)
= Ve (AK") = (AK"), Ba)VE B, — E(A(K "), E,) E,.

Usando os fatos de que A é auto-adjunta e que A(E,) = A\, E,, entao
(A(KT),E,) = (KT, A(E,)) = M (K", E,) =0,
ja que

(KT, E,) = (K — (K, N)N — (K, E,)E,, E,) = —(K, NY(N, E,) = 0.
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Consequentemente temos
(Ve (AK")"), B) = (Ve (AK")), E)
= (Vir(A(E)), Ei) + (R(KT, E;)E;, N)
—(A(E), [KT, E])
= K'((A(E:),E >) (R(K', E)N, Ey)
HA(E:), Vi, (K ")) — 2(A(E;), Vi (7))
= K'((A(E:), E)) — (R(KT, E))N, E;)
+H(A(E), Vi, (K ).
Na passagem da primeira igualdade para a segunda estamos usando a equacio
de Codazzi e o fato que
(A(E), Vg (E)) = M(E;, Vir (Ey)) = 0,

ja que (E;, ;) = 1, entdao 0 = K (E;, E;) = 2(V g Ey, E;).
Somando a expressao acima em i, onde i = 1,...,n — 1 obtemos o resul-

tado. O

Seguindo [3] usaremos a expressao dada na equagao (4.1) para caracterizar

hipersuperficie (n — 1) -umbilica.

Lema 5. Sob as mesma hipoteses do Lema 4, considerando

n—1
i=1
a expressao
n—1
D (HVi (KT) = Vi (AK")T, E),
=1

€ igual a

—KT((n — 1)Ho) + Ric(K T, N) = S ((Hol — A)(E:), Vi, (KT — K))). (4.2)
=1
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Demonstragao. Por (4.1) temos de analisar

n—1

> ((HoVE,(K"),E) = (A(E:), Vi (K"))).

=1

Temos que

(HoVE,(K"), Ei) = (A(E;), Vi, (K")) = (VE(K"), (Hol — A)(Ey)).

Observamos que (E;, W) =0, para todoi=1,...,n — 1.
De fato, temos que

W*
= (Emm>
— B = (VN)N)
= <E17W> - <W7 N><E1,N>

= <Ei7 W>
parai=1,...,n — 1. Dai, sendo K parcialmente conforme fechado

(Ve,(KT),(Hol — A)(E;)) = (Vg (K+K' —K),(H — A)(E;))
= (Vg K +Vg (K" - K),(Hy — A)(E))
= ¢(E;, (Hol — A(E;)))
+(VE, (K" — K), (HoI — A)(Ey)).

Agora somando em ¢ =1,...,n — 1 temos

: ((Ei, (Hol — A)(E;)) = (n—1)Hy — (n — 1)Hy = 0.

i=1
Isto finaliza a prova do Lema.

]

Antes de enunciar nosso teorema sobre as condigoes para uma hipersu-

perficie ser (n—1)— umbilica, definimos uma nogao conveniente de curvatura
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. : 1 =+l . =
média constante. Seja MJ ™' C M """ uma subvariedade de M, N um campo
de vetores unitario normal a My e F;, i = 1,...,n — 1 um referencial orto-
normal definido ao longo de Mj,. A curvatura média de M, relativa a N é,

por definicao,
n—1

n—1
(n—1)Hy=—Y (VeN,E)=> X\
=1

i=1
onde os \; sao os autovalores do operador forma Ay de M, relativo a N.

Dizemos que M, tem curvatura média constante em relagao ao NV se a soma

acima é constante ao longo de M,.

Teorema 4.2. Seja M wma variedade Riemanniana com curvatura de
Ricci nao-negativa a qual admite um campo de vetores parcialmente con-
forme fechado K e campo associado W. Seja M uma hipersuperficie de M
transversal em todo o K, e N um campo de vetores unitdrio normal a M.
Suponha que a direcao determinada por W* =W — (W, N)N € uma dire¢do
principal de M e que através de cada ponto de M passa uma subvariedade
compacta (n — 1)—dimensional de M, em toda parte ortogonal a W*, total-
mente umbilica como hipersuperficie de M e tendo curvatura média constante

relativa a N. Entao M é (n — 1)—umbilica.

Antes de iniciar a prova, observaremos que cada subvariedade (n — 1)—
dimensional dada pelo teorema tem codimensao dois relativa a MHI; vamos
provar que se esta é uma subvariedade umbilica em M (isto é, usando o campo
de vetores normal (W*/|W*|), entdao é (n — 1)— umbilica em M™™! (ou seja,
em relagdo ao campo de vetores normal N). Mais precisamente, usando a
umbilicidade em M (isto é, relativa W*/|W*| ) de tal subvariedade compacta

My de dimensao n — 1, provaremos ( via teorema de Stokes ) que
Tr(A7) = (n — 1)Hg,

onde Ay e Hy denotam a segunda forma fundamental e a curvatura média

relativas a N.
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Demonstracao. Usaremos a notagao e resultados dos dois lemas anteriores.
Fixe p € M e seja My a subvariedade compacta (n — 1)—dimensional de M
passando por p, e satisfazendo as hipoteses do teorema. Seja Fy,..., E, =
W*\|W*| um referencial ortonormal de autovetores de A em uma vizinhanca

de pem M e A\q,...,\, seus correspondentes autovalores. Entao

HodivMO(KT) — divMO((A(KT))T)
= ; Ho(Vg, K™ E) — (Ve (AKT)T), E;)

i
n—1

= S (Ve (KT) = Ve (A(KT) ). B)
= —K"((n—1)Hy) + Ric(KT,N)
- ”; (Hol — A)(E:), Vi, (KT — K)).

Desde que M, tem curvatura média constante relativa a N, Hy é constante
ao longo de My, daf temos que K" ((n — 1)Hy) = 0. Agora vamos analisar o
que ocorre com

n—1 n—1
= {(HoI = A)(E), Vi, (K" = K)) = Y ((HI — A)(E:), Vg, ((K, N))N
i=1 =1
+(K, En)En)
n—1

= (K.N) Y ((HoT — A)(E), Vi N)

=1
n—1

+H(K, En) > ((Hol — A)(E;), Vi, Ey).

i=1

Sabemos que A(E;) = —Vg,N. Daf temos

((Hol — A)(E;),VE,N) = ((Hol)(E;),VEN)+ (—A(E;),VE,N)
= Ho(E;,Vg,N)—\N(E;,VE,N)
= —Ho\ + M\

Agora somando a expressao acima com i = 1,...,n — 1 temos



Condi¢oes para uma hipersuperficie ser (n — 1)—umbilica 62

n—1 n—1

> A(Hol = A)(E:),VEN) = (=Hoi + A}) = —(n — 1) H§ + Tr(A7),
i=1 i=1

onde Ay é o operador forma de M relativo a N. Esta tltima expressao ¢é facilmente
vista ser globalmente definida, ja que o trago e a curvatura média independem do
referencial tomado e segue-se pela desigualdade de Schwarz ser nao negativa. Além
disso ¢é nula se, e somente se, M é (n — 1)—umbilica.

Agora para o tultimo termo usaremos o fato de My ser umbilica em M, o que

significa que VxF, = —Sg,(X) = kX para cada campo de vetores tangente a
My. Obtemos
n—1 n—1

> ((Hol = A)(E),Vg,En) =k Y ((Hol — A)(Ey), E;) = 0.

=1 i=1

Reunindo todas as informagoes temos

Hodivyg, (KT = divag, (A(K ) T) = Rie(K", N) + (K, N)(Tr(A3) — (n — 1)H?).
Integrando sobre Mg, temos
0= / (Ric(K",N) 4+ (K, N)(Tr(A%) — (n — 1)H?)).
My

Acima estamos usando o teorema de Stokes e o fato de que My tem bordo vazio.

Desde que M é transversal a K, temos que (K, N) ndo muda de sinal ao longo
de M; ja que (K, N) é continua, podemos também supor que é positiva em toda
parte. Desde que Ric é ndo negativa, concluimos que Tr(A42%) — (n — 1)HZ <
0; daf concluimos que é Tr(A3) — (n — 1)H? identicamente nulo e entdo M é

(n — 1)—umbilica. O

Para fechar esta secao, observamos que a hipétese sobre a curvatura de
Ricci pode ser substituida pela hipétese de K7 ser ortogonal a Ric(N), onde
Ric é o operador de Ricci do espaco ambiente M™*!. Esta condicio foi usada

antes em outros contextos, veja, por exemplo, [1], p. 475.



Capitulo 5

Condicoes para uma
hipersuperficie de curvatura

meédia constante ser uma folha

Daqui por diante vamos supor que M 6 uma variedade riemanniana
a qual admite um campo de vetores parcialmente conforme fechado K com
campo de vetores associado W tais que W é conforme fechado. Pela segunda
parte do Teorema 4.1, M é localmente isométrica a J x (I x; P""1). Para
cada t € J, seja M; = {t} x (I x; P*7!). Além disso, se M é qualquer
hipersuperficie de M, que intersecta transversalmente com M, denotamos
M, = M N M,. Na seguinte proposicdo obtemos uma expressao para a

curvatura média de M.

Proposicao 20. Seja M uma variedade na qual admite um campo de ve-
tores parcialmente conforme fechado K com o campo de vetores associado W
tal que W € conforme fechado. Seja M wma hipersuperficie orientdvel de M,
em toda parte transversal a K. Usando a notacao anterior nesta proposicao,
suponha também que para cada t € J a subvariedade (n — 1)—dimensional

M, estd contida em uma folha de K+ N W=. Entdo a curvatura média H

63
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de M € dada por

¢ E. (N W)
nHy = —(n — 1)(N, K)— , 5.1
onde N = (N, KK + (N,W\W ¢ E, = —(N,W)K + (N, K)W.
Demonstracao. Usamos um referencial de tal forma que Fy,..., FE,_1 gera

KNnWHE,=WeE,, = K. Note que o fato de M; esta contido em
uma folha de K+ N W+ implica que o campo de vetores N é de fato unitério

e normal em toda a M. Parai=1,...,n — 1 temos

Ve N = Ve ((N,K)K + (N,W)W)

(3

= (N, K)VgK + (N,W)V,W + (E;(N, K))K + (E;(N, W))W
~ (N, IAQ%E + (BN, RVE + (BN, W)W,

onde estamos usando o fato que W é paralelo (Veja Observagao 4).

Tomando o produto escalar com E; obtemos

Agora nés usaremos o campo de vetores E, = —(N,W)K + (N, K) para
obter
Ve N = Vi (N K)K + (N,W)W)
= (N,K)V; K+ (N,W)Vz W+ (E,(N,K))K + (E,(N, W))W
= (Eu{N.K)K + (BN, W)W,
onde

Vi K =—(N,W)V:K + (N,K)VyK,
usando o fato que W é paralelo, v = 0 e vgf( = 0; fazendo o produto

escalar com F, nds temos

(Vi N En) = (Eo(N.W)(N, K) = (En (N, K))(N,W). (5.3)
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Podemos simplificar os dois tltimos termos da seguinte forma. Do fato

que (N, N) = 1 segue-se que
(N, K)? 4+ (N,W)? = 1.

Derivando esta expressao com respeito a E,, substituindo o resultado em

(5.3) obtemos

E.(N,W)

Vi= (VW)
Usando a expressao acima com (5.2), concluimos que a curvatura média de

M é dada por

(En(N,W))(N,K) = (Eo(N, K)(N, W) =

—_

n n—

nHy ==Y (VeN.E) == (VgN,E) = (Vg,N, Ey,).

T
i=1 1

<.
I

Dai obtemos que

Wy = —(n— )N B2 BN W)

K| /1= (N,W)?

]

Teorema 5.1. Seja M uma variedade a qual admite um campo de ve-
tores parcialmente conforme fechado K com o campo de vetores associado
conforme fechado W tal M ¢é localmente da forma J x I Xy P"1 com log f
convezo. Seja M uma hipersuperficie orientdvel de M, tranversal em toda
parte a K, com curvatura média constante em M. Suponha que existe t € J
tal que M, € wma hipersuperficie compacta de M, com curvatura média cons-

tante. Suponha adcionalmente a existéncia de um ponto p € M, tal que

1. O wetor unitdrio N(p) € normal a M em p e igual ao vetor unitdrio

IA((p) normal a folha K passando por p,

2. Localmente, M estd acima da folha de K+ passando por p com respeito

de K, isto €, existe uma vizinhanca U de p em M tal que cada ponto
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q € U tem a forma q = ¢5(¢'), onde ¢ € mencionado na folha, s > 0 e

s € 0 fluro de K,
3. A derivada de (N, W) com respeito ao vetor W (p) € positiva.

Entao M coincide localmente com a folha de K+ passando por p. Em particu-
lar, localmente M € (n—1)—umbilica. Além disso, se a folha de K* passando

por p tem curvatura média constante, esta coincide globalmente com M.

Demonstracao. Observe primeiro que a hipdtese de log f convexa é equiva-
lente a H' > 0, onde H = f'/f = (log f)". Pelo fato que M é transversal em
todo o K implica que o angulo 6 entre o normal de M; em M, e K (a qual
é tangente a M;) nao muda de sinal. Pelo Teorema 4 em Alfas-Dacjzer [2],
M, é uma folha de K+ em M,.

Desde que M, est4 contido numa folha de W+, temos que M, est4 contido
na folha de K+ N W+. Da Proposicao 20, M tem curvatura média constante

dada por

7> ¢ En<N7 W>
nHy =—(n—1)(N,K)— — ,
w == DN K = e
onde N = (N,K)K + (N,W)W é normal a M e E, = —(N,W)K +
(N, K)W. Temos por hipétese que K(p) = N(p), entdo E,(p) = W(p). A

hipé6tese 3 e a continuidade implicam que (N, K ) e En(N , W) sao positivas
em uma vizinhanca de p em M. Note também que podemos supor que ¢ < 0,
ou equivalentemente que H,; > 0, uma vez que este sinal depende da escolha
de um campo de vetores parcialmente conforme fechado K ou —K. Levando

estes fatos em conta, em cada ponto q nesta vizinhanca, temos que

nHyy < —(n 1%@.

Pela Observacao 5, o lado direito da inequacgao é a curvatura média da

folha de K+ passando por g, isto é, a curvatura média de M em ¢ é menor

ou igual a curvatura média da folha de K+ passando por q.
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Queremos comparar a curvatura média da folha de Kt passando por p
com a folha de K+ passando por ¢. Note que a hipétese 2 implica que a folha
de K+ através de ¢ fica acima da folha passando por p. Usando novamente
a equacdo (12) da Observagao 5, a curvatura média das folhas de K+ sao
dadas por

nH =—(n— l)f?/ =—(n—1)(log f)".

Agora log f convexa implica que nH ¢é uma fungao nao-crescente em I,
o que implica, por sua vez que a curvatura média da folha passando por g é
menor do que ou igual a curvatura média da folha passando por p.

Em uma vizinhanca de p, temos que M estda acima da folha passando
por p com respeito a K e a curvatura média de M ¢é menor ou igual a
curvatura média desta folha. Pelo principio de tangéncia (veja por exemplo
[9]), essas hipersuperficies coincidem localmente. Em particular, localmente
M é (n—1)— umbilica. Finalmente, se ambos hipersuperficies tem curvatura

média constante, é sabido que elas coincidem globalmente.

]

Corolario 3. Seja K um campo de vetores parcialmente conforme fehado
definido em um conjunto aberto do R™! com campo de vetores associado W
conforme fechado. Seja M™ C R™™ uma hipersuperficie orientdvel satisfa-
zendo as hipoteses da Proposicao 20, bem como as condicoes no Teorema

5.1. Entao M € localmente um hiperplano, uma hiperesfera ou um cilindro.

Demonstracao. Pelo Teorema 5.1, sabemos que M coincide localmente com
a folha de K+ passando por p. Desde que M tem curvatura média constante,
pelo Proposigao 17 nés temos que a fungao v associada a K ¢é localmente
constante. Pela versao local do Lema 2, M ¢ localmente um hiperplano, uma

hiperesfera ou um cilindro. O]
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