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assim, um dos grandes responsáveis por esta etapa na minha vida. Meu irmão Álvaro
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Tavares, Oslenne Nogueira e Renivaldo Senna, pelo apoio, colaboração e amizade. À João
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à Elaine Sampaio, Raquel Costa, André Pinheiro e Renato Araújo.
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Thelmo de Araújo, João Montenegro, Marina, Maildo e Esmeraldo, pelo ensino e incentivo.
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Resumo

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar uma generalização das métricas quasi-

Einstein para campo de vetores suaves não necessariamente gradiente, além disso, apre-

sentar algumas fórmulas integrais para métricas quasi-Einstein gradiente definidas numa

variedade compacta e como aplicação expor três resultados importantes, sendo um deles

uma caracterização para tais classes de variedades compactas de dimensão dois.

Palavras-chaves: Métricas quasi-Einstein, curvatura escalar, variedades de Einstein.



Abstract

Our objective in this work is to present a generalization of quasi-Einstein metrics for

vector field is not necessarily smooth gradient also present some integral formulas for

compact quasi-Einstein metrics defined in a compact and as application set out three im-

portant results, one being characterized such classes for a compact manifolds of dimension

two.

Keywords: Quasi-Einstein metrics, scalar curvature, Einstein manifolds.
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Introdução

Uma questão interessante proposta por Besse, veja [3], é a de determinar quando se é

posśıvel construir um exemplo de variedade de Einsten que seja um produto warped. Um

resultado conhecido é:

Se (M, g) e (Nm, h) são variedades Riemannianas, o produto warped (M × N, g), onde

g = g + e−2 f
mh, é de Einstein se, e somente se, (N, h) é de Einstein e

Ricmf = λg

e

∆ff −mλ = −µe2 f
m ,

onde Ric (h) = µh, Ric (g) = λg,

Ricmf = Ric+∇2f − 1

m
df ⊗ df

é o m-Bakry-Émeri tensor de Ricci, ∇2 denota o hessiano e ∆fu = ∆u− 〈∇f,∇u〉.

Extendendo um pouco mais este tensor que aparece naturalmente, para o caso m = ∞,

define-se então este tensor por,

Ricmf = Ric+∇2f − 1

m
df ⊗ df,

onde 0 < m ≤ ∞.

Barros e Ribeiro Jr., veja [2], generalizaram este tensor para um campo de vetores suave

X, ao invés do gradiente de uma função, isto é,

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X[ ⊗X[,

onde LXg é a derivada de Lie da métrica g na direção do campo X e X[ é a 1-forma

associada a X.

A partir dáı define-se que uma variedade é m-quasi-Einstein se

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X[ ⊗X[ = λg,

10
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vale para algum λ ∈ R.

Vale ressaltar que quando m = ∞, temos a equação que define os solitons de Ricci,

assim temos uma generalização. Quando isso acontece, a primeira coisa a se fazer é saber

que resultados continuam válidos ou mesmo determinar identidades similares. Os dois

primeiros resultados que provaremos, e podem ser encontrados em [2], são:

Teorema 0.1. Seja (Mn, g,X), n ≥ 3, variedade Riemanniana compacta satisfazendo

RicmX = λg. Então M é uma variedade de Einstein desde que:

(1)

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 2

m

∫
M

|X|2divXdM .

(2) X é um campo conforme e

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 0.

(3) |X| é constante e

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 0.

Compensando a compacidade, vamos assumir que |X| ∈ L1(Mn) e obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 0.2. Seja (Mn, g,X) variedade Riemanniana completa, não-compacta tal que

RicmX = λg. Se nλ ≥ R e |X| ∈ L1(Mn), então Mn é variedade de Einstein.

Esses resultados são os teoremas de rigidez para tais métricas.

No caso particular em que X = ∇f é campo gradiente, quando m é finito e inteiro,

existe uma relação com produto warped. Quando se faz u = e−
f
m , então estudar

Ric+∇2f − 1

m
df ⊗ df = λg

equivale a estudar

Ric− m

u
∇2u = λg.

Assim tendo por definição que uma métrica quasi-Einstein é trivial se X ≡ 0 (no caso

de campos gradientes f ser constante), temos um primeiro resultado que já é válido para

solitons de Ricci gradiente.

Proposição 0.3. Toda métrica quasi-Einstein gradiente definida numa variedade com-

pacta com curvatura escalar constante é trivial.

Apresentaremos algumas fórmulas integrais, que são extensões das fórmulas obtidas em

[1] para solitons de Ricci gradientes, bem como resultados similares ali também obtidos.
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Corolário 0.4. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana compacta orientável satisfa-

zendo Ricm∇f = λg. Então temos:

(1)

∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM =

∫
M

〈∇f,∇R〉dM +
n+ 2

2n

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM .

(2)

∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM +

n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2dM =

∫
M

〈∇f,∇R〉dM .

(3)

∫
M

Ric (∇f,∇f)dM +

∫
M

〈∇f,∇R〉dM =
3

2

∫
M

(∆f)2dM .

Como aplicação desse resultado obtemos:

Teorema 0.5. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana, orientável e compacta satisfa-

zendo Ricm∇f = λg, então M é variedade de Einstein se

∫
M

〈∇R,∇f〉dM ≤ 0.

Mais ainda, também temos:

Teorema 0.6. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana, orientável e compacta satisfa-

zendo Ricm∇f = λg. Então ∇f não pode ser campo de vetores conforme não trivial.

Por fim temos um resultado que é devido à Case at al. em [10], mas que aqui apre-

sentaremos uma prova alternativa.

Corolário 0.7. Toda métrica quasi-Einstein gradiente em uma variedade compacta de

dimensão dois é trivial.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

A estrutura de produto interno sobre os espaços tangentes a uma variedade Riemanni-

ana torna posśıvel visualizar tensores de diferentes maneiras. Veremos isso com o tensor

Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observação fundamental é que uma aplicação bilinear

pode ser interpretada como uma aplicação linear quando se tem uma estrutura de produto

interno, como ensina o lema

Lema 1.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Existe um isomorfismo entre

o espaço T l+1
k (V ) dos (l + 1, k)−tensores e o espaço das aplicações multilineares

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ V.

Demonstração. Denote por A(V ) o espaço vetorial das aplicações multilineares

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ V.

Defina Φ : A(V )→ T l+1
k (V ) que associa cada A ∈ A(V ) ao (l + 1, k)−tensor

ΦA (ω, ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = ω(A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk)).

É fácil ver que esta aplicação é linear, note também que Φ é injetiva, pois dados ω, ω1, . . . ,

ωl ∈ V ∗ e X1, . . . , Xk ∈ V quaisquer, se

ΦA (ω, ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = 0
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então

ω(A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk)) = 0.

Como os vetores e covetores são arbitrários, segue que

A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = 0,

donde A = 0. Além disso, dimA(V) = dimTl+1
k (V), logo Φ é o isomorfismo procurado.

Assim, em todo este trabalho sempre que nos referirmos a um (l+1, k)−tensor, iremos

trabalhar com este na forma de uma aplicação multilinear como vimos no lema anterior.

Além disso, em todo o texto usaremos a convenção de Einstein para soma, que consiste

em omitir o sinal do somatório quando temos ı́ndices cruzados repetidos, por exemplo

yi =
n∑
j=1

xjiEj

é equivalente a yi = xjiEj.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, dado um (s, t)−tensor T em M podemos

tornar T um (s− k, t+ k)−tensor para qualquer k ∈ Z tal que s− k e t+ k sejam não ne-

gativos. Abstratamente, isto é feito da seguinte forma. Sobre uma variedade Riemanniana

(M, g) existe um isomorfismo natural entre X(M) e X∗(M); este isomorfismo é dado pela

aplicação que associa cada X ∈ X(M) a aplicação linear (W 7→ g(X,W )) ∈ X∗(M).

Usando este isomorfismo, podemos substituir X(M) por X∗(M) ou vice-versa, e assim

mudar o tipo de tensor.

Vejamos como mudar o tipo de um tensor. Seja {E1, . . . , En} um refe-

rencial em X(M) e {σ1, . . . , σn} ⊂ X∗(M) sua base dual, isto é, σi(Ej) = δij. Os ve-

tores e os covetores podem ser escritos como

v = viEi = σi(v)Ei,

ω = αjσ
j = ω(Ej)σ

j.

O tensor T pode agora ser escrito como

T = T i1...isj1...jt
σj1 ⊗ · · · ⊗ σjt ⊗ Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eis ,

onde T i1...isj1...jt
= T (σi1 , · · · , σis , Ej1 , · · · , Ejt).
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Agora vejamos como podemos mudar Ei num covetor e σj em um vetor. Lembre que

o dual de Ei é o covetor w 7→ g(Ei, w), que pode ser escrito como

g(Ei, w) = g(Ei, Ej)σ
j(w) = gijσ

j(w).

Por outro lado, temos que encontrar o vetor v correspondente ao covetor σj. A propriedade

que o define é

g(v, w) = σj(w).

Assim, temos

g(v, Ei) = δji .

Escrevendo v = vkEk, temos que

gkiv
k = δji .

Sendo (gij) a inversa de (gij), temos portanto

v = viEi = gijEi.

Assim,

Ei → gijσ
j,

σj → gijEi.

Para exemplificar, provemos que na forma de (1, 1)−tensor, o tensor métrico g é igual

a aplicação identidade I : X(M) → X(M). Com efeito, escrevendo o tensor g na forma

de (1, 1)−tensor

g(Ei) = gjiEj,

e

g = gijEi ⊗ σj.

Assim na forma de (0, 2)−tensor teremos

g = gkjσ
k ⊗ σj = gijgikσ

k ⊗ σj,

e na forma de (2, 0)−tensor temos que

g = gikEi ⊗ Ek = gijg
kjEi ⊗ Ek,
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assim

gijgik = gkj

gijg
kj = gik,

dáı

gijgikg
i
jg
kj = gkjg

ik

gijδ
j
i g
i
j = δij

gij = δij,

implicando que gij = 0 se i 6= j e gjj = 1. Logo g(Ei) = Ei, o que prova o afirmado.

Definição 1.2. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno e

L : V → V um (1, 1)−tensor, definimos a norma do tensor L por

|L| =
√

tr (L∗ ◦ L) =
√

tr (L ◦ L∗),

onde L∗ : V → V é a adjunta de L.

Note que, se V tem dimensão finita n e L : V → V é auto-adjunto então existe uma

base de autovetores associados ao seus aautovalores λ1 ≤ · · · ≤ λn contados com suas

respectivas multiplicidades, donde |L| =
√
λ2

1 + · · ·+ λ2
n.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M, g) denotará uma variedade Riemannnina n-dimen-

sional com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. O anel comutativo das funções dife-

renciáveis (ou de classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M). O espaço dos campos

diferenciáveis sobre M será denotado por X(M).

Definição 1.3. Definamos a derivada covariante de um (1, r)−tensor S, como sendo

o (1, r + 1)−tensor ∇S : X(M)r+1 → X(M) dado por

∇S(X, Y1, .., Yr) = (∇XS)(Y1, . . . , Yr)

= ∇X(S(Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

S(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr).
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Dizemos que um tensor S é paralelo se ∇S = 0. Observe que uma métrica Rieman-

niana g é um tensor paralelo, pois

(∇g)(X, Y1, Y2) = ∇X(g(Y1, Y2))− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2) = 0,

para quaisquer X, Y1, Y2 ∈ X(M).

Definição 1.4. Seja f : M → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o campo

diferenciável ∇f , definido sobre M por

g(∇f,X) = DXf = df(X),

para todo X ∈ X(M).

Proposição 1.5. Sejam f, h ∈ C∞(M), então

(1) ∇(f + h) = ∇f +∇h.

(2) ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Demonstração. Basta ver que, sendo X um campo diferenciável sobre M , temos

g(∇(f + h), X) = DX(f + h) = DXf +DXh

= g(∇f,X) + g(∇h,X)

= g(∇f +∇h,X)

e

g(∇(fh), X) = DX(fh) = hDXf + fDXh

= g(h∇f,X) + g(f∇h,X)

= g(h∇f + f∇h,X).

Proposição 1.6. Seja f ∈ C∞(M). Dados p ∈ M e v ∈ TpM , seja

γ : (−ε, ε)→M uma curva diferenciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v. Então

g(∇f, v)(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0
. (1.1)

Em particular, se p é um ponto de máximo ou de mı́nimo local para f , então ∇f(p) = 0.
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Demonstração. Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma extensão local

de γ′, temos

g(∇f, v)(p) = DXf(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0
.

Suponha agora que p é ponto de máximo local para f (o outro caso é análogo). Então

existe U ⊂ M uma vizinhança aberta de p tal que f(p) ≥ f(q) para todo q ∈ U . Se

v ∈ TpM e γ : (−ε, ε)→ U é como no enunciado da proposição, então f ◦ γ : (−ε, ε)→ R

tem um máximo local em 0, donde

g(∇f, v)(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= 0.

Como a igualdade anterior é válida para todo v ∈ TpM , então ∇f(p) = 0.

Corolário 1.7. Se f ∈ C∞(M) e φ : R→ R é uma função diferenciável, então

∇(φ ◦ f) = φ′(f)∇f. (1.2)

Demonstração. Se p ∈ M , v ∈ TpM e γ : (−ε, ε) → M é uma curva dife-

renciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v, então segue da proposição anterior que

g(∇(φ ◦ f), v) =
d

dt
(φ ◦ f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= φ′(f(p))
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= (φ′ ◦ f)g(∇f, v)(p).

Definição 1.8. Dada uma função diferenciável f : M → R, dizemos que p ∈ M é um

ponto cŕıtico de f se ∇f(p) = 0. Em particular, segue da Proposição 1.6 que todo ponto

de máximo ou de mı́nimo local de f é um ponto cŕıtico de f .

Corolário 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M → R uma função

diferenciável. Se ∇f = 0 em M , então f é constante em M .

Demonstração. Fixe p ∈ M e seja A = {q ∈ M ; f(q) = f(p)}. A continuidade de f

garante que A é fechado em M . Como A 6= ∅ (pois p ∈M), se mostrarmos que A é aberto

em M seguirá da conexidade de M que A = M , isto é, f será constante. Seja então q ∈ A

e U ⊂ M uma vizinhança coordenada conexa de q. Para todo q′ ∈ U , existe uma curva

diferenciável γ : [0, 1]→ U com γ(0) = q e γ(1) = q′. Segue da Proposição 1.6 que

d

dt
(f ◦ γ)(t) = g

(
∇f, dγ

dt

)
(γ(t)) = 0,



Métrica m-quasi-Einstein em variedades compactas 19

e dáı a função t 7→ (f ◦ γ)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f(p) = f(q) = (f ◦ γ)(0) = (f ◦ γ)(1) = f(q′),

donde q′ ∈ A. Sendo q′ ∈ U arbitrário, conclúımos que U ⊂ A, ou seja, A é aberto em

M .

Proposição 1.10. Se f ∈ C∞(M) e U ⊂ M é uma vizinhança coordenada, com campos

coordenadas ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, então o gradiente de f é dado em U por

∇f = gkl
∂f

∂xl
∂

∂xk
.

Em particular,

|∇f |2 = gkl
∂f

∂xk
∂f

∂xl
.

Demonstração. Se ∇f = ak ∂
∂xk

, então

∂f

∂xl
= g
(
∇f, ∂

∂xl

)
= ajg

( ∂

∂xj
,
∂

∂xl

)
,

de maneira que

gkl
∂f

∂xl
= ajgklgjl = ajδkj = ak.

Para o que falta, temos

|∇f |2 = g
(
gkl

∂f

∂xl
∂

∂xk
, gmj

∂f

∂xj
∂

∂xm

)
= gklgmjgkm

∂f

∂xl
∂f

∂xj

= gklδjk
∂f

∂xl
∂f

∂xj

= gjl
∂f

∂xl
∂f

∂xj
.

Definição 1.11. Seja X um campo vetorial diferenciável em M . A divergência de X

é uma função diferenciável divX : M → R, definida por

(divX)(p) = tr {v 7→ (∇vX)(p)}, (1.3)

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.
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De maneira similar a definição anterior, podemos definir a divergência de um (1, r)−tensor

S como sendo o (0, r)-tensor

(divS)(v1, . . . , vr) = tr {w 7→ (∇wS)(v1, . . . , vr)}

=
n∑
i=1

g
(

(∇eiS)(v1, . . . , vr), ei

)
,

onde {ei} é uma base ortonormal de TpM .

Lembre que um referencial ortonormal {E1, . . . , En} em um aberto

U ⊂ M é geodésico em p ∈ U se (∇Ei
Ej)(p) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Para a

construção de um referencial geodésico em uma vizinhança de p, veja Caṕıtulo 3 de [8].

Definição 1.12. Seja f : M → R uma função diferenciável. O Laplaciano de f é a

função ∆f : M → R dada por

∆f = div (∇f). (1.4)

Definição 1.13. Seja f : M → R uma função diferenciável. O Hessiano de f é o

campo de operadores lineares (Hess f)p : TpM → TpM , definido para v ∈ TpM por

(Hess f)p (v) = ∇v∇f.

Segue da definição da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão de v a uma

vizinhança de p ∈M , então

(Hess f)p (X) = ∇X∇f.

Proposição 1.14. Se f : M → R é uma função diferenciável e p ∈M , então (Hess f)p :

TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto.

Demonstração. Se v, w ∈ TpM e V,W denotam respectivamente extensões de v, w a

campos definidos em uma vizinhança de p ∈M , então

g((Hess f)p(v), w)(p) = g(∇V∇f,W )(p)

= DV g(∇f,W )(p)− g(∇f,∇VW )(p)

= (DV (DWf))(p)− g(∇f,∇WV + [V,W ])(p)

= (DW (DV f))(p) + (D[V,W ]f)(p)

−g(∇f,∇WV )(p)− g(∇f, [V,W ])(p)

= (DW (DV f))(p)− g(∇f,∇WV )(p)
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= DWg(∇f, V )(p)− g(∇f,∇WV )(p)

= g(∇W∇f, V )(p)

= g((Hess f)p(w), v)(p).

Proposição 1.15. Se f : M → R é uma função diferenciável, então

∆f = tr (Hess f). (1.5)

Demonstração. É suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p ∈ M . Para

tanto, seja U ⊂ M uma vizinhança de p onde esteja definido um referencial ortonormal

{e1, . . . , en}. Então

tr (Hess f)p =
n∑
i=1

g((Hess f)p(ei), ei)(p) =
n∑
i=1

g(∇ei∇f, ei)(p)

= div (∇f)(p) = ∆f(p).

Proposição 1.16. Seja f : M → R uma função diferenciável.

(a) Se p ∈ M é ponto cŕıtico de f, v ∈ TpM e c : (−ε, ε)→ M é uma curva diferenciável

tal que c(0) = p e c′(0) = v, então

(Hess f)p(v, v) =
d2

dt2
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
. (1.6)

(b) Se γ : (−ε, ε)→M é uma geodésica de M , então

(Hess f)γ(t)(γ
′(t), γ′(t)) =

d2

dt2
(f ◦ γ)(t). (1.7)

Demonstração. Façamos a prova de (a), sendo a prova de (b) análoga. Basta ver que

(Hess f)p(v, v) = g(∇ dc
dt
∇f, c′)(p)

=
d

dt
g(∇f, c′)

∣∣∣
t=0
−g
(
∇f, Dc

′

dt

)
(p)

=
d

dt
g
(
∇f, dc

dt

)∣∣∣
t=0

=
d2

dt2
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
.
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Agora observe que podemos definir o Hessiano como o (1, 1)−tensor ∇(∇f) = ∇2f

dado por ∇2f(X) = ∇X∇f , a Proposição 1.14 sugere uma definição na forma de um

(0, 2)−tensor simétrico Hess f(X, Y ) = g(∇X∇f, Y ), tal que

g(∇2f(X), Y ) = g(∇2f(Y ), X).

Diremos que ∇2f ≥ k(≤ k), se todos os seus autovalores forem ≥ k(≤ k).

Observação 1.17. Durante todo este trabalho escreveremos Hessf ou ∇∇f ou ∇2f , para

denotar o Hessiano da função f .

Definição 1.18. Uma função diferenciável f : M → R é dita convexa, se para cada

geodésica γ : [a, b]→M a função (f ◦ γ) for convexa, isto é

f(γ(s)) ≤ f(γ(b))− f(γ(a))

b− a
(s− a) + f(γ(a)),

ou equivalentemente

f(γ(s)) ≤ f(γ(b))− f(γ(a))

b− a
(s− b) + f(γ(b))

para todo s ∈ [a, b].

Lema 1.19. Seja f : M → R uma função diferenciável. Então ∇2f ≥ 0 se, e somente

se, f é convexa.

Demonstração. Suponha ∇2f ≥ 0, então para uma geodésica qualquer γ : [0, 1] → M

temos
d2

dt2
(f ◦ γ)(t) = (Hess f)γ(t)(γ

′(t), γ′(t)) ≥ 0,

para todo t ∈ [0, 1]. Então, pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange, quaisquer que

sejam t, t+ h ∈ [0, 1], existe c entre t e t+ h, com

(f ◦ γ)(t+ h) = (f ◦ γ)(t) + (f ◦ γ)′(t)h+
(f ◦ γ)′′(c)

2
h2.

Como (f ◦ γ)′′(c) ≥ 0, temos (f ◦ γ)(t+ h) ≥ (f ◦ γ)(t) + (f ◦ γ)′(t)h. Logo

(f ◦ γ)(t+ h)− (f ◦ γ)(t)

h
≤ (f ◦ γ)′(t),

se h < 0, e
(f ◦ γ)(t+ h)− (f ◦ γ)(t)

h
≥ (f ◦ γ)′(t),
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quando h > 0. Equivalentemente: se 0 < s < 1, então

(f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(0)

s
≤ (f ◦ γ)(1)− (f ◦ γ)(s)

1− s
,

e

(1− s)((f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(0)) ≤ s(f ◦ γ)(1)− s(f ◦ γ)(s)

(f ◦ γ)(s) ≤ (1− s)(f ◦ γ)(0) + s(f ◦ γ)(1).

Portanto, f é convexa.

Reciprocamente, seja γ : [r, t] → M uma geodésica qualquer. Se f é convexa então,

para quaisquer s, a, b ∈ R tais que, s ∈ (a, b) ⊂ [r, t], temos

(f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(a)

s− a
≤ (f ◦ γ)(b)− (f ◦ γ)(a)

b− a
≤ (f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(b)

s− b
,

fazendo s→ a na primeira desigualdade e s→ b na segunda, obtemos

(f ◦ γ)′(a) ≤ (f ◦ γ)′(b).

Logo (f ◦ γ)′(s) é não-decrescente em [r, t], donde (f ◦ γ)′′(s) ≥ 0 para todo [r, s], mas já

sabemos que

(f ◦ γ)′′(s) = Hess fγ(s)(γ
′, γ′),

assim provando o lema.

Lema 1.20. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa e

f : M → R uma função convexa. Se p ∈ M é um ponto cŕıtico de f , então p é um

mı́nimo global de f .

Demonstração. Suponha que p ∈ M é um ponto cŕıtico de f , isto é, ∇f(p) = 0. Dado

qualquer q ∈ M , seja γ : [0, 1]→ M geodésica tal que γ(0) = p e γ(1) = q (tal geodésica

existe, pois M é completa), como f é convexa, então pelo lema anterior

d2

dt2
(f ◦ γ)(t) = (Hess f)γ(t)(γ

′(t), γ′(t)) ≥ 0.

Integrando e usando o teorema fundamental do cálculo obtemos

d

dt
(f ◦ γ)(t)− d

dt
(f ◦ γ)(0) ≥ 0.

Como
d

dt
(f ◦ γ)(0) = g(∇f(p), γ′(0)) = 0,
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integrando novamente temos

(f ◦ γ)(t) ≥ (f ◦ γ)(0),

para todo t ∈ [0, 1]. Consequentemente f(q) ≥ f(p).

Definição 1.21. Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curvatura de

Riemann é o (1, 3)−tensor Rm : X(M)3 → X(M) dado por

Rm (X, Y )Z = ∇2
X,YZ −∇2

Y,ZZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)−tensor,

definido por Rm : X(M)4 → C∞(M)

Rm (X, Y, Z,W ) = g(Rm (X, Y )Z,W ).

Proposição 1.22. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades

(1) Rm (X, Y, Z,W ) = −Rm (Y,X,Z,W ) = Rm (Y,X,W,Z).

(2) Rm (X, Y, Z,W ) = Rm (Z,W,X, Y ).

(3) Primeira identidade de Bianchi

Rm (X, Y )Z + Rm (Y, Z)X + Rm (Z,X)Y = 0.

(4) Segunda identidade de Bianchi

(∇ZRm)(X, Y,W ) + (∇XRm)(Y, Z,W ) + (∇Y Rm)(Z,X,W ) = 0.

Para uma prova veja Caṕıtulo 3 de [20].

Definição 1.23. Seja P ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente. A

curvatura seccional de P em p é dada por

sec (X, Y ) =
g(Rm (X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
,

onde X, Y ∈ P são dois vetores linearmente independentes de TpM . É possivel mostrar

que esta definição não depende da escolha dos vetores (veja Caṕıtulo 4 de [8]).
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Observe que, se {e1, e2} é uma base ortonormal de P , então

sec (e1, e2) = g(Rm (e1, e2)e2, e1).

Definição 1.24. O tensor curvatura de Ricci Ric : X(M)2 → C∞(M) é o (0, 2)−tensor

obtido pelo ”traço”do tensor curvatura de Riemann, isto é,

Ric (Y, Z) = tr {X 7→ Rm (X, Y )Z},

onde X, Y ∈ X(M).

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

Ric (v, w) =
n∑
i=1

g(Rm (ei, v)w, ei) =
n∑
i=1

g(Rm (ei, w)v, ei).

Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o

(1, 1)−tensor simétrico

Ric (v) =
n∑
i=1

Rm (v, ei)ei.

Diremos que Ric ≥ k(≤ k) se todos os autovalores de Ric (v) são ≥ k (≤ k). Se

(Mn, g) satisfaz Ric (v) = kv, ou equivalentemente, Ric (v, v) = kg(v, v), onde k:M → R

é uma função suave, então (Mn, g) é dita uma variedade de Einstein. Quando n ≥ 3

temos que k é constante e chamamos de constante de Einstein.

Definição 1.25. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M → R dada

por

R = trRic.

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

R = trRic

=
n∑
j=1

g(Ric (ej), ej)

=
n∑

i,j=1

g(Rm (ei, ej)ej, ei)

= 2
∑
i<j

g(Rm (ei, ej)ej, ei)

= 2
∑
i<j

sec (ei, ej).



Métrica m-quasi-Einstein em variedades compactas 26

Proposição 1.26. (Segunda Identidade de Bianchi contráıda)

dR = 2divRic.

Demonstração. Dado um referencial geodésico {Ei}ni=1 em uma vizinhança de p ∈ M

qualquer, X ∈ X(M), usando a segunda identidade de Bianchi, temos que

dR (X) = DXR

=
n∑

i,j=1

(∇XRm)(Ei, Ej, Ej, Ei)

=
n∑

i,j=1

(∇Ej
Rm)(Ei, X,Ej, Ei)

−
n∑

i,j=1

(∇Ei
Rm)(Ej, X,Ej, Ei)

= 2
n∑

i,j=1

(∇Ej
Rm)(Ei, X,Ej, Ei)

= 2
n∑

i,j=1

(∇Ej
Rm)(Ej, Ei, Ei, X)

= 2
n∑

i,j=1

∇Ej
(Rm (Ej, Ei, Ei, X))

= 2
n∑
j=1

∇Ej
g(Ric (Ej), X)

= 2
n∑
j=1

g((∇Ej
Ric)(X), Ej).

Usando a definição 1.11 concluimos que

dR (X) = 2divRic (X),

como queriamos provar.

Definição 1.27. Dizemos que f : U → R, onde U ⊂ (M, g) é aberto, é uma função

distância se |∇f | = 1 sobre U .

Provaremos agora as três equações fundamentais da geometria Riemanniana, onde a

segunda e a terceira são conhecidas como, equação de Gauss e equação de Codazzi-

Mainardi, respectivamente.



Métrica m-quasi-Einstein em variedades compactas 27

Teorema 1.28. (Equação da Curvatura Radial) Se U ⊂ (M, g) é um conjunto aberto e

f : U → R uma função distância, então

∇NS + S2 = −RmN ,

onde N = ∇f , S = ∇2f e RmN = Rm (·, N)N .

Demonstração. Dado X ∈ X(U) qualquer, então

(∇NS)(X) + S2(X) = ∇N(S(X))− S(∇NX) + S(S(X))

= ∇N∇XN −∇∇NXN +∇∇XNN

= ∇N∇XN −∇[N,X]N

= −Rm (X,N)N +∇X∇NN.

Contudo, já que |N | = 1, então ∇NN = 0, pois para todo Y ∈ X(U)

g(∇NN, Y ) = g(S(N), Y )

= g(N,S(Y ))

= g(N,∇YN)

=
1

2
DY g(N,N).

Como N é unitário, segue o afirmado.

Em particular, ∇NN = S(N) = 0 sobre U , isto é, as curvas integrais de N são

geodésicas em U .

Teorema 1.29. (Equação da Curvatura Tangencial)

tan Rm (X, Y )Z = Rmr (X, Y )Z −q(Y, Z)S(X) +q(X,Z)S(Y )

= Rmr (X, Y )Z − g(S(Y ), Z)S(X) + g(S(X), Z)S(Y ),

onde X, Y, Z ∈ X(Ur) sendo Ur = f−1(r) e Rmr é o tensor curvatura de Riemann de

(Ur, gr), tan (W ) = W−g(W,N)N é a projeção de W sobre TUr, e q(U, V ) = g(S(U), V ).

Teorema 1.30. (Equação da Curvatura Normal)

nor Rm (X, Y )Z = g(−(∇XS)(Y ) + (∇Y S)(X), Z)N,

onde X, Y, Z ∈ X(Ur) e nor (W ) = g(W,N)N é projeção de W sobre N .
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Demonstração. As duas equações da curvatura acima, são obtidas calculando Rm (X, Y )Z.

Se X, Y, Z ∈ X(Ur), então

∇r
XY = tan(∇XY )

= ∇XY − g(∇XY,N)N,

como g(Y,N) = 0, então −g(∇XY,N) = g(Y,∇XN) dáı

∇r
XY = ∇XY + g(S(X), Y )N

= ∇XY +q(X, Y )N.

Assim

Rm (X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X(∇r
YZ − g(S(Y ), Z)N)−∇Y (∇r

XZ − g(S(X), Z)N)

−∇r
[X,Y ]Z + g(S([X, Y ]), Y )N

= ∇X∇r
YZ −∇Y∇r

XZ −∇r
[X,Y ]Z

−∇X(g(S(Y ), Z)N) +∇Y (g(S(X), Z)N)

+g(S([X, Y ]), Z)N,

logo

Rm (X, Y )Z = Rmr (X, Y )Z

−g(S(X),∇r
YZ)N + g(S(Y ),∇r

XZ)N + g(S([X, Y ]), Z)N

−g(∇XS(Y ), Z)N − g(S(Y ),∇XZ)N − g(S(Y ), Z)∇XN

+g(∇Y S(X), Z)N + g(S(X),∇YZ)N + g(S(X), Z)∇YN,

como

g(S(X),∇YZ) = g(S(X),∇r
YZ) + g(∇YZ,N)g(S(X), N)

= g(S(X),∇r
YZ)− g(S(Y ), Z)g(S(X), N).

g(S(Y ),∇XZ) = g(S(Y ),∇r
XZ) + g(∇XZ,N)g(S(Y ), N)

= g(S(Y ),∇r
XZ)− g(S(X), Z)g(S(Y ), N),

e

g(S(X), N) = g(X,S(N)) = 0

g(S(Y ), N) = g(Y, S(N)) = 0,
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então

Rm (X, Y )Z = Rm r(X, Y )Z

−g(S(Y ), Z)S(X) + g(S(X), Z)S(Y )

+(−g(∇XS(Y ), Z) + g(∇Y S(X), Z))N

+(g(S(∇XY ), Z)− g(S(∇YX), Z))N

= Rmr (X, Y )Z − g(S(Y ), Z)S(X) + g(S(X), Z)S(Y )

+g(−(∇XS)(Y ) + (∇Y S)(X), Z)N.

1.3 Derivadas de Lie

Lembre que um campo de vetoresX é dito completo se houver um grupo a 1−parâmetro

de difeomorfismos {ϕt} gerado por X.

Definição 1.31. Seja α um tensor e X um campo completo (esta definição estender-

se ao caso em que X não é completo e somente define um grupo a 1−parâmetro de

difeomorfismos locais), a derivada de Lie de α com respeito a X é dada por

LXα = lim
t→0

1

t
(ϕ∗tα− α) =

d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tα,

onde ϕ∗t é o difeomorfismo induzido pelo ϕt.

Proposição 1.32. A derivada de Lie com respeito a X ∈ X(M) satisfaz as seguintes

propriedades:

(1) Se f ∈ C∞(M), então LXf = DXf .

(2) Se Y ∈ X(M), então LXY = [X, Y ].

(3) Sejam α e β tensores, então LX(α⊗ β) = (LXα)⊗ β + α⊗ (LXβ).
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(4) Se α é um (0, r)−tensor, então para quaisquer Y1, . . . , Yr ∈ X(M)

(LXα)(Y1, . . . , Yr) = DXα(Y1, . . . , Yr)

−
r∑
i=1

α(Y1, . . . , Yr−1, [X, Yi], Yi+1, . . . , Yr)

= (∇Xα)(Y1, . . . , Yr)

+
r∑
i=1

α(Y1, . . . , Yi−1,∇YiX, Yi+1, . . . , Yr).

Para uma prova veja Caṕıtulo 13 de [17].

Agora note que da proposição acima, e do fato que ∇g = 0 temos que

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX), (1.8)

para todo X, Y, Z ∈ X(M). Além disso, se X = ∇f para alguma f ∈ C∞(M), teremos

(LXg)(Y, Z) = 2Hess f(Y, Z). (1.9)

Observação 1.33. Se ϕ : M →M é um difeomorfismo , α um tensor e X ∈ X(M) temos

ϕ∗(LXα) = Lϕ∗X(ϕ∗α).

Se f : M → R, então

ϕ∗(gradgf) = gradϕ∗g(f ◦ ϕ).

Se ϕ(t) : M →M é uma famı́lia a 1−parâmetro de difeomorfismos e α é um tensor, então

∂

∂t
(ϕ(t)∗α) = LX(t)ϕ(t)∗α,

onde

X(t0) +
∂

∂t

(
ϕ(t0)−1 ◦ ϕ(t)

)∣∣∣
t=t0

=
(
ϕ(t0)−1

)
∗

( ∂
∂t
ϕ(t)

∣∣∣
t=t0

)
.

Definição 1.34. Um difeomorfismo ϕ : (M, g) → (N, h) diz-se uma isometria, se

ϕ∗h = g. Se para cada p ∈ M existe uma vizinhança U de p tal que ϕ|U : U → ϕ(U) é

uma isometria, então este será uma isometria local.

Proposição 1.35. Se ϕ : (M, g)→ (N, h) é uma isometria, então dϕ(∇XY ) = ∇dϕ(X)(dϕ(Y )),

para todo X, Y ∈ X(M).

Para uma prova veja Caṕıtulo 3 de [18].

Com este resultado, podemos verificar alguns resultados que usaremos posteriormente.
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Lema 1.36. Seja ϕ : (M, g)→ (N, h) isometria. Então

(1) dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = Rm2 (dϕ(X), dϕ(Y ))(dϕ(Z)).

(2) ϕ∗(RN) = RM, isto é, RN ◦ ϕ = RM.

(3) ϕ∗(RicN) = RicM,

onde Rm1 e Rm2 são os tensores curvatura de Riemann de M e N respectivamente, RicM

e RicN seus tensores Ricci e RM e RN suas curvaturas escalar.

Demonstração. Para (1), note que dados X, Y, Z ∈ X(M) quaisquer

dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = dϕ(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

= dϕ(∇X∇YZ)− dϕ(∇Y∇XZ)− dϕ(∇[X,Y ]Z).

da proposição anterior e usando o fato que [dϕ(X), dϕ(Y )] = dϕ([X, Y ]), obtemos

dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = ∇dϕ(X)∇dϕ(Y )dϕ(Z)−∇dϕ(Y )∇dϕ(X)dϕ(Z)

−∇[dϕ(X),dϕ(Y )]dϕ(Z)

= Rm2 (dϕ(X), dϕ(Y ))dϕ(Z).

Para (2), veja que dados {e1, e2} base ortonormal de P ⊂ TpM , então

sec (dϕ(e1), dϕ(e2)) = gN(Rm2 (dϕ(e1), dϕ(e2))dϕ(e2), dϕ(e1))

= gN(dϕ(Rm1 (e1, e2)e2), dϕ(e1))

= gM(Rm1 (e1, e2)e2, e1).

Assim RN ◦ ϕ = RM. Um raćıocinio análogo leva a (3).

O próximo lema pode ser encontrado em [21].

Lema 1.37. Dados uma variedade Riemanniana (Mn, g) e X ∈ X(M), então

div (LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +Ric (X,X) +DXdivX. (1.10)

Em particular, se X = ∇f e Z ∈ X(M), então

div (LXg)(Z) = 2Ric (Z,X) + 2DZdivX, (1.11)

ou na notação de (1, 1)-tensor

div∇∇f = Ric (∇f) +∇∆f. (1.12)
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Demonstração: Sejam {Ei}ni=1 referencial geodésico em torno de p ∈ M qualquer e

X ∈ X(M). Assim,

div (LXg)(X) =
n∑
i=1

(∇Ei
LXg)(Ei, X)

=
n∑
i=1

∇Ei
(LXg(Ei, X))−

n∑
i=1

LXg(∇Ei
Ei, X)−

n∑
i=1

LXg(Ei,∇Ei
X),

como LXg(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX), então

div (LXg)(X) =
n∑
i=1

∇Ei
(g(∇Ei

X,X) + g(Ei,∇XX))

−
n∑
i=1

g(∇Ei
X,∇Ei

X)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX)

=
n∑
i=1

∇Ei
g(∇Ei

X,X) +
n∑
i=1

∇Ei
g(Ei,∇XX)

−
n∑
i=1

g(∇Ei
X,∇Ei

X)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX).

Agora, fazendo 1
2
∇|X|2 =

∑n
j=1 αjEj, temos

αj = g(
1

2
∇|X|2, Ej)

= DEj
(
1

2
|X|2)

= g(∇Ej
X,X).

Assim,
1

2
∇|X|2 =

n∑
j=1

g(∇Ej
X,X)Ej,

portanto,

∆
1

2
|X|2 = div (

1

2
∇|X|2)

=
n∑
i=1

g(∇Ei
(
1

2
∇|X|2), Ei).

Observe que,

∇Ei
(
1

2
∇|X|2) = ∇Ei

(
n∑
j=1

g(∇Ej
X,X)Ej, Ei)

=
n∑
j=1

{g(∇Ej
X,X)∇Ei

Ej + Ei(g(∇Ej
X,X))Ej}

=
n∑
j=1

∇Ei
g(∇Ej

X,X)Ej.
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Assim,

1

2
∆|X|2 =

n∑
i=1

g(
n∑
j=1

∇Ei
g(∇Ej

X,X)Ej, Ei)

=
n∑
i=1

∇Ei
g(∇Ei

X,X).

Agora olhando ∇X como (1, 1)-tensor, isto é, ∇X(Y ) = ∇YX, temos que,

|∇X|2 =
n∑
i=1

g(∇Ei
X,∇Ei

X).

Portanto,

div (LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 +

n∑
i=1

∇Ei
(g(Ei,∇XX))− |∇X|2 −

n∑
i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX)

=
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +

n∑
i=1

g(∇Ei
Ei,∇XX)

+
n∑
i=1

g(Ei,∇Ei
∇XX)−

n∑
i=1

g(Ei,∇∇Ei
XX)

=
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +

n∑
i=1

g(∇Ei
∇XX −∇∇Ei

XX,Ei).

Observe que, fazendo X =
n∑
j=1

xjEj, temos ∇XEi =
n∑
j=1

xj∇Ej
Ei = 0 e completando

∇Ei
∇XX −∇∇Ei

XX para Rm (Ei, X)X, temos

div (LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2

+
n∑
i=1

g(∇Ei
∇XX −∇X∇Ei

X −∇∇Ei
X−∇XEi

X +∇X∇Ei
X,Ei)

=
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +

n∑
i=1

g(Rm (Ei, X)X,Ei) +
n∑
i=1

g(∇X∇Ei
X,Ei)

=
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +Ric (X,X) +

n∑
i=1

g(∇X∇Ei
X,Ei).

Observe que,

DXdivX = ∇X(
n∑
i=1

g(∇Ei
X,Ei)) =

n∑
i=1

∇X(g(∇Ei
X,Ei))

=
n∑
i=1

g(∇X∇Ei
X,Ei) +

n∑
i=1

g(∇Ei
X,∇XEi)

=
n∑
i=1

g(∇X∇Ei
X,Ei).
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Dáı,

div (LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 +Ric (X,X) +DXdivX,

o que prova (1.10).

Para (1.11), observe que, sendo X = ∇f , então

g(∇YX,Z) = Hess f(Y, Z) = Hess f(Z, Y ) = g(∇ZX, Y ). (1.13)

Assim,

div (LXg)(Z) =
n∑
i=1

∇Ei
(LXg)(Ei, Z)

=
n∑
i=1

∇Ei
(LXg(Ei, Z))−

n∑
i=1

LXg(∇Ei
Ei, Z)−

n∑
i=1

LXg(Ei,∇Ei
Z)

=
n∑
i=1

∇Ei
(g(∇Ei

X,Z) + g(Ei,∇ZX))

−
n∑
i=1

g(∇Ei
X,∇Ei

)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇Ei
ZX).

Usando (1.13), temos

div (LXg)(Z) =
n∑
i=1

∇Ei
{g(∇ZX,Ei) + g(∇ZX,Ei)}

−
n∑
i=1

g(∇∇Ei
ZX,Ei)−

n∑
i=1

g(∇∇Ei
ZX,Ei)

= 2
n∑
i=1

∇Ei
{g(∇ZX,Ei)} − 2

n∑
i=1

g(∇∇Ei
ZX,Ei)

= 2
n∑
i=1

g(∇Ei
∇ZX,Ei) + 2

n∑
i=1

g(∇ZX,∇Ei
Ei)− 2

n∑
i=1

g(∇∇Ei
ZX,Ei)

= 2
n∑
i=1

g(∇Ei
∇ZX −∇∇Ei

ZX,Ei).

Tendo em vista que∇ZEi = 0, então completando∇Ei
∇ZX−∇∇Ei

ZX para Rm (Ei, Z)X,
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temos

div (LXg)(Z) = 2
n∑
i=1

g(∇Ei
∇ZX −∇Z∇Ei

X −∇∇Ei
Z−∇ZEi

X +∇Z∇Ei
X,Ei)

= 2
n∑
i=1

g(Rm (Ei, Z)X,Ei) + 2
n∑
i=1

g(∇Z∇Ei
X,Ei)

= 2Ric (Z,X) + 2
n∑
i=1

∇Z(g(∇Ei
X,Ei))− 2

n∑
i=1

g(∇Ei
X,∇ZEi)

= 2Ric (Z,X) + 2∇Z(
n∑
i=1

g(∇Ei
X,Ei))

= 2Ric (Z,X) + 2DZdivX,

ou como (1, 1)-tensor

2(div Hess f)(Z) = 2Ric (∇f, Z) + 2∇Z∆f,

como

∇Z∆f = Z(∆f) = 〈∇∆f, Z〉,

temos,

div∇∇f = Ric (∇f) +∇∆f.

Quando X = ∇f é um campo gradiente, temos o seguinte corolário.

Corolário 1.38. Para uma função suave f : M → R, onde M é uma variedade Rieman-

niana, vale:

(1) 2(divHess f)(∇f) = 1
2
∆|∇f |2 − |Hess f |2 +Ric (∇f,∇f) + 〈∇f,∇∆f〉.

(2) 1
2
∆|∇f |2 = Ric (∇f,∇f) + |Hess f |2 + 〈∇f,∇∆f〉.

Esta última é conhecida como fórmula de Bochner.

Demonstração: Fazendo X = ∇f em (1.10), temos

2(divHess f)(∇f) =
1

2
∆|∇f |2 − |Hess f |2 +Ric (∇f,∇f) +D∇f∆f).

Observe que D∇f∆f = 〈∇f,∇∆f〉. Logo

2(divHess f)(∇f) =
1

2
∆|∇f |2 − |Hess f |2 +Ric (∇f,∇f) + 〈∇f,∇∆f〉
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o que prova (1).

Para (2), fazendo Z = ∇f em (1.11), temos

2(divHess f)(∇f) = 2Ric (∇f,∇f) + 2〈∇f,∇∆f〉.

Substituindo no item (1), temos

1

2
∆|∇f |2 − |Hess f |2 +Ric (∇f,∇f) + 〈∇f,∇∆f〉 = 2Ric (∇f,∇f) + 2〈∇f,∇∆f〉,

portanto,
1

2
∆|∇f |2 = |Hess f |2 + 〈∇f,∇∆f〉+Ric (∇f,∇f).



Caṕıtulo 2

Métricas m-quasi-Einstein

Neste caṕıtulo, definiremos as métricas quasi-Einstein e estabeleceremos algumas fórmulas.

Nas duas primeiras seções trabalharemos com campo de vetores suave quaisquer. Nas

seções seguintes trabalharemos no caso espećıfico quando o campos em questão é um

campo gradiente e provaremos alguns resultados. Essas fórmulas serão utilizadas no

próximo caṕıtulo. Neste caṕıtulo M denotará uma variedade conexa e completa. No

caso em que M for compacta, esta é sem bordo.

2.1 Definições e equações básicas

Definição 2.1. Seja (Mn, g) uma Variedade Riemanniana, definimos o m-Bakry-Emery

tensor de Ricci por:

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X[ ⊗X[ (2.1)

onde 0 < m ≤ ∞, X ∈ X(M), X[ é a 1-forma associada a X, LXg é a derivada de Lie

da métrica g na direção do campo X.

Vale observar que se X = 0, então o m-Bakry-Emery tensor de Ricci coincide com o

tensor de Ricci.

Definição 2.2. Uma métrica g em uma variedade (Mn, g) associado com um campo

X ∈ X(M) , é dita ser m-quasi-Einstein ou simplesmente quasi-Einstein, se a

seguinte relação

RicmX = Ric+
1

2
LXg −

1

m
X[ ⊗X[ = λg (2.2)

vale para algum λ ∈ R.
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Em particular, se aplicarmos o campo X na igualdade acima, teremos

Ric (X,X) +
1

2
LXg(X,X)− 1

m
X[ ⊗X[(X,X) = λg(X,X),

ou ainda,

Ric (X,X) +
1

2
(g(∇XX,X) + g(X,∇XX))− 1

m
|X|2|X|2 = λ|X|2

e portanto

Ric (X,X) + 〈∇XX,X〉 =
1

m
|X|4 + λ|X|2. (2.3)

Mais ainda, tendo em vista que

tr(LXg) =
n∑
i=1

LXg(Ei, Ei) = 2
n∑
i=1

g(∇Ei
X,Ei) = 2divX

e

tr(X[ ⊗X[) =
n∑
i=1

X[ ⊗X[(Ei, Ei) =
n∑
i=1

g(X,Ei)
2 = |X|2,

então, tomando o traço na equação (2.2), deduzimos que

R + divX − 1

m
|X|2 = λn. (2.4)

Agora quando m =∞ a equação (2.2) se reduz a

Ric+
1

2
LXg = λg,

que é a equação que define os solitons de Ricci. Assim as métricas quasi-Einstein genera-

lizam os solitons de Ricci.

Definição 2.3. Uma métrica quasi-Einstein g é dita ser expansiva se λ < 0, estável se

λ = 0 e contrátil se λ > 0.

Vale a pena notar que quando X ≡ 0 a equação (2.2) reduz-se a Ric = λg, que é a

equação de Einstein. Isso nos motiva a seguinte definição.

Definição 2.4. Uma métrica quasi-Einstein é dita ser trivial se X ≡ 0.

A trivialidade da métrica nos diz que a variedade é de Einstein. Na seção 2.2 apre-

sentamos dois teoremas que nos diz sob que condições uma métrica quasi-Einstein é uma

variedade de Einstein.
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Exemplo 2.5. Seja (Hn, g,∇f), o espaço hiperbólico com a métrica warped dada por

g = dt2 + e2tg0, onde g0 é a métrica canônica do Rn−1, e f(t, x2, · · · , xn) = −mt. Então

Ricm∇f = −(m+ n− 1)g.

A verificação do exemplo será feita na seção 2.3, onde teremos todas as ferramentas

necessárias para tal propósito.

Antes de provarmos o próximo lema, que nos ajudará a demonstrar os resultados da

seção 2.2, vale ressaltar a seguinte observação.

Observação 2.6. Seja {Ei}ni=1 referencial geódesico em torno de um ponto p qualquer,

então

div (X[ ⊗X[)(Ei) = div (X[(Ei)X)

= X[(Ei)divX +X(X[(Ei))

= X[(Ei)divX + g(∇XX,Ei) + g(X,∇XEi).

Fazendo X =
n∑
j=1

xjEj, temos ∇XEi = ∇∑n
j=1 xjEj

Ei =
n∑
j=1

xj∇Ej
Ei = 0, logo

div (X[ ⊗X[)(Ei) = X[(Ei)divX + (∇XX)[(Ei).

Portanto,

div (X[ ⊗X[) = X[divX + (∇XX)[. (2.5)

Relembramos que o operador difusão é dado por ∆X = ∆ − DX , isto é, ∆Xf =

∆f − DXf ,. Nessas condições temos o seguinte lema, que é devido a Barros e Ribeiro

Jr., veja [2]. Vale ressaltar que o item (1) foi obtido por Case et al em [10], para campo

gradiente e estendido por Barros e Ribeiro Jr.

Lema 2.7. Seja (Mn, g,X) uma variedade Riemanniana tal que RicmX = λg. Então:

(1) 1
2
∆|X|2 = |∇X|2 −Ric (X,X) + 2

m
|X|2divX.

(2) 1
2
∆X |X|2 = |∇X|2 − λ|X|2 + 1

m
|X|2(2divX − |X|2).

(3) Se m for finito e ∇X = 0, então X = 0.

Demonstração: Para provar (1) observe que por (1.10), temos

1

2
∆|X|2 = div (LXg)(X) + |∇X|2 −Ric (X,X)−DXdivX.
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Sendo div g = 0, então aplicando o divergente na igualdade (2.2)

divRic +
1

2
divLXg −

1

m
div (X[ ⊗X[) = 0,

isto é,

divLXg = −2divRic +
2

m
div (X[ ⊗X[).

Por (2.5) e pela segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes, temos

divLXg = −∇R +
2

m
divXX[ +

2

m
(∇XX)[.

Assim, aplicando no campo X obtemos

(divLXg)(X) = −〈∇R ,X〉+
2

m
|X|2divX +

2

m
〈∇XX,X〉.

Aplicando a derivada covariante em R + divX − 1
m
|X|2 = λn, temos

∇R +∇divX − 1

m
∇|X|2 = 0.

Logo,

(divLXg)(X) = −〈 1

m
∇|X|2 −∇divX,X〉+

2

m
|X|2divX +

2

m
〈∇XX,X〉

= − 1

m
〈∇|X|2, X〉+ 〈∇divX,X〉+

2

m
|X|2divX +

2

m
〈∇XX,X〉

= − 1

m
X(|X|2) +DXdivX +

2

m
|X|2divX +

2

m
〈∇XX,X〉

= − 2

m
〈∇XX,X〉+DXdivX +

2

m
|X|2divX +

2

m
〈∇XX,X〉

= DXdivX +
2

m
|X|2divX.

Portanto,

1

2
∆|X|2 = DXdivX +

2

m
|X|2divX + |∇X|2 −Ric (X,X)−DXdivX

= |∇X|2 −Ric (X,X) +
2

m
|X|2divX.

O que prova o primeiro item.

Para provar o item (2), por (2.3), temos

Ric (X,X) =
1

m
|X|4 + λ|X|2 − 〈∇XX,X〉.

Assim, substituindo no primeiro item

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − 1

m
|X|4 − λ|X|2 + 〈∇XX,X〉+

2

m
|X|2divX.
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Observe que,

〈∇XX,X〉 = DX〈X,X〉 − 〈∇XX,X〉,

donde,

〈∇XX,X〉 =
1

2
DX |X|2.

Dáı,
1

2
∆|X|2 − 1

2
DX |X|2 = |∇X|2 − λ|X|2 +

1

m
|X|2(2divX − |X|2),

o que prova o segundo item.

Para o terceiro item, suponha que ∇X = 0, isto é, ∇YX = 0, ∀ Y ∈ X(M). Seja

Y ∈ X(M) qualquer, então

Y (|X|2) = 2〈∇YX,X〉 = 0,

o que implica |X|2 é constante.

Observe também que,

divX =
n∑
i=1

g(∇Ei
X,Ei) = 0.

Portanto, no primeiro item, temos Ric (X,X) = 0.

Dáı, (2.3) se reduz a
1

m
|X|4 + λ|X|2 = 0.

Assim, temos duas possibilidades, λ ≥ 0 ou λ < 0.

i) se λ ≥ 0, então |X|2 = 0 e portanto X = 0.

ii) se λ < 0, suponha por absurdo, que X 6= 0, então

λ|X|2 = − 1

m
|X|4 ⇒ λ = − 1

m
|X|2.

Assim aplicando X e Y em (2.2), com o valor de λ acima, temos

Ric (X, Y ) +
1

2
LXg(X, Y )− 1

m
X[(X)⊗X[(Y ) = − 1

m
|X|2g(X, Y ).

Observe que

LXg(X, Y ) = g(∇XX, Y ) + g(X,∇YX) = 0,

então

Ric (X, Y ) =
1

m
|X|2g(X, Y )− 1

m
|X|2g(X, Y ) = 0,
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qualquer que seja Y ∈ X(M). Portanto Mn é Ricci flat. Por outro lado, se considerarmos

Y ortogonal a X, teremos

Ric (Y, Y ) =
1

m
X[(Y )X[(Y )− 1

m
|X|2g(Y, Y )

=
1

m
(g(X, Y )2 − |X|2|Y |2)

= − 1

m
|X|2|Y |2 < 0.

O que é uma contradição, logo X ≡ 0. Provando assim o terceiro item e terminando a

prova do lema.

Se fizermos X = ∇f no lema acima e escrevermos ∆f = ∆∇f , teremos o seguinte

corolário.

Corolário 2.8. Nas mesmas hipóteses do Lema 2.7, se X = ∇f , temos:

(1) 1
2
∆|∇f |2 = |∇∇f |2 −Ric (∇f,∇f) + 2

m
|∇f |2∆f.

(2) 1
2
∆f |∇f |2 = |∇∇f |2 − λ|∇f |2 + 1

m
|∇f |2(2∆f − |∇f |2).

2.2 Teoremas de Rigidez para métricas quasi-Einstein

Nesta seção apresentaremos dois teoremas de rigidez para um campo de vetores qual-

quer, sendo um deles para uma variedade compacta e outro para não-compacta. Esses

dois resultados são devidos a Barros e Ribeiro Jr. em [2].

Antes de apresentarmos esses teoremas, relembramos a seguinte definição.

Definição 2.9. Dada uma variedade Riemanniana orientada (Mn, g), dizemos que X ∈

X(M) é campo conforme se

LXg = 2ρg

para alguma função suave ρ sobre M . A função ρ é o fator de conformidade de X.

Nessas condições, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.10. Seja (Mn, g,X), n ≥ 3, variedade Riemanniana compacta satisfazendo

RicmX = λg. Então M é uma variedade de Einstein se uma das seguintes condições ocorre:

(1)

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 2

m

∫
M

|X|2divXdM .
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(2) X é um campo conforme e

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 0.

(3) |X| é constante e

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 0.

Demonstração: Por (1) do Lema 2.7, temos

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 −Ric (X,X) +

2

m
|X|2divX.

Integrando sobre M a equação acima, teremos

1

2

∫
M

∆|X|2dM =

∫
M

|∇X|2dM −
∫
M

Ric (X,X)dM +
2

m

∫
M

|X|2divXdM.

Agora, observe que, usando o teorema da divergência, teremos∫
M

∆|X|2dM =

∫
M

div(∇|X|2)dM =

∫
∂M

〈∇|X|2, N〉dS = 0,

pois ∂M = ∅. Assim∫
M

|∇X|2dM =

∫
M

Ric (X,X)dM − 2

m

∫
M

|X|2divXdM. (2.6)

Assumindo (1) como hipótese, (2.6) nos diz que∫
M

|∇X|2dM ≤ 0.

Logo, |∇X| ≡ 0, o que implica ∇X ≡ 0. Pelo item (3) do Lema 2.7, X ≡ 0 e portanto,

M é uma variedade de Einstein.

Vamos agora assumir (2) como hipótese. Sendo X campo de vetores conforme, então, por

definição, existe uma função suave ρ em M , tal que

LXg = 2ρg. (2.7)

Em particular,

LXg(X,X) = 2ρg(X,X)

2g(∇XX,X) = 2ρ|X|2

g(∇XX,X) = ρ|X|2. (2.8)

Tomando o traço na igualdade (2.7), teremos

tr(LX) = 2ρtr g

2divX = 2ρn

divX = ρn. (2.9)
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Por outro lado, usando (2.8) e (2.9) obtemos

div(|X|2X) = |X|2divX +X(|X|2)

= |X|2ρn+ 2g(∇XX,X)

= |X|2ρn+ 2ρ|X|2

= (n+ 2)ρ|X|2.

Assim, integrando sobre M∫
M

div(|X|2X)dM = (n+ 2)

∫
M

ρ|X|2dM,

porém, usando o teorema da divergência∫
M

div(|X|2X)dM =

∫
∂M

〈∇(|X|2X), N〉dS = 0,

e por (2.9), ρ = divX
n

, conclúımos que∫
M

|X|2divXdM = 0.

Logo (2.6), reduz-se a ∫
M

|∇X|2dM =

∫
M

Ric (X,X)dM.

Mas, por hipótese,

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 0, portanto

∫
M

|∇X|2dM ≤ 0.

Dáı, |∇X|2 ≡ 0, logo ∇X ≡ 0, por (3) do Lema 2.7, X ≡ 0. Portanto M é uma variedade

de Einstein.

Supondo agora (3) como hipótese, então sendo |X| constante e usando o Teorema da

divergência, conclúımos que∫
M

|X|2divXdM = |X|2
∫
M

divXdM = |X|2
∫
∂M

〈∇X,N〉dS = 0.

Usando o fato de

∫
M

Ric (X,X)dM ≤ 0, (2.6) nos diz que

∫
M

|∇X|2dM ≤ 0.

Dáı conclúımos que ∇X ≡ 0. Pelo item (3) do Lema 2.7, X ≡ 0, e, portanto, M é uma

variedade de Einstein.
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S. T. Yau, em [22], obteve a seguinte versão do Teorema de Stokes em uma variedade

Riemanniana completa e não-compacta Mn:

Teorema 2.11. Se w ∈ Ωn−1(M) é uma n− 1 forma diferencial em M , então exite uma

sequência Bi de domı́nios em M , tais que Bi ⊂ Bi+1, M =
⋃
i≥1

Bi e

lim
i→+∞

∫
Bi

w = 0.

Aplicando este resultado para w = ι∇f , onde f : M → R é uma função suave e ι∇f a

contração na direção de ∇f , Yau estabeleceu a seguinte extensão do Teorema de H. Hopf

em uma variedade Riemanniana completa e não-compacta:

Teorema 2.12. Uma função f : Mn → R subharmônica, definida sobre uma variedade

Riemanniana completa e não-compacta é constante, desde que |∇f | ∈ L1(Mn). Onde

L1(Mn) é o espaço vetorial das funções integráveis à Lebesgue na variedade M .

Recentemente este resultado foi estendido por Camargo et al. em [6] para campos de

vetores quaisquer. Enunciaremos e demonstraremos agora esta proposição.

Proposição 2.13. Sejam Mn variedade Riemanniana completa, não-compacta e ori-

entável e X ∈ X(M), tal que divX não muda de sinal em M . Se |X| ∈ L1(M), então

divX ≡ 0 em M .

Demonstração: Suponha, sem perda de generalidade, que divX ≥ 0 em M . Seja w

a (n − 1)-forma em M dada por w = ιXdM , isto é, a contração de dM na direção do

campos de vetores suaves X em M . Se {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal em um

aberto U ⊂M , com co-referencial {w1, · · · , wn}, então

ιXdM =
n∑
i=1

(−1)i−1〈X, ei〉w1 ∧ · · · ∧ ŵi ∧ · · · ∧ wn.

Dado que as n − 1 formas w1 ∧ · · · ∧ ŵi ∧ · · · ∧ wn são ortonormais em Ωn−1(M), temos

que

|w|2 =
n∑
i=1

〈X, ei〉2 = |X|2.

Então |w| ∈ L1(M) e dw = d(ιXdM) = (divX)dM . Considerando Bi da discursão acima,

temos ∫
Bi

(divX)dM =

∫
Bi

dw −→ 0,

quando i→ +∞. Mas, dado que divX ≥ 0 em M , segue que divX = 0 em M .
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Com o aux́ılio desta proposição provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.14. Seja (Mn, g,X) variedade Riemanniana completa, não-compacta tal que

RicmX = λg. Se nλ ≥ R e |X| ∈ L1(Mn), então Mn é variedade de Einstein.

Demonstração: Como RicmX = λg, então R + divX − 1
m
|X|2 = λn, ou seja,

divX =
1

m
|X|2 + λn−R. (2.10)

Por hipótese nλ ≥ R, então da equação acima, temos que divX ≥ 0. Como |X| ∈ L1(M),

pela Proposição 2.13, divX ≡ 0 em M . Assim, (2.10) nos diz que,

1

m
|X|2 + λn−R = 0.

Como |X|2 ≥ 0 e λn− R ≥ 0, então, |X|2 ≡ 0 e λn = R, o que implica X ≡ 0, portanto

Mn é uma variedade de Einstein.

2.3 Métricas quasi-Einstein gradiente

Nesta seção trabalharemos com campos gradientes. Na realidade todo estudo de

métricas quasi-Einstein foi iniciado com campos gradientes, veja por exemplo [9] e [10].

Este estudo foi estendido à campos quaisquer por Barros e Ribeiro Jr. em [2]. Assim,

nesta seção dedicaremos nosso trabalho, para encontrar equações básicas desse tipo de

métrica com campo gradiente.

Tendo em vista que L∇fg = 2Hess f , então a definição 2.1, nos diz que:

Ricm∇f = Ric+ Hess f − 1

m
df ⊗ df, (2.11)

que chamaremos de m-Bakry-Emery tensor de Ricci gradiente.

Note que quando f é constante este tensor coincide com o tensor de Ricci. A partir da

definição 2.2 temos a seguinte definição.

Definição 2.15. Uma métrica g é dita ser m-quasi-Einstein gradiente se é uma

métrica m-quasi-Einstein e X = ∇f . Isto é,

Ricm∇f = Ric+ Hess f − 1

m
df ⊗ df = λg (2.12)
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Quando m = ∞ temos a equação do soliton de Ricci gradiente. Quando m é inteiro

positivo mostraremos que este corresponde a uma métrica de Einstein de um produto

warped. Quando f é constante, então a equação acima se reduz a equação de Einstein.

Assim da definição de métrica quasi-Einstein trivial temos que, no caso dos campos gra-

dientes a métrica quasi-Einstein gradiente é trivial se f for constante.

Tendo em vista que

tr(df ⊗ df) =
n∑
i=1

df ⊗ df(Ei, Ei)

=
n∑
i=1

〈∇f, Ei〉2

= |∇f |2,

então, tomando o traço em (2.12) temos

R + ∆f − 1

m
|∇f |2 = λn. (2.13)

Agora, aplicando a derivada covariante, deduzimos

∇R +∇∆f =
1

m
∇|∇f |2. (2.14)

Mas, observe que

〈∇|∇f |2, Y 〉 = Y (|∇f |2)

= 2〈∇Y∇f,∇f〉

= 2Hess f(Y,∇f)

= 2Hess f(∇f, Y )

= 2〈∇∇f∇f, Y 〉,

isto é,

∇|∇f |2 = 2∇∇f∇f.

Portanto, (2.14) pode ser escrito como

∇R +∇∆f =
2

m
∇∇f∇f. (2.15)

Mais ainda, aplicando o produto interno na equação acima com ∇f , temos

〈∇R,∇f〉+ 〈∇∆f,∇f〉 =
2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉. (2.16)

Vamos neste momento provar uma relação que existe entre m ser um inteiro positivo

com o produto warped. Para isto relembramos a seguinte definição.
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Definição 2.16. Sejam (Mn, gM), (Fm, gF ) variedades Riemannianas e u uma função

positiva em M , a métrica do produto warped em M × F é definido por

g = gM + u2gF (2.17)

e denotamos por M ×u F .

O seguinte resultado pode ser encontrado em [18].

Proposição 2.17. Em um produto warped B = M×uF com d = dimF > 1, sejam X, Y

horizontais e V, W verticais. Então

(1) Ric (X, Y ) = MRic (X, Y )− d
u
Hessu(X, Y ).

(2) Ric (X, V ) = ∇2
M(X, V ) = 0.

(3) Ric (V,W ) = FRic (V,W )− 〈V,W 〉ũ, onde

ũ =
∆u

u
+ (d− 1)

|∇u|2

u2
.

(4) ∇2u(X,X) = ∇2
Mu(X,X).

(5) ∇2u(V, V ) = u|∇u|2MgF (V, V ).

Seja 0 < m <∞ e considere u = e−
f
m , então temos

du = e−
f
m (− 1

m
df) = − 1

m
udf.

Logo

du(v) = − 1

m
udf(v),

isto é,

〈∇u, v〉 = − 1

m
u〈∇f, v〉

para qualquer v, portanto

∇u = − 1

m
u∇f.
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Mais ainda, seja {ei}ni=1 uma base de M e tendo em vista a equação acima, temos

Hessu(ei, ej) = 〈∇ei∇u, ej〉

= 〈∇ei(−
1

m
u∇f), ej〉

= − 1

m
〈∇ei(u∇f), ej〉

= − 1

m
〈u∇ei∇f + ei(u)∇f, ej〉

= − 1

m
(u〈∇ei∇f, ej〉+ du(ei)〈∇f, ej〉)

= − 1

m
(uHess f(ei, ej)−

1

m
udf(ei)〈∇f, ej〉)

= − u
m

(Hess f(ei, ej)−
1

m
〈∇f, ei〉〈∇f, ej〉),

assim

m

u
Hessu(ei, ej) = −Hess f(ei, ej) +

1

m
df ⊗ df(ei, ej),

portanto,

m

u
Hessu = −Hess f +

1

m
df ⊗ df. (2.18)

Assim (2.12), pode ser escrito como

Ric− m

u
Hessu = λgM . (2.19)

Por isso podemos usar a equação (2.19) para estudar (2.12) e vice-versa.

Observando a Proposição 2.17 com d = m e u = e−
f
m , para vetores X, Y horizontais,

(2.19) nos diz que

BRic (X, Y ) = λgM(X, Y ) = λg(X, Y ), (2.20)

onde g = gM + u2gF é métrica de B. Assim as métricas quasi-Einstein definem o Ric do

produto warped nos campos de vetores horizontais. Mais ainda, nos diz que para B ser

uma variedade de Einsten, uma das condições é que M seja quasi-Einstein.

Vamos agora verificar a veracidade do exemplo 2.5.

Demonstração. Seja U1, U2, · · · , Un a base canônica do Rn. Defina então,

E1 = U1
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e

Ej =
1

et
Uj, j ≥ 2.

Temos que E1, E2, · · · , En é uma base ortonormal para TpM . Usando a Proposição 2.17,

temos

Ric (E1, E1) = RRic (E1, E1)− n− 1

et
∇2et (E1, E1)

= −n− 1

et
et

= −(n− 1).

Então,

Ricm∇f (E1, E1) = Ric (E1, E1)− m

et
∇2et (E1, E1)

= −(n− 1)−m = −(m+ n− 1) = −(m+ n− 1)g(E1, E1).

Para j ≥ 2

Ric (E1, Ej) = 0.

Então,

Ricm∇f (E1, Ej) = Ric (E1, Ej)−
m

et
∇2et (E1, Ej) = 0

= −(m+ n− 1)g(E1, Ej).

Para i, j ≥ 2, i 6= j,

Ric (Ei, Ej) = Rn−1

Ric (Ei, Ej)− g(Ei, Ej)(
∆et

et
+ (n− 2)

g(∇et,∇et)
e2t

)

= 0.

Então,

Ricm∇f (Ei, Ej) = Ric (Ei, Ej)−
m

et
∇2et (Ei, Ej)

= 0 = −(m+ n− 1)g(Ei, Ej).

Para i ≥ 2, temos que

Ricm∇f (Ei, Ei) = Ric (Ei, Ei)−
m

et
∇2et (Ei, Ei)

= −(n− 1)− m

et
ete2tgF (Ei, Ei)

= −(n− 1)−me2t 1

e2t
gF (Ui, Ui)

= −(n− 1)−m = −(m+ n− 1)g(Ei, Ei).

Assim, (Ricm∇f )ij = λgij, onde λ = −(m+ n− 1).
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Tomando o traço em (2.19), temos

R− m

u
∆u = λn,

o que implica

fracmu∆u = R− λn,

portanto

∆u =
u

m
(R− λn). (2.21)

Uma vez que u > 0 temos imediatamente o seguinte resultado.

Proposição 2.18. Uma métrica quasi-Einstein gradiente numa variedade compacta com

curvatura escalar constante é trivial.

Demonstração: Se m =∞, então (2.12) se reduz à

Ric+ Hess f = λg.

Tomando o traço,

R + ∆f = λn,

logo

∆f = λn−R.

Como n, λ e R são constantes, então ∆f ≥ 0 ou ∆f ≤ 0. Como M é compacta, usando

o prinćıpio do máximo de Hopf, conclúımos que f é constante.

Se 0 < m <∞, então fazendo u = e−
f
m , temos por (2.21)

1

u
∆u =

R− λn
m

.

Como R, λ, n e m são constantes, então

1

u
∆u ≥ 0 ou

1

u
∆u ≤ 0

como u > 0, então ∆u ≥ 0 ou ∆u ≤ 0. Como M é compacta, pelo prinćıpio do máximo

de Hopf, u é constante, isto é, f é constante.
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Observação 2.19. div (df ⊗ df) = ∆fdf + (∇∇f∇f)[

De fato, tomando {Ei}ni=1 referencial geodésico

div (df ⊗ df)(Ei) = div (df(Ei)∇f)

= df(Ei)∆f +∇f(df(Ei))

= df(Ei)∆f + 〈∇∇f∇f, Ei〉+ 〈∇f,∇∇fEi〉

= df(Ei)∆f + (∇∇f∇f)[(Ei).

Observação 2.20. Aplicando ∇f e X em (2.12), temos

Ric (∇f,X) + Hess f(∇f,X)− 1

m
df ⊗ df(∇f,X) = λg(∇f,X),

g(Ric (∇f), X) + g(∇∇f∇f,X)− 1

m
|∇f |2g(∇f,X) = g(λ∇f,X),

g(Ric (∇f) +∇∇f∇f −
1

m
|∇f |2∇f,X) = g(λ∇f,X),

isto é,

Ric (∇f) + Hess f(∇f) =
1

m
|∇f |2∇f + λ∇f. (2.22)

No próximo lema utilizaremos a notação tensorial na igualdade que define a métrica

quasi-Einstein gradiente, isto é,

Ricij + (Hess f)ij −
1

m
(df ⊗ df)ij = λgij.

Mas, Ricij = Rij, (Hess f)ij = ∇i∇jf e

(df ⊗ df)ij = 〈∇f, Ei〉〈∇f, Ej〉 = ∇if∇jf.

Assim,

Rij +∇i∇jf −
1

m
∇if∇jf = λgij. (2.23)

O próximo lema nos apresenta três resultados, o primeiro é devido a Case et al., veja

[10] e o outros dois foram obtidos por a Barros e Ribeiro Jr., veja [2].

Lema 2.21. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana tal que n ≥ 3 e Ricm∇f = λg. Então

as seguintes fórmulas valem:

(1) 1
2
∇R = m−1

m
Ric (∇f) + 1

m
(R− (n− 1)λ)∇f.
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(2) ∇kRij −∇jRik = Rkjis∇sf + 1
m

(Rij∇kf −Rik∇jf)− λ
m

(gij∇kf − gik∇jf).

(3) ∇(R + |∇f |2 − 2λf) = 2
m
{∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f}.

Demonstração: Usando a segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes e apli-

cando o divergente em (2.12), conclúımos pela Observação 2.19 que

∇R = 2divRic

= −2divHess f +
2

m
div (df ⊗ df)

= −2divHess f +
2

m
∆fdf +

2

m
(∇∇f∇f)[.

Usando (1.12) temos

∇R = −2Ric (∇f)− 2∇∆f +
2

m
∆f∇f +

2

m
∇∇f∇f.

Por (2.15), ∇∆f = 2
m
∇∇f∇f −∇R, assim

∇R = −2Ric (∇f) + 2∇R− 4

m
∇∇f∇f +

2

m
∆f∇f +

2

m
∇∇f∇f,

isto é,

∇R = 2Ric (∇f)− 2

m
∆f∇f +

2

m
∇∇f∇f.

Por (2.22) temos

∇∇f∇f = (λ+
1

m
|∇f |2)∇f −Ric (∇f),

portanto,

∇R = 2Ric (∇f)− 2

m
∆f∇f +

2

m
((λ+

1

m
|∇f |2)∇f)− 2

m
Ric (∇f),

ou seja,
1

2
∇R =

m− 1

m
Ric (∇f) +

1

m
(λ+

1

m
|∇f |2 −∆f)∇f.

Usando o fato de ∆f = λn+ 1
m
|∇f |2 −R, temos

1

2
∇R =

m− 1

m
Ric (∇f) +

1

m
(λ+

1

m
|∇f |2 − λn− 1

m
|∇f |2 +R)∇f

=
m− 1

m
Ric (∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f,

o que prova (1).

Para (2), pela observação 2.20, (df⊗df)ij = ∇if∇jf e Rij = −∇i∇jf+ 1
m
∇if∇jf+λgij.
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Assim, tendo em vista que ∇g = 0 e ∇i∇jf = ∇j∇if , temos que

∇kRij −∇jRik = −(∇k∇i∇jf −∇j∇i∇kf) +
1

m
(∇k(∇if∇jf)−∇j(∇if∇kf))

= −(∇k∇j∇if −∇j∇k∇if)

+
1

m
(∇k∇if∇jf +∇k∇jf∇if −∇j∇if∇kf −∇j∇kf∇if)

= −(∇k∇j∇if −∇j∇k∇if) +
1

m
(∇k∇if∇jf −∇j∇if∇kf).

Como ∇k∇j∇if = ∇j∇k∇if −Rs
kji∇sf e tendo em vista que

∇i∇jf = −Rij +
1

m
∇if∇jf + λgij,

temos

∇kRij −∇jRik = −(∇j∇k∇if −Rs
kji∇s) +

1

m
(−Rki∇j +

1

m
∇kf∇if∇jf + λgki∇j

+Rji∇kf −
1

m
∇j∇i∇kf − λgji∇kf)

= Rs
kji∇sf +

1

m
(Rij∇kf −Rik∇jf)− λ

m
(gij∇kf − gik∇jf).

Como Rijkl = glmR
m
ijk, então Rijks∇sf = gsmR

m
ijk∇sf = Rs

ijk∇sf . Assim,

∇kRij −∇jRik = Rkjis∇sf
1

m
(Rij∇kf −Rik∇jf)− λ

m
(gij∇k − gik∇jf).

Para (3), pelo item (1) e pelo fato de ∇|∇f |2 = 2∇∇f∇f , temos

∇(R + |∇f |2 − 2λf) = ∇R +∇|∇f |2 − 2λ∇f

= 2
(m− 1)

m
Ric (∇f) +

2

m
(R− (n− 1)λ)∇f + 2∇∇f∇f − 2λ∇f

= 2Ric (∇f)− 2

m
Ric (∇f) +

2

m
(R− (n− 1)λ)∇f

+2∇∇f∇f − 2λ∇f.

Usando a expressão (2.22) obtemos

∇(R + |∇f |2 − 2λf) =
2

m
|∇f |2∇f + 2λ∇f − 2

m
Ric (∇f)

+
2

m
(R− (n− 1)λ)∇f − 2λ∇f

=
2

m
{(|∇f |2 +R− nλ+ λ)∇f −Ric (∇f)}.
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Usando as expressões (2.13) e (2.22), temos que

∇(R + |∇f |2 − 2λf) =
2

m
{(|∇f |2 +

1

m
|∇f |2 −∆f + λ)∇f −Ric (∇f)}

=
2

m
{(|∇f |2 −∆f)∇f +

1

m
|∇f |2∇f + λ∇f −Ric (∇f)}

=
2

m
{(|∇f |2 −∆f)∇f +Ric (∇f) +∇∇f∇f −Ric (∇f)}

=
2

m
{∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f}.

Observação 2.22. É conveniente notar que se m = ∞, o terceiro item do lema acima

nos diz que

R + |∇f |2 − 2λf = C, (2.24)

onde C é uma constante. Esta é a clássica equação de Hamilton para solitons de Ricci

gradiente.

Como consequência deste lema, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 2.23. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemannina tal que n ≥ 3 e Ricm∇f = λg.

Então as seguintes fórmulas valem:

(1) 1
2
〈∇R,∇f〉 = m−1

m
Ric (∇f,∇f) + 1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2.

(2) 1
2
|∇R|2 = m−1

m
Ric (∇f,∇R) + 1

m
(R− (n− 1)λ)〈∇f,∇R〉.

Demonstração: Seja Z ∈ X(M), então fazendo o produto interno no item (1) do Lema

2.21 com Z, teremos

1

2
〈∇R,Z〉 =

m− 1

m
Ric (∇f, Z) +

1

m
(R− (n− 1)λ)〈∇f, Z〉.

Assim, para (1) basta fazer Z = ∇f e para (2) basta fazer Z = ∇R.

Lema 2.24. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana satisfazendo Ricm∇f = λg. Então

1

2
∆R− m+ 2

2m
∇∇fR =

m− 1

m
tr(Ric ◦ (λI −Ric))− 1

m
(R− nλ)(R− (n− 1)λ)

= −m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2

−m+ n− 1

mn
(R− nλ)(R− n(n− 1)

m+ n− 1
λ) (2.25)
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Demonstração: Aplicando o divergente na equação (1) do Lema 2.21

1

2
∆R =

m− 1

m
div(Ric(∇f)) +

1

m
div((R− (n− 1)λ)∇f). (2.26)

Agora observe que

div(Ric(∇f)) =
n∑
i=1

g(∇ei(Ric(∇f)), ei)

=
n∑
i=1

g((∇eiRic)(∇f) +Ric(∇ei∇f), ei)

=
n∑
i=1

g((∇eiRic)(∇f), ei) +
n∑
i=1

g(Ric(Hessf(ei)), ei)

= divRic(∇f) + tr(Ric ◦ (Hessf)

= 〈divRic,∇f〉+ tr(Ric ◦ (Hessf).

Usando (2.12) e a segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes,

div(Ric(∇f)) = 〈1
2
∇R,∇f〉+ tr(Ric ◦ (

1

m
df ⊗ df + λg −Ric))

= 〈1
2
∇R,∇f〉+

1

m
tr(Ric ◦ (df ⊗ df)) + tr(Ric ◦ (λg −Ric)).

Como tr(Ric ◦ (df ⊗ df)) = Ric(∇f,∇f), então

div(Ric(∇f)) = 〈1
2
∇R,∇f〉+

1

m
Ric(∇f,∇f) + tr(Ric ◦ (λg −Ric)). (2.27)

Observe também que

div((R− (n− 1)λ)∇f) = (R− (n− 1)λ)div(∇f) + 〈∇(R− (n− 1)λ),∇f〉

= (R− (n− 1)λ)∆f + 〈∇R,∇f〉. (2.28)

Assim, substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26), temos

1

2
∆R =

1

2

m− 1

m
〈∇R,∇f〉+

m− 1

m2
Ric(∇f,∇f) +

m− 1

m
tr(Ric ◦ (λg −Ric))

+
1

m
(R− (n− 1)λ)∆f +

1

m
〈∇R,∇f〉.

Por (2.13), ∆f = λn−R + 1
m
|∇f |2. Assim

1

2
∆R =

m− 1 + 2

2m
〈∇R,∇f〉+

m− 1

m
tr(Ric ◦ (λg −Ric))

+
1

m
(R− (n− 1)λ)(λn−R +

1

m
|∇f |2) +

m− 1

m2
Ric(∇f,∇f)

=
m+ 1

2m
〈∇R,∇f〉+

m− 1

m
tr(Ric ◦ (λg −Ric)) +

1

m
(R− (n− 1)λ)(λn−R)

+
1

m
(

1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2) +

m− 1

m2
Ric(∇f,∇f).
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Pela equação (1) do Corolário 2.23, temos

1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2 =

1

2
〈∇R,∇f〉 − m− 1

m
Ric(∇f,∇f),

assim

1

2
∆R =

m+ 1

2m
〈∇R,∇f〉+

m− 1

m
tr(Ric ◦ (λg −Ric)) +

1

m
(R− (n− 1)λ)(λn−R)

+
1

2m
〈∇R,∇f〉 − m− 1

m2
Ric(∇f,∇f) +

m− 1

m2
Ric(∇f,∇f).

Portanto, tendo em vista que 〈∇R,∇f〉 = ∇∇fR, obtemos

1

2
∆R− m+ 2

2m
∇∇fR =

m− 1

m
tr(Ric ◦ (λg −Ric))− 1

m
(R− λn)(R− (n− 1)λ).

Como Ric é auto-adjunto, então pelo teorema espectral, existe uma base de autovetores

{Ei}ni=1 tais que Ric(Ei) = λiEi. Assim, R =
∑n

i=1 λi e |Ric|2 = tr(Ric(Ric)∗) =
∑n

i=1 λ
2
i ,

onde (Ric)* é a adjunta do tensor de Ricci na forma de (1, 1)-tensor. Assim

tr(Ric ◦ (λI −Ric)) =
n∑
i=1

λi(λ− λi)

=
n∑
i=1

λiλ−
n∑
i=1

λ2
i

= λR− |Ric|2.

Denotando por g∗ a adjunta do tensor métrico na forma de (1, 1)-tensor, temos

|Ric− 1

n
Rg|2 = tr{(Ric− 1

n
Rg)(Ric− 1

n
Rg)∗}

= tr{(Ric− 1

n
Rg)((Ric)∗ − 1

n
Rg∗)}

= tr{Ric(Ric)∗ − 1

n
R tr(Ricg∗)− 1

n
R tr(g(Ric)∗) +

1

n2
R2 tr(gg∗)}

= tr{Ric(Ric)∗} − 1

n
R tr(Ricg∗)− 1

n
R tr{g(Ric)∗}+

1

n2
R2 tr(gg∗)

= |Ric|2 − 1

n
R

n∑
i=1

λi −
1

n
R

n∑
i=1

λi +
1

n2
R2n

= |Ric|2 − 1

n
R2 − 1

n
R2 +

1

n
R2

= |Ric|2 − 1

n
R2.

Ou seja,

|Ric|2 = |Ric− 1

n
Rg|2 +

1

n
R2.
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Assim,

tr(Ric ◦ (λI −Ric)) = λR− |Ric− 1

n
Rg|2 − 1

n
R2

= −|Ric− 1

n
Rg|2 +R(λ− 1

n
R).

Portanto, substituindo na primeira igualdade, obtemos

1

2
∆R− m+ 2

2m
∇∇fR =

m− 1

m
{−|Ric− 1

n
Rg|2 +R(λ− 1

n
R)}

− 1

m
(R− λn)(R− (n− 1)λ)

= −m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2 +

m− 1

m

R

n
(nλ−R)

− 1

m
(R− λn)(R− (n− 1)λ)

= −m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2 − R− nλ

mn
{(m− 1)R + n(R− (n− 1)λ)}

= −m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2 − R− nλ

mn
{(m− 1)R + nR− n(n− 1)λ}

= −m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2 − R− nλ

mn
{(m+ n− 1)R− n(n− 1)λ}

= −m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2 − m+ n− 1

mn
(R− nλ)(R− n(n− 1)

m+ n− 1
).

2.4 Alguns resultados para métricas quasi-Einstein

gradiente

Os resultados desta seção são devidos à Case at al., veja [10], exceto o resultado da

Proposição 2.25, quando m = 1 que é devido ao autor.

Proposição 2.25. Quando m 6= 1, uma métrica quasi-Einstein gradiente tem curvatura

escalar constante se, e somente se,

Ric (∇f) = − 1

m− 1
(R− (n− 1)λ)∇f.

Quando m = 1, se uma métrica quasi-Einstein gradiente tem curvatura escalar constante,

então R = nλ ou R = (n− 1)λ.

Demonstração: i) Suponha m 6= 1, então pelo Lema 2.21, item (1)

1

2
∇R =

m− 1

m
Ric (∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f.
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Assim R é constante se, e somente se,

m− 1

m
Ric (∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f = 0,

ou seja, se, e somente se,

Ric (∇f) = − 1

m− 1
(R− (n− 1)λ)∇f.

ii) Suponha m = 1, então se R for constante, pelo Corolário 2.23, item (1), temos que,

(R− (n− 1)λ)|∇f |2 = 0.

Dáı |∇f |2 = 0 ou R − (n − 1)λ = 0, isto é, f é constante ou R = (n − 1)λ. Sendo f

constande de R+ ∆f − |∇f |2 = nλ, temos, R = nλ. Assim R = nλ ou R = (n− 1)λ.

Proposição 2.26. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana tal que Ricm∇f = λg e m ≥ 1.

(1) Se λ > 0 e M é compacta, então a curvatura escalar é limitada por baixo por

n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≤ R.

(2) Se λ = 0, R constante e m > 1, então M é Ricci flat.

(3) Se λ < 0 e R é constante, então

nλ ≤ R ≤ n(n− 1)

m+ n− 1
λ.

E quando m > 1, R é igual a um dos extremos se M for de Einstein.

Demonstração: Para (1), sendo M compacta, aplicando a equação (2.25) para o ponto

mińımo de R, teremos

0 = ∆Rmin −
m+ 2

2m
∇∇fRmin

= −m− 1

m
|Ric− 1

n
Rming|2 −

m+ n− 1

mn
(Rmin − nλ)(Rmin −

n(n− 1)

m+ n− 1
λ)

ou seja,

−m+ n− 1

mn
(Rmin − nλ)(Rmin −

n(n− 1)

m+ n− 1
λ) =

m− 1

m
|Ric− 1

n
Rming|2 ≥ 0.

Assim,

Rmin − λn ≤ 0 e Rmin −
n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≥ 0
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ou

Rmin − λn ≥ 0 e Rmin −
n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≤ 0.

Se fosse Rmin − λn ≥ 0 e Rmin − n(n−1)
m+n−1

λ ≤ 0, então

λn ≤ Rmin

e

Rmin ≤
n(n− 1)

m+ n− 1
λ,

isto é,

λn ≤ n(n− 1)

m+ n− 1
λ.

Como λ > 0, dividindo a desigualdade acima por λn, conclúımos que

1 ≤ n− 1

m+ n− 1
,

o que é um absurdo, pois m ≥ 1. Logo temos

Rmin − λn ≤ 0

e

Rmin −
n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≥ 0,

ou seja,
n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≤ Rmin ≤ R.

Para (2) e (3) observe que se R for constante, então

−m+ n− 1

mn
(R− nλ)(R− n(n− 1)

m+ n− 1
λ) =

m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2 ≥ 0. (2.29)

(2) Se λ = 0 e m > 1, então

−m+ n− 1

mn
R2 =

m− 1

m
|Ric− 1

n
Rg|2 ≥ 0,

e, portanto, R ≡ 0. Substituindo na expressão acima concluimos que |Ric|2 ≡ 0, isto é,

Ric ≡ 0, logo M é Ricci flat.

(3) Se λ < 0, então de (2.29) temos

R− nλ ≤ 0 e R− n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≥ 0

ou

R− nλ ≥ 0 e R− n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≤ 0.
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Se fosse R− nλ ≤ 0 e R− n(n−1)
m+n−1

λ ≥ 0, então

n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≤ R ≤ nλ.

Dado que λ < 0, então dividindo a expressão acima por nλ, teremos

1 ≤ n− 1

m+ n− 1
,

o que é um absurdo. Assim temos que R− nλ ≥ 0 e R− n(n−1)
m+n−1

λ ≤ 0, isto é,

nλ ≤ R ≤ n(n− 1)

m+ n− 1
λ.

Se M for variedade de Einstein, então Ric = µg, para alguma função suave µ : M → R.

Tomando o traço, temos que R = µn. Assim

Ric =
R

n
g.

Portanto de (2.29), temos que

−m+ n− 1

mn
(R− nλ)(R− n(n− 1)

m+ n− 1
λ) = 0,

ou seja, R = nλ ou R = n(n−1)
m+n−1

λ



Caṕıtulo 3

Fórmulas Integrais e Aplicações

3.1 Fórmulas Integrais

Nesta seção mostraremos algumas fórmulas integrais para variedades quasi-Einstein

compactas, que são generalizações de resultados obtidos para solitons de Ricci em [1].

Essas fórmulas permitem encontrar alguns resultados de rigidez para estas classes de

variedades, e podem ser encontradas em [2].

Observação 3.1. Seja T = ∇2f − ∆f
n
g, então trT = ∆f − ∆f

n
n = 0, isto é, T tem traço

nulo. Assim

|T |2 = |∇2f |2 − |∆f
n
g|2

Isto é,

|∇2f − ∆f

n
g|2 = |∇2f |2 − (∆f)2

n

|∇2f |2 = |∇2f − ∆f

n
g|2 +

(∆f)2

n

Lema 3.2. Seja (Mn, g,∇f) uma variedade Riemanniana satisfazendo Ricm∇f = λg.

Então

1

2
∆R = −Ric (∇f,∇f)− |∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
+ λ∆f + 〈∇R,∇f〉

+
1

m
{|∇f |2∆f + div(∇∇f∇f −∆f∇f)}. (3.1)

Demonstração: No caṕıtulo 2 mostramos que

∇(R + |∇f |2 − 2λf) =
2

m
{∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f}.
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Então aplicando o divergente na igualdade acima, temos

∆R + ∆|∇f |2 − 2λ∆f =
2

m
div(∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f)

=
2

m
{div(∇∇f∇f −∆f∇f) + div(|∇f |2∇f)}

=
2

m
{div(∇∇f∇f −∆f∇f) + |∇f |2∆f + 〈∇|∇f |2,∇f〉},

ou seja,

1

2
∆R = −1

2
∆|∇f |2 + λ∆f +

2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉+

1

m
{|∇f |2∆f + div(∇∇f∇f −∆f∇f)}.

Usando a fórmula de Bochner (1
2
∆|∇f |2 = Ric (∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇f,∇∆f〉) e a

observação 3.1, temos

1

2
∆R = −Ric (∇f,∇f)− |∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
− 〈∇f,∇∆f〉+ λ∆f

+
2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉+

1

m
{|∇f |2∆f + div(∇∇f∇f −∆f∇f)}.

Usando o fato de 〈∇R,∇f〉+ 〈∇∆f,∇f〉 = 2
m
〈∇∇f∇f,∇f〉, conclúımos que

1

2
∆R = −Ric (∇f,∇f)− |∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
+ λ∆f + 〈∇R,∇f〉

+
1

m
{|∇f |2∆f + div(∇∇f∇f −∆f∇f)}.

Observação 3.3. Pelo item (1) do Corolário 2.9, temos

1

2
∆|∇f |2 = |∇2f |2 −Ric (∇f,∇f) +

2

m
|∇f |2∆f

e pela fórmula de Bochner

1

2
∆|∇f |2 = Ric (∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇f,∇∆f〉.

Igualando essas identidades, temos

|∇2f |2 −Ric (∇f,∇f) +
2

m
|∇f |2∆f = Ric (∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇f,∇∆f〉,

2Ric (∇f,∇f) =
2

m
|∇f |2∆f − 〈∇f,∇∆f〉,

isto é,

Ric (∇f,∇f) =
1

m
|∇f |2∆f − 1

2
〈∇f,∇∆f〉. (3.2)
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Teorema 3.4. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana satisfazendo Ricm∇f = λg. Então

1

2
∆fR = −|∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
+ λ∆f +

1

2
〈∇f,∇R〉

+〈∇f,∇∆f〉+
1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f). (3.3)

Demonstração: Usando o Lema 3.2, temos que

1

2
∆fR =

1

2
∆R− 1

2
D∇fR

=
1

2
∆R− 1

2
〈∇R,∇f〉

= −Ric (∇f,∇f)− |∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
+ λ∆f + 〈∇R,∇f〉

+
1

m
[|∇f |2∆f + div (∇∇f∇f −∆f∇f)]− 1

2
〈∇R,∇f〉

= −Ric (∇f,∇f)− |∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
+ λ∆f +

1

2
〈∇R,∇f〉

+
1

m
|∇f |2∆f +

1

m
div (∇∇f∇f −∆f∇f).

Usando a equação (3.2), obtemos

1

2
∆fR = − 1

m
|∇f |2∆f +

1

2
〈∇f,∇∆f〉 − |∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
+ λ∆f

+
1

2
〈∇R,∇f〉+

1

m
|∇f |2∆f +

1

m
div (∇∇f∇f −∆f∇f)

= −|∇2f − ∆f

n
g|2 − (∆f)2

n
+

1

2
〈∇f,∇R〉

+〈∇f,∇∆f〉+
1

m
div(∇∇f∇f −∆f∇f).

Como consequência desse resultado, obtemos as seguintes fórmulas integrais.

Corolário 3.5. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana compacta orientável satisfa-

zendo Ricm∇f = λg. Então temos:

(1)

∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM =

∫
M

〈∇f,∇R〉dM +
n+ 2

2n

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM .

(2)

∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM +

n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2dM =

∫
M

〈∇f,∇R〉dM .

(3)

∫
M

Ric (∇f,∇f)dM +

∫
M

〈∇f,∇R〉dM =
3

2

∫
M

(∆f)2dM .
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Demonstração: Integrando sobre M a identidade do Teorema 3.4, temos

1

2

∫
M

∆fRdM = −
∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM − 1

n

∫
M

(∆f)2dM + λ

∫
M

∆fdM

+
1

2

∫
M

〈∇f,∇R〉dM +

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM

+
1

m

∫
M

div(∇∇f∇f −∆f∇f)dM.

Sendo Mn compacta (∂M = ∅), usando o Teorema da divergência, obtemos∫
M

∆fRdM =

∫
M

∆RdM −
∫
M

D∇fRdM

=

∫
∂M

〈∇R,N〉dS −
∫
M

〈∇R,∇f〉dM

= −
∫
M

〈∇R,∇f〉dM,

observe também que, ∫
M

∆fdM =

∫
∂M

〈∇f,N〉dS = 0,

além disso,∫
M

div(∇∇f∇f −∆f∇f)dM =

∫
∂M

〈∇(∇∇f∇f −∆f∇f), N〉dS = 0.

Assim

−1

2

∫
M

〈∇R,∇f〉dM = −
∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM − 1

n

∫
M

(∆f)2dM

+
1

2

∫
M

〈∇f,∇R〉dM +
1

2

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM,

isto é,∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM =

∫
M

〈∇R,∇f〉dM − 1

n

∫
M

(∆f)2dM +
1

2

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM. (3.4)

Observe que

div (∆f∇f) = (∆f)2 + 〈∇∆f,∇f〉,

assim, integrando sobre M∫
M

div (∆f∇f)dM =

∫
M

(∆f)2dM +

∫
M

〈∇∆f,∇f〉dM.

Mas, ∫
M

div (∆f∇f)dM =

∫
∂M

〈∇(∆f∇f), N〉dS = 0,
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logo

−
∫
M

(∆f)2dM =

∫
M

〈∇∆f,∇f〉dM. (3.5)

Substituindo a expressão acima em (3.4), obteremos∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM =

∫
M

〈∇R,∇f〉dM +
1

n

∫
M

〈∇∆f,∇f〉dM +
1

2

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM

=

∫
M

〈∇R,∇f〉dM +
n+ 2

2n

∫
M

〈∇∆f,∇f〉dM,

o que prova (1).

Para (2), substituindo (3.5) no item (1) deste corolário, temos∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM =

∫
M

〈∇R,∇f〉dM − n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2dM,

e ∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM +

n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2dM =

∫
M

〈∇R,∇f〉dM.

Para (3), integrando sobre M a fórmula de Bochner, temos

1

2

∫
M

∆|∇f |2dM =

∫
M

Ric (∇f,∇f)dM +

∫
M

|∇2f |2dM +

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM.

Observe que ∫
M

∆|∇f |2dM =

∫
∂M

〈∇|∇f |2, N〉dS = 0

e pelo fato de |∇2f − ∆f
n
g|2 = |∇2f |2 − (∆f)2

n
, temos∫

M

Ric (∇f,∇f)dM +

∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM +

1

n

∫
M

(∆f)2dM +

∫
M

〈∇f,∇∆f〉dM = 0.

Pelo item (2) deste corolário e por (3.5), conclúımos que∫
M

Ric (∇f,∇f)dM +

∫
M

〈∇f,∇R〉dM =
n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2dM − 1

n

∫
M

(∆f)2dM

+

∫
M

(∆f)2dM,

isto é, ∫
M

Ric (∇f,∇f)dM +

∫
M

〈∇f,∇R〉dM =
3

2

∫
M

(∆f)2dM,

o que prova (3).



Métrica m-quasi-Einstein em variedades compactas 67

3.2 Aplicações

Nesta seção apresentaremos os três principais resultados dessa dissertação. São eles:

Teoremas 3.6 e 3.9 e o Corolário 3.11. Os dois primeiros foram obtidos por Barros e

Ribeiro Jr. em [2], já o último pode ser encontrado em [10].

Teorema 3.6. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana, orientável e compacta satisfa-

zendo Ricm∇f = λg, então M é uma variedade de Einstein se

∫
M

〈∇R,∇f〉dM ≤ 0.

Demosntração: Desde que

∫
M

〈∇R,∇f〉dM ≤ 0, o item (2) do corolário 3.5, nos diz

que ∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM +

n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2dM ≤ 0.

Logo |∇2f − ∆f
n
g|2 = 0 e (∆f)2 = 0, isto é ∇2f = 1

n
∆fg e ∆f = 0. Assim pelo prinćıpio

do máximo de Hopf, f é constane e portanto M é uma variedade de Einstein.

Observação 3.7. Vale observar que o Teorema acima nos diz que se (Mn, g,∇f) for

variedade Riemanniana, orientável e compacta tal que Ricm∇f = λg e R for constante,

então M é variedade de Einstein. Resultado já obtido no caṕıtulo 2.

O próximo teorema é devido à Bourguignon e Ezin e pode ser encontrado em [5].

Teorema 3.8. (Bourguignon-Ezin) Para qualquer campo de vetores conforme X numa

variedade Riemanniana compacta (M, g), vale a seguinte identidade∫
M

〈X,∇R〉dM = 0

Teorema 3.9. Seja (Mn, g,∇f) variedade Riemanniana, orientável e compacta satisfa-

zendo Ricm∇f = λg. Então ∇f não pode ser campo de vetores conforme não trivial.

Demonstração: Suponha, por absurdo, que ∇f seja campo conforme não-trivial, isto é,

L∇fg = 2ρg,

com ρ não constante. Pelo Teorema 3.8, temos que∫
M

〈∇f,∇R〉dM = 0.
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Portanto, o item (2) do Corolário 3.5, nos diz que∫
M

|∇2f − ∆f

n
g|2dM +

n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2dM = 0,

ou seja, ∆f ≡ 0, pelo prinćıpio do máximo de Hopf, f é constante. Assim, tendo em vista

que L∇fg = 2∇2f e L∇fg = 2ρg, temos

ρn = ∆f,

mas como f é constante, então ρ = 0. Isto nos dá um absurdo e terminamos a prova do

teorema.

Observação 3.10. Quando n = 2, então Ric = K
2
g, onde K é a curvatura Gaussiana de

M

De fato, seja {Ei}ni=1 base ortonormal, então

Ric (Ei, Ej) =
n∑
k=1

g(Rm (Ek, Ei)Ej, Ek) = R1ij1 +R2ij2.

Assim,

Ric (E1, E1) = R2112 = R1221,

Ric (E1, E2) = 0,

Ric (E2, E2) = R1221.

Logo,

Ric (Ei, Ej) = 0 = R1221g(Ei, Ej), se i 6= j

Ric (Ei, Ei) = R1ii1 +R2ii2 = R1221g(Ei, Ei),

isto é,

Ric = R1221g.

Mas, observe que

K = trRic = Ric (E1, E1) +Ric (E2, E2)

= R2112 +R1221 = 2R1221.

Portanto,

Ric =
K

2
g.
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O próximo resultado foi obtido por Case at al., veja [10]. Aqui temos uma prova

alternativa, constrúıda sobre os resultado apresentados por Barros e Ribeiro Jr. em [2].

Corolário 3.11. Toda métrica quasi-Einstein gradiente 2-dimensional de uma variedade

compacta é trivial.

Demonstração: Seja (M2, g,∇f) a variedade em questão. Se m <∞, então por (2.19)

temos

Ric− m

u
Hess f = λg,

onde u = e−
f
m . Assim pela observação 3.10, temos

K

2
g − m

u
Hessu = λg,

isto é,

Hessu =
u

m
(
K

2
− λ)g.

Mas, Hessu = 1
2
L∇ug, então fazendo ρ = u

m
(K

2
− λ), temos que ρ está definida em M e é

suave. Assim

L∇ug = 2ρg,

ou seja, ∇u é campo conforme. Pelo Teorema 3.8, temos que∫
M

〈∇u,∇R〉dM = 0.

Usando o fato de ∇u = − 1
m
u∇f e a integral de Dirichlet ser um invariante conforme,

conclúımos que

0 =

∫
M

〈∇u,∇R〉dM = − 1

m

∫
M

u〈∇f,∇R〉dM =

∫
M

〈∇f,∇R〉dM.

Então, pelo Corolário 3.5, item (2) conclúımos que f é constante.

Se m =∞, então Ric+Hess f = λg, usando a observação 3.10 e o fato de Hess f = 1
2
L∇fg,

temos
K

2
+

1

2
L∇fg = λg,

isto é,

L∇fg = 2(
K

2
− λ)g.

Pelo Teorema 3.9, ∇f ≡ 0, ou seja, f é constante.
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