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Resumo

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar uma generalizacao das métricas quasi-
Einstein para campo de vetores suaves nao necessariamente gradiente, além disso, apre-
sentar algumas férmulas integrais para métricas quasi-Einstein gradiente definidas numa
variedade compacta e como aplicacao expor trés resultados importantes, sendo um deles

uma caracterizacao para tais classes de variedades compactas de dimensao dois.

Palavras-chaves: Métricas quasi-Einstein, curvatura escalar, variedades de Einstein.



Abstract

Our objective in this work is to present a generalization of quasi-Einstein metrics for
vector field is not necessarily smooth gradient also present some integral formulas for
compact quasi-Einstein metrics defined in a compact and as application set out three im-
portant results, one being characterized such classes for a compact manifolds of dimension

two.

Keywords: Quasi-Einstein metrics, scalar curvature, Einstein manifolds.
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Introducao

Uma questao interessante proposta por Besse, veja [3], é a de determinar quando se é
possivel construir um exemplo de variedade de Einsten que seja um produto warped. Um

resultado conhecido é:

g=9+ €—2£h; ¢ de Einstein se, e somente se, (N,h) € de Einstein e

Rict = Ag

Arf —mA = —ue2%,
onde Ric(h) = ph, Ric(g) = g,
1
Ric'} = Ric+ V*f — Ealf@df
¢ o m-Bakry-Emeri tensor de Ricci, V2 denota o hessiano e Apu = Au — (Vf,Vu).

Extendendo um pouco mais este tensor que aparece naturalmente, para o caso m = oo,

define-se entao este tensor por,
1
Ric’} = Ric+ V?*f — Edf ® df,
onde 0 < m < o0.

Barros e Ribeiro Jr., veja [2], generalizaram este tensor para um campo de vetores suave

X, ao invés do gradiente de uma funcao, isto é,
Cm 1 | b
Ricy = Ric+ -Lxg— —X" ® X,
2 m

onde Lxg é a derivada de Lie da métrica g na direcio do campo X e X’ é a 1-forma
associada a X.

A partir dai define-se que uma variedade é m-quasi-Einstein se
Cm 1 L b
Ric} = ch+§ﬁxg— EX ® X’ = Mg,

10
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vale para algum \ € R.

Vale ressaltar que quando m = oo, temos a equacao que define os solitons de Ricci,
assim temos uma generalizacao. Quando isso acontece, a primeira coisa a se fazer é saber
que resultados continuam validos ou mesmo determinar identidades similares. Os dois

primeiros resultados que provaremos, e podem ser encontrados em [2], sdo:

Teorema 0.1. Seja (M™,9,X), n > 3, variedade Riemanniana compacta satisfazendo

Ric'y = A\g. Entao M é uma variedade de Finstein desde que:

2
(1) / Rz’c(X,X)dMg—/ | X|2div X dM.
M mJm
(2) X € um campo conforme e/ Ric(X, X)dM < 0.
M

(3) | X| € constante e/ Ric (X, X)dM <0.
M

Compensando a compacidade, vamos assumir que | X| € L'(M™) e obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 0.2. Seja (M™, g, X) variedade Riemanniana completa, nao-compacta tal que

Ric%} = Ag. Sen\ > R e |X| € LY(M™), entio M™ € variedade de Einstein.

Esses resultados sao os teoremas de rigidez para tais métricas.
No caso particular em que X = Vf é campo gradiente, quando m ¢é finito e inteiro,

existe uma relacao com produto warped. Quando se faz u = e’ﬁ, entao estudar
) 9 1
Ric+V°f — —df @ df = A\g
m
equivale a estudar
Ric — TV% = Ag.
U

Assim tendo por definigdo que uma métrica quasi-Einstein é trivial se X = 0 (no caso
de campos gradientes f ser constante), temos um primeiro resultado que ja é valido para

solitons de Ricci gradiente.

Proposicao 0.3. Toda métrica quasi-Einstein gradiente definida numa variedade com-

pacta com curvatura escalar constante € trivial.

Apresentaremos algumas formulas integrais, que sao extensoes das formulas obtidas em

[1] para solitons de Ricci gradientes, bem como resultados similares ali também obtidos.
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Corolario 0.4. Seja (M™, g,V f) variedade Riemanniana compacta orientdvel satisfa-

zendo Ricg, = Ag. Entao temos:

(1) /M|V2f—%gPdM:/M(Vf,VR)dManJ;Q /M<Vf,VAf)dM.
2 _ﬂ 2 n+2 2 _
(2) /M|Vf T ean + "F /M(Af) dM_/M<Vf,VR>dM.

(3) /MRic(Vf,Vf)dMnL/MWf,VRMM:g/M(Af)QdM.

Como aplicagao desse resultado obtemos:

Teorema 0.5. Seja (M", g,V f) variedade Riemanniana, orientdvel e compacta satisfa-

zendo Ricy, = Ag, entdo M € variedade de Einstein se / (VR,V f)dM < 0.
M

Mais ainda, também temos:

Teorema 0.6. Seja (M", g,V f) variedade Riemanniana, orientdvel e compacta satisfa-

zendo Ricgy = Ag. Entao V f nao pode ser campo de vetores conforme nao trivial.

Por fim temos um resultado que é devido a Case at al. em [10], mas que aqui apre-

sentaremos uma prova alternativa.

Corolario 0.7. Toda métrica quasi-Einstein gradiente em uma variedade compacta de

dimensao dois € trivial.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

A estrutura de produto interno sobre os espacos tangentes a uma variedade Riemanni-
ana torna possivel visualizar tensores de diferentes maneiras. Veremos isso com o tensor
Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observacao fundamental é que uma aplicacao bilinear
pode ser interpretada como uma aplicacao linear quando se tem uma estrutura de produto

interno, como ensina o lema

Lema 1.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensdao finita. Existe um isomorfismo entre
0 espaco T,iH(V) dos (I + 1, k)—tensores e o espago das aplicagoes multilineares
ViX oo X VEXV X x V= V.

g

~
l k

Demonstragao. Denote por A(V) o espaco vetorial das aplicagbes multilineares

V*><---><V’i><j/><---><V—>V.

N

l k

Defina ® : A(V) — T;™ (V) que associa cada A € A(V) ao (I + 1, k)—tensor
DA (w, w0 Xy X)) = w(AW W X X)),

E facil ver que esta aplicacao ¢ linear, note também que ® ¢é injetiva, pois dados w,w?, ...,

weV*e Xy,..., X, €V quaisquer, se

DA (w,w, .. Xy, ., X)) =0
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entao

w(AW, ..., Xy, X)) = 0.

Como os vetores e covetores sao arbitrarios, segue que
A(wl,. .. ,(JJl,Xl, ce ,Xk) = 0,
donde A = 0. Além disso, dimA(V) = dimT; ! (V), logo ® é o isomorfismo procurado. [

Assim, em todo este trabalho sempre que nos referirmos a um (I + 1, k) —tensor, iremos
trabalhar com este na forma de uma aplicagao multilinear como vimos no lema anterior.
Além disso, em todo o texto usaremos a convencao de Einstein para soma, que consiste

em omitir o sinal do somatorio quando temos indices cruzados repetidos, por exemplo

Yi = Zn: iEzEg
j=1

é equivalente a y; = ] E;.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, dado um (s,t)—tensor 7' em M podemos
tornar 7" um (s — k,t + k)—tensor para qualquer k € Z tal que s — k e t + k sejam nao ne-
gativos. Abstratamente, isto é feito da seguinte forma. Sobre uma variedade Riemanniana
(M, g) existe um isomorfismo natural entre X(M) e X*(M); este isomorfismo é dado pela
aplicacdo que associa cada X € X(M) a aplicacdo linear (W — ¢g(X,W)) € X*(M).
Usando este isomorfismo, podemos substituir X(M) por X*(M) ou vice-versa, e assim
mudar o tipo de tensor.

Vejamos como mudar o tipo de um tensor. Seja {Ey,...,E,} um refe-
rencial em X(M) e {¢',...,0"} C X*(M) sua base dual, isto é, ¢'(E;) = 8. Os ve-

tores e os covetores podem ser escritos como
v = VvVE; =0c"()E;,
w = ajo! =w(E;)d’
J 7)o
O tensor T' pode agora ser escrito como

T=T} 50" ® ©"®E,® 0K,

J1---Jt

onde T-ll"'ls = T(O’il, oo ,O'iS,Ejl, s 7Ejt)'

J1---Jt
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Agora vejamos como podemos mudar E; num covetor e o7 em um vetor. Lembre que

o dual de E; é o covetor w +— g(FE;, w), que pode ser escrito como
9(Ei,w) = g(Ei, Ej)o’ (w) = gijo’ (w).

Por outro lado, temos que encontrar o vetor v correspondente ao covetor o7. A propriedade

que o define é
g9(v,w) = o’ (w).
Assim, temos

(2

Escrevendo v = v*E},, temos que

gkﬂ)k = 55

Sendo (g*) a inversa de (g;;), temos portanto
v=0v'E; = gijE,-.

Assim,

E; = gi07,

ol — gV E;.

Para exemplificar, provemos que na forma de (1, 1)—tensor, o tensor métrico g é igual

a aplicacao identidade I : X(M) — X(M). Com efeito, escrevendo o tensor g na forma

de (1,1)—tensor
9(E:) = gE;

g :g;-Ei@aj.

Assim na forma de (0,2)—tensor teremos
— k J— k J
9= gkjo" @0 = g;gik0" & 07,
e na forma de (2,0)—tensor temos que

9=9"E ® By = gig" E; ® Ey,
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assim
g;'gik = Gkj
99" = g",
dai
9i9ix9,9" = grig™

v I A 7
9;0i95 = 9;

g; = 0j,

implicando que gj- =0sei#je gj = 1. Logo ¢g(E;) = E;, o que prova o afirmado.

Definicao 1.2. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e

L:V =V um (1,1)—tensor, definimos a norma do tensor L por

|L| = v/tr (L* o L) = \/tr (Lo L*),
onde L* :'V — 'V € a adjunta de L.

Note que, se V tem dimensao finitan e L : V — V é auto-adjunto entao existe uma

base de autovetores associados ao seus aautovalores A\ < --- < ), contados com suas

respectivas multiplicidades, donde |L| = /A2 + -+ + A\2.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M, g) denotard uma variedade Riemannnina n-dimen-
sional com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel comutativo das funcoes dife-
rencidveis (ou de classe C*) sobre M sera denotado por C*(M). O espago dos campos

diferencidveis sobre M sera denotado por X(M).

Definigao 1.3. Definamos a derivada covariante de um (1,r)—tensor S, como sendo

o (1,7 4+ 1)—tensor V.S : X(M)™* — X(M) dado por

VS(X,Y1,..Y,) = (VxS)(Vi,....Y))

= V(S Y) = SO S(Yie ViYL V).
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Dizemos que um tensor S é paralelo se V.S = 0. Observe que uma métrica Rieman-

niana ¢g é um tensor paralelo, pois
(Vg)(X,Y1,Ya) = Vx(9(Y1,Y2)) — g(VxY1,Y2) — g(Y1, VxY2) = 0,
para quaisquer X, Y7, Y, € X(M).

Definicao 1.4. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. O gradiente de f é o campo
diferencidvel V f, definido sobre M por

9(Vf, X) = Dxf = df(X),
para todo X € X(M).

Proposigao 1.5. Sejam f,h € C*(M), entdo
(1) V(f+h)=Vf+Vh.

(2) V(fh) = hV f + fVh.

Demonstragao. Basta ver que, sendo X um campo diferenciavel sobre M, temos

g(V(f+h),X) = Dx(f+h)=Dxf+ Dxh
= g(Vf,X)+g(Vh, X)
= g(Vf+Vh, X)

9(V(fh),X) = Dx(fh)=hDxf+ fDxh
= g(hV [, X) +g(fVh, X)
— g(hVf+ fVh,X).

O
Proposicao 1.6. Seja f € C>*(M). Dados p € M e v € T,M, seja

v (—€,e) = M uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e v'(0) = v. Entado

d

9V 1.0)(p) = 2 (fom)(B)] . (11)

Em particular, se p é um ponto de mdzimo ou de minimo local para f, entao V f(p) = 0.
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Demonstracao. Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma extensao local

de v/, temos
o(V1.0)(p) = DxS(0) = (f o))

Suponha agora que p é ponto de maximo local para f (o outro caso é andlogo). Entao

t=0

existe U C M uma vizinhanga aberta de p tal que f(p) > f(q) para todo ¢ € U. Se
veT,Me~:(—¢e,e) — U écomo no enunciado da proposicao, entdo foy: (—e,e) - R

tem um méximo local em 0, donde

o(VS. ) = S (o] =0

Como a igualdade anterior é vélida para todo v € T,M, entdo V f(p) = 0. O

Coroldrio 1.7. Se f € C*(M) e ¢ : R — R ¢ uma funcao diferencidvel, entao

Vigo f) = (f)VF (1.2)

Demonstracao. Se p € M, v € T,M e v : (—c,¢) - M é uma curva dife-

rencidvel tal que v(0) = p e 7/(0) = v, entéo segue da proposigao anterior que
d
o(V(po o) = (60 fom
t=0

= GO o)
(¢"0 fg(Vf,v)(p)-

t=0

]

Definicao 1.8. Dada uma funcdo diferencidvel f : M — R, dizemos que p € M é um
ponto critico de f se Vf(p) =0. Em particular, seque da Proposi¢ao 1.6 que todo ponto

de mdzimo ou de minimo local de f é um ponto critico de f.

Corolario 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M — R uma func¢ao

diferencidvel. Se Vf =0 em M, entao f é constante em M.

Demonstragao. Fixe p € M e seja A = {q € M; f(q) = f(p)}. A continuidade de f
garante que A é fechado em M. Como A # () (pois p € M), se mostrarmos que A é aberto
em M seguird da conexidade de M que A = M, isto é, f serd constante. Seja entao g € A
e U C M uma vizinhanca coordenada conexa de ¢. Para todo ¢’ € U, existe uma curva
diferencidvel 7 : [0,1] — U com 7(0) = ¢ e 7(1) = ¢’. Segue da Proposigao 1.6 que

L (remw =o(v£. )2 =0
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e daf a fungao t — (f o)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f(p) = f(a) = (fe)(0) = (foy)(1) = f(d),

donde ¢’ € A. Sendo ¢’ € U arbitrdrio, concluimos que U C A, ou seja, A é aberto em

M. O

Proposicao 1.10. Se f € C*(M) e U C M € uma vizinhan¢a coordenada, com campos

coordenadas %, ey %, entdo o gradiente de f é dado em U por
af o
_ w9l 9
Vi=g Oxt Oxk’
Em particular,
of of
2 w9 9]
Demonstragao. Se Vf = aka%k, entao
af aN_ ;190 0
5 = (Y 5) = ?9(55 5)
de maneira que
kl% = ajgklgjl = aj5kj =a".
Para o que falta, temos
of 0 cOf 0
2 _ kl~J mj
V7l g(g 9t 0z’ B &zcm)
g, 208
Ol O
s 2008
B % Ol §ad
_ 295 90f

oxl Oxi”

]

Definicao 1.11. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia de X

¢ uma fungao diferencidvel div X : M — R, definida por
(div X)(p) = tr{v — (V,X)(p)}, (1.3)

onde v € T,M e tr denota o tragco do operador linear entre chaves.
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De maneira similar a definigao anterior, podemos definir a divergéncia de um (1, r)—tensor

S como sendo o (0, r)-tensor

(div S)(vy,...,v.) = tr{ww (Vyu,9)(v1,...,0,)}

n

= Zg((veiS)(m, C ), ez‘):

i=1
onde {e;} é uma base ortonormal de T, M.

Lembre que wum referencial ortonormal {Fi,...,E,} em um aberto
U C M é geodésico em p € U se (Vg,E;)(p) = 0 para todo 1 < i,j < n. Para a

construgao de um referencial geodésico em uma vizinhanga de p, veja Capitulo 3 de [8].
Definicao 1.12. Seja f : M — R uma func¢ao diferencidvel. O Laplaciano de f é a
funcao Af : M — R dada por

Af =div (V). (1.4)
Definicao 1.13. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O Hesstano de f € o
campo de operadores lineares (Hess f), : T,M — T,M, definido para v € T,M por

(Hess ), (v) = V, V.

Segue da definicao da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao de v a uma
vizinhanga de p € M, entao
(Hess f), (X) = Vx V.
Proposigao 1.14. Se f : M — R € uma fungdo diferencidvel e p € M, entao (Hess f), :

T,M — T,M € um operador linear auto-adjunto.

Demonstracao. Se v,w € T,M e V,WW denotam respectivamente extensoes de v,w a

campos definidos em uma vizinhanca de p € M, entao

g((Hess f),(v), w)(p) = g(VvV [, W)(p)
= Dyg(Vf,W)(p) —g(Vf,VvW)(p)
= (Dv(Dw))(p) —9(Vf, VwV + [V, IW])(p)
= (Dw(Dv[))(p) + (D f)(p)
=9V, VuwV)(p) = g(Vf, [V, W])(p)
= (DwDv 1)) —9(V I, VwV)(p)
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= Dwg(Vf,V)(p) —g(Vf, VwV)(p)
= g((Hess f),(w),v)(p).

Proposicao 1.15. Se f: M — R é uma funcao diferencidvel, entao
Af = tr (Hess f). (1.5)

Demonstracgao. E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p € M. Para
tanto, seja U C M uma vizinhanga de p onde esteja definido um referencial ortonormal

{e1,...,e,}. Entao

tr (Hess f), = Zg((HeSSf)p(ei),ei)(p)ZZQ(VeNﬁez)(p)
= div(Vf)(p) = Af(p).

Proposicao 1.16. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel.

(a) Sep e M é ponto critico de f, v € T,M ec: (—e,e) = M é uma curva diferencidvel

tal que ¢(0) = p e ¢(0) = v, entdo

(Hess f),(v,v) = %(f oc)(t) o (1.6)
(b) Se v :(—e,e) = M € uma geodésica de M, entdo
(Fless oo (3 (),7/(8)) = (7 07)(1). (1.7

Demonstragao. Fagamos a prova de (a), sendo a prova de (b) andloga. Basta ver que

(Hess f)p(v,v) = g(VaeVf,¢)(p)

= %Q(Vf ) o —Q(Vf, Z—f)(p)
- (oY),

d2
= @(fOC)(t) Y
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Agora observe que podemos definir o Hessiano como o (1,1)—tensor V(Vf) = V2f
dado por V2f(X) = VxV/f, a Proposi¢gao 1.14 sugere uma definicio na forma de um
(0,2)—tensor simétrico Hess f(X,Y) = g(VxVf,Y), tal que

g(V2f(X),Y) = g(V2f(Y), X).
Diremos que V2f > k(< k), se todos os seus autovalores forem > k(< k).

Observacao 1.17. Durante todo este trabalho escreveremos Hessf ou VV f ou V2f, para

denotar o Hessiano da fungao f.

Definicao 1.18. Uma funcao diferencidvel f : M — R € dita convexa, se para cada

geodésica 7y : [a,b] — M a fungao (f o) for convexa, isto é

f(v(b)[)) - i"(v(a)) (s —a) + f(1(a)),

f(v(s)) <

ou equivalentemente

Fosy) < LAV IO () 4 iy

para todo s € [a, b].

Lema 1.19. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. Entio V?f > 0 se, e somente

se, f € convexa.

Demonstragao. Suponha V2f > 0, entao para uma geodésica qualquer ~ : [0,1] — M
temos

%(f o)(t) = (Hess f),) (7' (£),7'(t)) > 0,

para todo ¢ € [0, 1]. Entao, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange, quaisquer que

sejam t,t + h € [0, 1], existe ¢ entre t e t + h, com

(fo1)"(©)

(foy)t+h)=(foy)(t)+ (fo)(t)h+ 5

Como (f 07)"(e) > 0, temos (f 0 7)(t+h) > (f 07)(t) + (f ©7)(t)h. Logo

(fo)t+h)—(fo)()
h

< (fo)(),

se h <0, e

(foy(t+ h})l— (f oy)(?) > (f o)(h),
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quando h > 0. Equivalentemente: se 0 < s < 1, entao

(fo)(s) = (fon)(0) _ (fon)@) = (for)(s)

S - 1—s

Y

(I =8)((for)(s) = (fo)(0) < s(fo)(1)—s(for)(s)
(foy)(s) < (1=s)(fo)(0)+s(foy)(1).

Portanto, f é convexa.
Reciprocamente, seja 7 : [r,t] — M uma geodésica qualquer. Se f é convexa entao,
para quaisquer s, a,b € R tais que, s € (a,b) C [r, t], temos

(fo)(s) = (For)(a) . (fon)®) = (For)(a)  (fo)(s) = (for)(b)

s—a - b—a s—b ’

fazendo s — a na primeira desigualdade e s — b na segunda, obtemos

(f o) (a) < (for)(b).

Logo (f o7)'(s) é nao-decrescente em [r,t], donde (f o~v)"(s) > 0 para todo [r, s|, mas ja
sabemos que

(fov)"(s) = Hess fy (7,7,

assim provando o lema. O

Lema 1.20. Sejam  (M,g) wma variedade  Riemanniana  completa e
f+ M — R uma funcao convera. Se p € M é um ponto critico de f, entdo p é um

minimo global de f.

Demonstragao. Suponha que p € M é um ponto critico de f, isto é, V f(p) = 0. Dado
qualquer ¢ € M, seja v : [0,1] — M geodésica tal que v(0) = p e v(1) = ¢ (tal geodésica
existe, pois M é completa), como f é convexa, entdo pelo lema anterior

5_;(f ov)(t) = (Hess )y (7' (t),~'(t)) > 0.

Integrando e usando o teorema fundamental do calculo obtemos

ST — S(for0) =0

Como

d

E(f 09)(0) = g(Vf(p),7'(0)) =0,
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integrando novamente temos
(fom)®) = (f27)(0),
para todo t € [0, 1]. Consequentemente f(q) > f(p). O

Definicao 1.21. Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curvatura de

Riemann € o (1,3)—tensor Rm : X(M)? — X(M) dado por

Rm(X,Y)Z = ViyZ—-Vi,Z

= VxVWwZ - VyVxZ - VixyZ,
para todo X,Y,Z € X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0,4)—tensor,

definido por Rm : X(M)* — C>=(M)
Rm (X,Y, Z,W) = g(Rm (X, Y)Z, W).
Proposicao 1.22. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
(1) Rm (X, Y, Z,W) = —Rm (Y, X, Z,W) = Rm (Y, X, W, Z).
(2) Rm (X, Y, Z,W) = Rm (Z, W, X, Y).
(3) Primeira identidade de Bianchi
Rm (X,Y)Z+Rm (Y, Z2)X +Rm (Z,X)Y =0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VZzZRm)(X, Y, W) + (VxRm)(Y, Z, W) + (VyRm)(Z, X, W) = 0.
Para uma prova veja Capitulo 3 de [20].

Definicao 1.23. Seja P C T,M um subespacgo bi-dimensional do espaco tangente. A
curvatura seccional de P em p € dada por

g(Rm (X, Y)Y, X)
g(X,X)g(Y,Y) - g(Xa Y)27

sec (X,Y) =

onde X,Y € P sao dois vetores linearmente independentes de T,M . E possivel mostrar

que esta defini¢do nao depende da escolha dos vetores (veja Capitulo 4 de [8]).
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Observe que, se {e1, ez} é uma base ortonormal de P, entao
sec (e1,e3) = g(Rm (e, e3)eq, €1).

Definigao 1.24. O tensor curvatura de Ricci Ric : X(M)? — C>*(M) € o (0,2)—tensor

obtido pelo "traco”do tensor curvatura de Riemann, isto €,
Ric(Y,Z) =tr{X — Rm (X,Y)Z},
onde X, Y € X(M).

Se {e1,...,e,} é¢ uma base ortonormal de 7,M, entao

Ric (v,w) = Zg (Rm (e, v)w, €;) Zg (Rm (e;, w)v, €;).

i=1
Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o
(1,1)—tensor simétrico

Ric (v ZRm v, e;)e

Diremos que Ric > k(< k) se todos os autovalores de Ric(v) sao > k(< k). Se
(M™, g) satisfaz Ric(v) = kv, ou equivalentemente, Ric (v,v) = kg(v,v), onde k:M — R
¢ uma funcdo suave, entdo (M",g) é dita uma variedade de Einstein. Quando n > 3

temos que k é constante e chamamos de constante de Einstein.

Definigao 1.25. A curvatura escalar de uma variedade € a fun¢ao R : M — R dada

por
R = tr Ric.
Se {e1,...,e,} é¢ uma base ortonormal de 7,M, entao
R = trRic

= ZQ(RZ'C (ej),€;)

= Z g(Rm (e;, €j)e;j, €;)

1,j=1

= 92 Z g(Rm (ei, Gj)ej, 61‘)

i<j

= 2 Z sec (e;, €;).

i<j



Meétrica m-quasi-Einstein em variedades compactas 26

Proposicao 1.26. (Sequnda Identidade de Bianchi contraida)
dR = 2div Ric.

Demonstragao. Dado um referencial geodésico {E;}"; em uma vizinhanca de p € M
qualquer, X € X(M), usando a segunda identidade de Bianchi, temos que

dR(X) = DxR

2,5=1

2,7=1
— Z (VEZRm)(E]7 X? Ej> El)
i,j=1
= 23" (Vg Rm)(E, X, B}, E)
ij=1
= 2 (VyRm)(E), E;, E;, X)

ij=1

= 2 Vg, (Rm(E;, B, E;, X))

,j=1

— 23"V g(Ric (), X)

Jj=1

= 2) (Vi Ric)(X), E)).

J=1

Usando a definicao 1.11 concluimos que
dR (X) = 2div Ric (X),
como queriamos provar. O

Defini¢ao 1.27. Dizemos que f : U — R, onde U C (M, g) € aberto, é uma fungdo
distancia se |Vf| =1 sobre U.

Provaremos agora as trés equagoes fundamentais da geometria Riemanniana, onde a
segunda e a terceira sao conhecidas como, equagao de Gauss e equagao de Codazzi-

Mainardi, respectivamente.
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Teorema 1.28. (Equacao da Curvatura Radial) Se U C (M, g) é um conjunto aberto e

f:U — R uma funcao distancia, entao

VNS + 5% = —Rmy,
onde N=Vf, S=V?f e Rmy =Rm (-, N)N.
Demonstracao. Dado X € X(U) qualquer, entao

(VaS)(X) + S%3(X) = Va(S(X))—S(VnyX)+S(S(X))
= VNVxN = VyyxN + Ve, nN
= VnNVxN — VN
= —Rm (X,N)N + VxVyN.

Contudo, ja que |[N| =1, entdao VN = 0, pois para todo Y € X(U)

g(VNN,Y) = g(5(N),Y)

= g(N,5(Y))
= g(N,VyN)
_ %Dyg(N, N).
Como N é unitério, segue o afirmado. O]
Em particular, VyN = S(N) = 0 sobre U, isto é, as curvas integrais de N sao

geodésicas em U.

Teorema 1.29. (Equac¢do da Curvatura Tangencial)

tanRm (X,Y)Z = Rm’ (X,Y)Z —II(Y, 2)S(X) +1I(X, Z)S(Y)
= Rm" (X,Y)Z - g(S(Y), 2)5(X) + g(5(X), Z2)S(Y),

onde X,Y,7Z € X(U,) sendo U, = f~Y(r) e Rm" € o tensor curvatura de Riemann de
(Uy, gr), tan (W) = W—g(W, N)N é a projecao de W sobre TU,., e II(U, V') = g(S(U), V).

Teorema 1.30. (Equagdo da Curvatura Normal)
nor Rm (X, Y)Z = g(—(VxS)(Y) + (VyS)(X), Z)N,

onde X,Y,Z € X(U,) e nor (W) = g(W,N)N € projecao de W sobre N.
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Demonstragao. Asduas equagoes da curvatura acima, sdo obtidas calculando Rm (X, Y)Z.
Se X,Y,Z € X(U,), entdo
VY = tan(VyY)
= VXy — g(VXY, N)N,

como ¢g(Y,N) =0, entdo —g(VxY,N) = g(Y,VxN) dai

ViY = VxY +g(S(X),Y)N
= VxY +II(X,Y)N.

Assim

Rm (X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ
= Vx(VyZ —g(S(Y),Z)N) = Vy(VxZ — g(S(X), Z)N)
—VixyZ +9(S(X,Y]),Y)N
= VxVyZ —VyVsZ —VixyZ
~Vx(9(S(Y), Z)N) + Vy(g(S(X), Z)N)
+9(S([X,Y]), Z)N,
logo
Rm(X,Y)Z = Rm’"(X,Y)Z
—g(S(X), VY Z)N + g(S(Y), VX Z)N + g(S([X,Y]), Z)N
—g(VxS(Y),Z)N — g(S(Y),VxZ)N — g(S(Y), Z)VxN
+9(VyS(X), Z)N + g(S(X), Vy Z)N + g(S(X), Z)VyN,

CcOomo

9(5(X), Vy2) = g(5(X),VyZ) +9(VyZ, N)g(5(X), N)
= 9(5(X), VyZ) = g(5(Y), Z)g(5(X), N).
9(5(Y),VxZ) = ¢g(S(Y),VxZ) +g(VxZ,N)g(5(Y),N)
= 9(5(Y),VxZ) — g(S(X), Z2)g(5(Y), N),
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entao

Rm(X,Y)Z = Rm'"(X,Y)Z
—9(S(Y), 2)S(X) + g(5(X), 2)S(Y)
+(=9(Vx5(Y), 2) + 9(Vy5(X), Z))N
+H9(S(VxY), Z2) = g(S(Vy X), 2))N

= Rm" (X,Y)Z - g(5(Y), 2)S(X) + g(5(X), 2)S(Y)
+9(=(Vx9)(Y) + (Vy5)(X), Z)N.

1.3 Derivadas de Lie

Lembre que um campo de vetores X é dito completo se houver um grupo a 1—parametro

de difeomorfismos {p;} gerado por X.

Definigao 1.31. Seja o um tensor e X um campo completo (esta defini¢iao estender-
se ao caso em que X mnao € completo e somente define um grupo a 1—parametro de

difeomorfismos locais), a derivada de Lie de o com respeito a X ¢ dada por

d

Lxo = %g% ;(%O‘ —a) = dt | Fr
onde ©f € o difeomorfismo induzido pelo ¢;.
Proposicao 1.32. A derivada de Lie com respeito a X € X(M) satisfaz as sequintes
propriedades:
(1) Se f € C>®(M), entio Lxf = Dxf.

(2) Se Y € X(M), entao LxY = [X,Y].

(3) Sejam « e 8 tensores, entao Lx(a® B) = (Lxa) @ [+ a® (LxP).
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(4) Se a € um (0,r)—tensor, entio para quaisquer Y7, ...,Y, € X(M)
(Lxa)(Y1,...,Y,) = Dxa(Yy,...,Y;)
=Y a0, [X Y] Vi, V)
i=1
= (Vxa)(Y1,....Y))
+> a(,. Y, Vy X Vi, V).
i=1

Para uma prova veja Capitulo 13 de [17].

Agora note que da proposi¢ao acima, e do fato que Vg = 0 temos que
(Lxg)(Y.Z) = g(VyX,Z)+g(Y,VzX), (1.8)
para todo X,Y,Z € X(M). Além disso, se X = V f para alguma f € C*(M), teremos
(Lxg)(Y,Z) = 2Hess f(Y,Z). (1.9)

Observacgao 1.33. Se ¢ : M — M é um difeomorfismo , & um tensor e X € X(M) temos

*

" (Lxa) = Lox (P a).

Se f: M — R, entao
(p*(gradgf) = gradgp*g(f © 90)
Se ¢(t) : M — M é uma familia a 1—parametro de difeomorfismos e o é um tensor, entao

9 fplty"a) = Lxeli)'o,

onde

o (™) (el )

Definicao 1.34. Um difeomorfismo ¢ : (M,g) — (N,h) diz-se uma isometria, se

X(t0) = o (1) 0 (1))

¢*h = g. Se para cada p € M existe uma vizinhanca U de p tal que ¢, : U = o(U) €

uma sometria, entao este serd uma tsometria local.

Proposicao 1.35. Sep : (M, g) — (N, h) é uma isometria, entao dp(VxY) = Vaux)(dp(Y)),
para todo X,Y € X(M).

Para uma prova veja Capitulo 3 de [18].

Com este resultado, podemos verificar alguns resultados que usaremos posteriormente.
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Lema 1.36. Seja ¢ : (M, g) — (N, h) isometria. Entao
(1) do(Rmy (X,Y)Z) = Rmy (de(X), de(Y))(de(Z)).
(2) ¢*(Rx) = R, isto €, Rx o = Ry

(3) ¢*(Ricx) = Ricy,
onde Rmy e Rmy sao os tensores curvatura de Riemann de M e N respectivamente, Ricy

e Ricn seus tensores Ricci e Ry e Rx suas curvaturas escalar.

Demonstragao. Para (1), note que dados X,Y, Z € X(M) quaisquer

dgo(le (X, Y)Z) = ng(VXVyZ — Vyvxz — V[)Qy]Z)
= ng(VXVyZ) — ng(VYVXZ) — d(p(V[X,y}Z)

da proposigao anterior e usando o fato que [dp(X),dp(Y)] = dp([X,Y]), obtemos
dp(Rmy (X,Y)Z) = Vagx)Vapm)de(Z) — Vipr)yVaex)de(Z)

—Vidp(x),ap0r)dp(Z)
= Rmy (dp(X),de(Y))dp(Z).

Para (2), veja que dados {ey, e} base ortonormal de P C T,M, entao

sec (dp(e1),dp(ez)) = gn(Rmy (dp(er), dp(ez))dp(es), dp(er))
= gn(dp(Rmy (€1, e2)ez), dp(er))

= gu(Rmy (e1, €2)e2, €1).
Assim Ry o ¢ = Ry Um raciocinio andlogo leva a (3). O
O préximo lema pode ser encontrado em [21].

Lema 1.37. Dados uma variedade Riemanniana (M™, g) e X € X(M), entdo
div (Lxg)(X) = %A\XF — |VX|? + Ric (X, X) + Dxdiv X. (1.10)
Em particular, se X =V f e Z € X(M), entao
div (Lxg)(Z) = 2Ric(Z,X) + 2Dydiv X, (1.11)
ou na notacao de (1,1)-tensor

divVVf = Ric(Vf) + VAFY. (1.12)
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Demonstracao: Sejam {E;};_, referencial geodésico em torno de p € M qualquer e

X € X(M). Assim,

div (Lxg)(X) = > (Ve Lxg)(E:,X)

=1
= Zsz(ﬁXg(EzaX)) - Z‘CXg(inEivX) - Zﬁxg(EiainX)7
i=1 =1 =1

como Lxg(Y,Z) =g(VyX,Z)+ g(Y,VzX), entao

div (‘CX9>(X) = Zsz(g(szX7X) + g(Ei’VXX))

=Y (Ve X, VEX) =) 9(Ei, Ve, xX)

i=1 =1

= Z Vi g(VE X, X) + Z Vi 9(Ei, VxX)

i=1 =1
=1 i=1

Agora, fazendo ;V|X|* = >" | a;E;, temos

1
0 = g(VIXPE)

= Dy, GIXP)
= g9(Vg X, X).
Assim, .
LVIXP = 0V X X)E,
=1
portanto, J

1 s 1 9
A2|X| = d1V(2V|X|)
_ 1

i=1

Observe que,

1 n
VEz(ileP) = VEZ<Z g(ijXa X)Ej7 El)

j=1

— i{g(ijX,X)inEj + Ei(9(Vg, X, X))E;}

J=1

=1
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Assim,
1 n n
i=1  j=1

= Y Vg(Ve X, X).

=1

Agora olhando VX como (1, 1)-tensor, isto é, VX (V) = Vy X, temos que,

VX[ =) g(VeX Vi X).

=1

Portanto,

div (Lxg)(X) = 5A\X|2 +3 Vi (9B, VxX)) = VX = " g(E;, Vv, xX)
i=1

i=1

1 n
_ 5A|X|2 —|VXP+ ) 9(Vie,E;, VxX)

i=1

+ Z 9(Ei, VEVxX) — Zg(Ei, Vv, xX)

i=1 =1

1 n
— 5A|X|2 —|[VXP+Y g(VEVxX = Vg, x X, E).

=1

n n
Observe que, fazendo X = ijEj, temos VxF; = ijVEjEi = 0 e completando
j=1 j=1

Vg VxX — Vy, xX para Rm (E;, X)X, temos
1
div (Lxg)(X) = SAIX ~[VX]

+ZQ(VEZVXX — V)(VEZX — VVEinVXEZ'X + VXinX, El>

i=1

1 n n
— 5A|X|2 —[VXP+ > gRm (B, X)X, E) + Y _g(VxVgX, E)
i=1 =1

1
- 5A|X|2 — |[VX|* + Ric (X, X)+ Y _g(VxVpX, E)).

i=1

Observe que,

DxdivX = V(> g(VeX.E)) =3 Vil(g(Vi X, E))
=1 =1

= > 9(VxVeX E)+ > 9(ViX,VxE)

i=1 =1

= ZQ(VXVEiX, E;).

i=1
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Dali,
1
div (Lxg)(X) = 5A|X|2 — |[VX|* + Ric (X, X) + Dxdiv X,

o que prova (1.10).
Para (1.11), observe que, sendo X = V f, entao

g(VyX,Z)=Hess f(Y,Z) =Hess f(Z,Y) = g(VzX,Y). (1.13)
Assim,

div (Lxg)(Z) = ZVEi(ﬁxg)(EuZ)

= Y Ve (Lxg(B.2) =Y Lxg(VpEi, Z) =Y Lxg(E:,Vi,Z)
=1

i=1 =1

i=1

i=1 i=1
Usando (1.13), temos

div(Lxg)(Z) = Y Ve{9(VzX E)+g(V2X, E)}

=1

= 9V, zX.E) = > 9(Vv, zX, E)
i=1 i=1

= 2> Ve{g(VzX, E)} =2 9(Vy,2zX, E)

i=1 =1

= 2> g(Ve VX E)+2Y g(VzX,VEE)-2) ¢(Vv, zX,E)

i=1 =1 i=1

= 2ZQ(VEZVZX — VinzX, El)

=1

Tendo em vista que VzE; = 0, entao completando Vg, V7 X —Vy, zX para Rm (B, 2)X,
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temos

div (/:Xg)(Z) = 2ZQ(VEZVZX — VZVEZX — VinZ,VZEiX + VsziX, El)

i=1

= 2) g(Rm(E, 2)X,E)+2) g(VzVeX, E)

i=1 =1

= 2Ric(Z,X)+2Y Vi(g(VeX,E))—2) g(VeX VzE)

i=1 i=1
= 2Ric(Z,X)+2V2()_ 9(Ve X, E))
i=1
= 2Ric(Z,X) + 2D div X,
ou como (1, 1)-tensor

2(divHess f)(Z) = 2Ric(Vf, Z) + 2V 7 Af,

CcOo1mo

VzAf = Z(Af) = (VA Z),

temos,

divVVf = Ric(Vf) + VAF.

Quando X = V f é um campo gradiente, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.38. Para uma func¢ao suave f : M — R, onde M ¢é uma variedade Rieman-

niana, vale:
(1) 2(divHess f)(V f) = AV f|> = [Hess f|? + Ric (Vf,Vf) + (Vf,VAf).
(2) LA|Vf? = Ric (Vf,V[)+ [Hess f|* + (V f, VAS).
Esta ultima é conhecida como formula de Bochner.
Demonstracao: Fazendo X =V f em (1.10), temos
2(divHess f)(Vf) = %A|Vf|2 — [Hess f|* + Ric(Vf, V) + Dy;Af).
Observe que Dy Af = (Vf, VAf). Logo

2(divHess f)(V f) = %A]Vﬂz — |Hess f|* + Ric(Vf,Vf) + (Vf, VAF)
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o que prova (1).

Para (2), fazendo Z = Vf em (1.11), temos
2(divHess f)(Vf) = 2Ric (Vf,Vf) + 2(Vf, VAS).
Substituindo no item (1), temos
%A|Vf|2 — [Hess f|? + Ric(Vf,Vf) + (Vf,VASf) = 2Ric (Vf, V) +2(Vf VAS),

portanto,

SAIVSP? = [Hess f? 4+ (Vf, VAS) + Rie(Vf, V).



Capitulo 2
Meétricas m-quasi-Einstein

Neste capitulo, definiremos as métricas quasi-Einstein e estabeleceremos algumas férmulas.
Nas duas primeiras secoes trabalharemos com campo de vetores suave quaisquer. Nas
segoOes seguintes trabalharemos no caso especifico quando o campos em questao é um
campo gradiente e provaremos alguns resultados. Essas formulas serao utilizadas no
proximo capitulo. Neste capitulo M denotard uma variedade conexa e completa. No

caso em que M for compacta, esta é sem bordo.

2.1 Definicoes e equacoes basicas

Definigao 2.1. Seja (M™, g) uma Variedade Riemanniana, definimos o m-Bakry-Emery

tensor de Ricci por:
o 1 Lo b
Ric :ch+§ﬁxg——X ®X (2.1)
m

onde 0 <m < oo, X € X(M), X° € a 1-forma associada a X, Lxg € a derivada de Lie

da métrica g na direcao do campo X.

Vale observar que se X = 0, entao o m-Bakry-Emery tensor de Ricci coincide com o

tensor de Ricci.

Definigao 2.2. Uma métrica g em uma variedade (M™,g) associado com um campo
X € X(M) , é dita ser m-quasi-Einstein ou simplesmente quasi-Einstein, se a

sequinte relagao

1 1
Rz’c%zRic—l—iﬁxg——Xb@Xb = \g (2.2)
m

vale para algum A\ € R.
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Em particular, se aplicarmos o campo X na igualdade acima, teremos
Ric(X,X) + %EXQ(X, X) - %X*’ @ X"(X, X) = \(X, X),
ou ainda,
Rie (X, X) + 3 (¢(Vx X, X) + g(X, Vx X)) = —[XPX]* = A X]
e portanto
Ric(X,X)+ (VxX, X) = %1X|4+A|X|2. (2.3)
Mais ainda, tendo em vista que

tr(Lxg) =Y Lxg(Ei, E:) =2 g(VgX, E;) = 2divX

i=1 i=1

w(X’ @ X) =Y X @X(E,E)=Y X E)=|X],

i=1 =1

entao, tomando o trago na equagao (2.2), deduzimos que
1
R+divX — —|X|* = M. (2.4)
m
Agora quando m = oo a equagao (2.2) se reduz a
, 1
Ric + §£Xg = \g,

que ¢é a equagao que define os solitons de Ricci. Assim as métricas quasi-Einstein genera-

lizam os solitons de Ricci.

Definicao 2.3. Uma métrica quasi-Finstein g € dita ser expansiva se A < 0, estdvel se

A =0 e contrdtil se A > 0.

Vale a pena notar que quando X = 0 a equagdo (2.2) reduz-se a Ric = \g, que é a

equagao de Einstein. Isso nos motiva a seguinte defini¢ao.
Definicao 2.4. Uma métrica quasi-Einstein é dita ser trivial se X = 0.

A trivialidade da métrica nos diz que a variedade é de Einstein. Na secao 2.2 apre-
sentamos dois teoremas que nos diz sob que condicoes uma métrica quasi-Einstein é uma

variedade de Einstein.
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Exemplo 2.5. Seja (H", g,V f), o espago hiperbélico com a métrica warped dada por
g = dt* + e*gy, onde gy é a métrica canonica do R" ™1 e f(t,x9, -+ ,x,) = —mt. Entdo

Ricg, = —(m+n—1)g.

A verificagdo do exemplo sera feita na segao 2.3, onde teremos todas as ferramentas
necessarias para tal propoésito.
Antes de provarmos o proximo lema, que nos ajudarda a demonstrar os resultados da

secao 2.2, vale ressaltar a seguinte observacao.

Observacao 2.6. Seja {E;}"_, referencial geddesico em torno de um ponto p qualquer,
entao
div (X’ @ X°)(E;) = div(X°(F;)X)
= X’(E)divX + X(X"(E;))
= X'(BE)divX +g(VxX, E) +g(X,VxE;).

Fazendo X = ijEj, temos Vx E; = Vz;;lijjEi = ijVEjEi =0, logo

j=1 j=1

div (X* @ X°)(E;) = X°(E;)div X + (VxX)"(E)).
Portanto,
div (X* ® X°) = X°div X + (VxX)". (2.5)

Relembramos que o operador difusao é dado por Ax = A — Dy, isto é, Axf =
Af — Dxf,. Nessas condi¢oes temos o seguinte lema, que é devido a Barros e Ribeiro
Jr., veja [2]. Vale ressaltar que o item (1) foi obtido por Case et al em [10], para campo

gradiente e estendido por Barros e Ribeiro Jr.

Lema 2.7. Seja (M™, g, X) uma variedade Riemanniana tal que Ric'} = \g. Entdo:
(1) 3A|IX[P? = |VX|? = Ric(X, X) + 2| X|*div X.

(2) 3AxIXP = [VX]? = AXP + T X2(2div X — [X]?).

(3) Se m for finito e VX =0, entio X = 0.

Demonstracao: Para provar (1) observe que por (1.10), temos

1
5A|X|2 =div(Lxg)(X) + |VX]* - Ric(X, X) — Dxdiv X.
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Sendo div g = 0, entao aplicando o divergente na igualdade (2.2)
N Lo b
divRic + §d1V Lxg——div(X' ® X") =0,
m
isto é,
2
div Lxg = —2divRic + —div (X’ ® X).
m
Por (2.5) e pela segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes, temos
: 2 . b, 2 b
divLxg=—-VR + —divX X"+ —(VxX)".
m m
Assim, aplicando no campo X obtemos
(divLxg)(X) = —(VR,X) + —|X| div X + = <VXX X).
Aplicando a derivada covariante em R + div X — %|X > = An, temos

1
VR + Vdiv X — EV|X|2 =0.

Logo,
(divLxg)(X) = —<%V\X|2 — Vdiv X, X) + yX|2de + = (VXX X)
= —%<V|X|2,X> + (Vdiv X, X> |X| div X + — (VXX X)
_ —%X(]XF) 4 DxdivX + = \X\ div X + — <VXX X)
_ _%<VXX,X> + Dydiv X 4+ = |X| div X + = (VXX X)
= DxdivX + %]X|2div X.
Portanto,

1 2
5A|X|2 = DxdivX + —|X]*divX + |[VX|* — Ric (X, X) — Dxdiv X
m

2
= |VX]* - Ric(X,X) + Ey)q?ouvx.

O que prova o primeiro item.

Para provar o item (2), por (2.3), temos
1
Ric(X,X) = —|X|* + M X|* — (Vx X, X).
m
Assim, substituindo no primeiro item

1 1 2
5A|X|2 = VX2 — —| X" = A\ X)? + (Vi X, X) + —|X|*div X.
m m
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Observe que,
(VxX,X) = Dy(X,X) — (VxX, X),
donde,
1
(VxX, X) = §DX|X’2'

Dali,

1 1 1
5A|X|2 — 5DX|X|2 = VX2 - A\X| + E|X|Q(2divX — X,

0 que prova o segundo item.
Para o terceiro item, suponha que VX = 0, isto é, Vy X = 0,V Y € X(M). Seja
Y € X(M) qualquer, entao

Y(|X|*) =2(VyX, X) =0,

o que implica | X|? é constante.
Observe também que,

divX =) g(ViX, E)=0.
=1

Portanto, no primeiro item, temos Ric (X, X) = 0.
Dai, (2.3) se reduz a
1
— X'+ M\XP=0.
m

Assim, temos duas possibilidades, A > 0 ou A < 0.
i) se A > 0, entao | X|* = 0 e portanto X = 0.

ii) se A < 0, suponha por absurdo, que X # 0, entao
2 L i |
MX|P=——|X]"= = ——|X|"
m m
Assim aplicando X e Y em (2.2), com o valor de A\ acima, temos
. 1 Lo b L
Ric(X,Y) + §£Xg(X, Y)— EX (X)X (Y) = _E‘X’ g(X,Y).

Observe que

entao

. 1 1
RZC(X7 Y) = E‘X|2g<X7 Y) - E‘XFQ(X’ Y) = 07
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qualquer que seja Y € X(M). Portanto M™ é Ricci flat. Por outro lado, se considerarmos

Y ortogonal a X, teremos

Rie(V,Y) = —X'(V)X(Y)~ |XPg(r,V)

= (XY~ [XPIYP)

1
= ——|XPY]*<0.
m

O que é uma contradicao, logo X = 0. Provando assim o terceiro item e terminando a

prova do lema. O

Se fizermos X = Vf no lema acima e escrevermos Ay = Ayy, teremos o seguinte
corolario.
Corolario 2.8. Nas mesmas hipoteses do Lema 2.7, se X =V [, temos:
(1) 3AIVf? = |VV ] = Ric(Vf. V) + ZIVI]PAS.

(2) 304V =[VVFP? = XNV + ZIVPQRAS = V).

2.2 Teoremas de Rigidez para métricas quasi-Einstein

Nesta secao apresentaremos dois teoremas de rigidez para um campo de vetores qual-
quer, sendo um deles para uma variedade compacta e outro para nao-compacta. Esses
dois resultados sao devidos a Barros e Ribeiro Jr. em [2].

Antes de apresentarmos esses teoremas, relembramos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.9. Dada uma variedade Riemanniana orientada (M™,g), dizemos que X €
X(M) é campo conforme se

Lxg=2pg

para alguma fungao suave p sobre M. A funcgao p € o fator de conformidade de X.
Nessas condigoes, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.10. Seja (M",g,X), n > 3, variedade Riemanniana compacta satisfazendo

Ric'y = A\g. Entao M € uma variedade de Einstein se uma das sequintes condigoes ocorre:

2
(1)/Ric(X,X)d]\/[§—/ \X]QdiVXdM.
M m Jm
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(2) X é um campo conforme e/ Ric (X, X)dM < 0.
M

(3) |X| € constante e/ Ric (X, X)dM < 0.

M

Demonstracao: Por (1) do Lema 2.7, temos
1 2
§AyX|2 = |[VX|? — Ric(X, X) + —|X|*div X.
m

Integrando sobre M a equacao acima, teremos

1 2
—/ A|X|2dM:/ |VX|2dM—/ Rz’c(X,X)dM+—/ | X|?div XdM.
2 /m M M m Jm

Agora, observe que, usando o teorema da divergéncia, teremos
/ AlX[PdM = / div(V|X[*)dM = / (VIX|?, NYdS =0,
M M oM
pois OM = (). Assim
2
/ IVX|*dM = / Ric (X, X)dM — —/ | X|?div XdM. (2.6)
M M m Jm
Assumindo (1) como hipétese, (2.6) nos diz que
/ IVX|?dM < 0.
M

Logo, |[VX| =0, o que implica VX = 0. Pelo item (3) do Lema 2.7, X = 0 e portanto,
M ¢é uma variedade de Einstein.
Vamos agora assumir (2) como hipétese. Sendo X campo de vetores conforme, entao, por

definicao, existe uma fungao suave p em M, tal que

Lxg =2pg. (2.7)
Em particular,
Lxg(X,X) =2pg(X, X)
29(V X, X) = 20| X |

9(Vx X, X) = p|X . (2.8)
Tomando o trago na igualdade (2.7), teremos

tr(Lx) = 2ptrg
2div X = 2pn

div X = pn. (2.9)
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Por outro lado, usando (2.8) e (2.9) obtemos

div(|[X[?X) = |X|*divX + X(|X]?)
= |X[’on +29(Vx X, X)
= | X[Ppn + 2p| X |?

— (n+2)pl X%
Assim, integrando sobre M
/ div(| X [*X)dM = (n—|—2)/ p| X 2dM,
M M
porém, usando o teorema da divergéncia
/ div(|X[2X)dM :/ (V(IX[2X), N)dS = 0,
M oM

_ divX

"=, concluimos que

e por (2.9), p
/ | X|?div XdM = 0.
M

Logo (2.6), reduz-se a
/ IVX|?dM = / Ric (X, X)dM.
M M

Mas, por hipétese, / Ric (X, X)dM < 0, portanto
M

/ |IVX|*dM < 0.
M

Dai, [VX|? =0, logo VX = 0, por (3) do Lema 2.7, X = 0. Portanto M é uma variedade
de Einstein.
Supondo agora (3) como hipétese, entao sendo |X| constante e usando o Teorema da

divergéncia, concluimos que

/\X|2dideM:\X\2/ dideM:]XP/ (VX,N)dS = 0.
M M oM

Usando o fato de / Ric (X, X)dM <0, (2.6) nos diz que
M
/ IVX|?dM < 0.
M

Dai concluimos que VX = 0. Pelo item (3) do Lema 2.7, X = 0, e, portanto, M é uma

variedade de Einstein. O
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S. T. Yau, em [22], obteve a seguinte versao do Teorema de Stokes em uma variedade

Riemanniana completa e nao-compacta M™:

Teorema 2.11. Se w € Q" Y(M) é uma n — 1 forma diferencial em M, entdo exite uma
sequéncia B; de dominios em M, tais que B; C B, M = U B; e

i>1

lim w = 0.
1——+00 B,
K3

Aplicando este resultado para w = tyys, onde f : M — R é uma funcao suave e tys a
contracao na direcao de V f, Yau estabeleceu a seguinte extensao do Teorema de H. Hopf

em uma variedade Riemanniana completa e nao-compacta:

Teorema 2.12. Uma fungao f : M"™ — R subharmonica, definida sobre uma variedade
Riemanniana completa e ndo-compacta é constante, desde que |V f| € LY(M™). Onde

LY(M™) € o espago vetorial das funcgoes integrdveis a Lebesque na variedade M.

Recentemente este resultado foi estendido por Camargo et al. em [6] para campos de

vetores quaisquer. Enunciaremos e demonstraremos agora esta proposicao.

Proposicao 2.13. Sejam M™ wvariedade Riemanniana completa, nao-compacta e ori-
entdvel e X € X(M), tal que div X ndo muda de sinal em M. Se |X| € L'(M), entdo
divX =0 em M.

Demonstracgao: Suponha, sem perda de generalidade, que divX > 0 em M. Seja w
a (n — 1)-forma em M dada por w = txdM, isto é, a contracdo de dM na dire¢ao do
campos de vetores suaves X em M. Se {ej, - ,e,} é um referencial ortonormal em um

aberto U C M, com co-referencial {wy,--- ,w,}, entdo
n
exdM = (=1 "X, eywy A= Ay A Ay,
i=1

Dado que as n — 1 formas w; A -+ AW; A -+ A w, sao ortonormais em Q"1 (M), temos

que
n

w* = (X, e)® = |XP.

=1

Entao |w| € L'(M) e dw = d(txdM) = (div X)dM. Considerando B; da discursao acima,

temos

/ (diVX)dM:/ dw — 0,
Bl' Bi

quando ¢ — +o0o. Mas, dado que div X > 0 em M, segue que div X =0 em M. O
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Com o auxilio desta proposi¢ao provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.14. Seja (M™, g, X) variedade Riemanniana completa, ndo-compacta tal que

Ric} = Ag. Sen\ > R e |X| € L'(M"), entio M™ é variedade de Finstein.
Demonstracao: Como Ric’y = A\g, entdao R+ div X — %]X!Q = \n, ou seja,
. I 0o
divX = —|X|*+ M — R. (2.10)
m

Por hipétese nA > R, entao da equagio acima, temos que div X > 0. Como | X| € L' (M),

pela Proposigao 2.13, div X =0 em M. Assim, (2.10) nos diz que,
1 2
—|X|*+An—R=0.
m

Como |X[?>0e An— R >0, entao, |[X|>=0e M = R, o que implica X = 0, portanto

M™ é uma variedade de Einstein. O

2.3 Meétricas quasi-Einstein gradiente

Nesta secao trabalharemos com campos gradientes. Na realidade todo estudo de
métricas quasi-Einstein foi iniciado com campos gradientes, veja por exemplo [9] e [10].
Este estudo foi estendido a campos quaisquer por Barros e Ribeiro Jr. em [2]. Assim,
nesta se¢ao dedicaremos nosso trabalho, para encontrar equacoes bésicas desse tipo de
métrica com campo gradiente.

Tendo em vista que Lyyg = 2Hess f, entao a defini¢ao 2.1, nos diz que:
Cm . 1
Ricg; = Ric + Hess f — Edf ® df, (2.11)

que chamaremos de m-Bakry-Emery tensor de Ricci gradiente.
Note que quando f é constante este tensor coincide com o tensor de Ricci. A partir da

definicao 2.2 temos a seguinte definicao.

Definicao 2.15. Uma métrica g € dita ser m-quasi-FEinstein gradiente se é uma

métrica m-quasi-Finstein e X =V f. Isto €,

1
Ricgy = Ric + Hess f — Edf R df = \g (2.12)
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Quando m = oo temos a equacao do soliton de Ricci gradiente. Quando m é inteiro
positivo mostraremos que este corresponde a uma métrica de Einstein de um produto
warped. Quando f é constante, entao a equacao acima se reduz a equacao de Einstein.
Assim da definicao de métrica quasi-Einstein trivial temos que, no caso dos campos gra-
dientes a métrica quasi-Einstein gradiente ¢ trivial se f for constante.

Tendo em vista que

tr(df @df) = Y _df @ df(E;, E;)
=1

n

= Y (V. E)
i=1
= |V/P,
entao, tomando o trago em (2.12) temos
R+Af—%]Vf\2—)\n. (2.13)
Agora, aplicando a derivada covariante, deduzimos
VR+VAf = %wa]?. (2.14)
Mas, observe que
(VIVFEY) = Y(VI[)
= 2AVyV/f, V)
= 2Hess f(Y, V)
= 2Hess f(Vf,Y)
= 2(Vy,VS£Y),
isto é,
VIVf|? =2V VS
Portanto, (2.14) pode ser escrito como
VR+VAf = %vaVf. (2.15)
Mais ainda, aplicando o produto interno na equacao acima com V f, temos

(VRV} + (VAL V) = 2 (Vo V1, V). (2.16)

Vamos neste momento provar uma relacao que existe entre m ser um inteiro positivo

com o produto warped. Para isto relembramos a seguinte definicao.
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Definigao 2.16. Sejam (M", gr), (F™, gr) variedades Riemannianas e u uma fun¢ao

positiva em M, a métrica do produto warped em M x F ¢ definido por

g = gu + ugp (2.17)
e denotamos por M x,, F.
O seguinte resultado pode ser encontrado em [18].

Proposicao 2.17. Em um produto warped B = M X, F com d = dim F' > 1, sejam X, Y
horizontais e V, W wverticais. Entdao
(1) Ric(X,Y)=MRic(X,Y) — 2Hessu(X,Y).
(2) Ric(X,V)=V3,(X,V)=0.
(3) Ric(V,W)="FRic(V,W)—(V,W)u, onde

_ Au |Vu|?
AL
u=— + ( ) "

(4) Vu(X, X) = Viu(X, X).

(5) V2u(V,V) = u|Vul9r(V,V).

: . _r ~
Seja 0 < m < oo e considere u = e~ m, entao temos

f

1 1
du = e_ﬁ(—gdf) = _EUdf'

Logo
du(v) = ——udf(v)
u(v) = mu v),

isto é,
(Vo) = ——u(Vf,0)
u,v) = mu , U

para qualquer v, portanto

Vu=——uVf.
m
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Mais ainda, seja {e;}!.; uma base de M e tendo em vista a equagao acima, temos

Hessu(e;, e;) = (V¢ Vu,e;)
= (Val——u¥f).e;)
= —%<Vei (UVf), ej>
1
= _E@veiv,f +ei(u)V [, ej)
= —%(u(VGin, ej) +du(e;)(V [, e;))
= —%(’LLHGSS flei,ej) — %udf(ei)Wf, €j))

= —%(Hessf(ei,ej)— (V[ eV e

1
m
assim

1
" Hess u(e;, e;) = —Hess f(e;, €j) + —df @ df (e, €;),
u m

portanto,
m 1
—Hessu = —Hess f + —df ® df. (2.18)
u m

Assim (2.12), pode ser escrito como

Ric — “Hessu = Agnr- (2.19)
u

Por isso podemos usar a equagao (2.19) para estudar (2.12) e vice-versa.

Observando a Proposicao 2.17 com d = m e u = e’ﬁ, para vetores X, Y horizontais,

(2.19) nos diz que
B Ric (X,Y) = Agu (X, Y) = Ag(X,Y), (2.20)

onde g = gar + u’gr é métrica de B. Assim as métricas quasi-Einstein definem o Ric do
produto warped nos campos de vetores horizontais. Mais ainda, nos diz que para B ser
uma variedade de Einsten, uma das condicoes é que M seja quasi-Einstein.

Vamos agora verificar a veracidade do exemplo 2.5.

Demonstracao. Seja Uy, Us, --- ,U, a base canonica do R". Defina entao,

Ey=U
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e
1 .
Ej = EU]‘, J Z 2.
Temos que Ey, Fs, - -+, E, ¢ uma base ortonormal para 7,M. Usando a Proposicao 2.17,
temos
. . n—1
Ric(Ey, E\) = ®Ric(Ey, F,) — . V2 (B, E)
n—1,

= — et (A

= —(n-—1).
Entao,

o . m
RicG;(Ey, Ey) = Ric(Ey, Ey) — gv%t (Ey, Ey)
= —(n—=1)—-m=—-(m+n—-1)=—-(m+n—1)g(E, Ey).
Para j > 2
Ric (Eh E]) =0.

Entao,

Cm ) m
Ricy(Er, E;) = Ric(Ey, E;) — Ev%t (B, E;) =0
Para i,j > 2,7 # j,
. net o Ae! g(Vet, Ve')
RZC(EZ‘,E]') — R RZC(EZ',E]‘) —g(EZ,E])(?+(n—2)T)
= 0.
Entao,
™ . m
RZCVf(EZ'7 E]) = Ric (E,“ Ej) — Ev2€t (E27 E])
Para ¢ > 2, temos que
Ricg,(E,, E)) = Ric(E;, E,)— gv%f (E;, E;)
= —(n—1) = Dl gp(E;, Ey)
e
1
= —(n — 1) — mthEgF(Ui, Uz)
= —(n=1)—-—m=—-m+n—-1)g9(E;, E).

Assim, (Ricgy)ij = Agij, onde A = —(m +n —1). O



Meétrica m-quasi-Einstein em variedades compactas 51

Tomando o trago em (2.19), temos
R — M Au = An,
u
o que implica
fracmulAu = R — An,

portanto
Au= (R~ \n) (2.21)
u=—(R—An). .
m
Uma vez que u > 0 temos imediatamente o seguinte resultado.

Proposicao 2.18. Uma métrica quasi-Einstein gradiente numa variedade compacta com

curvatura escalar constante € trivial.

Demonstragao: Se m = oo, entao (2.12) se reduz a
Ric+ Hess f = Ag.

Tomando o traco,

R+ Af = An,

logo
Af =An—R.

Como n, A e R sao constantes, entao Af > 0 ou Af < 0. Como M é compacta, usando
o principio do maximo de Hopf, concluimos que f é constante.

Se 0 < m < 0o, entdo fazendo u = e, temos por (2.21)

1 _
—Au = i /\n.
U m

Como R, A\, n e m sao constantes, entao

1 1
—Au>0 ou —Au<0
U U

como u > 0, entao Au > 0 ou Au < 0. Como M é compacta, pelo principio do méximo

de Hopf, u é constante, isto é, f é constante. O
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Observagao 2.19. div (df ® df) = Afdf + (Vv V)

De fato, tomando {E;}!_, referencial geodésico

div (df @ df)(E;) = div (df(E;)Vf)
= df(E;)Af + Vf(df(Es))
= df(E;)Af+ (Vv Vf, E)+(Vf,VyrE)
= df(E)AS + (VosVI)(E).

Observacao 2.20. Aplicando Vf e X em (2.12), temos

Ric (V, ) + Hess f(V/, X) = —df @ df(Vf, X) = 2g(V f, X),

o(Ric (V1) X) + g(VesVf.X) = [V Pg(V1,X) = gV £, X),
o(Ric (V1) + VsV = VPV, X) = g0V, X),
1sto €,
Ric(Vf)+Hess f(Vf) = %Nfl?Vf + AV /. (2.22)

No proximo lema utilizaremos a notacao tensorial na igualdade que define a métrica

quasi-Einstein gradiente, isto é,

. 1
RZCij + (HGSS f)lj — E(df & df)zj = )\g”

Mas, Ricyy = Ry, (Hess f)y; = ViV, f
(df ®@df)ij = (VI E)(V[, Ej) = VifV;f.
Assim,
Ri; +V,;V;f — %Vifvjf = A\gij- (2.23)

O préximo lema nos apresenta trés resultados, o primeiro é devido a Case et al., veja

[10] e o outros dois foram obtidos por a Barros e Ribeiro Jr., veja [2].

Lema 2.21. Seja (M™, g,V f) variedade Riemanniana tal quen > 3 e Ricg; = Ag. Entao

as sequintes formulas valem:

(1) 3VR=""Ric(Vf)+ L(R— (n—1)A)V/.
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(2) ViRi; — VRt = Rijis Ve f + L(Ri;Vif — RV, f) — 2(9:;Vf — gV f).
(3) V(R4 |Vf?=2Xf) = 2{Vv;Vf+ ([Vf]? = Af)V [}

Demonstracao: Usando a segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes e apli-

cando o divergente em (2.12), concluimos pela Observagao 2.19 que
VR = 2divRic
2
= —2divHess [ + Ediv (df ® df)
2 2
= —2divHess f + —Afdf + —(Vy;Vf).
m m
Usando (1.12) temos
. 2 2
VR = —=2Ric(Vf)—-2VAf+ EAfo + Evvaf'
Por (2.15), VAf = %vaVf — VR, assim
: 4 2 2
VR = —2Ric(Vf)+2VR - —Vy;Vf+ —=AfVf+ —Vy,/Vf,
m m m
isto é,
2 2
VR =2Ric(Vf)— =AfVf+ —Vy,;Vf.
m m

Por (2.22) temos
VesVi = Ot VRS - Rie (V)

portanto,

2

VR = 2Ric(V]) — %Afo F 2+ %yw\?mﬂ) _ %Rie (V).

ou seja,
m—1

1 1 1

VR = Ric(Vf)+ =0+ —|Vf|*? = Af)VS.
2 m m

Usando o fato de Af = An + =|V f|* — R, temos

1 —1 1 1 1
VR = ZRic(Vf)+ —\+—|Vf2=An— —|Vf+ RV
2 m m m m

m—1_. 1
- — Ric(Vf)+ E(R_ (n =NV,

o que prova (1).

Para (2), pela observacao 2.20, (df ®df);; = V;fV;f e R = =V, V,f+ %Viijf"’)\gij.
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Assim, tendo em vista que Vg =0e V,;V,f = V,;V,f, temos que

= —(ViV,;Vif = V;ViVif)

= —(ViV;Vif = V,;ViV.if) + %(vkvifvjf — V,;VifVif).

Como V,V;V,f =V;V,V,f — R}, Vsf e tendo em vista que

1
temos

1 1
Vit = ViR = —(ViViVif = ByiVo) + — (= RV + —VifVif Vi f + AguV;
1
+R;iVif — Evjvika — Ag;iVif)

S 1 A
= Ry Vsf+ E(Rijka — RV f) — E(

9i;Vif — giVif).

Como Rjji = gim Bj,

entao RijrsV°f = gem RV f = R,V f. Assim,

ik ik

1 A
ViRi; — VR, = Rkjisvst(Rijka — RV, f) — E(gijvk — 9 Vif).

Para (3), pelo item (1) e pelo fato de V|V f]* = 2Vy,;V [, temos

V(R+|Vf]*—2)\f) = VR+V|VFP—2\Vf

_ m=1)

Ric(Vf) + %(R— (n— DAV S +2Vy V] — 22V f
= 2Ric(Vf)— %Ric(Vf) + %(R —(n—=1DNVSf
12V, V] — 20V S,

Usando a expressao (2.22) obtemos

V(R+|V2—2\f) — %WfPVf VS - %Rz’c(Vf)

2
+E(R —(n—=1DANV[f —=2\Vf
_ %{(|Vf]2+R—n/\+)\)Vf—RiC(Vf)}~
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Usando as expressoes (2.13) e (2.22), temos que

V(R4 VI ~2\) = {(VSP+ VI~ Af + V] - Rie (1)}

N3

= AV -ANVf+ %waw +AVSf = Ric(Vf)}
_ %{(|vf|2 — Af)V[ + Ric(Vf) + Vg,V f - Ric(V[)}
= 2(Vo, VI + (VI - ANV
[

Observacgao 2.22. F conveniente notar que se m = oo, o terceiro item do lema acima

nos diz que
R+ |Vf? =2 f =C, (2.24)

onde C' € uma constante. FEsta é a cldssica equacao de Hamilton para solitons de Ricci

gradiente.
Como consequéncia deste lema, obtemos o seguinte corolério.

Coroldrio 2.23. Seja (M", g,V f) variedade Riemannina tal que n > 3 e Ricg; = Ag.

Entao as sequintes formulas valem:
(1) 3(VR,Vf) ="2Ric(Vf V) + (R—(n—1N|VF].
(2) Y{IVR]> = ™1 Ric(Vf,VR) + (R — (n — 1)A)(V [, VR).

Demonstracao: Seja Z € X(M), entdo fazendo o produto interno no item (1) do Lema

2.21 com Z, teremos

m—1

%(vR,Z) — ch(Vf,Z)Jr%(R—(n—l)A)Wf,Z)-

Assim, para (1) basta fazer Z = Vf e para (2) basta fazer Z = VR. O

Lema 2.24. Seja (M", g,V f) variedade Riemanniana satisfazendo Ricy, = \g. Entdo

1 m+ 2 m — 1 , _ 1
§AR o VyiR = - tr(Rico (A — Ric)) — E(R —nA)(R—(n—1)\)
-1 1
L VP e
m n
B S L et I (2.25)

mn m-+n—1
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Demonstragao: Aplicando o divergente na equacao (1) do Lema 2.21

m—1

%AR = i (Ric(V ) + %div((R —(n=1)VVS). (2.26)

Agora observe que

div(Ric(Vf)) = Z 9(Ve,(Ric(Vf)), )

i=1

— Zg((VGiRiC)(Vf) + Ric(V, V), e)

= 2 9(VeRie)(Vf), ei) + 3 g(Ric(Hessf(e:)), e:)
= (ZizvRic(Vf) + tr(Ric o (He;;f)
= (divRic,Vf) + tr(Ric o (Hessf).

Usando (2.12) e a segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes,
Av(Rie(Vf) = (VR V) +t(Rico (%df @ df + g — Ric))
= (%VR, Vi)+ %tr(Rz’c o (df ® df)) + tr(Rico (Ag — Ric)).
Como tr(Rico (df @ df)) = Ric(Vf,Vf), entao
div(Ric(Vf)) = <%VR, V) + %Ric(Vf, Vf) + tr(Rico (A\g — Ric)). (2.27)
Observe também que

div(R— (n —DNVS) = (R — (n— DA)div(VF) + (V(R — (n — 1)A), V)
— (R—(n—1DNAf + (VR, V). (2.28)

Assim, substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26), temos

%AR _ %mT_le, v+ LRiev £, v 1) + " Lir(Rico (\g — Ric)
1 1
bR~ (n— DNAS + (VR V).

Por (2.13), Af = An — R+ L|Vf[*. Assim

1 m—1+2 m—1
§AR = T(VR,Vf>+

FL(R— (0= D)0 — B (VTP +
m+1 m— 1
= WWR Vf)+
(= (R— (n— DIV + 2L Rie(V 1, V).

1
m-m m

tr(Rico (A\g — Ric))

m_QlRic(Vf, V)

m

tr(Ric o (Ag — Ric)) + %(R —(n—=1)N) (A —R)

m
+
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Pela equacao (1) do Corolario 2.23, temos

(R~ (n - DNV = J(VRVf) - "L Ric(VS, V),
assim
1 m+1 m—1 _ , 1
§AR = W(VR, Vi) + tr(Ric o (Ag — Ric)) + E(R —(n—=1)N) (A —R)

m — m—1

L Rie(VE V) +

+%<VR, V) - Ric(V [,V [).

m m?2
Portanto, tendo em vista que (VR, V f) = Vy R, obtemos

1 2 1
AR -T2y k= M Sir(Rico (g — Ric)) —

1
2 m m m

(R—XMn)(R—(n—1)N).

Como Ric é auto-adjunto, entao pelo teorema espectral, existe uma base de autovetores

E; Y% tais que Ric(E;) = \jE;. Assim, R =" \; e |Ric|?> = tr(Ric(Ric)*) = > " \?
=1 =1

=1 """

onde (Ric)* é a adjunta do tensor de Ricci na forma de (1, 1)-tensor. Assim
tr(Rico (M — Ric)) = Y M(A—\)
i=1
= D A=) N
i=1 i=1
= AR — |Ric)*.
Denotando por g* a adjunta do tensor métrico na forma de (1, 1)-tensor, temos
\Ric— LRgl? = tr{(Ric— Y Rg)(Ric — ~Rg)"}
n T n Y n Y
1 1
= tr{(Ric — ~Rg)((Ric)" - —Rg")}
1 1 1
= tr{Ric(Ric)* — ﬁRtr(Rz'cg*) — ﬁRtr(g(Rz'c)*) + ER2 tr(gg®)}
1 1 1
= tr{Ric(Ric)*} — ER tr(Ricg®) — ERtr{g(Ric)*} + ERQ tr(gg”)
1« 1 1
= |Ricf—=RY \——R> N+ =R
| Ric| 0 ; . ; + it
1 1 1
= |Ricl> - —R* - —R*>+ —R?
n n n
1
= |Ric|* — —R%.
n
Ou seja,

1 1
|Ric|* = |Ric— —Rg|* + ~R>.
n n
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Assim,
‘ . N N
tr(Rico (A — Ric)) = AR —|Ric— gRg| - ER
1 1
= —|Ric— ~Rg|*+ R(A— —R).
n n

Portanto, substituindo na primeira igualdade, obtemos

1 m+ 2 m— 1 1 1
ZAR— — = M |Ric— ZRal? _Z
5 R Sy VR p- {—|Ric nRg| + R(A nR)}
1
—E(R—/\n)(R—(n—l)/\)
-1 1 -1
= —m—|Rz’c——Rg|2+m—§(n)\—R)
m n m n
1
—E(R—)\n)(R—(n—l)/\)
-1 1 R —n\
- —mT|Ric—ﬁRg|2— "m—1R+n(R - (n—1)\)}
-1 1 R —nA\
= —mT|Ric—ﬁRg|2— " {(m—=1)R+nR—n(n—1)\}
-1 1 R —n\
- —mT|Ric—HRg|2— " fm+n—1)R—n(n— 1A}
oom—=1_ 1_ 5 m+n—1 n(n —1)
= p- | Ric nRg| p— (R—n\)(R m+n—1)'
[

2.4 Alguns resultados para métricas quasi-Einstein
gradiente

Os resultados desta segao sao devidos a Case at al., veja [10], exceto o resultado da

Proposicao 2.25, quando m = 1 que é devido ao autor.

Proposicao 2.25. Quando m # 1, uma métrica quasi-Finstein gradiente tem curvatura
escalar constante se, e somente se,

Ric(Vf) = ——(R— (n— )V /.

m—1
Quando m = 1, se uma métrica quasi-Einstein gradiente tem curvatura escalar constante,

entdo R =n\ ou R = (n—1)A\.

Demonstragao: i) Suponha m # 1, entao pelo Lema 2.21, item (1)

m—1

%VR: Ric(Vf)+ %(R— (n=1ANV /.
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Assim R é constante se, e somente se,

m—1

Ric(V]) + %(R (= DAV =0,

m

ou seja, se, e somente se,

Ric(Vf) = —— (R~ (n— D)AVF.

m— 1

ii) Suponha m = 1, entdo se R for constante, pelo Corolario 2.23, item (1), temos que,
(R—(n— DNV} =0.

Dai [Vf|? =0o0u R— (n— 1)\ = 0, isto é, f é constante ou R = (n — 1)\. Sendo f
constande de R+ Af — |V f|> = n), temos, R = n\. Assim R=nAou R= (n—1)\. O
Proposigao 2.26. Seja (M", g,V f) variedade Riemanniana tal que RicG, = Ag em > 1.

(1) Se A >0 e M é compacta, entao a curvatura escalar € limitada por baixo por

n(n —1)

—— A< R
m+n—1

(2) Se A =0, R constante e m > 1, entao M ¢é Ricci flat.
(8) Se A <0 e R € constante, entao

n(n —1)

nNAN<R< — 2\,
m+n—1

E quando m > 1, R € igual a um dos extremos se M for de Finstein.

Demonstracao: Para (1), sendo M compacta, aplicando a equagao (2.25) para o ponto

minimo de R, teremos

2
0 = AR — 20 R
m
-1 1 -1 -1
= T Rie— 2 Rongl = T LRy — ) (R — ”(”—jA)
m n mn m-+n—1
ou seja,
—1 -1 —1 1
_M(Rmm — nA)(Ronin — n(n ) A) = m |Ric — = Roning|* > 0.
mn m4+n—1 m n

Assim,
n(n—1)

m+n-—1
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ou
n(n—1)
m+n-—1

Se fosse Rpin — An >0 e Ryin — %)\ < 0, entao

Roin —An>0¢e Rin — A <0.

e
Ryim < M)\’
m+n—1
isto é,
n < M/\'
m+n-—1

Como A > 0, dividindo a desigualdade acima por An, concluimos que

n—1
1<——
“m+n-—1

o que é um absurdo, pois m > 1. Logo temos

e
I Ut O I WY
m+n—1
ou seja,
—1
m+n—1

Para (2) e (3) observe que se R for constante, entao

m+n—1 n(n—1) m—1_ 1_ .,
_ — — = — = > 0. 2.2
o (R—nA\)(R T 1)\) p- | Ric nRg\ >0 (2.29)

(2) Se A=0em > 1, entdo

_m+n—1R2:
mn

m

-1 1
‘RZC - _RQP > 07
m n

e, portanto, R = 0. Substituindo na expressao acima concluimos que |Ric|? = 0, isto &,
Ric =0, logo M é Ricci flat.
(3) Se A < 0, entao de (2.29) temos

n(n —1)

R—nA\<0eR——=)\>
m+n—1

ou

R—n/\ZOeR—M
m+n—1
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Se fosse R—nA<0e R — ZT;PI)\ > 0, entao

Dado que A < 0, entao dividindo a expressao acima por nA, teremos

n—1
1< —
“m4+n-—1
o que é um absurdo. Assim temos que R —nA>0e R — %A <0, isto é,
ar< p< M=l
m4+n—1

Se M for variedade de Einstein, entao Ric = ug, para alguma fungao suave p: M — R.

Tomando o traco, temos que R = pn. Assim

R
Ric = —g.

n

Portanto de (2.29), temos que
—1 —1
—M(R—n/\)(R— M/\) — 0,
mn m+n—1

ou seja, R = n) ou R = 2=y

m+4n—1



Capitulo 3

Formulas Integrais e Aplicacoes

3.1 Formulas Integrais

Nesta secao mostraremos algumas férmulas integrais para variedades quasi-Einstein
compactas, que sao generalizagoes de resultados obtidos para solitons de Ricci em [1].
Essas formulas permitem encontrar alguns resultados de rigidez para estas classes de

variedades, e podem ser encontradas em [2].

Observagao 3.1. Seja T = V2f — %g, entao trT = Af — %n =0, isto €, T tem traco

nulo. Assim

A
72 = 19262 = |2 g
n
Isto é,
A Af)?
v - Sy e - RIS
n n
A Af)?
vepe = (vep - S e BI
n n
Lema 3.2. Seja (M",g,Vf) uma variedade Riemanniana satisfazendo Ricg; = Mg.
Entao
1 A Af)?
§AR = —Ric(Vf,Vf)—|Vf — %ng — % +AAf+(VR, V)
1 .
+E{!Vf\2ﬁf +div(Ve,Vf = AfV)} (3.1)

Demonstragao: No capitulo 2 mostramos que

V(R+ VTP~ 2Af) = Ao,V + (V1P - ANV,
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Entao aplicando o divergente na igualdade acima, temos

AR+ A|Vf? =2)0Af = %div(VWVer(WfF—Af)Vf)
= (Ve VS — AFVS) + (V9 5)

= Z{Aw(VosVf ~ APV + IVIPAS + (VIVFP V),
ou seja,

SAR = AVIP £ A+ 2 (Vo Y,V )+ {IVFPAf +div(Ve,VF ~ AFV).

m
Usando a férmula de Bochner (ZA|Vf[> = Ric(Vf,Vf) + |V f|? + (Vf,VA[)) ¢ a
observagao 3.1, temos
%AR = —Ric(Vf,Vf)—|V*f - %gﬁ - % —(VF,.VAf) + A\Af
F (Ve VL) + - AIVSPAS +div(Ve,95 - AfT)).
Usando o fato de (VR,Vf) + (VAf,Vf) = 2(Vy;V [, V[), concluimos que
B %QP _(Af)?

=0 LNAS 4 (VR, V)

%AR = —Ric(Vf,Vf) - |Vf o

+%{’Vf‘2Af —+ diV(vavf - Afo)}

Observacao 3.3. Pelo item (1) do Coroldrio 2.9, temos
SAIVSI? = [V3 = Rie(V.Vf) + S| f?Af
e pela formula de Bochner
SAIVII = Ric(V£,V.1) + [V + (V£, VA).
lgualando essas identidades, temos
[V2fI* = Ric (Vf, V) + %Wﬂ%f = Ric(Vf,Vf) + |V + (V[ VAf),
2Ric(Vf,Vf) = %mef —(Vf,VAf),
1sto €,

Ric(Vf,Vf) = [VfPAf — (V] VAF). (3.2)
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Teorema 3.4. Seja (M™, g,V f) variedade Riemanniana satisfazendo Ricg,; = \g. Entdo

1 3 Af (Af)
SAR = —|v2f—7

g/* -
H(Vf,VAS) + Ediv(VVfo — AfV). (3.3)

TAAf 4 <Vf VR)

Demonstragao: Usando o Lema 3.2, temos que

1 1 1
1 1
= JAR—(VR,Vf)
- —Ric(Vf,Vf)—|V2f—%g| (Af) +AAf 4+ (VR, V)

LV ARAS + div (Ve 9 f - N L(VR.V))
2
_ HQP _ (Af)
n

n

= —Ric(V[,Vf) = |V'f

FAAS + = <VR V)

+l|vfy2Af + Ly (Vs Vf=AfVY).
m m

Usando a equagao (3.2), obtemos

=

+§<VR, V) + —ny| Af + —div (vwvf —AfVf)
_Af e An®

H(VFE VAL + %div(vww — AfVY).

(17 g
n

%AfR _ ——|Vf| Af+ - <Vf VAf) — |V f -

= —|Vvf <Vf VR)

Como consequéncia desse resultado, obtemos as seguintes férmulas integrais.

Corolario 3.5. Seja (M™, g,V f) variedade Riemanniana compacta orientdvel satisfa-

zendo Ricg; = )\g Entao temos:

(1)/ IV2f — |dM / VT, VR)dM+—/ (Vf, VAFYIM
n+2

(2)/ IV2f — ydM /M(Af)ZdM:/MWf,vmdM

(3) /MRz'c(Vf,Vf)dMJr/M(Vf,VRMM:g/M(Af)QdM.
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Demonstragao: Integrando sobre M a identidade do Teorema 3.4, temos

1/ AyRAM = —/ |V2f—ﬂg|2dM—l/(Af)2dM+)\/ AfdM
2 M M n n M M

1
+§/M(Vf,VR>dM+/M(Vf,VAf>dM

Sendo M"™ compacta (OM = (), usando o Teorema da divergéncia, obtemos

/AfRdM - /ARdM—/ Dy RdM
M M M

_ LM(VR,NMS—/M(VR,VJ”WM

= —/M<VR,Vf>dM,

observe também que,

/MAfdM _ /8M<Vf,N)dS:0,

além disso,

/div(vaVf—Afo)dM - / (V(Vy;Vf—AfVF), NYdS = 0.
M oM

Assim

1 1

2 _ 2, Af oo 1 2
2/M<VR,Vf>dM— /M|Vf gl n/M(Af)dM

1 1
+§/M<Vf,VR>dM+§/M<Vf,VAf>dM,

isto é,
2 _ﬂ 2 _ _l 2 1
/M\v f-=Lgpam /M<VR,Vf>dM n/M(Af) dM+2/M<Vf,VAf)dM.(3.4)
Observe que
div (AfVf) = (Af)? + (VAL V),

assim, integrando sobre M

/Mdiv(Afo)dM:/M(Af)2dM+/M<VAf,Vf>dM.

Mas,

/ div (AFV )M = | (V(AFVF), N)dS =0,
M

oM
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logo
—/ (Af)2dM = / (VAF,Vf)dM. (3.5)
M M
Substituindo a expressao acima em (3.4), obteremos

/M]V2f—%g|2dM = /MWR,Vf)dMJr%/M<VAf,Vf>dM+%/M<Vf,VAf>dM
n+2

- /(VR,Vf}dM+ /(VAf7Vf>dM
M M

o que prova (1).

Para (2), substituindo (3.5) no item (1) deste coroldrio, temos

/ w2 = 2 gan - / (VR, Vf)d]\/[—n;Q/M(Af)QdM

n

Af n+2
/M|V2f—7g|2dM+ o /M(Af)2dM:/M<VR,Vf>dM

Para (3), integrando sobre M a férmula de Bochner, temos

1
§/MA|Vf|2dM:/MRz'c(Vf,Vf)dM+/M|V2f|2dM+/M<Vf,VAf)dM

Observe que
/ AnyPdM:/ (VIVF[2, NYdS = 0
M oM
e pelo fato de |[V2f — &Lg2 = |V2f)? — (Af , temos

. 2 _ﬂ 2 l 2 _
/MRZC(Vf,Vf)dM—I—/M|V f === dM+n/M(Af) dM+/M(Vf,VAf>dM 0.

Pelo item (2) deste corolario e por (3.5), concluimos que

) . n+2 9 _1 9
/Mch(Vf,Vf)dM+/M<Vf,VR>dM = 3, /M(Af) dM n/M(Af) dM
Af)dM
[ @
isto é,
/ Ric(Vf,Vf)dM+/ <Vf,VR>dM:;/ (Af)?dM,
M M M

o que prova (3). O
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3.2 Aplicacoes

Nesta secao apresentaremos os trés principais resultados dessa dissertacao. Sao eles:
Teoremas 3.6 e 3.9 e o Corolario 3.11. Os dois primeiros foram obtidos por Barros e

Ribeiro Jr. em [2], j& o dltimo pode ser encontrado em [10].

Teorema 3.6. Seja (M", g,V f) variedade Riemanniana, orientdvel e compacta satisfa-

zendo Ricgy = Ag, entdo M € uma variedade de Einstein se / (VR,Vf)dM < 0.
M

Demosntragao: Desde que / (VR,Vf)YdM < 0, o item (2) do coroldrio 3.5, nos diz
M
que

n—+ 2

A
[ oves=Shopan +
M n

/M(Af)ZdM <0.

Logo |V2f — 2Lg|? =0e (Af)? =0, isto é V2f = LAfge Af = 0. Assim pelo principio

T on

do maximo de Hopf, f é constane e portanto M é uma variedade de Einstein. O

Observacao 3.7. Vale observar que o Teorema acima nos diz que se (M"™ g,V f) for
variedade Riemanniana, orientdvel e compacta tal que Ricy, = Ag e R for constante,

entao M € variedade de Finstein. Resultado ja obtido no capitulo 2.
O préximo teorema é devido a Bourguignon e Ezin e pode ser encontrado em [5].

Teorema 3.8. (Bourguignon-Ezin) Para qualquer campo de vetores conforme X numa

variedade Riemanniana compacta (M, g), vale a sequinte identidade
/ (X,VR)dAM =0
M

Teorema 3.9. Seja (M", g,V f) variedade Riemanniana, orientdvel e compacta satisfa-

zendo RicG; = Ag. Entao V[ nao pode ser campo de vetores conforme ndo trivial.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que V f seja campo conforme nao-trivial, isto é,

Lyrg = 2pg,

com p nao constante. Pelo Teorema 3.8, temos que

/ (Vf,VR)M = 0.
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Portanto, o item (2) do Corolario 3.5, nos diz que

/ v2f— 2 a4 n+2/(Af)2dM:0,
2n S

ou seja, Af = 0, pelo principio do maximo de Hopf, f é constante. Assim, tendo em vista

que Lyrg =2V2f e Lgrg = 2pg, temos
pn = Af,

mas como f é constante, entao p = 0. Isto nos dda um absurdo e terminamos a prova do

teorema. O

Observacao 3.10. Quando n = 2, entdo Ric = %g, onde K ¢ a curvatura Gaussiana de
M

De fato, seja {E;}!_, base ortonormal, entao

Ric(E;, E;) Zg (Rm (Ey, E;)Ej, Ey) = Riijn + Raijo.

Assim,
Ric(Ey, Ey) = Rone = Rigo,
RiC(El,Ez) = 07
RiC(E2>E2) = Rig.
Logo,
Ric(E;,E;) = 0= Riong(Ei, E;), sei#j
Ric(E;, E;) = Ry + Roiiz = Riong(Ei, E;),
1sto €,

Ric = Ri2219.
Mas, observe que

K = trRic = Ric (El, El) + Ric (EQ, EQ)

= Rojo + Ri221 = 2R1901.

Portanto,

K
Ric = —g.
1c 29
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O préximo resultado foi obtido por Case at al., veja [10]. Aqui temos uma prova

alternativa, construida sobre os resultado apresentados por Barros e Ribeiro Jr. em [2].

Corolario 3.11. Toda métrica quasi-Finstein gradiente 2-dimensional de uma variedade

compacta € trivial.

Demonstragao: Seja (M?, g, Vf) a variedade em questao. Se m < oo, entao por (2.19)
temos

Ric — EHessf = \g,
u

_r . ~
onde u = e~ m. Assim pela observagao 3.10, temos

K
—qg — M Hessu = A,
2 U
isto é,
Hessu = ﬂ( —A)g.
m

NSENST

Mas, Hessu = %EVug, entao fazendo p = “(5 — A), temos que p estd definida em M e é

suave. Assim
Lvug = 2pg,

ou seja, Vu é campo conforme. Pelo Teorema 3.8, temos que
/ (Vu, VR)dM = 0.
M

Usando o fato de Vu = —%UV f e a integral de Dirichlet ser um invariante conforme,

concluimos que

0:/ (Vu, VRYIM — — u(Vf,VR>dM:/ (V £, VRYdM.
M M

m Jm
Entao, pelo Corolério 3.5, item (2) concluimos que f é constante.

Se m = oo, entao Ric+Hess f = Ag, usando a observacao 3.10 e o fato de Hess f = %Evfg,

temos
K 1
—+ =L =\
9 + 9 vrg g,
isto é,
K
Lyrg=2(5 —Ng.

Pelo Teorema 3.9, Vf = 0, ou seja, f é constante. [
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