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ANÉIS DE GRUPOS INTEIROS

DE GRUPOS DE FROBENIUS

Dissertação submetida à Coordenação do
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N265a Anéis de grupos inteiros de grupos de Frobenius / Nefran

Sousa Cardoso. - 2002.
37 f.; 31cm

Dissertação(mestrado) - Universidade Federal do Ceará, Cen-
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Resumo

Esta dissertação está dividida em dois caṕıtulos.
O primeiro caṕıtulo apresenta os Anéis de Grupos, os Grupos de Frobenius e suas re-
spectivas propriedades.
No ińıcio do segundo caṕıtulo são apresentadas as Conjecturas de Zassenhaus. A versão
mais fraca dessas conjecturas é demonstrada para Grupos de Amitsur. No final do se-
gundo caṕıtulo, a validade dessa mesma versão é provada para Grupos de Frobenius.
Tais Grupos de Frobenius são aqueles cujo complemento verifica-se a validade dessa
conjectura. Na parte final são apresentados os subgrupos de Hall e o Teorema de
Schur-Zassenhaus.

Palavras-chave: Anéis de Grupos, Conjecturas de Zassenhaus, Grupos de
Amitsur, Grupos de Frobenius.



Abstract

This dissertation is divided into two chapters.
The first chapter introduces the Group Rings, the Frobenius Groups and their proper-
ties.
In the beginning of the second chapter are presented Conjectures of
Zassenhaus . The weaker version of these conjectures is demonstrated for Amitsur
Groups. At the end of the second chapter, the validity of that version is proven to
Frobenius Groups. Such Frobenius Groups are those whose complement, checks the
validity of this conjecture. In the final part we present the Hall subgroups and Schur-
Zassenhaus Theorem.

Keywords: Group Rings, Conjectures of Zassenhaus , Amitsur Groups, Frobenius
Groups.
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Introdução

H. J. Zassenhaus formulou uma conjectura que neste trabalho denotaremos por (ZC1)
como em [7]. Sendo ZG o anel de grupo inteiro de um grupo G temos:

(ZC1) Se u ∈ U1(ZG) = {unidades de ZG de aumento 1}, então existe
β ∈ U(QG) = {unidades de QG} tal que β−1uβ ∈ G.

Uma versão fraca dessa conjectura que em [7] é chamada de Problema (de inves-
tigação) 8, e que denotaremos por (P8) é a seguinte:

(P8) Se u ∈ U1(ZG) tem ordem finita ◦(u), então existe g ∈ G de ordem ◦(g) tal
que ◦(g) = ◦(u)

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que (P8) vale para grupos de Frobe-
nius cujo complemento pode ser imerso em um anel de divisão e para grupos de Frobe-
nius de ordem ı́mpar. O trabalho é dividido em dois caṕıtulos. No primeiro estudamos
os anéis de grupos e as propriedades de grupos de Frobenius. No segundo caṕıtulo
obtemos o principal teorema deste trabalho.

Teorema: Se u ∈ U1(ZG), então ◦(u) divide |X| ou ◦(u) divide |N |, onde
G = N o X é um grupo de Frobenius finito com núcleo de Frobenius N e comple-
mento de Frobenius X.

Posteriormente usando esse teorema obteremos:

Teorema: Se G é um grupo de Frobenius finito com complemento X. Se (P8)
vale para ZX, então vale para ZG.

Desse último resultado obteremos a validade de (P8) para os casos desejados.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições e resultados básicos que serão im-
portantes no caṕıtulo posterior. Se G for um grupo denotaremos sua ordem por |G|
e para g ∈ G, sua ordem é denotada por ◦(g). Se G = N o X ( produto semi direto
de N por X), quer dizer que G = NX, N ∩X = 1 e que N EG. Indicaremos (m,n)
o máximo divisor comum entre inteiros m e n. Se (m,n) = 1, diremos que m e n são
coprimos.

1.1 Anéis de Grupos

O anel de grupo de um grupo G sobre o anel K, com identidade, é o anel KG de todas
as somas formais

λ =
∑
g∈G

λ(g)g, λ(g) ∈ K

tal que

supp(λ) = {g ∈ G : λ(g) 6= 0},

o suporte de λ, é finito; com as seguintes propriedades operacionais

∑
g∈G

λ(g)g =
∑
g∈G

µ(g)g ⇔ λ(g) = µ(g) ∀g ∈ G, (1.1)

∑
g∈G

λ(g)g +
∑
g∈G

µ(g)g =
∑
g∈G

(
λ(g) + µ(g)

)
g, (1.2)

(∑
g∈G

λ(g)g
)(∑

g∈G

µ(g)g
)

=
∑
g∈G

ν(g)g, (1.3)

onde

ν(g) =
∑
h∈G

λ(h)µ(h−1g) =
∑
xy=g

λ(x)µ(y)

10
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Sendo 1G o elemento identidade de G, a aplicação de K em KG definida por
k → k ·1G é um homomorfismo injetor. Portanto podemos assumir que K está contido
em KG. O elemento 1 · 1G será a identidade do anel KG e o denotaremos por 1. A
aplicação de KG em K denotada por ε e definida por

λ =
∑
g∈G

λ(g)g
ε→
∑
g∈G

λ(g)

é um homomorfismo chamado função de aumento de KG. O núcleo deste homomor-
fismo,

∆K(G) =
{
λ =

∑
g∈G

λ(g)g ∈ KG :
∑
g∈G

λ(g) = 0
}

é chamado ideal de aumento de KG. Para um subgrupo normal N de G temos o
homomorfismo natural ψ de KG em K(G/N) definido por

λ =
∑
g∈G

λ(g)g
ψ→
∑
g∈G

λ(g)gN

O núcleo desse homomorfismo denotado por ∆K(G,N), é o ideal gerado por todos
x− 1, x ∈ N . A prova desse resultado é dada a seguir.

Teorema 1.1 O ideal 〈x−1 : x ∈ N〉 de KG, é o núcleo do homomorfismo ψ definido
acima.

Prova: Seja T = {xi}i∈I um conjunto de representantes de classes de G determinadas

por N , i.e., G =
⋃
i∈I

x̄i, onde x̄i = xiN . Para cada g ∈ G, existe i ∈ Ie ng ∈ N

tal que g = xing. Portanto se λ =
∑
g∈G

λ(g)g, então ψ(λ) =
∑
i∈I

∑
g∈x̄i

λ(xing)x̄i. Se

λ ∈ ∆K(G,N), teremos
∑
g∈x̄i

λ(xing) = 0, ∀ i ∈ I. Assim,

λ =
∑
g∈G

λ(g)g =
∑
i∈I

∑
g∈x̄i

λ(xing)xing

=
∑
i,g

λ(xing)xing −
∑
i∈I

∑
g∈x̄i

λ(xing)xi

=
∑
i,g

λ(xing)xi(ng − 1) ∈ 〈x− 1 : x ∈ N〉

Assim, ∆K(G,N) ⊂ 〈x− 1 : x ∈ N〉. A outra inclusão segue trivialmente.
�

Definição 1.1 Um elemento r de um anel R é chamados de unidade se ele possuir um
inverso s, i.e., rs = 1 = sr. O conjunto de todas as unidades de R forma um grupo
U(R), chamado grupo das unidades de R.
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A seguir, daremos alguns exemplos de unidades em ZG:

1. Os elementos ±g, g ∈ G são obviamente unidades com inversos ±g−1.

Esses elementos são chamados de unidades triviais.

2. Para λ ∈ ZG, denotaremos sua ordem por ◦(λ). Seja g ∈ G com ordem finita.
Escrevamos g como sendo

ĝ =

◦(g)∑
i=1

gi

Então (1 − g)ĝ = 0 e para qualquer h ∈ G,
(

(1 − g)hĝ
)2

= 0. Portanto

ug,h = 1 + (1 − g)hĝ têm inverso 1 − (1 − g)hĝ. As unidades ug,h, h, g ∈ G
são chamadas unidades bićıclicas de ZG.

Observação 1.1 Se u ∈ U(ZG), então existe v ∈ ZG tal que uv = 1. Logo
ε(u)ε(v) = ε(1) = 1. Assim ε(u) = ±1, e portanto temos U(ZG) = ±U1(ZG) onde
U1(ZG) são todas unidades de aumento 1.

Definição 1.2 Seja H um subgrupo de U1(ZG). Se existir um α ∈ U(QG) tal que
Hα = α−1Hα ⊂ G, diremos que H é racionalmente conjugado a um subgrupo de
G. Se H = 〈α〉 for racionalmente conjugado a um subgrupo de G, diremos que u é
racionalmente conjugado a um elemento de G.

O próximo resultado é essencial no estudo de unidades.

Teorema 1.2 (Berman-Higman) Seja G um grupo finito. Suponha que
γ =

∑
γ(g)g ∈ ZG seja uma unidade de torção, a saber γn = 1 para algum n e

γ(1) 6= 0. Então γ = ±1.

Prova: Para cada x ∈ QG vamos considerar a representação regular de QG dada po

Lx : QG → QG
y 7→ xy

Represente Lx por uma matriz em relação à base {g1, g2, . . . , gm} de QG formada por
elementos de G, onde m = |G|. Para g ∈ G, Lg(gi) = gi se, e somente se, g = 1.
Portanto para g ∈ G o traço de Lg, trLg é dado por

trLg =

{
0, se g 6= 1
|G|, se g = 1

(1.4)

Como γn = 1, então (Lγ)
n = Im, onde Im representa a matriz identidade de ordem

m. Podemos então diagonalizar Lγ. Seus autovalores são ráızes n-ésimas da unidade
ζi, i ≤ i ≤ m. Portanto, temos
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m∑
i=1

ζi = trLg =
∑
g

γ(g)trLg = γ(1)|G| (1.5)

Como γ(1) 6= 0 e é inteiro, temos que |γ(1)| ≥ 1. Além disso, |ζi| = 1. Assim obtemos

|
∑
i

ζi| ≤
∑
i

|ζi| = m = |G| (1.6)

e

|γ(1)|G|| ≥ |G| (1.7)

Por (1.5), (1.6) e (1.7), temos que |
m∑
1

ζi| =
m∑
1

|ζi| = |G|.

Portanto ζi = ζ para todo i. Segue-se que Lγ = ζIm, e assim γ = ζ · 1. Como
γ ∈ ZG temos que ζ = ±1.

�
Equivalentemente, temos o seguinte corolário:

Corolário 1.1 Seja γ ∈ ZG uma unidade de ordem finita n tal que γ 6= ±1. Então
γ(1) = 0.

Corolário 1.2 Seja A um grupo abeliano finito. Então todas as unidades de torção
de ZA são triviais.

Prova: Seja γ =
∑
γ(g)g ∈ ZA de ordem finita n. Como γ 6= 0, existe g0 ∈ A tal que

γ(g0) 6= 0 e ◦(g0) = k <∞. Usando a comutatividade de A, temos

(γg−1
0 )nk = γnk(g−1

0 )nk = 1

Além disso, (γg−1
0 )(1) = γ(g0) 6= 0. Pelo Corolário (1.1), segue-se que γg−1

0 = ±1,
portanto γ = ±g0.

�

Teorema 1.3 Sejam K um corpo de caracteŕıstica 0 e G um grupo finito. Seja

e =
∑
g

e(g)g 6= 0, 1 um idempotente não trivial de KG. Então e(1) ∈ Q, |G|e(1) ∈ Z,

e 0 < e(1) < 1.

Prova: Para cada x ∈ KG, considere a representação regular Lx ∈ KG definida por
Lx(y) = xy como no Teorema (1.2). Os |G| autovalores de Le são 0 e 1. Sendo m o
número de autovalores de Le iguais a 1, temos que 0 < m < |G|, pois e 6= 0, 1. Além
disso

m = trLe =
∑
g

e(g)trLg = e(1)|G|

Assim, 0 < e(1) < 1 e |G|e(1) ∈ Z.
�
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Teorema 1.4 Seja ZG o anel de grupo dos inteiros de um grupo finito G. Suponha
que γ ∈ ZG tenha ordem multiplicativa n. Se ε(γ) = 1, então n é um divisor da ordem
do grupo G.

Prova: Considere e = (1 + γ + . . .+ γn−1)/n.

eγ = {(1 + γ + . . .+ γn−1)/n}γ = (γ + γ2 + . . .+ γn)/n = e

Então e2 = e, pois

e2 = e(1 + γ + . . .+ γn−1)/n = (e+ eγ + . . .+ eγn−1)/n =
ne

n
= e

Como ◦(γ) = n, temos que γi 6= ±1 para 1 ≤ i ≤ n−1. Pelo Corolário (1.1), γi(1) = 0.
Segue então que

e(1) =
1

n

n−1∑
i=0

γi(1) =
1

n

Pelo Teorema (1.3) existe k ∈ Z tal que e(1) = k
|G| . Portanto kn = |G|.

�

Definição 1.3 Para um anel R, definimos [R,R] como o grupo aditivo gerado por
todos produtos de Lie [x, y] = xy − yx para x, y ∈ R.

Teorema 1.5 Seja R um anel de caracteŕıstica prima p, com unidade. Então para
x, y ∈ R e números naturais n temos

(x+ y)p
n ≡ xp

n

+ yp
n

mod [R,R]

Prova: Vamos provar por indução sobre n. Para o caso n = 1.

(x+ y)p = xp + yp +
∑

zi∈{x,y}

z1z2 . . . zp

Para cada termo z1z2 . . . zp associe-o com suas permutações ćıclicas

z1z2 . . . zp, z2z3 . . . zpz1, . . . , zpz1z2 . . . zp−1

Note que,

z1z2 . . . zp − [z1, z2z3 . . . zp] = z2z3 . . . zpz1

z1z2 . . . zp − [z1z2, z3 . . . zp] = z3z4 . . . zpz1z2

... =
...

z1z2 . . . zp − [z1z2 . . . zp−1, zp] = zpz1z2 . . . zp−1
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Segue-se então que a soma dessas permutações ćıclicas é pz1z2 . . . zp módulo [R,R] e
portanto pertence a [R,R], pois R tem caracteŕıstica p. Observe que

(xy − yx)p ≡ (xy)p − (yx)p mod [R,R]

≡ [x, (yx)p−1y] mod [R,R]

Portanto,

γ ∈ [R,R] ⇒ γ ∈ [R,R]

Suponha o resultado válido para n. Então existe α ∈ [R,R], tal que,

(x+ y)p
n

= xp
n

+ yp
n

+ α

Pelo caso n = 1 existem α0, α1 ∈ [R,R] tais que

(xp
n

+ yp
n

+ α)p = (xp
n

+ yp
n

)p + αp + α0

= xp
n+1

+ yp
n+1

+ α1 + αp + α0

Segue-se então que (x+ y)p
n+1 ≡ xp

n+1
+ yp

n+1
mod[R,R] �

Definição 1.4 Denotando por ∼ a relação de conjugação no grupo G, definimos para

um elemento α =
∑
g

α(g)g do anel de grupo RG,

α̃(g) =
∑
h∼g

α(h)

Teorema 1.6 Se α ∈ [RG,RG], então α̃(x) = 0 para todo x ∈ G.

Prova:

α =
[∑

g

β(g)g,
∑
h

γ(h)h
]

=
∑
g,h

β(g)γ(h)[g, h]

=
∑
g,h

β(g)γ(h)(gh− hg)

Como gh e hg(= g−1ghg) são conjugados, podemos concluir que α̃(x) = 0 para todo
x ∈ G.

�
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Teorema 1.7 (Zassenhaus) Se u ∈ U(ZG) com ◦(u) = pn, p um primo e |G| < ∞.
Então existe um elemento g ∈ supp(u) tal que ◦(g) = pn e ũ(g) 6= 0.

Prova: Sendo u =
∑
u(g)g, pelo Teorema (1.5), para R = ZG/pZG obtemos:

1 = up
n ≡

∑
u(g)p

n

+ β mod pZG

para algum β ∈ [ZG,ZG]. Do Teorema (1.6), β(1) = 0 e portanto,

1 ≡
∑
gpn=1

u(g)p
n

mod p

≡
∑
◦(g)=pn

u(g)p
n

+
∑

gp
n−1=1

u(g)p
n

mod p

≡
∑
◦(g)=pn

u(g)p
n

+
( ∑
gpn−1=1

u(g)p
n−1
)p

mod p

Como ◦(u) = pn, pelo Corolário (1.1) temos

up
n−1

(1) ≡
∑

gpn−1=1

u(g)p
n−1 ≡ 0 mod p

Assim, conclúımos que

∑
◦(g)=pn

u(g)p
n 6≡ 0 mod p

Segue-se então que existe g0 ∈ G de ordem pn com u(g0) 6= 0 e ũ(g0) 6= 0.
�

Os três Teoremas seguintes são mostrados em [7].

Teorema 1.8 Se G = N oX, onde N é nilpotente. Então qualquer subgrupo finito H
de U1(ZG) com (|H|, |N |) = 1 é conjugado a um subgrupo de U1(ZG) , i.e,
Hα ⊂ U1(ZG) para algum α ∈ U(QG).

Teorema 1.9 Seja G = 〈a〉 o 〈x〉 tal que (◦(a), ◦(x)) = 1. Então qualquer subgrupo
finito de U1(ZG) é racionalmente conjugado a um subgrupo de G.

Teorema 1.10 Se G = P oX, onde P é im p-grupo que não divide |X|. Seja H um
subgrupo finito de U(1 + ∆(G,P )). Então existe um α ∈ U(QG) tal que Hα ⊂ G.

Sendo N um subgrupo normal de um grupo finito G e ψ a aplicação natural de
ZG em Z(G/N), temos o seguinte teorema cuja demonstração pode ser encontrada em
[2].

Teorema 1.11 Seja H um subgrupo finito de U1(ZG) tal que (|H|, |N |) = 1 e G0 um
subgrupo de G com (|G0|, |N |) = 1. Então H é racionalmente conjugado a G0 se,
e somente se ψ(H) for conjugado de ψ(G0) em Q(G/N). Neste caso se H for um
subgrupo próprio de U1(ZG), então ψ é injetora sobre H.
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1.2 Grupos de Frobenius

Definição 1.5 Um grupo G é de Frobenius se existe um subgrupo H próprio não trivial
tal que H ∩Hx = 1, para todo x ∈ G \H.

No caso em que G for um grupo finito, o seguinte teorema garante que

N = G \
⋃
x∈G

(Hx − 1) é um subgrupo normal de G.

Teorema 1.12 (Wielandt) Suponha que G seja um grupo finito com subgrupos H e
K tais que K EH e H ∩Hx ≤ K para todo x ∈ G \H. Seja N o conjunto de todos
elementos de G que não pertencem a nenhum conjugado de H \K. Então N é subgrupo
normal de G tal que G = HN e H ∩N = K.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada na referência [6].

Sendo G um grupo finito, H é chamado de um complemento de Frobenius e N o
núcleo de Frobenius. Além disso G pode ser representado por

G = N oH

Teorema 1.13 (Propriedades) Seja um grupo de Frobenius finito com complemento

H e núcleo N = G \
⋃
x∈G

(Hx − 1). Então temos as seguintes propriedades:

(i) Se g ∈ G, então ◦(g) divide |H| ou |N |;

(ii) Se 1 6= x ∈ N , então CG(x) ⊂ N ;

(iii) Se 1 6= x ∈ H, então CG(x) ⊂ H;

(iv) |H| e |N | são coprimos;

(v) N é nilpotente

(vi) Os p-subgrupos de Sylow são ćıclicos se p > 2, e se p = 2 os 2-subgrupos de Sylow
são ćıclicos ou quatérnios

(vii) Se 2 | |G|, então G possui um único elemento de ordem 2 e que deve pertencer
ao centro de G.

Prova: Seja g ∈ G. Se ◦(g) divide |N |, então g 6= N . Logo g = hx para algum h ∈ H
e para algum x ∈ G. Então ◦(x) = ◦(h) | |H|.

Seja agora 1 6= x ∈ N . Se y ∈ CG(x) e y 6∈ N , então y = hg para algum h ∈ H
e para algum g ∈ G. Como yx = y, então hgx = hg e portanto hgxg

−1
= h. Note que

gxg−1 ∈ H, pois caso contrário h = 1 e assim y = 1 ∈ N . Logo x ∈ Hg, implicando
que xg

−1 ∈ H ∩N = 1 e assim x = 1. Absurdo.
Mostremos agora que CG(x) ⊂ H, para 1 6= x ∈ H. Se y ∈ CG(x), então

1 6= x = xy ∈ Hy ∩H. Logo y ∈ H.
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Suponha que (|N |, |X|) 6= 1. Então existe um primo p que divide |H| e |N |. Seja
P um p-subgrupos de Sylow de H e Q um p-subgrupos de Sylow de G tal que P ⊂ Q,
com P 6= Q. Assim P é um subgrupo próprio do normalizador NQ(P ) de P em Q. Seja
x ∈ NQ(P ) tal que x não pertença a P . Como P = P x ⊂ Hx ∩H e G é de Frobenius,
x deverá pertencer a H. Logo P 6= P 〈x〉 é um p-grupo de H diferente de P , o que é
um absurdo. Logo (|N |, |X|) = 1.

Para (v), (vi) e (vii) veja referência [5].
�

Teorema 1.14 Seja G um grupo finito. As seguintes condições são equivalentes.

(i) G é um grupo de Frobenius com complemento H de ordem m.

(ii) G tem um subgrupo próprio não trivial de ordem n se |G| = mn.

(iii) |G| = mn, com (m.n) = 1. Se g ∈ G então gm = 1 ou gn = 1.

Além disso se N = {g | gn = 1} então N é um subgrupo normal próprio não
trivial de G.

Prova: Veja [5].



Caṕıtulo 2

Conjecturas de Zassenhaus

Pelo Corolário (1.2), temos que as unidades de torção de u ∈ U1(ZG) são triviais, i.e.,
pertencem a G, se G for abeliano. Uma conjectura de Zassenhaus, extende esse resul-
tado, sem que G não seja necessariamente comutativo. Denotaremos essa conjectura
por (ZC1) como em [7]. Essa conjectura diz que se u ∈ U1(ZG) é de ordem finita, então
existe α ∈ U(QG) tal que α−1uα ∈ G. Uma versão mais forte dessa conjectura, que
denotaremos por (ZC3) como em [7], afirma que se H é um subgrupo finito de U1(ZG)
então H é racionalmente conjugado a um subgrupo de G. Uma versão mais fraca de
(ZC1) é chamada de Problema (de investigação) 8 em [7] e que denotaremos por (P8).

(P8) Sejam G um grupo e u ∈ U1(ZG) de ordem finita. Então existe um elemento
g ∈ G tal que ◦(u) = ◦(g)

Temos então:

(ZC3) =⇒ (ZC1) =⇒ (P8)

Se G = 〈a〉 o 〈x〉 tal que (◦(a), ◦(x)) = 1, então pelo Teorema (1.9), podemos dizer
que (ZC1) vale para ZG e portanto (P8) se verifica para ZG. Também temos que essas
três conjecturas valem para grupos nilpotentes, pois já foi provado por A. Weiss que
se G for nilpotente então (ZC3) vale para ZG.

Seja G um grupo de Frobenius finito com núcleo de Frobenius N e complemento
de Frobenius X. Pelo Teorema (1.14) a ordem de qualquer elemento de G divide |X|
ou divide |N |. Mostremos algo similar para unidades no anel ZG, i.e., se G forum
grupo de Frobenius com núcleo de Frobenius N e complemento de Frobenius X, então
para toda unidade de torção U1(ZG), a ordem de u divide |N | ou divide |X|. Esse
será nosso principal resultado que será utilizado para verificar a validade de (P8) para
grupo de Frobenius em que seu complemento possa ser imerso em um anel de divisão
e para grupo de Frobenius de ordem ı́mpar.

19
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2.1 Resultado Principal

Teorema 2.1 (Teorema Principal) Seja G um grupo de Frobenius com núcleo de
Frobenius N e complemento de Frobenius X. Se u ∈ U1(ZG), é uma unidade de ordem
finita, então ◦(u) divide |N | ou ◦(u) divide |X|.

Prova: Sejam n = |N | e m = |X|. Suponha que exista uma unidade de torção
u ∈ U1(ZG) tal que ◦(u) não divida n e ◦(u) não divida m. Portanto, (n, ◦(u)) 6= 1 e
(m, ◦(u)) 6= 1. De fato, se (n, ◦(u)) = 1 existiriam a, b ∈ Z, tais que,

1 = ◦(u)a+ nb

Como |G| = mn, pelo Teorema (1.4) existe d ∈ Z, tal que, mn = |G| = ◦(u)d.
Logo

m = ◦(u)am+ ◦(u)bd ⇒ ◦(u) | m

Absurdo, pois estamos supondo que ◦(u) não divida m. Assim existem primos p, q tais
que p | ◦(u), p | n, q | ◦(u) e q | m. Como G é de Frobenius, (n,m) = 1 e portanto
p 6= q. Sejam v, w ∈ 〈u〉 com ◦(v) = p e ◦(w) = q. Pondo u′ = vw e como v e w
comutam, temos

(vw)pq = vpqwpq = 1

Se ◦(u′) = 1, v = w−1. Assim v ∈ 〈w〉 e portanto p dividiria q. Supondo que ◦(u′) = p,
teremos wp = 1 e assim q dividiria p. Analogamente p dividiria q se suposéssemos
que ◦(u′) = q. Segue-se então que ◦(u′) = pq. Como u′ é potência de u, ε(u′) = 1.
Além disso, ◦(u′) não divide n e ◦(u′) não divide m. Caso ◦(u′) | n, existirá k ∈ Z,
tal que, n = pqk, e assim q dividiria n. Analogamente, obteŕıamos que p dividiria m
se suposéssemos que ◦(u′) | m. Então podemos supor desde o ı́nicio que u = vw, com
◦(v) = p e ◦(w) = q.

Seja ψ : ZG → ZX o homomorfismo induzido pelo homomorfismo natural
G → X ' G/N . Se ψ(v) 6= 1, então ◦(ψ(v)) = p. Como ε(ψ(v)) = 1, pelo Teo-
rema (1.4) teremos que p | m contradizendo nossa hipótese. Assim devemos ter que
ψ(v) = 1. Pelo Teorema (1.8) existe γ ∈ U1(QG) tal que wγ = γ−1wγ ∈ U1(ZG).
Então wγ = ψ(wγ) = ψ(w)ψ(γ). Se ψ(w) = 1, então wγ = 1, e portanto w = 1. Ab-
surdo, pois ◦(w) = q. Logo ψ(w) 6= 1, e portanto ψ(u) 6= 1. Além disso ψ(u) 6= −1,
pois ε(u) = 1. Pelo Corolário (1.1)

∑
g∈N

u(g) = 0 (2.1)

Como p e q são primos distintos q 6≡ 0 mod p. Portanto existe um inteiro positivo t tal
que,
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qt ≡ 1 mod p

Logo ∃ r ∈ Z; qt = 1 + pr. Como v e w comutam,

uq
t

= (vw)q
t

= vq
t

wq
t

= vq
t

= vpr+1 = v

Sendo R = ZG/qZG um anel de caracteŕıstica prima q e I = qZG, tem-se pelo Teorema
(1.5)

(u+ I)q
t ≡

∑
(u(g)g + I)q

t

mod [R,R]

Como podem existir h, g ∈ G com gq
t

= hq
t
, teremos

uq
t

+ I ≡
∑

u̇(g)gq
t

+ I mod [R,R]

onde a soma é sobre elementos distintos de G e u̇(g) =
∑

hqt=gqt

u(h). Sendo

[R,R] ' ([Z, GZG] + I)/I, existem α ∈ [ZG,ZG] e β ∈ ZG, tais que,

uq
t

=
∑

u̇(g)gq
t

+ α + qβ

Como uq
t

= v, então uq
t 6= ±1 e assim pelo Corolário (1.1) temos uq

t
(1) = 0. Segue-se

que

uq
t

=
∑

16=g∈N

(
u̇(g)gq

t

+ α(g)g + qβ(g)g
)

+
∑
g 6∈N

(
u̇(g)gq

t

+ α(g)g + qβ(g)g
)

Mostremos agora que,

1 6= gq
t ∈ N ⇔ 1 6= g ∈ N

Seja 1 6= gq
t ∈ N . Então 1 6= ◦(gqt) é um divisor de |N |. Como ◦(gqt) | ◦(g), temos que

(|N |, ◦(g)) 6= 1. Como G é de Frobenius ◦(g) | |N | ou ◦(g) | |X|. Se ◦(g) dividisse |X|
teŕıamos (|N |, |X|) 6= 1 já que ◦(g) 6= 1. Absurdo. Logo ◦(g) | |N |. Se g 6∈ N , então
g = hx; h ∈ X e x ∈ G e novamente teŕıamos que ◦(g) | |X|. Portanto 1 6= g ∈ N .
Suponha agora que 1 6= g ∈ N . Então gq

t ∈ N e gq
t 6= 1, pois se gq

t
= 1, ◦(g) seria uma

potência de q e como ◦(g) divide n = |N | implicaria que q | n, o que é uma contradição.
Pelo Teorema (1.6), α̃(g) = 0, ∀ g ∈ G. Então,

1 = ψ(v) = ψ(uq
t

) =
∑

16=g∈N

(
u̇(g) + qβ(g)

)
(2.2)
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Mas 0 = (uq
t
)(1) = u̇(1) + qβ(1), pois α(1) = 0. Logo (2.2) pode ser substitúıdo por

1 =
∑
g∈N

(
u̇(g) + qβ(g)

)
Cada u̇(g) é uma soma de qt-ésimas potências de coeficientes de u e como para todo
inteiro a, temos aq

t ≡ a mod q, obtemos

1 ≡
∑
g∈N

u(g) mod q (2.3)

Assim (2.3) contradiz (2.1), terminando portanto nossa demonstração.
�

Corolário 2.1 Seja G um grupo de Frobenius de ordem pnqm, onde p, q são primos.
Então (ZC1) vale para G, i.e., para todo u ∈ U1(ZG) de ordem finita, existe α ∈ U(QG)
tal que α−1uα = g ∈ G.

Prova: Seja N o núcleo de Frobenius de G e X um complemento de Frobenius de G.
Como (|N |, |X|) = 1, podemos supor que |N | = pn e |X| = qm. Seja u ∈ U1(ZG) de
ordem finita. Pelo Teorema (2.1) ◦(u) | |N | ou ◦(u) | |X|.

Suponha inicialmente que ◦(u) divida |N | = pn. Seja ψ : ZG→ Z(G/N) o homo-
morfismo canônico. Como ε(u) = 1 então ε(ψ(u)) = 1 e uma vez que
◦(ψ(u)) | ◦(u), então ◦(ψ(u)) < ∞. Pelo Teorema (1.4) ◦(ψ(u)) | |G/N | = |X| = qm.
Além disso ◦(ψ(u)) | |N |. Logo ◦(ψ(u)) = 1 o que implica u − 1 ∈ ∆(G,N). Pelo
Teorema (1.10) existe α ∈ U(QG) tal que 〈u〉α ⊂ G, e assim uα ∈ G.

Agora se ◦(u) | |X|, considere ψ : ZG→ Z(G/N) ' ZX a aplicação induzida pelo
homomorfismo natural. Neste caso, (◦(u), |N |) = 1 e como |X| é potência de um primo,
X é nilpotente. Pelo Teorema (1.8) (ZC3) é válido para X. Logo ∃ β ∈ U(QX) tal
que ψ(u)α = x ∈ X ' G/N . Sendo ψ(x) = x, pelo Teorema (1.11), u é racionalmente
conjugado a x, concluindo assim nossa demonstração.

�

Lema 2.1 Seja G um grupo de Frobenius com núcleo de Frobenius N e complemento
de Frobenius X. Seja u ∈ U1(ZG), uma unidade de torção de ordem prima p. Então
u é racionalmente conjugado a um elemento em G.

Prova: Se ◦(u) = 2 e não existir F EG tal que G/F ' S5 ou ◦(u) = p > 2 o resultado
já foi mostrado em [3]. Portanto precisamos considerar somente o caso quando p = 2
e quando existir F E G tal que G/F ' S5. Neste caso G não é solúvel, pois caso
contrário G/F seria solúvel e portanto S5 seria solúvel, o que é um absurdo, pois S5

não é solúvel. X também não é solúvel, já que X ' G/N e N é solúvel.
Como todo grupo de ordem ı́mpar é solúvel, temos que 2 divide |X| e 2 não divide

|N | pois (|N |, |X|) = 1. Assim (◦(u), |N |) = 1 e pelo Teorema (1.8) existe u ∈ U(QG),
tal que, uα = u1 ∈ ZX. Pelo Teorema (1.13) existe um único elemento de ordem 2
em X e portanto pertence ao centro de X. Pelo Teorema (1.7) existe g ∈ sup(u1) tal
que ◦(g) = ◦(u1) = 2. Logo g é o único elemento de ordem 2 de X e que pertence ao
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centro de X. Sendo v = u1g, então v(1) = u1(g) 6= 0. Pelo Teorema (1.2), v = ±1. Se
v = −1, então

−1 = ε(v) = ε(u1)ε(g) = 1

Absurdo. Logo v = 1 e portanto

uα = u1 = g−1 = g ∈ X ≤ G

�

Teorema 2.2 Seja G um grupo de Frobenius finito e seja H uma base de grupo nor-
malizada de ZG, i.e., H ≤ U1(ZG), tal que |H| = |G|. Então H é um grupo de
Frobenius.

Prova: Seja G um grupo de Frobenius com núcleo de Frobenius N e complemento de
Frobenius X. Seja H uma base de grupo normalizada. Defina H0 = H∩(1+∆(G,N)).
Queremos mostrar que todo primo p que divide |H0|, p deverá dividir |N |. Com efeito,
se p | |H0|, existe h ∈ H0 de ordem p. Seja h = 1 + τ ; τ ∈ ∆(G,N). Pelo Lema
(2.1), existe α ∈ QG e g ∈ G, tal que g = α−1hα, e portanto g = 1 + α−1τα, onde
α−1τα ∈ ∆Q(G,N) ∩ ZG ⊂ ∆(G,N). Portanto g = α−1hα ∈ (1 + ∆(G,N)) ∩G = N .
Logo pelo Teorema de Lagrange p = ◦(g) = ◦(h) | |N |. Seja ψ : ZG → Z(G/N) a
aplicação natural ϕ : H → U1(Z(G/N)) definida por ϕ(λ) = ψ(λ).
Observe que ϕ é um homomorfismo de grupos. Além disso,

Kerϕ = {λ ∈ H;ϕ(λ) = 1} = H ∩ (1 + ∆(G,N)) = H0

Assim H0 = KerϕEH. Pelo Teorema de Isomorfismo de Grupos,

H/H0 = H/Kerϕ ' Imϕ ' U1(Z(G/N)) ' U1(ZX)

Deste modo (H : H0) | |X|. Como |H0| divide |G| = |N ||X| e (|N |, |X|) = 1, então
|H0| | |N |. Portanto (|H0|, (H : H0)) = 1. Pelo Teorema de Schur-Zassenhauses
[6]; 9.1.2 H = H0X0, como |X0| = (H : H0) e como H0 E H, podemos escrever
H = H0 oX0. Sendo |H| = |G|, então

|N ||X| = |H0||X0| ⇒
|X0|
|X|

=
|N |
|H0|

∈ Z

Mas |X0| | |X|, e então |X| = |X0| e |N | = |H0|. Dáı se k ∈ H, pelo Teorema (2.1)
◦(k) | |X0|. Pelo Teorema (1.14) H é de Frobenius.

�
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2.2 Problema 8

Lema 2.2 Seja H um subgrupo de um grupo G. Se (ZC1) vale para ZG, então (P8)
é válido para ZH.

Prova: Seja α ∈ U1(ZH) uma unidade de torção. Como (ZC1) vale em ZG, existe

β ∈ QG tal que β−1αβ = g ∈ G. Sendo β−1 = γ, β =
∑
x∈G

β(x)x, γ =
∑
y∈G

γ(y)y, então

α =
(∑
x∈G

β(x)x
)
g
(∑
y∈G

γ(y)y
)

=
∑
y∈G

β(y−1)γ(y)y−1gy +
∑
y∈G

( ∑
x 6=y−1

β(x)γ(y)xgy
)

Logo α̃(g) =
∑
y∈G

β(y−1)γ(y) = 1.

Como α =
∑
t∈H

α(t)t, existe h ∈ supp(α) ⊂ H que é conjugado a g em G. Assim,

◦(h) = ◦(g) = ◦(α). Portanto (P8) vale para ZH.
�

Lema 2.3 Seja G = G1 × G2 um produto direto de dois grupos G1 e G2 com
(|G1|, |G2|) = 1. Se (P8) vale para ZG1 e para ZG2, então (P8) é válido para ZG.

Prova: Seja α ∈ U1(ZG). Sejam |G1| = pn1
1 · . . . · pnrr e |G2| = qm1

1 · . . . · qmss as
decomposições em fatores primos. Como |G1| e |G2| são coprimos,

G1 ∩G2 = 1

Também temos que |G| = |G1||G2|. Pelo Teorema (1.14) ◦(α) = p
n
′
1

1 ·. . .·p
n
′
r
r ·qm

′
1

1 ·. . .·q
m
′
s

s .
Sendo Pi o pi-subgrupo de Sylow de 〈α〉 para i = 1, . . . , r e Qi o qi-subgrupo de Sylow
de 〈α〉 para j = 1, . . . , s

α = α1α2;

α1 ∈ P1 × . . . Pr,
α2 ∈ Q1 × . . . Qs.

Neste caso α1 e α2 são potências de α, portanto α1 e α2 comutam e uma vez que
( ◦ (α1), ◦(α2)) = 1 temos que, ◦(α) = ◦(α1) · ◦(α2).
Seja ψ1 : ZG→ Z(G/G1) ' ZG2 o homomorfismo natural. Como (P8) vale para ZG2,
existe g2 ∈ G2 tal que ◦(g2) = ◦(ψ1(α2)).
Mostremos agora que ◦(α2) = ◦(ψ1(α2)). De fato,

(ψ1(α2))◦(α2) = ψ1(α2
◦(α2)) = 1
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portanto, ◦(ψ1(α2)) | ◦(α2). Como podemos ver G1 como subgrupo normal de G, 〈α2〉
como subgrupo de U1(ZG) e G2 como subgrupo de G, pelo Teorema (1.11) ψ1 é injetivo

sobre 〈α2〉 e sendo (ψ1(α2))◦(ψ1(α2)) = ψ1(α2
◦(ψ1(α2))) = 1, teremos α2

◦(ψ1(α2)) = 1 e assim
◦(α2) | ◦(ψ1(α2)). Segue-se então que ◦(g2) = ◦(ψ1(α2)) = ◦(α2).
Definindo agora ψ2 : ZG → Z(G/G2) ' ZG1 de forma natural e vendo 〈α1〉 como
subgrupo de U1(ZG), G2 como subgrupo normal de G e G1 como subgrupo de G
obteremos de maneira análoga um elemento g1 ∈ G1 tal que ◦(g1) = ◦(α1). Sendo
G1 EG e G2 EG teremos que

g1g2(g2g1)−1 = g1g2g
−1
1 g−1

2 ∈ G1 ∩G2 = 1,

e então g1g2 = g2g1.
Segue-se que para g = g1g2 ∈ G,

◦(g) = ◦(g1) ◦ (g2) = ◦(α1) ◦ (α2) = ◦(α)

�

Teorema 2.3 Seja G um grupo com todos subgrupos de Sylow ćıclicos. Então (ZC3)
é verdade para ZG.

Prova: Por um Teorema de Hölder, Burnside e Zassenhaus de [[6], 10.1.10] G é da
forma

G = 〈a, b | am = bm = 1, b−1ab = ar〉,

onde rn ≡ 1 mod m, m é ı́mpar, 0 ≤ r < m e (m,n(r − 1)) = 1.
Sendo m e n(r − 1) são coprimos teremos que (m,n) = 1. Logo 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 1.
Além disso,

〈a〉 E G,

pois b−1ab = ar.
Assim G = 〈a〉 o 〈b〉, e pelo Teorema (1.9), (ZC3) vale para ZG. Segue-se então que
(P8) também é válido para ZG.

�

Nosso objetivo agora é estudar (P8) para ZD′, onde D′ é um subgrupo do grupo
multiplicativo de um anel de divisão D. Se D tiver caracteŕıstica prima p, I. N. Herstein
mostrou que qualquer subgrupo D′ finito de D é um p′-grupo ćıclico e portanto pelo
Teorema (1.7), (P8) vale para ZD′. Quando carD = 0, S. Amitsur classificou os
subgrupos D, que neste caso chamaremo-os de grupos de Amitsur. O Teorema de
classificação é dado a seguir e omitiremos sua demonstração que pode ser encontrada
[1].
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Teorema 2.4 (Grupos deAmitsur) Seja G um grupo finito. Então G é subgrupo
de um anel de divisão de caracteŕıstica zero se e somente se G for isomorfo a um dos
seguintes grupos:

(i) Um subgrupo de um anel de divisão cujo os subgrupos de Sylow são ćıclicos;

(ii) O grupo octaedral binário de ordem 48;

(iii) Um grupo da forma Cm o Q2n, onde Cm é um grupo ćıclico de ordem ı́mpa m,
Q2n = 〈a, b | a2n−2

= b2, b4 = 1, ab = a−1〉 é um grupo quartérnio de ordem 2n,
e onde a centraliza Cm e b inverte os elementos de Cm;

(iv) Um grupo da forma Q ×M , onde Q é o grupo dos quartérnio de ordem 8, M
é um grupo de ordem ı́mpar cujos todos subgrupos de Sylow são ćıclicos e 2 tem
ordem multiplicativa módulo |M |;

(v) Um grupo da forma SL(2, 3)×M , onde M é um grupo cujos todos subgrupos de
Sylow são ćıclicos, (|M |, 6) = 1 e 2 tem ordem multiplicativa módulo |M |;

(vi) O grupo binário icosaedral SL(2, 5).

Agora já podemos mostrar que (P8) é válido para grupos de Amitsur.

Teorema 2.5 Seja G um grupo de Amitsur. Se α ∈ U1(ZG) tem ordem finita, então
existe um elemento g ∈ G tal que ◦(α) = ◦(g).

Prova:
Estudarmos os casos posśıveis de G de acordo com o Teorema (2.4). Para o

caso (i), todos os subgrupos de Sylow de G são ćıclicos. Portanto pelo Teorema (2.3)
teremos que (ZC3) vale para ZG e assim (P8) também.

Por [2], (ZC3) vale para um grupo binário octaedral. Segue-se então (P8) para
ZG, onde G é o grupo do caso (ii).

No caso (iii), podemos supor que G = Cm o Q2n , onde Cm é um grupo ćıclico
de ordem ı́mpa m, Q2n = 〈a, b | ab = a−1, a2n−2

= b2〉, a ∈ CG(Cm) e b−1cb = b−1,
∀ c ∈ Cm. Então para α ∈ U1(ZG), ◦(α) < ∞, podemos escrever α = α1α2 tal
que ◦(α1) seja ı́mpar e ◦(α2) = 2t. Como a ordem de α2 é potência de um primo,
pelo Teorema (1.7) existe g0 ∈ G tal que ◦(α2) = ◦(g0) = 2t. Assim, g0 ∈ Qh2n
para algum h ∈ G e portanto existe g′0 ∈ Q2n tal que ◦(g′0) = 2t. Uma vez que
mmcQ2n = mmc{◦(g) |g ∈ Q2n} = 2n−1 = ◦(a), temos que ◦(g′0) | ◦(a). Sendo 〈a〉
ćıclico podemos obter g2 ∈ 〈a〉 de modo que ◦(g2) = ◦(α2). Como ε(α1) = 1, pelo
Teorema (1.4) ◦(α1) divide |G| = 2nm, i.e., existe r ∈ Z tal que 2nm = ◦(α1)r e sendo
(◦(α1), 2n) = 1, existem x, y ∈ Z, tais que

1 = ◦(α1)x+ 2ny ⇒ m = ◦(α1)xm+ ◦(α1)ry ⇒ ◦(α1) | m

Como Cm é ćıclico, existe g1 ∈ Cm tal que ◦(g1) = ◦(α1). Então (◦(g1), ◦(g2)) = 1
e como a centraliza Cm, g1g2 = g2g1. Tome g = g1g2, e então ◦(g) = ◦(g1) ◦ (g2) =
◦(α1) ◦ (α2) = ◦(α).
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Se G for como em (iv), i.e., G ' Q ×M , onde Q é o grupo dos quartérnio de
ordem 8, M é um grupo de ordem ı́mpar, cujos todos subgrupos de Sylow são ćıclicos e
2 não divide |M |. Como |Q| = 23, pelo Teorema (1.7), (P8) vale para Q, pelo Teorema
(2.3), também vale para M . O resultado segue-se novamente do Lema (2.3).

Como SL(2, 3) é um subgrupo do grupo octaedral binário, pelo Lema (2.2)
(P8) vale para ZSL(2, 3), e como vimos anteriormente também vale para M e como
(|M |, 6) = 1, então para o caso (v), o resultado segue-se novamente do Lema (2.3).

Por [3], (ZC3) vale para SL(2, 5), portanto (P8) vale no caso (vi).
�

Teorema 2.6 Seja G um grupo de Frobenius com núcleo N e complemento X. Se
(P8) vale para ZX, então também é válido para ZG.

Prova: Seja α ∈ U1(ZG) de ordem finita n. Pelo Teorema (2.1) teremos que n divide
|N | ou |X|. Suponha inicialmente que n seja um divisor de |N |. Então

α = α1α2 · . . . · αt

onde a ordem de cada αi é uma potência de um primo pi que é divisor de |N |, 1 ≤ i ≤ t.
Seja Pi o pi-subgrupo de Sylow de N , 1 ≤ i ≤ t. Mostremos que PiEG. Como N EG,
basta verificar que Pi é subgrupo caracteŕıstico de N . Para todo σ ∈ AutN , o conjunto

σ(Pi) = {σ(h); h ∈ Pi}

é um subgrupo de N de ordem |Pi|, i.e., σ(Pi) é pi-subgrupo de Sylow de N . Como N
é nilpotente, σ(Pi) = Pi, ∀ σ ∈ AutN .
Além disso, cada Pi é pi-subgrupo de Sylow de G. Caso contrário, Pi seria subgrupo
próprio de um pi-subgrupo de Sylow de G, P ′i . Então pi dividiria (G : P ′i )(P

′
i : P ) =

(G : Pi). Mas pi não divide (G : N) e nem (N : Pi). Logo pi não divide (G : N)(N :
Pi) = (G : Pi). Absurdo.

Pelo Teorema (1.7), para cada i existe gi ∈ G tal que ◦(gi) = ◦(αi). Sendo PiEG,
então gi ∈ Pi. Assim para 1 ≤ i, j ≤ t, i 6= j, temos gigj = gjgi.
De fato,

Pi EG ⇒ gjg
−1
i g−1

j ∈ Pi ⇒ gigjg
−1
i g−1

j ∈ Pi,
Pj EG ⇒ gig

−1
j g−1

i ∈ Pj ⇒ gigjg
−1
i g−1

j ∈ Pj.

Como Pi ∩ Pj = 1, segue-se que gigj = gjgi. Sendo g =
t∏
i=1

gi ∈ G, temos que,

◦(gi) =
t∏
i=1

◦(gi) =
t∏
i=1

◦(αi) = ◦(α)

Agora se n | |X|, pelo Teorema (1.8) α é racionalmente conjugado a um elemento
u ∈ U1(ZX). Como (P8), existe x ∈ X ≤ G tal que ◦(x) = ◦(u) = ◦(α) e segue o
resultado.

�



CAPÍTULO 2. CONJECTURAS DE ZASSENHAUS 28

Corolário 2.2 Seja G um grupo de Frobenius com complemento X. Se X for de
Amitsur então (P8) vale para ZG.

Prova: Pelo Teorema (2.5) (P8) vale para ZX e o resultado segue-se então do Teorema
(2.6).

�

Corolário 2.3 Seja G um grupo de Frobenius de ordem ı́mpar com complemento X.
Então (P8) vale para ZG.

Prova: Pelo Teorema (1.13) todo subgrupo de Sylow de X são ćıclicos. Assim pelo
Teorema (2.5), (P8) é válido para ZX e o resultado segue-se novamente do Teorema
(2.6).

�



Apêndice A

O Teorema de Schur-Zassenhaus

A.1 Subgrupos de Hall

Considere G um grupo finito e π um conjunto não-vazio de primos.

Definição A.1 Um subgrupo H de G é dito ser um subgrupo de Halll se
(|H|, |G : H|) = 1. Dizemos ainda que H é um π-subgrupo de Hall de G se |H| é
um π-número e |G : H| é um π′-número, onde π′ é o conjugado dos primos que não
estão em π.

Observação A.1 Segue-se da definição acima que se H é um π-subgrupo de Hall,
então (|H|, |G : H|) = 1 e portanto, H é um subgrupo de Hall. Além disso, |H| deve
ser o maior π-número que divide a ordem de G. Por um Teorema de P. Hall, se G for
solúvel, sempre existe um π-subgrupo de Hall de G para qualquer conjunto de primos
π e quaisquer dois desse subgrupos são conjugados. Veja ainda que se π = {p}, então
um π-subgrupo de Hall de G é um p-subgrupo de Sylow de G. Finalmente, observe
que, para um dado conjunto de primos π, nem sempre existe um π-subgrupo de Hall
para um grupo finito G qualquer. De fato, considere G = A5 e π = {2, 5}. Se A5

tem um π-subgrupo de Hall H, então |H| = 20. Tomando a ação ϕ : G → SX , onde
X = {xH; x ∈ A5}, dada por

ϕ : G → SX

g 7→ ϕg : xH 7→ gxH

obteŕıamos, A5 ' Imϕ ≤ SX ' S3, o que é absurdo.

Considere novamente π um conjunto não-vazio de primos. Denotaremos por
Oπ(G) o subgrupo gerado por todos os π-subgrupos normais de G. Em particular,
Oπ(G) é o maior π-subgrupo normal em G.

O lema a seguir será útil na demonstração do Teorema de Schur-Zassenhaus.

29
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Lema A.1 Seja G um grupo e π um conjugado de primos. Então, Oπ(G) ≤ H, ∀H,
π-subgrupo de Hall de G.

Prova: Considere H um π-subgrupo de Hall de G. Então,

G

Oπ(G)H

Oπ(G)

π−número //

qqqqqqqqqq

qqqqqqqqqq
H

JJJJJJJJJJJ

π′−número

jj

Oπ(G) ∩H

MMMMMMMMMM

ttttttttttt

ttttttttttt

π−número

TT

1

como |Oπ(G)H : Oπ(G)| e |Oπ(G) : Oπ(G) ∩ H| são π-número segue que
|Oπ(G)H : H| é π-número pois:

|Oπ(G)H : Oπ(G)||Oπ(G) : Oπ(G) ∩H| = |Oπ(G)H : H||H : Oπ(G) ∩H|

Mas, por outro lado, |Oπ(G)H : H| é um π′-número, visto que |G : H| é um π′-número
e |G : H| = |G : Oπ(G)H||Oπ(G)H : H| . Portanto, |Oπ(G)H : H| é um π-número e
π′-número. Logo |Oπ(G)H : H| = 1, ou seja, Oπ(G)H = H. Portanto, Oπ(G) ≤ H.

�

A.2 O Teorema de Schur-Zassenhaus

Teorema A.1 (Schur-Zassenhaus) Se G é um grupo finito e N E G com
(|G : N |, |N |) = 1, então existe H 6 G tal que |H| = |G : N | e dois quaisquer
subgrupos de ordem |G : N | são conjugados.

Observe que se H 6 G com |H| = |G : N |, então G = NH e H ∩N = 1.
Com efeito, note que |H ∩N | | |H| e |H ∩N | | |N |, portanto |H ∩N | | (|H|, |N |) = 1.
Logo, H ∩N = 1. Do Teorema do ı̀ndice segue-se que:

|HN | = |H||N |
|H ∩N |

= |G : N ||N | = |G|

Logo, G = HN e G
N

= HN
N
' H

H∩N = H.
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Prova do Teorema:

10 Caso: (Schur) N é abeliano.

EXISTÊNCIA

Seja Q = G
N

. Note então que Q age sobre N . Basta considerarmos a aplicação

ψ : Q → AutN

x 7→ nx, x = gN

onde, nx = ψx : N → N dada por ψx(n) = ng, ∀n ∈ N .
Observe então que ψ está bem definida pois se

x = g1N = g2N ⇒ g1N = Ng2 ⇒ g1 = mg2, m ∈ N
⇒ ng1 = nmg2 = (nm)g2 = ng2 , ∀n ∈ N

Denotemos ng = ψx(n) := nx. Neste caso, para x ∈ N temos nx = n1N = n.
Além disso, segue-se que dados x, y ∈ Q, vale nxy = (nx)y. De fato, x = g1N
e y = g2N , logo xy = g1Ng2N = g1g2N , donde nxy = ng1g2 e, por outro lado,
(nx)y = (ng1)y = (ng1)g2 = ng1g2 . Portanto, nxy = (nx)y, ou seja ψ(xy) = ψ(x)ψ(y),
donde ψ é um homomorfismo.
Considere agora T = {tx;x ∈ Q} um transversal de N em G. Note que

txty ∈ txtyN = txyN ⇒ txty = txtyc(x,y), onde c(x,y) ∈ N

De (txty)tz = tx(tytz) e sendo z = tzN obtemos que:

(txty)tz = (txyc(x,y))tz = txytzt
−1
z c(x,y)tz = txytzc(x,y)

tz = (t(xy)zc(xy,z))c(x,y)
z

Por outro lado,

tx(tytz) = tx(tyzc(y,z)) = (txtyz)c(y,z) = (tx(yz)c(x,yz))c(y,z)

Logo,

c(xy,z)c(x,y)
z = c(x,yz)c(y,z) (A.1)

Definamos agora para cada y ∈ Q, d(y) =
∏
x∈Q

c(x,y). Então valem:

• (i) Como N é abeliano, para um y ∈ Q fixado temos d(y) =
∏
x∈Q

c(x,z) =
∏
x∈Q

c(xy,z).
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• (ii) d(y)z =
(∏
x∈Q

c(x,z)

)z
=
∏
x∈Q

c(xy,z)
z

• (iii) d(yz) =
∏
x∈Q

c(x,yz)

Assim,

d(z)d(y)z
(i)
=

(∏
x∈Q

c(xy,z)

)(∏
x∈Q

c(x,y)

)z
(ii)
=

(∏
x∈Q

c(xy,z)

)(∏
x∈Q

c(x,y)
z
)

=
∏
x∈Q

c(x,yz)c(x,y)
z

(A.1)
=

∏
x∈Q

c(x,yz)c(y,z)

=
(∏
x∈Q

c(x,yz)

)(
c(y,z)

)m
c(y,z) não depende de x

(iii)
= d(yz)c(y,z)

m

onde, m = |Q|.
Logo obtemos,

d(yz) = d(z)d(y)zc(y,z)
−m = d(y)zd(z)c(y,z)

−m (A.2)

Como (m,n0) = 1, onde n0 = |N |, e d(y) ∈ N , existe ey ∈ N tal que d(y)−1 = ey
m.

Para ver isto basta notar que existem r, s ∈ Z tais que rm+sn0 = 1 e tomar ey = d(y)−r.
Assim, d(y) = ey

−m. Portanto,

eyz
−m = d(yz) = d(y)zd(z)c(y,z)

−m = (ey
−m)zez

−mc(y,z)
−m = (ey

zezc(y,z))
−m

E como (m,n0) = 1 segue que eyz = ey
zezc(y,z)

Defina sx = txex, x ∈ Q. Então temos que:

sysz = (tyey)(tzez) = (tytztz
−1ey)(tzez)

= (tytz)ey
tzez = (tyzc(y,z))ey

zez

= tyz(ey
zezc(y,z)) = tyzeyz

= syz

Segue então que a aplicação

θ : Q → G

x 7→ sx
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é um homomorfismo. Mais ainda, sx = 1 implica que txex = 1, donde, tx ∈ N . Assim,
x = N e, portanto, x = 1Q. Logo, Kerθ = 1 e portanto, θ é injetiva.
Tome H = θ(Q) ≤ G. Certamente |H| = |Q| = m = |G : N |. Isto prova a existência
de H em G.

CONJUGAÇÃO

Considere H e H∗ subgrupos de G com |H| = |H∗| = |G : N | = m. Então,
G = HN = H∗N , com H ∩N = H∗ ∩N = 1. Definamos então a seguinte aplicação:

Ψ : Q → H

x 7→ ux

onde x = uxN . Veja que x ∈ Q = HN
N

, então x = uxnxN = uxN , onde ux ∈ H e
nx ∈ N . Observe que se x = h1N = h2N , então h−1

2 h1N = N , donde, h−1
2 h1 ∈ HN = 1

e, neste caso, h1 = h2. Isto garante que ux é o único elemento de H tal que x = uxN .
Dáı Ψ é uma bijeção.
Observe agora que: uxyN = xy = (uxN)(uyN) = uxuyN . Portanto, uxy = uxuy, visto
que o representante é único.
Da mesma forma,

Ψ : Q → H∗

x 7→ ux
∗

é um isomorfismo, tal que uxy
∗ = ux

∗uy
∗.

Ora, x = uxN = ux
∗N e, dáı, ux

∗ = uxax, ax ∈ N . Assim,

uxy
∗ = ux

∗uy
∗ = uxaxuyay = uxuyuy

−1axuyay = uxyax
uyay = uxyax

yay

Por outro lado,

uxy
∗ = uxyaxy

Logo,

axy = ax
yay (A.3)

Defina b =
∏
x∈Q

ax. Para algum y ∈ Q fixo temos:

b =
∏
x∈Q

ax =
∏
x∈Q

axy
(A.3)
=

∏
x∈Q

ax
yay =

(∏
x∈Q

ax

)y
ay

m = byay
m
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Novamente pelo fato de termos (m,n0) = 1, segue a exiatência de c ∈ N tal que b = cm.
Logo,

cm = (cm)yay
m = (cyay)

m ⇒ [c−1(cyay)︸ ︷︷ ︸
∈N

]m = 1⇒ c−1(cyay) = 1

⇒ ay = c−yc (A.4)

Portanto, uy
∗ = uyay

(A.4)
= uyc

−yc = uy(c
−1)uyc = c−1uyc.

Sendo Ψ e Ψ∗ sobrejetoras segue-se que

H∗ = {uy∗; y ∈ Q} = c−1{uy; y ∈ Q}c = c−1Hc = Hc

20 Caso: Caso Geral

EXISTÊNCIA

Seja p um divisor primo de |N | e seja P ∈ SylpN . Considere L = NG(P ),

C = Z(P ) 6= 1 e faça M = NG(C). Temos C
/
car P E L, donde, C E L. Logo

L ≤M .
Pelo Argumento de Fratini, G = LN = MN . Assim:

G

N

m
ttttttttttt

ttttttttttt
M

KKKKKKKKKKK

N ∩M

JJJJJJJJJJ m

ssssssssss

ssssssssss

Fazendo N1 = N ∩M , segue do 20 Teorema dos Isomorfismos que

|M : N1| = |G : N | = m. Então,
∣∣∣MC ∣∣∣ < |G| e N1

C
E M

C
com:

(∣∣∣MC : N1

C

∣∣∣, ∣∣∣N1

C

∣∣∣) = 1, visto

que
∣∣∣MC : N1

C

∣∣∣ = |M : N1| = m e
∣∣∣N1

C

∣∣∣ | |N |.
Por indução, existe K

C
≤ M

C
, com

∣∣∣KC ∣∣∣ = m = |G : N |. Assim, M
C

= K
C
N1

C
e N
C
∩ N1

C
= 1̄

e portanto M = KN1 e K ∩N1 = C .
Observe agora que |C| é um divisor de |N | e dáı, como |K : C| = m = |G : N |, conclui-
se que (|C|, |K : C|) = 1 e pelo fato de C ser abeliano segue do 10 Caso a existência
de H ≤ K com |H| = |K : C| = |G : N |. Como H ≤ G fica provada a existência no 20

Caso.

CONJUGAÇÃO

10 Subcaso: G
N

é solúvel

Seja π o conjunto de primos que dividem m = |G : N | e considere R = Oπ(G).
Tomemos então H e K subgrupos de G tais que |H| = |K| = m. Ora, |H| = |G : N |
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implica que |N | = |G : H| e do mesmo modo |N | = |G : K|. Portanto, (|H|, |G : H|) =
(|N |, |G : K|) = 1.
Isto garante que H e K são ambos π-subgrupo de Hall de G. Logo pelo Lema (A.1),
R ≤ H e R ≤ K, ou seja, R ≤ H ∩K.
Como |G : NR| | |G : N |, |N | é π′-número. Pelo 20 Teorema dos Isomorfismos vale:

N̄ =
NR

R
' N

R ∩N
' N

Temos ainda que:

(∣∣∣G
R

:
NR

R

∣∣∣, ∣∣∣NR
R

∣∣∣) = (|G : NR|, |N |) = 1

Ainda,

∣∣∣H
R

∣∣∣ =
|G : N |
|R|

=
|G|
|N ||R|

=
|G|
|NR|

=
|G|
|R|
|R|
|NR|

=
∣∣∣G
R

:
NR

R

∣∣∣
e do mesmo modo,

∣∣∣KR ∣∣∣ =
∣∣∣GR : NR

R

∣∣∣.
Assim, se R 6= 1,

∣∣∣GR ∣∣∣ < |G| e por indução, H
R

= K
R

ḡ
, onde ḡ = gR, para algum g ∈ G.

Portanto,

H

R
=

g−1RKgR

R
=
g−1RKg

R
=
g−1Kg

R
⇒ H = Kg

Logo podemos supor que R = 1 e além disso assumir que m > 1 e, portanto, N 6= G.
Seja L

N
E G

N
. Sendo G

N
solúvel, segue que L

N
é p-abeliano elementar para algum primo

em π.
Por Dedekind temos N(L ∩H) = (NH) ∩ L = G ∩ L = L (∗).

G

H

?????

L

�����

L ∩H

?????
�����

N

pα �����

N ∩H = 1

????? pα

�����

Assim, L ∩H ∈ SylpL, visto que temos:

H ∩ L ' H ∩ L
N ∩ (L ∩H)

' N(L ∩H)

N
=
L

N
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e ainda,

|L : L ∩H| = |HL : H| = |G : H| = |N | = n0 e p - n0

Do mesmo modo L ∩K ∈ SylpL.
Pelo 20 Teorema de Sylow, existe g ∈ L tal que L ∩H = (L ∩K)g.
Mas, (L ∩K)g = Lg ∩Kg = L ∩Kg. Fazendo S = L ∩H segue que S E 〈H,Kg〉 = J ,
pois S E H e S E Kg. Se J = G, então S E G e como S é um π-subgrupo teŕıamos
S ≤ Oπ(G) = R = 1. Dáı, L ∩H = 1 e por (∗) L = N . Isto é um absurdo, pois L

N
= 1̄

e L
N
E G

N
.

Assim, J 6= G e, portanto, N0 = N ∩ J E J e (|H|, |N0|) = (|Kg|, |N0|) = 1. Por
indução, H = (Kg)j = Kgj para algum j ∈ J , provando que H e K são conjugados
em G.

20 Subcaso: N é solúvel

Sejam H e K subgrupos de G tais que |H| = |K| = m. Podemos supor N ′ 6= 1, pois
do contrário N é abeliano e o resultado segue pelo 10 Caso.

Ora, como N ′ ≤ N temos N ′ ∩H = 1 e ainda N ′
/
car N E G, donde, N ′ E G. Temos

também que HN ′

N ′
' H

N ′∩H ' H e, do mesmo modo, HN ′

N ′
' K. Além disso, N

N ′
é

abeliano e, portanto, N
N ′
E G

N ′
. Pelo 10 Caso, HN ′

N ′
e KN ′

N ′
são conjugados em G

N ′
. Logo,(

HN ′

N ′

)ḡ
= KN ′

N ′
para algum ḡ = gN ′ ∈ G

N ′
. Assim,

KN ′

N ′
=

(HN ′
N ′

)ḡ
=
g−1N ′HN ′gN ′

N ′
=
g−1HN ′gN ′

N ′
=
g−1HgN ′

N ′
=
HgN ′

N ′
⇒ Hg ≤ KN ′

Agora, |HN ′| = |K||N ′| < |K||N | = |G|, visto que N é solúvel. Novamente por
indução. Hgx = K, ∃ x ∈ KN ′.

30 Subcaso: Geral

Sendo (|N |, |G : N |) = 1, segue-se que |G : N | ou |N | é ı́mpar. Então pelo Teorema de
Feit-Thompson G

N
ou N é solúvel. Pelo subcasos anteriores o resultado segue. �

Observação A.2 Vale ressaltar que a condição NEG é essencial para a demonstração
do Teorema de Schur-Zassenhaus. Com efeito, se considerarmos o grupo A5 e N um
2-subgrupo de Sylow de A5 temos (|N |, |A5 : N |) = 1 porém, não existe um subgrupo
de ordem |A5 : N | = 15 em A5.

Observação A.3 Vale ainda observar que a existência de um complemento N no caso
provado por Schur no Teorema A.1 é, na realidade, uma consequência imediata de um
teorema mais geral que diz que:

Teorema A.2 Se G é um grupo finito, N um subgrupo abeliano normal em G e existe
H 6 G tal que N 6 H, (|G : H|, |N |) = 1 e N tem complemento em H, então N tem
complemento em G.

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [[8], Teorema 9.3.5].
De posse desse resultado, a existência de um complemento para N , abeliano,

segue ao fazermos H = N .
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