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RESUMO

Neste trabalho estudamos estimativas Lipschitz até a fronteira para uma classe de proble-
mas de pertubacao singular que aparecem na teoria de combustao no estudo de problemas
de propagacao de chamas. Aqui nés estudamos problemas envolvendo equacoes totalmente
nao lineares e equagoes do tipo quasilinear ambas envolvendo termos de for¢a (RHS) nao

limitados.

Palavras-chave: Fronteira Livre. Regularidade Lipschitz. Estimativas de Fronteira.



ABSTRACT

In this work we study up to the boundary Lipschitz estimates for classes of singular per-
turbation problems appearing in the combustion theory in the study of flame propagation
issues. Here we study problems involving the fully nonlinear equation and quasilinear

type equations both involving unbounded force terms (RHS).

Keywords: Free Boundary. Lipschitz Regularity. Boundary Estimates.



NOTACOES

Msn o espaco das matrizes n por n
[1T| sup |Tv| para uma matriz T € M,
lv|=1
R? o espago {z € R" ;x, > 0}
x se x = (xq1,- -+ ,x,), entao ' denota o ponto (z1,- -+ ,x,_1,0)
B,(x) a bola centrada num ponto = e raio r do R"
S, o espaco das matrizes simétricas de ordem n
Py operador minimal de Pucci Py \ (M) := XY . jei+AY . e
onde e --- , e, sao os autovalores de M
Pya operador maximal de Pucci Py (M) =AY gei+ A, e
onde ey --- , e, sao os autovalores de M
: . n . / |y — QL'|
I, o cone com vertice em x: yER+,|y—y|>T ,

onde x é um ponto no plano {z,, = 0}

F(M,0,z) — F(M,0,y
Br(x,y) sup L ) — I W
MeS,\{0} || M]]
onde F': S, x R" x 2 — R é um operador totalmente nao linear

Jo Jacobiano de uma aplicacao diferenciavel @ : 2 — R", 2 C R™ aberto
F(u) Hu>01NQ, u:Q— R, QC R aberto

lellenas,)  Nellzem) +rlIVellees,) + ' Velcoas,), ¢ € CH(B;)

Q- (u) Qn{u<e}, u:Q—R, QCR" aberto.

Qf (u) Qn{u>e}, u:Q— R, QCR" aberto.

Se {r=(x1-+ ,2,) €ER"; 0 <z, <&}



SUMARIO

[1 INTRODUCAQ| . . . o oo o e e e e e e e s s e i 10




10
1 INTRODUCAO

Em 2006, no paper [11] A. Karakhanyan estudou o problema de perturbagao

singular de uma fase para equagdes elipticas singulares/degeneradas do tipo

onde  C R™ é um dominio C** | ¢ € C*(Q) e B € C°(R) tal que supps C [0,1],
0<B<Bepf(s):=13 (f) Sob estas hipdteses foi provado o seguinte resultado:

€

Teorema 1.1 (Teorema 3.1 - [I1]). Considere u. uma solu¢ao do problema de perturbagao
singular tal que ||f€||cl,a(§) < R. Entao existe uma constante C' = C(n,p, B, R) > 0,
independente de €, tal que

||Vua||Loo(§) <C.

Nos extendemos este resultado para o problema de propagacao de chamas nao
homogéneo. A despeito de [I1] nds enfatizamos aqui a necessidade de pedir regularidade
C? do dominio Q em vez de pedir que seja meramente C'*. Mais precisamente, o principal

resultado desta tese consiste no seguinte teorema:

Teorema 1.2 (Estimativa Lipschitz uniforme até a fronteira para o problema de
perturbagao singular). Suponha que Q é um dominio C* e que u. é uma L"-solugio no
sentido da viscosidade ou uma solugao fraca de um dos sequintes problemas de perturba¢ao

singular.

(u. € CO(Q),
F(D*u.,Vu.,z) = f.(z) + B-(u.) em Q,

u: >0 em €1,

[ U = na 0S)

ou
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(u. € COQ) NWhP(Q),

QA[ua] = fe(‘r) + 66(“6) em 2,

us > 0 em (1,

[ U= na 0S2.

onde f. € L), ¢ > n no caso totalmente nao linear e ¢ = 00 no caso quasilinear;
p e Che (ﬁ) para algum o € (0,1); F satisfaz as condigoes (@) e (@); A satisfaz Q1) a
Q7) em Q, com A € Oppc(7)(Q) (vide paginas 16,17 em Preliminares para defini¢ao des-
tas condigoes). Entao existe uma constante universal C' > 0, i.e., C = C(n,q,a, A\, A7)
no caso totalmente ndo linear, e C = C(n,p, o, A\, A, 7, Ao, Ao, Mo, Ao, g, 0) 10 caso quasi-

linear, tal que

X
Vel ey < € |1+ felzeioy + (1follzsioy + 1Bl 1o +||so|101,a<m]. (4)

onde

1, no caso totalmente nao linear,

(p—1)"Y,  na caso quasilinear.

Em particular, se

sup {||Ue||L°°(Q)> ||fa||Lq(Q)} < o0
e>0

entao a familia {u.} € uniformemente Lipschitz.
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2 RESULTADOS DE FRONTEIRA LIVRE

No que segue, equagoes e inequagoes totalmente nao lineares e quasilineares serao en-
tendidas no sentido L™ da viscosidade e no sentido fraco respectivamente (vide definigoes
(4.1) e (4.2)). Além disso, definiremos certas constantes que serao carregadas ao longo da

tese.

Vr, = max {7, 7Ro}. (6)
1, sempre que o operador envolvido for totalmente nao linear,
X = (7)

(p—1)"', sempre que o operador envolvido for quasilinear.

Teorema 2.1 (Estimativas de fronteira livre até o bordo). Fizados v > 0, 0 <
r < Ry, suponha que u € C°(B;}) ou C°(B;) N WY (B}) é solu¢do de um dos sequintes

problemas de fronteira livre

;

F(D?*u,Vu,z) > f(x) in Bf
F(D*u,Vu,z) = f(z) in{u>0}nBf

IVut| <yg along F(u)

U= on Bl

[ Qulu] > f(z) in Bf
Qulu] = f(z) in {u>0}NB}

VuT| <g along F(u)

— !
[ u=¢ on B]

onde 0 < g € uma funcdo limitada em F(u), p € C**(B.) para algum o € (0,1), f €
Li(B), ¢ > n no caso totalmente ndo linear e ¢ = 0o no caso quasilinear; F satisfaz as

condigoes @ e @); A satisfaz Q1) a Q7) em {u > 0}, com A € Oppc(v)({u > 0}).
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Entao, ut € Co’l(E:r/g) e existe uma constante universal C > 0 tal que

— ||UHL°°(B‘.") ||90||Z~1,a(3') _n X
||w+||mwgc.(i?%g+ e~ (L i PPSS o R )

Precisamente, a constante C tem a sequinte dependéncia
6 = 6(”7 Av A7 YRo> 4, &, 007 Ho, RO)a 6 = 6(”7 Aa A7 YRo» A07 A07 )‘_07 A_07p7 q, R07 Qo, a)Q)
nos casos totalmente nao linear e quasilinear respectivamente.

Lema 2.1 (Expansao do conjunto de positividade da fronteira). Fizados v > 0,

0 <r < Ry, suponha que u: Bf — R, u >0 satisfaz

{ u e CO(BF) - { u € CO(BF) N Wi (B;)
F (D*u,Vu,z) = f(x), Bf Qalu] = f(x), Bf

T

onde f € LY(B}), ¢ > n, no caso totalmente nao linear e ¢ = oo no caso quasili-
near; F' satisfaz as condigoes (@ e (@; e Q4 satisfaz as condigoes Q1) - Q) com
A€ Oppc(v)(B;). Entao existem constantes universais Cp, D1 > 0, tais que

(]—n X
L q)'<HfHLq(B;r)) <)M,
— u>Di-M in B,
u>M on Bl

Equivalentemente, existe uma constante universal C' > 1, tal que

. . -2 X
s O | mtwer (r e
4
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3 MISCELANIA DE RESULTADOS SOBRE REGULARIDADE

Teorema 3.1 (Estimativa ABP para equagoes quasilineares). Seja u : B — R
solugao da equacio Q z[u] = f(z), onde f € L>=(B") e A satisfaz Q1) a Q) em By, com
A € Orpc(7)(By). Entao existe uma constante universal C > 0 tal que
%
lell sty < ell oy + CUA
Demonstragao. Vide Teorema 6.1.5 de [5] O
Teorema 3.2 (Estimativa ABP para equagoes totalmente nao lineares). Suponha
que u € C°(B]") seja uma solucio da equacio F(D*u,Vu,z) = f(x), onde f € L"(B}) e

F satisfaz (@ em By. Entao existe uma constante universal C' > 0 tal que

ull oo 55y < Ml ooy + Cllf I niar)
Demonstra¢ao. Vide Proposicao 2.3 de [6] ]
Teorema 3.3 (Principio da Comparagao para equagoes quasilineares). Sejam
u,v € CY(B") subsolucdo e supersolugio respectivamente da equagdo Q a[w] = f(x),onde

f e L=(By) e A satisfaz Q1) a Q7) em B, com A € Oppc(y)(Bf). Se u <wv na OB,

entdo u < v em toda semi-bola By .
Demonstracao. Vide Teorema 2.4.1 de [5] O

Teorema 3.4 (Principio da Comparagao para equagoes totalmente nao linea-
res). Sejam u,v € C°(B]") L"—subsolu¢io no sentido da viscosidade e L™—supersolugao
forte respectivamente da equagio F(D*w,Vw,z) = f(z),onde f € L"(By), e F satisfaz

@) em BY. Seu <wv na 0B, entio u < v em toda semi-bola B
Demonstragao. Vide Teorema 2.10 de [I] O

Teorema 3.5 (Estimativa C'* interior para equagoes quasilineares ). Dados x( €
R™, e r > 0, suponha que u : B.(xg) — R seja solu¢ao de Qqlu] = f(x), onde f €
L>®(B,(x9)) e A satisfaz Q1) a Q7) em B,(xy), com A € Oppc(7)(Br(x0)). Entao eziste

uma constante universal C' > 0, tal que

[|ull oo (B, (20)) =
IVl (B, )50y < € (% + (P15, @op) P

Demonstragao. Vide Teorema 1 de [4] O

Teorema 3.6 (Estimativa C''® interior para equagoes totalmente nao lineares).

Dados xg € R"™, e p >0, suponha que u : B,(xq) — R seja solu¢io de F(D*u,Vu,z) =
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f(x), onde f € LUB,(x)), ¢ > n, e F satisfaz (©]) em B,(x). Entdo eziste uma

constante universal 0, tal que se para um certo ro > 0 e Yy € B,(xo)

q

1
<‘B (y) N B,(z0)| J5 (WNB.( )BF(xay)qu> <0, sempre que r <1y
" p r(y)NBp(xo

entao existe uma constante C' = C(n, \, A, Cy, po,v,70) tal que

|ullz(By@e) | 1-n
IVl (e < € (f e M TR

Demonstracao. Vide Teorema 3.1 de [9] O

Teorema 3.7 (Estimativa C'* até a fronteira para equagoes quasilineares). Da-

dos xp € OR"}, e r > 0, suponha que u € C’O(B_f) seja solugcao do problema de Dirichlet

{ Qulu] = f(z), em B} (xo)
u =, em B! (xq)

onde ¢ € CY(Bf(xg)), f € L®(Bf(x)) e A satisfaz Q1) a Q7) em Bl (xy), com

A € Orpc(v)(B; (z0)). Entao existe uma constante universal C' > 0, tal que

1

HUHLoo(B:r(m ) ||<P||2~1»a(3/(z ) =1
||VU||Loo(B3t/4(xo)) <C ( = , = (T||f||Loo(BT+(xo))>p

r

Demonstragao. Vide Lema 8.3 de [13] O

Teorema 3.8 (Estimativa C* até a fronteira para equagoes totalmente nao
lineares ). Dados xq € ORY}, e p > 0, suponha que u : Bf (z9) — R seja solugdo do
problema de Dirichlet

F(D*u,Vu,z) = f(z), em B} (zo)
u =, em B),(z)
onde p € CH*(B,(x0)), f € LYB}(x0)), ¢ > n, ¢ F satisfaz (@) em Bf(zo). Entdo eriste

uma constante universal 0, tal que se para um certo ro > 0 e Vy € B;“(xo)

1 i
<|Br(y) N B (x0)| JB, @B o) 5F(I,y>%> < 0, sempre que T <o
T P x

entao existe uma constante C' = C(n, A, A, Co, po,v,70) tal que
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lull g oy | 1PNE10m@e | 4on
HquL(’O(B;'pM(zO)) <C ( P s P . 0 N Laist o))
Demonstragao. Vide Lema 8.3 de [13] O

Teorema 3.9 (Desigualdade de Harnack para equacgoes totalmente nao linea-
res). Dados xy € R" er > 0, suponha que u : B(xg,r) = R seja uma solu¢do da equagao
F(D*u,Vu,z) = f(z), onde f € LY(B(xo,7), ¢ >n, e F satisfaz (©]) e em B(xo,T).

Entao existe uma constante universal C' > 0 tal que
sup u<C ( inf -+ T22||f||Lq(Br(x0)))
BT/Q(.'EQ) B'r'/Z(zO
Demonstrag¢ao. Vide Corolério 5.12 de [3] O

Teorema 3.10 (Desigualdade de Harnack para equagoes quasilineares). Da-
dos ©g € R™ er > 0, suponha que u : B(xg,r) — R seja uma solugio da equagao
Qalu] = f(z), onde f € LYB),q > n, e A satisfaz Q) a Q7) em B(zo,r), com
A € Oppc(7)(B(xo,7)). Entdo existe uma constante universal C > 0 tal que

. p—n/q
swp wC (i e
B,./Q(m()) BT/Q(CCO)

Demonstracao. Vide Teorema 7.1.2 ¢ 7.4.1 de [5] O

Teorema 3.11 (Solubilidade do problema de Dirichlet para equagoes quasiline-
ares). Sejam p € WIP(OB]"), 0 < a < 1; f € L>®(By) e suponha que A : Bf x R* — R"
satisfaz Q1) a Q7) em By, com A € Oppc(v)(BT). Entao o problema de Dirichlet

Qa[w](z) = f(z) , Bf
w(z) = ¢(x) , 0B
admite solucao.
Demonstracao. Vide Proposigao 5.1 de [7] O

Teorema 3.12 (Solubilidade do problema de Dirichlet para equagoes totalmente
nao lineares ). Sejam ¢ € C°(0B;), 0 < a < 1; f € L"(By), e suponha que F :
S, x R" x Bf x R" satisfaz (@ em Bi". Entdo o problema de Dirichlet

F(D*w,Vw,z) = f(z) , Bf
w(z) = ¢(x) , OBy
admite L™-solucao no sentido da viscosidade.

Demonstragao. Vide Teorema 4.1 de [2] O
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O Teorema a seguir também é um resultado de solubilidade para equacoes
totalmente nao lineares. Ele garante que sob a hipdtese de concavidade ou convexidade

. - .. . 2
do operador existem solugdes para problemas de Dirichlet como acima em W' N C°.

Teorema 3.13. Sejam f € L™(B{) e F : S, x R" x Bf — R um operador concavo ou
convexo na primeira varidvel satisfazendo (@ Entao existe um 6 = 0(n,q, \,\) tal que

se para algum ro >0 e Yy € By

1 q
(—n Br(z, y)qu) <0, sempre que r <y
" JB.(y)

entao qualquer que seja a funcao ug € C°(OBy), o problema de Dirichlet
F(D*u,Vu,z) = f(z) , Bf
u(z) = uo(x) , OBy

adimte uma tnica L"-solucio no sentido da viscosidade a qual estd em W2'(B;i) N
Co(BY).

Demonstragao. Vide Teorema 3.1 de [15] O
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4 PRELIMINARES

Sejam 2 C R™ um aberto e F' : §,, x R™ x €2 um operador uniformemente
eliptico, i.e, existem constantes A, A,y > 0, com A\ < A, tais que para quaisquer M, N €
S, E,m e R x € () tem-se

’P):A<M_N>_7|€_7]| < F(M7§=I)_F(N77I=-T) S’PIA<M_N)+7|§_T]|’ (9)

Assumamos ainda que F admite uma dependéncia Holder na variavel z, i.e., exitem

constantes Cy > 0, uo € (0,1), tais que

{ |F(M, & x) — F(M, & y)| < Colz — ylo(| M|+ [£]) (10)

F(0,0,0) =0

Note que as duas propriedades acima implicam que F'(0,0,z) = 0, Vx € €.
Com respeito a teoria quasilinear, suporemos que )4 é um operador nao linear singu-

lar /degenerado da forma divergente:
Q0] == div <A(m, vu)). (11)

onde A = (A, -+, A,): © x R" — R™ é uma fungao continua tal que para certas cons-
tantes positivas p, g, Ao, Ag, Ao, Ao, g, com p > 1, ¢ > n, ag € (0,1] valem as seguintes

propriedades.

Q1) (A(x,§) — A(z,m),§ —n) >0, V(z,§,n) € AxR", {F#n;

Q2) A, < Ao~ g1 V(2,8) € QxR

Qs) (A(z,€),8) = Ao~ €7 V(z,8) € QxR

(1) As seguintes derivadas parciais existem e sdo continuas em € x (R™\ {0})

0A;

(85"4(337 f))z] = 65]

(ZE,f) 1,j=1,m
Q5) (0eA(x, &) - mm) > Ao €772 Inl, V(w,&m) € @ x (R™\ {0}) x R™;
Qo) [[0eA(z, )] < Ao~ [€7%, V(x,€) € @ x (R \ {0});

Q7) [JAz,8) — A, Il < Ko+ [P~ - [z — gl V(2,9,6) € Ax @ x (R"\ {0}).
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Fixado um aberto U C R"™, denote Ly (U) o conjunto de todas as fungoes em

WHL(U), cujo gradiente ¢ limitado por cima e por baixo. Mais precisamente,
Lo(U) == {v e WEL(U) : log Vo] € LOO(U)}

Além das propriedades Q1)-Q7), assumiremos adicionalmente que A satisfaz
a propriedade de controle via Pucci por baixo em €2, conceito introduzido em [I3] (e
escreveremos simplificadamente A € Oppc(7) (€2), onde a sigla “LPC” vem do inglés
Lower Pucci Control), i.e, existem constantes positivas A, A, g,v, com A < A, tais que

YU c Q, U aberto Xap:=A(, Vo) € Wl’l(U), e para q.t.p. z € U,

loc

Vo € WHHU) N Ly(U) div(Xae)(x) > o[ V()72 (Py A (D?6(2)) — 7| Ve(2)])

As propriedades (9), e no caso totalmente nao linear, bem como as propri-
edades 1) a @7), mais a propriedade de controle via Pucci por baixo no caso quasilinear,
serao chamadas de condigoes de estrutura e as constantes relacionadas a estas propri-
edades serao chamadas de constantes de estrutura.

E facil ver que o operador p — laplaciano satisfaz todas as condicoes acima
com v = 0.

Definicao 4.1. Dados Q2 C R™ um aberto, F : S,, x R" x Q um operador nao decrescente

q

. . ., n .
na primeira varidvel, q > 5 e uma funcao f € L},

(Q), diremos que uma fun¢do u €
C%(Q) € uma Li—subsolugao (supersolugao) no sentido da viscosidade de F(D?*u, Vu,z) =
f(z) em Q se para quaisquer ¢ € VVif(Q) e g € Q) tais que u — © tem mdximo local

(respectivamente minimo local) no ponto xq tivermos

lim sup ess (F(D*p(z), Vo(z),z) — f(z)) >0 (12)

T—T0

(xli_glo inf ess (F(D*¢(x), V(z),z) — f(x)) < O)

Além disso diremos que u é uma L?-solugdo de F(D*u,Vu,z) = f(x) em Q,
quando ela for simultaneamente uma Li-subsolu¢ao e uma Le-supersolucdo desta equagdo
em 2.

Observacao 4.1. Note que @ equivale a dizer que para quaisquer €,7 > 0, existe um
conjunto A C B,(zg), de medida positiva tal que F(D*p(x),Vo(z),z) — f(z) > —¢,
Vr € A.

Observagao 4.2. A hipdtese q > g na definicao acima € apenas para garantir, via
mergulho de Sobolev, que ¢ é continua e assim faca sentido falarmos de um mdximo local
para a fung¢do u — .

Definigao 4.2. Dados Q C R" aberto, p > 1 e f € L} (), diremos que uma fungio u €

loc
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W,oP(Q) € uma subsolugdo (supersolucdo) fraca da equacio Qalu)(x) = divA(z, Vu) =

loc

f(z) em Q se para toda 0 < ¢ € C§(R2) tivermos

/QA(:L’,VU) -Vo(z)dr < — /Q o(x) f(x)dx.

(/Q Az, Vu) - V(z)de > _/Qgp(x)f(x)dx>

Além disso diremos que u é uma solugdao fraca de Qulul(x) = f(x) em Q,
quando ela for simultaneamente uma subsolucao e uma supersolucao fraca desta equagao
em 2.

A partir de agora caminharemos na direcao de mostrar todas as ferramentas
necessarias para demostrarmos o Teorema Faremos isto no caso em que 2 = B}

Mais precisamente provaremos o seguinte Teorema

Teorema 4.1 (Estimativa Lipschitz até a fronteira para o problema de per-
turbacgao singular). Suponha que u. € uma solu¢ao de um dos sequintes problemas de

perturbagao singular.
(u. € CO(BY),
F(D?*u.,Vue,x) = f.(x) + B-(us) em By,

u. >0 em By,

\ uE - ()0 em Bi
ou o
[ u. € COB;H) n WP (B,

Q.A[us} = f€<$) + ﬁs(us) em B;ra

u. >0 em By,

J— /
L U = @ em Bj.

onde f. € LY(Bf), ¢ > n no caso totalmente ndo linear e ¢ = 0o no caso quasilinear;
¢ € O (BY); F satisfaz as condigoes (9) e (10); A satisfaz Q1) a Q7) em B, com A €
Orpc(7)(BY). Entdo existe uma constante universal C > 0, i.e., C = C(n,q,a, \, A, )

no caso totalmente ndo linear, e C = C(n,p, o, A\, A, 7, Ao, Ao, Mo, Mo, g, 0) 10 caso quasi-
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linear, tal que

X
IVtel g, < € |1+ el lpmgapy + (el agap) + 181l ) 4‘H¢HOL%BQ]-(13)

onde

, no caso totalmente nao linear,

(p— 1)_1, na caso quasilinear.

Em particular, se

p { el e sty | Foll o) b < 00
e>0
entao a familia {u.} € uniformemente Lipschitz.

Comecamos nossa empreitada pelo coragao do Teorema que nés o chamamos

de Estimativa do Traco.

Lema 4.1. A estimativa do traco € verdadeira sempre que x admite projecao nao tan-
gencial sobre Q7 (ue), i.e, U, N Ty # 0, onde I, :=={yeQ; |y—z|=dist(x,Q7)}

Demonstracao. Fixado um ponto ¢ € 31/2, defina d. := dist(zo,§2.). Note que podemos

supor sem perda de generalidade que 0 < d. < T Com efeito, se d. = 0 a estimativa é

1
trivial uma vez que esta igualdade implica que zy € €27, e se d. > 7 entao

u:(zo) = p(z0) < |l0llcor(mr) < 4ll¢llcor(my) - de

1
Portanto, daqui para frente suporemos 0 < d, < T Como |zg|+d. < §+Z <1,

temos que By (x9) C Bf". Ademais, Va € B)_(zo)

u(z) > uc(wo) — [@leor(my) [T — w0

> ue(o) — ||ol|cor(my) - de

Logo, pelo Lema (2.1)) segue-se que existe uma constante universal C, tal que
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) 1-n X
inf U > C - inf Ug—ds'(de q||f€||L‘1(B3'E(aco)))

B, (w0) B)_(zo)
a4
> O (ue(z) = [19lleoriy - de) = de - 1 fell o e
Sejam x. uma projecao nao tangencial de z( sobre )= e £ := xg+ 1 (xe — x0),

o qual claramente é um ponto na semi-bola B, (x(). Pela estimativa acima, para mos-
ES

trarmos (*) é suficiente portanto provarmos que para alguma constante universal C'

— X

u() T {e+ (14118l + 1ol lagary) - e } (15)

Consideremos 2 casos.

1) z. € S
d. d. 1 1
Como |x€\+5 < ]xs—x0|+|x0|+ < d, +2—|—8 <leux. €T, (donde segue
que Ba. (2.) = Blee—aqi (z-) C R ), temos que Bdi (z.) C By. Usando a desigualdade de
2 2 2

Harnack na fungao u.|p 4. (z2); Segue-se que existe uma constante universal C; tal que
2

d 1+X 177)
< <C inf —= 16
ue(§) < R A P + ( 5 > [18e(ue) + fllzo(s,, p@y | (16)
Como z. € €., temos que
inf wu. <w(z.)<e (17)
Bg, ja(ze)

Além disso, para quaisquer z € Q-, 0 < r < dist(z,0B;")

' ||/65(u5)+f5||Lq(B+ )y =

=

1B (ue( +19)) + fola + )| agy

IN
<

B (ue(@ +ry) | agpyy + 7 - [1fe(@e + dey)lpacayy

- )

.
= Bl + [ fellpasy)

I =

1_7
+ 7| fellpasr @)
La(BY)

IN
|

Consequentemente,
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PO 8+ el = o (P 18+ Ellesran)

r X
< e (C Bl + 1ol

— d
Como z. € S. NT',,, temos € > |z, — 2| > \%Tw(ﬂ = 56 e portanto
()™ 10+ A ey < % (- Wi + Uhl)” 19
, e claramente implicam em .
2) z. & S
Neste caso, o Lema de Hopf aplicado a funcao v. := u. — € na bola Bf (&)

garante que existe uma existe uma constante universal C' > 0, tal que

us(§) —e = v:(§)

dg 87}:—: d€ X<1_ﬂ)
. C'Z'IE(%H(Z) N elais, o ]

< O | G + 1 (19

Pela proposigao (), temos que

ou,
ov

e claramente implicam em (|15)).

S (22) < [Vuelw)] < G- [1+ (181l + 1o llpagay) | (20)

1+x(lf%) dO Y
() 1) + Ml = 2 (W8l + 1elio)
X

. (Hﬂnmm 1 felloe) (@)

IA

Usando e em , obtemos que
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X
swp e < C et (IBllse + el o o) |
By a(x1)

= 1+ (IBllsm) + 1S liscog ) ] ¢ (22)

Aplicando e no ponto & € 0B 3q4y)/4(x() N 0By, /4(1), obtemos que

Dy (u(x) — [lcorny) - €) <u(§) <C [1 + <||5||LOO(R) + ||fe||Lq(Bl+)>X} ‘€

Logo,

C X
e () {DT {1 + (Hﬂ\lLoo(R) + IIfEIILq<Bl+>> } + [w]oovlusn} ‘€
O X
< max {E, 1} [1 + (H/BHLOO(R) + HfaHLq(31+)> + [90]00,1(31)] - €

O que prova a proposicao.

Figura 1 — Projegao nao tangencial sobre € (u.).

B;aa (x(,))
=

W
0 Xo Bz, (xo)

]

Proposicao 4.1 (Estimativa do trago). Suponha que u. é uma solu¢ao de um dos
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sequintes problemas de perturbacao singular.
(ue € CO(BY),
F(D*u.,Vu.,r) = f.(x)+ B.(u.) em B,
u. >0 em By,

J— /
L Us = @ em B

ou
(u. € CO(BY) N W'#(BY),
Q.A[UE] = fe(x) + /Ba(ua) em Bf_7

(24)

u. >0 em By,

— /
[ U= em Bj.

onde f. € LI(BY), ¢ € COY(BY), F satisfaz as condicoes de estrutura (9) e (10); e
Q4 satisfaz as condicoes Q1) - Q7) em By, com A € Oppc(v)(Bi). Entao eriste uma

constante universal C, tal que para todo x € Q (u.) N BT/Q NS

X
u(@) < C |1+ (Bl + 1fellpapy) + llllovaip] <& (25)
Demonstracao. Fixado um ponto xy € Q2 (u:) N B;L/Q NS., defina dy := dist(xy,2.). Note
que
dy = dist(xf, )

< xy — xo pois xg € 2.

< ¢ pois xy € S
Seja x; um ponto em £ tal que |z, — xy| = dy. Note que se dy = 0, i.e,

r1 = x;, a estimativa é trivialmente satisfeita. Portanto suporemos sem perda de
generalidade que dy > 0.

Suponhamos adicionalmente que x; € I'yy. Caso

X
e (1Bl + 1l o)) > O (uelah) = [eleoacay - )

onde C é a constante do Teorema ([2.1)), entdo a proposigao segue uma vez que esta
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estimativa implica que

1 X
uelah) < [a (1Bl + 1fell o ) +[so]co,1<31>]-e

1 X
< max< —,1 [(HBHLO@(R) + ’|f€HLf1(B+)) + [‘P]COJ(BD] =
Cy !

Portanto podemos supor sem perda de generalidade que

X /
€ <||ﬁ||L°°(R) + Hfa||m(31+)> < O (ue(a) = [plooy) -€) = CiM (26)

1 1
Como |z(| + do < |zo| + do < 5T5< 1, temos que By (z() C Bf". Ademais,
Vz € B) (z()

us(r) > u(wg) — [plooamy) - [v — g
> u(wg) — [pleor(sy - do
> u(wg) — [pleorsy) - €

= M

Além disso,

=5 ! /
dy *[|B:(ue) + faHLq(B;O(a;/)) = do||Be (ue(2" + doy)) + fe(@" + doy)|| Loy

< dol|P: (ue(" + doy)) || oy + ol | f=(2" + doy)[ Loy

do ue (" + doy) 1-n
= < 5(% . + d q||fs||Lq(B;0(x/))
La(By)
< IBllzeew + 1 fellpacs) (27)

Consequentemente, por



27

1+x(

X

NButw) + Ll oy < o (1Bl + 1 ellzacory)
X

< = (1181l + £ s )

< 1M

Logo, pelo Lema ([2.1)), existe uma constante universal Dy, tal que

Ua|BLd1 wy = DiM = Dy (ue(p) = [pleoa(s) - €) (28)
4

Agora, como

dy dy d 1 1 1
1] + 5 < |21 — o] + | o|+—<do+|«’76’o|Jr 5 Sgtstig <t

e r1 € I'yy (donde segue que Bdo (x1) = Bm o (z1) C RY), temos que By, (21) C B
2
Usando a desigualdade de Harnack na fungao u5| Bay () y (vide Coroldrio 5.12 em [3] para

o caso totalmente ndo linear e Teoremas 7.1.2 e 7.4.1 em [5] para o caso quasilinear),

segue-se que existe uma constante universal C' tal que

dO 1+X(1**)
wp wC (i u () 1.0+ MMimy wey | 29)

By a(1) By ja(z1) 2

Como x; € ()., temos que

inf  wu, <wu(zy) <e 30
pnt ) (1) (30)

e assim como na prova de (27)), temos que

dO 1+X<1_E dO %
(2) ) + Ml = (W8l + 1 elio)

X
. (||/3||Loo<R> 1 elln) 63D

IN

Usando e em , obtemos que



28

X
swp e < C et (IBllse + el o o) |
By a(x1)

= C [1 + <||5||L00(R) + ||fe||Lq(Bd0/2(x1))>X} e (32)

Aplicando e no ponto & € 0B 3q4y)/4(x() N 0By, /4(1), obtemos que

D (ue(ah) = [elovscay) - €) < ue(®) < C [1+ (Bllem + 11 ellzasy) | ¢

Logo,

IN

ua(xf))

C X
{ o 1L (181 + el ) ] + [so]oow} e

C X
< max {1} [ (18llomeo + 1 felli)+ lonscap)] -

O que prova a proposicao.

Figura 2 — Projegao nao tangencial sobre € (u.).

Bja, (%)
4
0  x  Bi@x)
Suponha agora que x1 ¢ Iy, e suponha definidos indutivamente pontos xo, z1, -+ ,xx €

Q- (ue), tais que, Vj =1,2,--- |k

{ dj1 = dist(a_y, Q (ue)) = |y — 2, (33)

ij € F‘U;'—l

Seja 1 um ponto em Q (u.) tal que
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dy = dist(x), Q- (ue)) = |Tpe1 — x|

Inicialmente note que por (33), Vj =1, ,k

dj = dist(z}, Q)

< |’x; - IJ/| (pois z; € )
xr;— o .

< X 5 =L (pois z; ¢ Lo )
dj,1

T2

d
Portanto, Vj =1,--- |k, d; < 2—2, e além disso,

e e | LI ]
< g =2y g — 2+ | — g
= dj_1+dj_2"'+d0
j—1
< DYy (31)

1=0
Se di, =0, i.e, x4+1 = T,, entao proposicao segue uma vez que
) ) + k> 5

/

ue(z) 0~

u(y,) + [pleormy) - [ — 7|

€ + [@leormy - |To — Tk
-1y

€+ [pleoasy - do Z o0

=0
€ + [@leoasyy - 2do

(L+2lpleom) -

IN - IN A

IA A

Portanto podemos supor sem perda de generalidade que dp > 0. Se x4 € Ly,

podemos argumentar de modo analogo ao caso x; € I'y;. De fato, caso

X
 (IBllem@ + 1 fellzagsy)) > € (uelai) = leleoa sy - <)

onde (' é a constante do Lema[2.1], entdo a proposicao segue uma vez que esta estimativa

implica que
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us(to) < () + [eleoamplrh — ol

T k—1
[ 1 Y .
S 5 (H/BHLOO R)+H.f€”Lq B+ > +[90]CO’1(BD .€+[90]CO’1(31) dozi
. 1=0
~ 1 . .
— 1 . )
S a <H/BHL°0(R) + ||fEHLq(Bi‘)> + [@]0071(33) - £ + [90]00’1(31) . 26

1 X
< IH&X{ZZ»3}[(Hﬁvam)+WLﬁHLqB;O + [lenaisp | -

Portanto podemos supor sem perda de generalidade que

X
e (1Bl + 1 ellpa) ) < Cr (ueah) = [lomaiay - ) (35)
Como
, o , G| do 1 1
\xk\erkS\xk—x0|+\x0]+dk§doz + ool + 5 < 2do + |wo] < 5 +5 <1
=0

temos que B*( 1) C Bf". De modo inteiramente andlogo ao caso z; € I';;, obtemos que

Ue|p,, (of) = Ue(},) — [Plooa(ny) - €

e via (35) que

B0 + £l Ky o < O () = plom oy - )

Logo, pelo Teorema [2.1], existe uma constante universal Dy, tal que

Uelpy, @) = D1 (ue(ah) = [Ploorsy) - €) (36)
-

Agora, como

k
1
<doz +|ZL‘0|+

=0

dy,
2

1d0

1

dy,
|Tpq1] + 9 = < |Tpg1 —x0| + | 0| + =
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e Tpy1 € Ly (donde segue que B%k (Tr11) = Blayyy o) (Th1) C R, temos que B%k (Tgs1)
2
C Bf
De modo inteiramente andlogo ao caso x1 € I'y;, obtemos, via desigualdade de

Harnack, que existe uma constante universal C' tal que

X
el o) < C (1 (181l + 1ol s ] -2 (37)

Aplicando e no ponto & € B3, (x,) N IBy, /a(wx11), obtemos que
4

Dy (ue(w) = [looncsp) - < ue@) < C [1+ (118l + 11 felluaan)) | -2

Logo,
ue ()

< () + [@]Co»l(Bi)‘x;c — x|

k

C X 1
< {E [1 + (HB”LOO(]R) + ||f5||Lq(BI")> } + ||(,0||Co,1(31)} e+ [QO]COJ(B{) dOZ i
=0

C X

= {E [ (1Bl + M ellagary) ] + “%DHCWBQ} e+ [eloora) - 2do
C X

St 1+ (1811 + el lsagsp)) | + [Pleoacayy -2 + [Plonaay) - 2¢

C X
< max {E, 3} [1 + <||5||LOO(R) + ||fa||Lq(Bl+)> + [‘P]Covl(Bg)} ‘€

Se wpy1 & Ty, entao prosseguimos definindo os pontos Tpy1,Tgi2, -+, até obtermos
um ko € N tal que xp41 € Fwﬁc o Se este kg existir, procedemos como anteriormente
para estimar u.(z;). Caso este ky ndo exista, entdo obtemos uma seqiiéncia de pontos
{z}32 C Q. satisfazendo (33) (e consequentemente (34)), Vj. Por compacidade, obtemos

modulo subsequéncia que

Ty = Too € QN B2do<x6)

Note ainda que z, € IR}, pois como z € 'y | |vp — 2] < |vp — 2)_1]/2 = di/2 — 0,

ajk—l’

quando k — oo. Dali,
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Figura 3 — Seqiiéncia infinita de Projegoes tangenciais.

< [pleoasp Ty — Too| + (7o)

<

[g&] CO1(BY) - 2dg + ¢

IN

[@]00,1(31) - 2¢e + e
= (2[()0]00,1(33) + 1) - €

< 2(1+ [plooay) -
0

Proposigao 4.2. Nas mesmas condigoes do Teoremal{.1], existe uma constante universal
C tal que

X
||vu€||L°°(BI"/2erE) < C |1+ [|uell ooy + <H5HL°°(R) + ||fe||Lq(Bl+)) + ||90||017a(33)] ‘€

Demonstracao. Fixado um z, € B,
Caso 1: dist(xg, By) > e.

Entao B.(z9) C B, e daf Harnack aplicado a u.|p, (z,) n6s dd que existe uma constante

172 N € (ue) considere dois casos

universal C' tal que

sup u. < C < inf u, +51+X(1—*)|]65(u5) + f€||Lq(B (@) ) (38)
Bys(o) -/2(a0) :
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Como zq € ()., temos que

inf w, <wu.(xg) <e¢ 39
B j2(20) (o) (39)

e assim como na prova de (27)), temos que

n X
e XO)18 ) + FellFam, oy < = (118112 + 11 fellagar ) (40)
Usando e em , obtemos que

X
sup e < C e+ (11Bllze + 1ol sy o) |

B s2(z0)
X
= O 1+ (Bl + [1felleamy iean ) | -2 (41)

Logo, pela estimativa interior do gradiente, temos que para uma certa cons-

tante universal C

|VU€($0)| < ||Vu6|

6/4 5'30
¢ e\ H+x(1-2)
< 5/2< S/lzlgo)uﬁ (5) [18=(ue) + Fell o, pceny)
20, ; X
< | e wet 5 (IBllmm + 1 fellear)
g [35/2(170) 2 H HL (R) H HL‘I(Bl)
1 X
< 201 |2 sup wet (|18l + e llzosp)

B€/2 (J,’())

~ X
< C 1+ (1Bl + 1ol |
onde C' é uma constante universal.

Caso 2: dist(xg, B}) < e.

Neste caso nés consideramos a funcao w. solucao de um dos seguintes problemas conforme

u. satisfaca ou
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{ ’P):A<D2w€) - 7|Vw€] = fs(l’) ’ Bl+ (42)

we(w) = ue () . OBY

{ Qufw)(@) = f.z) , BY (43)
’u)€<£li'> = UE(x) ? anr

A existéncia de w, é garantida pelos Teoremas ([3.12] - Note que qualquer dominio
2 com a propriedade do cone exterior, em partlcular a semi bola B, é regular, i.e, para

cada xy € 02 existem constantes 0,7y > 0, tais que

| B () — 9

>0 ,sempre que r <71y
| By (o)

Portanto, no caso quasilinear, como u. € C°(By) N W?(B;) o Corolario 4.2 de [?]
garante que w. € C°(B{"). Estimativa até a fronteira do gradiente e estimativa ABP
(Teoremas (3.8)) e (3.2) para o caso totalmente nao linear e Teoremas e (3.1) para o

caso quasilinear) garantem entao que existem constantes universais C', C' tais que

IVllmisgy S O (lwellimgp) + loclloseesy + 15y 5 )

VAN

¢ < |well Lo 955y T C||fa||>,-fq(31+)> +lellera) + ||f8||)L<q(Bf)}

C

IN

= O (lellgeionp + lelleray + (C+ 1) el Ky )
(el oty + plleracey + (€ +1) el Ko
< O (lell ey + lelloraea + 11y o )

= ~ 1 1 3
ondeC:C’<C’+1>. Como |x0|+25§§+2-§:Z—L,tem08queB§;( )CBS/4 A
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estimativa logo acima junto com a estimativa do trago garantem que Vo € By (),

we2) < welal) +1[Vewel iz, b~ 3

i)+ 8 (el + Iellcnocsy + 1 o) -2

IN

— X
< T 1+ cllgmayy + elloveap + (I18li=@ + 1 lliaqap) | -2

onde C' é uma constante universal.

Como o operador dado em claramente é concavo e tem oscilcao nula, o Teorema
garante que no caso totalmente nao linear, w, € VVIQOC" (B+), e consequentemente,
pelo Teorema , w, ¢ uma L™-solucao forte de . Pelo Principio da Comparacgao
(Teorema (3.4) no caso totalmente nao linear e Teorema no caso quasilinear), temos
u. < w,, em B, e consequentemente a estimativa acima também é verdadeira para u,
em By (zp).

Como dist(zg, B}) < &, temos que zg € B (z() C B36/2(1:0) Aplicando mais uma vez a

estimativa até a fronteira do gradiente s6 que desta vez para .| Bi(z}) obtemos que
€

Ve (o)

< [Vl oo (BY. 5 (@h)

1 1 * 1-2 X
< 0(2—63311(56)u5+2—€||W||ol,a<3é5%>)+(<2s> $18(u) + Fllrziay) )
1 o
= C(‘ sup ue + || Vool oo By, (ap)) + (26)°[VePlen By, (ap)

B;s(azo)
X
+ (Bl + el )

1 X
< €[ s we + IVl + (22)° (Velowiop + (I8l + 1 fellar) )
5 ()

IN

1 X
C(= sup ue+11Velleonisy + (118llmee + 1 Flluss) )

g B+ (‘ZO)

~ X
< O 1+ luellpmapy + (Bl + 1 elliazp)) + lellcrey]

onde na quarta linha acima usamos que assim como na prova de , (2e) 0| B (ue) +



fEHLq(B;rE(x())) < HBHL"O(R) + HfEHLq(Bj)'

36
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5 PROVA DO TEOREMA [1.2

Demonstracao. Prova do Teorema (1.2 Pela proposicao anterior basta estimarmos o

gradiente de u. em B;r/ 4 \ €. Considere a funcao

ve(x) = u, <§> —¢e, z€Bf

Pelas Proposigoes [1] e [2] temos que v, satisfaz a uma equagao do tipo

e, o, = Lo o (2)) 42 ) iy

ou

Qalo = 55 6 (u (5)) + 4. (5)]

confome u, satisfaca ou , onde F satisfaz as condicdes de estrutura @I) e
com as mesmas constantes de estrutura; e )z satisfaz as condi¢oes Q1) a Q7), com
A€ Oppc(7)(BY).

Note que {v. > 0}NB; =2 (Bf/2
parcela dentro do colchete das duas equagoes logo acima sao nulas. Note ainda que

\ Q€> e portanto para todo x neste conjunto, a primeira

F(v.) = 8{v. > 0YNB C {v. = 0B = (2{u. = e)NBF C (2Q)NB; = 2 (Q N Bj/Q)
e pela proposicao anterior, existe uma constante universal C' > 0, tal que Vx € 2 (QE N B >

1/2

T X
Ve (5)] < € [1+ Mellimgapy + (1811 + 1ol liagapy) + elloraqay |

Segue desta andlise que fizemos que v, € solucao de um dos seguintes problemas de fronteira

livre

_ 1 x
2 > - : +
F(D*v., Vo..2) = £ f. (2) in By (0),

(45)
Vo] < g(x)
x ve(x) = ¢ (g) —€ on Bj
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/

onde g é a funcao constante dada por

Qalvd > oo f- (5) in BY(0)
Qaled = o8- (5) in {oe > 0} 0 BF0),
[Vor| < g(x)

| @) :go(g) ¢ onB

38

C X
9@) = 5 |1+ [ell ooy + (1Bl + 1o liaan) + llellonesy]

Observando que {v. > 0} ﬂBl/2 =2 ( 14 \ QE>, segue pelo teorema que existe uma

constante universal C' tal que

[ V| ‘L°°(BIF/4\QE)

Portanto,

HVUEHLOO BY,,\Q)

IN

IA

IN

2| ’VUE‘ |L°<> {U5>0}mBl/2)

2||VU;||Lw(Bj/2)

C .
F(ve)

X

I-(3)

L4(B

o e Gl

W(Bo)

— 1
O supg + ltellpwsy,) + 1 ellfpe ) + o 19lleres, ,)

B+

Ql

B+

sup g + [[te|| oo 51) + [1fell 0 ) + [lllore sy

et X
C 1+ el iy + (1Bl + 1 felloasp) + lellenas)

onde C' é uma constante universal.
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6 CONCLUSAO
A partir deste trabalho pudemos obter estimativas Lipschitz até a fronteira

para problemas de pertubagao singular, que por sua vez levam a estimativa do mesmo

tipo para o problema de fronteira livre correspondente.



1]

[10]
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APENDICE A - PROBLEMAS ESCALONADOS

No que segue €2 denotard um aberto limitado do R™.

Definicao .1. Diremos que uma funcdo continua u : Q2 — R € uma subsolu¢ao no

sentido da viscosidade da equacao

F(D*u,Vu,z) = f(x)

se Vo € C%(Q) que toca a u por cima no ponto xg, isto é ¢(x) > u(x), Vo € Q e

(o) = u(zo) tivermos,

F(D*¢(x0), V(o), z0) > f(z0o)

Definicao .2. Diremos que uma fungio u € W29(Q) ¢ uma Li-subsolucdo
(supersolugio) forte da equagio F(D*u,Vu,z) = f(z) se F(D*u,Vu,z) > f(x)
(F(D*u,Vu,x) < f(x)) para q.t.p z € Q.

Teorema .1. Suponha que f € L"(Q) e F: S, x R" x Q — R satisfaz (9)). Se u € uma
L"-subsolugdo (supersolugao) no sentido da viscosidade da equagao F(D?*u,Vu,x) = f, e

estd em VVIQOC"(Q) entdo u € uma L™-subsolugdo (supersolugdo) forte da mesma equagdo.

Demonstracao. Vide Corolario 3.7 de [1]. O
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Teorema .2.

(1) Pya(M) <Py, (M)

(2) N SASASN =Py (M) <Pya(M) e Py (M) > Py (M)
(3) Pya(M) = =P, (—=M)

(4) PfA(on) = ozP)jjA(M) sea>0

(5) Pya(M) +PiA(N) < PYA(M + N) <Py (M) + Py (N)

(6) Pya(M) +Pya(N) < Pya(M 4 N) < Pyy (M) + Pyy(N)

(7) N = 0= N[ <Py (N) < PyyN) < AN

(8) Pya € Py, sdo uniformemente elipticas com constantes de elipticidade A, nA

Demonstra¢ao. Vide Lema 2.10, de [10] O

Proposicao .1. Sejam U um aberto do R™, p > g, eu:U — R, uma LP-subsolugao da
equacao

F(D*u,Vu,z) = fo(z) + B-(u) (46)
. U x
Fizados a,b > 0,19 € R", defina v :V := 5 +{—x0} = {E — Ty, T E U} — R, por
v(y) = au(xo + by)
Entdo v € uma LP-subsolucdo da equagao
G (D*v,Vu,y) = ab® |:f5(l'0 + by) + e (2)} (47)

onde \
2 p
G(M,p,y) = ab”F (Wa E,IO + by)

Ademais, se F satisfizer as condicoes de estrutura @ e (@), entao G satisfaz as
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condicoes de estrutura

PiaM = N) =by|p—q| < G(M,p,y) — G(N,q,y) < Py\(M = N)+bylp — g
|G(M,p,x) — G(M,p,y)| < Colz — y[*(|M]| + |pl)
G(0,0,0) =0

Em particular, se b <1, entdo G satisfaz exatamente as mesmas condigoes de estrutura

que F', com as mesmas constantes 7y, ji

Demonstragdo. Suponha que 1 € C? (V) e y; € V sdo tais que v — ¢ tem um maximo

local no ponto y;. Defina x1 := 29+ by; e ¢ : U — R, por

olw) = 4o (252

Entao x; é claramente um ponto de maximo local da fun¢ao u — ¢. Logo, como u é uma
LP-subsolucao de , temos que

lim inf (F(D%p, Vg, x) — f(x) = B-()) > 0

Mas entao,
im i 2 ) 12 Y(y)
Jlim inf | G(D*(y), Vi (y), y) — ab” fe(wo + by) — ab™Be | ==
= ab? lim inf (F (D%(y), Vi) , To + by) — fe(wo + by) — B- (M))
Y=y ab? ab a

= ab® lim inf (F (D*p(x0 + by), V(o + by), 2o + by) — fe(x0 + by) — B ((x0 + by)))

Y=y

= ¢@b? lim inf (F(D2gp(x), Vo(x),z) — f(z) — ﬁs(‘ﬂ@)))

Tr—IT1

Y
o

0 que prova que v é uma LP-subsolugao de (47). As condigés de estrutura a serem
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satisfeitas por G sao de checagem imediata.

Observagao .1. A proposicao € naturalmente verdadeira se trocarmos subsolugao por

supersolucao.

Proposicao .2. Sejam U um aberto do R™ e u : U — R uma subsolu¢ao da equacdo

div(A(z, Vu)) = B.(u) + f(z)

(U+{—x0}) — R, dada por

S =

Entao fizxados a,b > 0,29 € R™, a fungcao v :V =

v(y) = au(zo + by)

¢ subsolucao da equacao

div(A(y, v)) = @ [B. (2) + flwo + by)

onde

A 6) = (ap 4 (0 + 1. %)

Ademais se A satisfizer as condigoes satisfaz as condi¢oes de estrutura Q1) a Q7) e
A € Oppc(7) (U), entdo A satisfaz Q1) a Qg) com as mesmas constantes Ao, Ao, Ao, Ao.
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Se b < 1, entdo Q7) também € satisfeita com a mesma constante Ay e A € Oppc(7y) (V).

Em particular A e A tém as mesmas constantes de elipticidade.

Demonstragao. Seja ¢ € C°(V), e defina ¢ : U — R por

Naturalmente, ¢ € C°(U), e pelo Teorema da Mudanga de Varidveis (fazendo

T = xo + by), temos que

v [ 15 (M) 4 o+ )| vy

o [ () s () e

— o / 1B (u(@) + f(2)] b(a)dz

B /U (A(z, Vu(z)), Vo(z))dx

= —aPhp" / (A(zo + by, Vu(xg + by)), Vo(ze + by))b"dy
1%

) _anP/V <A (a:o by VZZ()y)> | Vz(/:éy)>dy

=t [ (A0 T v ) ay

= —/V<71 (y, Vzlgy))7v¢(y)>dy

Chequemos agora as condigoes estrutura.




Ql) Vfﬂ? S Rn’g 7é 7,

(A(y, &) — A(y,m),& —n)

ab

_ £ Ui £ Ul
1 L >
= (aby <A (xo b, ab) A <x0 by. ab> "ab ab> ab

> 0

_ <(ab)p1A (xo + by, é) — (ab) A (o + by, ) € = n>

Q2) V(y,§) € V x R"

p—1
A9 = oy (0t 5 ) 1 s | 7 = dafep
Q) p
A).6) = ((@rA (w4, 5 ) 5 vz | S = nlep

()4) Note que

0cA(y, €) =

()3 (3 (o ) na (o )

Q5) <a§‘71<y7§)77777> =

p—2 .
> = Xol€[P2(n[?

= (ab)P2 <A <x0 + by, %) 77,7]> > (ab)P~2\ §

ab

Qs)

. 3
106AG, )| = (ab2 - Sl = nolep?

e A (xo + by, i) H < (ab)P~*Ay ‘

47



48

Q7)
[A(z,€) — Ay, ©)|| = HA(@“O”%%)‘A<x°+by’%)H
_ et
< (ab) Ao | b —y)|™

< bR €7 o -yl

Mostraremos agora que A € Oppc(by) (V). Com efeito, se V ¢ qualquer subconjunto
aberto de V | e ¢ ¢ uma funcio em W2L(V) N Ly(V), entao U := {xo} + bV &

1 —
claramente um subconjunto aberto de U e ¢ : U — R dada por ¢(z) = Ew (x bm)

estd em W2L(U) N Ly(U). Com efeito, isto segue imediatamente do Teorema (.3) e da
1 —

relagdo Vo(z) = —bVQ/J (x o
a

2 . Consequentemente, como A satisfaz a propriedade

de controle via Pucci por baixo em U temos que

Xap =A(-, Vo) € VVllocl(ﬁ), e para q.t.p.z € U,

div(Xae) (@) > 0| Vo(2)[~2 (Pyy(D*é(2)) — 7 - [V(2)])

Por outro lado

Xa.,) = Ay, Vi(y)) =

— (ab'A (:co + by, vféy))

= (ab)P~tA (2o + by, Vo(xo + by))

= (ab)P 1 X 4 (20 + by)

Pelo Teorema logo mais a frente, segue-se entao que Xz, € Wl’l(V). Segue

loc

também da expressao logo acima, da desigualdade em e do fato de para q.t.p.
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y €V, D¥)(y) = ab® - D2¢(x), © = x¢ + by, que para q.t.p. y € V

divy(X7.4(y))

Definicao .3. Considere Q) e Q' subconjuntos abertos do R™.

v

(ab)}%l divy (XA,cp (w0 + by))

(ab)P~ 128y (X ap(zo+by))
j

3 T ) by
=1 ’

"L 0X 4
p—lbp ,P
“ ; ox; (

xo + by)
J

aP= 1P - divg (X 4 0(x)) (x = x0 + by)

aP~ 1P o|Vp(z) [P — | Ve(z)])

2 (Paa(D?e())

%) -5

ab

ap_lbpg‘

o |Vo(y) P72 (Pyy (D*0(y)) — by [V(y)))

Uma bijecao ® : QQ — Q' é

chamado um k-difeomorfimo (k> 1) se

1. ® e 71

respectivamente.

sio de classe C* e suas derivadas parciais sio limitadas em Q e €,

2. Ezxistem constantes positivas ¢, C' tais que

c<|det Jp| < C

Definigao .4. Considere ® : Q0 — Q' um k-difeomorfimo. Entao o operador pullback ®*
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¢ definido por
d'u=uod

onde u € qualquer fin¢cao real definida em S2.

Teorema .3. Sejam ® : Q — Q' um k-difeomorfimo e p > 1. Entdo Yu € W*P(Q'), a
fungio ®*u € W*P(Q) e a aplicagio ®* : WFP(Q) — WEP(Q) € liner e continua.

Demonstra¢ao. Vide Teorema 3.41, pag.78, de [14]. O

Coroldrio .1. Seu € WHP(Q) e ® é um 1-difeomorfismo, entio uo ® € WP (Q) e vale

a regra da cadeia

(uo®), =(Vuod o, ) (49)

Demonstragdo. Que uwo ® = ®*(u) € WP(Q) é uma consequéncia direta do Teorema
anterior. Quanto & prova de (49)), considere {u)}7>, uma sequéncia de funcoes em
C>(Q) tais que uj, — v em W1P(Q). Pela regra da cadeia usual temos que Vk € N e
Vi=1,---.n

(ug o ®) = (Vuro® &, ) (50)

Ty

Como uy, — u em W'P(Q), o Teorema anterior anterior garante que

up o ® = &*(uy,) — ®*(u) = uo ® em WP(Q) e consequentemente, Vi = 1,--- ,n

(ug o <I>)xi — (uo (I)>a:¢ ,em LP(Q) (51)

Como Vuy — Vu em LP(Q)), obtemos novamente pelo Teorema anterior que

Vug o ® = &*(Vuy) = @ (Vu) =Vuo® em LP() (52)
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Passando ao limite em , e usando e , obtemos o corolério.

O
Corolario .2. Nas mesmas condi¢coes do coroldrio anterior,
V(uo®)=Js Vuod
Demonstragao. Pelo corolario anterior,
Vuod = ((uoq))wlv"' 7(uoq))rn)
= (<vu o q)a q)a71> y T <VU o CI)’ q)mn>)
D,
= : Vuod
o,
= Jg-Vuod
O
Corolario .3. Sejam €, C R™ dois abertos, ® = (®!,---  ®"): Q — Q' um
2-difeomorfismo, e u € WP(Q)). Entio uo® € W*P(Q), e
D*(wo®) =J4 Duod Jo+» uy od- DO (53)

k=1

Demonstracao. Aplicando o lema anterior a expressao , obtemos que
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(uo®),, = <(Vu °®), q%,-> +{(Vuo®, @, )

Por outro lado, note que o corolério (.1)) aplicada a cada func¢do u,, o ¢ em vez de u nos

permite obter que Vj =1,--- ,n

(Vuo®), = ((ugc1 0®), o, (Ug, © q))x])
= ((Vug, 0®,®,), - ,(Vu,, o ®, &, ))

Vg, o®

Portanto,

(uo (ID)miwj = <D2u od- P, , (I)xi> + <Vu o®, @xixj>

Notando que para qualquer matriz A, tem-se ((Aej, e;)) = A (e; 0 i—ésimo vetor

coordenado canoénico), temos que

((D*uo®@-®,,,0,,)) = (Duo®-Js-e;,Js-€;))
= ((Jo-Duo® - Jp-ej,¢))

= Jé'DQUO(I)'J.@

Logo,



Como

segue o corolario.

D*uo® =J, - D*uo®- Jp + (<VU ° @v@wm»

((Vuo®,@,,,)) = (Z Uy, © D - @ﬁixj>

53
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APENDICE B — EXTENSAO DO TEOREMA 1.2 A UM DOMINIO GERAL

Para provar o Teorema principal , inicialmente provaremos que a estimativa ((13]) é
verdadeira numa vizinhanca de um ponto qualquer da fronteira de 2: fixado um ponto
xg € 0f), a menos de uma translagdo podemos supor sem perda de generalidade que

zo = 0. Como ) é C?, existe um r > 0 e uma fungao h € C*(R" 1), tal que a menos de

uma rotagao e uma reindexacao dos eixos coordenados

QNB, ={z= (1, ,2n) = (¢/,2,) € B, ; x, > h(a')}
h(0) =0 (54)

,
Sendo h uma funcao C!, existe um 0 < p < 3 tal que

O3

]| oo (By) <

N | —

VAl Lo (mr) <

A aplicacao @ : R" — R" dada por

naturalmente é de classe C? e tem como inversa a aplicacao y — (py/, pyn + h(py')).

Afirmo que Bf € ®(B, N Q). De fato, se y € By, entao z := ®~!(y) satisfaz
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.
2| = [ (W) = [(py', pyn + M(py))| = |py + h(py)enl < plyl +[|PllL(s) < p+ 5 <7
Tn = pYn + h(py') > h(py') = h(z') (yn > 0 pois y € BY)

Logo, por , segue-se que x € QN B,.

No que segue procuraremos mostrar que a estimativa |D é verdadeira em <I>_1(B;r/ -
Mais precisamente, provaremos que nas mesmas condigoes do teorema ([1.2)) existe uma

constante universal C' tal que

1
||VUaHLoo(q>—1(Bl+/4)) < C L+ [uel o) + (1Bl + [ fellpaw) > + [lellora@)|  (56)

Para tanto, precisamos de trés lemas preliminares.

Lema .1. Sejam U um aberto do R™, u: U — R uma funcao qualquer, e

v:i=uo®:®(U)— R. Entao valem as segquintes propriedades.

(i) Sew e WrP(U) entio v e WP (®(U)) eVz € U tem-se

Vu(r) = An(y')Vo(y) y = ®(x)

onde



(it) Se u e W?P(U) entio v € WP (®(U)) eVz € U tem-se

D*u(x) = An(y") D*v(y) An(y')" + vy, () Bu(y')

onde

(iii) V(y,€) € R"~1 x R"

S < g <3
3
Aty yel < 2

(iv) Para qualquer matriz simétrica M de ordem n e Vy' € R}

P%,%(M) < Pia (A )M ALY ) < Py (A )MAR(Y)') < 73227
Demonstracao.

(i) Segue diretamente do corolério (-2)).

(ii) Segue diretamente do corolério (.3)).

(iii) Note que V(y/,§) € R ! x R"

56



Portanto

De modo andlogo obtemos que |Ay(y')E| >

e consequentemente

|-Ah(y/)§|

An(y')'n

DI = D=

IN

IN

IN

VR

o

57

Inv =Vh(py') 3
0 1 &n

(& = &Vh(py'), &)
(5 - gn (Vh(py/)> 0))

(€] + 1€al1 (VR(py'), 0) ])

= (1§ + €IV R(py)])

)

€]

— (1 + HVhHLW(B'p))

p

3¢

DIPLI= D=

2p

€l

o Note ainda que, Vy € B}, Vn € R®
p
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An(y)E| < 1<\n|+|w<py'>|rn|>

< '5'( I
_ %
< %

(iv) Para quaisquer 3 € R"™!, £ € R” e M uma matriz simétrica satisfazendo
M < M < A, temos que

Iffl2 AAR(Y)ER < (MALY)E, An(y)E) < AAL(Y)E? < 1 2\512
Como (MAx(y")&, An(y)§) = (An(y) MAL(Y')E, §), segue-se que
A A
§1<Ah( y)EM AL~y )<j—p2-1 (57)

Claramente para quaisquer matrizes A = (a;;), B = (b; ;) de ordem n

- i ;i = i b ja;; = tr(BA)

i,j=1 i,j=1
e portanto para quaisquer matrizes Ay, --- , A,, de ordem n temos que
tr(Al"'Am) e t’r‘(AmAl "'Amfl) T e e e — tT(AQ"‘AmA1>

Logo, por , temos que



59

PaalAn@)MAL(Y)) = inf - tr(AAL(2) MAL(Y)")

M<A<AT

= inf tr(Ah(y’)tA.Ah(y/)M)

M<A<AT

v

inf  ¢r(BM)

A oA
Drl<B< 5T

Isto prova a primeira desigualdade do item (iii). A segunda segue diretamente do
primeiro item do Teorema , e a terceira segue de modo analogo a primeira

desigualdade.

O]
Lema .2. Se u. € solucao do problema de perturbacao singular (@, entao
Vg '= U O (I>*1|Bl+ : Bl — R € solugao do problema de perturbagdio singular
(v € COBH) NWa(BY),
QZ[U&‘] = gs(y) + /BE<U€) em Bl+7
(58)
v. >0 em By,
l Ve =7 em Bj.

OndEQa:faoq)il;@:@O(Dil €

Ay, €) = AL () A@ (), An(y)€)

Ademais A satisfaz as condigoes de estrutura Q1) a Q7), A€ Orpc(7)(BT), e 7 e suas

demais constantes de estrutura dependem apenas das constantes de estrutura de A, e de
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Demonstragdo. De fato, como u. € WHH(®71(B])), o teorema (.3 garante que
v. = (D7) *(ue) = u. 0o @~ € WHY(BY).

A terceira e a quarta propriedade de sao trivialmente verificadas. Quanto a
segunda propriedade, considere a mudanca de varidvel y = ®(x), e v € C°(B{"). Entao,

pelo Teorema da mudanca de variaveis,

[ )+ Bt o)y -

= /q) e g- (®(2)) + B- (v (D(2)))] % (P(2)) | det Jp(x)|dw

N i (BF) [fe (2) + B(uc())] ¢ () do (59)

pP" Jo—1

onde ¢(x) =1 (®(x)), a qual é claramente uma funcao em C®(®~1(B])) C C=(Q).

Por outro lado, como u. é solucao de , pelo Teorema da mudanga de variaveis e pelo

Lema anterior temos que



0 que prova junto com a segunda propriedade de (58)).

Quanto as condicoes de estrutura vejamos

Ql) \V/y € Br,Vf,T} € ang 7é77

(Aly, &) — Aly,m)) =

= (A A (), An(y)S) — An(y) A (27 (), An(¥)n) . € — )

= (A(@ Yy), An(y)E) — AP (y), An(y')n) , An(y)E — An(y')n)
> 0

Q2) V(y,€) € B xR"

61



Ay, ) = [AW) AR (), An(y)E)]

IN

2—‘°’p A (@ (y), Au(y)E)]

IN

3 _
2—pAo |AR(y)EP™

3\” o
(%) Aolé]

IN

Qs3) V(y,&) € Bf xR

(A(y,€).€) = (An¥) Ay, An(y)E),€)
(A (y, An(y)E) , An(y)E)

Aol An(y)EP

0 |¢lp
(2p) d

AVARRAVARN|

(Q)4) Pela regra da cadeia, V¢ € R™ \ {0} existe a derivada parcial
O0:A: B x R*\ {0} — R" e é continua uma vez que Vy € By

O AW . &) = An(y) 0 (A(y, An(¥)E)) = An(y) 0 A (y, An(y)€) An(¥)

@s) Y(y,&n) € By x (R"\ {0}) x R"

(O Ay, Omm) = (An(y) OeA (y, An(y)E) An(y')n.m)

= (0eA (y, An(y)E) An(y')n, An(y')m)

v

Aol An(y)E) 1P~ Ay )nl?

Ao
(2p)7

A%

[EP=2nf?

62
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Qo) V(y,€) € B x (R"\ {0})

10: A, Ol < AR ] 1A (@ (), Au(y)E) 1| - [ AR ()]

3

(5) RolAu(y e

(%) Rolefr—?

IN

IN

Q7) \V/l‘,y € Bii_a v§ SHINS \ {O}

(A, ) — Ay O = [An()' A (27 (2), An(2')€) — An(y) A (27 (1), An(y)E)|

Portanto basta estimarmos as 3 parcelas do membro direito da desigualdade

acima. Para a primeira parcela temos que

Como

IN

IN

IN

| A ()t [A (@7 (@), An(2)€) — A (@7 (y), An(a")€)]]
|A (07 (2), Ap(2)€) — A (D7 (y), An(2)€) |

3

%

3 — _ ag

5, N A ()P @ (z) — 27 (y)]
3\? __ _ ao
5) Rolef | (@) — ()|



|2 (2) =@ ()| = [(p2/, prn + h(pz")) — (oY, pyn + hpy'))|
lp(z —y) + [h(pz") — h(py')] enl

< ple =yl + [|Vh]|Lemyllpr’ — py|]
p

< ple—yl+Slz —yl

_ 3p |

temos a estimativa para a primeira parcela,

}Ah(-f,)t [A (‘D_l(ﬂf)> Ah(xl)f) -A (‘I’_l(y)a Ah(@"/)ﬁ)} |

3 ptao o
< (3) oo

Quanto a segunda parcela,

[[An(=)" = An(y)'] A (27 (1), An(a")8) |

< [l = A ] A (@7 (), An(@)e) |

[Vh(pz') — Vh(py')]

< - Ao [An(2)EP
P
3\
< hlley |2’ — oA (%) e
3 o p—1 l1—ap ap
< (g;) Nollbllcxsyle e =yl

-1
< olrao 3 Aol|h P=H g — g0
< 2 ol| ||C?(B,g)|f| |z —y|

64
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onde na tltima desigualdade acima usamos que |z — y| < diam(B;) = 2.

Finalmente com respeito a terceira parcela,

IA

IN

IN

IN

IA

IN

IN

| An(y)t [A (@7 (), An(2)E) — A (7 (y), An(y)€)] |

237) |A (@7 (y), An(2)€) — A (D71 (y), An(y)€) |

3 sup ||9eA (D71 (y), (1 — 6) An(@)E + tALWY)E) || - [An(2)E — An(y)€]

P o<t<1

5 gup Ao (L — ) An(@)E + tANE 2 - | () — An(y)] - €]

P o<t<1

| Vh(pz') — Vh(py')|

3 _
3 ho sup (1= DA)E] + AN 5
P 0<i<1 P

3 3 3 17
= A sup |(1—8)|¢] + t— Nllceem |2 — 3|
oo s (=02l + torel]| il o' o1

3 ot p—1 1—ag 7))

21 Aolltlesc ke = ol —

1—ap 3\ p—1 @0
2 3 Nol[h||c2(my) €17 |z — y|

provando assim a condigao (7).

65

Mostraremos agora que A satisfaz a propriedadade de controle via Pucci por baixo em
Bi: sejam V um aberto de Bf e v € W'(V) N Ly(V). Entdo existem constantes ¢y,

Cy tais que

cp < |V < Cy (61)

Pelo Teorema (.3)), a fungao ¢ := ®*(v)) =1 o ® € W2H(U), onde U = &~ }(V). Pelo
lema anterior temos que Vo(z) = A,(v )V (y), y = ©(z), e que
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20 2p

¢ _ V0 3V _ 3C,

< [Vo(a)| = [An(y) - Vi (y)| < 2 =2,

Ou seja ¢ € Ly (U). Como A satisfaz a propriedade de controle via Pucci por baixo em

(2, segue-se que

Xap:=A(, Vo) e WH(U), eparaqtp z€U
(62)
div(Xag)(@) = 0+ [Vo(@)[P~2 - [Pya(DPp(x)) — 7 - [Veo(a)]]
Pelo teorema (.3)), segue-se que (®~1)* A (-, Vo) = A (P~ Voo d1) € WH(V). Como
h € C?(R™1), a funcio y — A,(y') estd claramente em C'(V). Consequentemente a
fungao y = Xz,(y) = Ay, Vi (y)) = An(y)A (27} (y), An(y) Vi (y)) estd em WHH(V).

Por existe um conjunto de medida nula Z; tal que para todo z € U \ Z;

f(@) = div (A(z, V() > o [V(a)["™* - [Paa(D*¢(x)) —1[Ve(x)l]  (63)

Pelo que provamos anteriormente v satisfaz a seguinte equacao no sentido das

distribuicoes

div (A(y, Vi(y))) = g(y) == fo @7 (y)

Em particular, existe um conjunto de medida nula Z5 , tal que a equacao acima é
satisfeita para todo y € V' \ Zy. Como ® é de classe C*, ®(Z;) tem medida nula.
Definido Z := ®(Z;) U Z,, segue-se que Z tem medida nula e Vy € V' \ Z
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= div(A(z, Vé(x)))

> 0|Ve(x)| [Py (D2(x)) — 7|V ()]
= oA )VYW)] [Pra (Any) D> () An(y)! + ¢y, () B () — 7 [Ar(y) VU ()]
> ;i)lvw(y)\ Py (An(y ) D*Y(y) An(y')) + Py p (Uy, (¥)Bu(y')) — 2—2\%@)@

- 3
> %|V@/}(y)| 79; o’ (D*(y)) — n [y, (v)Br(y)] — 2—2 IW(y)I]
i A||D?h)|| 1o (5
> L 19| [Py (D%0l) — e (Bp)|V¢<y>|—?§l'V¢<y>']
p I 202 4p2 P
2nAHD2hHLoo(B;)) + 3y
= 5 VW) P2, <D2w<y>>—< ; )'W(y)'

onde na quinta linha acima usamos que como y € V \ ®(Z;), z = &~ (y) € U\ Zy, e dai
vale (63)).

Lema .3. Se u. ¢ solucao do problema de perturbagao singular (@, entao v, € solucao

do problema de perturbagao singular
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(v, € C°(By),
F(DZ’UE, VUg,y) = ga(y) + 58('08) em Bf—a

v, >0 em By,

Ve =0 emB]

onde g = f. 0 @1, G=pod " e

F(M.&y) = F (A )Y MALY) + &Bu(y), An(y)E, 27 (1))

Ademais F satisfaz as condicdo de estrutura (@ e existe um ro > 0,tal que para qualquer
Yo € Bf_

B =

1
—_— Br(y,yo)dy | <0, sempre que r < rg (65)
<|Br<y0) N By By (yo)NBY 4



Demonstracao.
|F(M,€&,y) — F(N,n,y)|
= [F (Au(y")MAL(Y)" + EB(Y), An(y)E, 27 (y))

—F (A )NALWY) + 0u.Bu(y'), An(y')n, @ (y))]|

< Py (A) M = NJAY) + (60— m)Baly) + 7 1 Any)(E ~ )
< Py (AY) (M = N)JAY)) + Py (6= m)Baly) + 220~
< P, oy (M = N) 6=l 1B + “521E =

< PL oo (M—N)+ (nAHhQCQ(B“ + 3[)7) € — 1)

2

4p2 ’ 4p2

Isto prova a elipticidade uniforme. Quanto a prova de vejamos
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IN

[F(M,€,y) — F(M,&, )

|F (An(y ) MARY)" + &aBr(y'), An(y)E, 271 (y))

F (An(yo) M An(y0)" + &aBn(y0), An()€, 27 (o))

|F (An(y ) MARY)" + &aBr(y'), An(y)E, 271 (y))

F (An(yo) M A (yo)" + &aBn (o), An(y0)€: 271 (1))

|F (An(yo) MAR(Yo)" + &aBn(¥o), An(0)S, 27 (y))

F (An(yo) M An(yg)" + &aBn (o), An(y0)€ 27 (40))]

Paa (A )M ALY + EaBi(y') — An(yo) MAR(Yo)" — EaBnr(yp)) +
V(AR = An(yo)) Pl

Co |27 (y) = @7 (o)™ (11 AR (y0) M Aw(y0)" + & Bn(wo)ll + [ An(yo)€1)

70
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IN

Pya (An(y) = An(yo)) MARY)) + Py (An(yo) M (An(y)" — An(yp)")

+ Pya G (Bu(y) = Ba(v0))) + I A(Y) — Anlyo)l] - €]

, 3
+ CollJoll gy Iy — vl (HAh(yé)H ML (AR (o) 1T+ [nl - 1Bn(y0) +2—p\€!>

IN

nA [ AR(Y") = An(yo)ll - M- 1AL+ n Al A (yo)l] - [[MI] - AR (Y)Y — An(yo)"

|Vh(py') = Vh(pys)|
p

o Colldonlr gl [ (2 o e 3 g
o) 2p p 2p

Vh(py') = Vh(py |1Dh(py’) — D*h(py)l|
| ( )p ( 0)| HMH p+ A|£| p 0

+ A&l [IBr(y) — Bu(yo)ll + 1€l

2nA -

IN

+ - llhllexsy) - 1y = vol - €]+ C(Co, h)ly — ol - (M| + [€])

IN

C(n, A, Co, h) (||M]] + [&]) - (ly — wol + [|D*R(py’) — D*h(pyo)|| + |y — vol"©)

Consequentemente,

By, yo) < C(n, A, Co, h) (ly — yol + ||D*h(py’) — D*h(pyp)|| + ly — yol°)

Denotando simplesmente por C' a constante C(n, A, Cy, h) logo acima, obtemos que
Vr >0
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3=

d
<|Br(yo ﬂB+|/ —L y)

‘3/ - ?/0‘de/>

=

IN

<|B7- N B | Br(yo)ﬂB+

3=

+ <|B YT St |ID*h(py’) — DQh(py6)||p>
7“ ~(Yo)N

1

1 p
+ |\ =5 |y — yolPHdy
(!Br(yo) N B Js,oynm;

1D*h(py’) — D2h(py6)|\”> (66)

LA

< O+t 4 | —————
<|Br(yo)ﬂBl+| Br(y0)B;

Como h € C*(R"!), temos que D*h é uniformemente continua em Bj. Logo existe um

0 > 0 tal que para quaisquer z, zg € B]

— 2| <0 D*h(z) — D*h
2 = 20l <0 = ||D*h(z) - D*h(zo)ll < 55

5 (0N [0\ _
Definindo rg := mln{ (30) , <@) } obtemos, que se y € B,.(1), entao

0
lpy’ — pypyl < pr < pro < 4§, e consequentemente || D*h(py’) — D*h(pyp)|| < 3¢ sempre

que 0 < r < rg. Logo para todo r nesse intervalo obtemos, via e definicao de r¢, que

1
1 P 0
EROATY ey y)dy | < C (rp P _)
<|Br(y0) N B By (yo)NB; l 0T 30
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Retornando a prova de , para cada 0 < € < 1, defina v, : B — R, por

Ve(y) = ue() y = ®(z)

Entao Vx € &~ (Bf/ 4), 0s lemas . e o Teorema 1} nos dao que existe uma

constante C' universal tal que

[Vue(z)] = lé‘lh(y’)Wa(y)l
% ’ |V'Ua(y)|

IN

IN

3 1
5,C |1+ el iy + (1181=ce) + 110z + ||w||01,a<31>}

onde g. = f. o @71, 1) = ¢ o 7. Para concluirmos a prova de , mostraremos que
cada parcela dentro do colchete da expressao acima é dominada pela respectiva parcela

dentro do colchete de (56|). Com efeito, naturalmente

HUEHLOO(BIL) = HUEHLOO(@—l(Bj)) < uel[Le (@)

Ademais,

gell Loy = ( |9 (y ) dy
= (/ ) |g- (@ ())qldetJ@(w)l)édm
(3 fo)o

= p Sl ()

VAN



Portanto basta estimarmos

[llcrasry = (1Yl ey + IVl Lo sr) + [V coa(sr).-

Naturalmente, ||¢|[r(5;) = [|¢l[r~(@-1(81)) < [|¢l]L=(0). Além disso pelo Lema (1),
temos que Vo(x) = An(y)Vii(y) e consequentemente, Vi)(y) = Cp(2')Vp(z), onde

Crh(z) = Any) t =p ( T Vh(Z) >

0 1

3
¢ de modo andlogo a prova do item (iii) do Lema |D temos que |Cp(2')¢] < 7p|§|,

Vo € By, V€ € R™. Daf segue que, [V Lo (Br) < ?pqubHLoo(Q).

Resta portanto estimarmos [V¢)]co.a(p): para quaisquer yy, y2 € By, temos que

|V¢(y2) - V¢(y1)|
Y2 — 11|

(I‘Pl(yz) - @1(y1)|)a |Bn(25)Vip(a2) — Bi(21) V()]

|y — 1] |2y — 1]

IN

(@)a |Bi(xh)V(2) — Br(x) V(x1)]

2 |zg — x|
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3o\ [ |Bn(xh) [Vp(as) — Veo(z By (a) — Bu(a
¢ (2) (IBelTeter) - Tolmil , U= B,
2 |22 — 1] 22 — 2|
30\" (3p |Vo(z2) — Vo(x Vh(x}) — Vh(zt
< (_P> (_p.| #(2) f( ol [VA@) a< 2)‘||V90HL°°(8Q))
2 2 |x2 _ xl‘ ’3:1 - :C2|
3N 3, Ihllcap 15 = 23))
< [(5) (5 a } ‘ b
< <2> <2 [V(p]co, (3Q)+ |$1—$2|O‘ HVSDHL (9)
3p “ 3P —a
< () (2 + Inllowapit - a4 ) lellerem
3p “ 3p —a
< (%) (F+ blloray @0 ) lellereim

Como o ponto xq foi escolhido arbitrariamente, concluimos que todo ponto x € 0f)

admite uma vizinhanca aberta V, tal que

IV ul| oo vngy < C [llullze@ + (18llze@) + 11 l1za@) ™ + ll@llora o]

Seja 0 o numero de Lebesgue da cobertura

mc |V

€N

Entao Vz € 090, Bs(x) C Vz, para algum = € 0f), e consequentemente pela estimativa

logo acima temos que

IVl (0 < C [l + ([18]]z=@) + [1flla@) ™ + llellereon)] (67)

Como ¢ limitado, temos que € (e portanto a 9€2) é compacto. Logo, a cobertura
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002 C U Bjjo(x) admite subcobertura finita
€02

02 C | Bsja(:) (68)

i=1

Afirmo que

QO C 95/2 U (O Bg(iL‘Z)) (69)

i=1
onde
Qo = {2 € Qd(,00) > §/2)

Com efeito, se € Q\Qs/2, entdo d(x, Q) < §/2. Logo, existe um T € 99, tal que

|z — 7| < 6/2
Por , existe um x; tal que
T — x| < /2
Logo,
|z — ;| < |z —Z|+ |7 — <g+g:(5

Isto é, z € Bs(x;), o que prova . Pelo Teorema de Estimativa Lipschitz Uniforme no

caso interior (Teorema 6.10 de [?] ), existe uma constante universal C' > 0, tal que



IVl |00 < C [llulleo@) + (18]l + [1f]]o) ]

Por , também temos que Vi =1,--- |0

IV ull oo 8y enynmy < C [llullze@) + (1Bllem + [ fllze@)™ + [lellereon)

e , junto com implicam no Teorema (|1.2]).

7
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