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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar o processo de escoamento de um fluido através
de superficies irregulares. Inicialmente serd abordado, a dinamica do escoamento através
de superficies rugosas com geometria auto-afim. Essencialmente, os aspectos relevantes na
compreensao do escoamento em sistemas irregulares sao o estrutural, intimamente associ-
ado a formacao topoldgica e morfologica do meio. Sera descrita a topologia e a morfologia
do sistema irregular. Sera considerado que a geometria das interfaces que constituem o
canal rugoso apresentam propriedades estatisticas invariantes sob transformacoes de es-
cala anisotrépicas, ou seja, podem ser caracterizadas como superficies fractais auto-afins.
O carater irregular desta geometria adiciona um grau de complexidade ao problema do
escoamento, refletindo-se nas propriedades dos campos de velocidade e pressao. Serd in-
vestigado o escoamento de fluido em superficies auto-afins através de simula¢oes numéricas
diretas das equacoes de Navier-Stokes. Investigamos a influéncia da rugosidade superfi-
cial no fluxo viscoso e nao viscoso de fluidos newtonianos em articulacoes auto-afins e su-
perficies fraturadas. Denotou-se que a permeabilidade efetiva decai exponencialmente com
o expoente de Hurst, usado como uma medida quantitativa da rugosidade da superficie.
Contribuigoes nao-lineares para a resisténcia hidraulica fluida tornam-se importantes para
numeros de Reynolds suficientemente altos, devido as contribuigoes das forgas inerciais, o
que é tipico dos experimentos. Em ordem cibica, conclui-se que é possivel encontrar um
comportamento universal da resisténcia hidraulica do sistema, com o inicio das corregoes
nao-lineares da lei de Darcy sendo proporcional ao expoente de Hurst. Isto implica que
o sistema pode ser descrito macroscopicamente apenas pela permeabilidade mesmo para
superficies muito rugosas (H ~ 0.3). Também encontramos a ocorréncia espontanea de
canalizacao quase unidimensional no fluxo, mesmo sem o relativo deslocamento de cisa-
lhamento entre as superficies superior e inferior das proprias articulagoes de fratura. Esse
comportamento inesperado é quantificado aqui usando o indice de participacao.

Palavras-chave: Escoamento. Fluidos. Auto-Afim. Fluent.



Abstract

This work aims to study the process of flow of a fluid through uneven surfaces. Initially
we will address the dynamics of flow through rough surfaces with self-affine geometry.
Essentially, the relevant aspects in understanding the flow of irregular structural systems
are closely associated with topological and morphological formation of the half. The
topology and morphology of the irregular system will be described. It will be appreciated
that the geometry of the interfaces that constitute the rough channel feature invariant
under transformations statistical properties of anisotropic scale, i.e., can be characterized
as self-affine fractal surfaces. The irregular nature of this geometry adds a degree of
complexity to the flow problem, reflecting on the properties of velocity and pressure
fields. This study aims to investigate the fluid flow in self-affines surfaces through direct
numerical simulations of the Navier-Stokes equations. We investigate the influence of the
surface roughness to the viscous and non-viscous flow of Newtonian fluids in self-affine
joints and fractured surfaces. We denote that the effective permeability of the decays
exponentially with the Hurst exponent, used as a quantitative measure of the surface
roughness. Nonlinear contributions to the fluid hydraulic resistance become important
for sufficiently high Reynolds numbers, due inertial forces contributions, which is typical
of experiments. To cubic order, we fi nd that it is possible to nd a universal behavior
of the hydraulic resistance of the system, with the onset of the nonlinear corrections to
Darcy’s law being proportional to the Hurst exponent. This implies that the system
can be described macroscopically only by the permeability even for very rough surfaces
(H ~ 0.3). We also nd the spontaneous occurrence quasi-one-dimensional channeling in
the flow, even with no relative shear displacement between the upper and lower surfaces
of the self-affine fracture joints. This unexpected behavior is quantified here using the
participation index.

Keywords: Flow. Fluid. Self-Affine. Fluent.
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1 Introducao

O fenomeno de escoamento de fluido através de estruturas irregulares, como meios
porosos e meios geoldgicos fraturados, tais como reservatorios de dgua e hidrocarbonetos,
pode ser considerado um campo de pesquisa muito importante em varias areas da Fisica

e da Engenharia, estando presente principalmente na Engenharia de Petréleo.

Na industria do petrdleo existem, pelo menos, dois problemas basicos. O primeiro
é encontrar o petroleo no subsolo e o segundo é retira-lo de maneira eficiente. E ne-
cessario estudar os problemas ligados a esses processos, uma vez que novas reservas de
petroleo precisam ser descobertas e novos tipos de reservatorios precisam ser explorados,
tais como, reservatérios com petréleo altamente viscoso, reservatérios em rochas fratu-
radas e reservatorios do Pré-Sal. Devido ao uso continuo do petrodleo, grande parte das
reservas petroliferas existentes encontram-se em declinio de produgao [3]. Neste sentido,
é necessario investigar em detalhes o escoamento de fluidos em reservatérios fraturados,
permitindo a caracterizacao de reservatorios de petroleo, em termos de suas propriedades

hidrodinamicas, garantindo assim uma producao mais eficiente.

Os progressos realizados no estudo da morfologia das fraturas nos iltimos anos revela-
ram um grande nimero de questoes basicas a serem respondidas neste campo de pesquisa.
O escoamento de um fluido em fraturas é um problema que tem sido objeto de muitos es-
tudos tedricos, computacionais, e experimentais e ainda esta longe de ser completamente
compreendido [4]. Esse problema ganha mais relevancia no caso de reservatérios de hi-
drocarbonetos fraturados [5]. Para o Brasil estudos com esse foco s@o estratégicos porque
as maiores reservas de petroleo descobertas recentemente em nosso pais estao na camada
de Pré-Sal [6], que sdo compostos por rochas carbonéticas altamente heterogéneas e esses
reservatérios sao normalmente fraturados [7]. Além disso pelo menos 20% das reservas
mundiais de 6leo estao em reservatérios naturalmente fraturados [8], e portanto, estudos

desse tipo sao extremamente importantes.

Um reservatério fraturado é aquele onde as fraturas ocorrem naturalmente, devido as
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interagoes das tensoes atuantes no subsolo ou sao induzidas através da perfuracao, e que
possuem um efeito significativo no escoamento dos fluidos no reservatério aumentando,
por exemplo, a permeabilidade do mesmo. Fraturas e falhas naturais sao as principais
vias de migracao e producao de hidrocarbonetos em muitos reservatérios. Infelizmente,
essas também podem atuar como canais para o surgimento de cones de agua e gas, que é
o processo no qual o gas da capa (parte superior de um reservatoério de petréleo saturado,
cujos poros sdo preenchidos por gés livre e dgua) ou a dgua de fundo (localizada abaixo
da zona de 6leo, formando um aquifero associado ao reservatério) se infiltram na zona de
perfuracao na drea préxima ao pogo e reduz a producao de petréleo [9]. O conhecimento
dessas fraturas e suas condutividades hidraulicas em relagao as tensoes das rochas ajuda

engenheiros e geocientistas a otimizar o desempenho dos reservatérios e pogos [10].

O impacto da morfologia do canal (ou fratura) no escoamento de um fluido através
dele tem sido estudado por muitos pesquisadores [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. A
superficie de uma unica fratura parece razoavelmente lisa, com excecao de alguma aspereza
superficial aleatoria. Tal fato sugere que o escoamento de Poiseuille em um canal liso é
um modelo apropriado para o escoamento de fluidos [21]. Por conta disso, o modelo de
reservatorio fraturado que é normalmente utilizado em simulagoes nessas estruturas é o
modelo de placas paralelas para uma tunica fratura, um modelo mais simples onde as
fraturas sdo modeladas com uma abertura média [10]. No entanto, simula¢oes numéricas
[22] indicam que esta visdo tradicional da rocha fraturada como um canal liso nao é
adequada para descrever o escoamento de fluidos, mesmo em baixas velocidades. Pois

determinar a abertura da fratura nao é simples.

A irregularidade de uma superficie (rugosidade [23]) pode ser definida em termos da
distribuigao de suas alturas ou a forma destas [24]. A morfologia de um reservatério
fraturado estd fortemente relacionada com o arranjo de uma rede de fraturas naturais.
As propriedades morfologicas de fraturas em rochas podem ter uma influéncia significa-
tiva sobre o comportamento do escoamento através das mesmas. Métodos empiricos e
estatisticos tém sido propostos para caracterizar a rugosidade dessas superficies, na ten-
tativa de vincula-los ao comportamento hidromecanico das fraturas. Estes métodos sao
incapazes de incorporar adequadamente o efeito da geometria da fratura no comporta-

mento do escoamento do fluido [25].

O processo de escoamento em meios fraturados envolve uma combinacao de feno-
menos em diferentes escalas. Em nivel microscopico, o transporte do fluido é efetuado

através do espaco entre os poros existentes na rocha [26]. Este problema tem sido investi-
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gado pela comunidade cientifica por meio de modelos que tratam os poros como uma rede
aleatoria, e conceitos de teoria da percolagao sao utilizados para resolver o transporte de
fluidos [21]. Macroscopicamente, o fluido escoa através de canais rugosos tais como as
fraturas e esta é, em muitos casos, a escala dominante. Entender o escoamento através
de fraturas é um pré-requisito para a investigacao e modelagem de casos mais complexos,
tais como o escoamento através de redes macroscopicas fraturadas. Outra abordagem
do processo de transporte em sistemas geoldgicos, o transporte de particulas carregadas
por um fluido, também requer um conhecimento adequado acerca das propriedades de
escoamento bem como das propriedades estatisticas do campo de velocidades no interior

de fraturas.

A caracterizacao das propriedades em fraturas de rochas pode ser realizada de duas
formas: na escala de uma tunica fratura; e considerando uma rede de fraturas interconec-
tadas. O primeiro caso é aplicado quando se leva em consideracao o fato de que a fratura
nao é somente um par de placas paralelas, como foi proposto em muitos estudos destes
meios [27, 28]. A superficie interna de uma fratura é geralmente dspera, e esta aspereza
pode ter forte influéncia sobre as propriedades do escoamento. Ja o segundo caso é uti-
lizado quando se tem uma topologia complexa. Em particular, a orientagao das fraturas
nao é completamente aleatoria pois, geralmente, ha alguma correlagao entre as orientagoes
de fraturas préximas em quaisquer conjuntos rochosos, dependendo da histéria da rocha

21].

A topologia da rede de fraturas reflete a histéria geoldgica do reservatorio. A ge-
ometria das conexoes entre as fraturas é determinada pelos mecanismos envolvidos na
formacao das mesmas. A morfologia das fraturas seguem certas leis de escala observa-
das pela primeira vez em meados dos anos oitenta [29, 30, 31], quando pesquisadores
mostraram que as geometrias comuns resultantes da conexao de fraturas possuem pro-
priedades estatisticas invariantes sob transformacoes anisotrépicas sendo caracterizadas
como superficies auto-afins. As propriedades do escoamento no interior da fratura sao
fortemente influenciadas pela geometria rugosa bem como pela conexao entre as fratu-
ras e, consequentemente, a caracteristica auto-afim reflete-se nas propriedades de escala
do escoamento. Propriedades fractais de meios porosos e rochas fraturadas tém atraido
atengao consideravel [32]. Fractais auto-afins sao utilizados para descrever sistemas que
possuem diferentes propriedades de invariancia de escala, paralela e perpendicularmente
a superficie. Isto é, redimensionar o vetor no plano r por Ar requer que, para a escala fora
do plano, z seja reescalonado por A\¥ z para a superficie permanecer estatisticamente inal-

terada, com H sendo o expoente da rugosidade, também chamado de expoente de Hurst.
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No inicio dos anos noventa, foi sugerido que, para fraturas em rochas, H ¢é universal e tem
um valor de 0.8 [32, 33, 34, 35, 36 constante para diferentes tipos de rochas fraturadas
naturais ou artificiais. Outros valores do expoente de Hurst podem ocorrer, dependendo
do material e como a fratura foi produzida [37], sugerindo mais de uma classe de universa-
lidade. Entretanto, estudos cuidadosos indicam uma nao-universalidade e, dependendo do
tipo de material fraturado, o expoente da rugosidade pode assumir dois valores distintos,
H = 0.8 para materiais como vidro, cimento e granito [15, 33, 34, 38] e H = 0.5 para are-
nitos [37], calcita [39] e esferas de vidro [40], entretanto, [41] analisaram dados extensivos
para uma variedade de juntas de rochas e relataram valores nao universais do expoente de
rugosidade H no intervalo 0 < H < 0.85. As simulac¢oes computacionais de [41] indicaram
que o expoente da rugosidade também é fortemente dependente da anisotropia da rocha,

que é obviamente prevalente.

O escoamento em fraturas auto-afins foi discutido pela primeira vez por Roux et al.
[42]. Nesse trabalho eles consideraram uma falha de fratura consistindo de duas paredes
correspondentes que foram movidas ao longo do plano da fratura uma em relagao a outra.
Se o movimento é na direcao z, entao — devido a auto-afinidade da falha — a amplitude da
falha serd proporcional a 7. Foi afirmado em [42] que a permeabilidade de uma falha de

2H com base no uso da auto-afinidade

fratura bidimensional seria dimensionada como x
para determinar as propriedades de dimensionamento de uma largura de canal efetiva.
No entanto, estudos numéricos de Gutfraind et al. [43, 44] usando o Lattice Gas Method,
demonstram que a permeabilidade deve ser controlada pela localizacao onde a amplitude
da fratura é a menor, ou seja, o gargalo mais estreito da fratura. Este efeito de gargalo foi
estendido em canais de fratura tridimensionais introduzindo caminhos ou barreiras criticas
em [45, 46]. Foi encontrado que para os numeros de Reynolds pequenos, a permeabilidade
apresenta trés regimes diferentes de escala em fungao da abertura minima do canal. Em
uma faixa intermediaria de aberturas, para canais tridimensionais, a permeabilidade escala

com b>* para H = 0.8 e b*'% para H = 0.3, onde b. é uma definicio de abertura

equivalente.

A permeabilidade de fraturas rugosas auto-afins com uma ampla faixa de aberturas foi
investigada analiticamente e confirmada através de simulagoes numéricas usando o Método
Lattice-Boltzmann [22, 47]. O escoamento em superficies fraturadas auto-afins, onde
as duas fraturas correspondentes sao separadas por uma distancia w mas sem qualquer
movimento relativo no plano da fratura (z = 0), foi previamente estudado em fraturas
bidimensionais por Skjetne et al. [48] para o caso em que o expoente de Hurst é H = 0.8,

com o numero de Reynolds (Re) variando de 0 a 52. Eles identificaram trés regimes
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de escoamento: primeiro, o regime em que a lei de Darcy é aplicavel; segundo, o fraco
regime de inércia em que a lei de Darcy é representada por uma correcao da terceira
ordem; terceiro, o forte regime de inércia onde a relagao empirica Forchheimer entre
o gradiente hidraulico e a velocidade se mostrou aplicavel. Os autores mostraram que
a baixas velocidades, as secoes mais estreitas da fratura governavam a permeabilidade
efetiva. Além disso, o campo de fluxo preenchia a maior parte da secao transversal de
fratura em baixas velocidades. A medida em que o numero de Reynolds é aumentado, o
campo de fluxo diminuiu e as zonas de recirculagao apareceram préximo a superficie. O
termo linear na equacao de Forchheimer foi relacionado as se¢oes mais estreitas da fratura
e o termo quadratico foi atribuido ao impacto do campo de fluxo em paredes de fratura
onde houve mudancas significativas na direcao do campo de fluxo causado por asperezas

na parede da fratura.

Sarkar et. al. [49] abordaram a questao desafiadora de caracterizar as proprieda-
des hidraulicas de fraturas estudando o escoamento de fluido através de fraturas usando
simulagoes numéricas. Eles realizaram simulagoes de escoamento laminar viscoso para
um fluido newtoniano com modelos de fratura bidimensionais e tridimensionais. Para
isso, usaram a Dinamica de Fluidos Computacional (CFD), do software comercial Fluent,
utilizando um esquema de discretizacao com base no método de volumes finitos. Foram
analisados os efeitos da geometria da fratura sobre o escoamento e o seu efeito sobre os

caminhos de fluxo.

Giacomini et. al. [50] estudaram os fluxos, no regime de estado estaciondrio em um
meio poroso. Eles aplicaram a lei de Darcy para uma rocha porosa saturada e desenvol-
veram um modelo numérico para investigar a anisotropia do fluxo através de uma fratura
natural. Usando o Método de Elementos Finitos compararam seus resultados de estudos
numéricos com testes de estresse de cisalhamento mecanico proposto originalmente por

um estudo anterior [38].

Mais recentemente, os efeitos nao lineares no escoamento de fluidos através de canais
de fratura auto-afim foram abordados por Wang et. al. [51] também usando o Método
Lattice-Boltzmann. Foi investigado os impactos da rugosidade superficial no escoamento
de fluido nao linear através de fraturas de rocha auto-afins tridimensionais, cuja rugosi-
dade de superficie original é decomposta em rugosidade primaria (ondulagao em grande
escala) e rugosidade secundéria (a desigualdade em pequena escala) usando a técnica de
Wavelets [52]. Os resultados das simula¢oes mostram que a rugosidade primaria controla

principalmente a distribuicao de pressao e os caminhos de fluxo na fratura em grande
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escala, enquanto a rugosidade secundaria determina as propriedades nao-lineares do es-
coamento de fluido em uma escala local. A medida que o gradiente de pressao aumenta,
a rugosidade secundéaria aumenta a complexidade local da distribuicao de velocidades,
gerando e ampliando as regides de fluxo de redemoinho e refluxo na proximidade das
asperidades. Verificou-se que a lei de Forchheimer caracteriza bem o comportamento do
escoamento nao-linear em fraturas de diferentes rugosidades. Os efeitos inerciais induzi-
dos pela rugosidade primaria diferem apenas marginalmente em fraturas com o expoente
de rugosidade H variando de 0.5 a 0.8. Além disso, foram examinados os efeitos da rugo-
sidade da superficie na transmissividade, abertura hidraulica e tortuosidade dos caminhos
de fluxo, demonstrando novamente o papel dominante da rugosidade secundaria, especial-
mente para a transmissividade aparente e a abertura hidraulica equivalente em gradiente
de alta pressao ou ntumero elevado de Reynolds. Os resultados mostram que o inicio da
nao-linearidade ocorre em nimeros de Reynolds que aumentam monotonicamente com o

expoente da rugosidade, mais intensamente para as fraturas secundarias.

Em trabalho posterior [53], o comportamento do escoamento em fraturas também foi
investigado no regime laminar usando o Método Lattice-Boltzmann em canais de fratura
bidimensionais. Foi analisado o efeito do aumento da rugosidade na abertura hidraulica
efetiva, utilizando os parametros de Izbash e Forchheimer em funcao do nimero de Rey-
nolds (Re) variando de 0.01 a 500. O crescimento de caracteristicas de fluxo complexas,
tais como turbilhoes perto da superficie da fratura, foi diretamente associado a alteragoes
na rugosidade da superficie. O crescimento rapido de redemoinhos para valores de Re
acima de 1 é seguido por um crescimento mais lento para valores de Re superiores, que
sugeriu um modelo nao linear de trés zonas para fluxo em fraturas asperas. Este modelo
de trés zonas, relaciona a condutividade hidraulica efetiva com o Re. O aumento da rugo-
sidade da fratura levou a maiores volumes de redemoinhos e a uma menor condutividade

hidraulica efetiva para os mesmos valores Re.

Huang et. al [54] investigaram os papéis da rugosidade da fratura, da tensao normal
e da tensao de cisalhamento sobre as caracteristicas do escoamento de fluido através de
fraturas tridimensionais auto-afins. Uma série de testes sob diferentes tensoes normais e
de cisalhamento foram realizados em fraturas para analisar o comportamento da perme-
abilidade em relacao a abertura de fratura. Os resultados mostram que tanto a abertura
média quanto a permeabilidade da fratura aumentam com o incremento da rugosidade
da superficie e a diminuicao do estresse normal. Em relacao a tensao de cisalhamento,
no inicio, a permeabilidade aumenta notavelmente e, em seguida, torna-se gradualmente

constante.
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Estritamente falando, o conceito de permeabilidade como um indice global para esco-
amento em fraturas deve ser restrito a condigoes de fluxo viscoso (linear). Mais precisa-
mente, a lei de Darcy s6 deveria ser aplicavel quando o niimero de Reynolds é suficiente-
mente baixo. E bem conhecido, no entanto, que o papel das forgas inerciais (conveccao)
no escoamento em meios desordenados é importante, e esse deve ser examinado no ambito
do regime laminar [55, 56, 57, 58]. No entanto, a questdo de como a permeabilidade e os
efeitos nao-lineares no escoamento através dos canais de fratura dependem do expoente da
rugosidade H ainda nao esta clara. Além disso, é desejavel caracterizar uma transicao do
comportamento linear para o comportamento nao-linear em termos das correlagoes espaci-
ais na velocidade do fluido em fraturas auto-afins. Isso permitiria elucidar caracteristicas

do escoamento através de geometrias fraturadas que nao foram estudadas anteriormente.

Este trabalho tem como objetivo estudar, através de simulacao direta das equacoes de
Navier-Stokes, o comportamento de fluidos em superficies rugosas com geometria auto-
afim para diferentes expoentes de rugosidade e em diferentes regimes de nimero de Rey-
nolds. Serd apresentada uma abordagem macroscopica do processo de escoamento ocor-
rendo através das superficies, denominadas aqui como fraturas. A topologia da superficie
fraturada sera descrita considerando que tal estrutura possui propriedades estatisticas in-
variantes sob transformagoes de escala anisotropicas. Sera mostrado que as propriedades
do campo de velocidade do escoamento no interior da fratura sao fortemente influenci-
adas pela topologia da fratura. O fluido é definido como continuo e os resultados sao
analisados em termos da lei de Forchheimer para cada regime de escoamento através das
fraturas auto-afins. Investigamos o quanto o fluxo se desvia da lei de Darcy no fluxo
laminar, focando nos efeitos das correlagoes de longo alcance. Confirmamos que a des-
cricao fisica subjacente a uma equacao cibica fornece uma correlacao legitima para o
fluxo na fratura em uma ampla faixa de nimero de Reynolds. Demonstramos também
que é possivel caracterizar essa transicao do comportamento linear para o nao-linear em
termos do expoente de Hurst e relacionamos os efeitos com a canalizacao no meio poroso
devido a forgas inerciais. Para chegar a esses resultados, foram criadas fraturas artificiais
para simular numericamente o escoamento de fluidos sobre cada uma delas. Os softwares
Fluent e OpenFOAM foram utilizados para realizagdo das simulagoes numéricas neste
estudo. Simulagoes numéricas, tanto bidimensionais quanto tridimensionais, foram rea-
lizadas assumindo o regime de fluxo laminar. Os resultados buscam demonstrar como a
andlise detalhada da geometria da superficie pode proporcionar informagoes valiosas sobre

o comportamento de escoamento superficial.
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2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Equacoes Basicas da Dinamica dos Fluidos

A Mecanica dos Fluidos é um ramo da Fisica que estuda as forcas que sao aplicadas
sobre os liquidos, gases e plasmas. A Mecanica dos Fluidos pode ser dividida em trés
categorias. A Estatica dos Fluidos, que diz respeito ao estudo de Fluidos em repouso; a
Cinematica dos Fluidos, que diz respeito ao estudo de fluidos em movimento; e a Dinamica

dos Fluidos, que diz respeito ao estudo do efeito das forcas nos escoamentos de fluidos.

Todos os fluidos sao compressiveis até certo ponto, isto é, mudancas na pressao ou
temperatura resultarao em mudancas na densidade. No entanto, em muitas situacoes, as
mudancas na pressao e temperatura sao suficientemente pequenas para que as mudancas
na densidade possam ser negligenciadas. Nesse caso, o fluido pode ser modelado como um

fluido incompressivel [59, 60]. Nesta tese, considerou-se apenas fluidos incompressiveis.

Massey e Ward-Smith [61] apresentam uma definigdo para a viscosidade dinamica,
afirmando que todos os fluidos oferecem resisténcia a qualquer forca que tenda a fazer
com que uma camada se mova sobre outra. A viscosidade, frequentemente representada
por u, é a propriedade do fluido responsavel por essa resisténcia. Encontra-se empirica-
mente que, para uma grande classe de fluidos, a tensao de cisalhamento é diretamente
proporcional ao gradiente de velocidade tendo a viscosidade dinamica como constante de
proporcionalidade. Tais fluidos sao reconhecidos como fluidos newtonianos. Nesta tese,

considerou-se apenas fluidos newtonianos.

A formulacao de equagoes diferenciais parciais do escoamento de fluido é baseada
na hipdtese do continuo e expressa as leis fundamentais de conservacao da fisica. Da
perspectiva microscopica, um fluido consiste em moléculas que estao individualmente em
um estado de movimento aleatério. Pela hipdétese do continuum, apenas o movimento
(macroscépico) em larga escala dessas moléculas é percebido; portanto, presume-se que

as varias propriedades do fluido em movimento variam continuamente com a posicao e o
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tempo. Normalmente, as propriedades fisicas de interesse sao a densidade, a pressao, a
temperatura e a velocidade (ou o momento). As equacoes descritas nesta tese partem da
suposicao de que o fluido é um continuum e que o mesmo obedece as leis de Newton, sem

o intuito de descrever as interacoes entre as moléculas do fluido.

Ao se derivar as equagoes governantes da dinamica dos fluidos, é postulado que a
massa, o momento e a energia sao conservados. A fim de derivar as formula¢oes ma-
tematicas das leis de conservagao correspondentes, consideramos um volume de controle
fechado W no dominio fluido, que é fixado no espaco e no tempo em um sistema de coor-
denadas Euleriano. O limite de W é uma superficie orientavel OW, com o vetor unitario

n normal a OW apontando do interior de W para fora.

2.1.1 Equacoes de Euler

Seja D uma regiao do espago bidimensional, ou tridimensional, preenchida com um
fluido. Nosso objetivo é descrever o seu movimento. Seja x € D um ponto em D e
considere a particula de fluido movendo-se através de x no tempo t. Em relacao as coor-
denadas euclidianas padrao no espago, escrevemos x = (x,¥, z). Imagine uma particula
no fluido. Essa particula percorre uma trajetéria bem definida. Seja u(x,t) a velocidade
da particula do fluido que esta se movendo através de x no tempo ¢. Assim, para cada
tempo fixo, u é um campo vetorial em D, como ilustra a Figura 1, que sera chamado de

campo de velocidade (espacial) do fluido.

Trajetona da particula fluida

u(x,n

Figura 1: Particula fluida escoando com velocidade u em uma regiao do espaco D.

Para cada instante de tempo ¢, assumimos que o fluido tem uma densidade bem
definida p(x,t). Assim, se W é um volume de controle em D, a massa do fluido em W no

instante ¢t é dada por
m(W.0) = [ plxt)av (21)
1%
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onde dV' é um elemento de volume no espaco.

Vamos supor que as fungoes u e p sao suaves o suficiente para que as operacoes padroes
de calculo possam ser executadas nelas. A suposicao de que p existe é uma aproximagao
para o continuum. Claramente, essa nao se sustenta se a estrutura molecular da matéria
é levada em consideragao. Para a maioria dos fenomenos macroscopicos que ocorrem na

natureza, acredita-se que essa suposi¢ao ¢ extremamente precisa.

Trés principios béasicos servem de alicerce para a derivagao das equagoes governantes
da dinamica de um elemento de fluido. O primeiro afirma que a massa nao é criada, nem
destruida. O segundo diz que a taxa de mudanga do momento de uma porcao do fluido
é igual a forca aplicada nele (segunda lei de Newton). E por fim, o principio que afirma

que a energia nao ¢é criada, nem destruida.
Conservacao da massa

Seja W uma sub-regiao fixa de D (W nao muda com o tempo). A taxa de mudanga
de massa em W é
d d ap
—m(W,t) = — t)dV = — dv. 2.2
a0 dt/W'O(X’ ) /Wat(x’ ) (22)
Chamamos de OW o limite de W, assumido como suave; seja n a normal definida
em pontos de OW; e definimos dA como sendo o elemento de drea em OW. A vazao

volumétrica em OW por unidade de area é u - n e a vazao méssica por unidade de area é

pu - n (Figura 2).

R 1] |
_porc¢ao do limite de W

"

Figura 2: A massa que cruza o limite OW por unidade de tempo é igual a integral da
superficie de pu - n sobre OW.

A lei de conservacao de massa afirma que a taxa de acumulacao de massa em um vo-

lume W é exatamente balanceada pelo fluxo de massa através de seu limite OW expressada
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como
d
— | pdV = —/ pu - ndA. (2.3)
dt Jw ow

onde p é a densidade e u é a velocidade do fluido. A integral de superficie na Equacao 2.3

pode ser convertida em uma integral de volume pelo Teorema da Divergéncia de Gauss,

com isso a Equacao 2.3 pode ser escrita como

/W [% 4V (pu)} AV =0 (2.4)

que da a forma integral de conservacgao de massa. A partir de agora assumimos que
todas as fungoes consideradas sao continuas e suficientemente diferenciaveis. Como W é
arbitrario,

dp
p + V- (pu) =0. (2.5)

Por simples andalise vetorial, a Eq. 2.5 implica que

%—l—u-Vp—i—pV-u:O (2.6)
ou
%wv-u:o (2.7)
onde
%;Z%jLu-Vp (2.8)

¢ chamada de derivada material ou derivada substancial de p. A derivada material é
frequentemente usada na dinamica de fluidos, e especifica a taxa de mudanca de uma

quantidade fisica ao se mover com o fluxo de fluido.

As Equacoes 2.5 e 2.7 sao frequentemente referidas como formas da equacao de con-
tinuidade. Se o fluido é incompressivel, a densidade p é constante em relacao ao espaco e
ao tempo, portanto %Z =0e

V-u=0, (2.9)

que ¢é a condigao de incompressibilidade para o campo de velocidade.
Conservacao do momento

Sejar(t) = (x(t),y(t), z(t)) um caminho seguido por uma particula do fluido, de modo

que o campo de velocidade seja dado por

u(r(t),t) = ar(t). (2.10)
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A aceleracao de uma particula do fluido é dada por
d? d
a(t) = ﬁr(t) = Eu(r(t),t). (2.11)

Pela regra da cadeia, a equagao acima torna-se

d? ou ou. Ou. Ou
t)=—=r(t)=—2+ —9y+ —2+ — 2.12
alt) = gprt) = grt 5 0 T 5.5 T (2.12)
ou seja,
d? ou
@I‘(t) = E +u- Vu, (213)
ondeu-V = uxa% + uya% + uZ% é um operador. Em geral, para qualquer fungao f(7,t)
a _of
- == . 2.14
TR T (2.14)

Para qualquer continuum, as forcas que atuam em uma parcela W do material sao de
dois tipos. Primeiro, ha forcas de tensao, pelas quais uma parte do material é acionada
por forgas em toda a sua superficie pelo resto do continuo. Em segundo lugar, existem
forcas externas, ou de corpo, como a gravidade ou um campo magnético, que exercem
uma for¢a por unidade de volume no continuo. O claro isolamento das forcas superficiais
do estresse em um continuo é geralmente atribuido a Cauchy. Este tipo de forca é também

chamado de for¢a de volume ou de corpo.

Um fluido ideal é definido como aquele em que para qualquer movimento existe uma
fungao p(r,t), chamada de pressao, tal que se OW é uma superficie no fluido com vetor
normal unitario n, a forca de tensao exercida nessa superficie por unidade de drea em r €
OW no instante t é —p(r,t)n. Note que a forca atua na direcao de n sendo perpendicular

a superficie 6W.

Note que a forca estd na direcao n e que a forca atua ortogonalmente a superficie W;

isto ¢, nao hé forgas tangenciais (Figura 3).

Intuitivamente, a auséncia de forcas tangenciais implica que nao ha como rotagoes
iniciarem-se neste fluido, ou uma vez que elas estejam presentes, permanecerao ad infini-
tum. Obviamente, um fluido ideal nao pode descrever simples fenomenos fisicos presentes
na dinamica de fluidos. Nao obstante, o fluido ideal de Euler pode dar ideia de uma classe

restrita de outros fenomenos.

Se W ¢é uma regiao no fluido num instante particular ¢, a forca total exercida sobre o
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forca através de W= pn

Figura 3: Forcas de pressao através de uma superficie W.

fluido dentro de W por meio da tensao em seu limite é
Fow = —/ pndA (2.15)
ow
Seja e qualquer vetor fixo no espaco, o Teorema da Divergéncia da

FaW-ez—/é)Wpe-dAz—/VVV-(pe)dV=—/W(Vp)-edV. (2.16)

Tal que
Foy — — / (Vp)dV. (2.17)
W

Se f(r,t) for uma dada forga de corpo por unidade de massa que também atua em W,

a forca total na auséncia de forgas viscosas é
F— / pfdV (2.18)
w

A forca por unidade de volume para qualquer elemento de fluido é —Vp + pf. De
acordo com a segunda lei de Newton, a for¢ca atuando num elemento de fluido tem de ser

igual a variacao do momento linear desse elemento em relacao ao tempo, assim

Du ou

Pu _ ou Vu= — f 2.1
Py =Pg TPaVu=-—Vptp (2.19)

A Eq. 2.19 juntamente com a Eq. 2.7 sdo as equacoes de Euler.
Conservacao da energia

Para um fluido movendo-se num dominio D, com campo de velocidades u, a energia

cinética contida em um volume representativo W C D é

1
Em-n:—/ plul?dv (2.20)
2 Jw
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2 . : < . , :
onde ||u]|” = (v*+v*+w?) é o comprimento quadrado da fungao vetorial u. Nés assumimos

que a energia total do fluido pode ser escrita como

Etotal = Ecinetica + Einterna (221)

4

onde Finiernal € @ energia interna, que é a energia que nao podemos “ver” em uma escala
macroscopica, e deriva de fontes como potenciais intermoleculares e vibragoes moleculares
internas. Se a energia for bombeada para o fluido ou se permitirmos que o fluido funcione,

a Eioq mudara.

A taxa de mudancga da energia cinética de uma porgao movel W; de fluido é calculada

usando o Teorema de Transporte [62]:

dE., 1 D Du ou
L D e 0 Py ™y 2.22
p7 Q/Wth]u} 1% /u thV /Wp{u (E)t+u Vu)} (2.22)

mas, dF/dt = F - u, e portanto

dEcin
= / pu - fdV — / u- (Vp)dV, (2.23)

comparando a Eq. 2.23 e a Eq. 2.22 tem-se

oo (2w = - o s

que é a mesma Eq. 2.19. As equacoes de Euler sao vélidas quando nao ha forga viscosa

e a energia é conservada.

2.1.2 Equacoes de Navier-Stokes

Definimos um fluido ideal como aquele em que as forgas através de uma superficie
eram normais aquela superficie. Agora consideramos mais fluidos gerais. Considere a
situacao mostrada na Figura 4. Aqui o campo de velocidade u é paralelo a uma superficie
S, mas salta em magnitude de repente ou rapidamente quando cruzamos S. Se as forcas
forem todas normais a S, nao havera transferéncia de momento entre os volumes de
fluido denotados por W e W’ em Figura 4. No entanto, se nos lembrarmos da teoria
cinética da matéria, vemos que isso é realmente irracional. Moléculas mais rapidas de
cima S difundirao através de S e darao impulso ao fluido abaixo, e, da mesma forma,
moléculas mais lentas abaixo de S se difundirao por S para retardar o fluido acima de
S. Para mudancgas razoavelmente rapidas de velocidade em curta distancia, este efeito é

importante.
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Figura 4: Dois elementos de fluido movendo-se em contato com uma superficie S.

Vamos supor, agora, que as forcas de contato possam ser escritas como

F:fﬁmmw+ﬂnmdA (2.25)

onde T é o tensor de tensao de cisalhamento. Aqui, o produto 7 -dA nao é necessariamente
paralelo ao vetor normal dA. A segunda lei de Newton afirma que a taxa de mudanca de

qualquer porcao W do fluido que se move ¢ igual a forga atuando nela:

Fy = ]{ o-ndA (2.26)
W

-

onde ¢ é o tensor de tensdo de Cauchy [62]. Por definicdo o -7 = T™ é o vetor de tensdo
(forga por unidade de &rea) atuando sobre uma superficie com normal 7. E possivel

mostrar que o;; = 0j;. Temos que 7;(") = 0yjn; ¢ a componente j de T

Em geral
Ozz Ogzy Ogz Ozx 0 0 0 Ory Ozz
0 = Oyz Oyy Oyz - 0 Oyy 0 + Oyg 0 Oyz = 0Op + T (227)
Osp Ozy Oz 0 0 o0 Oz Oz 0

onde o, ¢ a tensao normal e 7 ¢ a tensao de cisalhamento, ou tangencial.

Temos que 7;; = T;;. Para um fluido em equilibrio hidrostatico o;; = —pd;;. Logo, a

segunda lei de Newton fica

o Du
7{ a~ﬁdA+J<[ pFdv = 7{ p=sdV (2.28)
oW 14 14 Dt
Di - .
UV 2.29
P =V otef (2.29)

escrevendo

0ij = —pijoi; + Tij (2.30)
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temos portanto que

/L_[ — — —
p—=—Vp+V-T+pf (2.31)
Dt
T deve ser simétrico, o que pode ser deduzido da conservagao do momento angular.
Neste ponto, supde-se que T tem uma dependéncia linear com o gradiente de ve-
locidade Vu. Também é suposto que T seja invariante sob rotacoes de corpo rigido,

desde que nao hé difusao de momento quando o fluido sofre uma rotagao de corpo rigido:
TU-Va-U)=U-T(Vu) U, com U sendo uma matriz ortogonal.

Como T é simétrico, sé pode depender da parte simétrica de Vu, isto é, da taxa de
deformacao, ¢. Como T é uma funcao linear de ¢ e, ainda, € e 7 comutam, eles podem
ser simultaneamente diagonalizados. Assim, os autovalores de 7 sao fungoes lineares dos
auto-valores de ¢ = %(Vu + V7Tu). As tnicas fungoes lineares que sao simétricas neste
sentido sao da forma

T, = Mdy + dy + d3) + 2pud;, (2.32)

onde 7; sao os autovalores de 7 e d; sao os de €, A e pu sao constantes. Assim é possivel

escrever o tensor de tensao como
T = ANVu)Z + 2ué, (2.33)
onde Z ¢ a identidade. Ainda, escrevendo separadamente o traco num so termo, tem-se
T =2u {é — %(Vu)I] +((Vu)Z (2.34)

onde p é chamado primeiro coeficiente da viscosidade e { = A + %u ¢ chamado segundo

coeficiente da viscosidade.

Aplicando a segunda Lei de Newton e o Teorema da Divergéncia obtem-se:

p <g—ltl +u- Vu) = —-Vp+ A+ u)V(V-u) + Vi + pf. (2.35)

A equacao 2.35 e a equacao 2.7 sao chamadas de Equacoes de Navier Stokes. Estas

equacoes descrevem completamente o escoamento de um fluido Newtoniano compressivel.
Para escoamentos incompressiveis, o conjunto completo de equagoes formam as equagoes

de Navier-Stokes é dado por:

P <(Z—1; +u- Vu) = —Vp + uV?u + pf, (2.36)

V-u=0. (2.37)
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Em uma fronteira solida em repouso a velocidade normal do fluido é zero, pois 0 mesmo
nio atravessa a fronteira do sélido. E comum, ainda, utilizar-se da condigao da velocidade
tangencial a fronteira sélida como sendo também zero (condi¢ao chamada condi¢ao de nao-
deslizamento nas paredes). Assim, u = 0 em OW. A necessidade matemética de mais
condicoes de contorno aparece da necessidade de unicidade das solugoes para uma dada

condicao inicial.

As Equagoes 2.36 e 2.37 sao as equagoes governantes mais frequentemente encontradas
na dinamica de fluidos que foram derivadas independentemente por Claude-Louis Navier
(1785-1836) e George Gabriel Stokes (1819-1903). Esta equacdo foi derivada primeiro
por Navier usando argumentos moleculares, e depois por Stokes para um continuum. O
lado esquerdo de 2.36 corresponde a forca de inércia. O primeiro termo no lado direito
representa a forca de pressao; o segundo, a forca viscosa; e o terceiro, a forca gravitacional.
A viscosidade é uma propriedade fisica e, portanto, depende do estado termodinamico do
fluido. E sensfvel & temperatura em ambos os gases e liquidos, e relativamente insensivel
a pressao sob condi¢oes comumente encontradas, com excecao de pressoes anormalmente

grandes [63].

Em seguida, discutiremos algumas propriedades de escalonamento das equacoes de
Navier-Stokes com o objetivo de introduzir um parametro (o nimero de Reynolds) que

mede o efeito da viscosidade no fluxo.

Para um determinado problema, seja L um comprimento caracteristico e U uma ve-
locidade caracteristica. Esses ntimeros sao escolhidos de maneira um tanto arbitraria.
Por exemplo, se considerarmos o fluxo através de uma esfera, L poderia ser o raio ou o
diametro da esfera, e U poderia ser a magnitude da velocidade do fluido no infinito. L e
U sao apenas escalas de comprimento e velocidade razoaveis, tipicas do fluxo a mao. Sua

escolha entdao determina uma escala de tempo por T'= L/U.

Podemos medir x, u, e t como fracoes dessas escalas, alterando as variaveis e intro-

duzindo as seguintes quantidades sem dimensao

_ u _ X _t
u=¢g, xX=% e t'=x (2.38)
A componente x da equagao de Navier-Stokes (homogénea) incompressivel é
0 0 0 0 10 0? 0? 0?
COPCU T N A i Y

ot ox oy Yo, T _,0_0% v 0x? + oy? + 0z
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A mudanca de variaveis produz

o(u'U) ot ,0(u'U) 0z’ ,0(u'U) oy ,O0WU) 0w
o ot U aw o TV ey oy TV e as

_i@a_x/ y 82(UIU) 82(U,U) aQ(u/U) (240)
podu’ r " [O(La' ALy T A(L)? ]

2] [0+ 2 2] -

oy o g (2.41)

[0 o/ (pelU?) [ U 82u’+82u’+82u’
L oz’ 2|7 | 0an oy? 022

Equacoes semelhantes sao validas para os componentes y e z. Se combinarmos todos

os trés componentes e dividirmos por U?/L, obtemos

ou’

/ Nedd X7 L /a
57 +u-Viu=-V.p'+ LUAu (2.42)
onde p’ = p/(poU?). Para um fluido incompressivel,
Vou =0 (2.43)

As equagoes 2.42 sao as equagoes de Navier-Stokes em varidveis adimensionais. Nos

definimos o nimero Reynolds Re como sendo o ntimero adimensional

LU
Re = — (2.44)

v
O numero de Reynolds significa a razao entre os valores caracteristicos das forcas
inerciais e viscosas. As forcas de inércia tém a forma uVu enquanto que as forgas viscosas
de atrito sao da forma de %VQu. Entao, se ug é a velocidade do escoamento e L é o

comprimento caracteristico do sistema, as forgas inerciais sao da ordem de u/L e as

forgas viscosas sao da ordem de Zug JL?. Assim

Re L

= (2.45)
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2.2 Superficies Correlacionadas

2.2.1 Analise de Hurst

Harold Edwin Hurst criou uma metodologia estatistica para distinguir séries cor-
relacionadas de séries nao correlacionadas e sistemas para identificar a persisténcia de
tendéncias. Esse método ficou conhecido como anélise de Hurst ou método R/S (Rescaled
Range Analysis). Para isso, durante varios anos, Hurst tentou modelar o nivel do rio Nilo
com o objetivo de analisar o processo de armazenamento de dgua, no intuito de projetar
um reservatério perfeito, que nunca se esvaziasse e nunca transbordasse (Figura 5). O

objeto de estudo de Hurst foi a variagao do volume das dguas do lago africano Albert [1].

A metodologia criada por Hurst é bem conhecida e aceita em fendmenos que mos-
tram memoria por muito tempo. A metodologia baseou-se inicialmente na determinacao
do volume de um reservatério, sabendo qual é o seu fluxo de entrada de agua &(1), e

considerando que o fluxo de saida seja igual a média de £(t), definida por (£(t)) [1].

O fluxo médio de entrada durante o periodo de tempo 7 é
1 T
€, == >, (2.46)
t=1

A diferenga acumulada X (¢, 7) entre o fluxo de entrada £(t) e sua média (£(t)) é dada

por:

X(t,7) = Z {e@) = (&) }...A<t<T). (2.47)

X(t) = 2 (€0) - (6))

Figura 5: Representagdo de um reservatério de dgua com um fluxo de entrada £(t) e de
saida (£(t)),. X(t,7) representa a diferenca acumulada de entrada e saida de dgua. R o
volume do reservatério que o faz um reservatério ideal. Fonte: [1]

Hurst analisou a diferenca entre os maiores e menores valores do fluxo acumulado
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X (t,7) durante o intervalo de tempo 7. Essa diferenca, definida como alcance R(7), re-
presenta a capacidade indispensavel de armazenamento que mantém o fluxo médio durante

todo o periodo analisado (Figura 6), e pode ser calculada através de

R(7) = maz [X(t, 7')]19&9 — [minX(t, 7)]1§t§7 ) (2.48)
100 T T r T T
% 80}
3
=~ 60
»
T 40}
s
20
0 L
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Figura 6: Volume anual (fluxo de entrada) do lago Albert £(¢) (linha pontilhada) e a
diferenga acumulada X (¢) (linha continua). R representa o volume do reservatério para
que nunca se esvazie ou transborde. Fonte: [1]

Hurst percebeu, apds vérios periodos de andlise, que R(7) depende do fluxo (£(t)).
Além disso, percebeu que tanto R(7) quanto (£(t)) dependem do periodo 7 . Para fina-
lizar, Hurst utilizou o desvio padrao do fluxo de entrada de agua no reservatério como

denominador de seu método. O desvio padrao ¢é definido por

- 1/2
S = (% > {e - <§>T}2> - (2.49)

Hurst concluiu que a razao adimensional R/S possui uma dependéncia do periodo

7, tomando como base varios registros de tempo. Esta relacao empirica pode ser escrita

“

onde H é chamado expoente de Hurst, e pode ser extraido a partir de observacoes.

CcOo1mo

O expoente de Hurst, que é uma grandeza adimensional, permite a comparagao com
outros fenomenos. Ele é também um parametro que descreve o comportamento de siste-
mas que sao dependentes do tempo, compostos por um numero muito alto de variaveis,
sendo uma ferramenta capaz de caracterizar o grau de autossimilaridade de um processo,

ou seja, € uma medida de correlacao e persisténcia. Aplicando o logaritmo em ambos os
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lados da equagao 2.50, obtem-se:

log,,(R/S) = Hlog,,(7/2). (2.51)

Tragando o grafico de log,,(R/S) em funcao de log,y(7/2), uma reta é obtida e a

inclinagao da mesma corresponde ao expoente de Hurst H.

O expoente de Hurst é o teste classico para detectar memoria em séries de dados.
Hurst observou uma correlacao nas séries analisadas e seus estudos deram origem a analise
R/S, que permite definir o expoente de Hurst, também chamado de coeficiente de Hurst.
O valor de H, que pode variar entre 0 e 1, permite classificar a série temporal em per-
sistente ou antipersistente. Uma série que possui 0.5 < H < 1 exibe um comportamento
de persisténcia [1]. Isso quer dizer que a um incremento na varidvel dependente é mais
provavel seguir-se um novo incremento, e que a uma diminuicao na variavel dependente
¢ mais provavel seguir-se uma nova diminuicao. Uma série associada a 0 < H < 0.5
exibe um comportamento antipersistente, ou seja, a um aumento na variavel dependente
¢ mais provavel seguir-se uma diminuicao, e vice-versa. Uma série temporal associada a
um processo aleatério descorrelacionado, como um movimento browniano regular, é ca-
racterizada por H = 0.5 [64]. As séries persistentes e antipersistentes possuem memdria

de longo alcance, enquanto que as nao correlacionadas nao possuem memoria [65].

Nas superficies fraturadas, o expoente de Hurst é limitado ao intervalo 0 < H < 1, e
se relaciona com as caracteristicas geométricas do perfil. Este expoente foi utilizado para
caracterizar as fraturas. Os valores do expoente de Hurst em fraturas reais dependem do
material e a forma como a fratura foi produzida [21]. O valor do Expoente de Hurst H
d4 indicacao sobre a natureza fractal da série de dados que representa a fratura. Para
0 < H < 0.5, uma correlagdo positiva entre as varidveis (caso de persisténcia) e, para
0.5 < H <1, tem-se uma correlacdo negativa entre as variaveis (caso de antipersisténcia).
H = 0.5 corresponde a um movimento browniano, ou seja, tem-se um comportamento

descorrelacionado entre as varidaveis.

2.2.2 Analise de Flutuacao sem Tendéncia

A Anadlise de Flutuagao sem Tendéncia (Detrended Fluctuation Analysis — DFA) é
uma técnica desenvolvida por Peng et. al [66] para quantificar com precisao as correlagoes
de leis de poténcia de longo alcance incorporadas em séries nao-estacionarias. O DFA tem

sido muito utilizado para quantificar as correlagoes de longo alcance.
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O método de DFA [67] pode ser utilizado para calcular o expoente de Hurst de uma
série temporal através da eliminacao das tendéncias que podem estar sobrepostas a um
movimento browniano fraciondrio subjacente [68]. A técnica consiste em uma andlise da
raiz quadrada média modificada do caminho aleatério, projetada especificamente para

detectar correlagoes de longo alcance em dados nao-lineares ou nao-estacionarios.

No DFA, a média temporal da série temporal é subtraida da série original e, em

seguida, ¢é integrada. Dada uma série &;, define-se

k
y(k) =Y & — (©)] (2.52)

t=1

onde t é o t-ésimo intervalo de tempo e (§) é a média temporal.

A seguir, a série temporal integrada é dividida em intervalos de igual tamanho n
nao sobrepostos, e em cada um destes intervalos, uma curva y, (k) é ajustada aos dados,
usando minimos quadrados, representando a tendéncia das séries nesse intervalo particu-
lar. O proximo passo é remover a tendéncia local y, (k) da série acumulada y(k) em cada
intervalo. O tamanho caracteristico das flutuagoes F'(n) é entao calculado como o desvio

médio entre y(k) e sua tendéncia em cada intervalo,

F(n) = \| 5 SoIk) — yalh) (2.53)

O processo é repetido em diferentes escalas de tempo (n).

A presenca de escala é indicada por uma relagao de lei de poténcia entre F'(n) e n
F(n) < n® (2.54)

onde oo = H, é o expoente de escala [67, 66, 69].

2.2.3 Movimento Browniano

Robert Brown (1828) percebeu que o movimento cadtico de graos de pdlen em dgua
nao era de natureza bioldgica, como se acreditava antes de sua época, mas sim de carater
completamente fisico [70, 71]. As particulas dos materiais sélidos estdo em constante
movimento devido a energia térmica, embora tenham uma posicao média bem definida.
Albert Einstein (1905) [72, 71] mostrou que, independentemente do tamanho da particula

imersa no fluido, para uma dada temperatura absoluta 7', a sua energia cinética média é
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Figura 7: Anédlise de Flutuacao sem Tendéncia (DFA) de uma série temporal de aproxi-
madamente N = 10000 pontos de dados. As séries foram divididas em m particoes com
s pontos cada (topo esquerda), depois cada uma foi ajustada separadamente com um
polinéomio de primeira ordem f;(7) (linhas vermelhas), obtendo as séries retransmitidas
subtraindo o sinal pela tendéncia (topo direita). A funcdo de flutuagao (o desvio padrao
do sinal retificado) é calculada para vérios valores de s (inferior). O expoente de Hurst é
entdo determinado ajustando a fungao de flutuagdo com uma lei de poténcia F(s) ~ sf.
Fonte: Adaptado de [2]

%kT. O movimento Browniano é aquele descrito por uma particula que, aparentemente,
move-se em diregoes aleatérias e com um certo valor caracteristico para o comprimento
em cada passo [71]. Considere que uma particula se movimenta de &, em uma dimensao,

a cada intervalo de tempo 7, onde £ é uma variavel aleatéria com a seguinte densidade de

probabilidade
! & (2.55)
At DT P 4Dt )’ '

onde (£) = 0. A variancia desse processo é,

p(&,7) =

<§2> = /_Z Ep(&,7)dé = 2D (2.56)
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onde o parametro D é o coeficiente de difusao. Segue da equagao 2.56 que o coeficiente

de difusao é dado pela relacao de Einstein:
D = 1 <§2> (2.57)
27 ' '

Obtemos uma distribuicao Gaussiana normalizada pela substituicao & — ;DT de

modo que (¢) tenha média zero e variancia (¢?) = 1. Desse modo, a fungao aleatéria z(t),

depois de n passos, fica sendo dada por,
p(t=nt)=> & (2.58)
i=1

O valor médio da funcao aleatéria fica
(lz(t) —z(s)) = 0, (2.59)

para instantes de tempo que seguem a relacao ¢t > s. A variancia obedece a seguinte
relacao,

{Jo(t) — x(s)*) = 2D |t — s| o< |t — s]. (2.60)

Além disso, tal processo aleatorio possui invariancia de escala. Essa propriedade de

escalonamento é dada pela transformacgao de auto-afinidade,

1
£E— — e T =17T. (2.61)
\/F

Resumindo, no movimento browniano os deslocamentos das particulas sao indepen-
dentes, embora, as posi¢oes claramente nao o sejam, ou seja, a posicao da particula em um
certo instante depende da sua posicao no instante anterior. Para duas ou mais dimensoes,
o comportamento é completamente andlogo, e a trajetéria da particula é auto-similar,

embora o comportamento da posigdo no tempo seja auto-afim [1, 71].

2.2.4 Autoafinidade

A auto-afinidade é uma propriedade de uma série temporal fractal [73, 74]. E um
caso especial de auto-similaridade, segundo o qual uma pequena parte de uma estrutura
fractal é semelhante a toda a estrutura. Quando esta pequena parte é uma réplica exata
do todo, entao o fractal é exato, que é o caso dos fractais puramente matematicos e
geométricos (por exemplo, a curva de von Koch e a drvore de Mandelbrot [75]). Quando

a auto-similaridade é expressa em termos de propriedades estatisticas, entao o fractal
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é um fractal estatistico. Enquanto a propriedade de auto-similaridade é isotropica e se
aplica ao longo de todas as dimensoes de um objeto fractal, a auto-afinidade descreve a
escala anisotrépica onde as propriedades estatisticas da escala fractal diferem ao longo de

diferentes dimensoes.

A natureza abriga alguns exemplos intrigantes de estruturas auto-similares, como a
couve-flor romana, em que cépias quase exatas da flor inteira podem ser reconhecidas em
vérias escalas menores, aparente em pelo menos quatro niveis de ampliagao [69]. Séries
temporais fisioldgicas podem exibir propriedades auto-afins estatisticas [76, 77]. Processos
auto-afins e estruturas auto-similares tém em comum que a distribuicao estatistica da
quantidade medida segue uma funcao de lei de poténcia, que ¢ uma fungao matematica sem
uma escala caracteristica. Fenomenos auto-afins e auto-similares sao, portanto, chamados
de “livres de escala”. Enquanto fenomenos com escalas caracteristicas sao bem definidos
pela sua média e desvio padrao, fenomenos livres de escala sao melhor descritos pelo
expoente de uma lei de poténcia, porque captura a relagao entre objetos ou flutuacoes em

diferentes escalas.

Um processo estocastico nao-estaciondrio ¢ dito auto-afim em um sentido estatistico,
se uma versao reescalonada de uma pequena parte de sua série temporal tiver a mesma
distribuicao estatistica da maior parte. Para fins praticos, é suficiente avaliar o desvio

padrao. Assim, uma fungao z(t) é auto-afim [78] se é invariante pela transformagcao
(M) = M ao(t) (2.62)

onde H ¢é chamado de rugosidade ou expoente de Hurst. Na Equacao 2.62, o desvio padrao

em ambos os lados ¢ idéntico [79].

Um processo z(t) é estaciondrio se a distribuigdo de z(t) é independente de t, e a

distribui¢do conjunta de z(t; + 7) e x(ts + 7) é independente de 7.

Ao realizar uma andlise livre de escala de uma série temporal, é essencial ter um
modelo para determinar se o processo subjacente é estacionério. Isso ocorre porque muitos
dos métodos usados em uma série temporal para estimar H fazem suposicoes sobre se o
processo € estacionario ou nao. Por exemplo, a autoafinidade, como descrito acima, so
se aplica a processos nao estacionarios porque, por definicao, a variancia de um processo

estacionario nao se altera com o intervalo de tempo de observagao [79].

Processos livres de escala estacionarios sao modelados como ruido Gaussiano fra-

cionario (fGn) e processos nao-estacionarios sao modelados como movimento browniano
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fracionario (fBm). No entanto, existe uma forte relagao entre esses dois tipos de pro-
cessos em que, por definicao, os incrementos de um processo fBm sao modelados como
um processo fGn com o mesmo expoente de Hurst [78, 76]. Essa relagdo nos permite
aplicar a definicao de auto-afinidade dada por 2.62 a um processo de fGn estaciondrio,
convertendo-o em seu equivalente fBm nao estacionario. Dada a série temporal y(t),

definimos o perfil do sinal como a soma cumulativa do sinal:

w(t) =) (k) = () (2.63)

k=1

onde (y) é a média da série temporal. A subtragdo da média elimina a tendéncia global
do sinal. A vantagem da aplicacao de analise de escala para o perfil de sinal, em vez
do sinal, é que ela nao faz suposi¢oes a priori sobre a estacionariedade do sinal. Ao
calcular o escalonamento do perfil de sinal, o expoente de escalonamento resultante, «,
é uma estimativa de H. Se « esta entre 0 e 1, entdao x foi produzido por um processo
estacionario que pode ser modelado como um processo de fGn com H = «a. Se « estd

entre 1 e 2, entao x foi produzido por um processo nao estacionario, e H = a — 1 [76].

Em resumo as flutuagoes variam de acordo com o tempo com:

e 0 < o < 0.5, 0 processo tem memoria e exibe anti-correlagoes. (pode ser modelado

por um fGn com H = «)

e 0.5 < a <1, o processo tem memoria de longo prazo e exibe correlacoes positivas.

(pode ser modelado por um fGn com H = «)

e a = 0.5, o processo ¢ indistinguivel de um processo aleatério sem memoria. (pode

ser modelado por um fGn com H = «)
e 1 < o <2 entao o processo nao é estacionario. (pode ser modelado como um fBm

com H=a-—1).

2.2.5 Movimento Browniano Fracionario

O movimento browniano fracionario foi apresentado inicialmente por Mandelbrot e
Ness (1968) como a generalizacgdo do movimento browniano através de um expoente real

H, o expoente de Hurst, que varia no intervalo [0, 1] [71, 80].

Considerando X (¢) uma funcao aleatéria, o incremento

X(t) — X (t1) (2.64)
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tem distribuicao gaussiana e os incrementos quadrados médios tém uma variacao propor-

cional as diferencas de tempo,

E[|X(t2) = X(t)"] o [t — ta]. (2.65)

Aqui E denota o valor esperado de uma variavel aleatéria, ou, em outras palavras,
a média sobre muitas amostras. Dizemos que os incrementos de X sao estatisticamente
semelhantes no sentido de que

X(to +1) — X(to) © —=(X(to + rt) — X (k) (2.66)

Jr
tém as mesmas fungoes de distribuicao conjunta de dimensao finita para qualquer t; e
r > 0. Se tomarmos por conveniéncia to = 0 e X (ty) = 0, entdo isso significa que as duas
funcoes aleatorias

X(t) e %X(rt) (2.67)

sao estatisticamente indistinguiveis. O segundo é apenas uma versao do primeiro refor-

mulada adequadamente.

Temos entao um processo aleatério X (¢) com incrementos gaussianos e

onde H = % Este é chamado de movimento browniano ordinario.

A generalizagao para os parametros 0 < H < 1 é chamada de movimento browniano
fraciondrio (fBm) [81]. Como no caso do movimento browniano comum, dizemos que
os incrementos de X sao estatisticamente auto-similares com o parametro H, em outras
palavras

X(to+1t)— X(to) e

1
(X (to +1t) — X(t0)) (2.69)
VrH
tém as mesmas fungoes de distribuigao conjunta de dimensao finita para qualquer ¢y e
r > O. Se tomarmos novamente por conveniéncia to = 0 e X (tg) = 0, entao isso significa

que as duas funcoes aleatorias
X(t) e

X(rt 2.70
N (rt) (2.70)

sao estatisticamente indistinguiveis.
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2.2.6 Método de Fourier Filtering

O método de sintese espectral (também conhecido como método de filtragem de Fou-
rier) para gerar fBm é baseado na representacao espectral de amostras do processo X (t)
[81]. Como a transformada de Fourier de X geralmente é indefinida, primeiro restringimos

X(t) a um intervalo de tempo finito, como por exemplo 0 < t < T"

X(t), 0<t<T
X(t,T)= (t) (2.71)
0, caso contrario
Fx(f,T) é a transformada de Fourier de X (¢,T)
T .
Fx(f,T) = / X (t)e 2t (2.72)
0
Temos entao que
+oo
X(t,T) = / F(f, T)e*™ df. (2.73)

Agora |Fx(f,T)|> é a contribuicdo para a energia total de X (¢,T) das componentes

com frequéncias entre f e f 4 df. Definimos entao

1
Sx(f.1) = = [Fx (£, 1) (2.74)
como sendo a densidade espectral de poténcia de X (¢,7).

A densidade espectral de X é entao obtida no limite quando T" — oo
1
Sx(f) = lim — |Fx(f, T)\2 (2.75)
T—oo T

A ideia fundamental da sintese espectral é criar uma ”receita’ para que certo tipo de
densidade espectral S(f) dara origem a fBm com um expoente 0 < H < 1 [81]. No geral,
um processo X () com uma densidade espectral proporcional a 1/f” corresponde a um
fBm com H = %

Se X (t) denota fBm com expoente 0 < H < 1 entao a fungao aleatéria adequadamente
reescalonada

Y(t) = TLHX(rt) (2.76)

para um dado r > 0 tem as mesmas propriedades estatisticas que X. Assim, também tem

a mesma densidade espectral.
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Temos que,
Y(t) = -LX(rT), 0<t<T
Y(t,T) = &)= 2 X(T) (2.77)
0, caso contrario,
portanto,
T
BT = [ Y
0
T ‘
Fy(f.T) = / L x(T)e i, (2.78)
0 /r‘
Tomando s = rt temos que,
rT
1 f ds
F T) = - X —2mins 7
T) = [ X (el
1 " —omils
Fy(f, T) = m X(S)e r°ds (279)
0
Assim, claramente
1 f
Ey(f,T) = mFX(?TT) (2.80)
Agora segue para a densidade espectral de Y (¢,T)
1
Sy(f,T) = ? ‘Fy(f7T>’2
11 2
Sy(f,T) = T o2HET y(=,rT)
1 1 f 2
Sy(f7 ) = T2H+1 T FX(;’ TT)
1 f
Sy(f,T) = msx(;ﬂ’T) (2.81)

e no limite quando 7" — oo ou equivalentemente quando 1" — oo concluimos que

— Fx(z,TT)

2
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1 1 2

. f
Sy(f) = oy L ‘Fx(;J’T)

T—oo T

1 f

Sy() = e Sa(D) (2:2)

Como Y ¢ apenas uma versao de X adequadamente reescalonada, suas densidades

espectrais devem coincidir, assim, também

1 f

Sx(f) = msx(;) (2.83)

Agora noés formalmente definimos f = 1 e substituimos % novamente por f obtemos

que
SX(1> — f2H+1SX(t)
Se(f) = #sx(n (2.84)
ou seja, . .
Sx(f) P 7B (2.85)

onde f = 2H + 1 é o expoente da densidade de poténcia espectral unidimensional. Dessa
maneira, para 3 = 0 ou H = —1/2, a densidade de poténcia espectral é independente
da frequéncia, implicando em uma distribuicao nao-correlacionada. Para os limites do
expoente de Hurst 0 < H < 1, teremos os limites do expoente da densidade de poténcia
espectral 1 < § < 3. Para § < 2ou H < 1/2, temos o comportamento anti-correlacionado.
Em 8 = 2 ou H = 1/2, recuperamos o resultado do movimento browniano ordinario
unidimensional. No intervalo > 2 ou H > 1/2 temos o comportamento correlacionado
[71, 81].

Para o algoritmo pratico, temos que encontrar os coeficientes a; da transformada de

Fourier Discreta
N—1

X(t)=> are’™™* (2.86)

k=0
Os coeficientes ak estdo em uma correspondéncia de 1 : 1 com os valores complexos
X(ty), t = %, k=0,1,...., N — 1. A condicao a ser imposta aos coeficientes para obter

S(f) x f% torna-se agora
1
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onde k denota essencialmente a frequéncia. O método consiste simplesmente em escolher
aleatoriamente coeficientes sujeitos a relagao 2.87 e entao computar a transformada inversa

de Fourier para obter X no dominio do tempo.

Em duas dimensoes, a densidade espectral S geralmente dependerd de duas variaveis
de frequéncia u e v correspondente as diregoes x e y. Mas, desde que todas as direcoes
no plano —zy sejam equivalentes em relagao as suas propriedades estatisticas, S depende
apenas de v/u? 4+ v2. Se cortarmos a superficie ao longo de uma linha reta no plano —zy,
esperamos pela densidade espectral S deste fBm em apenas uma dimensao, uma lei de
poténcia 1/f#, como antes. Este requisito implica que a densidade espectral bidimensional

se comporte como

1
A transformada de Fourier inversa discreta bidimensional é [81]
N—1N-1
X(zy) =Y ayemtetv) (2.89)
k=0 1=0
para z,y = 0, %, %, ey %[82], e assim, especificamos para os coeficientes ay; que
9 1
E(Jan|") o« (2.90)

(k2 + 12)H+1 ’

A dimensao fractal Dy da superficie vai ser Dy = 3 — H. O algoritmo para gerar
uma superficie auto-afim em duas dimensoes, entao, consiste simplesmente em escolher
os coeficientes de Fourier de acordo e executar uma transformacao inversa bidimensional.
Como no caso unidimensional pode-se reduzir o nimero de coeficientes, ja que a funcao

aleatéria é apenas real [82].

A generalizagao para n dimensoes do movimento browniano fracionéario é direta. E
um processo multidimensional (um campo aleatério) X (¢q,ts, ..., t,) onde os incrementos
X (t1,ta, . tn) — X (81,82, ..., Sp) s@0 gaussianos com média 0 e a varianga dos incre-

mentos X (ty,ts,...,t,) — X (81,582, ...,$,) depende apenas da distancia \/Z?:l(ti — 5;)?

e de fato é proporcional a segunda poténcia da distancia, onde o parametro H, chamado

de expoente de Hurst, satisfaz 0 < H < 1.

Portanto,

n

B(IX (1, to s stn) — X (51,52, 0050)?) @ (O (1 — 50)2)" (2.91)

i=1
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No dominio da frequéncia nés temos para a densidade espectral

1
(v 2oimy f2)2Hn
A dimensao fractal de uma amostra de X (¢1,ta,...,t,) é
D=n+1-H (2.93)

Para H = 1/2 o movimento browniano ordinério é recuperado. Em contraste com o
movimento browniano comum, em fBm, para H # 1/2, os incrementos sao correlacionados
e o intervalo dessa correlacao ¢é infinito. Pode ser mostrado que a correlacao entre dois

incrementos de um fBm, é positiva se 1/2 < H < 1, e negativo se 0 < H < 1/2.
Como o campo aleatério é isotropico e os incrementos sao estacionarios, a densidade
de poténcia espectral fica

Su(fr, o fa) o ! _ ! (2.94)

(VEi ) o (VL f?)w

onde = 2H + d é o expoente da densidade de poténcia espectral para d dimensoes. Na

prética, para que seja produzida uma superficie correlacionada (d = 2), temos de gerar
os coeficientes de Fourier no espaco reciproco através de uma fase aleatéria no intervalo
[0, 27[ e uma amplitude distribuida de acordo com uma distribuigdo Gaussiana com valor
méximo 1/(1/f + f2)?, onde f; e f, representam as frequéncias da transformada discreta
de Fourier ¢ f = 2H + 2 [71]. Desse modo, a transformada inversa de Fourier pode
ser aplicada para obtermos uma distribuicao representando a superficie correlacionada

[81, 71], como mostram as Figuras 8(a)-(d).

2.3 Equacoes de Fluxo Macroscépico

A superficie de uma tnica fratura parece razoavelmente lisa, com excecao de alguma
aspereza superficial aleatoria, sugerindo que o escoamento de Poiseuille em um canal liso
é o modelo apropriado para o fluxo do fluido [21]. Um estudo do fluxo de fluido num canal
liso que compreende duas placas paralelas é, talvez, o cendrio de fluxo mais simples em um
unico canal. As equagbes do movimento para esta situagao podem ser obtidas a partir das
equagoes de Navier-Stokes [83]. O fluxo de Poiseuille pode ser produzido por um gradiente

de pressao, em que, nas paredes superior e inferior do canal, o fluido tem velocidade nula.



47

Figura 8: Superficies geradas para diferentes valores de expoente de Hurst H com tamanho
L =256 (a) H = —1 (caso nao-correlacionado). (b) H =0.1, (¢) H=0.5¢ (d) H=10.9
(casos correlacionados).

A Figura 9 mostra o perfil de velocidade (linhas de fluxo) que corresponde ao fluxo de

Poiseuille num canal liso.

LSS S ty=w

S

AN
Figura 9: Perfil de velocidade para o Fluxo de Poiseuille em um canal liso.

Assumindo um fluido newtoniano, viscoso, incompressivel e desprezando o efeito da

gravidade, a equagao de Navier-Stokes serd reduzida a

paa—lf1 +u-Vu=-Vp+uViu (2.95)

onde p é a massa especifica do fluido, u é a velocidade, p é a pressao, e p é a viscosidade
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do fluido.

O termo do lado esquerdo da equacao 2.95 representa a forca de inércia convectiva nao-
linear, que representa a componente da aceleracao do fluido em movimento. Igualando o
termo inercial a zero, significa que as particulas estao em movimento com uma velocidade
constante, o que é um resultado da aceleracao zero para estas particulas. Isto resulta em
um fluxo que segue as linhas de corrente, em que a dependéncia de cada particula s6 pode

ser perpendicular & dire¢ao do fluxo [84].

Descartando o termo inercial, a equagao 2.95 se reduz a:

Vp = nViu
Para uma fratura unidimensional,
op 0%,
— = U 2.96
or 1 0y? (2.96)

onde, u, ¢é a velocidade do fluido na direcao x.

A condigao limite sem deslizamento é aplicada para o fluxo de Poiseuille em meio
nao-poroso, em que u, = 0 para y = 0 e y = w (ver Figura 9), onde w ¢é a abertura do
canal. Com a aplicagao destas condi¢oes de contorno, a equacao 2.96 reduz-se a um perfil

de velocidade parabdlico sob a forma de

wo) =~ Ly — ). (2.97)

20 dx
A equacao 2.97 mostra que a velocidade é apenas uma funcao da viscosidade do
fluido e do gradiente de pressao, e implica que a velocidade maxima de fluxo de Poiseuille

parabdlico tem lugar no meio do canal de escoamento (como ilustra a Figura 9).

Simulagoes numéricas [22] indicam que esta visdo tradicional da rocha fraturada como
um canal liso nao é adequada para descrever o escoamento de fluidos mesmo a baixas ve-
locidades. Com uma analise mais cuidadosa é possivel mostrar que fraturas geoldgicas
tipicas apresentam-se espacialmente correlacionadas, podendo ser caracterizadas como su-
perficies fractais auto-afins. O expoente de Hurst que caracteriza a rugosidade assume
o valor aproximado H = 0.8 [32], surpreendentemente constante para diferentes tipos
de rochas fraturadas naturais ou artificiais. Estudos numéricos e tedricos introduzem
esta geometria mais complexa para tais fraturas com o intuito de calcular as proprieda-

des de transporte do sistema [85]. Contudo, a maioria destes estudos ponderam que a
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aproximagao de Reynolds (aproximagao de lubrificagao) é valida desde que o campo de ve-
locidades seja dado por um escoamento de Poiseuille, com perfil de velocidades parabdlico
através da abertura e na direcao de escoamento médio. Essa aproximacao é falha quando
os efeitos da rugosidade passam a ser preponderantes. Na aproximacao de lubrificagao,
as fraturas rugosas sao equivalentes a canais com uma abertura de entrada constante,
sem componentes verticais da velocidade do fluido, que sao particularmente importantes
no limite de fraturas estreitas onde a amplitude da rugosidade é grande, comparada a

abertura.

O escoamento através de sistemas fraturados é o mecanismo de transporte de fluidos
dominante em diversos reservatorios naturais ou artificiais. A compreensao do processo
de escoamento em estruturas rugosas depende da investigagao completa do processo de
formagcao dos meios porosos. Com o intuito de entender as propriedades de transporte de

fluidos no interior de rochas fraturadas, trés aspectos devem ser observados:

e descricao da topologia da rede de fraturas, ou seja, o modo como os poros e/ou

fraturas estao conectados uns aos outros,

e observacao da geometria do meio poroso, isto é, a descri¢ao das formas e tamanhos

dos poros e/ou fraturas bem como da rugosidade da superficie,

e descricao dos campos de velocidade e pressao no interior da fratura.

As propriedades geométricas e dinamicas de sistemas porosos sao caracterizadas por
correlagoes de longo alcance no espago e/ou no tempo. O processo estocastico que foi
utilizado para gerar superficies fractais auto-afins é baseado na ideia de que uma série
correlacionada espacialmente, como a superficie de uma fratura, pode ser representada
por um processo auto-afim através de integracao. Consequentemente, quantificar a carac-
teristica auto-afim da superficie pode, indiretamente, informar sobre as propriedades de

correlagao do sistema.

2.3.1 Lei de Darcy

Em fluxos através de meios porosos fraturados, a velocidade média do escoamento
depende do gradiente pressao que causa o movimento. Esta dependéncia varia com o

nimero de Reynolds definido aqui como,

(2.98)
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onde p, U, i e w representam a densidade, a velocidade média, a viscosidade do fluido, e

a abertura da fratura, respectivamente.

A lei de Darcy implica que a forca motriz é inteiramente equilibrada pela forca resis-
tiva. Essa relacao foi descoberta pela primeira vez por Darcy, em 1856 [86], experimen-
talmente. Ela fornece uma equacao governante para o fluxo em meios porosos em estado

estacionario unidimensional com um ntimero de Reynolds muito pequeno.

Para ntimeros de Reynolds muito pequenos (Re < 1), forgas viscosas dominam o fluxo
e os efeitos de inércia podem ser negligenciados. A lei de Darcy descreve a dependéncia

proporcional da velocidade média no gradiente de pressao:
V (p);, = a(u), (2.99)

onde V (p), e (u), representam o gradiente de pressdo macroscépico e a velocidade su-
perficial média. A constante de proporcionalidade a depende da permeabilidade K do
meio poroso e da viscosidade dinamica p do fluido e é definido como a = —u/K. Note
que o K ¢é intrinseco a geometria do meio poroso estudado e pode ser medido a partir
de experimentos usando a lei de Darcy. K é um escalar em fluxos unidimensionais. Em

casos tridimensionais, K se torna um tensor.

Admitindo que a permeabilidade K relaciona a velocidade média do fluido (U) através
dos poros com a diferenga de pressao Ap medida ao longo do sistema, podemos obter a
velocidade média do fluxo

K Ap

(U) = —ET (2.100)

onde o parametro L é o comprimento da amostra na direcao do escoamento.

A lei de Darcy possui suporte experimental, numérico e tedrico. A escala de validez
da lei de Darcy é expressa em termos do nimero de Reynolds, assim como varios outros
parametros no estudo do escoamento de fluidos. A lei de Darcy é aplicavel em regimes de
baixo nimero de Reynolds, ou seja, Re < 10. Este é o regime de escoamento em que as
forcas viscosas sao predominantes. Para Re = 10, existe uma zona de transicao em que
as forcas inerciais comecam a sobrepor-se as forcas viscosas. Para regimes de elevados
numeros de Reynolds, Re > 100, a zona de transicao deixa de existir, observando-se, entao,
um regime de escoamento turbulento a altas velocidades. Nesta situacao, o escoamento
necessita ser descrito por outra formulacao, visto que a lei de Darcy nao é vélida nestas
condicoes. Portanto, termos de correcao sao incorporados a lei de Darcy com o intuito de

descrever tais fenomenos. A aproximacao classica para caracterizar macroscopicamente o
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efeito da inércia sobre escoamentos em meios porosos reais € a equagao de Forchheimer

187].

2.3.2 Equacao de Forchheimer

Equacao de Forchheimer e Regime de Inércia forte

O regime em que a lei de Darcy é valida é chamado de regime linear. O regime linear
representa um estado em que o nimero de Reynolds é muito pequeno e os efeitos de

inércia sao fracos.

Em 1901, Philipp Forchheimer, descobriu que a relacao entre o fluxo e o gradiente de
potencial nao é linear a uma velocidade suficientemente alta, e que essa nao-linearidade
aumenta com a taxa de fluxo. Inicialmente, ele atribuiu este aumento nao linear a tur-
buléncia no fluxo do fluido (essa nao-linearidade é devido a efeitos inerciais nos meios
porosos), que ele determinou serem proporcionais a bu?, com b sendo uma constante de
proporcionalidade. Cornel e Katz (1953) [88] deram um valor de Sp para b, onde 5 é

chamado de fator inercial e p é a densidade do fluido que flui através do meio.

A queda de pressao adicional devido a perdas de inércia é principalmente devido aos
efeitos de aceleracao e desaceleracao do fluido a medida que se desloca através do caminho
de fluxo tortuoso dos meios porosos. A queda de pressao total é dada pelo modelo empirico
de fluxo de Forchheimer, tradicionalmente dada por:

A
_Tp = apu + Bpu’. (2.101)

onde a e B sao constantes determinadas empiricamente.

A medida que as velocidades aumentam em magnitude, os efeitos inerciais se tornam
mais fortes. Quando o nimero de Reynolds se torna comparavel a unidade, a relacao
linear entre o gradiente de pressao e a velocidade média do fluxo pode nao se manter. A
partir da publicagao de Forchheimer (1901) [89], varias formulages de uma corre¢ao para
a relacao linear 2.99 usando polinomios foram propostas na literatura, e todas elas com a
mesma forma:

V(p), =a(u),+bu)", (2.102)
onde b é uma constante intrinseca ao meio poroso e m é uma constante.

Nos primeiros estudos, descobriu-se que m tem um valor préximo a 2 [90, 88]. Muitos

pesquisadores denotam este regime como o regime de inércia forte, no qual a correcao
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quadratica b <u>§ ¢é aplicada na equagao 2.99 para representar completamente o equilibrio
de forgas no fluxo. A equacgao 2.102 com m = 2 é referida como a equacao de Forchheimer,

2 : ~ .
e o termo b (u); ¢é referido como a corre¢ao de Forchheimer.

Resultados experimentais apoiaram essa correcao quadratica. Em uma série de ex-
perimentos de Ergun (1952) [91] para determinar o fator de atrito de varios materiais,
esta formulagao quadrética pode ser observada. Dullien e Azzam (1973) [92] mediram a
queda de pressao em relagao a taxa de fluxo em tubos capilares em uma ampla faixa do
nimero de Reynolds, e descobriram que a lei de Darcy sé é valida até Re = 30 ~ 50, e os
dados sobre o nimero de Reynolds devem entao ser descritos pela equacao quadratica de

Forchheimer.

Esta correcao quadratica também é suportada em base tedrica. Pela média das
equacgoes de Navier-Stokes sobre um volume médio e resolvendo um problema de fecha-
mento de estado estacionario, o tensor de permeabilidade de Darcy e o tensor de correcao
de Forchheimer podem ser determinados [93]. Esta teoria indica claramente que a corregao
de Forchheimer é quadratica para valores pequenos do nimero de Reynolds. Chen et al.
(2001) [94] aplicaram o método de homogeneizacao a equagao de Navier-Stokes no estado
estacionario e eventualmente derivaram essa correcao quadratica de Forchheimer. Has-
sanizadeh e Gray (1987) [95] adotaram a abordagem continua para derivar uma equagao
macroscopica geral do movimento fluido. Nas suas derivagoes tedricas, esta corregao

quadratica esta presente.

Essa correcao quadratica de Forchheimer nao s6 foi concluida a partir de experimentos
e derivagoes tedricas, mas também de resultados computacionais. Coulaud et al. (1988)
[96] realizaram simulagbes em escala de poros para arranjos de cilindros bidimensionais,
com diametros iguais, dispostos em um padrao regular. As equagoes de Navier-Stokes
foram discretizadas pelo método dos elementos finitos. Seus resultados apoiaram total-
mente a equacao de Forchheimer, comegando com o nimero de Reynolds acima de 1.
Fourar et al. (2004) [97] apresentaram resultados de simulagdo de vazdes em altas velo-
cidades através de arranjos de cilindros bidimensionais periddicos e esferas compactadas
tridimensionais em varios numeros de Reynolds. Eles observaram a correcao quadratica
para altos nimeros de Reynolds e concluiram que o fluxo de meio porosa tridimensional

nao linear pode ser corretamente modelado pela equacao de Forchheimer.

A equacao de Forchheimer assume que a lei de Darcy ainda é vélida, mas que um termo
adicional deve ser adicionado para explicar o aumento da queda de pressao. A equacao

2.101 é baseada no ajustamento de uma equagao empirica através de dados experimentais.
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Também nao é uma expressao puramente empirica, visto que pode ser derivada a partir de
uma média apropriada da equacao de Navier-Stokes unidimensional, para o escoamento
laminar, incompressivel e estacionario de um fluido Newtoniano no interior de um meio

poroso rigido [55].
Forchheimer mais tarde propos uma equagao de terceira ordem dada por [98]:

A U3

: (2.103)

onde « = 1/K, [ e 7 s@o parametros a serem determinados, geralmente um ajuste de
curvas aos dados numéricos encontrados nos resultados encontrados nos experimentos ou

em simulagoes.

O coeficiente « corresponde ao reciproco da permeabilidade do material poroso, e os
dois termos contendo 3 e v podem ser interpretados, respectivamente, como as corre¢oes
de segunda e de terceira ordem que devem contabilizar a contribuicao das forcas de inércia

no fluxo do fluido. Para baixos Reynolds a Equacao 2.103 se reduz a lei de Darcy.

Esta formulacao vem sendo aplicada ha muito tempo nas pesquisas de escoamento em
meios porosos. Justifica-se isso pelo fato de que existe a combinacao entre a complexidade
das equagoes equagoes de Navier-Stokes, que governam este fendmeno, e a geometria dos
meios porosos naturais. Para isso, estudos numeéricos sobre escoamento de fluidos em altas

velocidades em meios porosos [31] foram realizados.
Regime de Inércia Fraco e Regime de Turbuléncia

Mei e Auriault (1991) [99] usaram a teoria da homogeneizagdo para examinar os
efeitos nao lineares devido a inércia convectiva fraca do fluido dentro do meio poroso. Eles
descobriram que quando a inércia do fluido é pequena, mas finita, o termo de correcao para
o meio isotrépico e homogéneo é cubico na velocidade média macroscépica. Eles também
fizeram um estudo do caso do modelo unidimensional anisotropico de tubos corrugados

paralelos, concluindo que o termo de correcao também é ctibico.

Balhoff et al. (2010) também usaram a homogeneizacao para modelar efeitos nao-
lineares em fluxos de midia porosa em nivel macroscopico, e executaram simulagoes
numéricas que resolveram as equagoes de Navier-Stokes em uma geometria sinusoidal
peridédica. Tanto suas derivagoes quanto os resultados da simulacao sustentam que, para
os meios isotrépicos, particularmente para Re < 1, o termo de correcao na velocidade

média macroscépica é cubico, e nao quadratica.
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Na base computacional, resultados numéricos também apoiaram essa descoberta. Sk-
jetne et al. (1999) [48] resolveram numericamente as equagoes de Navier-Stokes para um
canal auto-afim com uma abertura perpendicular constante, e verificou a existéncia de um
chamado regime de inércia fraca, onde o termo de correcao cubico para a lei de Darcy é
vélido. Jacono et al. (2005) [100] realizaram simulagdes numéricas diretas tridimensionais
para complementar a analise das equacoes de ” Oseen-Poiseuille”, que sao desenvolvidas
a partir de uma formulacao assintética das equacoes de Navier-Stokes para estudar a in-
fluéncia da inércia fraca. Seus resultados de simulacao também apoiaram a existéncia do

regime de inércia fraca, onde a correcao ctibica esta presente.

Essa correcao cubica revela-se mais precisa do que a quadratica no chamado regime
de inércia fraca, que é ativado quando o numero de Reynolds dos poros esta na faixa
de [(51/ 2 1], onde § representa a razao entre as escalas de comprimento microscépicas e
macroscopicas [101]. Entretanto, quando o nimero de Reynolds aumenta além do limite
superior, o fluxo entao entra no regime de inércia forte, com o nimero de Reynolds dos
poros variando tipicamente de um a dez. Neste regime, a correcao de Forchheimer é
valida, isto é, uma correcao para a lei classica de Darcy com dependéncia quadratica da

velocidade pode ser aplicada.

Acima do regime de forte inércia, o fluxo pode eventualmente entrar no regime de
turbuléncia, quando o nimero de Reynolds é da ordem de 100. Isso foi observado em

experimentos e simulagoes numéricas [102, 56].

Em resumo, o desvio nao-linear da lei de Darcy pode ser classificado em trés regimes
diferentes: (a) o regime de inércia fraca, com o nimero de Reynolds no limite [§/2, 1],
onde a correcao nao linear é tomada como uma funcao ctbica da velocidade superficial;
(b) o forte regime de inércia, com o Reynolds variando entre [1,10], onde a corre¢ao de
velocidade para a lei classica de Darcy é tomada como uma fungao quadratica, e a equagao
de Forchheimer ¢ vélida,; e (c) o regime de turbuléncia, com um nimero de Reynolds maior

que aproximadamente 100.
Resisténcia Hidraulica

A equacao de Forchheimer tem sido amplamente utilizada para descrever os efeitos
inerciais macroscopicamente no fluxo através de meios porosos [103, 27, 55]. No entanto,
evidéncias empiricas indicam que a adi¢ao de correcoes de terceira ordem na velocidade a
equacao de Forchheimer d& uma melhor concordancia com dados experimentais no regime

de fluxo nao linear [104, 105, 57, 106]. Desta forma, a abordagem que adotamos aqui para
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caracterizar macroscopicamente o efeito da convec¢ao no fluxo através do canal auto-afim
é empregar a relacao cibica dada pela Eq. 2.103 com « correspondendo ao reciproco da
permeabilidade do canal, e os coeficientes 3 e v representando as corre¢oes de segunda e
terceira ordem, respectivamente, que devem explicar as contribuigoes de forcas inerciais
ao fluxo de fluido. Em Reynolds suficientemente baixos, a Eq. (2.103) se reduz a Lei de

Darcy.

Em escoamentos através de um meio poroso rigido a Lei de Darcy, que é uma relagao
linear entre a velocidade média do escoamento e o gradiente de pressao na macroescala,
estd bem estabelecida experimentalmente para gradientes de pressao ou vazoes suficien-
temente pequenos. A Lei de Darcy é geralmente valida mesmo para nimeros nao tao

pequenos de Reynolds.

A abordagem adotada para caracterizar macroscopicamente o efeito de conveccao do
fluxo através do canal auto-afim se da através do emprego da relagao cibica dada pela

Equagao 2.103. Reescrevendo a Equacao 2.103 em termos do niimero de Reynolds, tem-se

G = aw® + fwRe + yRe?, (2.104)
com )
—APw
G=—" 2.105
Tl (2.105)
com G = —APw?/pUL sendo uma medida adimensional da Resisténcia Hidraulica. Para

um fluido incompressivel que flui entre placas paralelas infinitas com abertura w, espera-se

que a lei de Darcy seja independente dos Reynolds e ag = 12/w? e Gy = 12.
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3 Metodologia

3.1 Dinamica de Fluidos Computacional

As equagoes de Navier-Stokes apresentadas no capitulo 2 sdo equagoes diferenciais
parciais nao-lineares. As solucoes analiticas dessas equacgoes existem apenas para um
numero pequeno de problemas com geometria simples. Para problemas cuja geometria
torna a solucao dessas equagoes inviaveis, utiliza-se a Dinamica de Fluidos Computacional
(Computational Fluid Dynamics - CFD), que é utilizada para resolver numericamente
problemas de escoamento de fluidos, sendo presente em trabalhos que buscam estudar
uma vasta gama de aplicagoes da Fisica e da Engenharia. Esta envolve a substituicao
das equagoes diferenciais parciais apresentadas por equacoes algébricas discretizadas que
aproximam as mesmas. HEssas equacgoes sao entao resolvidas numericamente para obter
valores dos campos de velocidade e pressao nos pontos discretos no espaco e no tempo
[107].

Esquemas de interpolacao sao usados para obter valores em locais sem pontos de
grade. Existem diversos Softwares, proprietarios e livres que implementam a CFD, dentre
eles os softwares Fluent [108] e OpenFOAM [109]. Todos os cddigos de CFD contém
trés elementos principais: pré-processamento, solucionador (solver) e pés-processamento
[110].

O pré-processamento é onde a geometria do escoamento é definida, conhecida como
o dominio computacional. Em seguida, a discretizacao do dominio é feita gerando o que
chamamos de grade ou malha. Finalmente é necessario definir as propriedades do fluido,

e selecionar os fenomenos fisicos e quimicos que precisam ser modelados.

O solver pode calcular uma solugao para o problema que foi definido no pré-processamento.
Existem 4 métodos de solucao numérica bastante utilizados em CFD, o Método de Ele-
mentos Finitos (FEM), o Método de Volumes Finitos (FVM), o Método de Diferencas
Finitas (FDM) e Métodos Espectrais. O FEM e o FVM serao tratados nesta segao.
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No pés-processamento, os resultados podem ser visualizados por gréaficos vetoriais,
geracao de gréaficos de superficies para o escoamento bidimensional e tridimensional, ras-

treamento de particulas e manipulagao de vistas.

Em todos os métodos de CFD citados acima, a precisao da solucao é governada pelo
nimero de células no dominio computacional. Para a maioria dos casos, quanto maior
o numero de células, mais preciso serd o resultado, entretanto isso implicard em um
alto custo computacional. Como a fisica envolvida na solu¢ao do problema de fluidos é
complexa, é importante que o analista tenha conhecimento da fisica subjacente envolvida.
As vezes os resultados sdo visualmente bons, mas podem estar fisicamente incorretos.
Para validar os resultados esses devem ser comparados com dados experimentais quando
possivel, ou com problemas semelhantes que sao relatados de forma experimental se nao

existem dados.

3.2 Métodos de Discretizacao

A modelagem de superficies rugosas fraturadas implica em um conjunto de equacoes
diferenciais parciais que, em geral, nao possuem solugao analitica. Por conta disso, si-
mulacoes numéricas sao necessarias para a obtengao de uma compreensao mais profunda

do fenomeno do escoamento [111].

O desenvolvimento de métodos numéricos rapidos e precisos tem sido um dos prin-
cipais desafios dos pesquisadores em Dinamica de Fluidos Computacional. O analista
interessado em resolver um determinado problema tem a sua disposicao basicamente tres
ferramentas: métodos analiticos; métodos numéricos (simulagbes numéricas); e experi-
mentagao de laboratério. Os métodos analiticos tém a desvantagem de serem aplica-
dos apenas a problemas cujas hipdteses simplificativas os desviam demasiadamente do
fenomeno fisico real e, geralmente, s6 podem ser aplicados a geometria simples. A grande
vantagem da experimentacao em laboratério é o fato de se tratar com a configuracao
real, podendo-se verificar novos fenomenos. Pode-se dizer que a simulagao numérica apre-
senta apenas as restrigoes computacionais, entretanto, pode-se resolver problemas com
condicoes de contorno complicadas. No computador resolve-se problemas de escoamentos

cujos experimentos sao quase impossiveis de serem feitos em laboratério [111].

Inicialmente, resolvia-se os problemas de escoamento empregando o Método de Dife-
rengas Finitas (FDM), enquanto que o Método de Elementos Finitos (FEM) era empre-

gado na solucao de mecanica dos sélidos. Uma das limitagoes do Método de Diferencas
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Finitas é a nao execucao do balanco de massa local nos volumes do dominio em estudo.
A versatilidade geométrica é uma caracteristica notavel do Método de Elementos Finitos,
pois a geometria podera possuir forma e condigoes de contorno arbitrarias. O Método
de Elementos Finitos é fundamentado na existéncia de um principio variacional para o
operador em questao. Por outro lado, no Método de Elementos Finitos é dificil a obtencao
de um operador para minimizar o funcional de massa, de forma que essa geralmente nao
é conservada localmente. O que é normalmente feito é a minimizacao da energia (através

de métodos energéticos) [112].

O Método de Volumes Finitos (FVM) e o Método de Volume de Controle (CVM)
surgiram com a finalidade de executar o balanco de massa local no dominio de calculo,
em que o mesmo se faz necessério [111]. Pode-se dizer que o Método de Volumes Finitos é
oriundo do de Diferencas Finitas e o Método de Volume de Controle provém dos de Volu-
mes Finitos e Elementos Finitos. Todos os métodos utilizados para resolver escoamentos
tendem para um objetivo comum: solucao de escoamentos sobre geometrias complexas;

conservacao das propriedades do fluido localmente; economia de tempo computacional

[111).

Método de Diferencgas Finitas

O Método de Diferencas Finitas substitui as derivadas por diferencas finitas avaliadas
nas variaveis localmente usando uma expansao da série de Taylor. As diferencas para
cada variavel sao calculadas usando o valor da célula e os valores vizinhos adjacentes,
dependendo da ordem da derivada. O método nao é o preferido para a andlise geral de

CFD porque ¢é limitado a redes simples e nao conserva a massa em redes complexas.

O processo de discretizacao por diferengas finitas pode ser descrito da seguinte forma:
divisao do dominio em volumes de controle discretos usando uma malha computacional;
integracao das equagoes governantes nos volumes de controle para construir equagoes
algébricas nao-lineares para as variaveis dependentes discretas, tais como pressao e ve-
locidade; e linearizagao das equagoes discretas e solugao do sistema de equagoes lineares

resultante para gerar valores atualizados das variaveis dependentes.

A malha computacional é oriunda de pontos onde os valores da varidvel independente
devem ser determinados. A aproximacao numérica da equacao diferencial procede da
especificacao de tais pontos. O processo de criacao da malha é fundamental para a
obtencao de uma solucao numérica de uma equacao diferencial parcial. A malha mais

eficiente é aquela cuja relagao entre o erro numérico e o tempo computacional seja a
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menor possivel.

O software Fluent emprega uma técnica de conversao das equagoes governantes em
equacoes algébricas nao-lineares, passiveis de serem resolvidas numericamente. FEsta
técnica consiste em integrar as equacoes governantes em cada volume de controle, ge-

rando equacoes discretas que conservam as quantidades de interesse.

Método de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos usa fungoes quadraticas para descrever a variacao
da variavel dentro de uma célula. Conectando a funcao selecionada na equacao de con-
servacao para cada célula e aplicando as condigoes de contorno, um sistema linear de
equagoes acopladas é obtido. Essas equagoes sao entao resolvidas (iterativamente) para a

varidvel desconhecida em todos os locais de armazenamento.

Este método é popular para uso com cédigos de analise estrutural e alguns cédigos de
Dinamica de Fluidos Computacional. Nos primérdios da CFD, quando grades ortogonais
estruturadas eram usadas para a maioria das aplicacoes do método de Volumes Finitos, o
Método de Elementos Finitos oferecia o luxo de malhas nao estruturadas com elementos
nao ortogonais de varias formas. Agora que o uso de malhas nao estruturadas é comum
entre solvers de Volumes Finitos, o Método de Elementos Finitos tem sido usado prin-
cipalmente para certas areas de aplicacao da DFC. Em particular, é popular para fluxos
que nao sao compressiveis nem altamente turbulentos, e para fluxos laminares envolvendo

fluidos newtonianos e nao newtonianos, especialmente aqueles com propriedades elasticas.

Método de Volumes Finitos

O Método de Volumes Finitos é uma técnica numérica que transforma as equagoes
diferenciais parciais que representam leis de conservacao sobre volumes diferenciais em
equagoes algébricas discretas sobre volumes finitos (ou elementos ou células). De maneira
semelhante a Diferencas Finitas ou ao Método de Elementos Finitos, o primeiro passo no
processo de solucao ¢ a discretizagao do dominio geométrico, que, no FVM, ¢é discretizado
em elementos nao sobrepostos ou Volumes Finitos. As equagoes diferenciais parciais
sao entao discretizadas/transformadas em equagoes algébricas, integrando-as sobre cada
elemento discreto. O sistema de equacoes algébricas é entao resolvido para calcular os

valores da variavel dependente para cada um dos elementos.
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3.3 Geracao das Superficies

Escoamento Bidimensional

As superficies auto-afins sao geradas aqui com o método de Fourier Filtering (Segao
2.2.6). Para o caso em 2D especificamos o comprimento N e largura m, tanto em termos
do numero de nés, quanto do expoente da rugosidade H. A superficie é dada por y;
(medido em unidades da constante de rede), e m = maxy; — miny;. Como a constante
de rede é 0, o comprimento do sistema é L = N¢ e sua amplitude é dada por a = md.
Quando L deve ser mudado, enquanto ¢ deve ser mantido fixo, nés escalamos N — AN e
m — Am. Por outro lado, quando ¢ deve ser mudado, enquanto L deve ser mantido fixo,

deixamos N — AN e mantemos m fixo. A abertura da fratura w é mantida fixa.

A Figura 10 mostra uma superficie bidimensional de tamanho L. = 1024, enquanto a
Figura 11 mostra a Anélise de Flutuagao sem Tendéncia (DFA) da superficie apresentada

na figura 10.
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Figura 10: Superficie gerada para o escoamento bidimensional com L. = 1024 gerada
utilizando o método de Fourier Filtering
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Figura 11: Determinagao do Expoente de Hurst (H = a— 1) da série de dados da Figura
10 utilizando a Anélise de Flutuacao sem Tendéncia (DFA).
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Escoamento Tridimensional

Uma série de superficies auto-afins bidimensionais foram obtidas como uma genera-
lizagao do movimento browniano fraciondrio [80, 81]. Esta construgao leva a superficies

auto-afins zy (r) que satisfazem a relacao de escala geral, como apresentado na segao 2.2.5

{[2mr (r2) — zu (11)]?) o |p2 — 1y [ (3.1)

e as diferencas entre alturas em diferentes pontos em relacao a altura média sao obtidas
através de uma distribuicao gaussiana. Desta forma, o grau de correlacao espacial pode
ser ajustado pelo expoente de Hurst H. As superficies brownianas fracionarias com as
correlacoes espaciais desejadas sao geradas aqui com um método de filtragem de Fou-

rier [81, 113] (segao 2.2.6), que é baseado nas propriedades de suas densidades espectrais,

1

(3.2)
onde 8 = 2 4+ 2H para superficies bidimensionais [114].

Na pratica, os coeficientes complexos da transformada discreta de Fourier bidimensi-

onal (DFT) das superficies sdo gerados com fases aleatérias e amplitudes dadas por

el = (2 + %) % (33)
levando a densidade espectral dada por 3.2. A superficie é entao obtida usando um al-
goritmo DF'T usando L termos, incluindo todas as escalas de distancia de 1 a L. Depois
de aplicando o DFT, as superficies sdo deslocadas e normalizadas de modo que (z) = 0
e a amplitude a =2/L) . || é a mesma para todas as superficies. Nas simulacoes apre-
sentadas aqui a = 0.2L. Para criar as juntas de fratura tridimensionais, duas superficies
brownianas fracionarias correspondentes com L = 512 sao deslocados na direcao z a uma
distancia w sem qualquer movimento relativo no plano da fratura, como mostrado no
esquema da Figura 12 para H = 0.8. A abertura do canal w foi escolhida de modo a ter

a mesma ordem das amplitudes das superficies.

3.4 Discretizacao do Espaco

Uma decisao importante a ser tomada no desenvolvimento de um modelo numérico é

a natureza da malha. As malhas poderao ser de natureza estruturada e nao estruturada.
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Pressdo
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Figura 12: Desenho esquematico da fratura utilizada nas simulagdes com expoente de
rugosidade H = 0.8, tamanho L x L = 512 x 512 com amplitude a = 40 e largura w = 40.
As duas superficies delimitadoras sao complementares e auto-afins.

Uma malha nao estruturada é aquela para o qual nao ha uma regra aparente de formacao.
As principais vantagens de uma malha estruturada sao as seguintes: conexao entre os pon-
tos estabelecidos por uma regra, facilidade de implementacao computacional e solucao de
sistemas lineares facilitada. Dentre as vantagens de uma malha nao estruturada podemos
citar a facilidade de concentragao nas regioes desejadas e o menor nimero de volumes no

dominio.

A solucao de um sistema de equacoes diferenciais pode ser geralmente simplificada
através do emprego de uma malha bem construida. O processo de geracao de malhas
determina o mapeamento que transforma os pontos da malha do dominio fisico no dominio

transformado.

Nesse trabalho utilizamos um utilitario incluido no OpenFOAM, o snappyHexMesh.

Devido a sua importancia, vamos detalhar um pouco mais.
snappyHexMesh

O snappyHexMesh é um utilitdario de geragao de malhas fornecido com o OpenFOAM.
Este gera malhas tridimensionais contendo hexaedros e semi-hexaedros, sendo capaz de ler
uma geometria de superficies trianguladas (“tri-surfaces”) no formato STereoLithography
(STL) ou no formato Wavefront Object (OBJ) e gerar uma malha em torno desta. E

uma ferramenta capaz de mesclar geometrias complexas, adicionar camadas de superficie,
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efetuar varios refinamentos entre outras finalidades.

Para executar o snappyHexMesh, primeiro criamos uma malha hexagonal de fundo
que define a extensao do dominio computacional e um tamanho de malha de nivel de
base que corresponde a maiores células possivel apds o final do processo. O processo de
geracao de uma malha se da entao criando inicialmente uma regiao de forma retangular
em torno de um objeto descrito por uma superficie. Deve ser criada entao uma malha de

fundo de células hexaédricas que preenche toda a regiao dentro do limite externo.
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Figura 13: Geracao de malha inicial no processo de criacao de malhas do snappyHexMesh

Isso pode ser feito simplesmente usando o blockMesh, um dos geradores de malha mais
basicos do OpenFOAM. Os seguintes critérios devem ser observados ao criar a malha de
fundo: a malha deve ser constituida puramente de hexagonos; o tamanho da mesh de cada
célula deve ser de aproximadamente 1, caso contrario, a convergéncia do procedimento é
lenta; e deve haver pelo menos uma intersecao de uma borda de célula com a “tri-surface”,
ou seja, uma malha com uma tnica célula nao funcionara. A Figura 13 mostra essa etapa

em 2 dimensoes e para uma malha pequena para melhor visualizacao.

A divisao de células é realizada de acordo com a especificacao fornecida pelo usudrio.
O processo de refinamento inicia-se com as células selecionadas de acordo com a borda
especificada dentro do dominio. Apds o refinamento da borda, as células sao selecionadas
de forma a dividir a localizagao das superficies especificadas, conforme ilustrado na Figura
14. O refinamento pode opcionalmente ser substituido em uma ou mais regioes especificas

(entrada ou saida da superficie rugosa, etc.) da superficie STL.
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Figura 14: Divisao de células por superficie no processo de malhas snappyHexMesh

Uma vez que a divisao da superficie esteja concluida, um processo de remocao da
célula serd iniciado. A remogao das células requer uma ou mais regioes inteiramente
fechadas por uma superficie delimitadora dentro do dominio. A regiao na qual as células
sao mantidas é simplesmente identificada por um vetor de localizacao dentro dessa regiao.
As células sao mantidas se, aproximadamente, 50% ou mais de seu volume estiver dentro
da regiao. As células restantes sao removidas, conforme ilustrado na Figura 15. Um modo
de refinamento é aplicado a cada regiao, que pode ser o refinamento dentro do volume ou
refinamento fora da regiao do volume. Ainda é possivel refinar de acordo com a distancia

a superficie criando diferentes niveis de refinamento.

A Figura 16 apresenta a malha numérica de uma superficie com expoente de rugo-
sidade H = 0.8, tamanho L x L = 512 x 512 com amplitude a = 40 e largura w = 40
gerada utilizando o snappyHexMesh. O refinamento perto da superficie contém aproxi-

madamente 1400 x 1400 células, para valores pequenos de H esse niimero pode aumentar
até 2400 x 2400.



65

N
T
F ISESEEEsNESESS
ssssssssssas 1 :#:
T H
+;,% DI Rl
1 >
+11%%{11,’\
AN D
rl%xlu{f B w
isesssnsalalla
X |
HHH TR
> £ inEERERE} , l.d
AT T F O
oS ul b dediiie b e bl
XA KX | I SEESEESEEEEEEREENI T
3 T T
) u8
HHH - i HH
v % T
.8 T TITTTTTT 1
R s a et 7
HH HHHH
% 5 Issusasnuss|
AN AT
b AT H

Figura 15: Remocao de células no processo de malhas snappyHexMesh

Figura 16: Detalhe da malha numérica de uma superficie com expoente de rugosidade
H = 0.8, tamanho L x L = 512 x 512 com amplitude a = 40 e largura w = 40.

3.5 Solucao Numérica

Vérias fraturas, com rugosidades diferentes, geradas artificialmente foram utilizadas
para o estudo de escoamento neste trabalho. Essas fraturas foram geradas de tal forma
que as autocorrelagoes nas flutuagoes das superficies que correspondem a suas rugosidades

sao determinadas por diferentes expoentes de Hurst [1].
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Nas simulagoes bidimensionais a solucao numérica das equacoes 2.36 e 2.37 para os
campos de velocidade e pressao na superficie rugosa é obtida através da técnica de discre-
tizacao por diferengas finitas em volume de controle. Esta técnica consiste na conversao
das equacoes diferenciais parciais que governam o fendmeno em equacgoes algébricas nao-
lineares, que podem ser resolvidas numericamente [108]. A vantagem de tal técnica e
do processo de discretizacao é a substituicao do problema de encontrar solugoes exatas e
continuas por solucoes discretas no tempo e no espacgo. Para a aplicacao de tal técnica foi

utilizado o software comercial Fluent.

J& para as simulagoes tridimensionais a solugao numérica das Egs. (2.36) e (2.37) para
os campos de velocidade e pressao ¢é obtida através de discretizacao por meio do método
de volumes-finitos [112]. Considerando as geometrias complexas envolvidas, inicialmente
construimos uma malha nao estruturada para as superficies superior e inferior, que sao
usadas para criar a malha interna, também nao estruturada, com células hexahédricas re-

finadas préximas a superficie usando solucionador snappyHexMesh no OpenFOAM [115].

Em nossas simulagoes, consideramos condigoes de contorno sem deslizamento em toda
a interface solido-fluido. Além disso, um perfil de velocidade uniforme u = (V,0,0)
¢ imposto na entrada do canal, tomado como o plano x = 0, enquanto uma pressao
constante é imposta na saida x = L. As condic¢oes de contorno do plano de simetria sao

aplicadas nos limites y =0 e y = L.

O efeito da rugosidade sobre o escoamento é estudado para varios regimes, de fraturas
aleatdrias até fraturas com correlacao de longo alcance. As superficies fraturadas auto-
afins foram construidas desta forma para valores do expoente de Hurst H variando de 0.3
a 0.9. Para o menor expoente de Hurst, nas simulagoes tridimensionais, apos refinamento,
o dominio computacional foi discretizado com aproximadamente 1 x 107 volumes finitos.
Para cada valor de H, foram construidos cinco diferentes canais para calcular as médias
do conjunto e para cada um, simulacoes com diferentes velocidades de entrada, variando
o numero de Reynolds Re de 0.01 a 100 foram realizados. Os critérios de convergéncia
usados nas simulagoes sao definidos em termos de residuos, ou seja, o grau até o qual as
equagoes de conservacao sao satisfeitas ao longo do campo de fluxo. Em todas as nossas
simulagoes, a convergéncia ¢ considerada atingida somente quando cada um dos residuos
fica abaixo 107%. Os residuos sao as magnitudes de erro das equacoes & medida que as
iteragoes progridem. Estas incluem as equagoes governantes, por exemplo, a equacao de
momento de Navier-Stokes para cada dire¢ao (X, y e z em 3D ou apenas x e y para 2D).

O residuo ¢ a diferenca entre o resultado anterior e o resultado atual.
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Para simulacoes de trés dimensoes, as trés equacgoes de movimento e a continuidade
da equagao se combinam para formar quatro equacoes para quatro incégnitas. Entre os
componentes desconhecidos, um é pressao e trés velocidades. A pressao nao tem uma
equagcao explicita e é por isso que algumas técnicas exclusivas foram criadas para extrai-la
de maneira alternativa. A técnica bem conhecida é o algoritmo SIMPLE. O principio do
algoritmo é o seguinte. Um campo de pressao estimado é usado na solucao das equagoes
de momento. Em seguida, comega a calcular uma nova velocidade, mas em geral elas
nao se ajustam a equacao de continuidade, de modo que as correcoes das velocidades sao
determinadas. Com base nas corregoes de velocidade, ¢ calculada uma correcao de pressao
que, quando adicionada a pressao original, resulta em uma pressao atualizada. Apods a
solucao das variaveis de problema restantes, a iteracao é concluida e todo o processo é

repetido.
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4 Resultados

Varias fraturas, com rugosidades diferentes, geradas artificialmente foram utilizadas
para o estudo de escoamento de fluido neste trabalho. Essas fraturas foram geradas
de tal forma que as autocorrelagoes nas flutuacoes das superficies que correspondem a
suas rugosidades sao determinadas por diferentes expoentes de Hurst. As simulacoes de
escoamento foram realizadas por meio da utilizacao de dois softwares de Dinamica de

Fluidos Computacional, o Fluent e o OpenFOADM.

O primeiro passo do procedimento foi a geracao das superficies. Para a geragao das su-
perficies utilizadas na anélise bidimensional utilizou-se o Método de Filtragem de Fourier
[81] (secao 2.2.6) onde vérias séries unidimensionais foram geradas para cada expoente de
Hurst. Para gerar a superficie com a caracteristica auto-afim, simplesmente deslocamos
uma cépia da série de uma distancia w. Para a geracao das superficies utilizadas na
andlise tridimensional, utilizou-se o0 Método de Filtragem de Fourier [81] (se¢ao 2.2.6) ge-
rando uma superficie bidimensional e deslocando uma cépia da mesma de uma distancia
w. Tanto as superficies utilizadas no escoamento bidimensional, quanto as superficies
utilizadas no escoamento tridimensional sao invariantes sob transformagcoes de escalas

anisotropicas.

O segundo passo foi a divisao do dominio onde o fenomeno ocorre em um conjunto
de células ou subdominios de mesma dimensao, originando uma malha ou rede computa-
cional. As malhas das superficies bidimensionais foram geradas no GMSH e as malhas

das superficies tridimensionais foram geradas no OpenFOAM com o utilitario snappyHez-

Mesh.

Em seguida, as equacoes da continuidade e de Navier-Stokes foram aplicadas a cada
célula do dominio e resolvidas numericamente, com as condigoes de contorno apropria-
das. O software Fluent foi utilizado para a solugao das simulagoes numéricas em 2D,
e 0 OpenFOAM foi utilizado para a solucao em 3D. Desta maneira, um conjunto de

equacoes acopladas foi obtido. Estas equagoes, resolvidas numericamente e de forma ite-
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rativa, originaram um conjunto de solugoes para o campo de velocidades. Tais solugoes
constituiram-se em um resultado aproximado daquele que obteriamos se pudéssemos re-

solver analiticamente as equagoes governantes.

As equagbes governantes que descrevem a fisica do fenémeno do escoamento foram
discretizadas em uma malha computacional e transformadas em equagoes algébricas, usu-
almente nao-lineares, para serem resolvidas numericamente e de forma iterativa. Com as
condicoes de contorno apropriadas, obtivemos a solugao e os valores das incognitas nos
nos das malhas, os quais, por sua vez, podem ser apresentados graficamente para, entao,

procedermos a andlise do fenémeno em estudo.

4.1 Escoamento em Fraturas Bidimensionais

Em nossas simulagoes bidimensionais, consideramos condicoes de contorno sem des-
lizamento ao longo de toda a interface sélido-fluido. Além disso, as mudancas nas taxas
de velocidade sao assumidas como zero na saida x = L (condigbes de contorno sem gradi-
ente), considerando que um perfil de velocidade uniforme, u,(0,y) = U e u,(0,y) =0, é
imposto na entrada do canal. O nimero de Reynolds é ajustado em termos da velocidade

de entrada do fluido no canal rugoso.

4.1.1 Campo de Pressao (2D)

A Figura 17 mostra a pressao média, integrada ao longo da diregao vertical para
vérios valores de expoente de Hurst H e com numero de Reynolds (a) Re = 0.01 e (b)
Re = 100. Em ambas as situagoes é possivel perceber que as pressoes mais elevadas
ocorrem na entrada do canal e como pode ser visto na Figura 18, onde o campo de
pressao ¢ apresentado, o escoamento ocorre em direcao as regioes de mais baixas pressoes.
As cores que variam de azul para vermelho correspondem a magnitudes de baixa e alta
pressao, respectivamente. Para H = 0.4 a magnitude da pressao varia de 6.0 x 107! Pa
(regioes em vermelho) até zero (regioes em azul escuro) com Re = 0.01 e de 1.0 x 10* Pa
até zero com Re = 100. J4 para H = 0.8 a magnitude da pressao varia de 2.9 x 107! Pa
(regioes em vermelho) até zero (regioes em azul escuro) com Re = 0.01 e de 3.4 x 10° Pa

até zero com Re = 100.

Este resultado concorda com as predigoes das Equagoes de Navier-Stokes, que mos-

tram que o escoamento é regido por um gradiente de pressao negativo.
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Figura 17: Pressao média em funcao da diregao x do fluxo para H variando de 0.4 a 0.9
para (a) Re = 0.01 e (b) Re = 100. Para cada valor de expoente de Hurst H, cinco
amostras foram geradas e simuladas em uma ampla gama de nimeros de Reynolds.

4.1.2 Resisténcia Hidraulica (2D)

A Figura 19 mostra os resultados de nossas simulagoes de fluxo em termos da Re-
sisténcia Hidrdulica G' (Eq. 2.104) e do nimero de Reynolds Re (Eq. 2.98) para diferentes
valores do expoente de rugosidade H. Depois de calcular a média de G num total de 5
realizacoes para cada valor de H e uma ampla gama de nimeros Reynolds, nds ajusta-
mos os resultados com a Eq. (2.104) para estimar os coeficientes «, 5 e 7. De acordo
com os resultados, observamos uma transigao de G constante (Lei de Darcy) para o com-

portamento de fluxo nao linear em um valor de Re que depende significativamente da
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Figura 18: Campos de pressao no interior de superficies rugosas auto-afins.

rugosidade. Em todos os casos, o intervalo correspondente a lei de Darcy (G constante)
é seguido por um regime nao-linear que reflete o efeito da conveccao no fluxo. As pro-
priedades de fluxo dentro da fratura sao fortemente influenciadas pela geometria aspera
e, consequentemente, a caracteristica auto-afim se reflete na variabilidade do fluxo. As
barras de erro sao menores que os simbolos e as linhas sélidas representam o melhor ajuste
(fitting) aos dados da Equagao (2.104).

Em relagao aos coeficientes da Equagao (2.104), a Figura 20, apresenta que o coefi-
ciente a geralmente diminui com o expoente da rugosidade H. Existe um cruzamento
em um valor proximo de H = 0.5 separando dois regimes distintos que caracterizam a
influéncia da geometria do canal no parametro a. O valor H = 0.5 corresponde exata-
mente ao ponto de transi¢do entre a interface auto-afim anti-correlacionado (H < 0.5) e
correlacionado (H > 0.5) [116]. Esta é a primeira vez que uma conexao clara pode ser
estabelecida para relacionar o grau de correlacao na geometria da interface e o compor-

tamento do fluxo monofésico através de fraturas auto-afins.

Os resultados mostrados na Figura 21 revelam que os coeficientes § e vy também
diminuem com H e exibem cruzamentos semelhantes se comportando de maneira muito

similar ao coeficiente o entre geometrias correlacionadas e anti-correlacionadas.

A Figura 22 mostra resisténcia hidrdulica normalizada G = G/aw? com Re/H. O
colapso dos dados das simulacoes indica que o nimero critico de Reynolds para o qual os

efeitos nao-lineares se tornam importantes é proporcional ao expoente de Hurst.
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Figura 19: Dependéncia da resisténcia hidraulica G no nimero de Reynolds para diferentes
valores do expoente da rugosidade H.
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Figura 20: Variacao do parametro aw? na Equacao 2.104 com o expoente H caracteri-
zando a rugosidade da geometria do canal.

4.1.3 Campo de Velocidade (2D)

Os perfis de velocidade no interior das superficies rugosas auto-afins sao apresentados

nas Figuras 23 e 24. A magnitude da velocidade ao longo das superficies variam bastante,
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Figura 21: Variagao dos parametros fw e v na Equagao 2.104 com o expoente H carac-
terizando a rugosidade da geometria do canal.
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Figura 22: Resisténcia hidraulica normalizada G' como uma funcao de Re/H.

sendo méaxima nas porgoes centrais dos canais. Na Figura 23, mostramos o grafico de

contorno da magnitude da velocidade em canais auto-afins tipico sob condigoes de fluxo
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viscoso, ou seja, com um baixo nimero de Reynolds (Re = 0.01) e com expoente de
Hurst H variando de 0.4 a 0.9. Os pontos de alta velocidade correspondem as regioes
com altas inclinagoes no canal devido a suas areas efetivas reduzidas para o fluxo, ou seja,
as segoes transversais ortogonais as paredes. O fluido é empurrado da esquerda para a
direita. As cores que variam do azul ao vermelho correspondem a magnitudes de baixa e

alta velocidade, respectivamente.

Re=0.01

Velocidade

Figura 23: Contorno da magnitude da velocidade local ao longo de realizagoes tipicas de
canais rugosos auto-afins para varios expoentes de Hurst H submetido a um baixo valor
de Reynolds (Re = 0.01).

A Figura 24 apresenta as mesmas superficies sujeitas agora a um alto valor de Reynolds
(Re = 100). E possivel perceber que quanto menor o expoente de Hurst mais regioes de
alta velocidade surgem ao longo do canal. O mesmo pode ser observado na Figura 23,

mas com uma grande diferenga na magnitude da velocidade.

Devido a condicao de nao-deslizamento na superficie da fratura, a velocidade de esco-
amento é zero nas paredes das Figuras 23 e 24, que esta representado pela regiao em azul
escuro. Na Figura 23, a magnitude da velocidade varia de zero (regides em azul escuro)
até 5.9 x 1073 m/s. Na Figura 24, a variacao vai de zero até 6 x 10" m/s com o mesmo

esquema de cores.
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\elocidade

Figura 24: Contorno da magnitude da velocidade local ao longo de realizagoes tipicas de
canais rugosos auto-afins para varios expoentes de Hurst H submetido a um alto valor de
Reynolds (Re = 100).

4.1.4 Flutuacoes da Velocidade (2D)

Em seguida, estudamos as flutuagdes na velocidade de uma particula sem massa (ou
seja, um tragador passivo) liberada bem no centro da entrada do canal. Essa particula
seguiu uma trajetéria que coincide com a linha central do canal que divide o fluxo em
duas regioes iguais. Na Figura 25, mostramos a variacao de sua magnitude de velocidade
normalizada u* = u/ug, onde ug é a velocidade de entrada do fluido no canal, ao longo
da direcao do fluxo principal x em uma realizacao tipica do canal dspero e para dois
valores diferentes do nimero de Reynolds. Para baixos Re (Re = 0.01), a localizagao e a
intensidade dos picos de velocidade correspondem essencialmente a variacao espacial da
amplitude das encostas locais ao longo da fratura. Em altos Re (Re = 100), a situagao
fica bem diferente. Devido a inércia, o efeito no campo de fluxo da geometria do canal
local revela um comportamento persistente nas flutuagoes locais de velocidade, quando
comparado com os resultados obtidos a baixos Re. Mais precisamente, sempre que um
aumento repentino na velocidade é observado devido a presenga de uma estreita constrigao
no canal, o sinal tende a decair mais lentamente em condi¢oes mais altas de Re, antes
que a particula sofra outra flutuagao de amplitude substancial. E interessante notar
que a mesma sequéncia de picos e vales apresentada para Re = 0.01 também pode ser
observada para Re = 100, mas com a diferenca de que a velocidade em cada ponto da

fratura é geralmente muito maior em valores altos de Re por causa dos efeitos inerciais, o
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que faz com que a velocidade normalizada nesse caso tenha uma amplitude ligeiramente

menor.
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Figura 25: Perfil da magnitude da velocidade ao longo da linha de fluxo localizada no
centro do canal rugoso para um campo de fluxo calculado em condicoes baixas de Reynolds
(Re =0.01) e (Re = 100).

Devido a interagao entre o fluxo e a caracteristica auto-afim das interfaces de fratura
utilizadas aqui [116], deve-se esperar que os perfis de velocidade mostrados na Figura
25 contenham um certo grau de correlacao. Mais precisamente, as correlagoes de leis de
poténcia de longo alcance em magnitude de velocidade sao identificadas e quantificadas
aqui por meio da Andlise de Flutuagoes sem Tendéncia (Detrended Fluctuation Analysis
- DFA) [67].

A Figura 26(a) mostra o gréfico logaritmico da fun¢do de flutuacdo sem tendéncia
F(Ax) calculada a partir de 5 realizacoes de perfis de magnitude de velocidade (ver Figura
25) para quatro valores diferentes de niimero de Reynolds. As duas linhas retas mostram
a melhor lei de poténcia para os dados nas regioes de escala. Os resultados apresentados
na Figura 26 mostram que, independentemente do nimero de Reynolds, a fungao F(Ax)
exibe um regime de lei de poténcia altamente correlacionado (¢ = 1.6+0.03) em pequenas
escalas de comprimento seguidas por uma escala tipicamente nao correlacionada ({ =
0.5 + 0.01) em valores maiores do que Az. Ou seja, a diferenga entre os coeficientes

indica a passagem de um alta correla¢do (¢ ~ 1.6) para um nao correlagao entre as séries
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(¢ =~ 0.5).

A Figura 26(b) mostra que a fungao F(Azx) é invariante com Re para Re < 10. A
diferenca é que, acima de um valor suficientemente alto de Re (Figura 26(b)), o cru-
zamento de comportamento correlacionado para nao correlacionado comeca a aumentar
com Re. Isso é compativel com uma anélise qualitativa, baseada na inspecao dos perfis na
Figura 25. O primeiro regime (altamente correlacionado) é uma consequéncia direta da
auto-afinidade do canal, induzindo correlagoes de longo alcance na velocidade do tragador,

onde um grande expoente denota o aspecto fracionario-browniano do sinal.

4.2 Escoamento em Fraturas Tridimensionais

4.2.1 Campo de Pressao (3D)

A Figura 27 mostra a pressao média integrada ao longo do canal para valores de
expoente de Hurst (a) H = 0.2 com nimero de Reynolds Re = 59 ¢ (b) e H = 0.8
Re = 579. Em ambas as situacoes, é possivel perceber que as pressoes mais elevadas
ocorrem na entrada do canal, e como pode ser visto na Figura 28, onde o campo de pressao
é apresentado, o escoamento ocorre em direcao as regides de mais baixas pressoes. As cores
que variam de azul para vermelho correspondem a magnitudes de baixa e alta pressao,
respectivamente. Este resultado concorda com as predicoes das Equacoes de Navier-Stokes

que mostram que o escoamento ¢ regido por um gradiente de pressao negativo.

4.2.2 Resisténcia Hidraulica (3D)

A Figura 29 mostra os resultados de nossas simulagoes de fluxo em termos da Re-
sistencia Hidraulica G e do nimero de Reynolds Re para diferentes valores do expoente
de rugosidade H. Depois de calcular a média de G num total de 5 realizacoes para cada
valor de H e uma ampla gama de nimeros Reynolds, nés ajustamos os resultados com a
Eq. (2.104) para estimar os coeficientes «, 5 e 7. De acordo com experimentos de fluxo
real, observamos uma transigao de G constante (Lei de Darcy) para o comportamento de
fluxo nao linear em um valor de Re que depende significativamente da rugosidade. Pode-
se ver claramente que também nas superficies tridimensionais a resisténcia hidraulica
diminui com o expoente de Hurst para todos os Re. Isto significa que a permeabilidade
aumenta com a rugosidade. Em todos os casos, o regime que corresponde a lei de Darcy

é seguido por um regime nao-linear que reflete o efeito de conveccao do fluxo. As propri-
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Figura 26: Grafico logaritmico da funcao de flutuagao sem tendéncia F'(Azx) calculada a
partir de 5 realizagdes de perfis de magnitude de velocidade para Reynolds (a) Re = 10,
Re =20, Re =50 e Re =100 e (b) Re =1, Re =5 e Re = 10.

edades de fluxo dentro da fratura sao fortemente influenciadas pela geometria aspera e,

consequentemente, a caracteristica auto-afim se reflete na variedade de propriedades de

fluidez. As barras de erro sao menores que os simbolos e as linhas sdlidas representam o

melhor ajuste (fitting) aos dados da Equagao (2.104).

Para pequenos Re, a permeabilidade aumenta com H, aproximando-se do valor limite

para placas paralelas ky = 1/ag. De fato, a Figura 30 mostra que o coeficiente o decai

exponencialmente, seguindo muito de perto a relacdo (o — ) /g = bexp(—H/n), com
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Figura 27: Queda de pressao média ao longo da dire¢ao do fluxo para (a) H = 0.2 e
Re =59 (b) H=0.8e Re = 579,

ay/apg =1.2240.01, b =248 £ 1.0, e n = 0.16 + 0.01, representada pela linha sélida na
Figura 30.

O coeficiente @ diminui monotonicamente com o expoente de Hurst H. Também é
possivel argumentar, de acordo com a Figura 31 que os coeficientes «, 5 e v nao sao todos

independentes, obedecendo as seguintes relagoes fw o< aw?/H e v o< aw?/H?.

A Figura 29 também indica que as contribui¢coes nao lineares para a resisténcia
hidraulica se tornam importantes em nimeros de Reynolds menores, a medida que o
expoente de Hurst H diminui. Para medir esse comportamento, geramos a Figura 32 com

a resisténcia hidraulica normalizada pela permeabilidade inversa, G = G/aw? como uma
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Figura 28: Campos de pressao no interior de superficies rugosas auto-afins. A magnitude
da pressdo varia desde 2.5 x 10? Pa (regices em vermelho) até 1 (regides em azul escuro).
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Figura 29: Dependéncia da resisténcia hidraulica G no nimero de Reynolds para diferentes
valores do expoente da rugosidade H.

fungao do nimero de Reynolds dividido pelo expoente de Hurst, Re/H. E possivel ver
que com essa escala simples todas as curvas da Figura 29 caem em uma tnica curva. Esse
colapso é uma indicacao de que o inicio das contribuicoes nao-lineares para a resisténcia
hidrdulica aumenta aproximadamente linearmente com o expoente da rugosidade H, su-
gerindo um efetivo nimero de Reynolds que leva em conta a rugosidade superficial dada
simplesmente por Re’ = Re/H. De fato, uma escala perfeita também significaria que os
coeficientes «, 3 e v ndo sao todos independentes, obedecendo as relacoes SwH o aw? e

vH? o aw?.

Na Figura 33 plotamos o Swh como uma funcao de aw?, e a linha sélida representa
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Figura 30: Variacao do parametro o como na Eq. (2.104) com o expoente H. As barras
de erro sao menores que os tamanhos simples. A linha tracejada corresponde a um ajuste
alag —a=be " coma=1.22+0.01, b=248+1.0e c=6.340.1, as barras de erro
sao menores que os simbolos.

2 com ¢ = 0.0023 £ 0.0001 para uma aproximacao muito boa. A

que SH/apw = ¢ aw
insercao da Figura 33 indica que a relacao entre vH? e aw? desvia do comportamento

linear esperado, especialmente para os menores expoentes de Hurst.

O efeito da rugosidade da superficie na resisténcia hidraulica pode ser melhor com-
preendido se voltarmos nossa atencao para as distor¢oes no campo de velocidade local
quando as forcas inerciais se tornam importantes em comparagao com as forgas viscosas.
Esta condigao é satisfeita com nimeros menores de Reynolds para expoentes de Hurst

menores.

4.2.3 Campo de Velocidade (3D)

Na Figura 34(a), mostramos o gréfico de contorno da magnitude da velocidade em
um canal auto-afim tipico sob condic¢oes de fluxo viscoso, ou seja, com baixo niumero
de Reynolds (Re = 60) para H = 0.2. Duas se¢bes transversais diferentes ao longo da
direcao do fluxo sao apresentadas. O fluido escoa da esquerda para a direita. Podemos
ver que, mesmo em canais tridimensionais, as regioes de alta velocidade correspondem

aquelas com gradiente médio elevado na geometria do canal na direcao do fluxo, um com-
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Figura 31: (a) Variagdo do parametro Sw em fungio de aw?/H e (b) v em funcao de
aw?/H?.

portamento que é similar a areas efetivas reduzidas para o fluxo nessas regioces. Este efeito
¢ menos pronunciado para expoentes de Hurst maiores, como mostrado na Figura 34(b),
que mostram os mesmos graficos de contorno para H = 0.8. As cores que variam de azul
para vermelho correspondem a magnitudes de baixa e alta velocidade, respectivamente,

normalizadas de 0 a 1 em cada condigao.
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Figura 32: Resisténcia hidraulica normalizada G = G /aw? como uma funcio de Re/H.
O colapso dos dados da simulagao em uma tinica curva é uma indicagao de que o inicio das
contribui¢oes nao-lineares a resisténcia hidraulica aumenta aproximadamente linearmente
com o expoente de Hurst.

4.2.4 Canais Preferenciais (3D)

A Figura 35 mostra o grafico de contorno da amplitude da velocidade na superficie
no centro do canal para H = 0.2, tanto para Re = 20 em (a), quanto para Re = 420
em (b). Para ambos os valores de Re ¢ possivel observar evidéncias da formagao de
canais complexos de fluxo de fluidos, bem como a presenca de regices estagnadas no
campo de fluxo, sendo o efeito mais forte para maiores Re. Este tipo de canalizacao
foi observado em amostras de laboratério [117] e simulagbes computacionais para fluidos
newtonianos viscosos [47, 54] para canais com distribui¢ées heterogéneas de abertura
devido ao deslocamento de cisalhamento entre as superficies superior e inferior da fratura.
Para estes resultados apresentados na Figura 35, nao ha deslocamentos de cisalhamento,
e argumentamos que a canalizagao de fluxo surge apenas devido a efeitos inerciais. O
mesmo comportamento pode ser visualizado na Figura 36 para H = 0.4 com valor de
Reynolds (a) Re =20 e (b) Re = 580.

E importante salientar que temos um canal onde a superficie de cima é paralela a
superficie de baixo com uma abertura w constante e esses canais que surgem durante o

escoamento se devem aos efeitos inerciais.
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Figura 33: O parametro SH/agw como fungdo de a/ap. A linha sélida corresponde a
um ajuste aos dados usando SH/agw = ca/ap com ¢ = 0.0023 £ 0.0001 e coeficiente de
correlacao de Pearson R = 0.9993. A insercao mostra a relacao entre o parametro ~vH?>
e aw? que se desvia da linearidade esperada, especialmente para pequenos expoentes de
Hurst.
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Figura 34: Graficos de contorno tipicos do campo de magnitude da velocidade para uma
secao transversal do canal paralela a direcao do fluxo para baixo um nimero de Reynolds
Re =60 com (a) H=0.2¢ (b) H=0..8.

A Figura 37 mostra graficos de contorno do campo de magnitude de velocidade para
diferentes secoes transversais perpendiculares a dire¢ao do fluxo principal, em diferentes
posi¢oes y ao longo do canal, para (a) H = 0.8 e (b) H = 0.4, com Re = 100. Linhas
de fluxo do campo de velocidade também sao mostradas. Para o maior expoente de
Hurst, as flutuagoes no campo de velocidade local sao um tanto suaves, com a velocidade

méxima perto do centro do canal sendo aproximadamente (3/2)U como esperado para
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(b)

Figura 35: Contorno de amplitude de velocidade na superficie no centro do canal para
H = 0.2. (a) Re = 20 e (b) Re = 420. As cores que variam de azul para vermelho
correspondem a magnitudes de baixa e alta velocidade, respectivamente, normalizadas de
0 a 1 em cada condigao.

placas paralelas. Para H = 0.4, no entanto, a situacao é bastante diferente. O campo
de velocidade é mais confinado, com regioes de fluxo estagnado. Como consequéncia,
a magnitude maxima da velocidade se aproxima de (5/2)U, efetivamente aumentando o
numero de Reynolds, como sugerido pelo colapso na Figura 32. Um aumento na magnitude
da velocidade devido a desordem local na morfologia da superficie pode entao persistir e

se propagar ainda mais na jungao da fratura, formando “canais preferenciais” de fluxo de
fluido.
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Figura 36: Contorno de amplitude de velocidade na superficie no centro do canal para
H = 04. (a) Re = 20 e (b) Re = 580. As cores que variam de azul para vermelho
correspondem a magnitudes de baixa e alta velocidade, respectivamente, normalizadas de
0 a 1 em cada condigao.

Este efeito de canalizagao pode ser medido estatisticamente em termos de indice de
participagao m, que estd relacionado com a distribuicao espacial da energia cinética no

escoamento [57]. O indice de participa¢ao pode ser definido como
_ e
T = (4.1)

Onde (e") = (1/V) [[[ (u-u)" d®r é o n' momento da energia cinética, com V o volume
do sistema. Se houver igual particao de energia cinética m — 1. Considerando que se o

campo de fluxo é fortemente localizado m — 1/V & 0 para um sistema suficientemente
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Re = 100

Figura 37: Gréficos de contorno do campo de magnitude da velocidade para diferentes
segoes transversais do canal perpendiculares a direcao do fluxo principal para Re = 100.
(a) H=0.8¢ (b) H=0.4.

grande. Para um fluido que flui entre duas placas paralelas, devido ao confinamento

parabdlico, é possivel obter analiticamente o indice de participagao, dado por my = 0.7.
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Nos calculamos o indice de participacao m para nossas simulagoes, para um nimero
fixo de Reynolds, Re = 100, para diferentes expoentes de Hurst, com uma média de
cinco realizagoes para cada H. Os resultados sao mostrados na Figura 38. Como o
expoente de Hurst se aproxima de 1, o indice de participagao tende a 7y (marcadores
vermelhos na Figura 38), novamente corroborando que o sistema se comporta como uma
fratura de placas paralelas. O indice de participacao decai monotonicamente a medida
que o expoente de Hurst diminui, indicando um confinamento mais forte. A Figura 38
também exibe o indice de participacao calculado apenas para a superficie formada pela
translagao da superficie inferior do canal w/2 na dire¢do z, denominada como nivel da
superficie w/2 na Figura (marcadores triangulares). Neste caso, para H — 1, o indice
de participagao H — 1, indicando que a energia cinética ¢ homogeneamente distribuida
nesta superficie. Novamente o m diminui com a diminuicao de H, refletindo a formagao
de canais quase unidimensionais no sistema para pequenos expoentes de Hurst, como
pode ser visto na insercao da Figura 38. Este confinamento adicional aumenta os efeitos
nao lineares. Este tipo de canalizagdo foi observado em amostras de laboratério [117]
e simulagoes computacionais para fluidos newtonianos viscosos [47, 54| para canais com
distribuicao de abertura heterogénea devido ao deslocamento de cisalhamento entre as

superficies superior e inferior da fratura.

1.0F AAA
A AA

0.8F

. volume
0.4 : © . | A\ nivel w/2

0.2 0.4 0.6 0.8
H

Figura 38: Indice de participagdo 7/my como uma func¢ao do expoente de Hurst H. Os
circulos vermelhos correspondem ao indice de participagao no volume, normalizado pelo
valor da participacao para placas paralelas my = 0.7. Os triangulos azuis denotam o indice
de participagdo no nivel da superficie w/2, obtido pela translacao da superficie inferior
do canal de w/2 na dire¢ao z. A inser¢ao mostra o grafico de contorno da magnitude da
velocidade no nivel da superficie w/2.
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5 Consideracoes e Perspectivas

Nesse trabalho, investigamos o processo de escoamento de fluido através de superficies
rugosas que apresentam geometria auto-afim. Em nivel macroscopico, o processo de es-
coamento ocorre através de canais rugosos fraturados. Portanto, o primeiro passo dado
no sentido de investigar as propriedades de transporte e simular o escoamento de fluidos
no interior de dutos rugosos foi a descricao da topologia das fraturas. Em seguida, o
aspecto geométrico do meio foi estudado, observando que tal geometria possui proprieda-
des estatisticas invariantes sob transformagoes de escala anisotrépicas. O procedimento
adotado no presente trabalho foi a obtencao de uma solu¢ao numérica aproximada, visto

que nao é possivel obter solugao analitica para este problema.

Conforme resultados obtidos a partir destas simulagdes computacionais, observamos
que a caracteristica auto-afim da superficie rugosa exerce importante influéncia sobre as
propriedades do escoamento no interior da mesma. Estudamos o efeito provocado pela
rugosidade destas superficies, possibilitando o surgimento de regioes de estrangulamento

na estrutura e acarretando mudancas significativas nos campos de velocidade.

Os resultados apresentados nesta tese indicam como parametros morfolégicos da su-
perficie poderiam ser potencialmente usados para estimar o comportamento hidraulico da
fratura. Os resultados indicam que existe uma correlacao entre a rugosidade e o compor-

tamento do fluido.

Analisando as simulagoes bidimensionais, encontramos que as propriedades do campo
de velocidade do escoamento no interior da fratura sao fortemente influenciadas pela
topologia da mesma. E possivel caracterizar uma transicao do comportamento linear para
0 nao-linear em termos do expoente de Hurst. Os coeficientes «, 3 e 7, caracterizando
a generalizacao ctbica da equagao de Darcy (2.103) dependem quase que linearmente do
expoente de Hurst H em dois regimes distintos que encontra-se em H =~ 0.5. Também
foi mostrado que as flutuagoes de velocidade sao caracterizadas por fortes correlacoes

espaciais em pequenas escalas.
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J& para as simulacoes tridimensionais encontramos que os coeficientes «, 3 e vy, carac-
terizando a generalizagao cibica da equagao de Darcy (2.103) decaem exponencialmente
com o expoente de Hurst H. Esses coeficientes nao sao todos independentes, mas todos
os vestigios do colapso da generalizacao da equacao de Darcy, se o escalonamento apro-
priado for aplicado, mostram que o nimero critico de Reynolds acima do qual os efeitos
nao-lineares se tornam importantes aumenta linearmente com o expoente da rugosidade
H. Neste regime de Reynolds, o nimero efetivo de Reynolds, que leva em conta os efeitos
da rugosidade superficial, é dado por Re’ = Re/H. Nés também encontramos que surgem
caminhos preferenciais do escoamento, ou canalizacao, no campo de fluxo devido a efeitos
inerciais, mesmo em juntas de fratura onde nao ha deslocamento de cisalhamento entre

as superficies superior e inferior.

A anélise aqui apresentada foi baseada no pressuposto de fluxo laminar e um fluido
com p = lkg/m? e u = 10kg/m - s. Para o propésito deste estudo esta suposicao é
apropriada, embora se possa estudar o efeito do fluxo turbulento (que é mais provével
que seja o caso perto de um pogo) e usar dois ou trés fluidos na fase de andlise. Esta é
certamente uma outra linha interessante para continuacao do trabalho. Uma outra linha

que pode ser tomada é examinar o efeito da tensao com a resposta de fluxo de fluido.

Durante nosso estudo, admitimos que o processo de fraturar a rocha nao produz
deformagoes ou intersticios subsequentes no material e as partes fraturadas da amostra
sao simplesmente separadas de uma distancia w normal ao plano médio, de modo que a
abertura local assuma valor constante. Alternativamente, em investigagoes posteriores,
pode-se introduzir uma translacao lateral a uma destas superficies, de modo a haver um

deslocamento relativo d no plano médio da fratura.

Nossa descricao detalhada da mecanica de fluidos no interior das superficies rugosas
foi baseada nas suposicoes de que o escoamento é laminar e estacionario e o fluido é
continuo, newtoniano e incompressivel. Portanto, o escoamento ocorre no regime de
Stokes, caracterizado por baixos valores do niimero de Reynolds. Nesta situacao, as forgas
viscosas sobrepoem-se as forcas inerciais. Aspiramos modelar o transporte de fluidos em
diferentes regimes de escoamento, onde o nimero de Reynolds assume valores moderados
e elevados. Nesta circunstancia, teremos um regime de escoamento turbulento e os efeitos

inerciais serao bem caracteristicos.
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