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RESUMO

Dados um grafo simples conexo e um inteiro positivo k, o problema da k-floresta com méaximo
numero de folhas consiste em encontrar uma floresta geradora com tantas folhas quanto possivel e
ndo mais que k componentes. Propomos os primeiros modelos matematicos para o problema bem
como desigualdades vélidas. Para k = 1 temos o conhecido problema da arvore geradora com
maximo nimero de folhas (MLSTP). Em particular, para esse problema, as novas desigualdades
se mostraram muito eficientes. Dois dos modelos propostos neste documento generalizam formu-
lagdes encontradas na literatura para o MLSTP e t€ém como base formulagdes que descrevem os
poliedros de arvores e arborescéncias geradoras. Apresentamos também caracterizagdes para o
problema, que facilitam expresséd-lo de uma maneira alternativa, onde buscamos um conjunto de
folhas que gere uma solu¢@o 6tima e, uma vez que dispomos de tal conjunto, podemos obter uma
solucdo completa para o problema em tempo polinomial. Como consequéncia, propomos um
modelo denominado (MB) o qual resolvemos utilizando um método iterativo de decomposi¢ao
de Benders para k = 1 e, para o caso geral, uma formula¢do denominada (MVE) e um modelo
(MFA) utilizando fluxo em rede. Realizamos experimentos computacionais e analisamos os
desempenhos dos modelos. Em particular, para k = 1, comparamos os resultados obtidos tendo
como referéncia formulacdes da literatura para o MLSTP. Damos destaque ao modelo (MFA)
por sua simplicidade de implementacgdo e por ndo demandar técnicas sofisticadas de corte ou
separacdo. Além disso, para k = 1, esse modelo foi o tnico a encontrar solu¢des 6timas para
todo o conjunto de instancias, mostrando-se superior aos modelos especificos para o MLSTP
presentes na literatura. Também vale ressaltar que, ainda para k = 1, o modelo (MB) mostrou-
se consideravelmente mais eficiente que os demais quando consideramos um subconjunto de

instancias que apresentam maiores densidades de arestas.

Palavras-chave: Otimizagdo combinatéria. Arvore geradora com méaximo nimero de folhas.

k-Floresta com maximo numero de folhas. Desigualdades vélidas. Programagdo Inteira.



ABSTRACT

Given a simple connected graph and a positive integer k, the maximum leaf k-forest problem
consists in finding a spanning forest with as many leaves as possible and no more than k compo-
nents. We propose the first mathematical models for the problem as well as valid inequalities.
For k = 1, we have the known maximum leaf spanning tree problem (MLSTP). In particular,
for this problem, the new inequalities have proved to be very efficient. Two of the models we
propose in this work generalize formulations found in the literature for the MLSTP and are based
on formulations that describe the polytope of spanning trees and arborescences. We also present
new characterizations for the problem, which makes easy to express it in an alternative way,
where we look for a set of leaves that generate an optimal solution and, once we have such set,
we can obtain a solution to the problem in polynomial time. As a consequence, we propose a
model called (MB) which we solve by using an iterative method based on Benders decomposition
for k = 1 and, for the general case, a formulation called (MVE) and a model (MFA) exploring
network flow. We perform computational experiments and analyze the performance of our
models. In particular, for k = 1, we compare our results with the ones obtained by existing
formulations for MLSTP. We emphasize model (MFA) for its simplicity to implement and for
not demanding sophisticated cutting or separation techniques. In addition, for £ = 1, this model
was the unique to find optimal solutions for the whole set of instances, outperforming MLSTP
models from the literature. It is also worth noting that, for k = 1, model (MB) was considerably

more efficient than the other ones when considering instances with higher edge densities.

Keywords: Combinatorial optimization. Maximum leaf spanning tree. Maximum leaf k-forest.

Valid inequalities. Integer programming.
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1 INTRODUCAO

O problema da k-floresta com méaximo numero de folhas, objeto de estudo deste
trabalho, consiste em encontrar uma floresta geradora de um grafo, visando a maxima quantidade
de folhas e respeitando um limitante superior no nimero de componentes. Uma defini¢do formal
para o problema é dada posteriormente, mas antes, para a melhor compreensao do leitor, faz-se
necessdrio introduzirmos o problema o qual ele generaliza e cuja defini¢do € dada logo a seguir.
O problema da drvore geradora com o maximo numero de folhas ou, do inglés, maximum leaf
spanning tree problem (MLSTP), consiste em encontrar, dado um grafo simples, ndo direcionado
e conexo, uma arvore geradora cujo nimero de folhas seja maximo. Esse problema € bastante
conhecido na literatura e aplicado em diversas areas, tais como em redes de sensores (MIN et al.,
2006) e no design de redes ad hoc sem fio, onde a topologia da rede pode mudar dinamicamente.
Para mais detalhes sobre esse tipo de aplicac¢ao, consultar (BALASUNDARAM; BUTENKO,
2006).

O MLSTP pode ser resolvido trivialmente para grafos nos quais algum vértice seja
universal, ou seja, adjacente a todos os demais. Porém, para o caso geral, o problema é N P-dificil
(MICHAEL; DAVID, 1979). Posteriormente, com base nos relatos dos experimentos realizados,
€ possivel observar que as instancias com menores densidades de arestas apresentaram, como
esperado, um maior grau de dificuldade para serem resolvidas. Em (GALBIATI et al., 1994) foi
demonstrado que o MLSTP é MAX-SNP-dificil e, portanto, existe € > 0 tal que encontrar uma
solug@o (14 €)-aproximativa é N P-dificil.

Virios algoritmos exatos e aproximativos foram desenvolvidos para o MLSTP. Um
algoritmo 3-aproximativo é apresentado em (LU; RAVI, 1998). Em (SOLIS-OBA, 1998) ¢
definido um algoritmo 2-aproximativo inspirado em (LU; RAVI, 1998). Um estudo poliédrico
de formulagdes matematicas para esse problema pode ser encontrado em (FUJIE, 2004). For-
mas alternativas de resolver o MLSTP, transformando o grafo de entrada em um digrafo, sdo
encontradas em (LUCENA et al., 2010) e (REIS et al., 2015).

Vale ressaltar que o MLSTP tem uma relagdo direta com o problema do conjunto
dominante minimo conexo ou minimum connected dominating set problem (MCDSP), que
consiste em, dado um grafo simples ndo direcionado conexo G = (V,E), encontrar o menor
conjunto dominante S C V, ou seja, tal que todo vértice em V \ S seja adjacente a pelo menos
um vértice em S. Além disso, deseja-se que o subgrafo G[S] = (S,E(S)) seja conexo, onde

ES) ={{i,j} € E: i,j € S} sfo todas as arestas de E induzidas por S. Podemos notar que,
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dado um conjunto dominante minimo conexo S, podemos obter eficientemente uma solucdo
6tima para o MLSTP onde S sdo os vértices internos e V' \ S sdo as folhas. O sentido inverso
ocorre de forma andloga. De fato, observe que, para uma solugio vidvel S do MCDSP, G[S]
contém uma arvore que pode ser expandida para uma drvore geradora T de G, adicionando os
vértices V' \ S, cada um ligado por um vizinho em S. Portanto, T’ configura uma solucdo vidvel
para o MLSTP. Agora note que a existéncia de uma arvore 7* com mais folhas que 7 implicaria
que seus vértices internos seriam em nimero menor que |S| e formaria uma solugio estritamente
melhor que S. Logo, percebe-se que, para uma solucio 6tima S do MCDSP, tem-se uma solugao
6tima T do MLSTP com exatamente |V \ S| folhas. Pelo mesmo raciocinio, para uma solugio
6tima 7" do MLSTP, tem-se uma solug@o 6tima S composta pelos nds internos de 7 (LUCENA
et al., 2010). Para mais detalhes sobre 0 MCDSP, consultar (GENDRON ez al., 2014).

Neste documento, abordamos uma generalizacdo do MLSTP, o problema da k-
floresta com maximo nimero de folhas ou maximum leaf k-forest problem (MLKFP). A entrada
do MLKFP € um grafo simples conexo G = (V,E) e um inteiro positivo k. Uma solugdo 6tima
para esse problema ¢ uma floresta geradora de G com tantas folhas quanto possivel € no maximo
k componentes. A definicio do MLKFP e resultados anteriormente apresentados na literatura,
podem ser encontrados em (REIS et al., 2017), onde € apresentado um algoritmo 3-aproximativo,
baseado em (LU; RAVI, 1998), para o MLKFP.

Seguindo a defini¢ao dada em (REIS et al., 2017), consideramos as arvores enraiza-
das, onde as raizes nao sao contabilizadas como folhas. Desse modo, se uma arvore consistir
em um unico vértice, ele serd raiz. Por sua vez, uma drvore com apenas dois vértices consiste,
obrigatoriamente, em uma raiz e uma folha e, quando o nimero de vértices for maior que trés,
consideramos que a raiz seja um no interno qualquer.

Como contribui¢do, propomos um conjunto de desigualdades validas, bem como os
primeiros modelos matemdticos para 0 MLKFP e um novo modelo especifico para 0 MLSTP. Em
particular, quando k = 1, fortalecemos esse conjunto de desigualdades e testamos sua eficiéncia
em formulagdes para o MLSTP presentes na literatura. Além disso, obtivemos resultados que
permitem caracterizar, de forma genérica, o conjunto de solu¢des do MLKFP. Tais resultados
sao de fundamental importancia para mostrar que € possivel analisar o problema e modela-lo
de forma alternativa, em que se procura encontrar apenas um conjunto de folhas que gerem
uma solugdo 6tima. Ressaltamos que resultados preliminares, referentes a alguns dos modelos

apresentados posteriormente, foram publicados em artigo apresentado na conferéncia CLAIO
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2018 (FREITAS FILHO; ANDRADE, 2018).

O restante deste trabalho € dividido como segue. No Capitulo 2, introduzimos
e exemplificamos os problemas MLSTP e MLKFP, assim como apresentamos uma revisao
bibliografica de trabalhos relacionados aos mesmos. O Capitulo 3 apresenta a notacdo utilizada
no decorrer do texto bem como modelos matematicos e desigualdades validas encontrados na
literatura para o MLSTP. O Capitulo 4 introduz os primeiros modelos mateméticos para o MLKFP,
bem como uma nova formulagdo para o MLSTP. O Capitulo 5 trata das estratégias utilizadas
na resolucdo dos modelos definidos. Resultados computacionais e conclusdes sdo abordados,

respectivamente, nos Capitulos 6 e 7.
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2 DEFINICOES DOS PROBLEMAS E TRABALHOS RELACIONADOS

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e trabalhos relacionados aos proble-
mas em estudo, sendo de fundamental importancia para o entendimento do leitor no restante
deste trabalho. Na Secdo 2.1 abordamos defini¢des e alguns resultados obtidos para o MLSTP,
amplamente estudado na literatura, que € um caso especifico do MLKFP (sao equivalentes para
k =1). Por ultimo, a Secdo 2.2 trata de apresentar o MLKFP, que € o foco principal deste trabalho
e cujos modelos matemdticos sdo desenvolvidos a partir das técnicas usadas para resolver o

MLSTP.

2.1 O problema da arvore com maximo nimero de folhas

Seja T = (Vr,E7) uma arvore geradora de um grafo qualquer. Dizemos que um
vértice (ou nd) v € Vr € interno se v tem grau maior ou igual a dois. Caso contrdrio, diz-se que v é
folha. Dado como entrada um grafo simples néo direcionado conexo G = (V, E), o problema da
arvore geradora com o maximo nimero de folhas consiste em encontrar uma arvore geradora
T de G, cujo numero de folhas seja maximo (LU; RAVI, 1992). Esse problema é equivalente, do
ponto de vista de otimizacao, ao problema do conjunto dominante minimo conexo, dado que
uma solu¢cdo do MCDSP fornece os nds internos (e as folhas, consequentemente) de uma solug¢ao
para o MLSTP e vice-versa (LUCENA et al., 2010) (mais detalhes sobre 0o MCDSP podem ser
consultados em (GENDRON et al., 2014)). Na Figura 1 exemplificamos a relacdo das solucdes

desses problemas para um mesmo grafo de entrada.

Figura 1 — Relag@o entre solu¢des do MCDSP e MLSTP.

a
O:veD — e € G[D] (O: folha —:ecT
wvéD :e ¢ G[D| (O: né interno cedT
(a) Solugdo 6tima D para o MCDSP. (b) Solucao 6tima T para o MLSTP.

Fonte: produzida pelo autor.

Em (LU; RAVI, 1992) foi apresentado o primeiro algoritmo aproximativo para o
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MLSTP em grafos arbitrarios. Esse algoritmo executa em tempo polinomial e encontra solugdes
otimas locais cujos valores sao préximos, por um fator ou razao de aproximagao, do valor de
uma solugdo 6tima global. Dada uma solucdo inicial 7', o algoritmo realiza trocas simultaneas
de p arestas de T por p arestas que ndo estdo em 7, gerando uma solugdo estritamente melhor
a cada iteracdo. Quando nao for mais possivel realizar melhorias na solugdo corrente dessa
forma, tem-se uma solucao 6tima local denominada p-LOT (do inglés, p-locally optimal tree).
Conforme mencionado em (LU; RAVI, 1992), uma i-LOT também € uma j-LOT para j < i.
Desse modo, dado que uma drvore tem (n — 1) arestas, uma solugdo 6tima é uma (n — 1)-LOT.
Intuitivamente, utilizar p trocas tem um custo computacional maior que utilizar (p — 1), mas
tende a gerar solugdes melhores. Observe que decidir se uma arvore é uma p-LOT, para p
constante, pode ser feito em tempo polinomial, uma vez que o nimero de p trocas para um
grafo qualquer nio pode ser maior que ((@;”“) x (",1). Além disso, o niimero maximo de
iteracoes € n — 3, uma vez que qualquer solucao inicial possui pelo menos duas folhas e no
méximo n — 1, e o nimero de folhas aumenta a cada iteracdo. Portanto, o tempo de execucado
para obter uma p-LOT é O(n*P*1), que é polinomial para uma constante p. Em particular, as
razdes de aproximacdo sdo 5 e 3 para p = 1 e p = 2, respectivamente (LU; RAVI, 1992).

Em (LU; RAVI, 1998) foi apresentado um algoritmo 3-aproximativo para o MLSTP,
tratando-se de uma estratégia gulosa com tempo de execucio quase linear no tamanho do grafo.
Uma subarvore 7' de G € denominada frondosa se existe pelo menos um vértice de grau 3 e
todos os nds de grau 2 sdo adjacentes a exatamente dois vértices de grau 3. Uma floresta F de G
¢ frondosa se F' é composta de subdrvores frondosas disjuntas de G. Uma floresta F ¢ frondosa
maximal se F' ndo é subgrafo de nenhuma outra floresta frondosa de G. Dadas tais definicdes
e um conjunto de propriedades sobre florestas e arvores frondosas em (LU; RAVI, 1998), o
algoritmo proposto constroi uma floresta frondosa F' de G e adiciona, se necessario, arestas a F
para torna-la uma arvore geradora de G.

Em (SOLIS-OBA et al., 2017) foi apresentado um resumo estendido de (SOLIS-
OBA, 1998) que descreve um algoritmo 2-aproximativo para o MLSTP com tempo linear
de execucdo. Esse algoritmo baseia-se em regras de expansdo dos vértices e surge como um
aperfeicoamento do algoritmo definido em (LU; RAVI, 1998). Os autores, em ambos os trabalhos,
constroem uma soluc¢do valida para o problema a partir de uma floresta frondosa. Entretanto,
em (SOLIS-OBA et al., 2017) os autores se atentam ao fato de que conectar p arvores de uma

floresta pode custar até 2p — 2 folhas e, portanto, pode ser vantajoso, além de priorizar maximizar
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o nimero de folhas de cada componente, obter um valor pequeno para p. Para isso, sdo definidas
regras de expansao e suas prioridades, de modo que as regras de prioridades altas sdo desejaveis
e as de prioridades baixas sdo necessdrias para manter o nimero pequeno de componentes. A
ideia da demonstracdo da razdo de aproximacao leva em consideragcdo a quantidade de vezes que
as regras de baixas prioridades precisam ser utilizadas para a construc¢ao da floresta. Embora
os autores utilizem a ideia de constru¢dao de uma floresta frondosa tanto em (LU; RAVI, 1998)
quanto em (SOLIS-OBA et al., 2017), o modo de definir as regras de expansao e suas prioridades
foi essencial para os melhores resultados obtidos em (SOLIS-OBA et al., 2017).

Uma heuristica para o MCDSP foi utilizada em (LUCENA et al., 2010) para obter
uma solucao vidvel do MLSTP. A ideia € construir D C V, uma solu¢do para o MCDSP, conforme
descrito a seguir. Inicialmente, para um vértice qualquer v € V, considere D ={v} e F CV\Do
conjunto de vértices dominados por D (nesse caso, F := {u € V : {u,v} € E}). O procedimento
consiste em mover para D o vértice u em F que possuir mais vizinhos em V' \ (DU F’), um por
vez, mantendo a conectividade em D e atualizando F := FU{w € V\ D : {u,w} € E}, até que
todos os vértices sejam dominados, ou seja, DUF = V. A melhor solucao € escolhida dentre
todas as possibilidades de um vértice inicial v € V. Além disso, a heuristica pode ser fortalecida
com sucessivas tentativas de remover um vértice u € D tal que D := D\ {u} continue dominante
e conexo. Os dois ultimos passos supracitados para melhorar a heuristica foram propostos em
(GENDRON et al., 2014). Através de experimentos realizados e apresentados em (LUCENA
et al., 2010) foi possivel constatar que essa heuristica apresentou-se consistentemente melhor
quando comparada ao algoritmo 3-aproximativo sugerido em (LU; RAVI, 1998), ao algoritmo
2-aproximativo mostrado em (SOLIS-OBA, 1998) e a busca em largura utilizada em (FUJIE,
2003).

Posteriormente, no proximo capitulo, também apresentamos formulagdes matemati-

cas, presentes na literatura, para o MLSTP.

2.2 O problema da k-floresta com maximo niimero de folhas

O problema da k-floresta com maximo nimero de folhas ou maximum leaf k-
forest problem (MLKFP) consiste em, dado um inteiro positivo k € um grafo nio direcionado
conexo G = (V,E), encontrar uma floresta geradora de G com o maximo ndimero de folhas
e nao mais que k componentes (REIS et al., 2017). Cada arvore da solu¢do tem um né raiz,

que ndo deve ser considerado como folha. Portanto, componentes com um unico vértice ndo
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sdo contabilizadas como folhas e componentes com dois vértices contém apenas uma folha.
Em arvores com mais de trés vértices, considera-se a raiz como sendo um né interno qualquer.
O MLKFP € um problema ainda pouco trabalhado na literatura (REIS et al., 2017), mas que
generaliza um problema bastante estudado, que ¢ o MLSTP (LU; RAVI, 1992) e, portanto,
engloba tanto as aplicagdes quanto a complexidade de resolu¢do do MLSTP. De fato, resolver o
MLKFP, para k = 1, € encontrar uma solucao para o MLSTP.

Considerando um grafo de entrada G e um inteiro positivo j > 2, existe uma relagao
entre os conjuntos de solu¢des do MLKFP para k = j e para k < j, em particular uma relacdo
com o conjunto de solu¢cdes do MLSTP. Sejam S; o conjunto de solugdes vidveis do MLSTP e S;
o conjunto de solu¢des vidveis do MLKFP para k = i. Por definicao do problema, tem-se que
S1C 85 C...CS;_1 CS,. Logo, o valor 6timo do MLKFP para k =i — 1 € um limite inferior para
k = i. Mostramos na Figura 2 um exemplo dessa propriedade para k = 2, onde uma das solu¢des
vidveis para a instancia utilizada também € solucdo do MLSTP e fica claro que a propriedade nao
€ necessariamente recipocra. Também ilustramos, na Figura 3, as respectivas solu¢des 6timas da
instancia utilizada para k = 1 e k = 2, onde podemos perceber que o valor 6timo para k = 1 é um

limite inferior para o valor 6timo considerando k = 2.

Figura 2 — Exemplo de solugdes vidveis do MLKFP para k = 2.

(: folha ce¢T (: folha ce¢ F
(O: né interno —:eeT (O: né interno —:e€eF
(a) Solugdo vidvel T com uma componente. (b) Solucdo vidvel F com duas componentes.

Fonte: produzida pelo autor.

Um algoritmo 3-aproximativo para o MLKFP, baseado em (LU; RAVI, 1998), pode
ser encontrado em (REIS er al., 2017). Os autores utilizam o conceito de floresta frondosa,
definido em (LU; RAVI, 1998) (relatado na se¢do anterior). Seja T = (Vr,Er) uma drvore
inicialmente composta por um vértice de G = (V,E) de grau pelo menos 3 e todos os seus
vizinhos. Em (REIS e al., 2017) sdo utilizadas duas regras de expansdo para 7. Considerando

v uma folha de T e S =V \ Vr, a primeira regra, denominada expansdo direta, consiste em
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Figura 3 — Relacao entre solu¢des 6timas do MLSTP e MLKFP.

O: folha ceg¢T O: folha ce¢F
(O: né interno —:ecT (O: né interno —:ecF
(a) Solugdo 6tima T para o MLSTP. (b) Solugdo 6tima F para k = 2.

Fonte: produzida pelo autor.

expandir v se existir pelo menos dois vizinhos de v em S. A expansao consiste em transformar
v em um no interno e adicionar todos os seus vizinhos, em S, como folhas de 7. A segunda
regra, denominada expansdo indireta, consiste em expandir v se ele for adjacente a um unico
né u em S com grau maior ou igual a 2 em G|V \ Vr|. Nesse caso, a expansio transforma v em
no interno ao adicionar u, também como nd interno, e todos os vizinhos de u em S como folhas
em 7. A cada expansdo, T e S sdo atualizados. Esse procedimento € repetido até que ndo seja
mais possivel expandir nenhuma folha de 7', tornando 7 uma arvore frondosa. Adiciona-se T a
F = (Vp,EF), inicialmente vazio (Vy = Er = 0), e esse processo tem continuidade até que todos
os vértices que ndo estdo em nenhuma drvore tenham grau menor ou igual a 2 em G[V \ Vp].
Esses procedimentos de expansdo podem ser visualizados na Figura 4. Ao término dessa fase
do algoritmo, toda componente de G|V \ Vx| é um caminho. Além disso, apenas as folhas de F
podem ter vizinhos em G[V \ Vg|. A segunda fase consiste em conectar as drvores da floresta F e
acoplar as componentes fora de F', respeitando o niimero maximo de componentes. Conectar
arvores em F gera, obrigatoriamente, um decremento no nimero de folhas. Por outro lado,

acoplar os caminhos que ndo estdo em F ndo ocasiona perdas.
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Figura 4 — Exemplo dos procedimentos de expansio do algoritmo 3-aproximativo para o MLKFP.

(a) Inicio do procedimento em a.

(c) Expansio indireta em d. (d) Inicio de nova arvore em j.
Fonte: produzida pelo autor.
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3 MODELOS MATEMATICOS DA LITERATURA PARA O MLSTP

Neste capitulo tratamos de alguns resultados do MLSTP que serviram de inspiragdo
para propormos nossos modelos matematicos para 0 MLKFP. Na Se¢do 3.1 abordamos a notagao
utilizada. A Secdo 3.2 apresenta alguns modelos da literatura para o MLSTP. Por sua vez, a

Secao 3.3 trata de apresentar desigualdades validas para esses modelos.

3.1 Notacao

Por simplicidade, no decorrer do texto, o leitor pode deparar-se com a utilizacao
dos termos n, V, E e G, sem mais detalhes, ficando subentendido, exceto quando explicitado,
que se trata de uma entrada genérica para o problema, onde G = (V, E) é um grafo simples ndo
direcionado conexo e n = |V| > 3. Sempre supomos que que Além disso, considere as seguintes
defini¢des: 6(i) e n; = |0(i)| representam, respectivamente, o conjunto de arestas incidentes
em i €V e seu grau. Nos modelos matematicos siao usadas varidveis x, para toda aresta e € E
e variaveis z; para todo vértice i € V. A variavel x, indicara se a aresta e pertencerd a solucao;
nesse caso tem-se x, = 1 e, caso contrério, x, = 0. De forma andloga, a varidvel z; indicar4 se
o vértice i serd folha (z; = 1) ou ndo (z; = 0). Em alguns momentos, utilizamos um digrafo
D = (V,A), onde A é um conjunto de arcos que representam as arestas E, para representar uma
entrada G (o modo como A € definido varia e € explicitado quando utilizado). Associado a D,
definimos 867 (i) = {(i,j) : (i,j) € A} e 6 (i) = {(J,i) : (j,i) €A}, paratodo i € V. Também
associamos varidveis y, aos arcos a € A, com significado andlogo ao das varidveis x.

Utilizamos N (i) para denotar os vértices adjacentes a i € V (note que n; = |6(i)| =
IN(i)]). De modo similar, N* (i) = {j € V : (i, j) € A} denota sua vizinhanca de saidae N~ (i) =
{j €V :(j,i) € A} sua vizinhang¢a de entrada, quando consideramos o grafo direcionado. Sua
vizinhanga fechada é denotada por N[i] = N (i) U{i}.

Seja S C V. Utilizamos E(S) = {{i,j} € E : i,j € S} para denotar o conjunto de
arestas induzidas por S. Analogamente, utilizamos A(S) = {(i, j) € A : i, j € S} para denotar o
conjunto de arcos induzidos por S. Por simplicidade de notac@o, entende-se por G\ S ou G — S o
subgrafo induzido G[V \ S]. Algumas vezes estendemos essa notacdo para um vértice i € V, onde
G\ i ou G —i representa o subgrafo induzido G[V \ {i}]. Eventualmente usamos V7 para denotar
o conjunto de vértices de um grafo 7, da mesma maneira que utilizamos E7 para representar

suas arestas.



20

Por ultimo, denotamos por fracamente conexo um digrafo D = (V,A) cujo grafo

subjacente G = (V,E), onde E = {{i, j} : (i,]) € A}, seja conexo.

3.2 Formulac¢oes matematicas para o MLSTP

Iniciamos apresentando o modelo descrito em (FUJIE, 2004) para o MLSTP, que
segue de uma formulacdo proposta em (FERNANDES; GOUVEIA, 1998):

(MF)  max Y z (3.1)
icv
sa. Y xe=|V|-1, (3.2)
ecE
Z xe§|S|_17 \V/SCV, |S|227 (33)
ecE(S)
Y, xet+(ni—D)z<n, VieV, (3.4)
ecd (i)
x. €{0,1}, VecE, (3.5)
zi€{0,1}, VieV. (3.6)

As restricoes (3.2), (3.3) e (3.5) garantem que as solucdes sejam arvores geradoras,
onde a restri¢do (3.2) assegura o nimero de arestas da arvore geradora, (3.3) garantem a ndo
existéncia de ciclos e (3.5) asseguram a integralidade das varidveis x. J4 as restrigdes (3.4)
garantem que, se o grau de um vértice em uma solucdo for maior que uma unidade, entdo esse
vértice ndo pode ser folha. Note que, pela natureza da funcio objetivo, ndo € preciso forcar z; = 1
para uma solucdo em que i € V tiver grau 1 (o mesmo vale para os demais modelos apresentados).
As restricdes restantes sdo os dominios das varidveis bindrias z.

O segundo modelo desta secao, apresentado em (LUCENA et al., 2010), € uma
reformulagdo do anterior e semelhante ao proposto por (FERNANDES; GOUVEIA, 1998). A
ideia é resolver o MLSTP buscando encontrar uma arborescéncia geradora com o nimero
maximo de folhas ou, como denominado na literatura, maximum leaf spanning arborescence
problem (MLSA). Para isso, o grafo de entrada € transformado em um digrafo, conforme
descrito a seguir. Dado um grafo G = (V,E), um vértice r € V é escolhido para ser raiz
do digrafo D = (V,A) construido a partir de G, onde A = {(i,)),(j,i):e={i,j} €E, i,j €

VA{r}}u{(rJ)): jeN(n}.
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Conforme destacado em (LUCENA et al., 2010), em uma arborescéncia geradora T
de D, enraizada em r, um vértice i € V \ {r} serd folha se, e somente se, ndo existir arco saindo

de i em T. Por outro lado, r serd folha de T se, e somente se, existir apenas um arco saindo de r

em 7.
Uma reformulagdo apresentada em (LUCENA et al., 2010) para o MLSTP € dada
por:
(ML)  max Z Zi (3.7)
i€V
sa. Y ya=1, VieV\{r}, (3.8)
acd— (i)
Y, va<ISI-1, VSV, s =2, (3.9)
acA(S)
Y vat(mi—1)z<ni—1, YieV\{r}, (3.10)
acdt(i)
Y vat+ (e —1)z <n,, 3.11)
aedt(r)
va €{0,1}, Va€A, (3.12)
z€{0,1}, VieV. (3.13)

As restricoes (3.8), (3.9) e (3.12) garantem que as solugOes sejam arborescéncias
geradoras. As restri¢cdes (3.10) associam o grau de saida de um vértice i € V' \ {r} com o valor da
varidvel z;, onde podemos observar que, devido a restri¢ao (3.8), o lado direito da desigualdade é
uma unidade menor que em (3.4). Por sua vez, a restricdo (3.11) associa o grau da raiz r com z;,
e as demais restricdes sdo de dominios para as varidveis bindrias.

Caso seja de interesse do leitor, uma reformulacdo do MLSTP para o problema da
arvore de Steiner também € apresentado em (LUCENA et al., 2010).

A seguir, apresentamos a formulacao proposta em (REIS et al., 2015), na qual é
utilizado fluxo em rede para resolver o MLSA. Seja G = (V,E) e r um vértice de G. Para cada
aresta {u,v} € E sdo adicionados a A, inicialmente vazio, arcos (u,v) e (v,u), obtendo o digrafo
D = (V,A). Um sumidouro é um vértice com grau de saida zero na solucdo e pode representar
uma folha. Observe que uma instancia em que s seja o nimero maximo de sumidouros implica
uma solug¢do com pelo menos s folhas, mas pode existir uma solu¢do também com s sumidouros
em que a raiz tenha grau de saida um, implicando a existéncia de uma solu¢do com s+ 1 folhas,

trocando r por um dos nés internos da solu¢do. Para contornar esse problema, pode-se resolver o
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modelo uma vez para cada vértice sendo considerado como raiz, conforme sugerido em (REIS
et al., 2015). A ideia apresentada em (REIS et al., 2015) consiste em adicionar a D um novo
vértice ¢ (terminal) e um conjunto de arcos artificiais {(i,¢) : i € V '\ {r}} obtendo D' = (V' A")
comV' =VU{r}eA =AU{(i,t):i € V\{r}}. A raiz envia uma quantidade de fluxo que é
parcialmente consumido pelos demais vértices em V \ {r}, todos com demanda unitéria. O fluxo
restante € direcionado para o terminal. As varidveis de fluxo dos arcos originais podem assumir
valores continuos, enquanto as dos arcos artificiais devem ser bindrias. Dessa forma, se fi; = 1,
entdo o vértice i € um sumidouro na solucao.

Considerando D', 0 modelo denominado (FBM) apresentado em (REIS et al., 2015)

€ dado como segue:

(FBM) max s= Y fu (3.14)
veV\{rt}
sa. Y fw=n—1+s, (3.15)
vEN(r)
Y fu— Y fw=1 WweV\{nt}, (3.16)
ueN—(v) weNt()\{r}
Y fwt20m-2)fu <2(n—2), WweV'\{nt}, (3.17)
weNt(w)\{nt}
0< fuw<2n-2, Y(u,v) €A, (3.18)
fir €{0,1}, V(vt) €A (3.19)

A restricdo (3.15) assegura que a raiz envia n — 1 + s unidades de fluxo, atendendo a
demanda unitdria dos V' \ {r} vértices e a demanda de s unidades de fluxo enviadas via sumidouros
para o terminal . As restri¢des (3.16) garantem que cada vértice em V \ {r} consuma uma
unidade de fluxo. Nas restri¢des (3.17) é garantido que se v € V' \ {r} for um sumidouro, entdo
ele so6 envia fluxo para . Em (3.18) é garantido a ndo negatividade do fluxo e estabelecido a
capacidade maxima de cada arco (2(n— 1) € o limite superior para um grafo com um vértice
universal). Desse modo, a partir de uma soluc¢do 6tima para o (FBM), € possivel construir uma
solucdo 6tima para o MLSA (REIS ez al., 2015).

Um outro modelo para o MLSTP, também apresentado em (FUJIE, 2004), difere-se
dos jd relatados por buscar apenas um conjunto de folhas de tamanho méaximo, ndo explicitando

a estrutura interna da drvore, e utilizar somente varidveis do tipo z. Essa formulacdo, denominada
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(PV), € dada adiante.

(PV)  max Z % (3.20)
iV

sa. Y z<|V|—1, (3.21)
icV

Zzi <|S|—1, (¥SCV talque G\ S seja desconexo), (3.22)
icS

z€{0,1}, VieV. (3.23)

A restri¢do (3.21) assegura que pelo menos um vértice seja n6 interno. O conjunto
de restricoes (3.22) garante que os nds internos de uma soluc@o sejam conexos. A validade do

modelo é dada pela seguinte propriedade:

Lema 1 (FUJIE, 2004). Seja S C V. S é um subconjunto de folhas de alguma drvore geradora

em um grafo G se, e somente se, para qualquer T C S, G\ T for conexo.

Com base na demonstragdo do Lema 1, em (FUJIE, 2004) também € apresentado

outro resultado:

Corolario 1 (FUJIE, 2004). Seja S CV. S é um subconjunto de folhas de alguma drvore
geradora em um grafo G se, e somente se, para qualquer T C S com |T| > |S| —1, G\ T for

conexo.

3.3 Desigualdades validas para o MLSTP

Inicialmente relatamos algumas desigualdades vélidas propostas em (FUJIE, 2004)
para a formulacdo (MF), onde € apresentado um estudo poliédrico dos modelos (MF) e (PV). A

priori, supde-se que |V| > 3.

Z xe+(|F|— 1)z <|F|, Yi€eV,VF C8(i): |[F|>2, (3.24)
ecl
Xe+zi+27;<2, Ye={i,j} €E. (3.25)

Sejam i € V e S um subconjunto qualquer de N(i). As desigualdades (3.24) generali-
zam as restri¢coes (3.4) e garantem que, se um vértice i for folha, ele s6 podera ser adjacente a
no méximo um dos seus vizinhos em S. Essas desigualdades ndo sdo tao simples de visualizar
quanto as restri¢des (3.25). Note que, se uma aresta e seus dois extremos estivessem em uma

solu¢do (violando (3.25)), como supde-se |V| > 3, teriamos um grafo desconexo. Em particular
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as desigualdades (3.24), conforme mostrado em (FUJIE, 2004), definem facetas de (MF) se, e
somente se, nenhuma das arestas em F for incidente a um vértice de corte de G \ i.

A seguir, apresentamos desigualdades vélidas propostas em (LUCENA et al., 2010)
para a formulagdao (ML).

Ya+z <1, Ya=(i,j)€ANieV\{r}, (3.26)

Y ot Y  yat+(F|-Dz<|F|, VieV,VF C 8" (i)u{(ri)}, [F|>2. (3.27)
acF a=(j,i)€A:(i,j)eF

Conforme mencionado anteriormente na Secao 3.2, com excecao da raiz, as folhas
de uma dada solu¢do do MLSA tém grau de saida zero, dando sentido as restricdes (3.26). Por
sua vez, as desigualdades (3.27) nada mais sdo que uma adaptacgado das restrigdes (3.24) para o
MLSA.

A seguir, relatamos um conjunto de desigualdades vélidas para o MLSTP, explicitado
em (REIS et al., 2015) para o modelo (FBM), mas generalizadas (por serem casos particulares)
pelo conjunto de restri¢des (3.22) proposto em (FUJIE, 2004).

Y, fi <IN(@)|, VieV. (3.28)
Jenlil

Considerando o modelo (FBM) proposto em (REIS et al., 2015), seja d,, a distancia
(nimero de arestas em um caminho minimo) de u € V para r em G. Qualquer fluxo que chega
a v pelo arco (u,v) passa por pelo menos d, vértices, onde cada um desses nds consome uma
unidade de fluxo e ndo pode ser folha, pois tem grau pelo menos dois. Desse modo, é possivel

fortalecer os limites superiores de fluxo nos arcos, substituindo as desigualdades (3.18) por:
0< fiw<2(n—d,—1), Y(u,v)€A. (3.29)

Além disso, considerando as desigualdades (3.17), é possivel usar de /ift com as

restri¢des (3.29) e obter as seguintes desigualdades (REIS et al., 2015):

Fuwd2(n—dy—1)fu <2(n—dy—1), YueV'\{ns}. (3.30)
veNt(u)\{rt}
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4 NOVAS FORMULACOES MATEMATICAS PARA O MLKFP E MLSTP

Neste capitulo propomos modelos matemaéticos inéditos para o MLKFP. Em alguns
momentos abordamos o problema individualmente para k = 1 e recaimos no MLSTP. Inici-
almente, denominamos por (MF) a formulacdo vértice-aresta apresentada em (FUJIE, 2004)
para o MLSTP. Em (LUCENA ef al., 2010), foi dado uma reformulagdo do modelo (MF),
transformando o grafo de entrada em um digrafo. Usamos (ML) para nos referirmos a essa
reformulacdo. Chamamos de (FBM) o modelo baseado em fluxo para o MLSTP apresentado em
(REIS et al., 2015). Todos esses modelos podem ser consultados na Sec¢do 3.2. Além disso, para
toda instancia G = (V,E), supomos que |[N(i)| < |V|—1 paratodo i € V e, consequentemente,
|[V| > 3. Observe que seria possivel checar se o problema admite solucdo trivial, em tempo
polinomial, caso essas condi¢des ndo se verifiquem.

Uma observagdo importante que deve ser levada em consideragdo € que, a partir
deste capitulo, o conceito de né interno vai além de vértices com grau maior ou igual a 2,
estendendo-se para nés raizes. Em outras palavras, um vértice de uma solu¢do com grau 0 ou até
mesmo grau 1, somente quando for um dos vértices de uma componente de ordem 2, também ¢é
chamado de no interno.

Na Secdo 4.1 sdo apresentados dois modelos para o MLKFP que se baseiam em
formulacdes da literatura para o MLSTP. A Secdo 4.2 apresenta caracterizagdes do problema e

formas alternativas de modela-lo.

4.1 Formulacoes vértice-aresta para o MLKFP

Nesta se¢do, propomos duas formulacdes para o MLKFP que generalizam modelos
para o MLSTP apresentados na literatura. Essas modelagens sdo caracterizadas por utilizarem
varidveis de decisOes para vértices e arestas, seja diretamente ou através da transformacao do
grafo de entrada para um digrafo, onde, nesse caso, as arestas sao identificadas pelos arcos da
solucdo. Além disso, os modelos aqui definidos buscam encontrar solu¢des completas para o
problema (posteriormente, vemos que a priori podemos focar em encontrar solugdes parciais).

A primeira formulacdo que propomos para o MLKFP segue de (MF) e € dada por:
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(MF¥)  max Zzi 4.1)
eV
sa. [V|—k< Y x. <|V|—1, (4.2)
eckE
Z xe§’5|_17 VsV, ’S|227 (4.3)
ecE(S)
Z Xe + (n,- — 1)Zi < n;, Vie V, 4.4)
ecd(i)
zi+zj+x <2, Ve={i,j} €E, 4.5)
Y x>z, VieV, (4.6)
e€d (i)
x. € {0,1}, Ve€E, 4.7)
z€{0,1}, VieV. (4.8)

Podemos mostrar que (MFX) é um modelo vilido para o problema. Observe que
retirar uma aresta qualquer de uma arvore resulta em duas componentes. Logo, as restricdes
(4.2), (4.3) e (4.7) garantem uma floresta com até kK componentes. As restricdes (4.4) dizem que,
se o grau de um vértice em uma solucao for maior que 1, entdo esse vértice nao pode ser folha.
Note que, pela natureza da fun¢do objetivo, ndo é preciso forgar z; = 1 para uma solucdo em
que i € V tenha grau um (o mesmo vale para o préximo modelo). As restricdes (4.5) e (4.6)
garantem, respectivamente, que dois vértices em componentes de ordem dois e vértices isolados
ndo sejam erroneamente contabilizados como folhas.

Adiante apresentamos uma reformulacdo de (ML) para o MLKFP. Para isso, o grafo
de entrada é transformado em um digrafo, conforme descrito a seguir. Dado um grafo G = (V,E),
obtemos um digrafo D = (V,A) construido a partir de G, onde A = {(i, ), (j,i) : {i,j} € E}.
Além das varidveis y e z representando os arcos e vértices, respectivamente, associamos variaveis

ri para todo i € V, indicando se um vértice € raiz (r; = 1) de uma arborescéncia ou nao (r; = 0).
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(ML*)  max Yz (4.9)
eV
sa. Y yat+ri=1, VieV, (4.10)
aed—(i)
Y va<IS|=1, vScV, [S|>2, (4.11)
acA(S)
Y, vat(i—Dzi—ri<ni—1, VieV, (4.12)
aed+(i)
1<) ri<k, (4.13)
eV
ri+zi <1, VieVv, (4.14)
ya €{0,1}, Va€A, (4.15)
r,€{0,1}, VieV, (4.16)
z€{0,1}, VieV. (4.17)

Em (MLK), as restricoes (4.10), (4.11) e (4.13), juntamente com o dominio das
varidveis, garantem que o nimero de arborescéncias seja no maximo k. As restri¢des (4.12)
associam o grau de saida de um vértice i com o valor da varidvel z;. A introdugdo de varidveis r
nas restri¢des (4.12) se da pelo fato de que todos os arcos 6 (i) podem fazer parte da solugdo
para um dado né raiz i, o que ndo ocorre quando i ndo for raiz, pois nesse caso deve existir
um arco entrando em i. As restricoes (4.14) ndo permitem que um vértice seja raiz e folha

simultaneamente. O complemento da validade do modelo segue da Proposicao 4.1.1.

Proposico 4.1.1 Toda componente G = (Vg,Ag) em uma solugdo do modelo ( ML¥) tem exata-

mente uma raiz.

Demonstracdo 1 Por contradicdo, primeiro assuma que exista componente G sem raiz. Nesse
caso, pela restrigdo (4.10), todo vértice dessa componente teria um arco incidindo nele, ocasio-
nando |Ag| > |Vg| (violando (4.11)) e, portanto, haveria pelo menos um ciclo nessa componente.
Agora, suponha que exista componente G com mais de uma raiz. De forma andloga, pela
restrigdo (4.10), isso seria impossivel, pois |A5\ < |V§] — 1 e, consequentemente, os vértices

dessa componente ndo seriam conexos. Logo, o resultado segue.
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4.2 Formulacoes alternativas para o MLKFP e MLSTP

Apresentamos adiante formas alternativas de modelar o problema, nas quais obte-
mos solucdes parciais, que consistem apenas na identificacdo de quais vértices sdo folhas (e,
consequentemente, quais sao internos) e, a partir dessas solu¢des parciais, conseguimos obter,
em tempo polinomial, uma solu¢cdo completa para o MLKFP (ou especificamente para o MLSTP,
se for o caso). Essa alternativa foi apresentada para o MLSTP em (FUJIE, 2004) e mostramos
que € possivel estendé-la para o MLKFP.

Inicialmente, observando a vizinhanga N (i) de cada nd i, ou sua vizinhanga fechada

N[i] = N(i) U{i}, obtemos alguns resultados para o MLKFP.
Proposicao 4.2.1 Em toda solu¢cdo do MLkFP valem as desigualdades

Y z <IN@)|, VieV. (4.18)
JENI]]
Demonstracao 2 Suponha, por contradigcdo, a existéncia de uma solu¢cdo qualquer em que
zi =1 para um vértice i € V e zj = 1 para todo j € N(i). Agora, considere apenas o grafo que
representa essa solucdo. Como i é folha (pois z; = 1), i ndo é vértice isolado e é adjacente a
exatamente um tinico vértice em N (i), digamos k. Como k € N(i), por hipdtese, z; = 1. Além do
mais, ndo poderia existir na solugcdo aresta {k, j} tal que j € N(k)\ {i}. Logo, teriamos uma
compontente com apenas dois vértices e ambos sendo contabilizados como folhas, ocasionando,

pela definicdao do problema, uma contradigcdo. Portanto, o resultado segue.

Para k = 1, podemos fortalecer essas desigualdades, obtendo:

Y i <IN(i)| -1, VieV. (4.19)
JEN(i)
Proposicao 4.2.2 (4.19) sdo vdlidas para o MLSTP se, e somente se,
i€V. Além disso, ((4.19)) dominam ((4.18)).

N(i)| < |V|—1 para todo

Demonstracdo 3 Observe que (4.19) ndo seriam vdlidas se [N (i)| = |V|— 1 para algum i €V,
pois haveria uma solucdo com o conjunto de folhas V \ {i}. Agora suponha que |[N(i)| < |V|—1,
para qualquer i € V. Portanto, deve existir j € V \ {i} tal que j ¢ N(i). Note que todo caminho
de i a j, obrigatoriamente, deve passar por algum vértice em N(i). Como toda solugdo deve
ser conexa, deve existir pelo menos um caminho de i a j. Portanto, para uma solucdo vidvel

qualquer, deve existir k € N(i) com grau maior ou igual a dois e, por consequéncia, zx = 0.
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Logo, Y, zj <|N(i)|— 1. Além disso, para todo i € V, podemos obter (4.18) somando (4.19)
JEN(i)
as restricoes z; < 1. Logo, (4.19) dominam (4.18).

As desigualdades (4.18) sao usadas para o MLSTP em (REIS et al., 2015), porém
sdo mais fracas que (4.19).

Inicialmente, apresentamos uma outra maneira para resolver o MLSTP e que vamos
estender para o MLKFP. Observe que encontrar uma arvore geradora, conhecidos os vértices
internos e suas folhas, pode ser feito em tempo polinomial. Portanto, podemos reformular
o problema a fim de se obter apenas um conjunto de folhas vidvel que gere uma solucdo
6tima. Desse modo, com base no modelo (PV) apresentado em (FUJIE, 2004) e no conjunto de

desigualdades (4.19), apresentamos uma nova formulag¢do para o MLSTP:

(MB) max Y z (4.20)
eV
s.a. (4.19) e
conexo(G —z), (4.21)
ze Bl (4.22)

A restrigdo (4.21) garante que o subgrafo induzido pelos nés internos G[{i € V : z; =
0}], denotado por G — z, seja conexo. A forma como a implementamos é discutida posterior-

mente.
Proposicdo 4.2.3 Suponha |[N(i)| < |V|—1 para todo i € V. (MB) é vdlido para o MLSTP.

Demonstracao 4 Vamos demonstrar que toda solu¢cdo do MLSTP satisfaz (MB) e que toda
solugcdo de (MB) é vdlida para o problema. Seja F um subconjunto de folhas que configuram
uma possivel solucdo do MLSTP. Pela Proposicdo 4.2.2, F satisfaz o conjunto de desigualdades
(4.19). Além disso, pelo Lema 1, para qualquer T C F, G\ T ¢é conexo (em particular para
T =F). Logo, (4.21) é satisfeita. Agora sejam z € BVl e F = {i : z; = 1} tais que G\ F seja
conexo e que 7 satisfaca as desigualdades (4.19). Seja i € F. Por (4.19), hd j € N(i) tal que
zj =0, ou seja, existe j € V\ F tal que {i, j} € E. Logo, G\ (F \ {i}) é conexo e, pelo Coroldrio

1 (fazendo S = F C V), F é um subconjunto de folhas de uma drvore geradora de G.

Observe que, quando ndo assumirmos a hipétese de que |N(i)| < |[V| — 1 para todo

i € V, poderemos usar as desigualdades (4.18) em substituicao a (4.19) e obtermos um modelo
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valido. Além disso, podemos expressar a Proposi¢ao 4.2.3 como uma propriedade do MLSTP,

tornando-a independente do modelo (MB), da seguinte maneira:

Teorema 4.2.4 Suponha |N(i)| < |V|— 1 para todo i € V. S é um subconjunto de folhas de uma
drvore geradora de G se, e somente se, G\ S for conexo e, para qualquer i € V, existe j € N(i)

tal que j ¢ S.

Além dos modelos (MF¥) e (ML¥), também podemos reformular (MB) para o MLKFP
substituindo (4.19) por (4.18) e adaptando convenientemente a restricao (4.21). Entretanto,
optamos por utilizar fluxo para complementar a ideia. Assim como no MLSTP, dado um
conjunto de folhas de uma solugdo vidvel do MLKFP, encontrar uma floresta geradora com no
maximo k componentes, e contendo esse conjunto de folhas, pode ser feito em tempo polinomial.
Para isso, basta determinar as componentes através de uma busca em profundidade, considerando
apenas os nds internos, e depois acoplar cada folha a uma componente. Portanto, também
podemos formular o problema a fim de obter apenas um conjunto de folhas que gerem uma
solucdo 6tima.

Seja G = (V,E) um grafo de entrada para o MLKFP. Um conjunto de folhas vidvel é
qualquer conjunto de vértices F C V tal que Ujey\p N[i] =V e G[V \ F] tenha, no maximo, k
componentes (demonstramos posteriormente no Teorema 4.2.6).

Observe que podemos transformar k£ componentes em uma tnica componente adi-
cionando um vértice artificial s e arestas artificiais {{s,v},{s,v2},...,{s,v«}}, onde v; e v; sdo
nés internos pertencentes a componentes distintas para todo i # j € {1,2,...,k}. Seguindo esse
raciocinio, seja D = (VU {s},A), onde A = {(i, j), (j,i) : {i,j} € E}U{(s,v) : v € V}. Podemos
resolver o MLKFP para G, utilizando D e encontrando um conjunto de folhas S C V de cardinali-
dade méxima, tal que D[V \ S| seja fracamente conexo utilizando no méximo k arcos de saida de
s. Na Figura 5, exemplificamos o procedimento de conversio de uma instancia e a equivaléncia,
do ponto de vista de otimizacao, entre a solucdo 6tima para o digrafo e para a instancia original.
Nas imagens, destacamos as folhas dos demais vértices.

Dadas tais informagdes, propomos um modelo de fluxo para resolver o MLKFP. A
ideia consiste em enviar fluxo, a partir de s, passando apenas por nds internos, onde cada um
desses nds consome uma unidade de fluxo. Na formulagdo proposta, utilizamos as varidveis z e
definimos varidveis f;; para todo (i, j) € A, e r, para todo v € V representando, respectivamente,
os fluxos nos arcos e se v é um vértice de acesso a uma componente (r; = 1) ou nao (r; = 0). Por

exemplo, na Figura 5, os nos de acesso sdo b e e. A seguir, apresentamos a formulacao:
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Figura 5 — Exemplo de conversdo e resolu¢do de uma instancia para k = 2.

(a) Instancia original. (b) Solug@o dtima para instincia original.

0=0 :«N\e

(¢) Instancia convertida. (d) Solucdo 6tima para instancia convertida.

Fonte: produzida pelo autor.

(MFA) max p=) z (4.23)
vev
sa. Y <IN, WeV, (4.24)
ueN|v]
Y <k, (4.25)
vev
Y fao=Wl-p (4.26)
vev
Z Jw— Z fow=1—2z,, Ywev, (4.27)
ueN=—(v) weNT(v)
0< fin<(n—1)(1—2z,), WeV,yweN(v), (4.28)
0< foy <nry,, VYvev, (4.29)
2,1y €{0,1}, W e V. (4.30)

As restri¢oes (4.24) asseguram que os vértices internos formem um conjunto domi-
nante. As restrigdes (4.25) e (4.29) garantem que o nimero de componentes da floresta seja no
maximo k. Na restricao (4.26) é assegurado que sejam enviadas, a partir de s, |V| — p unidades
de fluxo para que, pela restricao (4.27), cada n6 interno consuma uma unidade. Desse modo,
garantimos que os nds internos, juntamente com s, sejam conectados em D. As restri¢cdes (4.28)
(em conjunto com (4.27)) asseguram que apenas os vértices internos sejam conectados pela
rede de fluxo. Note que, para v € V tal que z, = 1, temos demanda zero, f,,, = 0 para todo

w € N7 (v) e, consequentemente, f,, = 0 para todo u € N~ (v). Além disso, as restri¢des (4.24)
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asseguram que nem todos os vértices sejam folhas simultaneamente, logo ndo precisamos forcar
que haja pelo menos uma componente. Agora, note que o modelo ndo proibe que uma mesma
componente tenha mais de um n6 de acesso na solu¢do, mas isso ndo tem importancia, uma vez
que s6 precisamos garantir um limite superior para o nimero de arvores.

Perceba que, para k = 1 e pela Proposi¢do 4.2.2, podemos escolher um vértice v e V
qualquer e s6 precisamos definir varidveis r para os vértices em N(v), visto que s6 é necessario
um unico nd de acesso e pelo menos um dos vizinhos de cada vértice precisa ser nd interno em
qualquer solugdo.

A principio, pode ser dificil visualizar a corretude do modelo em relacdo a vértices
isolados ou componentes de ordem dois. Porém, note que, se existir uma floresta em que
um vértice isolado seja contabilizado como folha, ou seja, v € V for um vértice isolado para
uma dada solu¢do do modelo tal que z, = 1, por (4.24), haverd u € N(v) tal que z, =0 e,
consequentemente, uma floresta de mesmo custo, com uma componente a menos, onde a
aresta {u,v} é adicionada. Seguindo o mesmo raciocinio, se existir uma floresta em que u,v € V
constituem uma componente de ordem dois para uma dada solu¢dao do modelo tal que z, =z, = 1,
também € possivel encontrar uma solu¢do de mesmo valor trocando a aresta {u, v} pelas arestas
{t,u} e {v,w} tal que z; = z,, = 0. Um exemplo desses casos pode ser visualizado na Figura 6.
Note que na Figura 6a temos um vértice isolado c¢ e dois vértices (f e g) de uma componente
de ordem dois sendo erroneamente contabilizados como folhas. A Figura 6b mostra que €
possivel obter uma solugdo vidvel adicionando as arestas {a,c}, {b, f} e {b,g}, e removendo a
aresta { f,g}. Lembre-se que a existéncia das arestas necessdrias, caso seja preciso realizar tais

procedimentos, é garantida pelas desigualdades (4.24).

Figura 6 — Exemplo de solu¢do invidvel e vidvel para um mesmo conjunto de folhas e k = 3.

@@E OERONCEGRG

(a) Solugao invidvel. (b) Solucido vidvel.

Fonte: produzida pelo autor.

Note que, uma vez fixados valores para as varidveis z e r, temos um modelo de fluxo
e, consequentemente, uma matriz totalmente unimodular (TU). Isso garante que, quando as
demandas e capacidades forem valores inteiros, os fluxos nos arcos, em um vértice do poliedro,

também serdo. Além disso, as restri¢des (4.24) e (4.25) ndo envolvem as varidveis f, portanto s6
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€ preciso definir as varidveis z e ¥ como inteiras, ndo sendo necessario explicitar o mesmo para
as variaveis f.

Sejam v €V ew € NT(v). Observe que, se dispusermos de uma solugio vidvel inicial
de valor [b, podemos fortalecer as capacidades dos arcos (v,w) e (s,v), obtendo f,, < (n—2—1b)
e for < (n—1—1b). Isso ocorre porque qualquer solugido melhor teria pelo menos um né interno
a menos, logo o fluxo teria o limite informado. Além disso, note que (n —2 — [b) é a quantidade
maxima de fluxo que pode ser enviada a partir de v, independentemente de como esse fluxo é
distribuido em seus arcos de saida. Portanto, podemos substituir as restri¢des (4.28) e (4.29),

respectivamente, por:

0< Y fiw<(m—2-1Ib)(1—-z), WeV, (4.31)
weNT(v)
0< fo<(n—1—1b)r,, Wev, (4.32)

E importante ressaltar que essa alteracio na matriz do modelo (MFA) poderia, a
principio, quebrar a propriedade discutida anteriormente, na qual mencionamos que poderiamos
definir f como varidveis continuas e, ainda assim, obter valores inteiros. Isso porque, para
uma matriz TU, uma vez que as demandas e capacidades sdo valores inteiros, todos os vértices
também sdo inteiros. Em outras palavras, a existéncia de uma solucdo f* qualquer, mesmo
com f* assumindo valores fraciondrios, implicaria na existéncia de uma solugdo f € Zl de
mesmo valor. Como s6 desejamos que exista f € Z/Al, uma vez que o nosso real interesse, na
solucao fornecida por (MFA), € voltado para o valor das varidveis z, ndo seria um problema f
ndo ser inteiro. Observe, porém, que as solucdes inteiras ainda sdo as mesmas tanto antes quanto
depois do fortalecimento, uma vez que as desigualdades fortalecidas sdo vdlidas. Sendo assim, a
existéncia de soluc¢do fraciondria também implicaria na existéncia de f € Z/Al,

Embora ndo fosse necessdrio para nosso propdsito, destacamos que mesmo alterando
a matriz de coeficientes, ao substituir (4.28) por (4.31), as linhas que denotam as restri¢des de

fluxo também resultam em uma matriz de coeficientes TU (Proposicao 4.2.5).

Proposicao 4.2.5 A matriz de coeficientes relativos as varidveis f no conjunto de restricoes

(4.26), (4.27), (4.31) e (4.32) ¢ TU.
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Demonstracao S Sem perda de generalidade, podemos simplesmente ignorar as linhas da
matriz de coeficientes de (4.32), visto que elas formam uma submatriz identidade. Feito isso,
rotulamos todos os vértices em V de forma sequencial, iniciando de 1. Sendo assim, para
simplificar, consideramos V = {1,...,n}. Em particular, atribuimos o rétulo 0 ao vértice s e
consideramos V U {s} = {0,...,n}. Sejam i € VU{s} e A' a matriz de coeficientes das restricées
(4.26) e (4.27). Agora, seja A% a matriz de coeficientes das restricoes (4.31). Denotamos por
Al-1 e A% (nesse caso, para i # 0), respectivamente, a i-ésima linha das matrizes Al e A2, que
correspondem as restricoes referentes ao vértice i nas respectivas matrizes.

@t DXIAl g matriz formada pelas linhas de A', A?

Iremos demonstrar que A € 7,
(nessa ordem), com linhas e colunas indexadas, respectivamente, por M = {0,....2n} e N =

{1,..,]A|}, € TU.

Seja a;j o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de A. Utilizaremos a seguinte
caracterizacdo para matrizes TU: VI C M, 3 particdo I' e I? de I tal que YicnGij— Yicpaij €
{0,+£1} Vj € N (GHOUILA-HOURI, 1962).

Seja I C M. Construimos I' e I? da seguinte maneira:

e I'={icl:0<i<njuficl:(n+1)<i<2n, (i—n)¢I};

e P={icl:(n+1)<i<2n, (i—n)el'}.
Sejam j € N e N; as colunas referentes as varidveis fs,, para todo v € V. Queremos mostrar
que j, uma coluna qualquer, satisfaz ¥ ey aij — Yicp aij € {0,%1}. Note que, com excegdo das
colunas indexadas por Ny (que tém apenas dois elementos ndo nulos), em toda coluna de A
existem trés elementos ndo nulos. Suponha, sem perda de generalidade, que j € N \ Ny e existam
pelo menos dois elementos ndo nulos na coluna j das linhas indexadas por I (sendo é trivial).
Agora, seja f,, a varidvel associada a um arco com extremidade inicial u e final v, na coluna
J € N\ N;. Nesse caso, temos agj=1ea,j=—1. ComouecVe,j ¢ Ny, temos que ap; =0
el <u<n. Além disso, A%n ) contém uma copia dos elementos positivos de Ablt e, portanto,
A(ntu)j = auj = 1. Sendo assim, resta analisar quatro possiveis casos envolvendo dois ou trés
elementos ndo nulos:

1.ouyv,(n+u) €1: uyy €l e (n+u) € I>. Portanto, ¥,;cpn aij — Yep Gij = auj+ ayj —

Apywyj=1—1-1=-1L
2. ug I:v,(n+u) €I'. Portanto, Yy ij — Yep2 Gij = av; +agyu;=—1+1=0.
3vg¢Lucl' e(n+u) €I’ Portanto, ¥,cp aij — Yicp Gij = Gy, —A(pgu)j=1-1=0.

4. (n+u) ¢ 1I: u,v€I'. Portanto, YienGij— Yiepaij=ayj+ay,j=1—-1=0.
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Portanto, pela caracterizagdo descrita acima, temos que a matriz A é TU e, consequentemente, a
matriz de coeficientes relativos as varidveis f no conjunto de restricoes (4.26), (4.27), (4.31) e

(4.32) também é TU.

Agora, para provar a corretude do modelo (MFA), utilizaremos o Teorema 4.2.6.
Para isso, inicialmente denote por comp(G) o nimero de componentes de um grafo G e por G\ S

o subgrafo induzido G[V '\ S].

Teorema 4.2.6 S CV ¢é um subconjunto de folhas de uma floresta F = (V,Er) geradora de
G = (V,E) com no mdximo k componentes se, e somente se, comp(G\ S) < k e, para qualquer

i €S, existe j € N(i) tal que j ¢ S.

Demonstracio 6 (=) Suponha S conjunto de folhas de uma floresta F geradora de G tal que
comp(F) < k. Como todos os vértices em S tém grau unitdrio em F, temos que comp(F \ S) =
comp(F) <k. Como F\ S é subgrafo de G\ S, temos que comp(G\ S) < comp(F\S) <k. Além
disso, pela Proposi¢do 4.2.1, para qualquer i € S, existe j € N(i) tal que j ¢ S.

(<) Agora suponha um conjunto S C'V de modo que comp(G\ S) < k e, para
qualquer i € S, existe j € N(i) tal que j ¢ S. Como comp(G\ S) < k, existe floresta geradora
F' = (V\S,E') de G\ S tal que comp(F') = comp(G\ S) < k. Além disso, sejai € S. Por
hipdtese, existe j € V\ S tal que {i, j} € E. Portanto, existe floresta geradora F! = (V \ (S \
{i}), E'U{i,j}) de G\ (S\{i}) em que i seja folha. Note que i é adicionado a uma tnica
componente e, consequentemente, comp(F/) = comp(F") < k. Aplicando esse procedimento a
todos os vértices de S, podemos construir F = (V,Ef) floresta geradora de G tal que comp(F) <

k e os vértices de S sejam folhas em F.

Seja S uma solucdo dada pelo modelo (MFA). Perceba que, como ja discutido
anteriormente, o fluxo gerado no modelo (MFA) garante que comp(G\ S) < k. Além disso, para
todo i € S, pelo conjunto de restri¢des (4.24), existe j € N(i) tal que j ¢ S. Desse modo, toda
solucdo do modelo (MFA) é, de fato, solugdo para o problema. O sentido inverso também pode
ser facilmente verificado.

Por dltimo, tendo em mente a caracterizacdo apresentada no Teorema 4.2.6 para o
conjunto de solu¢des do problema, propomos uma tltima formulacdo alternativa para o MLKFP.
Denominamos o modelo por (MVE) e utilizamos varidveis z € x com 0s mesmos significados

que ja vém sendo utilizados nos demais modelos. O modelo é uma adaptagcdo que segue da ideia
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de uma formulagdo proposta em (GENDRON et al., 2014) para o MCDSP. A ideia do modelo
¢ determinar um conjunto de vértices S (folhas) de cardinalidade maxima tal que V' \ S seja
dominante em G e G\ S tenha no maximo k componentes. Para isso, utilizamos o conjunto de
desigualdades (4.18) e s6 permitimos na solucdo arestas entre nds internos, de modo semelhante
ao modelo (MFA) cuja rede de fluxo s6 abrange os vértices que ndo sejam folhas. Observe que
em (MVE) fica mais explicito que, assim como o MLSTP e o MCDSP sdo equivalentes do ponto
de vista de otimizagdo, resolver o MLKFP € equivalente a resolver o problema de determinar o

menor conjunto dominante D tal que G[D] tenha no maximo k componentes.

(MVE) max Y z (4.33)
vev
sa. Y, <IN, WweV, (4.34)
ueN|v]
Vi-k< Y xe+ Y 2o <V[-1, (4.35)
eck vev
Y x.<IS|—1, VSCV, [S|>2, (4.36)
e€E(S)
Xe+max{z,,z,} <1, Ve={u,v} €E, (4.37)
x. €{0,1}, Ve € E (4.38)
7y €{0,1}, Vv e V. (4.39)

Em (MVE), as restri¢des (4.34) garantem que os nds internos formem um conjunto
dominante de G. A restri¢do (4.35) assegura o intervalo permitido para o numero de folhas mais
o numero de arestas escolhidas, que pelas restrigdes (4.37) s6 sdo permitidas entre nds internos.
Como todas as folhas, caso o modelo as conectassem, teriam grau 1, as restricdes (4.35), (4.36) e
(4.37), juntamente com as restri¢des de integralidade das varidveis z e x, garantem uma floresta
com até k componentes. Considerando uma aresta qualquer ¢ = {u,v} € E, implementamos a
restricdo (4.37) como duas desigualdades, uma para cada extremidade da aresta: x, +z, < 1e
Xe +2zy < 1. Note que, pelos mesmos motivos ja discutidos anteriormente para o modelo (MFA),
ndo precisamos nos preocupar com a corretude do modelo (MVE) em relagdo a vértices isolados
ou componentes de ordem dois.

Adaptando ideias propostas em (GENDRON et al., 2014) para o MCDSP, vamos

fortalecer o modelo (MVE) através da combinagao das varidveis nas restri¢des. Seja S C V tal
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que |S| > 2. Note que as restri¢des (4.37) asseguram que, se ¢ = {u,v} € E(S) e x, = 1, entdo
zu = 0 e z, = 0. Da mesma maneira, se z, = 1, para v € S, entdo Y ,cg(s)ns(v)Xa = 0. Sendo
assim, para qualquer w € S, a desigualdade Y., (s) Xe + Lues\ {w} Zu < |S| — 1 é vdlida e, portanto,

podemos fortalecer o modelo substituindo (4.36) pelo conjunto de desigualdades a seguir:

Y x+ Y z<IS|-1, VSCV, |S|>2WeS (4.40)
ecE(S) ueS\{v}

Além disso, seja v € V. Observe que para S = N[v], pelo conjunto de restri¢des (4.36),
temos Yocp(n[i) Xe < |N(v)|. Agora note que, pelas restrigdes (4.34) e ainda pelas desigualdades

(4.37), podemos fortalecer (4.34) obtendo as seguintes desigualdades:

Y 2+ Y x<INW)|, WweV. (4.41)
UEN|V] ecE(N]v])

Podemos enxergar as restrigdes (4.41) como um caso particular das desigualdades

(4.40) no qual hé garantias que Y, c5zy < |S] — 1.
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5 ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO

Neste capitulo, apresentamos desigualdades vélidas e estratégias utilizadas na re-
solu¢do dos modelos descritos até entdo. Nas formulagdes que contém varidveis bindrias
representando arestas (ou arcos), utilizamos depth-first search (DFS) para conduzir a expansao
da arvore durante o algoritmo de Branch and Bound (B&B). Além do mais, na escolha de
qual variavel ramificar nas solucdes linearmente relaxadas, damos prioridades as varidveis que

representam vértices e, adicionalmente, aquelas cujos valores sejam mais proximos a 0.5.

5.1 Soluc¢ao inicial

Para todos os modelos, visando a obten¢ao de uma solucao vidvel de partida, utili-
zamos a heuristica apresentada na Se¢ao 2.1 para o MCDSP que se mostrou eficiente quando
aplicada ao MLSTP em (LUCENA et al., 2010). A heuristica fornece uma solucdo D C V para o
MCDSP, ou seja, os nds internos de uma solug¢do para o MLSTP. Além disso, a heuristica pode ser
fortalecida com sucessivas tentativas de remover um vértice u € D tal que D := D\ {u} continue
dominante e, generalizando para o MLKFP, com no méximo k componentes. Consequentemente,

a heuristica e esse fortalecimento nos fornecem, respectivamente, os seguintes cortes:

Y 7> |V\D|+1, (5.1)
veV
Y z>2 (5.2)
veD

Ao adicionar a restri¢do (5.1), buscamos apenas solucdes estritamente melhores que
a solucdo inicial. Observe que, se o problema ficar inviavel ao adicionar essa restricao, entdao a
solugdo fornecida pela heuristica é 6tima. Para explicar (5.2), considere z uma solugio inicial tal
que zf’ =l paratodoi€V\De zﬁ’ = ( para todo i € D. Note que o processo de fortalecimento
da heuristica garante que ndo existe vértice i € D tal que V' \ (D\ {i}) seja um conjunto vélido

de folhas. Sendo assim, em qualquer solug¢io z* melhor que z”

, caso exista, hd pelo menos um
vértice j € V\ D tal que z? =1le zj = 0. Portanto, faz-se necessario que pelo menos dois nés
internos em z” tornem-se folhas, pois z* € estritamente melhor que 7', dando sentido ao corte
(5.2).

Vale ressaltar que também implementamos, juntamente com o processo de fortaleci-

mento supracitado, a heuristica apresentada em (REIS et al., 2017) para o MLKFP. Entretanto,

para o conjunto de instancias que utilizamos, as soluc¢des fornecidas por essa heuristica foram in-
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feriores ou de mesmos valores em aproximadamente 95% dos experimentos, quando comparadas

com as solugdes vidveis obtidas pela heuristica apresentada em (LUCENA et al., 2010).

5.2 Iterative probing Benders para (MB)

Para resolver o modelo (MB) referente ao MLSTP, utilizamos a abordagem denomi-
nada iterative probing do algoritmo de decomposicao de Benders proposto em (GENDRON et
al., 2014) para o MCDSP. A decomposi¢ao consiste em resolver alternadamente (MB) com a
restri¢do (4.21) relaxada e um subproblema polinomial de fluxo que determina o seguinte corte

de viabilidade a ser incluido no modelo, caso (4.21) seja violada:

Y 20 <|[S|—mg, (SCV tal que G\ S é desconexo). (5.3)

ves

Em (5.3), mg é a quantidade minima necessdria de vértices em S para tornar G\ S
conexo e € obtida através da resolu¢do de um problema de fluxo que definimos detalhadamente
na Secdo 5.7. Essas desigualdades sdo adaptagdes das definidas para 0o MCDSP em (GENDRON
et al., 2014) e também utilizadas em (ARAUJO; ANDRADE, 2016).

Além disso, nessa abordagem, a restricao (5.1) é modificada para uma igualdade.
Desse modo, uma soluc¢io 6tima com essa alteragdo pode nado representar uma solucdo 6tima
para o MLSTP, uma vez fixado o nimero de folhas. Sendo assim, para uma solucao candidata
z" encontrada, verifica-se se G\ {i € V : z7 = 1} é conexo. Caso seja, ¢ feita uma tentativa
de melhorar essa solu¢do conforme o fortalecimento da heuristica (Se¢do 5.1), atualizam-se
a restri¢ao (5.2) (o novo corte domina o antigo (GENDRON et al., 2014)) e o lado direito da
igualdade oriunda de (5.1) somando uma unidade no valor do melhor limite inferior encontrado.
Caso contrério, adiciona-se o corte de viabilidade (5.3) associado a § = {i € V : ¥ = 1} para que
tal solucdo seja descartada. Esse procedimento € repetido iterativamente até o modelo tornar-se
invidvel e, consequentemente, a Ultima solu¢do encontrada serd 6tima.

Para provar que tal estratégia fornece uma solucdo 6tima, considere as propriedades

a seguir:

Lema 2 (GENDRON et al., 2014). Se ndo existir um conjunto dominante conexo com cardina-

lidade d 41 > 1, entdo ndo existe um conjunto dominante conexo com cardinalidade d.

Corolario 2 Se ndo existir um conjunto de folhas com cardinalidade ([V|—d —1) < ([V|—1),

entdo ndo existe um conjunto de folhas com cardinalidade |V | —d.
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5.3 Estratégias para (MF+) e (MF¥)

Com base no modelo (MF), propomos uma variante (MF+) que se mostrou mais
eficiente em nossos experimentos. Em (MF+), as restri¢cdes (3.3) sdo relaxadas e adicionadas
(através da identificacdo dos vértices de um ciclo na solucio candidata) quando violadas. Adicio-
namos o conjunto de restri¢des (4.19) e reforcamos com desigualdades (3.24), que, conforme
mostrado em (FUJIE, 2004), podem definir facetas de (MF). Inicialmente, as restricdes (3.24)
também sao relaxadas e, uma vez violadas, sdo adicionadas durante o processamento da raiz
no (B&B). O procedimento de separacdo para (3.24), descrito em (LUCENA er al., 2010),
consiste em, dado um ponto fraciondrio (x,z) vidvel para a relaxac@o linear de (MF), para todo
i € V, ordenar os elementos em {X, : ¢ € §(i)} em ordem decrescente como {X,, ..., X, }, onde
n; = |6(i)|. Entdo, para (x,z),i € Vel € {2,...,n;}, computa-se (Zézla_cej + (I —1)z;). Fazendo

iss0, encontra-se um conjunto F, para i, de cardinalidade / com o maior valor possivel para o

lado esquerdo da desigualdade (3.24). Se o valor excede |F|, é identificado o subconjunto que
mais viola a desigualdade. Caso contrario, (3.24) ndo € violada. Portanto, para qualqueri € V,
tal procedimento pode ser feito em tempo O(n; log n;).

Para o modelo (MF¥), utilizamos as restrigdes (4.18), reforcamos o modelo utilizando
as desigualdades (3.24) e, com o intuito de eliminar algumas solugdes irrelevantes, substituimos
(4.6) pelas seguintes desigualdades validas:

Y xe>1, ieV. (5.4)
e€d (i)

Note que as desigualdades (5.4) excluem apenas solu¢des com vértices isolados e,
apesar de mais restritivas, ndo ocasionam inviabilidade do problema, pois existem solu¢des de
mesmo custo onde esses vértices sdo acoplados a outros nds.

Observe que também poderiamos ter substituido as restri¢des (4.6) pelas seguintes
desigualdades:

Y xe>2-z, i€V (5.5)
e€d(i)
Sejai € V. As desigualdades (5.5) expressam que cada folha tem grau pelo menos 1 (para z; = 1,
o lado direito de (5.5) € igual a 1) e cada nd6 interno tem grau pelo menos 2 (pois z; = 0). Além
do mais, as desigualdades (5.5) dominam (5.4), pois podemos obter (5.4) somando (5.5) com
zi < 1, Vi € V. No entanto, foi observado que apesar de mais restritivas, os resultados obtidos

nao foram consensualmente melhores. Isso pode ter ocorrido em funcdo do CPLEX realizar
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menos cortes no processamento da raiz em comparagdo quando utilizadas as desigualdades (4.6)

e (5.4).

5.4 [Estratégias para (ML), (ML+) e (MLF)

Para resolver o modelo (ML), as restri¢des (3.9) sdo relaxadas e adicionadas sempre
que violadas, adicionamos as desigualdades validas (3.26) e (3.27) propostas em (LUCENA
et al., 2010), escolhemos o vértice de maior grau para ser a raiz e, com o intuito de eliminar
simetrias, perturbamos os custos das arestas com um fator de 0.00001;, onde j € o valor
do rétulo da cabeca do arco. As restri¢des (3.26) sdo integradas inicialmente ao modelo, e
as desigualdades (3.27) sdo selecionadas pelo processo de separacdo descrito na Secdo 5.3.
Desse modo, (ML) torna-se a formulagao utilizada em (LUCENA et al., 2010) e é usada como
referencial nos experimentos. Além disso, sugerimos uma variacao (ML+), que consiste em
adicionar o conjunto de restri¢des (4.19) a (ML). Para resolver (MLK) fizemos uso de (4.18) e

das seguintes desigualdades (LUCENA et al., 2010):

Va+zi <1, Ya=(i,j) €AVIi€V, (5.6)
Y. Oij+yi) +(IF| =Dz < |F|, VieV,YFCN(i): |F|=2. S
JEF

5.5 Estratégias para (FBM+) e (MFA)

Os modelos (FBM+) e (MFA) sao formulagdes simples de implementar e ndo
demandam técnicas sofisticadas de corte ou separagcdo. O modelo (FBM+) foi fortalecido com as
desigualdades (3.28) (com base na Proposicdo 4.2.2) e substituimos as restri¢des (3.17) e (3.18)
por (3.29) e (3.30), conforme feito em (REIS et al., 2015). Ja para o modelo (MFA), substituimos
as restri¢oes (4.28) e (4.29), respectivamente, por (4.31) e (4.32).

5.6 Estratégias para (MVE)

Para resolver o modelo (MVE), substituimos as restri¢des (4.36) pelas desigualdades
validas (4.40) que, assim como em (MFX), sdo relaxadas e adicionadas quando violadas. Além
disso, também substituimos as restri¢coes (4.34) pelas desigualdades vélidas (4.41), que sdo mais
fortes uma vez que as dominam. Esses fortalecimentos no modelo foram propostos adaptando

algumas desigualdades apresentadas em (GENDRON et al., 2014) para formulagdes para o
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MCDSP.

5.7 Determinando mg

Seja S C V tal que G\ S ndo seja conexo. Considere C = {C},(3,...,C,} como o
conjunto de componentes de G\ S. Criamos um grafo auxiliar G’ = (V’,E’) no qual definimos
um vértice c; para cada componente C; e adicionamos os vértices de S, completando o conjunto
de vértices V’. Definimos arestas {c;,w}, w € S, caso algum vértice de C; seja adjacente a
w no grafo G e, completando o conjunto de arestas E’, adicionamos as arestas E(S). Sejam
ACVeNA) =Uea{weV\A: {vw} € E}. De modo formal, definimos G' = (V' E’),
onde V' = {c1,c2,...,cp}US e E' = Ucqy,.. py{{ci,w} : w € N(V¢,)} UE(S). Mostramos na
Figura 7 um exemplo do grafo auxiliar para uma determinada instincia e conjunto S. Na imagem,

destacamos os vértices e as arestas de G\ S.

Figura 7 — Exemplo de instancia e seu grafo auxiliar.

g @ I/
OO0
(a) Componentes de G\ S. (b) Grafo auxiliar G'.

Fonte: produzida pelo autor.

Agora, considere o digrafo D' = (V' ,A’), onde A’ = {(i, j), (j,i) : {i, j} € E'}. Deter-
minamos mg, a quantidade minima necessdaria de vértices em S para conectar as componentes de
G\ S, resolvendo um problema de fluxo em D’. Primeiramente, escolhemos um vértice qualquer
do tipo ¢;, digamos, sem perda de generalidade, c;. Entdo, enviamos |C| — 1 unidades de fluxo
a partir de ¢, para que cada vértice ¢;, i € {2,..., p}, consuma uma unidade de fluxo. Observe
que queremos fazer isso utilizando a menor quantidade possivel de vértices em S. Agora note
que podemos obter 0 mesmo resultado se minimizarmos o nimero de arcos nos quais passam
fluxo (ou arestas utilizadas, se esquecermos a orientagdo do digrafo resultante), pois o ndmero
minimo de arcos em um digrafo fracamente conexo é dado em funcdo do ndmero de vértices
(por exemplo, uma arborescéncia).

A seguir, apresentamos o modelo (MMy), onde sdo definidas varidveis bindrias w,
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para toda aresta e € E’ e varidveis continuas f;; para todo arco (i, j) € A’ indicando, respectiva-

mente, a pertinéncia da aresta e na solucao, nesse caso w, = 1, e o valor de fluxo que passa pelo

arco (i, j). Uma vez resolvido, extraimos o valor mg contando quantos dos vértices em S foram

utilizados para satisfazer o modelo.

(MMs)  min Z We

s.a.

ecE’

Z fclw = ‘C| -1,
wedT(cy)

Z fc;w_ Z fuc‘;:_I;ViE{za"'apL
wedt(¢;) ucd=(ci)

Z fvw— Z fuv:(), VVEV/\{Cl,...,Cp},
wedt(v) ued=—(v)

0< fij, fii < (|C] — D)we, Ve = {i, j} € E,

we €{0,1}, Ve € E'.

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
(5.13)

Em (MMy), a funcdo objetivo contabiliza o nimero minimo de arestas utilizadas na

solucdo. A restri¢do (5.9) garante que, a partir do vértice ¢y, sdo enviadas |C| — 1 unidades de

fluxo para que, pelas restri¢oes (5.10), cada um dos demais vértices que representam componentes

consuma uma unidade fluxo. A restri¢des (5.11) asseguram que os vértices em S tém demanda

zero. As restrigdes (5.12) garantem que sdo utilizados apenas arcos cujas arestas equivalentes

(quando desconsideramos a orientag¢do) estdo sendo contabilizadas na funcdo objetivo. Por

ultimo, as restri¢des (5.13) asseguram a integralidade das varidveis w.

Essa forma de calcular mg, que nada mais € que resolver um problema de encontrar

uma arvore de Steiner (com custos unitérios), € proposto em (GENDRON et al., 2014).
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6 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo apresentamos os resultados computacionais obtidos para os modelos
discutidos neste trabalho. Na Secdo 6.1 falamos sobre detalhes de implementagdo e apresentamos
as instancias utilizadas. A Secdo 6.2 apresenta a descri¢do das tabelas que reportam dados
detalhados dos experimentos realizados. Com base em dados extraidos a partir das tabelas
descritas na Se¢do 6.2, exibimos uma analise dos experimentos na Sec¢do 6.3. Destacamos que
resultados preliminares referentes aos modelos (MB), (ML¥) e (MF¥) foram apresentados como

artigo na conferéncia CLAIO 2018 (FREITAS FILHO; ANDRADE, 2018).

6.1 Detalhes de implementacio e instancias utilizadas

Para implementacdo dos modelos foi utilizada a linguagem de programacgdo C++
juntamente com a biblioteca CPLEX em sua versdao 12.7.1. As mdquinas utilizadas para os
experimentos possuem sistema operacional Ubuntu 14.04 LTS 64 bits, processador Intel Core
17-3770 com 8 nucleos de 3.40 GHz e memdria RAM de 16 GB. Utilizamos um tempo limite de
execugdo de 7200 segundos.

Em nossos experimentos, utilizamos instancias com 30, 50, 70, 100, 120, 150 e 200
vértices e densidades 5%, 10%, 20%, 30%, 50% e 70% de arestas, totalizando 41 instancias
apresentadas em (LUCENA et al., 2010). Para essas instincias, variamos o parametro k entre
os valores 1, 2, 4 e 8. Essas entradas foram geradas aleatoriamente por um procedimento que
envolve dois passos. No primeiro passo, um caminho hamiltoniano para o grafo de entrada
G = (V,E) em construgdo € obtido apés uma permutacdo aleatéria que determina a ordem
de visita dos vértices. Fazendo isso, as primeiras (|V|— 1) arestas sdo obtidas e garantem a
conectividade de G. Na etapa seguinte, arestas adicionais sdo obtidas por uma distribuicao

uniforme até que a densidade predefinida para G seja alcancada (LUCENA et al., 2010).

6.2 Tabelas detalhadas dos experimentos

Experimentos para k = 1 sdo apresentados nas Tabelas 1 e 2. As primeiras quatro
colunas referem-se, respectivamente, a quantidade de vértices da instancia (|V|), sua densidade
em arestas (d), o valor dado pela heuristica (Heur) e o valor da solucao 6tima (Opt). Com exce¢ao
das colunas referentes aos experimentos utilizando o modelo (MB), as demais colunas referem-

se a quantidade de nds explorados na arvore de B&B (No6s), o valor da solucao linearmente
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relaxada (UBg), o valor do melhor upper bound encontrado durante a execucdo do B&B (UB),
o tempo de processamento, em segundos, gasto em cada experimento (t(s)) e o gap relativo
de otimalidade calculado em porcentagem entre o piso do melhor UB e o valor da melhor
solucdo vidvel encontrada pelo CPLEX (incluindo o valor da heuristica) (GAP(%)), levando
em conta, respectivamente, os modelos (ML), (ML+), (MF+) (na Tabela 1), (FBM+), (MFA)
e (MVE) (na Tabela 2). Note que o piso do valor relaxado € também um upper bound na
solucdo 6tima do problema. As colunas referentes ao modelo (MB) denotam a quantidade de
iteracdes (Iter) e o tempo de processamento dos experimentos. As Tabelas 3, 4, 5 e 6 apresentam,
respectivamente, resultados obtidos utilizando os modelos (MF¥), (ML¥), (MFA) e (MVE).
A legenda de suas colunas sdao semelhantes as da Tabela 1, com a informagdo adicional do
parametro k. As ultimas linhas das tabelas apresentam as médias de nés expandidos, dos valores
das solugdes linearmente relaxadas, dos valores de upper bounds, dos tempos de processamento
dos experimentos, incluindo os que atingiram o tempo limite, e dos gaps obtidos. Com exce¢ao
da ultima linha de cada tabela, as linhas em negrito denotam as instincias ndo solucionadas, para
o modelo em questdo, dentro do tempo limite de execucdo.

Observe que na Tabela 2 algumas células referentes a coluna UBg para o modelo
(MFA) contém “-”. Isso ocorreu porque o modelo determinou que nio existiam nem mesmo
solugdes fraciondrias vidveis para essas instancias. E importante levar em consideracio que tal
fato acarretou um aumento expressivo no valor médio apresentado na dltima célula dessa coluna.
Se desconsiderarmos o valor UBg para essas instancias, também nos modelos (ML), (ML+),
(MF+), (FBM+) e (MVE), obtemos, respectivamente, os valores médios 108,21, 107,93, 108,10,
108,24 e 108,11.

6.3 Analise dos experimentos

Com base nos dados das tabelas descritas na Secdo 6.2, fizemos uma sintese dos
experimentos e apresentamos na Tabela 7, onde as colunas denotam, respectivamente, o valor
de k usado nos experimentos, 0 modelo em questdo e, para cada formulacdo, a média de tempo
(em segundos) demandada nos experimentos, a média dos valores das solu¢des linearmente
relaxadas, a média dos melhores upper bounds encontrados pelo algoritmo de B&B, a média de
no6s explorados nos experimentos, a quantidade de instincias ndo resolvidas, para quantas delas
foram obtidas uma solu¢@o 6tima no no raiz da arvore de B&B e a média dos gaps.

Primeiramente, ressaltamos que a heuristica utilizada (LUCENA et al., 2010) para
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obtencdo de solugdes vidveis iniciais em nossos experimentos quase sempre encontrou solugoes
Otimas para o conjunto de instancias utilizadas, conforme pode ser observado nas tabelas
detalhadas para cada modelo. Desse modo, os experimentos consistiram, na grande maioria das
vezes, em provar a otimalidade de cada solucao dada pela heuristica. Ainda assim, pudemos
constatar a dificuldade encontrada, em diversos casos, em provar que tais solu¢des eram timas.

Em particular, para k = 1, com excec¢do das formula¢des (MFA) e (MVE), foram
utilizados modelos especificos para o MLSTP. Comparamos as variagdes (MF+), (ML+), (FBM+),
(MB), (MFA) e (MVE), tomando como base os resultados obtidos pelo modelo (ML) (LUCENA
et al., 2010). Ainda para k = 1, obtivemos os seguintes resultados. Com base na andlise do
tempo médio dos experimentos, observamos que o modelo (MFA), proposto neste trabalho,
apresentou melhor desempenho, reduzindo o tempo médio obtido por (ML) em aproximadamente
84.04%. Além disso, houve uma redugdo de aproximadamente 54.35% quando comparamos
(MFA) com a variacao (FBM+), que apresentou a segunda menor média de tempo e segue do
modelo (FBM) proposto em (REIS et al., 2015). Ja a formulacdo (ML+) reduziu o tempo médio
obtido por (ML) em aproximadamente 20.52%, onde pudemos comprovar experimentalmente a
eficacia do conjunto de desigualdades (4.19) que propomos para 0 MLSTP. Também pudemos
observar a eficdcia do conjunto de desigualdades (4.19) quando comparamos a média dos gaps
e das solugdes linearmente relaxadas entre esses dois modelos. Vale ressaltar que apenas os
modelos (MB) e (MFA) resolveram todas as instancias com 200 vértices. Além do mais, quando
consideramos apenas essas instancias, (MB) apresentou uma média de tempo inferior ao da
formulacdo (MFA). Entretanto, utilizando (MB), ndo conseguimos resolver muitas instancias
com densidade de 5%, incluindo as com 50 e 70 vértices.

Para k > 2, o modelo (MFA) teve, de modo geral, um tempo médio aproximadamente
13.01% menor que o do modelo (MLX) e 38.12% menor quando comparado a formulacao (MF¥),
porém 2.34% maior quando comparado a formulacao (MVE), que obteve a menor média de
tempo. Também pudemos perceber que, para os modelos (MLX), (MF¥) e (MVE), geralmente,
o tempo diminuiu quando elevamos o valor de k, assim como a quantidade de instancias nao
resolvidas. Em particular, para k = 4, ocorreu o Unico caso em que o modelo modelo (MFA)
teve sua média de tempo superada, mais precisamente pelas formulagdes (MLY) e (MVE). Isso
ocorreu porque, para esse valor de k, a formulacdo (MFA) estourou o tempo limite de execugao
mais vezes que nos outros dois casos (k =2 e k = 8), principalmente para instincias com

densidade de 5%. Portanto, houve ai uma quebra, para (MFA), no comportamento supracitado
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para os outros modelos.

Também pudemos perceber que, embora alguns experimentos tenham atingido o
tempo limite de execucdo, os gaps sdo relativamente baixos, sendo o maior deles de 8% para o
modelo (MFA) no experimento que envolve a instincia de 50 vértices e de densidade 5%, mas
que nos demais casos, considerando todos os modelos, foram inferiores ou iguais a 5%. Veja
ainda que os gaps diminuem para maiores densidades de arestas, algo que ja era esperado, dado
que instancias esparsas sdo, em geral, mais dificeis de resolver.

Outro fator de destaque foi a quantidade de instancias resolvidas pelo modelo (MFA)
ainda no n6 raiz da arvore de B&B, mostrando-se superior nesse quesito para todos os valores de
k. Também pudemos notar que essa formulagdo obteve, no geral, o menor indice de instincias
ndo resolvidas, totalizando apenas 7 dos 164 experimentos e com destaque para k = 1, onde
essa formulacao foi a dnica que solucionou todas as instancias. Além disso, observamos que,
embora o tempo de execu¢do da formulagdo supracitada tenha sido geralmente inferior ao das
demais, esse modelo explorou significativamente um niimero superior de nés quando comparado
aos modelos restantes, o que caracteriza a rapidez de resolu¢ao dos subproblemas no momento
do algoritmo de B&B. Essa rapidez de resolucdo dos subproblemas fez com que o modelo
(MFA), mesmo apresentando uma média do valor da relaxacao linear (UBg) acima dos demais,
alcancasse resultados expressivos.

Para o modelo (MFA), também realizamos experimentos utilizando decomposi¢do de
Benders padrao do CPLEX, mas os resultados obtidos ndo foram, de forma consensual, melhores
que quando simplesmente aplicamos o B&B ao modelo. Além disso, para k = 1, com base nas
desigualdades (4.19), também realizamos experimentos onde escolhemos o vértice v de menor
vizinhanga e definimos apenas |[N(v)| varidveis do tipo r. Entretanto, apesar de poder reduzir
significativamente o nimero de varidveis inteiras no modelo, permanecer com todas ocasionou,
de modo geral, melhores resultados.

Também fizemos uma andlise onde consideramos apenas 35 das 41 instancias,
excluindo as com densidade de 5%. Os dados referentes a essa andlise sdo apresentados na
Tabela 8. Com base no tempo médio dos experimentos considerando k = 1, observamos que
o modelo (MB) apresentou melhor desempenho, reduzindo o tempo médio obtido por (ML)
em aproximadamente 85.67%. Além disso, houve uma reducao de aproximadamente 29.56%
quando comparamos (MB) com (MFA), que obteve a segunda menor média de tempo. Note que,

nesse cendrio, apenas os modelos (MB) e (MFA) resolveram todas as instancias, evidenciando a
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Tabela 7 — Sintese dos experimentos para as instancias de (LU-
CENA et al., 2010).

Valor k ‘ Modelos Média t(s) Média UB; Média UB Média N6s  Nao resolvidas Res. naraiz Média GAP(%)

(ML) 822,98 9743 9547 12854220 4 6 0,22
(ML+) 654,04 97,22 9535  132105,15 3 9 0,17
(MF+) 416,45 97,36 95,27 78370,71 2 8 0,15
1 (FBM+) 287,71 97,47 95,09 82775,05 1 20 0,01
(MB) 923,40 - - - 4 -
(MFA) 131,33 108,32 9505 15331549 0 21 0,00
(MVE) 589,74 97,31 95,25 64709,17 2 9 0,09
(ML¥) 744,51 97,71 95,75 75870,41 4 7 0,24
) (MF¥) 1048,56 97,89 9589  121768,17 5 7 0,35
(MFA) 685,50 98,33 9546 104773463 2 17 0,08
(MVE) 742,76 97,56 95,73 71462,29 4 8 0,24
(ML) 716,39 97,95 96,05 69362,17 3 10 0,17
4 (MF*) 951,09 98,01 96,15 76762,85 4 11 0,24
(MFA) 785,26 98,33 9593 3309832,10 4 17 0,33
(MVE) 559,33 97,81 89,87 80566,00 2 11 0,15
(ML¥) 582,10 98,18 96,30 70123,56 2 10 0,12
s (MF¥) 872,28 98,18 96,46 46192,24 4 11 0,21
(MFA) 306,37 98,33 96,10  200545,29 1 22 0,03
(MVE) 43337 98,09 96,29 91789,83 2 11 0,12

“-”: ndo se aplica a0 método de resolugdo utilizado para o modelo.

Fonte: produzida pelo autor.

fragilidade do modelo (MB) para instancias de densidade 5%, mas ressaltando sua eficiéncia
para densidades maiores. J4 para k > 2, pudemos observar que o modelo (MFA) obteve a menor
média de tempo em todos os casos. Percebemos ainda que apenas os modelos (ML¥) e (MVE)

mantiveram uma reducio no tempo médio a medida que se aumenta o valor de k.

Tabela 8 — Sintese dos experimentos desconsiderando as instancias
de densidade 5% do conjunto de instancias apresentadas
em (LUCENA et al., 2010).

Valor k ‘ Modelos Média t(s) Média UBgy Média UB  Média Nés  Naio resolvidas Res. naraiz  Média GAP(%)

(ML) 716,03 98,44 96,57 37804,71 3 6 0,17

(ML+) 549,66 98,18 9642 4530531 2 9 0,11

(MF+) 279,81 98,24 96,34 4704880 1 8 0,08

1 (FBM+) 324,06 98,24 96,25 93349,08 1 20 0,02
(MB) 102,54 - - - 0 - -

(MFA) 145,58 111,51 96,20  167960,42 0 21 0,00

(MVE) 622,15 98,02 96,43 37102,85 2 9 0,11

(ML%) 651,39 98,47 96,68 26628,65 3 7 0,17

5 (MF¥) 782,12 98,52 96,69 12218,51 3 7 0,17
(MFA) 237,13 98,58 96,41  184017,25 1 17 0,03

(MVE) 651,01 98,35 96,65 26683,65 3 7 0,17

(ML%) 628.80 98,55 96,82 27012,77 2 10 0,12

4 (MF*) 718,61 98,56 96,91 9607,40 3 10 0,17
(MFA) 228,67 98,58 96,64  173173,51 1 17 0,03

(MVE) 436,49 98,51 96,73 32993,68 1 10 0,08

(MLF) 47425 98,58 96,81 32690,94 1 10 0,08

s (MF¥) 763,62 98,58 97,00 10729,71 3 11 0,17
(MFA) 238,21 98,58 96,72 179351,68 1 22 0,03

(MVE) 299,20 98,58 96,81 56976,62 1 10 0,08

“-”: ndo se aplica ao método de resolucdo utilizado para o modelo.

Fonte: produzida pelo autor.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Propomos modelos matematicos para o MLKFP e um novo modelo especifico para o
MLSTP. Além disso, propomos um conjunto de desigualdades validas para o MLKFP que, para
k =1, foram fortalecidas e reduziram significantemente os tempos computacionais para instancias
benchmark do MLSTP, quando incorporadas a modelos presentes na literatura. Apresentamos
caracterizacoes para o problema que facilitam expressa-lo de uma maneira alternativa, onde
buscamos apenas um conjunto de folhas que gere uma solucao 6tima. Realizamos uma série de
experimentos considerando quatro valores distintos para k.

Dentre os modelos apresentados, damos destaque ao modelo (MFA) por sua simplici-
dade, facilidade de implementacio e, de um modo geral, desempenho satisfatério. Esse modelo,
para k = 1, mostrou-se significantemente mais eficiente que os modelos da literatura especificos
para o MLSTP. Por outro lado, o modelo (MB) que propomos para o MLSTP obteve, de um modo
geral, resultados globalmente pouco competitivos considerando todo o conjunto de instincias.
Entretanto, esse modelo foi consideravelmente superior aos demais quando desconsideramos as
instancias com densidade de 5%.

Como trabalhos futuros, para kK = 1, podemos tentar melhorar os resultados através
de um pré-processamento das instincias, aplicando regras de reducdes presentes na literatura
(LUCENA et al., 2010). Além disso, podemos adaptar algumas dessas regras para o MLkKFP
bem como reducgdes propostas em (ALBER et al., 2005) e (ALBER et al., 2004) para problemas
envolvendo conjuntos dominantes.

Podemos ainda desenvolver uma nova formulacao na qual o grafo de entrada seja
transformado em um digrafo, como ocorre em (ML¥), porém permitindo arcos apenas entre nés
internos, conforme feito nos modelos (MFA) e (MVE) (nesse dltimo caso, arestas em vez de
arcos). Através dos experimentos computacionais, pudemos notar que essa ideia melhorou signi-
ficativamente os resultados obtidos pelo modelo (MVE) quando comparados aos da formulagdo
(MFX). Também seria interessante remover simetrias do modelo (MFA).

Ademais, podemos tentar criar novas instancias com maiores gaps entre os valores
das solugdes 6timas e os valores das solugdes dadas pela heuristica. Feito isso, podemos realizar

novos experimentos € comparar os resultados.
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