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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo solucionar perturbativamente as equacdes de Einstein em um
cendrio com violagdo da simetria de Lorentz para o estudo das polarizacdes das ondas gravi-
tacionais. Primeiramente, serd feita uma breve revisdo sobre o MPE e a quebra espontanea da
simetria de Lorentz, bem como suas consequéncias. O modelo de bumblebee sera utilizado
para o estudo da violagdo da simetria de Lorentz no cendrio gravitacional, no qual os termos
de quebra sdo gerados dinamicamente devido a presenca de um potencial similar ao encontrado
na Lagrangeana do modelo de Higgs. As equacdes de Euler-Lagrange sio utilizadas para a
determinacdo do propagador perturbado do graviton expandido até segunda ordem do campo
de perturbacdo. Nesse cendrio, € visto que a relacdo de dispersdo do griviton é modificada
devido a presenca de um vetor de fundo que seleciona uma direcdo preferencial no espaco-
tempo. Além disso, foi verificado que o graviton ainda possui dois graus de liberdade, apesar
da existéncia do campo de bumblebee. A partir dos resultados apresentados a equacdo modi-
ficada foi solucionada e os estados de polarizagdo modificados foram comparados com os do
caso usual. Assim, mostra-se que para um campo de bumblebee do tipo-tempo ou na mesma
direcdo de propagacdo do momento da onda nao ha mudangas no tensor de polarizacao. Mas
para um campo de bumblebee em outra direcdo, tem-se modificacdes no tensor de polarizagao
para o graviton. Por fim, foram calculados limites para o pardmetro do campo de bumblebee
comparando a velocidade de grupo calculada aqui com uma velocidade de grupo para o graviton
massivo.

Palavras-chave: Ondas gravitacionais. Violagdo de simetria de Lorentz. campo de Bumble-
bee. Tensor de polarizacao da gravidade.



ABSTRACT

This work aims to solve Einstein equation in a scenario with Lorentz symmetry violation for
gravitational waves polarization. It will be commented about standard model extension, spon-
taneous and explicit violation of a symmetry as well as their consequences. The bumblebee
model will be used for the study of Lorentz violation, where the terms that break off the sym-
metry are included in the lagrangian of the gravitational theory. The Euler-Lagrange equations
are used to determine the modified graviton propagator, where we expand the lagrangian up to
second order of the perturbed gravitational field. We see that, in this scenario, the dispersion
relation of graviton is different of the usual one, where we have a term that selects a preferred
direction in the spacetime. Besides that, the graviton still with two degrees of freedom, despite
the existence of bumblebee field. Then, the modified wave equation for perturbation field is
solved and we compare the polarization states of the gravitational wave solution modified with
the usual case. We show that for a bumblebee field being timelike or in the same direction
of wave momentum we have no changes in the polarization tensor. But for a bumblebee field
being in another diretion we have a modified polarization tensor for the graviton. Besides that,
we compute some bounds for the parameter of the bumblebee field by comparing the group
velocity here computed with a group velocity of a massive graviton.

Keywords: Gravitational waves. Lorentz symmetry violation. Bumblebee field. Polarization
tensor of gravity.
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1 INTRODUCAO

A descoberta das ondas gravitacionais (OG) foi um dos eventos mais importantes
para a fisica de altas energias do século XXI. Essa facanha alcancgada trard diversos avancos
tedricos, observacionais e experimentais. E vélido lembrar que o “santo graal”da fisica é a
quantizacdo da gravidade e sabendo que as OG sdo estados coerentes dos gravitons, talvez as
deteccdes, aliadas ao estudo das chamadas violag¢des da simetria de Lorentz, possam trazer mais

esclarecimentos para a determinacdo de uma teoria consistente de gravitacdo quantica.

1.1 Ondas Gravitacionais: historico e estado atual

Em dezembro de 1916, o fisico tedrico Albert Einstein formulou a Teoria da rela-
tividade geral (RG). Até entdo os fendmenos gravitacionais eram bem descritos pela mecanica
Newtoniana. O desenvolvimento da RG culminou em uma brusca mudanca nos conceitos ela-
borados por Newton, em que a interagdo gravitacional era interpretada como uma forga de
atracdo existente entre as particulas. Contudo, na RG a presenca de massa deforma o espaco,
curvando-o e influenciando o movimento de outros corpos, isto €, o conceito de forca gravita-
cional € deixado de lado dando lugar para um aspecto geométrico. A relacio entre geometria
e energia-momento € dada pela célebre equacdo de Einstein (EE) que serd deduzida no pre-
sente trabalho a partir do principio variacional. Em posse disso, Einstein obteve uma solugao
aproximada para a EE ao supor a existéncia de campos fracos. Ademais, ele tentou calcular
a radiagdo gravitacional emitida por um sistema mecanico isolado excitado para velocidades
nao relativisticas (BASSALO; CATTANI, 2016). Portanto, as OG surgem naturalmente como
solucdes das EE linearizadas.

Em 1917 o matemadtico alemado David Hilbert estudou as OG decorrentes da solu¢ao
de Einstein (HILBERT), [1900). No ano de 1918 Einstein apresentou a conhecida equacao do
quadrupolo para a perda de energia mecanica na RG. J4d em 1935 o renomado fisico Paul Adrien
Maurice Dirac estudou uma forma de quantizar as OG (DIRAC, 1936) em que a particula tedrica
decorrente de tal quantizacdo é denominada graviton. Um dos resultados mais importantes
obtidos por Einstein foi o estudo sobre o desvio da luz devido a acdo de um campo gravitacional
de uma estrela, efeito conhecido como lente gravitacional (EINSTEIN, [1936). Quando um
corpo massivo localizado entre o observador e o objeto provoca distor¢io no espago-tempo
ocorre tal efeito. No ano de 1959, Bondi Felix, A. E. Pirani e I. Robinson encontraram as
solucdes exatas das ondas planas (BONDI; PIRANI; ROBINSONL [1959). S6 na década de 60

que os fisicos iniciaram a trabalhar em instrumentos para a detec¢ao das OG (WEBER, 1969).
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Apesar de todo o desenvolvimento tedrico, os fisicos do século XX ndo lograram sucesso na
detecc¢do das OG.

Uma grande contribui¢do na area que culminou em evidéncias a favor da existéncia
das OG foi dada por R. Hulse e J. Taylor (WEISBERG; TAYLOR; FOWLER| 1981)), resultando
no vencimento do prémio Nobel de 1993. Finalmente, em 11 de fevereiro de 2016, foi anun-
ciada a descoberta das OG. Representantes dos laboratérios LIGO (Laser Interferometer for
Gravitational Waves Observatory) e Virgo anunciaram que as primeiras ondas foram detectadas
em 14 de setembro de 2015, evento esse denominado GW150914. A segunda deteccdo foi rea-
lizada em 26 de dezembro de 2015, evento esse denominado GW151226. As ondas detectadas
em ambos os eventos sdo decorrentes da colisdo de dois buracos negros localizados a distancias
de aproximadamente 410 Mpc e 440 Mpc respectivamente (BASSALO; CATTANI, [2016).

A grande dificuldade encontrada nas medi¢des das OG reside no fato de que elas
sdo apenas perturbacdes no espaco-tempo, tal que a amplitude da onda é em torno de 1 ~ 10721,
Ora, a interacdo gravitacional por si sO ja € muito fraca e para que ondas de amplitudes rele-
vantes sejam produzidas € necessario a existéncia de eventos nos quais existem grande quan-
tidade de massa e energia, como na regido proxima de um buraco negro (RAMOS; MALUF,
2018). Portanto, a detec¢do das OG dé grande suporte a existéncia de buracos negros. Ade-
mais, todas as teorias de gravitagdo relativisticas (THORNE, |1980; THORNE, [1969; LAN-
DAU; LIFSHITZ, [1965; CATTANI, 1998)) requerem a existéncia das OG e que a amplitude de

tais ondas € muito pequena, tal qual na RG.
1.2 Modelo padrao, simetria de Lorentz e a quantizacao da gravidade

O modelo padrao (MP) é um conjunto de teorias com alta consisténcia matemaética
que atualmente melhor descreve a natureza da matéria (MOREIRA, [2009). O MP descreve as
interacdes fundamentais e as particulas que sdo intermediadoras dessas interagdes de forma bem
consistente, exceto para a gravidade, que € um dos maiores obstaculos da fisica contemporanea,
como ja comentado anteriormente. Como serd discutido com mais detalhe nesse trabalho, os
efeitos da violacdo da simetria de Lorentz aparecem em teorias de gravidade quantica (BLUHM,
2013). Diante disso, vem sendo desenvolvido o modelo padrao estendido (MPE), em que s@o
englobados o MP, a RG, a quebra da simetria de Lorentz e a quebra da simetria de conjugacado de
carga, paridade e reversdo temporal (CPT). Portanto, a busca por efeitos que violem a simetria
de Lorentz é peca chave no desenvolvimento de uma teoria quantica da gravitagdo. Diante
desse contexto, a observac¢dao das OG tem sido utilizada para testar a simetria de Lorentz. Sao
procurados efeitos dispersivos que sdo causados por correcdes de alta ordem para a relagao
de dispersdao. Recentes trabalhos (SOTIRIOU, 2018]) mostraram que quando essas corre¢oes

estdo presentes ird existir uma excitacao escalar. Logo, a observacao da violagdo da simetria de



15

Lorentz deve levar a uma deteccdo de ondas escalares com velocidade distinta das ondas com
as duas polarizacSes convencionais. E tema central desse trabalho estudar o efeito que uma
violacdo espontanea causa nas caracteristicas das OG. O restante do trabalho € organizado da
seguinte maneira.

No Capitulo dois serao abordadas um conjunto de simetrias conhecidas como sime-
tria CPT. Ira ser comentado sucintamente sobre o Teorema CPT e a relacdo com a violagdo da
simetria de Lorentz. Além disso, ird ser introduzida de forma simples a simetria de Lorentz e
um exemplo bésico em que sua violagdo ocorre. Também serd pontuada a quebra explicita de
simetria.

No Capitulo trés ird ser deduzida a EE através do principio variacional, em que o
calculo serd realizado por meio de uma Lagrangeana apropriada. Ird ser mostrada a deducgdo
da equacdo para o vicuo e a de deducdo da equagcdo com a presenca do termo de fonte. O
MP e o MPE irdo ser abordados, em que serdo comentadas suas caracteristicas e como se dao
suas aplicacOes. Também serd discutida com mais aprofundamento a violacdo espontinea da
simetria de Lorentz em que serdo introduzindo os modos de Nambu-Goldstone (NG), bem como
sua relacdo com a quebra de difeomorfismo. Tal relacdo é estabelecida através do formalismo
de vierbeins. Por fim, ird ser apresentado um dos modelos mais simples e mais utilizados na
academia para o estudo da violacdo da simetria de Lorentz, o modelo do campo de bumblebee,
em que serd mostrada a Lagrangeana modificada pela presenca de termos que violam a simetria
de Lorentz. Também serdo deduzidas as equacdes de movimento, bem como o propagador para
o graviton que serd primeiro utilizado para o cédlculo do potencial Newtoniano modificado e
depois para a obten¢do da equacdo modificada para o graviton.

No Capitulo quatro irdo ser abordadas de fato as OG. A EE serd linearizada mos-
trando que efetivamente em posse de um gauge adequado a solucdo levard as OG. Ird ser de-
monstrado que o movimento relativo de particulas devido a interacdo com uma OG passante
levara a dois tipos de polariza¢des para a onda, as conhecidas polarizagdo + e polarizacao x.
Também serd mostrada a equagdo que rege a producdo de OG para fontes isoladas e distantes
da medicdo da onda.

Por fim, no Capitulo cinco ird ser analisada a relacdo de dispersao modificada, em
que serd estudada a causalidade e a unitariedade. Além disso, serd solucionada a equagdo
modificada do griviton, em que serdo estudas as polariza¢des modificadas devido a existéncia

do campo de bumblebee. Finalmente, alguns limites para a teoria serdo obtidos.
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2 TRANSFORMACOES E SIMETRIAS: LORENTZ E CPT

Neste capitulo, serd abordado de forma laconica o estudo de um conjunto de si-
metrias conhecidas como simetria de conjugacao de carga, simetria de paridade e simetria de
reversdo temporal. Ird ser comentado o significado de cada uma das simetrias, suas implicacoes
fisicas, bem como suas violacdes e serd apresentado o teorema CPT. Além disso, serdo introdu-

zidas as violac¢des da simetria de Lorentz, espontanea e explicita.
2.1 Simetria CPT

A teoria de campos faz utilizagdo das simetrias existentes na natureza para expres-
sar diversos resultados fisicos. Até o século XX as simetrias ndo desempenhavam um papel
importante em fisica tedrica, ou seja, mesmo que as leis de conserva¢do de momento e energia
fossem consideradas de fundamental importancia, elas eram vistas como consequéncia das leis
naturais, ndo como das simetrias que sustentam essas leis. O primeiro a considerar o principio
da simetria como caracteristica principal da natureza foi Einstein, com a teoria da relatividade
restrita (1905). O Teorema de Noether estabelece que se existe uma simetria continua global,
entdo hd uma lei de conservagao associada (GROSS, [1996). O contrario também vale, se ha
uma lei de conservagdo, entdo hd uma simetria continua associada a esta lei. Por exemplo, a in-
variancia das leis fisicas em relagdo ao tempo confere a conservacao de energia. J4 a invariancia
das leis fisicas sob transformagdes espaciais confere a conservacdo de momento linear. Existe
também a simetria de gauge, que € utilizada na gravitacdo, na eletrodindmica e nas interacoes
fraca e forte.

Além disso, existem as simetrias de conjugacdo de carga (C), paridade (P) e re-
versao temporal (T), que juntas formam uma simetria fundamental estudada na teoria quantica
de campos. Ao utilizar a simetria C uma particula se torna sua antiparticula ou vice-versa. Ou
seja, se um elétron for submetido a essa simetria ele se torna um pésitron. Utilizando a simetria
P trocam-se os sinais das coordenadas espaciais, logo se uma particula bosonica possui spin
+1 ele se tornard -1 com a aplicacdo da paridade. Por fim, a simetria de reversdao temporal T
estabelece que as leis da fisica ndo fazem distin¢do entre processos que retrocedem ou avangam
no tempo. Estudos realizados com Teoria de cordas (KOSTELECKY; POTTING, 1991) e com
MP (COLLADAY; KOSTELECKY, |1997) demonstraram que a aplicagdo das trés simetrias
CPT em uma particula resulta em um processo natural, ou seja, em uma particula que existe na
natureza.

Observa-se que em alguns casos as simetrias descritas sao violadas. A paridade é
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violada na interacao fraca (LEE; YANG, 1956), (ANTYPAS et al., 2018). Além disso, também
foi constatado que a simetria de conjugacio de carga também é violada na interacdo fraca. E
sabido que em algumas situagdes a aplicagdo conjunta da simetria C e P € valida. No entanto,
no estudo (CHRISTENSON et al., [1964) foi detectado um processo fisico no qual a simetria CP
¢ violada. Realizou-se um experimento no acelerador de particulas em que foi visto que para
uma particula denominada Kaon, a conversao de antiparticula (antikaon) em particula era mais
frequente, violando CP. Por fim, apesar de atualmente a simetria CPT ser mantida em todos
os casos fisicos conhecidos que podem ser experimentados, ela é quebrada por varios meios
distintos no ambito tedrico da gravidade quantica (MAVROMATOS, 2005).

Ademais, ja que o estudo da quebra da simetria de Lorentz aplicada as ondas gravi-
tacionais € tema central desse trabalho e que a quebra da simetria CPT, necessariamente implica
na violagdo da simetria de Lorentz, justifica-se a importancia dessa se¢do. Assim, apresenta-se

de uma forma resumida o teorema CPT.

2.1.1 Teorema CPT

Grosseiramente falando, o teorema CPT estabelece que toda teoria quantica de cam-
pos relativistica tem uma simetria que reverte a carga, reverte a orientacao de espago e reverte
a dire¢dao do tempo (GREAVES; THOMAS, 2014). Ou seja, a simetria CPT vale para todos
os fendmenos fisicos que sdo invariantes por Lorentz. Para entender a enuncia¢io do teorema,

precisa-se de algumas defini¢des e conceitos.

Definicdo 2.1: Grupo de Lorentz

O grupo de Lorentz L é um grupo constituido de todas as isomerias em um subespaco M:
L={geGL(M) | n(gv,gw) =n(v,w) ¥V v,w € M}

L possui quatro componentes:

1) Grupo de Lorentz ortocrénico proprio LTF: preserva P e T;
2) Grupo de Lorentz ortocronico improprio L": reverte apenas P;
3) Grupo de Lorentz ndo ortocrénico impréprio L* : reverte apenas T;

4) Grupo de Lorentz ndo ortocronico préprio L : reverte P e T.

Desse modo, observa-se que as simetrias PT e CPT estdo ambas incluidas no grupo
1. A diferenca entre as duas reside no fato de que a CPT altera particulas e antiparticulas, e a
PT altera apenas particulas.

Seja kK = C*(M,V) um conjunto de campos cinematicamente permitidos que con-

sistem de todas as funcdes suaves do espagco-tempo M ao espaco vetorial real V. Diante disso,
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define-se,
Definicdo 2.2: Formula diferencial

E uma combinagio polinomial dos componentes derivados de um campo puramente
simbdlico ¢. Uma férmula diferencial F determina um operador diferencial Dy que atribui a
cada campo clédssico ¢ € Kk a mesma combinagdo polinomial de seus componentes derivados.
Assim, K/ & o conjunto de todas as férmulas diferenciais. Diante disso, pode-se enunciar um

caso especifico do teorema CPT,
Teorema CPT quantico para tensores.

Cada acao geométrica de Ll se estende a uma acao geométrica de L. Com respeito

as correspondentes acdes quanticas em k/""":

1) Toda teoria de campos formal invariante por Ll € L, invariante. A assertiva ¢ vdlida desde

que a teoria de campos formal seja hermitiana e comutativa.
2) Se LL preserva carga, entao Lfr conjuga carga.

Para uma versdao mais detalhada e completa do Teorema, por favor veja a referéncia
(GREAVES; THOMAS| 2014).

Com o intuito de finalizar essa secao, pode-se exemplificar a utilizagdo da simetria
CP para o caso de uma transformag@o de uma particula W~ em sua antiparticula W*. Supo-
nha que a particula sofra um decaimento e com isso surja um elétron e~ e um antineutrino V.
Aplicando-se a simetria C no decaimento, o elétron se torna pdsitron e o antineutrino se torna
neutrino. Sabe-se que essa transformacao nao € encontrada naturalmente, assim, constata-se
que a simetria C aplicada sozinha ndo € vdlida. Porém, aplicando a simetria P apds a aplicagao
da simetria C, os spins das particulas sdo invertidos e a particula W decai em um pdsitron
€ em um neutrino, com spin no sentido do seu movimento e contrario, respectivamente. Dai,

constata-se que essa transformacgdo € encontrada naturalmente, validando a CP nesse caso.
2.2 Simetria de Lorentz

No final do século XIX a ndo invariancia das equacdes de Maxwell por uma trans-
formada de Galileu inquietava os fisicos, pois estas equacdes estavam bem estabelecidas, ja que
elas previam a existéncia de ondas eletromagnéticas e eram compativeis com a equagdo de onda.

Além disso, a velocidade de propagacao dessa onda € relacionada com as duas constantes fun-

1
Vv EHo

era excelente a hipétese de que a luz era de fato uma onda eletromagnética possuia consisténcia.

damentais do eletromagnetismo, ¢ =

. Ora, como a concordancia experimental desse valor

Porém, para resolver o impasse de que as equacdes de Maxwell ndo eram invariantes sob uma
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transformacdo de Galileu, os fisicos da época levantaram trés hipéteses (GAZZINELLI, 2005).

1) As equacdes de Maxwell estavam incorretas;

2) Existe um éter estaciondrio como sendo um sistema de referéncia preferencial, ou seja, em

outros referenciais as equacdes de Maxwell precisavam ser modificadas;

3) A transformacgdo de Galileu nao estd correta e as equagdes de Maxwell possuem a mesma
forma em todos os sistemas de referéncia que se movem com velocidade constante em relagao
aos outros.

Com isso, foram realizados diversos testes e experimentos para tentar identificar
a existéncia do éter. Dentre eles, cita-se a aberracdo da luz das estrelas, que é um desvio na
posicdo aparente das estrelas. O fendomeno foi descoberto em 1728 pelo Astronomo James
Bradley, que concluiu que a disparidade era devido a velocidade finita da luz e da velocidade
de translacdo da terra (GAZZINELLI, 2005). Porém, o experimento que foi determinante na
escolha da hipétese correta foi o experimento de Michelson e Morley (1881-1887). O experi-
mento realizado tentava medir a velocidade da terra em relagdo a um referencial absoluto. Ele
foi realizado em diversas épocas do ano e no final foi constatado que ndo existe um sistema
preferencial e que a velocidade da luz € a mesma em todos os referenciais.

Diante desse contexto, em 1892 E. Lorentz propds um conjunto de equagdes que

relacionavam dois referenciais inerciais S e S’

¥ = y(x—wt),

1" = y(t —vx/c?),

/ @2.1)
y =5

r_

7=z

em que as varidveis com a linha representam o referencial S’ que se move com velocidade
constante v em relagcdo ao referencial S. Estas equagdes sao conhecidas como transformadas de

Lorentz. O fator y € conhecido como fator de Lorentz, sendo dado por,

Y= — 22)

Ressalta-se que nesse caso se considerou os referenciais com velocidade apenas na dire¢do x. As
transformadas de Lorentz deixam as solucdes das equacdes de Maxwell invariantes (BELICH
et al., 2007), ou seja, mostrou-se que elas realmente ndo dependiam do referencial adotado,
ao contrdrio do que se calculava com a transformada de Galileu. J4 em 1898 Poincaré reali-

zou estudos sobre sincronizacao e simultaneidade, bem como a invariancia das leis da fisica.
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Finalmente, em 1905, Einstein enunciou os dois postulados da Relatividade especial.
1) As leis da fisica sdo as mesmas em qualquer referencial inercial;
2) A velocidade da luz no viacuo é a mesma em qualquer referencial inercial.

Em posse desses dois postulados Einstein ndo s6 derivou as transformacoes de Lo-
rentz, como deu a interpretagdo fisica para elas. Observando que qualquer referencial observa a
luz se propagando esfericamente com velocidade ¢, as equacdes que descrevem a situacao nos
referenciais S e S’ sdo respectivamente,
Pere e S S Y

(2.3)
242 42 _y/2 _2—o.

Logo, fazendo

2

02t2 —x _y2 _ ZZ — cztlz _x/2 _y/2 _ 2/2, (24)

nota-se que as solugdes sdo as transformadas de Lorentz.

2.2.1 Rotagoes Passivas e Ativas

Existem dois tipos de rotagdes, as ativas e as passivas. Nas rotagOes passivas, 0O
sistema de eixos € rotacionado, enquanto os pontos do espaco-tempo permanecem iméveis. A

Fig. 1 demonstra a rotagc@o passiva.

Figura 1 — Rotagdo Passiva

Fonte: (BELICH et al., 2007).



As equacdes da transformacao passiva sao dadas na forma matricial por,

X cos®  send X

y —seng cos@ y
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(2.5)

Nas rotacdes ativas, o sistema de eixos permanece imdvel, enquanto os pontos do espago-tempo

sdo rotacionados. A Fig. 2 demonstra a rotacdo ativa.

Figura 2 — Rotagdo Ativa

eixo y
o

,\\4}

0 X x’ eixo x

Fonte: (BELICH et al., [2007).

As equacdes da transformacao ativa sdo dadas na forma matricial por,
x cos¢ —send x

/

y sen cos¢ y

(2.6)

Diante do exposto, percebe-se que as duas transformagdes sao equivalentes. Ou seja, o resultado

€ 0 mesmo ao se utilizar uma rotacao passiva ou uma rotacao ativa.

2.3 Quebra espontanea da simetria de Lorentz

Para compreender de forma clara a quebra de simetria € preciso entender da maneira

mais simples o que € uma quebra de simetria espontanea. Um dos exemplos mais elucidativos

€ a quebra de simetria espacial de uma vareta rigida que ao ser comprimida contra o chao fica

impossivel dizer em que direcdo ela ird dobrar. Nesse caso, observa-se que ha uma quebra

espontinea de simetria de rotagdo. A Fig. [3mostra a ideia.

Dessa forma, percebe-se que quando ha uma simetria violada, tem-se uma direcao

preferencial no espago-tempo. Outro exemplo que pode ser citado € a quebra de simetria espa-

cial que ocorre em um modelo do ferromagnetismo em fisica estatistica, conhecido como mo-

delo Ising. Ao ocorrer uma transicao de fase os spins que antes estavam desordenados sdo orien-

tados em uma mesma dire¢ao. Dessa forma surge um campo magnético como campo de fundo,
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Figura 3 — Quebra de simetria espacial

Fonte: H. Belich(2007)(BELICH et al., 2007).

que espontaneamente seleciona uma dire¢ao preferencial, quebrando a simetria (STOJKU,[2017).

Ademais, um dos exemplos mais famosos da violacdo espontanea de uma simetria ocorre no
mecanismo de Higgs. Além disso, a quebra de simetria de forma espontanea também ocorre no
ambito da teoria de cordas. O trabalho que langou a ideia de que a invariancia de Lorentz possa
ser quebrada espontaneamente quando uma corda perturbativa no vacuo € instavel foi proposto

por Kostelecky e Samuel em 1989 (KOSTELECKY; SAMUEL, [1989). No trabalho eles es-

tudaram a teoria de cordas covariante para explorar a possibilidade da quebra espontanea da
simetria de Lorentz. Diante disso, varios estudos foram desenvolvidos em torno dessa tematica,

dentre eles, cita-se a eletrodinamica quantica, em que os termos de quebra da simetria de Lo-

rentz podem ser tratados como perturbacdes na equagao de Dirac (]REGO et al.l, |2018|).

Agora, pode-se demonstrar que a equivaléncia das rotagdes passivas e ativas € que-
brada quando existe um campo de fundo. Considere um elétron imerso em um campo elétrico
produzido por duas placas paralelas. O sistema pode ser representado por um elétron e um
capacitor. Ao realizar uma transformacdo passiva o vetor posi¢do do elétron R = (0,a,0) ndo

sofre alteragdo. O sistema descrito, bem como a orientag@o dos eixos sdo mostrados na Fig. 4]

Figura 4 — Rotacdo passiva na presenca de um campo de fundo

FTF [ FTF ] FIFFTF

I

E \ | VY
Y VY Y /41 Y v

— e

Fonte: (BELICH et al.| 2007).

No entanto, caso seja realizada uma rotacao ativa, isto €, os eixos ficam imoveis
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enquanto o elétron sofre rotacao, o vetor posicao do elétron se torna R= (0,0,—a). A Fig.

mostra o caso.

Figura 5 — Rotagdo ativa na presenga de um campo de fundo

T ] T

-~

FTF ] F 7T

FI‘
Bla
1B
e

Fonte: (BELICH et al., 2007).

Ou seja, a simetria que antes existia foi quebrada, pois agora o vetor que localiza
o elétron ndo estd mais ortogonal em relagdo ao vetor que representa o campo de fundo; ele
se encontra paralelo em relacdo ao campo. Diante dos exemplos e da problematica da nao
equivaléncia das transformagdes passivas e ativas, criou-se as transformacdes de Lorentz de

particula e de observador, discutidas na sec¢do seguinte.

2.3.1 Transformacées de Observador e Particula

Em posse das equagdes das transformacdes passivas e ativas, pode-se generalizar a
ideia para as transformadas de Lorentz. Assim, a transformacdo de observador € associada a

transformacdo passiva e suas equagdes sao

X =y(x—vr)

ct' = y(ct —vx/c)

Y=y Q2.7)
7=z,

fazendo-se a mudanga de varidvel tgha =v/c, tem-se que

I D
y_\/l—g—j V1- teh’a

cosh’>a — senh*at =1 — 1 — tghza = sech’a. (2.9)

(2.8)

Mas,
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Assim, a Eq. (2.8) se torna,

y=cosha. (2.10)
Além disso,
senho, = y‘—;. @.11)
Portanto, tem-se
x' = — senhact + cosh ax,
ct' = coshoct — senhox,
Y=y, (2.12)

Dessa forma, percebe-se que se ct’ =y, ¢t =y, e o0 = i¢ as equagdes das rotagdes
sdo recuperadas. Isto é, o conjunto de equacdes apresenta o mesmo formato, logo, pode-
se caracterizar o comportamento de um campo de fundo quando ocorre uma rotacdo. Ja a

transformacdo de particula € associada a transformacao ativa. Portanto, suas equagdes sao,

x' = senhact + cosh ax,
ct’ = coshoct + senhox,

y =y, (2.13)

As referéncias (BELICH et al., 2007) e (RI:ZGO et al., 2018) mostram que quando
se realiza uma transformacao de particula sob um elétron imerso em um campo elétrico produ-
zido por um capacitor, ocorre a violacdo da simetria de Lorentz. Ou seja, fica evidente que a
presenca de um campo de fundo, em outras palavras, um campo que ndo se tem controle que-
bra espontaneamente a simetria de Lorentz em uma transformacdo de coordenadas ativa. Os
estudos constataram que sob uma transformacao de particula o campo elétrico do capacitor fica
inalterado e o alcance do elétron em movimento € reduzido.

Outro fato importante a se destacar é que quando ocorre uma transformacao de
observador na presenca de um campo eletromagnético, um campo magnético transversal surge
e o novo campo elétrico € maior. A causa disso € devido a covariancia de Lorentz existente
nas leis do eletromagnetismo, ou seja, os campos elétrico e magnético se transformam como
tensores. Contudo, ao ocorrer uma transformacgao de particula o campo elétrico de fundo se

transforma como um escalar. Ird ser voltado a falar sobre quebra espontinea de Lorentz no
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Capitulo
2.4 Quebra explicita da simetria de Lorentz

A quebra da simetria de Lorentz é explicita quando um campo de fundo fixo que ndo
seja dinamico e nem sofra variacdes aparece diretamente na Lagrangeana da teoria (BLUHM,
2015). Teorias de gravitacdo em que esse tipo de violagdo ocorre sdo, por exemplo, as teo-
rias de gravidade massiva e teorias de gravitagdo de Chern-Simons (JACKIW; PI, 2003). Em
uma teoria gravitacional, € preciso que a covariancia geral seja compativel com as identidades
geométricas (as de Bianchi), com as equacdes de movimento e com a conservagao do tensor de
energia-momento. Esse requerimento € direto, ja que a equacao de campo da RG se desenvolve
a partir desses principios.

Para tanto, os trabalhos (KOSTELECKY, 2004) e (BLUHM, 2013)) mostraram que
a quebra de simetria explicita € incompativel com a geometria de Riemann-Cartan, que € uma
geometria na qual o espaco, além da curvatura, possui torcdo. As identidades de Bianchi sdao
amarradas as equagdes de movimento, implicando em certas condi¢des nas fontes de matéria.
Quando ha quebra explicita de simetria com essas condi¢des a lei de conservacao de energia-
momento ¢ alterada (SCHRECK, 2017), chocando-se com as identidades de Bianchi . Note que
na RG as identidades contraidas de Bianchi sdo V,,G*Y = 0, enquanto as equagdes de campo
sdo GMY = 8nGTH" (observe que aqui ¢ = 1). Aplicando V nesta tltima equagdo, tem-se
V,T*Y = 0. Logo, caso as identidades de Bianchi nao sejam satisfeitas a conservag¢ao do tensor
de energia-momento ndo valeria mais. Além disso, destaca-se que a quebra espontanea de
simetria é compativel com a geometria adotada. Contudo, existe uma terceira via de violacao
de simetria, em que a métrica do espaco-tempo ja contém termos que violam localmente a
simetria de Lorentz. Tal fato € encontrado com a utilizacdo da geometria de Finsler (SILVA;
ALMEIDA| 2013).

Nesse capitulo, abordou-se de forma basica a simetria CPT e como ocorre a violagdo
da simetria de Lorentz, seja explicita ou espontinea. No proximo capitulo ird ser discutido
como de fato a quebra de simetria espontanea age na relatividade. Para tanto serd apresentado

o modelo matematico no qual é considerado a quebra de simetria de forma espontanea.
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3 RELATIVIDADE GERAL E MODELOS DE VIOLACAO DE LORENTZ

Nesse capitulo serd explorada a equagao de campo da RG. Sera feita sua deducdo
através do principio variacional considerando a acdo de Einstein-Hilbert e a acao de matéria
e também serdo comentadas algumas de suas caracteristicas. Além disso, ird ser apresentado
o formalismo de vierbein para que seja estudado o difeomorfismo e a quebra espontanea da
simetria de Lorentz. Por fim, serd apresentado o modelo bumblebee para a violagdao da sime-
tria de Lorentz, em que serd deduzido o propagador para o graviton e calculado o potencial

Newtoniano modificado.
3.1 Equacao de Einstein

De uma forma sucinta a equacio de campo de Einstein mostra a relagdo entre cur-
vatura do espaco-tempo e energia-momento. Ou seja, dada a presenga de um corpo massivo
no espacgo-tempo, pode-se predizer de qual forma o espaco-tempo serd deformado por conta da
presenca dessa massa. Uma forma elegante de deduzir a EE € utilizando o principio da minima
agao,

8S=0. (3.1)

Essa é a abordagem mais utilizada para deduzir as equagdes de movimento nas
teorias de campo. O primeiro passo para determinar a forma da EE € saber qual Lagrangeana
utilizar. Em uma demonstracdo mais geral, em que a teoria na qual as varidveis dindmicas sdao

o conjunto de campos @' pode-se considerar uma aco na seguinte forma,
S= / L(P,V, ) d"x. 3.2)

Nesse caso, como o elemento d"x é uma densidade escalar de peso -1, tem-se que a densidade
Lagrangeana é uma densidade escalar de peso +1. Para ver a deducao completa, veja o Apéndice
Portanto, a EE é dada por,

Ryy — %R guv = 8TGTyy. (3.3)

A Eq. (3.3)) fornece a relagdo entre geometria e energia. A principio, como ambos
os lados da equacdo apresentam tensores de segunda ordem simétricos, tem-se um conjunto de
10 equacoes diferenciais de segunda ordem independentes para o tensor métrico g,v. Contudo,
nos casos em que as identidades contraidas de Bianchi valem, isto é V“Tuv = 0, tem-se um
conjunto de 6 equagdes independentes, visto que a identidade fornece quatro vinculos.

Ademais, (3.3) ndo é linear, isto é, se duas solugdes distintas sdo conhecidas, a

soma das duas nao serd uma solugdo, invalidando a superposic¢ao. Tal nao linearidade pode ser
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explicada pelo fato de que o campo se acopla com ele mesmo e isso € consequéncia direta do
principio da equivaléncia, pois caso o campo nao acople com si proprio um dtomo gravitacional
composto por duas particulas deve possuir massa inercial diferente da massa gravitacional, ja
que existe a energia de ligacdo entre eles. Sabendo disso, € de conhecimento geral que ndo
existem métodos analiticos gerais para solucionar equacdes nao lineares, sao poucos casos para
os quais existem uma metodologia de facil aplicacdo. Apesar de tal desvantagem, a ndo line-
aridade representa um desvio interessante da teoria da gravitacional de Newton. Tal desvio é
detectavel através do estudo da precessao da orbita de mercurio, em que o efeito é acentuado por
conta do acoplamento do campo com si proprio e quanto mais préximo do sol, maior o efeito.
Como uma das ultimas caracteristicas, cita-se a propriedade atrativa da gravitagdo. Pode-se ob-
servar isso através da equagdo de Raychaudhuri, que relaciona a varia¢do do volume em relacao
ao tempo proprio de uma bola composta por particulas e parametros do espaco-tempo. Como
alguns pontos fogem do escopo desse trabalho, o leitor pode consultar (CARROLL, 2004). Em
certas condi¢des essa variacao é dada por

do
E = _4ﬂG(p + px+ Py +pz)7 (3.4)

em que p € a energia de repouso e 0s p; sdo as pressoes referentes as coordenadas i. Assim, para
todas essas quantidades positivas, observa-se que o volume da bola se reduz, indicando que o
campo gravitacional criado pela energia e pela pressio fornece uma gravidade atrativa. E 6bvio
que se essas quantidades apresentassem valor negativo no somatério da Eq. (3.4) a gravidade
seria repulsiva.

Uma das solucdes para a EE foi proposta por Schwarzschild em 1916. Ele consi-
derou uma distribuicdo esfericamente simétrica e estatica de massa M e calculou a métrica no
exterior dessa massa. Como resultado, pode-se estudar o movimento dos planetas, a deflexdo da
luz provocada por uma massa e a previsao do avanco do periélio na orbita de Merctrio (GODOI,
2014).

3.2 Modelo padrao Estendido - Setor gravitacional

Nessa secdo ird ser comentada sobre a violagdo espontanea da simetria de Lorentz
nos modelos de gravitagdo. Ira ser discorrido sobre o MPE, os modos sem massa de NG,

viebeins e sobre um modelo simples para a violacao de Lorentz conhecido como bumblebee.

3.2.1 Modelo Padréo

O MP de particulas descreve trés das quatro for¢cas fundamentais da natureza, além

de descrever quanticamente todas as particulas conhecidas. Ele consiste em trés tipos de cam-
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pos: campos de gauge, campos de Higgs e férmions (CARROLL, 2004). Os campos de gauge
descrevem as forcas da natureza, eletromagnética, fraca e forte. No caso das for¢as nucleares
a descri¢do feita leva em consideracdo a existéncia de um potencial, assim como € observado
na eletrodinamica. Contudo, no caso das interacdes fracas e fortes esse potencial ¢ dado por
uma matriz e na eletrodinamica é dado por um escalar. Ademais, os grupos de simetria das
transformacoes de gauge sao ndo abelianos no caso das forcas nucleares. Por sua vez, o campo
de Higgs € um campo escalar, embora sejam dados por matrizes. Por sua vez, os férmions
incluem os Iéptons e os quarks e sdo descritos por espinores

Vale ressaltar que uma das dificuldades de conciliar a RG com a mecanica quantica
€ que a RG nao é renormalizavel, assim como o MP é. Contudo, uma teoria que ndo € renor-
malizdvel ndo € necessariamente incorreta, mas sugere-se que ela deve ser levada em conta até
uma dada escala de energia. Desse modo, constata-se que os efeitos quanticos da gravidade sao
observaveis em escalas de energias em que 0s atuais aparatos experimentais nio conseguem
alcancar (LEHNERT], 2011). Essas limitacoes estdo diretamente relacionadas com a constante
de Planck. Nesse ambito, tem-se a massa de Planck m,, comprimento de Planck [,, tempo de
Planck 7, e a energia de Planck E,. Logo, notando que todos os valores estdao bem distantes
dos valores apresentaveis por fendmenos observaveis a constru¢do de uma teoria quantica da
gravidade € mais uma questao de principio do que prética.

Porém, para contornar esses problemas, a comunidade académica definiu trés critérios

chaves nos quais se deve submeter as leis fisicas (LEHNERT, 2011).

1) Deve-se focar nas leis que sustentam as teorias fisicas fundamentais. Isto €, caso algum

desvio dessas leis seja detectado € indicativa de existéncia de uma nova fisica;

2) Caso se tenham leis testes que possuam previsdo de serem violadas em uma fisica fundamen-

tal, estas leis sdo as que possuem a maior probabilidade de apresentarem tais desvios;
3) Essas leis devem ser detectadas em experimentos de altissima precisao.

Uma lei fisica que cumpre esses trés requisitos € a simetria CPT. Sabe-se que do
teorema CPT, caso a simetria CPT seja violada a simetria de Lorentz também €. Assim, uma
elegante possibilidade é que a simetria de Lorentz quebre espontaneamente em uma ultima
teoria fundamental. Como dito, o efeito da gravidade quantica, por mais que seja pequeno,
deve ser detectado em experimentos com alta sensibilidade. Assim, € sustentado que dentro
destes efeitos estio as violacdes da relatividade, surgindo a partir de uma quebra de simetria de
Lorentz. A simetria de Lorentz € um dos pilares tanto da RG quanto do MP, porém ¢é sugerido
que ela ndo € uma simetria fundamental da natureza e pode ser quebrada em algum nivel.

Algumas motivagdes para isso sido encontradas na teoria de cordas (KOSTELECKY
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SAMUEL, 1989), gravidade quantica em loop (GAMBINI; PULLIN| 1999), geometria ndo co-
mutativa (HAYAKAWA| 2000), multiversos (BERNARDEAU, [2006) e branas (BURGESS et
al.,2002). Além das motivagOes tedricas, existem também motivacOes experimentais. Algumas
observacdes do espectro de estrelas sugerem mudangas no valor da constante de estrutura fina
(o0 = €?/hc ~ 1/137) (BARROW, 2005). Como uma das constantes presente em seu célculo
¢ a velocidade da luz, uma das suspeitas da mudanga desse valor € devido a uma violacao da
simetria de Lorentz. Alguns limites que relacionam a violacdo da simetria de Lorentz com
a variacdo da constante de estrutura fina sdo encontrados em (LEEFER, 2013). Outro exem-
plo € a observacao de raios césmicos de alta energia com uma energia acima do limite GZK
(Eczx = 4.1019eV). Uma explicagdo para esse fato € que estes raios cosmicos estariam che-
gando na terra com uma velocidade acima da velocidade da luz e um possivel explicacdo € a
violacdo espontinea da simetria de Lorentz (MOFFAT, 2003).

Apesar do sucesso da RG e do MP admite-se que elas ndo sdo a dltima descri¢ao
da natureza, mas apenas uma aproximacao de baixas energias de uma teoria mais geral, pois
além do que ja foi comentado, existem observagdes que exigem a introdu¢do de matéria escura
e energia escura que desviam de ambas as teorias, visto que elas ndo sdo explicadas por essas
abordagens (DEBONO; SMOOQOT, [2016).

O MPE ¢ a teoria de campo efetiva que vem sendo desenvolvida a fim de considerar
todas as violacOes da invariancia de Lorentz e CPT. Ela € uma extensdao do MP e da RG junta-
mente com as tais violagdes (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997). Nesse trabalho, o interesse
€ no setor gravitacional do MPE, em que uma nova estrutura € proposta para o tratamento da
RG. Essa estrutura traz novos termos na acao da teoria que violam a simetria de Lorentz. O
principio € simples: basta estender a agdo de Einstein-Hilbert adicionando termos que s@o for-
mados pela contragdo de novos campos com alguns operadores construidos a partir dos tensores
de curvatura e suas respectivas derivadas covariantes (BAILEY], 2017). O detalhamento de um
dos tipos dessa a¢do, bem como sua variagdo serd abordado na subsecido de modelo de bumble-

bee.

3.2.2 Violagdo espontinea de Lorentz e difeomorfismo

Quando uma simetria € analisada é percebido que em um nivel dindmico ela se
mantém intacta com consisténcia assegurada. Contudo, a solucdo com a menor energia € quem
estd associada com a perda de simetria. A fim de tornar mais claro a compreensao do fendmeno

da quebra de simetria em campos, trés exemplos serdo mostrados.
1) Eletrodinamica Cléssica

Considerando unidades naturais, a densidade de energia para um campo eletro-



30

magnético é dada por
L1 e o
V(E,B) = §(E2+Bz), (3.5)

em que densidade de energia s6 € nula quando os dois campos s@o nulos. Assim, o vacuo €
identificado como estado de menor energia. Portanto, a configuracdo com menor energia € a de

campo livre.
2) Campo de Higgs

Tal campo estd incluido no MP de particulas e como dito anteriormente é um campo

escalar no qual a densidade de energia é

V($)=g(p>— A7), (3.6)

em que todos os paradmetros da equagdo sdao constantes. Observa-se que a menor configuragcdo
de energia € para ¢ = +A. Como resultado o valor esperado no vacuo (VEV) do campo nio
¢ zero. Pontua-se que os efeitos decorrentes desse VEV no MP € gerar massa para vdrias
particulas elementares. Ressalta-se que (¢) € um escalar e, portanto, nio seleciona uma dire¢do

preferencial no espaco-tempo, preservando a simetria.
3) Campo vetorial-3 R

Esse é um campo tedrico que nao estd contido no MP e ndo ha evidéncia obser-
vacional at€ o momento. Sua densidade de energia € prevista ser semelhante a do campo de
Higgs,

V(R) = (R + A2)2. (3.7)

Aqui, tém-se as mesmas consideragdes encontradas no exemplo 2. Contudo, como
se tem um vetor o seu VEV (§> — £ seleciona uma direcdo preferencial no espaco, vio-
lando a simetria de rotacdo e consequentemente violando a simetria de Lorentz. Interacdes
que geram densidades de energias como essa estdo ausentes nas teorias de gauge convencionais
(LEHNERT, 2011}, mas podem ser encontradas nas teorias em que a violacdes de Lorentz sao
encontradas. A Fig. [6|exemplifica os trés exemplos citados.

Assim, as interagdes entre campos tensoriais sdo quem desencadeiam a formacgdo
de valores esperados no vacuo que sdo diferentes de zero para os tensores de Lorentz, impli-
cando em uma violacdo espontanea (BLUHM; KOSTELECKY, 2005). Quando uma simetria
global € espontaneamente quebrada modos sem massa conhecidos como modos de NG apa-
recem (GOLDSTONE, (1961). Porém, se ao invés disso uma simetria local de uma teoria de
gauge for espontaneamente quebrada, entdo os bésons de gauge da simetria quebrada se tornam

modos massivos através do mecanismo de Higgs (ENGLERT; BROUT, |1964). Para ver sobre
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Figura 6 — Densidade de energia para os exemplos dados. No item (a) € visto que o vacuo €
livre de campos, no item (b) o vicuo um escalar que € representado pela cor cinza e no item (c)
o vacuo contém um vetor no qual o seu VEV seleciona uma dire¢ao preferencial.

(a)  W(E B)
/ emply vacuum
v E B D
(b) V(g)
/ vacuum with scalar condensate
¥ D
© @

vacuum with vector condensate
- [j

Fonte: R. Lehnert(2011).

o mecanismo de Higgs, consulte o Apéndice |Cl A existéncia de VEV para campos tensoriais
afeta o comportamento das particulas que se acoplam a ele, direta ou indiretamente. Os efeitos
sdo introduzidos via introducdo de coeficientes para violacdo de Lorentz carregando indices do
espaco-tempo (MAVROMATOS;, 2005).

Para o setor gravitacional do SME ser tratado € preciso introduzir o formalismo
vierbein (UTIYAMA, [1956). O formalismo faz a distin¢@o entre referenciais locais de Lorentz
e referenciais de coordenadas em uma variedade, sendo adequado para investigacdes de quebra
de simetria CPT e Lorentz (HIGGS| [1964). O vierbein é um objeto que conecta um campo
tensorial 7j ,,  em uma base de coordenadas e um campo tensorial 7. . em um referencial

local de Lorentz. A relacdo é dada por,
Tapv... = € ey e Ta... (3.8)

Tem-se que na base de coordenadas, as componentes da métrica do espago-tempo

sdo guv, enquanto no referencial local de Lorentz as componentes da métrica sdao 7nyy. Visto
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isso € possivel ver que esse formalismo € capaz de tratar os dois tipos basicos de transformacoes
no espago-tempo, as transformagdes locais de Lorentz e de difeomorfismo. O Apéndice |B|traz
uma abordagem acerca de mapeamento entre variedades e difeomorfismo. A importancia do
difeomorfismo serd visualizada na determinacdo dos gauges para as OG. Para transformacdes
infinitesimais, tem-se que para no caso das transformagdes de Lorentz a matriz de transformagao

€

A, ~ 89, + €%, (3.9)

em que &, = —&p, S0 0s parametros infinitesimais antissimétricos com seis graus de liberdade

e que geram o grupo de Lorentz. Por outro lado, um difeomorfismo infinitesimal toma a forma,
A =Xt ER (3.10)

Nesse caso, £# € quem comporta os graus de liberdade para o difeomorfismo. Por sua vez, o
valor esperado de vacuo do vierbein € uma constante ou uma funcdo fixa, sendo ela a solug@o
das equagdes gravitacionais ou especificada como um campo de fundo. No caso do espago de
Minkowski o seu valor € o préprio delta de Kronecker (BLUHM; KOSTELECKY, 2005).
Como comentado anteriormente e mostrado através de trés graficos, a violagao es-
pontanea da simetria de Lorentz ocorre quando aparecem VEV. Nesse caso, a Eq. diz
uma coisa importante: caso um VEV na forma (7T,;.) = t,. viole a simetria de Lorentz, entdo
necessariamente existird um valor esperado na base de coordenas (7} ;) = t;,y. Ou seja, caso
ocorra uma violacao de Lorentz, entdo necessariamente ocorrerd uma violacao da invariancia

do difeomorfismo, 0 mesmo valendo para a relagdo inversa.

3.2.2.1 Transformacoes de observador e particula revisitadas

No Capitulo [2| foram abordadas de uma forma mais intuitiva as transformacoes de
particula e de observador. Nessa secao, as defini¢des serdo ampliadas para a linguagem que esta
sendo desenvolvida. Aqui, deixa-se claro que a presenca de valores esperados de vacuo distintos
podem trazer mais do que dois casos de transformacdes (COLLADAY; KOSTELECKY, [1997).

Na transformagdo de observador qualquer teoria valida € covariante havendo violagao
ou nao da simetria de Lorentz (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997). Como visto, a transformagao
¢ simplesmente uma rotacdo (pode ser um boost também) em que os vetores sa0 expressos em
uma nova base, deixando a a¢do invariante. Logo se a acdo ndo sofre alteracdo ndo € possivel
extrair uma informagdo fisica que ndo seja a esperada, isto é, de que o observador € indepen-
dente do fendmeno fisico.

Na transformacao de particula a rotacao € na particula e deixa-se claro que o VEV se

mantém inalterado. Nesse caso, a invariancia do sistema sobre uma transformacgdo de particula
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tem consequéncia fisica. E vilido dizer que também existe o difeomorfismo de particula. A
invariancia local de Lorentz tem relagcdo com os componentes antissimétricos do tensor energia-
momento e a invariancia de difeomorfismo implica na lei de conservagdo dele. A quebra
espontanea dessas simetrias deixa as leis de conservagdo inalteradas, ao contrdrio da quebra

explicita, como ja foi mencionado no Capitulo [2desse trabalho.

3.2.2.2 Modos de Nambu-Goldstone e andlise perturbativa

Realizando no vacuo uma transformacao de particula para um gerador de quebra de

simetria pode-se obter cada modo de NG da teoria. No regime linear, tem-se,

guv = Nuv +hpy. (3.11)

Como g3 g")L = 6“1’ , tem-se em primeira ordem,

gtV =ntv —nHv. (3.12)
O vierbein pode ser escrito como
1
Euv = Nuv + Ehuv + Xuv, (3.13)

em que as dez excitagOes simétricas hyy = hyy (isso serd visto com detalhes no Capitulo 4)
estdo associadas com a métrica e as seis excitagdes antissimétricas X,y = —Yvyu S30 0s graus
de liberdade locais de Lorentz. Por sua vez, o valor esperado de um tensor 7,y € 7y, tal que

a variagao em relacao a esse valor €,
0Tuv... = (Tuv.. —tuv..)- (3.14)
A teoria possui um potencial na forma
V= V(Txuv...gmguﬁgvﬂaﬁym _2), (3.15)

que pode desencadear um valor de vacuo 7, ,, ao se extremizado. Para tanto, precisa-se da
condicdo
Auv... 2
T g3 488wy T T =12, (3.16)

em que 2= tk"‘v"'gmguﬁgvyto‘m"'.
Perceba que o potencial da Eq. (3.15]) é da forma dos potenciais descritos pela Fig.

(6). Assim, para que a condi¢do da Eq. (3.16) seja satisfeita, basta utilizar os vierbeins, tal que,

Top. =%l e, tgpy. . (3.17)
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Elevando o indice do vierbein na Eq. (3.13)), substituindo-os na Eq. (3.17) e considerando
apenas os termos de primeira ordem, obtém-se,

hy, h
Thpy... (55 + Xaa) v+ (5 + 2ua)y 4 (3.18)

Finalmente, pode-se determinar a forma final da excitagdo 67} uv... para transformagoes
infinitesimais de Lorentz e de difeomorfismo. Ao realizar uma transformacao infinitesimal de

Lorentz, a excitagdo se torna
6T/l/.tv... N —&)q tauv..,'-- - eu(xtlavm---v (3.19)

em que os seis parametros €,y determinam os geradores de Lorentz que aparecem na expressao.
Nesse caso, dependendo da caracteristica do valor de vacuo 7,y podem surgir até seis excitagdes

independentes. Ja para uma transformagao infinitesimal de difeomorfismo, tem-se,

SThuy.. = — ()t %y o — (o), ... —E%Daty - (3.20)

Nesse caso, pode-se ter até quatro excitacdes independentes associadas a quebra do difeomor-
fismo. Conclui-se essa secdo ressaltando que dependendo da dinamica da teoria os modos de
NG podem ser todos campos fisicos sem massa, ou apenas alguns. Para analisar a teoria, basta
expandir os campos ao redor dos seus valores de vacuo e manter os termos de ordem quadratica

ou menor em sua Lagrangeana, o que serd feito na proxima sec¢ao.

3.2.3 Modelo bumblebee

Foi visto que quando uma simetria € quebrada espontaneamente o vetor considerado
atinge um valor esperado de vacuo. Nesse caso o modelo mais simples empregado é o bum-
blebee, na qual adiciona-se um vetor no espaco-tempo que possui uma dire¢ao preferencial. O
trabalho que primeiro considerou foi o do Kostelecky sobre teoria de cordas. Ja foi mostrado
que o modelo bumblebee, além de possuir modos massivos se propagando, também possui mo-
dos sem massa de NG (BLUHM, 2007)). Deve-se ressaltar que ao considerar gravitons com
massa a RG deve ser modificada, implicando em situa¢des que entram em desacordo com os
experimentos (BLUHM; KOSTELECKY, 2005)). Portanto, deve-se considerar o modelo bum-
blebee nas situagdes em que os modos sem massa aparecem. Assim, o modelo mais simples
para gravidade na qual aparecem os termos de violacdo de Lorentz é dado pela a acio (MALUF
et al., 2013)),

S=S8en+Stv +Su. (3.21)

Ja foram apresentadas as formas das acdes Sgy € Sy A agdo Spy € quem vai

representar a violacdo da simetria de Lorentz na teoria. Ela faz parte do setor minimo do MPE
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(BLUHM, 2007). Sua forma explicita é
2
Sy = /d“x«/—g;(uR +s*YRyy +t“"°‘ﬁRuvaﬁ), (3.22)

em que u, s* e VOB s30 os campos tensoriais dindimicos com dimensao de massa zero. Ob-
serve que pelo fato de estarem acoplados com R, Ry € R,y p respectivamente, eles sao supos-
tos a possuir as mesmas simetrias desses dltimos tensores. E valido ressaltar que a acio Sy
¢ suposta ser invariante sob mudancga geral de coordenadas. Agora, para simplificar as contas
subsequentes, faz-se t#voB — (0. Restando o escalar u e o tensor s*¥ em que ambos possuem 10
graus de liberdade, ja que o trago de s*" pode ser incluido no coeficiente escalar u.

Agora, pode-se considerar uma teoria de campos efetiva envolvendo um tnico vetor

By, cuja dindmica € governada pela a agdo
1
Sg = / d*x\/—g [—ZBWB“V +06B"BYRyy — V(ByB* ¥b%) |, (3.23)

em que o sinal T no funcional do potencial determina se b> é do tipo-tempo ou do tipo-espaco;
By = 8“Bv — avBH; o € uma constante de acoplamento sem dimensao e b* é quem define o
VEV do campo By,. Assim como no exemplo 3 da se¢do @ o potencial V desencadeia a
violacao espontanea (tanto para Lorentz, quanto para difeomorfismo) quando ocorre o seu valor
minimo. Nesse caso, isso acontece quando o vetor da teoria adquire o seu valor esperado de
vécuo, tal que g"VB, By F b =0.

Observando a referéncia (BAILEY; KOSTELECKY, 2006), tem-se que a relagao
entre a acdo (3.22) e a acdo (3.23) é dada considerando as seguintes igualdades,

1 1
u=EB"Ba, sV = EBMBY — 1 EB7, HvoB — . (3.24)
Ademais, para manter as dimensdes [B*] = 1, [E] = —2 se define 6 = (2& /x?).

Diante dessas consideragdes, pode-se investigar os efeitos do modelo bumblebee no
estudo da gravidade. Assim, para estudar a dinamica do gréviton e determinar o seu propagador

nesse cendrio ird ser considerado o regime linear para o qual
guv = Nuv + Khyy, By =by+By, g =tV —xht, (3.25)

emque iy € Bu sdo perturbagdes no espago-tempo de Minkowski e b, € o coeficiente da quebra
da simetria de Lorentz associado ao campo de bumblebee. Para simplificar as coisas, considere
Kk = 1. A deduc¢do da equacdo de movimento e do propagador para o campo de bumblebee é
detalhada no Apéndice [E]
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3.3 Modificacao do potencial gravitacional newtoniano

Nessa se¢do, ird ser apresentada uma aplicacdo do modelo de bumblebee dentro da
RG, serd mostrada de qual forma o potencial newtoniano se altera devida a existéncia de um
campo com valor esperado de vicuo diferente de zero(MALUF et al., 2013). Pode-se utilizar
o exemplo de duas particulas massivas com massas mj e m, interagindo gravitacionalmente no
limite nao relativistico. Para tanto, a amplitude de espalhamento de duas particulas bosonicas
de spin zero que interagem através da troca do graviton serd calculada. A ideia é calcular tal
matriz na ordem principal e tomar o limite nao relativistico, compara-lo com aproximagdo de
Born e determinar a modificagdo do potencial pela a presenca do VEV by. A ag¢do de matéria

mais simples para um campo escalar € dada, por
4 Ly I 2.2
Smat = /d XV —8 58“ au¢8v¢ —Em 0. (3.26)

Agora, pode-se expandir a agdo at€ primeira ordem da perturbac@o /,y. Para tanto, serdo utili-

zadas as equacgdes (3.25)) e (E.14), de modo que,

1 1 1 1
Smar = /d4x (1 + 5h“u> (za%a”(p — EKhuva“(p&v(p — Emz(pz)
(3.27)
1 1 1 1
= /d4x{§8“¢(9u¢ — §m2¢2 = S KI (04 09v9 — Sy (9909 —m2¢2)]} :
Assim, em menor ordem, o Unico diagrama de Feynman que para o processo de

espalhamento descrito é apresentado na Fig.

Figura 7 — Diagrama de Feynman para o processo de espalhamento entre duas particulas
bosonicas interagindo gravitacionalmente.

Fonte: (MALUF et al., 2013).

Tal diagrama tree-level fornece a interacdo das duas particulas descritas, em que a
particula de massa m; possui momento p; antes da interacdo € momento k; apds a interagao e

a particula de massa m, possui momento p, antes da interacao e momento k2 ap0s a interagao,
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em que
g=pr—ky=—(p1—k1), (3.28)

¢ a transferéncia de momento. Por sua vez, a expressdo advinda do diagrama de interagdo €
dada por
M = (—iK’)2 V”v(pl,—kl,ml) D,uv,aﬁ VaB (pz, —kz,mz), (3.29)

em que o vértice é dado por,
1
VY (p1, —ki,my) = —E[P“kv +pYIkH =t (p-k+m?)). (3.30)

Substituindo (3.30) e a propagador na (3.29)), chega-se a uma amplitude escrita na seguinte
forma

iM =it +iM gy, (3.31)

em que o primeiro termo € a amplitude convencional, dada por,

2

- K p1(mE — ks - : : ' '
i = 8q2{4[k1 pi(my —ka-p2) + (k- p2)(ka- p1) + (ki -k2)(p1 - p2)] (3.32)

—2mi[4(m5 — ko p2) +2(ka- p2)]}.

Por sua vez, o segundo termo € calculado através dos termos modificados do pro-
pagador. Ele é uma expressdo com todas as contra¢des possiveis do campo b* com o quadri-
momento dos campos escalares de entrada e saida e também com o momento virtual do graviton.
A fim de realizar os calculos no limite nao relativistico, também conhecido como limite estatico,

serdo feitas as seguintes consideracoes
pi:(miao), ki:(mi70)7 q:(07a)7 (3.33)

em que i = {1,2}. Portanto, tem-se b-p; = b-k; = bom; ¢ b-q = —(b-§). Diante dessas

consideragdes, pode-se substitui-las na (3.31) e obter,

, ixk*mim3 iEb? K2mim3 i€ (b- §)*k*mims  8iE*bimim3
iMz = 2 ) A )
q 9 gl 9 (3.34)
i&2m3m3
20

Ao aplicar a transformada de Fourier a expresséo (3.34)), observa-se que o primeiro
termo resulta no potencial newtoniano convencional. Os termos restantes aparecem devido a
violacdo da simetria de Lorentz, em que € observado a presenca dos componentes do quadrivetor
b*. O segundo e o quarto termo sdo apenas escalonamentos que podem ser absorvidos na
constante de acoplamento. Porém, o terceiro e o quarto termo apresentam diferencas fisicas

no comportamento do potencial. Portanto, de acordo com (BJERRUM-BOHR; DONOGHUE;
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HOLSTEIN, 2003)) a transformada de Fourier para o potencial no limite ndo relativistico &,

(AT |i) = 27)*8*(p —k) it (p1, p2 — k1.k2)

B (3.35)
~ —(2m)8(Ep — Ex) iV (q),
de modo que o potencial no espaco de coordenadas €
1 1 d*q e
V(X) = TV (G). 3.36
(%) 2my 2mo / (2717)36 (@) (3.36)

Uma das integrais que aparecem no cédlculo do potencial no espago de configuragao
a partir da matriz (3.34)) requer atencdo especial. Para tanto, define-se algumas consideragdes,

de acordo com a Fig. (8).

Figura 8 — Defini¢do dos vetores e dos angulos para o cdlculo do potencial modificado.
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Fonte: (MALUF et al., 2013).

Nesse caso, o vetor X = x] — x> € o vetor de separagdo das duas particulas que estio interagindo
gravitacionalmente. Tem-se também, g-X = grcos 0, b-¥=brcos, cosW = senb senb, cos (¢ —p)+
cosBcos By e g = |g|,r = |X|,b = |b|. A partir disso, observa-se que o vetor b fixa uma dire¢do
preferencial no espaco-tempo, em que os angulos ¢,e6, sao angulos fixos que indicam a de-
pendéncia do potencial V(X) com a diregdo do vetor de fundo. A partir dessas consideragdes,
pode-se calcular a seguinte integral,

oo T 21 ) 2 29
/ dq / 46 send / A9t cos2yp — TS, (3.37)
0 0 0

r

Resultando no potencial,

3.0 1
TER?
25 2

Gymimy

V(%) = —{1— S L ¢

2nGy r  8AGy

8@, ((3.38)

r

em que £ = X/|X|. Observa-se que em primeira ordem de & o potencial newtoniano é inversa-
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mente dependente a distancia de separagdo das duas massas. Além disso, a dependéncia em
relacdo ao angulo 6, € evidente no segundo termo em que ha o produto escalar de b com £.
Outro fato a se notar é que, em primeira ordem, o potencial continua sendo atrativo para & < 0
e repulsivo para & > 0. Ademais, caso seja definido # = Eb%by, = 0 e substituindo & por —&, o

potencial toma a seguinte forma

B Glemz 3

1 ... .
V() = 1+§§00+§§”)ew 4. (3.39)

’
que possui a mesma forma da equagio (35) de (BAILEY; KOSTELECKY! 2006). Por sua vez,
o ultimo termo da fornece uma contribui¢do nao trivial envolvendo a delta de Dirac. tal
correcdo é semelhante ao termo gravitacional de Darwin que € induzido por derivadas de alta
ordem de d* que aparecem na Lagrangeana da teoria em O(&?).

Outra aplicagdo interessante e fenomenoldgica do modelo de bumblebee no setor
gravitacional é abordada em (CASANA et al., 2018). Tal estudo determina a corre¢do da métrica
de Schwarzschild devido a existéncia do campo de bumblebee e com isso trés testes classicos
sdo realizados com essa nova métrica: avango do periélio, desvio da luz e atraso de tempo de
Shapiro. Além disso, sdo determinados valores limites para o parametro da teoria para cada um

dos testes.



40

4 ONDAS GRAVITACIONAIS

Nesse capitulo a linearizacdo da EE serd explorada. Ird ser obtida a equacdo no
regime linear em que serd considerada a métrica de Minkowski com uma perturbagdo no espago-
tempo. Serdo utilizadas as transformacdes de gauge para determinar a forma final da equacao
e serdo discutidos os graus de liberdade e o spin do graviton. Além disso, serdo mostradas as

possiveis polarizag¢des, a equagao de producdo e o esquema experimental de detec¢ao das OG.
4.1 Equacao de Einstein Linearizada

Para solucionar a equacdo de campo serdo realizadas as seguintes consideracdes:
o campo gravitacional é considerado no limite fraco, varia com o tempo e ndo ha restricdo no

movimento das particulas. Logo, a métrica da teoria ¢ a mesma que foi utilizada no Capitulo 3|

guv = nyuy +hyy, 4.1)

ressaltando que |A,y| < 1, ou seja, serdo ignorados os termos de segunda ordem. Ademais,
como o espago-tempo € assintoticamente plano,

lim A,y =0. 4.2)

r—oo

Assim, a teoria linearizada da RG pode ser vista como a descrigdo do campo ten-

sorial simétrico hyy se propagando no espago-tempo plano. A teoria também € invariante de
., ~ / / s, . s . .

Lorentz. Alids, sob a transformagdo x* = A* x*, a métrica 1,y € invariante, enquanto a

perturbacao se transforma do seguinte modo,
h”/v, = A“u/\"vh“v. 4.3)

Dessa forma, lembrando que gV = n*Y — h*V, pode-se realizar a linearizagdo cal-

culando os termos presentes na EE. A linearizacdo dos simbolos de Christoffel resulta em

1
Fﬁv = Egp/l (augv/l + avg/lu - a/lguv>
1
= E(n“V—hﬂv)(a#hvﬁath—alhuv) 4.4)

1

em que foram usadas d, 1,y =0e h*Vh,,; =0.
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A defini¢do do tensor de Riemann é dada por,
RP sy = 0ulhs — O Tho + FZ b =10, T (4.5)
Observando que os termos FZ AF&G sao de segunda ordem, e alterando alguns indices,
R, 56 = 0pT Gy — dThy. (4.6)
Baixando o primeiro indice,
Ruvpo = 5(9pdvhuo + 2aduhvp — doduhup — pduhv). @)

Por sua vez, o tensor de Ricci é,

Ryy = rlpoRoupv

nPo 4.8)
Sabendo que, O = n*Vd,dy e h =" hyy = h“#,
1
R.UV = E(aaavhau + acauhav - a,uavh - Dh#V)' (4.9)
Para o escalar de curvatura de Ricci, basta fazer,
R frd n'uvR,uv
4.10
Finalmente, o tensor de Einstein &,
1
Guv =Ruy — EnuvR
1 1
- 5(808\,}1"“ + 95 uh®, — dudyh— Ohyy) — EWV(auavhuv —Oh) (4.11)

1
— E(adavho‘u + aga'uho-v - a“avh - Dh’uv - n'uvapalhpl + nuth).

Com a obten¢do equacido de campo linearizada, percebe-se que a decomposi¢ao
realizada na métrica g,y ndo € Unica, ou seja, a decomposi¢ao realizada ndo especifica comple-
tamente as coordenadas no espago-tempo, logo, devem existir varios outros sistemas de coor-
denadas em que a métrica € escrita dessa forma. Para resolver essa questio, deve-se recorrer ao
difeomorfismo. Ademais, € necessario um estudo sobre mapeamento entre variedades, como ja
enfatizado.

Dessa maneira, seja o espago-tempo de fundo M, com coordenadas x* e o espago-

tempo fisico M,, com coordenadas y*. Considere o difeomorfismo ¢ : M, — M,,. Como ¢é um
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difeomorfismo, tem-se M, = M),, em que 1y € a métrica de M), e g4p5 de M. Ambas obedecem

a EE. A Fig. (9) esquematiza a situacéo.

Figura 9 — Difeomorfismo relacionando M), e My

(D°8) v
p
(ﬁr.

Fonte: Adaptado de (CARROLL 2004)

Realizando-se a operagdo de pullback na métrica gy, constata-se que

huy = (9% &)y — My (4.12)

nao possui nenhum motivo para ser perturbativa.

Néo obstante, se os campos na variedade M), sdo fracos, entdo, de fato, existirdo
alguns difeomorfismos ¢ tais que |h,y| << 1. Entdo, se 8qp obedece a EE no espago-tempo
fisico, hyy ird obedecer as equagdes linearizadas no espago-tempo de fundo. Diante disso, seja
o campo vetorial £ (x) no espago-tempo de fundo. Esse campo gera uma familia de difeo-
morfismos Ye : M, — Mp. Assim, € gerada uma familia de perturbacdes parametrizada por
g,

hﬁ\z =[(¢oWe)*gluv — NMuv = [We * (0 *8)]uv — Nuv- (4.13)

De @D’ <¢ *g)uv - huv + nuv tal que,

hﬁ\z = Yex (h+M)pv — Nuv
= Wke (huy) + Y ke (Muv) — NMuv (4.14)
* J—
= Ykg (huv)+8 Yre (nu;/) My )

em que Y diz qual tipo de perturbacdo denota espacos-tempos fisicamente equivalentes.
Observa-se que o ultimo termo da tltima linha da Eq. (4.14) para € muito pequeno representa a
derivada de Lie ao longo do campo vetorial £#. Além disso, a derivada de Lie da métrica gy é

dada por
ZLeguv :ZV(uév), (4.15)
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de modo que,
I = huy +2€d,&y)- (4.16)

A Eq. € conhecida como transformacdo de gauge da teoria linearizada, em
que € mostrada como a perturbacdo se altera quando € realizado um difeomorfismo infinite-
simal. Assim, observa-se que a teoria aqui descrita € invariante sob tal transformagdo. O
fato é diretamente verificado pois € constatado que o tensor de Riemann € invariante sob tal
transformacdo. Logo, como esse tensor € quem contém a fisica da teoria (curvatura), verifica-se
que a invariancia da teoria vale para a transformacdo derivada. Ressalta-se que no restante do

trabalho a transformac@o dada por (4.16) sera representada como hgfg = hyyy.-

4.1.1 Graus de Liberdade

Determinada a equacdo de campo linearizada é interessante procurar uma forma
mais simples para expressa-la, visto que a Eq. (4.11]) possui uma forma complexa. Nessa se¢do
irdo ser examinados os graus de liberdade do tensor /.

Para tanto, serd escolhido um sistema de coordenadas fixo no espago-tempo de Min-
kowski e a perturbagdo Ay serd decomposta em suas componentes de acordo com suas propri-
edades sob rotacdes espaciais. Embora seja escolhido um referencial fixo, ressalta-se que o
processo realizado aqui € semelhante ao processo realizado no eletromagnetismo, em que o
tensor F,y € decomposto nos campos elétrico Ee magnético B. Nesse caso, 0 campo tensorial

hyv € simétrico do tipo (0,2). Sob rotagdes as componentes da perturbagio sdo dadas por,
hoo = —2¢
h,‘j = 2S,‘j — 2w5ij-
Nesse caso hg; = w; s@o trés vetores, em que hg; = hjo; hopo = —2¢ € um escalar e

h;j € um tensor espacial simétrico que € decomposto em uma parte com trago ¥ € em outra sem

traco s; s

1
Y= _65ijhij

1 1
Sij — E <hij — §6klhk16ij> .

Desde de ja € ressaltado que a componente s;; conhecida como deformagdo € a

(4.18)

componente da perturbacdo que ird conter os graus de liberdade da onda gravitacional. Dessa

forma, lembrando que a métrica do espago plano é 1,y = diag(—1,1,1,1) e que guy = Nuv +



44

hyy, tem-se que o elemento de linha €,
ds* = —(1429)dt +w;(dx'dt +dtdx") + [(1 — 2y);; -+ 2s;j]dx dx’ . (4.19)

Com isso, pode-se calcular a conexao para essa métrica. Por conveniéncia a conexao
serd separada por componentes, o que facilitard nas conclusoes finais dessa secdo. Portanto, a

partir de (4.4), tem-se,

Lo = ¢
Lo = 0;0 + dowi
0
j 1 (4.20)
Fljo = 8[jw,-] + anhij
% =-9 Lo
jk = TOWr) T 5 o0k
- 1
"k = Oy — Eaihjk-
Nesse mesmo raciocinio e utilizando a Eq. (4.5)) tem-se que o tensor de Riemann &,
1
Rojor = 9919 + oo w1y — 5%
4.21)

Rojki = 9jdywy — dodyhy)
Rijir = 9;0)chyi — 9idjchy -

Lembrando que Ryy = R* , = nM‘Rau av»> pode-se utilizar a Eq. (4.21) para determinar as

uAv
componentes do tensor de Ricci
Roo = n"Roooo +n''R 010
=17"Rjoi0 (4.22)
= V2 + dpow* +393 v,

em que foi utilizada a Eq. {#.18) e o fato de que R o0 = Ry jo;. De forma andloga,

Roj = n"* Ry

= 1" Row; (4.23)
1 1
= —Evzwj + §8j8kwk + 2808_,‘1//4- aoaksjk,

Rij=n"R, jor + n"* Ry j

. (4.24)
_ —aiaj((p _ l//) — aoa(l.wj) + D(l//&'j - S,'j) + Zaka(isj) .
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O escalar de curvatura é,
R=1"Roo +1"R;;
= —Roo+N"Rij (4.25)
= —2V2p — 200w~ — 693w + 4V y +29,9;s.

Portanto, pode-se calcular as componentes do tensor de Einstein,
2 kl
Goo = 2V-y + dio;s™,

1 1
G()j = R()j = —Evzwj + iaj8kwk+2808jw+ a()aksj-k, 4.26)

Gl‘j = (5,‘jV2 — 8,81)((]) — l[/) + 3,']'808ka — aog(in) + 25,']'8021// —Os;;+ 20k
&(isj)k - Sijakals’d.

Em posse das trés componentes dadas pela Eq. (4.26)), utiliza-se G,y = 87GTy,y para determinar

as equacdes dos campos W, wk e ¢. Tomando a componente Gy,
1
V2y = 4nGTyy — 5a,ﬁ,s’d . (4.27)

Percebe-se que se conhecidos Ty € s;; € as condi¢des de contorno se pode deter-
minar . Além disso, a equagdo diferencial que governa y ndo possui derivadas temporais,
portanto ele ndo é um grau de liberdade de propaga¢do, mas determinado a partir do tensor de

deformacio e do tensor de energia-momento. Analogamente, para w* e ¢,

(5,']‘V2 — &iaj)wk = —167'L'GT()J' + 48()8]'1[/4— 280aksj", (4.28)

(6l'jV2 — 8,8])¢ = 87'CGT,‘]' + (6,-jV2 — 8,-8]- — 26,']'8(%)!//— 5,']‘808ka

. (4.29)
+ 80&(,~wj) + Osjj — 28k8(isj) k_ 6,~j8k&ls/’.

Mais uma vez, é constatado que ndo existem derivadas temporais nas equagoes
diferenciais que governam os campos w* e ¢. De fato, conhecendo as condi¢des de contorno
e os campos Ty € s;; para qualquer intervalo de tempo, pode-se determinar 0 comportamento
destes tensores. Portanto, o tnico tensor que possui os graus de liberdade de propagagdo é o
tensor s;;. Assim, serd mostrado que ele serd utilizado para descrever as ondas gravitacionais.

Foi mostrado que a transformagdo de gauge para i,y € dada pela Eq. (4.16). Agora,
ird ser apresentado o gauge que permitird a obten¢do das solucdes das ondas gravitacionais.

Antes de definir tal gauge, considere a transformagao das componentes do tensor /1, obtidas a
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partir da transformacao dada pela (4.16)),

¢' = ¢+ &,
wh=w;+doE" — 9,E°,
1. (4.30)
V' =y-3ac,
1
S;j = S,‘j—|— 8(,-§j) — §8k<§k6i_,-.

Pode-se agora estudar o gauge transversal. Nesse caso, diz-se que o tensor s;; €

espacialmente transversal, isto €,
8,~s,~j =0. (431)

Dessa forma, obtém-se uma equagio para o campo vetorial &' da seguinte forma,

| . .
V2ET + 20i0i6" = —20is". (4.32)
J4 para a componente £° utiliza-se
diw; =0, (4.33)
de modo que,
V2§0 = diw; + 808i§i. (4.34)

Mais uma vez ressalta-se que a completa defini¢do de &' s € obtida apés dadas as
condicdes de contorno do problema. Logo, as condi¢des impostas em w' e em s*/ definem o

gauge transversal. As componentes da EE nesse gauge sao,
2V2iy = 81G Ty
1
— EVzw 42000,y = 81GTy; (4.35)

(6,-jV2 - 8,8])(¢ — l[/) — 8()8(in) + 26[1'8(%1[/— Us;j = 87'CG7}]'.
4.2 Solucoes de Ondas Gravitacionais

Tendo visto as formas da EE para o gauge transversal pode-se fazer a utilizacdo
dessa simplificacdo para abordar uma aplicagcdo interessante. Serd visto nessa secdo qual a
forma que particulas se comportam no espago-tempo devido ao efeito de onda gravitacional
passante. Considerando a ndo existéncia de fontes no local, tem-se que 7,y = 0. Diante disso,

pode-se descrever as equacdes diferenciais para os campos descritos
VZiy =0, (4.36)

de modo que para condi¢des de contorno bem comportadas e lembrando da nossa liberdade de
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escolha, faz-se ¥ = 0. Analogamente, a equacdo 0

V2w; =0, (4.37)
implica, w; = 0. Por fim, tomando o trago da equag@o i

Vi =0, (4.38)

em que mais uma vez, ¢ = 0. De forma que, como esperado, o tensor de deformag@o s;; € quem

serd utilizado para descrever as ondas. A equacdo de onda pra tal tensor é,
Dsy = 0. (4.39)

De forma geral, é mais interessante utilizar a equagdo de onda para o tensor de
perturbagdo Ay, onde € ressaltado que ele € puramente espacial, simétrico, possui trago nulo e

¢ transversal. Representa-se esse tensor por hZC em que TT remete a trago transversal. Assim,
Ty = 0. (4.40)

Sabe-se que um conjunto de solucdes particulares para solucionar (4.40) é
W = Cuye™’, (4.41)

em que o tensor constante Cy; também € de traco nulo e puramente espacial. Ele € denominado
tensor de polarizacdo. O quadrivetor constante ks € o vetor de onda. Deixa-se claro que existem
infinitas solucdes para a Eq. (@.40). De fato, visto que se esta trabalhando no regime linear,
qualquer combinacdo de solugdes independentes também € uma solugdo. Substituindo (4.41))

em (@.40),
=N s &p h£€
= NP pdo (Cuve™ ") (4.42)
— 'nop ap (ikoeikaxa)
= —kok®hypy,.
Contudo, para hﬂ\T, ndo trivial, o vetor de onda precisa ser do tipo luz, em outras palavras,

kok® = 0. (4.43)

Este argumento ¢ utilizado para dizer que as ondas gravitacionais se propagam na

velocidade da luz (CARROLL) 2004). Portanto, escrevendo o vetor de onda na forma k* =
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(0,k) = (@,k', k2, k%), a condigio para ele ser vetor do tipo tempo é

w = Sijkikj, (4-44)
nesse caso @ = —k,U* é a frequéncia da onda vista por um observador se movendo com
velocidade U* (x). Por outro lado, utilizando o caréter transversal de hﬁ‘T,

oY — 9 CuveikcxCT
perr (4.45)
=0.
Essa condic¢ao implica no seguinte resultado
kyC*Y =0, (4.46)

isto &, k, C*V sdo ortogonais. A partir de agora, a fim de facilitar os calculos futuros, supde-se
que a onda se propaga numa dada direcio, digamos x>. Pelo fato de k* ser do tipo-tempo, sua

forma se torna k" = (@,0,0, ). Assim, a partir da Eq. (4.46), infere-se que,

De modo que as tnicas componentes de Cy,y que sao diferentes de zero sdo Cyp, Ci2, Co1 € Coa.

Mas, lembrando que ele é simétrico e de trago nulo,

(000 0 0]
0 C, Cn O
Cuy = o~ (4.48)
0 Co —Ci1 O
00 0 0

Visto isso, fica evidente que conhecendo Cy; e Cj;, pode-se caracterizar completa-
mente a solucdo procurada. Ademais, € visto que existem dois graus de liberdade. Para se ter
uma interpretacdo fisica mais conclusiva das solugdes, ird ser estudado o movimento relativo
de particulas devido ao efeito da onda gravitacional. Esse estudo ird ser feito de duas maneiras.
Na primeira maneira, ird ser analisado qual o efeito que ocorre na equagdo do desvio geodésico.
Caso o leitor esteja interessado na deducao da equacdo, por gentileza, ver Apéndice

Para tanto, considere particulas com quadri velocidades U (x) se movendo lenta-

mente. Essa condi¢io implica que a tinica componente nio nula de U (x) é U°(x), tal que,

U* = (1,0,0,0). (4.49)
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Portanto, utilizando a equacdo do desvio,
2

D
WS“ =RY,cU"UPS°. (4.50)

Observando que U* =U 0 tem-se, Ruvps = Ruoos- Portanto, utilizando a Eq. (4.7),
1
Ruoos = Eaahuc- (4.51)

Porém, como as particulas se movem lentamente, o tempo préprio T € a varidvel ¢, de modo que

a equacgao do desvio se torna,
2 2, TT,
25t 1 L9t

o2 20 T o

Mais uma vez, lembrando do caréter transversal da perturbagdo, as unicas compo-

(4.52)

nentes de S¥ sio S! e S2, visto que a onda se propaga na diregiio x>. Agora, pode-se obter duas
solugdes distintas para a (4.52). Para a primeira solucéo, considere Cj, = 0. Nesse caso, tem-se

as duas equacoes

57 = 792 Cne ), (4.53)
0252 S? 9 .
57 =53 pekox™), (4.54)
Integrando,
1. 4.0
st = (1+§c11elkox )51(0), (4.55)
1. 4.0
2 =(1- Ecnelkcx )S2(0). (4.56)
Analogamente, fazendo Cy; = 0,
1. 4.0
st = (51(0)+§Clze’kcx )52(0), (4.57)
1. 4.0
§? = (52(0)+§Clzel’<cx )51(0). (4.58)

As eqs. #.53) e (#.56) podem ser interpretadas da seguinte maneira: se para um
dado tempo inicial # = 0 as particulas estdo separadas por uma distincia dx', elas serdo subme-
tidas a um movimento oscilatério na mesma dire¢do ao sentirem o efeito de uma onda gravi-
tacional. O mesmo valendo para a particulas separadas por uma distancia dx®. Por sua vez o
contetdo fisico das egs. e pode ser entendido da seguinte forma: se para um dado
tempo inicial # = 0 as particulas estdo separadas na diregéio x!, entéo elas oscilardo na direcio x>
e vice-versa. Assim, diante desse comportamento sugestionou-se chamar Cy; = h4 e Cjp = hy,

em que o primeiro resultado é conhecido como polarizagio plus (+) e o segundo polarizagdo
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cross (x). A Fig. (I0) exemplifica a polarizagdo + e a Fig. (11)) exemplifica a polarizacao x.

Figura 10 — Efeito da onda gravitacional em um conjunto de particulas - polarizagdo +

Fonte: (D’INVERNO, 1992)

Figura 11 — Efeito da onda gravitacional em um conjunto de particulas - polarizacdo x

!
!
1
I
i

(3,0

Fonte: (D’INVERNO, (1992)

Ainda se pode definir os modos de polarizagdes circulares

hp = — (hy +ihy),

1
V2 (4.59)

1
hg = ——(hy — ihy),
E \/§(+ x)

em que o efeito de hp € distorcer o circulo de particulas em uma elipse que gira para a direita,
enquanto o efeito de apenas hg € o contrério. Por exemplo, a Fig. |I2|demonstra o efeito de Ag.

Outra maneira de enxergar o contetdo fisico da solu¢do determinada aqui € ob-
servar o comportamento da métrica gy no espago-tempo. Logo, o elemento de linha para a

perturbacao descrita com Ciy =0,
ds® = dt* — (1 — hyy)dx> — (1 +hyp)dy* —dz>. (4.60)

Da analise anterior, j4 se sabe que a perturba¢do é uma func¢do oscilatoria, portanto,
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Figura 12 — Efeito das ondas gravitacionais com a polarizacdo D

Q@AY

X

¥

Fonte: (CARROLL, 2004)

ela assume valores positivos e negativos. Primeiro, considere o plano (X, y) com duas particulas
Py e P, em (x,y) e em (x,y+ yo) respectivamente. Utilizando o elemento de linha descrito a
distancia propria entre elas é

ds* = —(1+hyy)dy?, (4.61)

de modo que, quando /1 vai de 0 e cresce até um certo valor positivo, as particulas se afastam e
quando /11 vai de 0 até um certo valor negativo, as particulas se aproximam. Contudo, considere
agora duas particulas P; e P, em (x,y) e em (x+xg,y) respectivamente. Nesse caso, o elemento
de linha se torna,

ds® = —(1—hy;)dx%. (4.62)

Nesse caso, a situag@o € a contraria: quando /7y vai de 0 e cresce até um certo valor positivo,
as particulas se aproximam e quando Ahj; vai de 0 até um certo valor negativo, as particulas
se afastam. Logo, tem-se a polarizacdo+ para essa situacdo. Agora, considerando Cj; =0 o

elemento de linha se torna,
ds* = dt* — dx* — dy?* — dz* + 2h1adxdy. (4.63)

De modo que fique simples analisar o comportamento do elemento de linha, sera realizada uma

rotacdo de 45° no plano (x, y). Os novos valores de x e y sdo,

1
x' =xcosO +ysend = —(x+y),
y \/i( y)
| (4.64)
"= —xsen@ +ycosO = —(—x+y).
y y \/5( y)
Portanto, o elemento de linha em fun¢ao das varidveis rotacionadas €,
ds? = di*> — (1 — hyy)dx"> — (1 +hyy )dy? — dz°. (4.65)

Ora, a Eq. (4.65]) possui o mesmo formato da Eq. (4.62) com x e y rotacionados em 45°. Assim,
tem-se exatamente o mesmo comportamento analisado, excetuando-se a defasagem angular,

resultando na polarizacao x.
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Nesse momento, ¢ vdlido chamar a aten¢do que, ao contrdrio do que ocorre no

eletromagnetismo, em que os dois estados de polarizacdo sdo defasados por 90°, aqui eles sdo

defasados por 45°.

4.3 Helicidade e Spin

Visto quais as componentes do tensor de polarizacdo que sdo graus de liberdade

fisicos e quais nao sdo, existe uma maneira interessante de observar a distincdo que ha entre

elas. A forma de ver tal distingdo € estudar a maneira na qual o tensor Cy muda quando €

realizada uma rotacdo em torno do eixo z. Pode-se examinar essa caracteristica com a seguinte

matriz de transformacao,

(1 0 0 0]
Ruv _ 0 cos@ senf O |
0 —senB cos6 O
0 0 0 1

(4.66)

em que R “"kv = ky. Assim, como k € invariante o tensor de polarizag¢do se transforma como,

/I 1% c
CNV =R,"R,”Cps-
Tomando a transformacdo para as componentes Cy; e Cpa,

11 = cos(20)Cy; + sen(20)C)a,

Cl, = —sen(20)Cyy +cos (20)Cy».
Definindo C!y = C{, £iC}, = —Cxn FiCia,
C. = Cy1[cos (26) +isen(20)] + Ciaficos (20) — sen(20)]

— C116129 _ iclzelze

=C, =e%C,.

Analogamente,

Para as outras componentes,

S+ = T054
Cy3=C33,  Cyo = Coo,

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72)
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em que

S+t =Ci3FiCy3 = —Cy; £iCpy. 4.73)

Quando qualquer onda plana sofre uma rotag@o por um angulo 0 sobre a direcao de
propagacio, em que essa rotacio é do tipo ¥ = €9, diz-se que ela possui helicidade 4. Dessa
forma, tendo observado as transformagdes para cada componente do tensor de polarizagao,
observa-se que ele pode ser dividido em partes com helicidade 0, 1 e 2. Porém, como as
partes que possuem helicidade O e £1 ndo sdo graus de liberdade fisicos, isto €, elas podem
desaparecer por uma escolha apropriada de coordenadas, a helicidade do graviton € +2. Desse

modo, classicamente falando, a gravitacdo é carregada por ondas de spin 2.
4.4 Producao de ondas gravitacionais

Nao secdo anterior foi estudado o movimento de particulas quando ocorre a pas-
sagem de uma onda gravitacional sem se preocupar qual a fonte de tal onda. Nessa secdo, ird
ser mostrada a equacdo que rege a producdo das ondas gravitacionais e serd comentada uma
aplicacdo classica de tal formula. A solucao serd determinada com o auxilio do gauge de tragco
reverso, sua deducgdo estd no apéndice (G} Portanto, a solugdo &,

- 2G dzll'j(l‘r)

R, 9) = =200 (4.74)
r

A Eq. mostra que, ao contrario do eletromagnetismo em que a contribui¢ao
daradiagdo eletromagnética vem em sua maioria do momento de dipolo da densidade de carga, a
contribui¢ao maioral da emissao de radiacao gravitacional ¢ de um momento de quadrupolo, que
mede o formato do sistema. Em geral, o momento de quadrupolo € menor do que 0 momento
de dipolo, explicando o motivo de a influéncia gravitacional ser menor do que a influéncia
eletromagnética. Outro comentario importante é que na Eq. aparece apenas 7%, em
que os termos de massa de repouso sdo dominantes. Os termos de energia cinética e energia
potencial ndo aparecem, ja que tais termos que aparecem no tensor de energia-momento sao
conservados. Assim, em posse dessa solugdo, pode-se aplicar para os mais variados sistemas,
tais quais estrela bindrias e buracos negros.

Com exemplo, considere a radiacdo gravitacional emitida por uma estrela bindria,
em que cada estrela possui massa M. Para facilitar a andlise, 0 movimento das estrelas serd

1_,2

considerado no plano x* — x“ e a Orbita serd considerada circular em torno do centro de massa,

de modo que a distancia entre elas e o centro de massa do sistema serd R. Tratando o movimento
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com a aproximagao newtoniana, tem-se que a for¢ca da gravidade € igual a forca centripeta

GM?  My?
T 4.75
GRE ™ R (4.75)
em que
GM 1/2
= — . 4.76
(%) 70
Para Q =27 /T =v/R, tem-se,
2R
T=——o,
y 4.77)
o GM /2 4.
4R )
As equacdes de movimento em cada coordenada para as estrelas sdo,
I = RcosQr, x2 = RsenQr,
(4.78)
X} = —Rcos Qx, X7 = —Rsen€.
A densidade de energia para o sistema €,
T%(1,%) = MS(x*)[8 (x' — Rcos Q)8 (x* — R senQr) 479

8(x' +RcosQr) 8 (x* + RsenQx)).

Assim, calculando os termos do momento de quadrupolo a partir da densidade de energia, tem-

se a seguinte perturbacdo na métrica,

—cos2Qt, —sen2Qt, 0
Q’R* | —cos 2Qt,  cos2Qt, 0 | . (4.80)
0 0 0

— o 8GM
h,'j(l‘,x) =

r

A amplitude dessa solucdo serd levada em conta para que possa ser estimado o valor da perturbacao

nos detectores de ondas gravitacionais.
4.5 Deteccao das ondas gravitacionais

A deteccao de ondas gravitacionais pode ser de duas formas: a deteccdo indireta e a
deteccao direta. A detecgdo indireta € por observada por meio da perda de energia de um sistema
bindrio, assim como o binario de Hulse e Taylor. Porém, a detec¢do direta é observada por meio
da interacao da OG com particulas de teste. O pioneiro nessa busca foi Weber (WEBER| 1960).
A proposta desenvolvida por ele era a utilizacdo de grandes cilindros de aluminio que quando
atingidos por uma OG iriam oscilar, tais oscilacdes seriam convertidas por um transdutor em

sinais elétricos. Essa técnica € conhecida como detectores ressonantes e versoes modernas dessa
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aplicacio conseguem medir perturbacdes com amplitudes da ordem de 10~'® (RYDER|, 2009).
Apesar de ter falhado, Weber é responsavel por grandes ideias que foram utilizadas nos futuros
experimentos de deteccao de OG.

Os detectores modernos utilizam a interferometria a laser que é baseada no expe-
rimento de Michelson-Morley. A luz de laser € utilizada para medir as varia¢des na distancias
percorridas por particulas testes. O esquemdtico do experimento leva em consideracdo as
polarizacdes que foram estudadas na secao ou seja, as particulas testes, que sdo espelhos
suspensos sdo postas em bracos ortogonais que distam alguns quildmetros de distancia de uma
fonte de luz. No experimento que detectou as OG no final 2015 (LIGO), tal distancia é de 4
km. O principio de funcionamento € o seguinte: a fonte de luz emite um laser que € dividido
em dois feixes iguais. Os feixes divididos sdo entdo direcionados até o espelho que sdo as
particulas de teste que se esperam reagir a passagem da OG. Os lasers entdo voltam e realizam
o percurso beamsplitter-mirror 100 vezes. Apods isso, caso ndo hé diferenca de caminhos ha
interferéncia destrutiva e o fotodiodo ndo acusa nada. Porém, caso passe ma OG, as particulas
executaram o movimento estudado anteriormente e no fim havera uma interferéncia construtiva.

O esquemadtico é mostrado na Fig. (13))

Figura 13 — Esquematico do interferometro usado para detectar as OG

Pendulum
suspension

Test masses

Mirror

Mirror

Beamsplitter

Photodiode

Fonte: (STRAUMANN,[2012)

Para ver um exemplo de aplicacdo, pode-se considerar a aproximagao newtoniana
para realizar uma estimativa da ordem de grandeza da perturbacdo. Os calculos realizados no
fim da secdo anterior serdo necessarios agora. Assim, considerando o mesmo bindrio, pode-

se ajustar os parametros em fun¢do do raio de Schwarzschild Rs = 2?_—2M, ressaltando-se que
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os fatores de ¢ serdo restaurados a fim de que possa obter valores em unidades utilizadas nos

experimentos. Como a frequéncia de radiacdo gravitacional é o dobro da frequéncia obtida,

tem-se,
1/2
cR;
A partir da Eq. (4.80), tem-se que a amplitude da perturbagdo é
RZ
h=-=2. 4.82
rR ( )

Um tipico exemplo de aplicag@o € a coalescéncia de dois buracos negros, tal qual
o experimento do LIGO foi capaz de detectar. Para a massa dos buracos negros tem-se 10
massas solares, eles sdo considerados em distancias astronomicas da ordem de 100 M pc e s@o
separados por uma distancia de 10 raios de Schwarzschild. Portanto, os parimetros sio Rs ~ 10°
cm, r ~ 10?6 cm e R ~ 107 cm. Com isso, tem-se para a frequéncia e para a amplitude valores

de 100 Hz e 10721, Assim, a variacio da distdncia em que as particulas testes sdo submetidas é

oL
—~h 4.83
7~ (4.83)
de modo que a diferenca de fase €
2 9
0¢ ~ 200 T oL~ 107", (4.84)

em que o fator 200 ao invés de 100 leva em conta o deslocamento das duas particulas e A é o
comprimento de onda do laser. Tal valor pode ser medido se o nimero de fétons N € tal que
VN > 8¢, para que se supere o ruido de Poisson.

O desafio dos experimentos de deteccao de OG € evitar os ruidos existentes. Em
experimentos terrestres os ruidos em baixa frequéncia sao os sismicos, os ruidos em frequéncia
alta s@o os ruidos de Poisson, ja em frequéncias intermedidrias sdo os ruidos térmicos que
aparecem. Para tanto um novo experimento serd langado no espaco em 2034: LISA (Laser
Interferometer Space Antenna. O principio por trds do LISA também € a interferometria, con-
tudo, ele estard orbitando o sol e os seus bracos distam 5 milhdes de quilometros um do outro,
sendo assim, ele serd capaz de detectar OG em frequéncias entre 0,1 Hz e 100 mHz. Vale a
pena dizer que apesar disso, existem algumas dificuldades, tais quais erros de medi¢des devido
a grande distincia e acelera¢des ndo gravitacionais da estacdo. A Fig. mostra um gréfico
que relaciona a amplitude com as frequéncias, em que LIGO e LISA sdo destacados.

As fontes mais promissoras para os experimentos terrestres podem ser bindrias alta-
mente massivas em coalescéncia (estrelas de néutron ou buracos negros) ou colapso do nucleo

de estrelas massivas, dando origem a supernovas. Porém, ressalta-se que a vantagem de o LISA
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Figura 14 — Sensitividade do detector em fun¢do da frequéncia para os experimentos LIGO e
LISA
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Fonte: (CARROLL, 2004)

ser sensivel a sistemas com frequéncias bem menores em relagdo ao LIGO é que nao € preciso
que o bindrio entre em processo de colisdo, em que a frequéncia de rotacao em torno do centro
de massa aumenta gradativamente. Nesse caso, bindrios com frequéncia bem menores serao ca-
pazes de serem detectados. Além disso, processos na evolucdo de buracos negros supermassivos
(com massas da ordem de 1000 massas solares) achados no centro das galdxias fornecem fontes
interessantes. Por fim, € interessante mencionar a possibilidade de detec¢dao de ondas gravitaci-
onais de fundo estocdsticas, que sd@o ondas geradas no universo jovem caracterizadas por uma
variagao do espectro de poténcia como fun¢do da frequéncia. Caso o leitor esteja interessado,
pode consultar (BASSALO; CATTANI, 2016) para uma visdao mais completa da detec¢ao das
OG.
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5 POLARIZACOES DA ONDA GRAVITACIONAL MODIFICADAS PELA
VIOLACAO DA SIMETRIA DE LORENTZ

A ideia a ser desenvolvida nesse capitulo serd baseada na referéncia (MALUF et al.,
2014])). Nesse trabalho, foi utilizada a técnica de projecao de spin de Barnes e Rivers para realizar
a inversdo do operador simétrico de rank dois presente na Eq. (E.23)). Essa técnica consiste em
utilizar uma base ortonormal completa de operadores para modelos que s@o invariantes por
Lorentz em quatro dimensdes. No entanto, nesse trabalho estd sendo considerada a violagcdo da
simetria de Lorentz, dessa forma, € preciso inserir termos nessa base que comportem 0s termos
que contém o vetor b*. Para consultar sobre esse ferramental, por favor, veja as referéncias
(BOLDO et al.,2010; MALUEF et al., 2013} RIVERS, |1964).

5.1 Solucao da equacao do graviton modificada

A equagdo de movimento do graviton obtida a partir da Lagrangeana efetiva (E.16))

(¢

ﬁuv,aﬁhaﬁ =0, 5.1

com o operador & definido pela (E.20). Assim, saturando a Eq. (5.1)) com pHpY, b*bY, p(#pY)

e a métrica de Minkowski, obtém-se ose seguintes vinculos
pupvh*’ =0, bubyh*Y =0, p(“bv)huv =0, h=0. (5.2)
Saturando a equagdo com apenas p* e b*, obtém-se os seguintes vinculos
pully =0, buhy = 0. (5.3)

O conjunto de Egs. (5.2) e (5.3) consistem em 12 vinculos e como existem 10
graus de liberdade do tensor /i,y e 4 graus de liberdade do vetor b*, restam apenas 2 graus de
liberdade para a teoria, assim como na teoria linearizada usual da gravidade. Portanto, apesar

da existéncia de um vetor com valor esperado diferente de zero o graviton ainda possui dois
graus de liberdade como usualmente. Finalmente, aplicando (5.2)) e (5.3) na (5.1, obtém-se

[P +E(b-p)*] =0, (5.4)

que € a relacdo de dispersdao modificada associada com o polo fisico encontrado em (MALUF
et al., 2014). Assim, a principal alteracdo encontrada na teoria devido a existéncia de um valor
esperado de vacuo diferente de zero é a modificacdo da relagio de dispersdo do graviton p> =0

— p?>+&(b-p)? = 0. Outro ponto a se destacar é que o acoplamento ndo minimo B*BYR,,y
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nao produz modos massivos para o graviton.

Em teorias de campo € sempre necessario verificar a causalidade e a unitariedade
dos polos do propagador. Em (MALUF et al.,|2014)) o leitor pode encontrar a explica¢do da uni-
tariedade de (5.4). A andlise da unitariedade ¢é realizada por meio da saturagido do propagador
de Feynman por intermédio de correntes externas. Em (VELTMAN), 1976) tal método é imple-
mentado através do propagador saturado (SP) = J**Res(Ayy)J", que € a contragdo de correntes
externas com o residuo do propagador calculado em cada polo. O mesmo método também €
utilizado para analisar a unitariedade no setor de gauge do SME (CASANA et al.,[2010). Agora,
para mostrar em que condig¢des o polo é causal, faz-se as seguintes consideragdes, p* = (po, P),

bt = (by,b) e notando que, b- p = b*py, b-p=|b||p|cos¥ e Nuv =diag(l,—1,—1,—1), tem-se

p>+E(b-p)* = p5— B>+ E[B°po — [b]| Bl cos W)

. . (5.5)
= pg— P>+ E[(6°)(po)? — 26° po|B|| Bl cos ¥ + B[ B cos> ],
de modo que, a equacao quadratica na variavel pg €
[1+&(")*1p5 — 26°[B|| | cos W po + | BI[E |BI cos™ ¥ — 1] = 0, (5.6)
que conduz a solugdo,
EBV|D| cosW £ 1/ 1+ E(b0)% — E|b|2cos®¥
[ &lBlosp 1+ 6002 - &b 5

pPo = |P 1_’_5([90)2

Portanto, ha duas solugdes para a relagéo de dispersdo na forma po+ = a(p) £ b( 1;)
No entanto, as duas solu¢des ndo sdo independentes, pois a expressdo (5.4) € invariante sob
a substitui¢do p, — —py. Entdo, apenas uma das solugdes sera considerada, de modo que a
solu¢do utilizada daqui em diante serd a pg+ = po (HERNASKI, 2014)). A velocidade de grupo
é simplesmente dpg/dp

EBO[Blcos W+ \/ 1+ & (B0)2 — E[B2cosW
Ug = T+ EO)2 . (5.8)

Para conseguir causalidade, precisa-se u, < 1, de modo que

ED[Blcos® + 1/ 1+ E(b0)2 — E[Bcos? ¥ < 1+ E(b")2 (5.9

Utilizando a aproximag@o (1 +x)" ~ (1 + nx) no termo com raiz e realizando os célculos

algébricos, obtém-se a seguinte inequagdo quadratica para b°

(b°)% —2|b| cos Wb’ + |b|* cos> ¥ > 0, (5.10)
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em que araiz é
= |b|cos . (5.11)

Portanto, tem-se causalidade para b° > |Z| cosW. Sabendo disso, pode-se solucionar a Eq. (5.4)

através da transformada de Fourier
(%) /d p huv(p)e P, (5.12)

em que /i,y (p) € dado por,

huv =27 Z guv ‘|’§(b p)] (p) (5.13)

A soma existente leva em considera¢do as duas polarizagdes do tensor de polarizagdo €y,

enquanto o fator §[p? + & (b- p]* € utilizado para garantir que Ay satisfaca a Eq. (5.4),

7+ 80Pl = gy [ @ 3 SR 0I +80-p71015%+ £(6- ) Patpe

=0.
(5.14)

Assumindo que a perturbacdo € hermitiana, em outras palavras, assumindo que o campo ¢ real,

obtém-se a seguinte condicao,
A x(A +
e (=p) =€y (p), a(-p) =a'(p). (5.15)

Agora, sabendo que a funcdo degrau é dada por,

1 se x>0,
O(x) = (5.16)
0 se x<O,
fica evidente que ®(p°) + ®(—p®) = 1. Inserindo essa identidade na Eq. (5.12) juntamente
com ﬁ“v(p),
A —ip-
hav(3) = 55 2 [ 1+ b PO (p)a M (e
(5.17)
A —ipx
+®<—p >e,&v><p>a<“<p>e P,
Mudando o sinal do integrando no segundo termo, pode-se escrever,
A) (1) —ip-x
v () = [ @3l + £ P10l () p)e
pviX (275 3 Z uv (5.18)

+enit) (p)awL J(p)e'™.
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Essa func@o envolve apenas os estados de energia positiva e ainda pode-se simplificar mais
ainda a Eq. (5.18) com uma propriedade da delta de Dirac. Se uma fung@o f(x) possui raizes

X, comn =1,2...,, entdo

O(x—x;)
5.19
- Xiaraes 619
Nesse caso a funcdo f(x) é
£(po) = g —1BI* +&1b"po — |Bl Bl cos ¥). (5.20)
Portanto, 5
S[p?+E(b-p)? 8(po—po+) +8(po— po— ) (5.21)

\/H—é bY)? §\b|zcos2‘P
Ao substituir a (5.21)) na (5.18)) é observado que a segunda integral se anula, pois a fungéo delta
faz com que pg = po— e para tal valor a fun¢do degrau se anula, pois pg— < 0. Pode-se verificar

isso impondo diretamente na solucao da equacao de dispersao

€b0|7)|cos‘1’—\/1+§(b0)2—§|5|2cos2‘1‘<0, (5.22)
apo6s simplificacdes algébricas, conclui-se que,
D> cos® ¥ < 1. (5.23)

De fato, todos os termos na Eq. (5.23) sdo menores do que 1, o que confirma py_ < 0. Nesse

caso, a solugao geral fica no seguinte formato

—ip-x *(4 = ip-x
v () Z / et (pos.B)a™ (po. Ple ™ + & (pos, B)a™™ (o, B)e™), (5.24)

em que,
d’p

@r (27111 + E(80)2 — E[BRcos®|

dp= (5.25)
Além disso, na teoria quintica de campos os operadores a(p) e a'(p) podem ser identifica-
dos como os operadores de destrui¢do e criacdo do campo &y que satisfazem as relacbes de

comutagdes usuais de estados de particulas de spin 2.

5.2 Modificacao nos estados de polarizacao

Para determinar a modificac@o existente no tensor de polarizacdo devido ao valor
esperado de vacuo bH, pode-se utilizar os vinculos das Egs. (5.3). Além disso, ird ser tomada
apenas uma frequéncia do pacote de ondas da Eq. (5.24) e o tensor de polarizagdo serd tomado

I‘eal E,U.V - 8*

Lv- Ademais, ressalta-se que o quadrivetor de momento € p* = (po+,0,0,p3).
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Portanto, os vinculos geram os seguintes sistemas,

—poe’+p3e =0

—P0801 +193831 =0

. X (5.26)
—po€ o+ p3€, =0
—pog’s+p3g’; =0,
b0800+b1810—|—b2820+b3830 =0
boe | +bie! | +bre? | +b3e’ =0
boe®, +biel, +bre?, +b3e’, =0 (5.27)

boe 5+ biel 5+ bre® 5+ bye’ 5 = 0.

Além disso, lembrando que £,y possui trago nulo, pode-se determinar o tensor de
polarizacdo em fun¢do das componentes do momento da onda e do vetor do campo de bumble-
bee. A partir de agora, pode-se estudar o efeito da existéncia de um valor esperado de vacuo

nas polarizagdes. Para tanto, alguns casos particulares serdo tratados.
pe b sdo paralelos ou b* ¢ do tipo-tempo.

Nesse caso, para vetores paralelos, a direcao preferencial € a mesma direcdo na
qual a onda estd se propagando. Solucionando o sistema de equagdes para b* = (b,0,0,b3),

ou b* = (by,0,0,0) recupera-se o mesmo tensor de polarizacao que foi encontrado para o caso

usual, ) }
0 0 0O 0
0 ¢ £ 0
Euy = e (5.28)
0 &2 —€en O
0 0 0 0

Assim, observa-se que as polarizagdes (+) e (x) permanecem sem alteracdes. Contudo, a relagao

de dispersao para os dois casos € distinta, de modo que

P3

€ a relac@o para o caso em que b* € do tipo-tempo e

po=p3y/1—Ebj (5.30)

¢ a relacdo para o caso em que b e p sdo paralelos. Dessa forma, conclui-se que para esse caso,

(5.29)
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nao h4 alteracdo do tensor de polarizacdo, ou seja, como niao ha uma direcao preferencial no
espaco-tempo, nao h4 alteragcdes no movimento relativo entre as particulas que interagem com
a onda gravitacional, como deveria ser. Porém, constata-se que apesar disso, a velocidade de

grupo € alterada.
2) b* € do tipo-espacoe p e b sdo ortogonais.

Nesse caso, a direcao preferencial do vetor faz um angulo de 90° com a direcdo de

propagacio da onda. A solugdo do sistema equagdes para b* = (0,0,b;,0) conduz a,

[ 00 10 (5 00 |

10 10

€ 0 0 ¢

etV = (5.31)

0O 0 0 O

00 10 00

Por sua vez, a relagdo de dispersao fornece,

Po=Pp3 (5.32)

Assim, a existéncia de um valor esperado de viacuo diferente de zero do campo de bumble-
bee que seleciona uma direcao preferencial no espago-tempo leva a modificacdes no tensor de
polarizacdo da onda gravitacional. Porém, ao contrario do que foi observado no primeiro caso,
nao ha modificacdo na relacdo de dispersdo, de modo que a velocidade de grupo ndo sofre
alteragdes.

Dessa forma, pode-se analisar o movimento relativo de particulas devido a in-
fluéncia de uma onda gravitacional passante. Portanto, o elemento de linha geral considerando

tal tensor de polarizagdo é
ds* = (1+&2)ar* — dx® — dy* — (1 — €")dz? + 2dtdxe'® + 2dtdze™ + 2dxdze'®.  (5.33)

Logo, percebe-se que as polarizacdes que existiam no caso usual foram drastica-
mente alteradas. Observando com aten¢ao, percebe-se que existe uma polariza¢do (x) no plano
perpendicular ao b, Ja que € observado um elemento cruzado do tipo dxdz. No entanto, a outra
polarizacdo se localiza na direcao de propagacao da onda, ou seja, € uma polarizacdo longitu-
dinal e ela ndo apresenta nenhuma caracteristica que possa ser comparada a alguma forma de
polarizacdo usual, seja a (+) ou a (x).

Portanto, observa-se que para esse caso a violagdo da simetria de Lorentz altera
completamente os estados de polarizacao da onda gravitacional, apesar de nao alterar a veloci-
dade de grupo. Logo, comparando com o caso usual, em que o plano de polarizacdo € perpen-

dicular a direc@o de propagacdo da onda, ou seja, a onda € transversal, percebe-se que aqui esse
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conceito € totalmente alterado, pois surge um modo longitudinal. Tais modificacdes também
surgem para quadrivetores da seguinte forma b* = (bg,0,b,,0) em que os planos de polarizagdo
que surgem podem ser paralelos ou perpendiculares em relagdo a direcdo de propagacao da

onda.

5.3 Propagacao do graviton e deteccao do campo H"

A fim de estabelecer limites superiores para o parametro da violacao de Lorentz,
pode-se comparar a velocidade de grupo com a obtida para o graviton massivo em (WILL,
1998)), que € a mesma utilizada para a realizagdo de calculos no experimento do LIGO (AB-
BOTT et al., 2016). Portanto, utilizando a velocidade de grupo para o graviton massivo

1 /m,\2
~1l—= (=2 34
s z(kg) 7 -39

em que my € o limite superior para a suposta massa do graviton e k, € a energia do graviton. As
colaboracdes do LIGO e Virgo relataram que o pico do sinal da onda gravitacional detectada
no evento GW150914 possui frequéncia v = 150 Hz (ABBOTT et al., |2016), de modo que
a energia € k, = hv ~ 6,024 x 10713 eV (para h = 4,136 x 101> eV). Além disso, o limite
superior para a massa do grdviton encontrado por eles € dado por my < 1,20 x 10722 eV, de
modo que

Avg=c—v,<2,0.10°%, (5.35)

que € o valor que serd utilizado para estimar os valores limites para os parametros da violagcdo de
Lorentz (PASSOS et al., 2017). Assim, pode-se realizar a mesma estimativa para a velocidade

de grupo aqui encontrada. Primeiro, considere o caso para b* do tipo-espaco
1 bd
g ~1—§a§yb|2cos2ly, (5.36)
de modo que

Aug =Cc—ug
1 (5.37)

= 55 1b|? cos> .

Para o caso em que b e p sdo ortogonais,

E|B* = 2Au, < 410720, (5.38)
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Para o b* do tipo-tempo, tem-se
2Av
SoS ~ oy,
T 4AVg (5.39)
~ 2Avy,

que € o mesmo valor encontrado para o parametro do tipo-espago.

Dentro do MPE, muitos fisicos estdo dedicados em desenvolver teorias e execu-
tar experimentos em que a premissa basica € que minusculas violacdes de Lorentz e CPT de-
vem ser observdveis na natureza. Dessa forma, Kostelecky e seus colaboradores fizeram uma
compilacdo de possiveis resultados experimentais para que a comunidade cientifica pudesse
se basear (KOSTELECKY; RUSSELL! 2011). Alguns exemplos de experimentos para me-
dir os coeficientes para as violagdes de Lorentz e CPT no MPE sao: oscilagdes de neutrinos
(AHARMIM et al., 2018; BARABASH et al., 2018; ADEY et al., 2018)), oscilagdes de kaons
(BABUSCI et al., 2014; DOMENICO; COLLABORATION et al., 2010), producdo e decai-
mento do quark top (ABAZOV, 2012), setor eletrofraco (SYTEMA, 2016; MULLER, 2013),
experimento de comparagao de relégios (PRUTTIVARASIN et al., 2015; BOTERMANN et al.,
2014; HOHENSEE et al., 2013)), setor do foton (KISLAT, 2018; [PARKER et al.| 2015)), setor
gravitacional (SHAO et al., 2018b; ABBOTT et al.,2017;[SHAO et al.,|2018a; CASANA et al.,
2018 BOURGOIN et al., 2017), dentre outros.

Dessa forma, as modifica¢des nos estados de polariza¢ao aqui determinadas podem
ser encontradas pelos experimentos de detec¢do de ondas gravitacionais. Entre o LIGO e LISA
0 que possui uma maior perspectiva de encontrar tal modificagao é LISA, pois ele estara or-
bitando o planeta terra, de modo que sua orientacdo em relacdo a um tedrico vetor de fundo
possuird mais variagdes do que o LIGO. Essa mesma ideia € utilizada nos experimentos de
comparacao de reldgios, em que melhores resultados sdo encontrados quando os relégios estdo
orbitando o planeta terra (satélites ou estagc@o espacial internacional). Contudo, como o LISA s6
ird ser lancado em 2034 se pode pensar em alguma modificagdo nos experimentos ja existentes
aqui na terra, de modo que os péndulos que formam as massas de testes possam ser ajustados

de modo que a polariza¢do modificada devido a um tedrico vetor de fundo seja determinada.
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6 CONCLUSOES

Nesse trabalho foram investigados os efeitos de uma violagao da simetria de Lorentz
devido a existéncia de um campo vetorial de fundo com o valor esperado de vacuo diferente de
zero. Foi utilizado o modelo mais simples encontrado na literatura, o modelo de bumblebee.
Aqui, a Lagrangeana da teoria foi expandida até segunda ordem de Ay, para a determinagdo
do propagador do graviton modificado e com isso foi encontrada uma modificacdo no potencial
newtoniano. A partir desse modelo, foi visto que a relagdo de dispersao do graviton foi alterada
de p?> = 0 para p?> +&(b- p)?> = 0 e mesmo assim o graviton permaneceu com dois graus de
liberdade. Além disso, apesar do acoplamento do campo de bumblebee com a curvatura, nao
foram gerados modos massivos para o graviton. Portanto, a equacao modificada foi solucionada
e a partir dos vinculos pyh*V =0 e byh*V = 0 foram obtidas modificagdes nos estados de
polariza¢ao. Para os casos que b* é do tipo-tempo ou b na mesma direcdo de propagacdo da
onda (direcdo de p) nenhuma alteracdo foi evidenciada no tensor de polarizacio, mas alteragdes
foram encontradas na velocidade de grupo. Contudo, para o caso que b* € do tipo-espago e
bé ortogonal a0 momento da onda foram encontradas modificagdes significativas, de modo
que a polarizagdo das ndo € mais em um plano perpendicular a dire¢cdo de propagacio, mas
um dos modos de polarizacdo estd em um plano perpendicular em relacdo ao b e o outro é
longitudinal em relacio ao momento da onda. Por fim, alguns valores limites foram obtidos
para os pardmetros & |l47|2 pela comparacdo da velocidade de grupo encontrada para a relacdo de

dispersao modificada e a velocidade de grupo para o graviton massivo.
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APENDICE A - DEDUCAO DA EQUACAO DE EINSTEIN

A densidade Lagrangeana com peso +1 que € utilizada para a derivacdao da EE no
vacuo €,

L =+/—gR (A1)

em que g é o determinante da métrica e R = g*VRy € o escalar de Ricci. Dessa forma, a ag¢do

que seré variada para a determina¢do das equacdes de movimento €,

Sgy = / V—gRd"x. (A.2)

A Equacdo (A.2) é conhecida como acdo de Einstein-Hilbert. Para um entendimento mais
detalhado de como chegar nessa agdo, o leitor pode consultar (CARROLL), 2004). Assim,

realizando a variagdo funcional de (A.2)),

OSgy = /d"x(\/—gg”" ORyv ++/—gRuv0g"" +R8\/—g). (A.3)

Lembrando que do principio da minima acao,

oS
SSEH = / ((Sg“‘/ Sg['lv)dnx. (A.4)

Pode-se dividir a agao da Eq. (A.3) em trés partes

08 = /d”x\/—gg“V5Ruv, (A.5)
85, = /d”x\/—gRuv g, (A.6)
583 = / d"xR&\/—3. (A7)

Das ag¢des, apenas a Eq. estd no formato da Eq. (A.4). Portanto, precisa-se adequar o
formato das outras equacdes antes para determinar a equagao de movimento. Lembrando que o

tensor de Riemann é

R 5, =0Tl — I, +T% 5, —T6T7,, (A8)

pode-se determinar o tensor de Ricci por contragdo, R,y = R*

WA Agora, para determinar a
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varia¢do do tensor de Riemann, pode-se realizar a variacdo da conexao, substituir o resultado
na Eq. e contrai-la. E vdlido ressaltar que a toda variacao estd sendo realizada em relago
a métrica g,y. Como a variacdo da conexdo continua sendo um tensor, pode-se tomar sua

derivada covariante,
Vi (8T%,) = 9, (8T%,) + T, 819, — I 61, — rj{“arﬁo. (A.9)
Tomando o tensor de Riemann e fazendo as consideracdes de primeira ordem, obtém-se
SRyy =V (8Thy) — Vy(8T% ). (A.10)
De modo que a primeira componente da acao de Einstein-Hilbert €,
55, :/d"x\/_—gg“V[V,l(SFﬁv)—Vv(5l“%“)]. (A11)

Trocando o indice do operador nabla de A para o, pode-se deixar a integral correspondente com

respeito ao elemento de volume da divergéncia covariante de um vetor,

651 = [ d'xy/=gValg" (5T5) ~ (6T}, (A.12)

Agora, pode-se substituir a expressao da variacao da conexao por uma que contenha a métrica.

Lembrando que g**g,, = 8, tem-se,
5 eay +88gny =0 = g 8an, = —8g" g (A.13)
Multiplicando pela métrica inversa,
¢"* 881y 8us = —88"* g1v guo. (A.14)

Por fim, fazendo as devidas substitui¢des e realizando a troca de alguns indices,

68" = —gupgvs08P°. (A.15)
Além disso,
Vg = 018" +T% g%  +T ;8" =0. (A.16)
Variando a Eq. (A.16),
8V g" =0, 8g"Y + 8T g% + T 8g°" + 8T} ;"% +T7} 85" =0. (A.17)

Olhando com atencdo, constata-se que trés termos da Equacdo (A.17) formam uma derivada
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covariante da variacdo da métrica, de modo que,

V) 6t = —68I g% — 8T, gH°. (A.18)
Trocando A por p, tem-se a equagao,

VpdgHY = —8Tp58°" — 815 M. (A.19)

Multiplicando (A.18) por g;6 € (A.19) por g, , somando as duas, utilizando (A.15)) e rearran-
jando alguns termos, tem-se finalmente,

!
STy =—> [gquv(csg“) +81vViu(88"%) — guagvp Vo (88%F) . (A.20)

Dessa forma, a variacio da acdo S; em fun¢do da métrica e suas derivadas é,

851 = [ d'xV/=gVolgu V7 (88") ~ V1 (8¢, (A21)

Perceba que a integral da Eq. (A.2T)) estd no formato procurado e com a utiliza¢do
do teorema de Stokes, que ¢ apresentado no Apéndice[D] mostra-se que ela € igual a contribuigao
de contorno no infinito, que pode ser definida nula fazendo a variacd@o se anular no infinito. Por-
tanto, constata-se que esse primeiro termo ndo contribui para a a¢ao total.

E importante ressaltar que o termo de fronteira também possuird componentes da
variacdo da primeira derivada da métrica, que de um modo rigoroso ndo se anulam no infinito.
Porém, para a nossa finalidade essa consideracao pode ser tomada. Para tratar do terceiro termo,

considere a seguinte igualdade,
In(det M) =Tr(In M). (A.22)

Lembrando da propriedade ciclica do trago, que permite ignorar a ndo comutativi-

dade de M—! e SM a variagdo dessa identidade conduz a

_ —1
oy O(det M) = Tr(M~'5M), (A.23)

que para a métrica, torna-se
6g = g(g""6guv) = —g(guv8s™”), (A.24)
em que foi utilizada a Eq. Por fim,

1
O/ —g= —5\/—gguv ogh”. (A.25)
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Substituindo (A.25)) em (A.7)), a variacdo da a¢do de Einstein-Hibert se torna,

1

O0SEy = /d"x\/—g Ruv — ER guv]ogh’. (A.26)
Consequentemente, através do principio da minima agdo, t€ém-se a equacdo de Einstein no

vacuo, 5

1 S 1
\/—__gw _RNV_ERg.UV —O, (A27)
1

Ruv - ERg”v — 0. (A.28)

A.0.1 Equacdo De Einstein com termo de massa

Para determinar a equacdo de campo com a presencga do termo de massa considere
a agio
2
S = FSH +Swm, (A.29)

em que, Sy é a acdo para a matéria e k> = 327G e G é a constante gravitacional. Procedendo

da mesma maneira, o principio variacional fornece

1 0S8y 2 1 1 Sy
/=g g’ 2 [ by =R g‘”} T se (A0
em que o tensor de energia-momento &,
1 6Su

De modo que a EE completa €,

1
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APENDICE B - MAPEAMENTO ENTRE VARIEDADES E DIFEOMORFISMO

Sejam as variedades M e N com coordenadas x* e y* respectivamente em que as
variedades podem ou ndo possuir a mesma dimensdo. Considere o mapeamento ¢ : M — N
e uma funcdo f : N — R. Define-se o pullback de f por ¢ como a composicdo (fo¢). O
mapeamento (fo¢): M — R é simplesmente uma fungdo em M. A operagdo pode ser vista
como um “atalho”’que se toma para conduzir resultados em R. Outra forma de ver a operacdo é
como se a fungdo f fosse “puxada’a partir de N para M. A equagdo que da operacao de pullback

¢ definida da seguinte forma
¢ f=(fo9). (B.1)

Observe a Fig. |15|para entender de uma forma mais clara.

Figura 15 — Operacao de pullback

OQ

Ld’*f

Fonte: Préprio Autor

Além disso, percebe-se que ndo € possivel realizar a mesma opera¢do para uma
funcdo da variedade M para R, j4 que ndo dd para compor tal funcdo com o mapeamento ¢.
Contudo, define-se a operacdo de pushforward para um vetor V, ja que vetores podem ser visto
como operadores derivativos que mapeiam funcdes suaves para nimeros reais. Diante disso,
dado um vetor V(p) em um ponto p da variedade M, define-se o vetor pushforward, isto é, o

vetor “puxado”para N por,
(@V)f =V (" f). (B.2)

Ressalta-se que ¢,V estd definido em um ponto ¢(p) de N. Tomando V = V*9, e aplicando

o vetor pushforward em uma fun¢do f, pode-se obter o elemento de matriz do operador push-
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forward, para relacionar os componentes em M e em N,

(0:V) 0o f =VHIu(9"f)

=VHEou(fo9) (B.3)
df 9y

—_ M

=V dy* dxH’

Portanto, o elemento de matriz é identificado como,
ay?
o

=, B.4
Percebe-se que se as variedades sdo as mesmas, a equacao de pushforward do vetor
¢ idéntica a lei de transformacao vetorial sob mudanca de coordenadas. Diante da andlise aqui
realizada, nota-se que em geral ndo se pode “puxar’vetores de M para N. Isto é, ndo se pode
aplicar a operacdo de pullback. Nao obstante, as formas unicas, que sdo duais dos vetores,
podem ser “puxadas”, isto &, se pode aplicar a operacdo de pullback, mas em geral ndo a de

pushforward. Logo, define-se o pullback de uma forma tnica @ em N,
(97 0)(V) = o(¢ +V). (B.5)

Nota-se que a operacdo € vista como uma ac¢do em cima do vetor V em M. Analogamente, o
elemento de matriz da operacao é,

a o
(¢7), = ﬁ- (B.6)

Existem argumentos matemadticos concisos que explicam a razdo de o porqué as operacoes aqui
abordadas nem sempre se aplicam em todos os objetos. Caso o leitor esteja interessado, verificar

areferéncia (LEE, [2001). Assim, introduz-se a operacdo de pullback para um tensor covariante

de ordem [, o 3y
DA Yi
(¢*T)[.L1[.LZ = W WT(XI /N (B7)
Ja para um tensor contravariante de ordem k,
ay% Iy
(975) ™ = ﬁ...ﬁsﬂlmﬂk. (B.8)

Caso o mapeamento ¢ seja invertivel, entdo define-se um difeomorfismo entre M e
N. De forma que o mapeamento serd invertivel se M = N, isto €, o difeomorfismo acontece em
uma mesma variedade. Dai, pode-se livremente mover tensores entre a variedade utilizando o
mapeamento ¢ e sua inversa ¢ ~!. Para um tensor misto de grau (k, 1), define-se a operagio de

pushforward por
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em que as formas tnicas 0(®) sdo definidas na variedade N e os vetores V) sdo definidos na
variedade M. Mais sucintamente, em componentes,

(¢ T)OC O o ayal ayak dxV! oxVi
* BiBr gyt T Otk yPr " aybi

Ty (B.10)

Deixa-se claro que como a operacdo € invertivel ndo ha necessidade de definir a
operacdo de pullback. Lembrando que existem as transformacgdes de coordenadas ativas e pas-
sivas o difeomorfismo pode ser visto como uma mudanca de coordenadas ativas. Em outras
palavras, ao se realizar um difeomorfismo os pontos do espago-tempo sao alterados. Para re-
alizar uma mudanga de coordenadas, digamos de x* para y* em uma mesma variedade M,
pode-se utilizar o difeomorfismo como se segue. Seja o mapeamento ¢ : M — M e o pullback
(¢*x)* : M — R™. Para gerar a mudanca de coordenadas, simplesmente se movem os pontos na
variedade e entdo se calcula as coordenadas dos novos pontos. Dessa forma, pode-se livremente
comparar tensores em diferentes pontos da variedade. Para tanto, basta tomar uma familia de
difeomorfismos dada pelo mapeamento ¢;. Tal familia pode ser vista como um mapeamento su-
ave R x M — M, tal que para cada valor do parametro ¢ se tem um difeomorfismo. Sabe-se que
uma familia de difeomorfismos pode ser construida através de qualquer campo vetorial V* (x).
Esse campo € referido como o gerador do difeomorfismo. Para mais detalhes formais, conferir
(CARROLL, 2004).

Assim, dado um campo vetorial V#(x), pode-se definir uma familia de difeomorfis-
mos parametrizada por t. Logo, pode-se calcular a diferenca entre o pullback de um tensor para

p e o seu valor original dado em p,

AtTul"#kvl...vl (p)=9¢/ [Tulmukvl...v;<¢t(P))] - T“]mukvl..‘w (p)- (B.11)

Logo, define-se a derivada de Lie do tensor ao longo do campo vetorial gerador do difeomor-

fismo,

A Tul~~~uk
gvT“l"'”kvl...v, = lim <¢> . (B.12)

t—0 t

Deixa-se claro que a defini¢do da derivada de Lie € linear. Logo, todas as regras de
derivadas convencionais sdo vélidas. Para finalizar esse apéndice, apresenta-se a derivada de

Lie para a métrica do espago curvo gy
.,E/pvguv = ZV(#VV), (B.13)

m que V, € a derivada covariante.
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APENDICE C - MECANISMO DE HIGGS

Quando ocorre uma quebra espontianea de simetria envolvendo um campo de gauge
e uma invariancia local da simetria U (1) acontece um mecanismo que é conhecido na literatura
por mecanismo de Higgs, desenvolvido por Petter Higgs em 1964. Nesse caso, os bosons sem
massa de Goldstone nio aparecem e o campo de gauge adquire massa. Sabe-se que particulas
sem massa de spin um possuem dois estados de spins, enquanto que as massivas possuem trés
(SREDNICKI, 2007). E também sabido que na teoria eletrofraca o mecanismo de Higgs fornece
a massa dos bésons vetoriais W, W~ e Z° (MCMAHON, 2009).

Seja o campo ¢. A invarifincia da simetria U (1) implica que a Lagrangeana € inva-
riante sob a transformacao,

¢'(x) = e %9 (x). (C.1)

Como a simetria € local, tem-se 8 = 6(x), isto €, o parAmetro é uma fun¢do da coordenada do
espaco-tempo. O parametro g € um nimero real.

Para que a invariancia em uma transformacao local de gauge seja alcancada, se
faz necessario introduzir um campo de gauge sem massa. Aqui, tal parametro seré tal qual o
potencial vetor A, da eletrodindmica. Além disso, ressalta-se que para se ter a invariancia da

Lagrangeana ira ser utilizada a derivada covariante. A transformagao para A €,
A;L =Au+9u0. (C.2)
Para um campo complexo a Lagrangeana da teoria é dada por
L=V, 0'VFo—-V(s'0) —%Fu\,F“", (C.3)
em que a derivada covariante € definida de uma forma a manter a Lagrangeana invariante,
V=0, —iqAy. (C4)

A defini¢do do tensor Fjy €,
Fuv - a'uAv - 8\/14“. (C.S)

Sabendo que os termos de massa sdo identificados na Lagrangeana pela contracao
do campo de gauge, observa-se a Lagrangeana da Eq. (C.3) ndo possui termos desse tipo e

consequentemente o campo de gauge ndo possui massa. Por sua vez, o potencial na Eq. (C.3)) é
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dado por

2
V(9'0) =7

em que Vv € o valor minimo quando a simetria € preservada, isto é, € o valor que torna o potencial

(079 —v?)%, (C.6)

minimo. Um detalhe importante é que a transformacao de gauge
¢/T¢/ =v, (C7)

fornece o mesmo valor minimo. Assim, para um campo complexo existem infinitos estados
de vacuo e a teoria é preservada para tal transformacdo. Porém, a quebra de simetria para a
Lagrangeana ird desencadear termos massivos. Para conseguir a quebra de simetria basta tomar
um campo real e uma transformagado de gauge que fornece o campo em torno dos valores de v.
A transformacdo é dada por,

o =v+ % (C.8)

Em que A(x) é o campo de Higgs e ¢~ ¢. O potencial nesse caso se torna,

2
_mm o 2\
" Savh D) (C9)
= —(V2Vh+ — .
2v2( + 2 )
212 2
2.2 m h h
=m°h+——(V2vh+—).
m h” + V2 (\/_ + 4)
Os termos de derivada covariante sao,
VHe' = L&“h-l—iqvA’“ + Lith'“ (C.10)
V2 V2
Como V = d, —igA, tem-se,
/ 1 . / 1 . /
Vu¢' = —=0duh—igvA, — —=iqhA,,. (C.11)

V2 V2
Substituindo todos esses termos na Lagrangeana da Eq. (C.3),
_la I 20247 AT 1\ /22 1Al qzh//y
L_E whd™h+q°v-Ay AT + V24 VA A +TA“A

272 2
L, mh R\ 1
—m°h —W(\/EVh—Fz)—Z MVFMV'

(C.12)

Pode-se separar a Lagrangeana em partes para analisar algumas coisas importantes.

Primeiro, observa-se que a Lagrangeana livre para o campo de Higgs i(x) é,

livre —

1
L —Eamm%—m%? (C.13)
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Comparando com a Lagrangeana de Klein-Gordon
1 1 5 »
Ligg = ia“gba%—im -, (C.14)

percebe-se que a massa do campo de Higgs é v/2m. Agora, a Lagrangeana livre para o campo
de gauge é,

1
A 2.,2
Llivre = _Z “VF“V +q v A;JA/‘u' (C15)

Desse modo, percebe-se que a escolha de um campo real e de uma transformacgado
dada pela Eq. fornece massa para o campo de gauge. Tal termo € localizado facilmente na
Lagrangeana modificada por A’uA’“. Diante disso, comparando com a Lagrangeana de Klein-
Gordon adequada, a massa adquirida é, v/2¢Vv. Os termos restantes da Lagrangeana sdo termos
de auto interagdo para o campo de Higgs e de interacdo entre o campo de gauge A, € 0 campo

de Higgs h(x)
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APENDICE D - TEOREMA DE STOKES

Um dos resultados mais importantes da teoria da integracdo nas variedades é o
teorema de Stokes, que € uma generalizacdo do teorema fundamental do calculo. Seja M uma
variedade orientada de dimensao n com contorno dM. Define-se o mapeamento de inclusdo por

¢ :9IM — M. Se @ é uma forma de dimensédo (n— 1) em M, define-se o teorema de Stokes.

Teorema de Stokes. Para qualquer @ suave suportado compactamente em uma variedade M

/de:/,mw’ D.1)

em que dM possui a orientagdo da variedade, m esta restrito a dM no sentido da regra da méao

orientada de n dimensoes

direita. Para ver a prova matematica formal do teorema o leitor pode consultar as referéncias
(LEE, 2001) e (BOTT; TU, 2013).
Esse é o caso mais geral do teorema de Stokes. No caso da RG, o formato do

teorema que € mais interessante para ser utilizado € dado por,

[ Isvavt = [ @yt 02)

Isto é, o teorema de Stokes relaciona a divergéncia de um campo vetorial ao seu valor no con-

torno.
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APENDICE E - MODELO BUMBLEBEE

As contas referentes ao modelo de bumblebee do Capitulo 3| serdo realizadas nesse

apéndice. Iniciando com a linearizag@o, a versdo contravariante de By, €,

BH — g“va
= (*Y — ") (by —|—1§v). (E.1)
=b* +B* — by h*Y

E vilido lembrar que na dedugio da EE foi utilizado o principio da minima agio,

aqui serd utilizada a equacdo de Euler-Lagrange para a derivagcdo da equagdo de movimento do

0 0L

Substituindo os resultados encontrados na Lagrangeana da Eq. (3.23),

campo de bumblebee,

L =/—g] [—%(%Bv — 9yBy,) ("B — 9VB*) + GB*BYRyy — V (ByB* T b?)]

(E.3)
1
=/~ [—5(8qu8“BV — duByd¥B") + 6By ByR* —V (ByB" Fb%)].
Portanto, substituindo os termos derivados na equagao de Euler-Lagrange,
< <
— 0y ==——) =g[206B,R*Y —2V'B* — 9, (d"B* — 0*B")]. E.4
s, (3387 ) = veam . o B
Ap06s algumas manipulagdes algébricas, a equagdo de movimento é
1
\/—__g8”\/ _gBHV — ZVIBV + 2GB”RHV == O, (ES)

em que V' € a derivada em relagdo ao argumento. Assim, assumindo um potencial na forma
(BLUHM; KOSTELECKY, 2005)

V= %(B“Bu T b%)?, (E.6)

pode-se utilizar o conjunto de eqs. [3.25|e [E.I| para determinar a versdo linearizada da Eq. (E.5).
Para tanto, basta tomar os termos da equacao em fun¢ao dos termos perturbativos. Dessa forma,

apos sucessivos cdlculos, tem-se

(ONuy — udy — 4Abuby)BE = —2AKkbybabsh®™ —266%Ray. (E.7)
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Pode-se aplicar o método da funcdo de Green para determinar a solucao de
Ouv@¥* (x—y) = 818W(x ). (E.8)

Pela integral de Fourier no espaco de momentos

1 N
Vo2 wy d* pe— P E-F)gva E.9
) = s [ dpe (») (E9)
c,
1 o
59G—5) = L [atpe i, E10
Notando que,
(ONuy — dudy —4Abyby) = Oy . (E.11)
Obtém-se a funcdo de Green,
vo ( 2+4Ab2)
GV (p __n"_ W P’ p® & (p"b% + p*bY). (E.12)
(7) p*  AAp*(bupH)? p*(bup*)
De modo que, a solu¢@o no espaco de momentos é dada por,
g Kphbabgh® 26y ROM - 20ptbabgR*  GpHR  Gb*R  optbPR E13)

2by pt p? p*bupt Wbup P phaph
n u u 1

Agora, com esse resultado, € possivel ver como o termo cinético do graviton se
modifica pela presenca do VEV b*. Para tanto, faz-se necessdrio linearizar o termo /—g.

Para o auxilio desse cdlculo, serdo utilizadas as igualdades In(det) = tr(log) e det(n +h) =
det(n)det(1+n""h),

V—g= \/_det(nuv +hy,)

:eln( —det(Muy+hy,))
— plain(=det(nuy)der(1+nvuhyy))]

= /—det(1,y) el2der 0 nvulyy)) (E.14)
= —det(n”v)e[%tr(l”(l"‘nvuhuv))}

1 1 1
=/ —det(Muy) {1 5 h = gy + g(h“ﬂ)zl + o).

Portanto, a expansdo de .Z7y em segunda ordem da perturbacio hyy é€,

- 1
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Substituindo By em (E.13)),

1
Ly = E[pbubyh 1 + 5 (bup (H ) = 5 (b P by

1
2
+ P2 buby Y o — (bubypapp +b(upy) biapp))h* h*P]

4£2 2
+ % [(—2p2bubv — 262 pupy +4bup*bapp) — M) RV RS

4A
b’ pupvparg  2bup*pupvbiop (E.16)
+ <2bubvpapﬁ_b(upv)b(apﬁ)+ ,Up\; h_ ";2‘/ eh
PuPvPaPlB ., uv, ap 2 2 2 p4 a \2
PREVIOTP vy, B2p? — (b, p")2+ 2 ) (h
+ ) +(p (up)+4/1(a)

bup*)?
+ <p2bubv _zb”plib(“pv) _}_(I’Lpp)#) hlvllhv)t] +ﬁ>(h3)

Os termos de primeira ordem que aparecem na constante de acoplamento & sdo de
ordem quadridtica de by ao invés de segunda ordem em relagdo ao &. Assim, dada a acdo de

Einstein-Hilbert expandida no espaco de posi¢ao
1 1
Len = oMY Igh% — Iy h*Y oyh + 5auh&“h — 5aOJ#WaO‘hW +0(h), (E.17)

pode-se escrever a Lagrangeana da Eq.(E.16) no espaco de posicdo juntamente com a Eq.
(E.17). Contudo, para determinar o propagador modificado do graviton é conveniente fixar

0 gauge, )
L= - (8uh”" - %th) . (E.18)
Diante disso, pode-se escrever o termo cinético da Lagrangeana na seguinte forma
Lrin = —%hﬂvﬁuvvaﬁhaﬁ, (E.19)
em que,
Ouviap = Huv.ap+ Vuv.ap- (E.20)

O termo %),y op € escrito na seguinte forma

1
Huv,af = E(nuanvﬁ T NupMve — nuvnaﬁ)(_az)v (E.21)

enquanto o termo ”fuv’a p engloba os fatores que contém a Lagrangeana -Z7y. Em posse disso,

tem-se que o propagador do graviton é,

(01T [huy (x)hap) (¥)[0) = Duy,ap (x —y)- (E.22)
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O operador Dy, 4(x —) satisfaz a equagdo de Green, dada por
oM gD (x—y) =i P § (x—y), (E.23)

em que, SHV P = 3 (nhenVP 4 nifnVe).

Agora, € valido ressaltar que o modelo empregado contém modos de NG, que sdo
modos sem massa, como ja comentado anteriormente, além de também possuir os modos mas-
sivos. Assim, como o método apresentado aqui € perturbativo ird ser determinado apenas o
propagador convencional do graviton através do gauge dado por (E.18). Assim, para determi-
nar a equagdo do propagador do graviton é preciso inverter a Eq. (E.20). Utilizando a seguinte

identidade matricial

1 I 1 1 I 1 1_|_1 1+ 1 (E.24)
A"A A A A+B '

A+B A A A+B A
pode-se inverter o operador Jiiw’a p € obter o propagador do graviton no espago dos momentos,

i’nﬂanvﬁ + nﬂﬁnva —_ n.uvnaﬁ ‘

E.25
2 q*+ i€ (E.25)

D" (g) =

Finalmente, a forma explicita de DHV:B — Dg v.op + D’LL‘Y op é,

(DB i [bz (g“ﬁg“v q“qﬁg‘”> +(buCI”)z(g“ﬁg“v—g“Vgﬁ“)—g"‘“gﬁv

+ ]

7> q 2q*
| bud" (P g%gHY +b%qP gtV + bV gt g®P) + bHgqY g*P
2q*
bObHgPY + pPbH gV + bV gPH + pPbY g®H — 2p*pP gHY — A4pHpY g*P
+< o
B 4bHbY g% gP + bBbY g% gt + bV gP gt + bP bt g%gY + b%bH P gv
2q* '

(E.26)
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APENDICE F - DEDUCAO DA EQUACAO DO DESVIO GEODESICO

Em espacgos nao euclidianos a no¢do de paralelismo nao € vista naturalmente como
em espacos planos, ja geodésicas que estao sao inicialmente paralelas podem eventualmente se
cruzar. Isso dd a nogéo de desvio geodésico. Considere curvas inicialmente paralelas. Seja y;(r)
uma familia de geodésicas em que para cada s € R existe uma geodésica parametrizada pelo
pardmetro afim . Tal cole¢@o de curvas define uma superficie x* (s,¢) suave de duas dimensdes
definida em uma variedade M. Em que s e # sdo os parametros que descrevem a superficie. O

vetor tangente a curva geodésica é dado por,

B oxH

H_ 7
T T (F.1)

Além disso, pode-se definir o vetor que mede o afastamento entre duas geodésicas proximas,

isto €, um vetor que aponta de uma geodésica para a outra,

pw_ 9
S 35 (F.2)

Em posse disso, define-se a velocidade relativa entre as geodésicas

VE = (VS
(F.3)
e de maneira andloga a aceleracao relativa entre as geodésicas,
A = (VpV)H
(F4)

Como S e T sao vetores de base do sistema de coordenada, o comutador entre eles
¢ nulo, logo,

Com isso, utilizando-se as defini¢des dos vetores VH, S*, a regra do produto de Leibniz e

calculos algébricos, tem-se a aceleragao,

AM =RK, T TPS°. (F.6)
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Em posse disso e sabendo que A* = %S", tem-se a equacgdo do desvio geodésico,

D2
WS“ =RY,,6T"TPS°. (E7)

A Eq. (E7/) estabelece que a aceleracdo relativa entre duas geodésicas vizinhas é

diretamente proporcional a curvatura.
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APENDICE G - DEDUCAO DA EQUACAO DE PRODUCAO DE ONDAS
GRAVITACIONAIS

O presente apéndice tem a finalidade de determinar a equacgdo geral de uma onda
produzida por uma fonte qualquer. Nesse caso, o tensor de energia-momento ndo serd mais
nulo. Isso implicard em uma perturbacdo que possuird escalares e vetores diferentes de zero,
assim como o tensor de deformac@o s;;. Portanto, a solugdo ndo serd transversal e nem de traco

nulo. Aqui, impde-se o gauge de traco reverso

— 1
huy = hyy — Ehnuw (G.D
em que nome traco reverso é adequado, ja que 47 = —h. No vécuo, distante da fonte, tem-se,
—TT
hyy =hpy. (G.2)

A transformag@o de gauge (4.16)) para Ezz é,

h;iv - h;iv - %h/nuv
= Iy 20,8~ 5P % E (G3)
= Iy +290,,) — R E v
De modo que, escolhendo o pardmetro &, para satisfazer,
D&, =~ (G4
Pode-se definir o gauge de Lorentz, que ¢ o andlogo de dyA* = 0 do eletromagnetismo,

i’ =0, (G.5)

de (G.1)),
1
Ouht” = 20"h. (G.6)

Substituindo (G.6) € huy = hyuy + 3hMuy no tensor de Einstein linearizado,

1
G,UV - E(acavhdu + ao'auhcv - 8,Uavh - Dh,uv - n:uval)&lhpl + n.UVDh)

1 -

(G.7)
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Logo, a equacdo a ser solucionada €,
Ohyy = —167GTy,y . (G.8)
Dessa forma, utilizando o método da funcdo de Green, a solugdo da Eq. (G.8)) é
Ty (67) = 167G [ (2%~ T (57 (G9)

em que,
0,9 (x° —y°) = W (x7 —)°) (G.10)

e o simbolo O, diz que o operado D’lambertiano estd sendo aplicado nas coordenadas x°.Logo,

para ondas avangando positivamente no cone de luz, ou seja, avancando no tempo, tem-se

1

Oy = ————§[|x—7 — =y (" =" G.11
G (x% —y7) yP (¥ =35 = (7 =y)]6(x" =), (G.11)
em que a fungdo degrau é,
1 sex? >y
o(x" —y0) = Y (G.12)
0 Outro lado.
Substituindo (G.11) em (G.9)),
_ 1 o
Ty (67) = 4G | 7y T3 =@ =160 =) T G7)dy. (G.13)

A parte temporal de (G.13]) € facilmente calculada utilizando a propriedade da delta
|81 (60 = O T 6, 9y = Ty (4 =[5 31.9), (G.14)
com xY = 7. Portanto,
iy (x°) =46 | ﬁw _F—].5)d. (G.15)

Definindo o tempo retardado ¢, = ¢ — |X — )|, percebe-se que a Eq. € 0 so-
matério da influéncias das fontes de energia e momento no ponto (f.,y) no cone de luz do
passado. E ressaltado novamente que estd sendo considerado o caso em que a radiacio gravita-
cional € emitida por uma fonte distante do ponto de célculo. A solucdo geral de uma equacgado
desse tipo pode ser obtida através das transformadas de Fourier. Aqui, ird ser computada a

solu¢cdo no dominio da frequéncia e no final serd realizada a transformada inversa para obter a
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solu¢do no dominio do tempo. A transformada inversa para a perturbacao é dada por

oy (@, ) / d1e® T, ;
o s (G.16)
__/dtd3yeia)t uv(t—\x—y|,y)
T X — |
- (1~ 75,5
o Tv(E— =59 -
/ diy e 1 T = (@), (G.17)

Para dar prosseguimento € importante considerar as seguintes aproximacodes: a fonte

¢ isolada, distante e se move em velocidades ndo relativisticas. Portanto, tem-se |X — ¥| = |7,
isto é, a fonte estd localizada a uma distancia radial » do observador; além de que a fonte €
muito menor do que a distancia |7| e a radiacdo emitida possui frequéncias @ suficientemente

pequenas. Dessa forma,

huy(@,%) = ' /d3yﬁw(w,y). (G.18)
A utilizagdo do gauge de Lorentz na transformada inversa
Lﬂ / dody (e T) =0, (G.19)
conduz a seguinte condi¢ao
W= ——aﬁ’v. (G.20)

Ou seja, pode-se trabalhar o restante da solu¢do apenas focando nas componentes do tipo espaco
o restante é recuperado facilmente da Eq. (G.20)). Para tratar as componentes do tipo espago da

solugéo, integra-se por partes
d3 Tij (0] =/d yi]:kj d3 — i d T~ki a’3 G.21
Yy ( 7y) k( ) y y ( k ) Y, ( . )

em que o primeiro de fronteira é nulo, visto que a fonte é isolada. Ademais, como hd a
conservacdo do tensor energia momento d — uTH* = 0, tem-se a partir da transformada de
Fourier no espaco,

— O TH = iTOV (G.22)

Lembrando do carater simétrico, pode-se realizar os seguintes cédlculos,
/d3yT” o,y) /y 8kT’“
=3 /(y T70J +yJT0’)d y (G.23)

10) L.~ .o ~
= % / [0, (Y'Y TO) —y'yd (9,700 dy.
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Utilizando a condi¢io da Eq. (G.22), finalmente,
o w2 .~
/ T (@,5) = - / Yy TGy, (G.24)
Em posse disso, define-se o tensor de momento de quadrupolo,
Ij(t) = / VYTt 5)d. (G.25)

Essa é uma quantidade constante em cada superficie de tempo constante e ela mede
a forma do sistema. O seu célculo é realizado no ponto em que o cone de luz do passado do
observador intercepta a fonte. Desta maneira, a solugdo final no dominio da frequéncia assume

a forma,

- i
Ny (@,5) = —2Gw2677i (). (G.26)

A solucdo no dominio do tempo € recuperada por meio da transformada inversa

— 2G 1
T (1,%) = ———/a’a) ~i0(=1) 2], ()
(G.27)
26 d?
= doe "' [;;(
r dt2 { 277;/ ¢ )} ’
em que, t, =t — r. Finalmente, a solucdo geral é,
— 2G d*I;(t
By (t,%) = —M. (G.28)

rodt?
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