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RESUMO

Neste trabalho estudamos elétrons e buracos em uma monocamada de fosforeno na presenca de
um campo magnético dependente do tempo B(¢) de baixa intensidade. Considerando B(r) =
(0,0, B(t)) e escolhendo o calibre simétrico, A(r,t) = —(1/2)r x B(t), utilizamos o método
de Lewis e Riesenfeld para chegarmos as fun¢des de onda de elétrons e buracos. A partir
das solugdes, calculamos as incertezas, informagdes de Fisher, o valor esperado da energia
mecanica e as probabilidades de transi¢do. Aplicamos os resultados aos campos B(7) = Bok e
B(t) = (B} +B?}cos?(uut))'/?k. As incertezas para o estado fundamental mostram um fenémeno
de compressao dependente da intensidade do campo magnético oscilatério. Para este sistema,
também verificamos que as informagdes de Fisher fornecem medidas de incerteza mais precisas
que os desvios padrdao. No caso do campo magnético de intensidade constante, as energias
variam linearmente com os nimeros quanticos n € m € com By. Como esperado, nenhuma
transi¢do entre estados ocorre pois os estados que descrevem a particula sdo estacionérios. No
caso oscilatério, observamos que a energia oscila com o tempo, aumentando linearmente com os
niveis de Landau n e m e ndo linearmente com o campo magnético. As transicdes (k, ) — (n, m)

ocorrem somente para [ = m. Investigamos também as transi¢cdes de probabilidade (0, 0) —
(n,0)e (1,1) — (2,1).

Palavras-chave: Fosforeno. Materiais bidimensionais. Sistemas dependentes do
tempo. Método de Lewis e Riesenfeld. Niveis de Landau.



ABSTRACT

In this work we study electrons and holes in monolayer phosphorene under a low-intensity
time-dependent magnetic field B(7). By considering B(z) = (0, 0, B(¢)) and choosing the sym-
metric gauge, A(r,t) = —(1/2)r x B(z), we use the Lewis and Riesenfeld method to obtain the
wave functions for electrons and holes. From those solutions, we calculate the uncertainties, the
Fisher information, the quantum-mechanical energy expectation value and the transition proba-
bilities. We apply the results to the fields B(¢) = Bok and B(t) = (B% + B2 cos?(ut))'/?k. The
uncertainties for the ground state show squeezing phenomenon depending on the intensity of
the oscillatory magnetic field. In this system, we also verify that the Fisher information provi-
des more accurate uncertainty measures than the standard deviations. In the constant magnetic
field intensity case, the energy varies linearly with the quantum numbers n and m and By. As
expected, no transitions takes place because the states describing the particle are stationary. In
the oscillatory case, we observe that the energy oscillates in time, increasing linearly with the
Landau levels n and m and nonlinearly with the magnetic field. The (k, /) — (n, m) transitions
take place only for / = m. We also investigate the (0, 0) — (n, 0) and (1, 1) — (2, /) probability
transitions.

Keywords: Phosphorene. Two-dimensional materials. Time-dependent systems. Lewis and Ri-
esenfeld method. Landau levels.
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1 INTRODUCAO

O estudo das propriedades de monocamadas e de varias camadas de materiais bidi-
mensionais tem atraido grande aten¢do desde a produgdo do grafeno em 2004 [1]] devido as suas
possiveis aplicacdoes em nanoeletronica. Ao longo dos ltimos anos, diversas outras monoca-
madas de cristais foram desenvolvidas, tais como siliceno [2, 3], germaneno [4]], estaneno [S)] e
os dicalcogenetos de metais de transicao [6, [7]. Recentemente, o fosforeno, uma monocamada
de fosforo fegro [8, 9], tem sido extensivamente estudado.

O fosforeno foi obtido pela primeira vez em 2014 através do método de esfolia-¢ao
mecanica [10] . Nesta técnica, camadas de cristais de fosforo negro sao obtidas por meio de fitas
adesivas. Em seguida, a amostra presente na fita € transferida para um substrato de diéxido de
silicio, SiO,, pressionando-se a fita contra o substrato. Essa € a mesma técnica que foi utilizada
por Novoselov et. al. na producdo do grafeno em 2004 [[1], e que s6 € possivel gracas as forcas
de van der Waals que dominam as interacdes entre as camadas no bulk desses materiais.

O Fosforo Negro é um semicondutor com gap direto de 0.3¢V em seu estado de
bulk [11-13]. O valor desse gap aumenta a medida que a espessura do filme de Fésforo Negro
diminui, alcancando 2eV para a monocamada de fosforeno. Esse comportamento € devido
ao efeito do confinamento quantico. Por causa de sua estrutura, o fosforeno exibe propriedades
Opticas, elétricas, mecanicas e de transporte dependentes da dire¢ao desejaveis para a fabricacao
de baterias [14, [13]], transistores [12} |13} [15] e sensores [16]. Sob o ponto de vista tedrico,
vérios outros estudos investigam o comportamento de monocamadas de fosforeno na presenca
de campos elétricos e magnéticos.

Em 2015, Zhou et. al. [17] investigaram os niveis de Landau e as propriedades
de magneto-transporte de uma monocamada de fosforeno, quando na presenca de um campo
magnético B estatico de baixa intensidade. Considerando B = Bok e o calibre de Landau
A = —Byy, os autores mostraram que as energias da bandas de conducdo e valéncia variam
linearmente com o indice do nivel de Landau n e com a intensidade do campo magnético By.
As divisdes das bandas de conducdo e valéncia e as respectivas funcdes de onda sao diferentes
devido a anisotropia do material. Eles também obtiveram as funcdes de onda para o caso do
calibre simétrico, A(r) = —(1/2)r x B, em termos dos polindmios de Laguerre.

Também em 2015, Zhou et. al. [18] estudaram os niveis de Landau e a condu-
tividade magneto-Optica de filmes finos de Fésforo Negro na presenca de campo magnético
estatico. No modelo estudado, os autores utilizaram a técnica de Hamiltoniana efetivak- p e a
teoria de resposta linear. Eles também estudaram os efeitos dos acomplamentos de inter-bandas

e intra-bandas usando célculos numéricos e a teoria de perturbacdo independente do tempo.
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Sousa et. al. [[19], em 2017, investigaram o efeito de campos elétricos e magnéticos
nos niveis de energia de elétrons de conduc¢ao confinados em anéis quanticos feitos de fosforeno.
Os autores observaram que as caracteristicas do efeito Stark dependendem da dire¢dao em que
o campo elétrico € aplicado. Eles também mostraram que as oscilagcdes de Aharonov-Bohm na
energia ndo podem ser observadas em anéis confinantes circulares, mas sim, em anéis elipticos
apropriados. Todos esses resultados sao consequéncia direta da anisotropia da massa efetiva do
fosforeno.

Apesar dos extensos estudos sob os pontos de vista eletronico, Optico e termo-
dinamico, existem poucos trabalhos explorando medidas de incerteza e informagcdo em ma-
teriais. Mas, o que € informac¢do? Em 1948, Claude Shannon estabeleceu esse conceito [20]
e definiu-o como tudo aquilo que reduz a incerteza. Essa incerteza € definida para cada con-
junto de elementos que se tenha, constituindo uma medida da variabilidade nesse conjunto, por
exemplo, a variabilidade dos pesos das pessoas de uma cidade. A entropia de Shannon para um

conjunto de elementos discretos X = {x;}, onde cada elemento estd associado a uma densidade
de probabilidade {P(x;)}, é dada por

SX:—iP(xi)lnP(xi). (11)

i=1

Se temos certeza do resultado de um dado experimento, ou seja, se o conjunto X
for constituido de um dnico elemento xi, entdo P(x;) = 1, P(x;) = 0 para i # 1 e a entropia
de Shannon serd nula. Dessa maneira, a entropia de Shannon esta relacionada com o grau de
incerteza e quantifica, portanto, a informagao. Quanto menor for Sy, menor € o grau de incerteza
e maior serd a informacgdo que se tem.

Outra ferramenta poderosa utilizada no mesmo ambito que a entropia de Shannon é
a informacdo de Fisher. R. A. Fisher a estabeleceu em 1925 [21]] como uma maneira de medir a
quantidade de informacao que um observavel X carrega em relagao a um dado parametro 6 para
o qual a densidade de probabilidae de X varia, ou seja, para o qual a densidade de probabilidade
seja uma funcdo explicitade X e 6, P(X, 6).

A entropia de Shannon e a informacao de Fisher t€ém sido utilizadas na busca por
novas relagdes de incerteza em mecanica quantica. Mas qual a diferenca entre as medidas de
incerteza padrdo (desvios padrdo) e aquelas provenientes da teoria da informacao? A resposta
estd nos conceitos de medidas global e local [22] que apresentaremos a seguir. Seja x uma
varidvel aleatdria e continua, cuja densidade de probabilidade é p(x). No contexto da mecanica
quantica, a varidvel x pode referir-se aos autovalores do operador posi¢do. Nesse caso, p(x) dx

representa a probabilidade de encontrarmos a particula entre as posi¢des x € x + dx. Assim, a
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entropia de Shannon referente ao observédvel x é escrita como

So=~ [ plx) In[p(x)) dx. (12)

Por outro lado, a informacao de Fisher para a posi¢do da particula € dada por

Fx:/ﬁ [%p(x)rdx. (1.3)

Como vemos, a informacdo de Fisher F, depende da derivada da densidade de probabilidade,
enquanto que o desvio padrao Ax e a entropia de Shannon Sy, ndo. Consequentemente, a
informagdo F, é mais sensivel ao comportamento pontual de p(x) do que Ax e S,. Por isso,
dizemos que Fy; é uma medida local, ao passo que Ax e Sy sdo medidas globais. Em outras
palavras, F, tem a capacidade de nos fornecer medidas de incerteza mais acuradas que Ax e S,.

Em uma série de artigos [23-25], Nascimento e seus colaboradores estudaram me-
didas de incerteza e de informacdo em sistemas dependentes e independentes do tempo. Em
2016, Aguiar, Nascimento e Guedes [23] obtiveram as fungdes de onda, Y, , «(r,?), para uma
particula carregada, sem spin, e presa em uma armadilha de Penning dependente do tempo.
Para determinar y,, ,, x(r,7), os autores utilizaram o método de Lewis e Riesenfeld [26] e duas
transformagdes unitdrias. Para yg o o(r,?), eles calcularam os desvios padrdo para a posi¢do e
momento. A partir dos desvios padrdo, os autores descreveram condi¢des para a ocorréncia
do fendmeno de compressdao. A compressao em dtomos tem encontrado aplicacdes em tele-
porte quantico, criptografia e codificagao [28-31]. Em seguida, eles mostraram como os des-
vios padrdo para a posi¢ao (Ar) e momento (Ap) estdo relacionadas as respectivas entropias de
Shannon (Sy p) e informacdes de Fisher (F p).

Em 2017, Nascimento, Aguiar e Guedes [24] analisaram os efeitos da ndo comu-
tatividade do espaco e do momento sobre as informagdes de Fisher e entropias de Shannon de
um oscilador harmonico imerso em um campo elétrico dependente do tempo em duas e trés
dimensdes. Utilizando uma transformagdo candnica e o método de Lewis e Riesenfeld [26]],
eles calcularam as funcdes de onda do sistema. Em seguida, obtiveram as informacdes e entro-
pias para o estado fundamental do sistema. Eles observaram que a definicdo de informacgao de
Fisher em espagos ndo-comutativos tem que ser modificada para que as inequacdes de Cramer-
Rao [27] sejam satisfeitas.

Em 2018, Nascimento et al. [25] estudaram as energias (E),), os desvios padrao (Ax,
Ap), as informagdes de Fisher (F, ) € as entropias de Shannon (Sy ;) de um oscilador harmoénico
na presenga de um campo elétrico estatico (€) em um espaco com métrica g, = 1 + yx. Para
essa métrica, o oscilador harmonico simples pdde ser mapeado no potencial de Morse. No caso

de um oscilador harmoénico em um espago euclidiano, as energias possuem um deslocamento
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devido ao campo. Contudo, ao considerar um espago com métrica g..!, eles observaram dois
termos adicionais nas energias: um que depende somente do fator de métrica 7y, e outro que
depende do produto da métrica com o campo elétrico, y€. Eles também analisaram o compor-
tamento das incertezas, informacdes e entropias em relacdo aos parametros y e €. Através das
informacdes de Fisher, eles obtiveram os comprimentos de Fisher, dx, p, € observaram que essas
quantidades fornecem medidas de incerteza mais acuradas que Ax, p, ou seja, 0x, p < Ax, p.

Ao longo dos ultimo anos, novos tipos de medidas entropicas e de informagao foram
desenvolvidas e aplicadas em outros contextos. Em 2014, Santido e L6pez-Ruiz [32]] calcularam
a complexidade estatistica e a informagdo de Fisher-Shannon para elétrons langados contra
uma barreira de potencial em monocamada de grafeno. Eles observaram que essas medidas
estatisticas assumem seus valores minimos quando a transmissdo através da barreira € total.
Em 2015, os mesmos autores estudaram o mesmo problema em bicamada de grafeno [33].
Diferentemente do caso anterior, eles observaram que a complexidade estatistica e a informagao
de Fisher-Shannon assumem seus valores minimos quando a transmissdo € aproximadamente
nula. Estes resultados evidenciam que as medidas entrépicas podem ser Uteis para discernir
certas diferencas fisicas em sistemas quanticos similares.

Em 2014, Garcia et. al. [34] estudaram o fendmeno de quantum revival em pa-
cotes de onda em grafeno via produto de Fisher-Shannon. Eles observaram que os revivals e
fractional revivals do pacote de onda correspondem a minimos relativos no produto entropico,
sinalizando a retomada do comportamento quasi-cldssico do pacote de onda.

Em 2015, Calixto e Romera [35] propuseram um novo método para indentificar
transi¢des de isolantes topoldgicos para isolantes de banda em siliceno, na presenga de campos
elétricos e magnéticos, através da entropia de Rényi-Wehrl dos estados quanticos no espaco de
fase. Outros trabalhos relacionando conceitos de informacdo entrépicos e transi¢des de fase
quanticas podem ser encontradas nas Refs. [36-39].

Neste trabalho estudamos elétrons e buracos em uma monocamada de fosforeno
na presenga de um campo magnético dependente do tempo B(7) e de baixa intensidade. Para
este fim, utilizamos a hamiltoniana presente na Ref. [17], estabelecida por Zhou et. al.. Em
particular, consideramos os campos magnéticos B(r) = Bok e B(t) = (B} 4 B} cos?(ut))'/?k,
que podem ser reproduzidos em laboratério. Este trabalho encontra-se assim dividido: no
Capitulo 2, revemos alguns dos resultados obtidos na Ref. [17]. No Capitulo 3, fazemos
uma breve introducdo as principais idéias e resultados da chamada Teoria de invariantes de-
pendentes do tempo. Em seguida, utilizamos o método de Lewis e Riesenfeld para chegarmos
as funcdes de onda para elétrons em uma monocamada de fosforeno, quando submetidos a
campos magnéticos dependentes do tempo e de baixa intensidade. De posse das fun¢des de

onda, determinamos as incertezas, as informacdes de Fisher, os valores esperados da energia
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mecanica e as probabilidades de transicdo. Neste ponto, vale a pena ressaltar que ndo existem
estudos de medidas de incerteza e informacao para elétrons em fosforeno na literatura cientifica.

No Capitulo 4, apresentamos alguns comentarios finais.
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2 MONOCAMADA DE FOSFORENO NA PRESENCA DE CAMPO MAGNETICO
INDEPENDENTE DO TEMPO

A equacdo de Schrodinger independente do tempo para um sistema quantico € es-
crita como
HY =EVY, 2.1

onde H ¢é a hamiltoniana que descreve a dinamica do sistema e W s@o as suas autofuncdes. Se
o sistema em questao é constituido por elétrons/buracos em uma monocamada de fosforeno na
presenca de um campo magnético de baixa intensidade, H é aproximada por [[17]]

Eot} (had+ba?) 0

Moy Y

0 B} (a4 iin?) |

My °7Y

H = (2.2)
onde w = (7, Ty) = (px — €Ay, py — eA,) é o momento generalizado, e é a carga elementar,
A = (Ay,Ay) € o potencial vetor magnético, mey, mey, My € My, sdo massas efetivas relacionadas
a massa do elétron livre m, (mey = 0.167me, me, = 0.848m,, m,, = 0.184m,, m,, = 1.142m,)
e E. =0.34¢V (E, = —1.18¢V) é o valor minimo (mdximo) da banda de condugio (valéncia).
Nesse caso, ¥ = [y* l//V]T, com y° (y") correspondendo a func¢des de onda associadas a am-
plitudes de probabilidade de elétrons de conducdo (valéncia). O subscrito T acima significa
transposta de |...].

Consideremos um campo magnético estatico aplicado na direcdo z, B = (0, 0, By).
Escolhendo o calibre de Landau A = (—yBy,0,0), podemos mostrar que a equagdo matricial

(2.1) equivale as equacdes diferenciais desacopladas

1 1

5 [mcx (px+ eyBo)2 + mcypi] II/C(I') = (E —Ec)lllc(r>7 (2.3)
1711 B2 1 5 y  (E_E , 5
5 [mvx(Px+ ey 0) +mvypy] v (I‘) = —( — v)ll/ (I‘) 2.4)

Foquemos na Eq. (2.3). Supondo uma solug¢do do tipo

ye(r) = UFC(y), (2.5)

podemos expressd-la na forma

vy 4 ey ( eBy )2 (y+@>2
2mey 2\ /Mgy eBy

que é a equacdo de autovalores de um oscilador harmdnico deslocado de —fik, /eBy e de frequéncia

F(y) = (E —E.)F(y), (2.6)




. 1/2 . . .
angular classica @ = (eBo / /mcxmcy) / , cujas solucgdes sao bastante conhecidas.
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Observe que a Eq. (2.3) se reduz a Eq. (2.4) sob a mudanga mc, — myy, mey —

myy, E —E. — —(E — E,). Portanto, para a escolha do calibre de Landau A = (—yBj,0,0), as

fungdes de onda e suas respectivas energias sdo, respectivamente

onde

J

()=t

n

X Hy,

eBy
h

€BQ
h

mjy

m]'x

n

)1/4

mjy
m jx

(r)

[ye(r) 0],

hie By

1
R — n _|_ — ,
e (173

fie By

1
o (172)

1
V2" n!

. hkx>]7
eBy

exp

2
2h \ mjy eBy

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

com j = ¢ para elétrons de condugdo, j = v para elétrons de valéncia, e onde H,(z) sdo os

polindmios de Hermite. Nas Figs. 1(a)-(b) mostramos o comportamento linear dos niveis de

Landau E, = E,{ — Ej em relagdo a n e By. As densidades de probabilidade de um elétron

(| /4 |2> para alguns valores de n e By sdo mostradas nas Figs. 2(a)-(b).

307 : ]
(a) gofoogA a " "
20¢ Bi=07m R
107 s : : * PO 0 Y
= [ IR : A A .
» 1.1 4
3] 0t iy ST :
~10; T el el
—20t L :
0 2 4 6 8 10 12 14

10: ®

0.0 0.1 0.2 0.3
. By

Figura 1: Comportamento dos niveis de Landau E, = E;; — E;, onde j = ¢, v, em relagéo ao (a) nimero
quantico n para alguns valores de By, € em relacdo a (b) intensidade do campo magnético By para os dez
primeiros estados. Neste grafico consideramos /i = m, = k, = e = 1. Reproduzido de [17].

0.4

0.5
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as()“““\“\ —— 0.6 ‘ ‘ ‘
a ] — (b) A
0.6/ f 1o AN
e~ ] N_O.4;
QE 0.4 5 0.3;
0.2
0.2 :
0.1’ : -.. .,'
0.0 0.0—=~ A

6 <4 -2 o0 2
y y

Figura 2: Densidades de probabilidade para elétrons (|l;/,f|2) nos estados (a) n =0e (b) n =1 com
By = 0.3 (linha sé6lida) e By = 0.7 (linha pontilhada). Neste grafico consideramos 27 =m, =k, = e = 1.
Reproduzido de [17].

Agora, consideremos o calibre de Landau A = (0, Byx,0). Utilizando um raciocinio

andlogo ao que foi realizado anteriormente, podemos mostrar que as funcdes de onda e as

respectivas energias sdo, respectivamente, dadas pelas Egs. (2.6)-(2.9), com
1/4 2
; ; B 1 eBy [m; hk
j __ikyy €bg _¢bo Jx MKy
Yir(r) =e ( nh '\ mjy) \/2n_n!exp [ 20\ mjy X eBy
h mjy eBy

Zhou et al. também apresentaram as fun¢des de onda no caso da escolha do calibre
simétrico, A(r) = —(1/2)r x B, a saber

(2.12)
x H,

onde j =c, v.

we, () = [y, ) o, W, m)=[0 v.,mn]", 2.13)

onde

1/2 1)/ |
l// ( ) F<n+1 / i (1) lm9 ]xx + ]yyZ z
i nL(n+|m|+1) 2h mjy mjx
xexp[ eBo ( mjy 2)] L|m\ [630 ( mjxx2+ mjyy2>}
\/ mjy \/ mjy

0; = arctan {‘ /@X] , (2.15)
My X

comn € N, m € Z, j= cparaelétrons de condugdo, j = v para elétrons de valéncia, e onde L'(z)

sdo os polindmios associados de Laguerre. Na Fig. 3 mostramos as densidades de probabilidade
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de um elétron (| Vim |2) para alguns valores de n, m e By.

Y00l

W)

6/ . i
s |
2 2 E
~ 0 |
-6-4-20 2 4 6 -15-10-5 0 5 10 15
X X

Figura 3: Densidades de probabilidade para elétrons (‘ ‘Vrf,m }2) nos estados (aA)n=m=0e(b)n=m=1.
Neste gréfico consideramos i = m, = k, = ¢ = 1 € By = 0.3. Reproduzido de [17].
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3 MONOCAMADA DE FOSFORENO NA PRESENCA DE CAMPO MAGNETICO
DEPENDENTE DO TEMPO

3.1 Consideracoes iniciais

Comecaremos este Capitulo com uma breve introducao as principais idéias e resul-
tados da chamada Teoria de invariantes dependentes do tempo, formulada por Lewis e Riesen-
feld em 1969 [26]. Em seguida, utilizaremos o método de Lewis e Riesenfeld para chegarmos as
fungdes de onda para elétrons em uma monocamada de fosforeno, quando submetidos a campos
magnéticos dependentes do tempo e de baixa intensidade. De posse das funcdes de onda, deter-
minaremos as incertezas, as informacgdes de Fisher, os valores esperados da energia mecanica e

as probabilidades de transicao.

3.2 Teoria quantica de invariantes dependentes do tempo

Consideremos um sistema quintico descrito pela hamiltoniana H (), cuja depen-
déncia temporal é explitica. A equagao de Schrodinger dependente do tempo para este sistema

¢ dada por

ihalgt(t) — HO (). G.1)

Agora, suponhamos a existéncia de um operador hermitiano que seja explicitamente dependente

do tempo e invariante, ou seja,

=1, (3.2)
dl oI 1
== 7 Tl H] =0 (3.3)

Aplicando a Eq. (3.3) no estado (), obtemos

al 1 1
it — N = 34
= w(t)+ l,hIHy/(t) l_hHh//(t) 0. (3.4)

Combinando as Egs. (3.1) e (3.4), temos que

Iy (1))

OV ()]
! ot

=H(O)[Iy()]- (3.5)
Assim, a ac¢do do operador invariante /(¢) sobre o estado y(¢) produz uma nova solugdo da
equagdo de Schrodinger, Iy(r). Este resultado independe da forma funcional de I(z). Entre-
tanto, a partir de agora, iremos considerar somente operadores invariantes que nao contenham
derivadas temporais. Esta restricdo é tomada para facilitar a escolha das fases dos autoestados

de I(t). Como veremos posteriormente, estes autoestados multiplicados por um fator de fase,
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dependente do tempo e arbitrdrio, serdao solu¢des da equacdo de Schrodinger dependente do
tempo.

Agora, admitiremos que o invariante /() € um operador de um conjunto completo
de observaveis que comutam. Isto implica na existéncia de um conjunto completo de autoesta-

dos ortonormais |A,k;t) de I(z), ou seja,

I(t)|A,kst) = A|A kst (3.6)

(A K 5t

Askst) = 8y 2.0 i, (3.7)

onde A sdo os autovalores de I(t) e k representa os nimeros quanticos necessarios para especi-
ficar os autoestados |A,k;1).

Observe que os autovalores A de invariante sdo reais,
A=A% (3.8)

pois I(¢) é hermitiano. A seguir, iremos demonstrar que A sdo independentes do tempo. Apli-

cando a Eq. (3.3) sobre o autoestado |2 ,k; r), obtemos

Lol

zhE|/l,k;t>—|—IH|7L,k;t)—HI|7L,k;t>:0, (3.9)
que pode ser reescrita utilizando a Eq. (3.6) como

i A er) + IH\L ket) — AHIA ki) = 0. (3.10)

Tomando o produto escalar da Eq. (3.10) com o bra <7L’ ,k'; t|, temos

in(A kst IH|A k) — A (A K 5t

ol
EM,k;t)—k(l',k’;t H|Ak;t) =0, (3.11)
que pode ser reescrita utilizando-se as Egs. (3.6) e (3.8) da forma

. / / aI / / /

ih(A' k ;I|E\l,k;t>+(l — M) (A Kt |H| A kst) = 0. (3.12)
Veja que para A = A/, a Eq. (3.12) reduz-se a

ih(?t’,k/;t|%|l,k;t> =0, (3.13)

para quaisquer k e k.

Por outro lado, derivando a Eq. (3.6) em relagdo ao tempo, temos que

ol 0 A d
5 Rkt H I A k) = S A ki) 4+ A2 k). (3.14)
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Tomando agora o produto escalar da Eq. (3.14) com o bra (A, k; |, chegamos a
al A d
(l,k;t\a\l,k;ﬂ (A, k; t\I |2, kit)y = (l,k;t!EM,k;t}+7L(7L,k;t\EM,k;t>. (3.15)

Combinando as Eqgs. (3.6)-(3.8) e (3.15), obtemos

ar

5= (ki | |7L ki), (3.16)

Por fim, comparando as Eqgs. (3.13) e (3.16), vemos que

A
ST 0. (3.17)

A seguir, investigaremos de que maneira os autoestados do operador invariante /()
estdo relacionados as solucdes da equacdo de Schrodinger. Sabendo que os autovalores do
invariante /() sdo independentes do tempo, Eq. (3.17), podemos reescrever a Eq. (3.14) na
forma

d al
(A =Dz |2 ki) = =4 k). (3.18)

Tomando agora o produto escalar da Eq. (3.18) com (A, k'; ¢

</l/k't| |7th) A(?L’k/t| |7th> </l',k’;t|l%|7t,k;t),

(3.19)
= (/l—l')(?t’,k’;t Jkit).
Comparando as Eqgs. (3.12) e (3.19), vemos que
ih(A —),')(/'L',k’;t|%]7t,k;t) = (A=A Kt HIA k), (3.20)
que para A # A/, reduz-se a
in(A K, t| |7L kit) = (A" K t|H|A, k;t). (3.21)

Enfatizamos que a Eq. (3.21) ndo é vdlida para A = A’. Se essa equagdo fosse
vélida tanto para A # A" quanto para A = A', poderfamos afirmar que o estado |A,k;1) satisfaria
a equacgdo de Schrodinger. Contudo, nao nos esquecamos de que ainda nio fixamos a fase do
estado |A,k;7), de modo que estamos livres para multiplicar o estado |A,k;z) por um fator de
fase dependente do tempo. Desta maneira, podemos definir um novo conjunto de autoestados de
I(t), que evoluem no tempo de acordo com a equac@o de Schrodinger e que estio relacionados

aos antigos estados |A,k;7) através da transformagdo de calibre

A ki) o = e MDA kit (3.22)
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onde oy (1) sdo fungdes reais dependentes do tempo.

Observe que os novos estados |1, k;1) serdo autoestados ortonormais de /() desde
que o invariante nao contenha derivadas temporais, 0 que supomos inicialmente. Assim, pode-
mos escrever a equagdo de autovalores para I(¢) em termos dos novos autoestados da seguinte

maneira
()| A, kit)o = A|A kit (3.23)

Diante dessas observagdes, veja que as Eqgs. (3.8)-(3.20) continuam vélidas em termos dos

novos autoestados, bastando tomar |A,k;t) — |A,k;t) . Consequentemente,

A Kol % Akit)e = (A Kstla H 1A k1) (3.24)

para A # A’. Se ajustarmos as fases o ;(¢) de modo que a Eq. (3.24) seja também satisfeita para
A = A/, garantiremos que os novos autoestados serdo solugdes da equagdo de Schrodinger. Mas
de que maneira determinaremos tais fases? Fazendo o caminho inverso. Como mostraremos a
seguir, podemos determinar oy (#) impondo a validade da Eq. (3.24) para A = A".

A equacgdo de Schrodinger dependente do tempo para os novos estados € dada por
. d
ih_|A kit)a = H(t)[A, kit)a. (3.25)

Tomando o produto escalar da Eq. (3.25) com o bra (A, k’; 7, e utilizando as Egs. (3.7) e
(3.22), chegamos a

dot i Il J
/), — = . _—— . . 326
W k=% = (L Ktlin s — HIA ki) (3.26)

Para que a Eq. (3.26) seja satisfeita, devemos escolher os estados |A,k;t) de tal forma que o
lado direito dessa equagdo seja nulo para k' # k. Essa diagonalizacio é sempre possivel ja que

o operador ifid; — H é hermitiano. Assim, as fases devem ser solu¢des da equagao diferencial

Ak .
da i O . 3.27
= (/l,k,t\zhat H|A k1), (3.27)

uma vez que que os autoestados |4, k; 1) satisfazem a equagdo de Schrodinger.
Por fim, como cada autoestado |A,k;1) satisfaz a equagdo de Schrodinger, pode-

mos escrever a solugdo geral |#) como a combinag@o linear das solugdes, ou seja,
1) = %kaeia‘k(’) A k1), (3.28)

onde Cy sdo coeficientes independentes do tempo.

A teoria de invariantes pode ser utilizada no estudo de osciladores harmonicos com
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massa (m) e frequéncia angular (@) dependentes do tempo, cuja hamiltoniana é dada por

P2 m([)(l)z(t) 2 (329)

onde g e p sdo as varidveis candnicamente conjugadas que satisfazem [g, p] = ihi. Osciladores
harmonicos com massa dependente do tempo t€m sido utilizados no estudo de dissipagdao em
sistemas quanticos [40-52].

Em 1969, Lewis e Riesenfeld [26] deduziram um operador invariante para sistemas
com massa constante e frequéncia angular ® = @(¢). Em seguida, determinaram as solucdes
quinticas para este sistema através da relac@o entre os autoestados de I(z) e as solucdes da
equacgao de Schrodinger. Em 1997, Pedrosa [53] construiu um operador invariante para a ha-
miltoniana (3.29) seguindo o mesmo procedimento de Lewis e Riesenfeld. Posteriormente, Pe-
drosa, Serra e Guedes [54] obtiveram a fun¢@o de onda exata para osciladores harmonicos com
massa e frequéncia angular dependentes do tempo na presenga e na auséncia de perturbagcao
singular. Para chegar as solucdes quanticas, os autores utilizaram o invariante construido an-
teriormente por Pedrosa na Ref. [53]]. A seguir, deduziremos um operador invariante para a
hamiltoniana (3.29).

O invariante construido por Lewis e Riesenfeld [26] tem a forma

[a(t)g* + B(t)p* + (1) {a.p}] . (3.30)

NS

(1) =

onde a(t), B(¢) e () sdo fungdes reais dependentes do tempo, e {g, p} é o anticomutador de

g e p. Derivando a Eq. (3.30) em relac@o ao tempo, chegamos a

dl 1

< =5 |04’ +BP*+ g, ph+2(qgo+ ppP) +C(ap+pitpatap)|. (33D

Combinando as Egs. (3.3), (3.31) e as equagdes de Heisenberg para um sistema descrito pela

hamiltoniana (3.29), a saber,

_ P
1= @)’ (3.32)
p=—m(t)o*(t)q’, (3.33)
obtemos as seguintes relacoes
a(t) —2m()w*(t)¢ (1) =0, (3.34)

B(r)+ 2L =0, (3.35)
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o= Bm0* 1)+ ) = (336)

Podemos reduzir as trés ultimas equagcdes a uma unica equagao diferencial, chamada

de equacao auxiliar do invariante do sistema. Substituindo

B(1) = o>(1), (3.37)

na Eq. (3.35), temos
(t)=—m(t)o(t)o(t). (3.38)

Com o auxilio das Eqgs. (3.37) e (3.38), podemos reescrever a Eq. (3.36) na forma
a =m?* 0’6 +1imc S +m> 6> + m*c 6. (3.39)
Substituindo as Eqgs. (3.38) e (3.39) na Eq. (3.34), encontramos

3mmG? +266m? 4+ 3mmo s + m* 66 + mr6 S + 2mimoct o>

(3.40)
+2m*c?wd 4 4m* 0’6 6 + 1’66 + minc s = 0.
Dividindo a Eq. (3.40) por m? e colocando ¢ em evidéncia, obtemos
. . ) .. .
c (36ﬂ +4607+ 5 +200° 42000+ 6 + c‘;ﬂ> +3 (GZT + 66) =0, (341
m m m m m

que pode ser reescrita em

c|l6—+0w +G+26ww—c—2+6— +(36+20— 6+6—+wo | =0.
m m m m m

(3.42)

Note que
)

6T+6w2+6+26a)w—6m—2+6ﬂ:—(6+ﬂ6+a)26). (3.43)
m m m dt m

Multiplicando a Eq. (3.42) por m*c? e utilizando a Eq. (3.43), temos

d j '
m2635 (6-1- To+ a)zc) + (3606%m* + 2mic?) <6+ 2o+ sz) =0. (344
m m

Sabendo que

d
= (m263) =360°m? 4 2mmo’, (3.45)
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podemos expressar a Eq. (3.44) como

p .
£ [m2c53 (6+ﬂ6+w26>} —0. (3.46)
dt m

Integrando a Eq. (3.46), chegamos a

E+ -6 +0*0 = ——, (3.47)
m m-=o

onde C? é uma constante de integracio arbitréria.

Utilizando as Eqs. (3.37)-(3.39) e (3.47), podemos reescrever o invariante (3.30)

como sendo

2
I(t):% <@) —|—(Gp—m(7q)2], (3.48)

o

onde o (t) satisfaz a equac@o auxiliar (3.47). Finalmente, inserindo a mudanca de escala o (t) =
C1/2p (t) nas Eqgs. (3.47) e (3.48), e tomando C = 1, obtemos

2
1(t) = % [(%) +(pp— qu)2] , (3.49)

como invariante para um sistema descrito pela hamiltoniana (3.29), e
. 2
p+—pP+op=——= (3.50)
m m

como nova equacao auxiliar. A Eq. (3.50) € a conhecida equacdo de Milne-Pinney [535, 156]
generalizada. Qualquer solucdo real dessa equacdo pode ser utilizada para a constru¢do do

operador invariante (3.49).

3.3 Fosforeno na presenca de campo magnético dependente do tempo
3.3.1 Funcdes de onda

A equagdo de Schrodinger dependente do tempo para um sistema quantico € escrita
como

ihdW = H(1)¥, 3.51)

onde H € a hamiltoniana que descreve a dinamica do sistema e ¥ sdo as suas autofuncoes.
Novamente, se o sistema em questdo € constituido por elétrons/buracos em uma monocamada
de fosforeno na presenca de um campo magnético de baixa intensidade, H serd dada pela Eq.
(2.2). Nesse caso, ¥ = [y© IIJV]T, com y* (y") correspondendo a fungdes de onda associadas a
amplitudes de probabilidade de elétrons de condugao (valéncia). O subscrito 7 acima significa

transposta de |...].
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Das Egs. (2.2) e (3.51), obtemos as seguintes equacgoes diferenciais desacopladas

: 1/ 1 1
R Ui e LA UL
: Y v 1 1 2 1 2 Y
iho, ' (x,y,t) — E,2yw’ (x,y,t) = —3 T+ —71y | Y (x, 1), (3.53)
myx nmyy

Considerando B(r) = (0,0,B(t)), escolhendo A(r,z) = —(1/2)r x B(¢) e redefi-

nindo as coordenadas cartesianas como x = (mcy/mex) /4 X,y = (mex/mey)V/4Y, a Eq. (3.52)

torna-se
. ¢ 1o oo 0lt):  Mol(t), 5 5
(lhat_EC)lI/ <X7Y7t): M (PX+PY)_ 2 LZ+ 26 (X +Y ) WC(X,Y,I), (354)

onde Px = —ihd/dX,Py = —ihd /dY, M, = |/Mcinicy, c(t) = eB(t)/M.,L, = XPy —YPx ¢
ol.(t) = e*B*(t)/4M?.

Aplicando a transformacgao unitaria

Ve(X,Y,t) =U,0°(X,Y,t) = exp {i (%Lz/wc(t/)dt’ — %r)] P°(X,Y,1), (3.55)

podemos mapear a Eq. (3.54) na de um oscilador harmoénico bidimensional com frequéncia

angular dependente do tempo, ou seja,
ihd, @ (X, Y1) = H'(1)¢“ (X, Y, 1), (3.56)

onde

M.w? (t
B2+ L 2y (357

H' (1) =
(t) M

O termo exp(iL; [ @.(¢')dt' /2h) da transformagdo unitdria U;, Eq. (3.55), produz rotagdes
apropriadas nos momentos candnicos e nas coordenadas de posicdo, eliminando o termo L, da
Eq. (3.54). Para uma discussao mais aprofundada, veja a Ref. [S7].

O invariante para um sistema descrito pela hamiltoniana (3.57) é dado por

1

I(t) ==

X\> (Y’
> <P_) —|—(—> +(PCPX_Mcch>2+(pcPY—McpCY)2 ) (3.58)

c

que é uma simples extensdo do invariante obtido anteriormente, Eq. (3.49). A fungdo p.(t)
satisfaz a equagdo de Milne-Pinney generalizada (veja a Eq. (3.50))

B 1
M2p}

Pe+ 0 (1)pe (3.59)

Somente solugdes reais de p.(r) sdo aceitaveis para que /() seja hermitiano.
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A equagido de autovalores para o invariante /(¢) (veja a Eq. (3.23)) é dada por
19nm(X, Y1) = Apm§ (X, Y1), (3.60)

onde A, ,, sdo os autovalores discretos independentes do tempo e (@, O p) = Gy Oyt~ As

solugdes da Eq. (3.56), ¢, ,,,, estdo relacionadas as autofungdes @, de I (veja a Eq. (3.22)) por

(prct,m (X7 Y7 t) = CXp[i(anm (t)] (Pn,m <X7 Y7 t) ) (361)
onde as fungdes de fase o, () satisfazem a equagdo (veja a Eq. (3.27))

d 0ty (1) . d ,
T ih l‘_H(t>

! J

- <¢n,m(X7Y7t>

P (X ,Y,t)> , (3.62)

com H'(t) dado pela Eq. (3.57).

Agora, considere a transformacao unitéria

¢12,m(X>Y7t) =U; ¢n,m<X7Y7t)7 (3.63)
onde
_ CMePe o 0
U, =exp { 2hp, (X +Y )} . (3.64)

Sob esta transformacao e definindo X = p.rcos0,Y = p.rsin 0, a Eq. (3.60) torna-se

2 19 1 92

h2 ’,.2
I/(t) Gmm(l’, 9) = |:—7 <W + ;E + ﬁm) —+ §:| Gn’m(r, 9) = An./m(fn?m(r, 9), (365)

onde I'() = Ual (1)U, r* = (X® +Y?)/p2,0 = arctan(Y /X) e
¢l;,m(X7Y7 t) = picn,m(rae)- (3.66)

O fator 1/p, na equagéo acima faz-se necessério para mantermos a normalizagdo do autoestado
do invariante, @, ,.
Podemos decompor &(r, ) na forma o (r,0) = R(r)®(6), onde ©(8) = ¢™°, com

m € 7. Definindo a nova varidvel u = r? /1 e escrevendo o (u, ) = R(r)®(8) como
o (r,0) = (hu)"™/2e74/2y(1)0(0), (3.67)

podemos reescrever a Eq. (3.65) na forma

9%v(u)
ou?

av(u)
du

u + (|m|+1—u)

1 [ Aum _
- (T — |- 1) W(w) =0, (3.68)
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cujas solucdes sdo expressas em termos dos polindnios associados de Laguerre

v(u) = L™ (), (3.69)
onde N
1 n,n
== | = —1 3.70
n=g (Bl -1), 6.0
comn € N.
Assim, as autofun¢des normalizadas de I(z) séo
[m|+1
Ct1) 772010\ 7 5 ;
XY, 1) = X2 4 y?2)lml/2 gim®

(3.71)

1 1 ml (X24Y?
o | g (e ) 0+ Y (B0,

e os autovalores independentes do tempo sdo escritos como A, ,, = hi(2n+|m| + 1). Podemos

também mostrar que as funcdes de fase sdo dadas por (veja o Apéndice A)

ol (1) = —(2n+ |m| +1) / (3.72)

MCpc )

Observando a Eq. (3.55), vemos que o operador U; atua apenas na parte angular

(0) de ¢y ,,(X,Y,t) = @y ,,(pc7cOs 0, p.rsin6,¢), pois

o.(t')dt' — ?t

(3
e[ L vm) a5}
(

—i 9 E. )} (3.73)

Por fim, utilizando as Eqgs. (3.55), (3.61), (3.71) e (3.73), e retornando as varidveis

originais, obtemos como solugdes normalizadas e exatas da Eq. (3.52)

|m|+1

. Cit1) 772010\ T e, E,
vinet)=lariimen] () e o 51)

cx Mey o cx 2 Mey o
D Mc c
(\/mcyx +V ) exp{ 2hPc( l p)(\/mcy V m )]
im¢ 1 ml Mex o Mcy o
L R =2 ]
e |:hp02 ( ey Vo )}

(3.74)
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6y = arctan ( @X) , (3.75)
\ 7y x

As solugdes da Eq. (3.53) sdo facilmente obtidas tomando mie, — —n,, Mey —

onde

comnecNemeZ.

—myy € E. — E,, ou seja,

|m|+1

v - F(n~|—1) 1/2 1 2 iOCV () m ’ ’ Ev
Vym(L,1) = [nl‘ (n+|m + 1) } <hpv) e exp E/wv(l )dt —?t

LI Myy o v Myy >
() o[- (1) (e )]
im@ ylml | L [ [Mx 2 [Myy o

e [hpv2< mvyx " mvxy )}7

(3.76)
onde M, = | /it iy, @,(t) = eB(t) /M,, 6; = arctan <\/Z>:)yc) e
ol (6) = —(2n+ |m| +1) / m (3.77)
com p, satisfazendo a equacdo de Milne-Pinney
m+ﬁmm=M}? (3.78)
vPy

onde @? (¢) = e?B>(t)/4M?>. Para um campo magnético estdtico, as solugdes (3.74) e (3.76)
concordam com as solugdes obtidas por Zhou et al., Eq. (2.13).

Escrevendo a hamiltoniana da Eq. (3.51) no espago do momento, podemos obter as
fungdes de onda no espaco do momento. Seguindo um procedimento andlogo ao jé realizado
(veja o Apéndice B), podemos mostrar que as solugdes quanticas da Eq. (3.51) no espaco do

momento sao dadas por
T T
@ n(P1) = [Zam(®@:1) O], ®(p, 1) = [0 Zuw(@: )] (3.79)

com
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m|+1

. Tn+1) Y2/ 1\ % . (m E;
J (p,1) = — i (1) —/ ()dt' — =Lt
%n,m(p7 ) |:ﬂ_1—~<n+|m’+1):| h,sz e €Xp |1 2 w]( ) 7
|m|
Mjy 5 Mjx 2\ 2> imef|ml | 1 ( Mjy > M jx 2)
)2 pr4 |2 " | — (2L —Jx
( mic"* T\ g > o [hﬁf e\ T
1 A [Mjy 2 [Mjx 2
X exp [—Fﬁjz@—i-lpjijj) ( s L+ m_jypy )
onde M;,w(t),pj(t) e a)lzj(t) sdo quantidades ja definidas, ﬁjz =(1 +p}p2M12~)/pj2 e 91{ =

J
mjx Py
arctan |, /=22 |
[ Mjy PX]

3.3.2 Incertezas e Informagdo de Fisher

(3.80)

Utilizando as fun¢des de onda (3.74), (3.76), e (3.80), chegamos aos seguintes va-

lores esperados (veja o Apéndice C)

; A , N\ 1/2
Yo = Wil | 2| W) = gpf (%) (2n+ |m| +1), (3.81)
, B
2\J i 2 i hi o [ Mjx 1/2
O = Wit || Vi) = 505 (mjy> (2n+ m|+1), (3.82)
2 J i 2 ; h 2 mjx ]/2
<px>n7m - <X147m | Dx |xr]l7m> = Eﬁj (mjy) (21’l+ \m! + 1), (383)
N i |2\ T2 @1/2 (3.84)
<py>n7m_<%”7m|pY|x"7m>_ 2ﬁj i (2n+|m|+1)7 :
Jx
hm = Ohm = (PxVom = (Py)m =0, (3.85)

onde j € c para elétrons de condug¢@o e v para elétrons de valéncia. Como m j, > m j,, vemos que
Ax > Ay para qualquer elétron de condugao/valéncia no estado (, m), enquanto que Ap, > Aps.
Assim, para um dado B(¢), temos de resolver as Egs. (3.59) e (3.78) para obter-

mos as incertezas para elétrons e buracos em uma monocamada de fosforeno. Para um campo
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magnético oscilante, B(t) = (B3 + B} cos?(u1))'/?k, a Eq. (3.58) e sua respectiva solugdo (veja

o Apéndice D) sdo

&2

M2

1N L] 2y PR ey OB 2
el (\W\Mc) { ¢ {8M3u2’ 16M§u2’w}+ > [SMEM’ 16M§u2’“t}(}387’)

onde ¥y = 283 + B2, MC e MS sio as funcgdes par e impar de Mathieu, respectivamente, e W é o
Wronskiano de MC e MS.

Nas Figs. 4(a)-(b) mostramos a dependéncia temporal das incertezas, Ax,y(t) e

pe+ (B§ + B cos*(ut)) pe (3.86)

= 2n3’
MCC

Apy (1), para elétrons de condugdo no estado fundamental. Observamos que Ax,y() e Apy (1)
oscilam com fases opostas. Os pontos de maximo (minimo) de Ax,y(¢) coincidem com os valo-
res minimos (maximos) de B(¢), a intensidade do campo magnético oscilatério (veja a Fig. (5)).
Em outras palavras, quanto maior (menor) a intensidade do campo magnético, mais (menos)
confinada a particula estd. Nas Figs. 4(a)-(b) vemos também que, para By = B] = 1, Ay(t) e
Apy(t) sofrem o fendmeno de compressdo, ou seja, Ay e Ap, sdo menores que 0.707.

Nas Figs. 6(a)-(b) mostramos o comportamento das incertezas em relacdo a By
no instante ¢+ = 0.57. Observamos que Ax,y(Bp) diminuem com o aumento da intensidade
do campo magnético. Por outro lado, Ap, y(By) aumentam com By. No instante t = 0.57, o
fendmeno de compressdao ocorre apenas nos momentos para intensidades de campo magnético

no intervalo 0 < By < 0.5.

1.67(3) ] 1.07\(\b) " - »
14 m s P P N
= ~ N , A ! '\ )
1.2, | &08 e, et Nt
<311.0 | =06 j

0.8 & ]

0.6 7 T N TN N N N

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t t
Figura 4: Dependéncia temporal de (a) Ax(¢) (linha sélida) e Ay(z) (linha tracejada), e (b) Ap,(¢) (linha
solida) e Ap,(t) (linha tracejada), para elétrons de condugdo no estado fundamental . Neste grifico
consideramos i = m, = L = e = By = By = 1. A linha pontilhada representa Ax, y(t) = Ap, ,(t) = 0.707.
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1.5¢
1.4:
1.3¢
Y~
2 1.2
1.1t
1.0;
0.9- : : : : )
0 2 4 6 8 10
t
Figura 5: Intensidade do campo magnético oscilatério B(t). Neste grafico consideramos 4t = By = B} =

1.

300 T ] 0.8¢

(a) — (b)
2.5 1807
m \1\ t ,—”
220 | 5 o6  __--
i\ . Py 0.5’ —————————————
g 13| | R4 —
=

QL0 " 0.3,//,

0.5- ‘ ‘ ‘ ‘ B e ]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

By By
Figura 6: Comportamento das incertezas (a)Ax(By) (linha sélida) e Ay(By) (linha tracejada), e (b)

Apx(By) (linha solida) e Apy(Bo) (linha tracejada), para elétrons de condugdo no estado fundamental.
Neste grafico consideramos i=m, = =e =1, By =0.5 et = 0.57. A linha pontilhada representa
Ax,y(Bo) = Apx.y(Boy) = 0.707.

Agora, analisemos a informag¢do de Fisher para elétrons em monocamadas de fos-
foreno na presenca de campo magnético. A informacdo e Fisher para os observaveis x, y, , py €

Py sdo dadas por [21]

_ L (Inyn))’ B
o=/ [n(x,y,o( I )]dxdy,(w—w (3.88)

= 1 80(pxapy7t) 2 .
Fs_/ Lf‘(x,y,t)< Js )]dp xdPy, (5 = P, Py) (3.89)

, 2
onde N (x,y,1) = Xinm(Dxs py,t)‘ sdo as densidades de probabi-

: 2
Wé,m(xayﬂ‘)’ € l9<pX7pyal) =
lidade no espaco da posi¢do e do momento, respectivamente.

Substituindo as funcdes de onda (3.74), (3.76) e (3.80) nas Egs. (3.88) e (3.89),
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obtemos
. N\ 1/2 , N\ 1/2
Fl(t)= iz (mJX) : Fl(t) = % (@) ’ (3.90)
hpj mj)’ hpj mjx
2 1/2 2 1/2
Fl ()= 2P, (@) / , Fl()= 2P, (E) / , (3.91)
X 222002 . b 222072 o :
h<1+pjijj> mj h(H—pjijj) mjy

como expressoes para as informacdes de Fisher associadas a elétrons e buracos no estado fun-
damental.

Nas Figs. 7(a)-(b) mostramos a dependéncia temporal das informagoes, Fy ,(t)
e Fp.,
informagdes Fy (t) € Fp, (¢) oscilam com fases opostas. Comparando as Figs. 4(a) e 7(a),

(t), para elétrons de condug@o no estado fundamental. Assim como as incertezas, as

vemos que Fy ,(¢) cresce (decresce) nos intervalos de tempo em que Ax,y(r) decresce (cresce).
Em outras palavras, quanto menor (maior) a incerteza em relacio a posi¢ao do elétron, maior
(menor) € a informagao que temos em relacdo a sua localizagcdo. O mesmo pode ser dito em

relagdo aos comportamentos de £, (¢) € Apyy(f) com o tempo.

; ; ‘ ‘ ‘ ‘ 107
4} (a) . ) o (b)
\‘ ’1 \‘ 'I “‘ 'I \‘ 8
_~ ' ! ' ! \ II \\ :«
:;\3 \ N \ / \ ! \ <
< LN SN N S = e
- 24
1’ ] 2, ]
\_/W\ _LesTTTT \‘\_¢"---~\‘~_¢”—--‘\\~_—’
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

Figura 7: Dependéncia temporal de (a) Fy(¢) (linha sélida) e F,(¢) (linha tracejada), e (b) F), (¢) (li-
nha sélida) e F), () (linha tracejada) para elétrons de condugdo no estado fundamental. Neste grafico
consideramos i=m, = =e=Byg=B; = 1.

As informacdes de Fisher produzem os chamados comprimentos de Fisher, medidas

de incerteza poderosas que sdo definidas no espaco da posi¢ao e do momento como [S8]

= \/—F—pa (3.92)

onde Fr = F, +Fye Iy = F), +Fp,. A partir das Eqgs. (3.81)-(3.85) e (3.90)-(3.92), vemos que
os comprimento de Fisher, para esse sistema, nos fornecem medidas de incerteza mais precisas

que Ar,p, i. €., or,p < Ar, p.
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3.3.3 Valor esperado da energia mecdnica

Usando coordenadas cartesianas x como coordenadas generalizadas, podemos es-
crever a Lagrangiana de uma particula de massa m e carga ¢ se movendo em um campo eletro-
magnético como

ng}kz-l—qA-X—ng. (3.93)

Na situacdo mais geral, tanto o potencial vetor magnético A como o potencial escalar elétrico
¢ sdo funcdes de x e t. De acordo com Goldstein et al. [59], a hamiltoniana desse sistema é
a energia mecanica do sistema desde que a energia “potencial” em um campo eletromagnético
seja determinado somente por ¢. Neste caso, 0 momento candnico € escrito como p = mx+ gA
e a Hamiltoniana do sistema é dada por

1
H=—(p—qA(r,1))* +49. (3.94)

Assim, utilizando as Egs. (3.81)-(3.85) e o valor esperado (veja o Apéndice C)

1 1 J h
<—xpy > - (3.95)
Mjy Mjx n,m V M jxi jy

obtemos os seguintes valores esperados da energia mecanica para elétrons de conducao e valéncia,

respectivamente
h 2 232() 2]
Bonl) =Bt 5o {4 g2+ S50 —men) | 90
’ 2(mexmey)/ |
2B 1
E,f.m(t):Ev—#lz{(Zn+|m|—l—l) B2+ B (>p3 —meB(t)}, (3.97)
! 2(myxmyy)t/ |

onde ﬁjz =(1 —|—p]2p12M12-)/p]2.

Novamente, para um dado B(¢), temos de resolver as Eqs. (3.59) e (3.78) para
obtermos a energia mecanica média E, ,,(¢) para elétrons e buracos em uma monocamada de
fosforeno. Primeiro, consideremos o caso estatico B(¢) = Bok. Nesse caso, as solugdes das Egs.
(3.59) e (3.78) sdo

pe = pv=(2/eBy)"/*. (3.98)

Assim, das Egs. (3.96)-(3.98), obtemos o valor médio da energia para elétrons e buracos, res-

pectivamente, como

heBy |m| —m+1
ES =EFE .
n.m C + (mcx mcy)l/z (n+ 2 > ] (3 99)
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lie By |m| —m+1
E . =E, — . 3.100
n,m (mvxmvy)l/z (Vl+ > > ( )

Observe que energias E, ,, ¢ E, ,, variam linearmente com n, m e By. O nimero
quantico m pode assumir qualquer valor inteiro para cada n escolhido. Das Egs. (3.99)-(3.100)
e para um valor fixo de n, temos duas situagdes a considerar. Se m > 0, temos infinitos estados
degenerados. J& para m < 0, temos infinitos estados ndo degenerados. Na Fig. 8 mostramos

Eym= E,’,m —Ej, onde j = c, v, para alguns valores de n, m e By.

30F g
m=0 @ m=-3m *
20 |m2l2e  milss i : Y
10; i . ¢ ]
s : .
3
K08
~10 : : : .
-20} . :
0 1 2 3 4 5

‘ n
Figura 8: Energia E,, ,, = Eil,n — E;, onde j = c, v, para alguns valores de n e m. Neste grafico conside-

ramos h =m, =e¢ =By = 1.

Agora, consideremos o caso do campo magnético oscilante. Na Fig. 9(a) mostra-
mos E, ,(#) deslocadas de —E, para alguns valores de n. Observamos que E} () aumentam
com n e oscilam com o mesmo periodo de oscilagdo do campo magnético oscilante, a saber,
T = n/u. Na Fig. 9(b) mostramos a intensidade do campo magnético oscilatério, B(z). Com-
parando as Figs. 9(a) e 9(b), vemos que a oscilacdo de Eﬁ,o(") reflete o crescimento (decresci-

mento) da interacdo magnética quando o campo magnético cresce (decresce).

6;‘_(5)‘ R L ]
S F 4t
84} ______________ ] [
S [ Q L
Q=R3}—\\ ,’-\\ ,r"\\ ,/"\, 50.6f
Lﬂ \\_’f Sl St
2t s

e L 0.4~ ‘ ‘ ‘ ‘ ]

o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t
Figura 9: Dependéncia temporal de (a) E;,O (t) para n = 0 (linha sélida), n = 1 (linha tracejada) e n =2
(linha pontilhada), e (b) B(r). As energias E,io (1) estdo deslocadas de —E,. Neste gréfico consideramos
h=m,=Uu=e=1eBy=B; =0.5.
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Na Fig. 10 mostramos E§,(By) deslocado de —E, para trés valores de tempo ¢.
Observamos que, diferentemente do caso estético, Ej O(Bo) nao varia linearmente com By. A

regido definida pelas curvas E§,(Bo)| —0 € EGo (B0)| define todos os possiveis valores de

t=m/2
E&O(Bo), j& que o periodo de oscilacao é 7.

1.0

g;o.s
S06 LT
S S

0.4}

R
o
e
e
Pias
-

o
Ptide
....

020 . —

By
Figura 10: Dependéncia de Ef (Bo) em relagdo a By para ¢ = 0 (linha sélida), # = 7/4 (linha tracejada) e
t = m/2 (linha pontilhada). As energias estdo deslocadas de —E,.. Neste grafico consideramos 7 = m, =
u=e=1eB; =0.5.

3.3.4 Probabilidades de transicao

A probabilidade de transi¢ao de um estado inicial 1//,{ ,(r,19) para um outro estado

. . . 2 .
Virm(r,1) (t > 1) é dada por P(Jk,l)ﬂ(n,m) (t) = ’R{hl)%(n’m) (t)| , onde R{k,l)%(n,m) (t) é a ampli-
tude de transigdo (n,m,t|k,l,to), ou
Rl @) :/_m/_mdxdy Wi ()] W (1 00), (3.101)

onde j € c para elétrons de conducdo e v para elétrons de valéncia.
A partir das fungdes de onda (3.74) e (3.76), definindo p(t) = p;, p;(to) = po,j, Pj(t) =

pj,p;(to) = pPo, ;> bem como

(3.102)

Bj(t) = iM; (p; p;aj(t) —Po.;Po,;b3(10)) (3.103)
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31 i1
; 12 [(1)° { T(k+1) 11/2{ T(n+1) }1/2
Ak,l,n,m: 2 2
mpe, p? ATkt 1|+ )| |aT(n+|m[+1)
o) 0 o [_i (% [ o)ar - %tﬂ (3.104)
0

[ 10 E:
X exp {i (5/0 w;(t")dt' — #to)} ;

e usando X = rcos(6) e ¥ = rsin(6{), onde X = (mjy/mjx)"V4x e Y = (mj/mjy) /4y, a

Eq. (3.101) torna-se

Rzlgl)—)(n, (1) 6lm7rAklnm
u
x /O duu' 1)) [ (0)u] L' [62 (10)u] exp{—5 (B (1) + () + b (10)] }

(3.105)
onde u=r’e L,Lm| (z) séo os polindmios associados de Laguerre.
Considerando as func¢des geradoras
is’.Llll [az-(t)u] - exp | —a3(t)u > (Is| < 1) (3.106)
= (1—s)lfi+! (=)
e
i wh L (02 ()] = S S (Iwl < 1) (3.107)
B i (1—w)l+1 J (1—w)|’
B=0
podemos resolver a integral da Eq. (3.105) (veja o Apéndice E) e mostrar que
R{k,l)%(n, )( ) =0 mn.Aklnm
k
k+|l
B 2t a0~
= e (3.108)

[B,-<r> —a§<r>+b5<ro>}”

[B,(1) + (1) + b3 (10)

X

"B+ 20 - B2w)] }

]n+k+|l|+l—p

Observe que as transigdes (k,!) — (n, m) sdo possiveis somente se [ = m. Para
o caso do campo magnético estatico, a probabilidade de transi¢do é P(Jk D (mm) () = O, mOk,n
e nenhuma transico € permitida ja que v ,(r,7) e Wi »(r,t) sdo estados estaciondrios. Con-

tudo, para B(r) = (B} + B} cos?(ut))'/?k, algumas transi¢des ocorrem como mostrado nas Figs.



39

11(a)-(b). DaFig. 11(a) observamos que P(CO7O)—>(}’L7O) (t) oscilacomt e parat = pT = wp/U, com
p=0,1,2, ..., osistema ird permanecer no estado inicial (0, 0). Este comportamento também
reflete a oscilagdo da interacdo magnética e pode ser melhor entendido quando analisamos o
comportamento de AE, (1) = E; (1) — E (¢). A partir da Eq. (3.96), chegamos a

e’ B2 (1) 2} .

h 2
1/2 |:ﬁc + 4 pC

(mcx mcy)

AE,(t) = n (3.109)

Na Fig. 12 mostramos o comportamento de AE,(¢) para n = 1 e n = 2. Esperamos que quanto
maior (menor) for AE,(t), mais (menos) dificil serd de as transi¢des (0, 0) — (n, 0) ocorrerem.
Assim, nos instantes de tempo t = pT = 7p/ L, a particula se encontrard em seu estado inicial
(0,0) pois AE,(t) serd maximo. Da mesma maneira, Plo,0)(1,0) (t) e Pi0.0)>(2,0) (t) atingem
seus valores maximos nos instantes de tempo ¢ em que AE,(¢) é minimo. Também observamos
que a probabilidade para as transi¢des (0, 0) — (n, 0) decresce com n, o que é explicado pelo
fato de AE,(t) ser proporcional a n. Na Fig. 11(b) mostramos P(Cl’ D) (t) para alguns valores

de /. Observamos que F(; )(t) ¢ simétrica em [ e cresce com o aumento de |/|.

2,1
0.4 ‘
(b)
s S03
T 10.2
S 0.4} 6000 W -'
E,_‘ 2 4 6 8 10 -9
o r 0.1
Py | S LA 0.0 | | | |
0 2 4 6 § 10 ™7 2 4 6 8 10
f t

Figura 11: Dependéncia temporal de (a) P(Co.o) L (n0) (t), para as transi¢des n = 0 (linha sélida), n = 1
(linha tracejada) e n = 2 (linha pontilhada), e (b) P(CU) . (2‘1)(t), para as transicdes / = O (linha sélida) e
I = +1 (linha pontilhada). Neste grafico consideramos i=m, = =e=1e By = B; =0.5.
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Figura 12: Dependéncia temporal de AE,(r) para n = 1 (linha sélida) e n = 2 (linha tracejada). Neste

gréfico consideramos i=m, = =e=1e By =B; =0.5.




40

4 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos elétrons e buracos em uma monocamada de fosforeno
na presenca de um campo magnético dependente do tempo e de baixa intensidade. Consi-
derando B = (0, 0, B(z)) e escolhendo o calibre simétrico, A(r,7) = —(1/2)r x B(z), utiliza-
mos o método de Lewis e Riesenfeld para chegarmos as funcdes de onda de elétrons e bu-
racos, Egs. (3.74) e (3.76), respectivamente. O método apoia-se na existéncia de um ope-
rador invariante, hermitiano e sem derivadas temporais, cujas autofungdes podem ser relaci-
onadas as solucOes da equacdo de Schrodinger por meio de um fator de fase multiplicativo
adequado, Eq. (3.26). Como resultado, obtemos as fun¢gdes de onda em termos das solucdes
reais da equagdo de Milne-Pinney generalizada, Eqgs. (3.59) e (3.78). A partir das funcdes de
onda, calculamos as incertezas, informacdes de Fisher, o valor esperado da energia mecanica
quantica e as probabilidades de transi¢do, considerando os campos magnéticos B(7) = Bok e
B(t) = (B} + B} cos?(ut))'/’k.

Mostramos a dependéncia temporal das incertezas, Ax, y(t) e Apy ,(t), e das informa-
¢Oes de Fisher, Fy () e e Fp, (t), para elétrons de condugdo no estado fundamental quando sub-
metidos ao campo magnético oscilatério. Observamos que Ax,y(t) e Apy ,(¢) oscilam com fa-
ses opostas. Também observamos que F; () cresce (decresce) nos intervalos de tempo em que
Ax,y(t) decresce (cresce), o mesmo ocorrendo para Fy, (f) e Apyy(t). Através das informagdes
Fisher, chegamos aos chamados comprimentos de Fisher dr,p, Eq. (3.92). No caso do sistema
estudado neste trabalho, verificamos que or, p fornecem medidas de incerteza mais precisas que
as incertezas padrao Ar,p. Analisamos também o comportamento das incertezas em relacdo a
intensidade do campo magnético oscilante By. Observamos que as incertezas na posi¢ao dimi-
nuem com o aumento de By; ocorrendo o contrdrio para a incerteza no momento. Para certos
valores de By, observamos o fendmeno de compressao.

Para um campo magnético constante, observamos que o valor esperado da energia
mecanica varia linearmente com os niveis de Landau n e m e By. Neste caso, as fungdes de
onda sdo estaciondrias e nenhuma transi¢ao € permitida. Para um campo magnético oscilante,
observamos que o valor esperado da energia mecanica varia linearmente com n e m e nao li-
nearmente com By. O comportamento ndo linear observado provém das solugdes da equacdo
de Milne-Pinney, dadas em termos das fun¢cdes de Mathieu. As probabilidades de transi¢dao
(0,0) — (n,0) decrescem com o crescimento de n, enquanto as para (1,/) — (2,1) crescem

com |/|.
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APENDICE A - FUNCOES DE FASE

Determinemos a fungo de fase o ,(¢) a partir da equagéo

dot, (t J
hL(): Oum(X, Y1) |ih= —H' ()| g (X, Y 1) ), (A.1)
dt ' ot ’
onde ) ( )
M. w7 (t
H' P2+ P2+ — e/ (x2 1 y?), A2
(1) = 2M(X+Y)+ > (X°+Y7) (A.2)
Utlizando a transformacao unitdria
G (X, Y1) = Us @y (X, Y 1), (A.3)
com
iMcPe o 2
U, = X Y A4
s —exp |- 1 12), (Ad)

chegamos a

dag, (1
4% m(0) _ ¢nm1ha+h’)‘xi+h”°+hp°yi+hp° o
dt pe 9X 2P, p. dY (A5)

dt
o h2 2 9> 9 (A N | Y

O primeiro termo (@, ,, |...| 9, ,,) da Eq. (A.5) é nulo. Definindo X = p.rcos6,Y =

pcrsin @, a Eq. (A.5) torna-se

dot, (1) 1
h i = Mp (Oum(r,0) [I'| Gum(r,0)), (A.6)
onde 2 82 0 82 2
h 1 1 r
e =S+ 5= — A7
! 2(8r2+r8r+r2862>+2’ A7)
e

Gpm(X,Y, 1) = picmm(r, 0). (A.8)

C

Utilizando as Egs. (3.65) e (3.70), vemos que
I'Gym(r,0) = (2n+ |m|+1)0nm(r,0). (A.9)

Por fim, substituindo a Eq. (A.9) na Eq. (A.6), e lembrando que o conjunto de
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fungdes oy, (r, 0) € ortonormal, obtemos

dt’

a,f7m(t):—(2n+]m|+l)/0t
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APENDICE B - FUNCOES DE ONDA NO ESPACO DO MOMENTO

Escrevendo a Hamiltoniana do sistema
1(1 .2 1 .2
Ec—|—§<m—cx7fx+m—cy7l'y> 0

0 EV—%<LE§+LE?> ’

Myy Myy °7Y

H =

na representagdo do momento, onde p, = py, py = p, x =ihd /dx ey = ihd /dy, podemos obter
as fungdes de onda W = [x¢ XV]T de elétrons de conducdo (c) e de valéncia (v) no espaco do
momento.

Novamente, da equagdo de Schrodinger dependente do tempo
ihd,¥ = HY, (B.1)

obtemos as seguintes equacgdes diferenciais desacopladas

1 1
n)%‘i‘m 7[5) XC(vapyvt% (BZ)

cx cy

] C C 1
ihdi X (px, Py:t) —EcX(Px,Py:t) = > (

. 1 1 1
lhalwv(pxapyat) _vav(anPyJ) = _E (m ﬂ'—)%_{— m ”}%) XV(anPyJ)~ (B3)
VX vy

Foquemos na Eq. (B.2). Redefinindo os momentos como py = (e /mey) /4 Py e
Py = (mcy/mcx)1/4Py, e aplicando a transformacao unitdria x“(X,Y,t) = U;¢°(X,Y,t), com U;
dado pela Eq. (3.55), podemos mapear a Eq. (B.2) na equagao

1 M., (t
iho,9° (X, Y.1) = ﬂ70§+$%%—%41@¢+ﬂﬂ¢%xnw, B4)

onde X =ihd/dX eY =ihd/dY.
Como abordado anteriormente, o invariante para a Eq. (B.4) é dado pela Eq. (3.58).

As Egs. (3.59)-(3.62) continuam validas na representagdo do momento.

Sob a transformagao unitaria

O (P Py 1) = Us (P, Py 1), (B.5)

onde
iMcpepe
21Pp?

Us = exp (PE+P2)|, (B.6)



44

» L+ pZpim?
B: =7

a equagdo de autovalores do invariante I(¢), I@n m(Px, Py,t) = Apm@nm(Px, Py, t), pode ser redu-

, (B.7)

zida & equagdo de autovalores do operador I’ ()

2

I'(t) opm(P,0) = [—% (aa—; + %88_P + %;—922) + P;] Cnm(P,0) = Ay mOum(P,0), (B.8)
onde Py = B.PcosO, Py = B.Psin 6, I'(t) = U3I(t)U3T,P2 = (P2 +P2)/B?,0 = arctan(Py /Px)
e d’rll,m(PX?PYa t) = (1/Bc)Onm(P,0).

A partir deste ponto, todo o procedimeno € igual aquele realizado na representacdo
da posicao. Novamente, observe que a Eq. (B.2) se reduz a Eq. (B.3) tomando m., —
—Myy, Mey — —myy € E. — E,. Portanto, as fungdes de onda x/,m de elétrons de conducao
(j = ¢) e de valéncia (j = v) no espaco do momento sdao

|m|+1

. Tn+1) 120 1\ 7 . m E;
J 1) = — i%m(?) ' —/ (tdt' — =Lt
Xn,m(p7 ) [ﬂr(n+|m|+1):| hﬁf e eXp |1 2 w]( ) A
|m|
Mjy 5 Mjx 2\ 2 imef piml | 1 Mjy 2 Mjx
s (2224 [ 7GRy Sy B i
( i g ) oo [hﬁf mic T my
1 m; m;
— (14+ip:0:M: Jy 2 hyx 2
xexp[ 2B (1+ip;p;M;) (\/ mi, v T mjypy ’

(B.9)
J 2 o5 : : » 2 _
ond(za ]2\4 j27 @;(t), pj(t), Cim(t) € @f; sdo as mesmas quantidades definidas no Capitulo 3, ; =
14+p5p;M; j ( Mjx Dy
—L5—Le 6y =arctan { /L2 ).
Pj2 P Mjy Px
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APENDICE C - VALORES ESPERADOS

Primeiramente, determinemos
@Y= (W |2 W) (C.1)

Substituindo as fungdes de onda no espaco da posicao, Egs. (3.74) e (3.76), na Eq.

(C.1), chegamos a integral

m|+1
2y —_ Lo+ 1\ (w)l/z
mm gl(n+|m|+1) \ hp? M

oo oo 1
x / / dXdy X*(X>+y?)"exp [—h—pz(x%ryz)

1
W(X%LYZ)

J pJ

¥

(C2)

Tomando a mudanga de varidveis X = p;jrcos6 e Y = p;rsin6, obtemos

m|+1 12 o 2
<x2>j :—F(n +1) pZ 1 " My / / dr r2mi+3 exp _r_2 L f )
o T(n+|m|+1)"7 \ R M jx 0 h "\ h

(C.3)

onde X = (mjy/mjx)_1/4x, Y = (mjx/mjy)_1/4y.

Com a nova mudanga de varidvel { = r? /A, podemos reescrever a Eq. (C.3) em

. n 2 N2 e "
s () SO e

Finalmente, sabendo que

" g =g [plml ] Lot lml 1) o
/()dC@ +1 [Ln (C)} BEYCES) (2n+|m|+1), (C.5)

determinamos <x2>£ , €Omo
j
<)C2 n,m - <l//7{7m |x2 ‘ ll/rjl,m> = Epjz (m_j)yc) (2l’l+ ‘m| + 1). (C6)

Para determinarmos <y2>]]1 o Procedemos da mesma maneira.

Utilizando as fun¢des de onda no espaco do momento, Eq. (3.80), podemos deter-
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minar

<Px>nm o | P2 Xk (C.7)

(B2 = Gt P2 2. C8)

As integrais a serem serem obtidas nas Eqs. (C.7) e (C.8) sdo as mesmas ja resolvi-
das nesse Apéndice.

Para demonstrarmos que

<x>{;,m = <y>;zm <px>rj;m <py>nm 07 (C.9)

basta observar que os integrandos sdo fun¢des impares.

Agora, analisemos o valor esperado

0 1 1 J
= —X _—
m]y py m] ypx - Wn m
Substituindo as fungdes de onda no espaco da posicao, Egs. (3.74) e (3.76), na Eq.
(C.1), obtemos

m|+1
1) = T(n+1) 1 '+( 1 )1/2
xl(n+|m|+1) hpjz MM jy
o oo m| 1 1 -
X dxdy (X*>+Y?) 7 ex [—— (—+iM~‘~) X2 +y? }e—""er
[ () e |- (b ) (0 4?)

Ly

1 1
—XPy — —YDPx
mjy m jx

llfnm> (C.10)

Iml

hpj

1 1 2 2 m| | 1 2 2
— | — =M X Y L, | — (X Y
xexp[ 2hpj (p, I ]p]) ( + )1 thZ ( + )

(C.11)

onde X = (mjy/mj )"V 4x, Y = (mo/m}y)"V/4y, Py = —ihd /0X e Py = —ihd /Y.
Tomando a mudanga de varidveis X = p; rcos 9,?' eY =pjrsin er , vemos que X P, —

YP, = —ihd/d Grj , € podemos reescrever a Eq. (C.11) como

R e (%)m'(mfn— [Car e (<) [k (;)r c12)

Com a mudanca de varidvel { = % /h, a Eq. (C.12) torna-se

[(n+1)

() :F(n—f- im|+1) (

- Zﬁ)l/z /:dC gt [L,'T'(g)r, (C.13)
JXTEIY
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Finalmente, sabendo que

“ e eml =t [pml py]? Z Tt m[+1)
| az g [drio)] - D (C.14)

chegamos a

- hm
O G 1
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APENDICE D - SOLUCOES DA EQUACAO DE MILNE-PINNEY GENERALIZADA

Na Secao 3.2, construimos o operador invariante (/) associado a hamiltoniana que
descreve a evolucdo temporal de um oscilador com massa (m) e frequéncia () dependentes
explicitamente do tempo. Observamos que o operador / pode ser escrito em termos da fun¢do

auxiliar p(t), que satisfaz a chamada equag@o de Milne-Pinney generalizada

m

PO +y(t)p(t)+ @ (1)p(t) = ppySIas (D.1)

onde y = rir/m.

Tomando p(z) = {(¢)y(t), podemos reescrever a Eq. (D.1) como
. . . 1
, . 2\, _
G (28 78) s+ (EHrlrot)y= s (D2)
Escolhendo { de tal forma que
2l +yL =0, (D.3)

obtemos a equacdo diferencial ndo-linear

G+ (28 +7¢) v+ (E+vl+0?)y= @ (D4)

onde {(¢) é dado por
0 =toexp 5 [ rrar ). )

Utilizando o Teorema de Noether, Carifiena e de Lucas [60] demonstraram que as

solucdes da Eq. (D.4) estdo relacionadas as solucdes da equagao diferencial homogénea

: 2
f+(w2—%/—%)f:0. (D.6)
Tal relacdo é dada por [59-61]
V2 2\ 1/2
)’ZW 11f12+12f22if1f2 (41112—m2—c4) ; (D.7)

onde fi, sdo duas solugdes linearmente independentes da Eq. (D.6), W = f; fh—ffiéo

Wronskiano das solugdes fi» € I1 » sdo constantes positivas tais que 41y I > & / m? 4 4,
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APENDICE E - PROBABILIDADES DE TRANSICAO

Determinemos o valor da integral

(II) :/Oooduu”LLl [a?(t)u} LL” [b%(to)u} exp{—g [B;(1) -I-af(t) +b?(to)} }, (E.1)

Primeiramente, definamos

e u
M,y = /O dunl''$ (u,s5) S (s’ exp [ =5 (B +a3 +1%)] . (E2)
onde
S(zs)= Y Lh(2)s™. (E.3)
m=0
Como
! 1 9" & i
L) = = Z Lz , (E.4)
s=0
podemos reescrever a integral (/1) em termos de M; ¢ da seguinte maneira
1 ak+n
e s'=0,s=0
Agora, analisemos M; ¢. Observe que
$(zs) = ~Z L Gsl<) (E6)
Z,S —(1_S)‘l|+lexp | s . .
Utilizando a Eq. (E.6), a Eq. (E.2) torna-se
—(|Z[+1)
(|1 +1) 1 s, ais b
) = —(B; -+ b7) + —— . E.7
S,8 [(I—S)(l—sl)]llHl 2( J+a]+ J)+1—S+1—S/ ( )
Tomando
1 b L(A)(a3)
A=l|+1, d= B; b2+ L , N=—221_ E.8
1] + 2aj( +as+ )+a3(1_s,> (=) (E.8)
na Eq. (E.7), vemos que
a" gy A=D1 (=1)"(1—=4d)"
— M, g =Nd " E.9
ot A—1) (E3)
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Definindo
-2
b? —1)"T(A)(a})™* (A +n—1)!
oo () CUT@NE @ rnnt =10
a; (A—=1)!
cl:aj ! (Bj+a;+Db3), cz:L(B-—I—aZ—I—bZ) (E.11)
b 2p? 2p27 T '
podemos reescrever a Eq. (E.9) na forma
a" nn nm—A—n
WMS7SI :®[cl—(1+cl)s} [c2+(1—cz)s} ) (E.12)
s=0

Assim, obtemos

o (o
sk \ ggn s »

©) ) n—p (A +n—1)!

k { k!n! 7L+n+k p—1)!
s'=0 p=

X (= 1)*(14¢p)" 7P (1 - cz)k_pcz_l_n_(k_p)}.
(E.13)

Por fim, substituindo as Eqgs. (E.8), (E.10), (E.11) e (E.13) na Eq. (E.5), chegamos

k n —p)! p
o= [ ot

[B,(1) — a3(1) + b3(10) |

[B,(1) +a3(0) + B(n)

p=0

P [Bj(t) N a?(t) B b;(to)} k—p } (E.14)

]n+k+|l+1p

X
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Indiretamente relacionados a dissertacao:
1. J. P. G. Nascimento, V. Aguiar e 1. Guedes, Entropy and information of a harmonic oscil-
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