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Resumo

Neste trabalho, usando o método de invariantes de Lewis e Riesenfeld, obtemos as
funcbes de onda exatas para dois sistemas dependentes do tempo: (i) uma particula
carregada sem spin na presenga de um campo magnetico dependente do tempo B(t), e
(if) uma particula carregada sem spin em uma armadilha de Penning dependente do
tempo. Considerando as solugGes quénticas nos estados de mais baixa energia,
conseguimos obter expressdes para as informacgdes de Fisher (F. e F,), entropias de
Shannon (S, e S,) e incertezas em termos de uma fungéo p (e p, no sistema (ii)), que
deve ser uma solucéo real da equagéo de Milne-Pinney. No sistema (i) analisamos trés
configurac@es diferentes de campos magnéticos variaveis no tempo. Observamos que a
desigualdade F.F. <16 é valida para todos os sistemas considerados. Também
observamos fendmenos de compressao nos espagos dos momentos e/ou posi¢des com o0
aumento do tempo. No sistema (ii), obtemos as expressdes analiticas para as incertezas
em termos de duas fungdes que satisfazem equacdes tipo Milne-Pinney. Analisamos 0s
casos estaticos e dependentes do tempo. Para o primeiro, com B(t) = Boke V(t) =V,
observamos que as relacdes de incerteza de Heisenberg e Robertson-Schrodinger sdo
satisfeitas e 0 comportamento das incertezas Ax,y e Apy, p,, quando B, muda indicam a
ocorréncia de fendmenos de compressdo. Para o segundo, com B(t) = (B +
B'cos?*(vt))/? k e V(t) = V, + V'cos?(vt), observamos que Ax,y oscilam no tempo
também indicando a existéncia de estados comprimidos. Relacdes entre as incertezas,
entropias de Shannon e informacgdes de Fisher foram obtidas. Observamos para ambos 0s
casos que a entropia de Shannon para a posigdo, S, e para 0 momento, S, satisfazem a
relagdo S, + S, = 3(1 + Inm), enquanto que o produto dos comprimentos de Fisher
érdp exibe um limite inferior ao produto de incertezas ArAp.

Palavras-chave: Método de Lewis e Riesenfeld; Armadilha de Penning; Informacéao de
Fisher; Entropia de Shannon.



Abstract

In this work by using the Lewis and Riesenfeld invariant method we obtain the exact
wave functions for two time-dependent systems: (i) a spinless charged particle in the
presence of a time-dependent magnetic field B(t), and (ii) a spinless charged particle in
a time-dependent Penning trap. By considering the quantum solutions in the lowest-lying
states, we were able to obtain the expressions of Fisher infrmation (. and £,), Shannon
entropies (S, and S,,) and uncertainties in terms of a c-number quantity, p (and p, in the
system (ii)), which must be a real solution of the Milne—Pinney equation. In the system
(1) we analyze three different configurations of time-varying magnetic fields. We observe
that the inequality F.F, < 16 holds for the systems considered. We also observed
squeezing phenomenon in momentum or/and coordinate spaces with increasing time. In
the system (ii) we obtain the analytical expressions for the uncertainties in terms of two
c-number functions satisfying a Milne-Pinney-like equation. We analyze the static and
the time-dependent cases. For the former, where B(t) = Byk and V (t) = V,,, we observe
that the Heisenberg and Robertson-Schrédinger uncertainty relations are fulfilled and the
behavior of the uncertainties Ax,y and Ap,,p, when B, changes indicates the
occurrence of a squeezing phenomenon. For the later, where B(t) = (BZ +
B'cos?*(vt))/? k and V(t) = V, + V'cos?(vt), we observe that Ax, y oscillate in time
exhibiting a squeezing phenomenon. Relations among the uncertainties, Shannon
entropies and Fisher lengths were stablished. We observe for both cases that the Shannon
entropy in position, S, and in momentum, S,,, satisfy the relation S,. + S, = 3(1 + Inm),
while the product of Fisher lengths §76p exhibits a lower bound than the product of

uncertainties ArAp.

Keywords: Lewis and Riesenfeld Method; Penning trap; Fisher information; Shannon

entropy.
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1. Introducéo

Relacbes de incerteza desempenham um papel fundamental na Mecanica
Quantica, sendo a relacdo de incerteza de Heisenberg [1], ou principio de incerteza, a
mais conhecida. Tal relacdo impde um limite inferior para o produto dos desvios-padroes
(incertezas) da posi¢do e do momentum da particula, o que ndo implica que o observador
ndo tenha habilidade o suficiente para medir simultaneamente com precisdo a posicao e
0 momento de uma particula, mas sim a impossibilidade natural de tal medicdo ser

realizada.

Devido a essa consequéncia necessaria para a formulacdo da Mecanica
Quantica, diversos autores propuseram novas relacdes de incerteza além da celebrada
relacdo em termos dos desvios-padrdes. E neste cenario que a teoria da informacéo se
mostra bastante util e fornece novas relagdes de incerteza escritas em termos de medidas
de informacdo (entropias). Estas novas relagdes sdo conhecidas na literatura como
relacOes de incerteza entrépicas (RIE). A historia das RIE teve inicio no final dos anos
1950 e inicio de 1960, quando Hirschman [2], Bourret [3] e Leipnik [4, 5] descobriram

independentemente a existéncia da seguinte desigualdade
Sy +S, =1+ Inm, (1.1)

onde S, e S, sdo as entropias de Shannon para a posi¢ao e momentum, respectivamente.
Esta medida foi introduzida em 1948 por Claude E. Shannon [6] para resolver problemas
relacionados a engenharia de telecomunicacdes, sendo hoje um dos principais conceitos
da teoria de informacdo. A entropia de Shannon é uma medida da incerteza do valor
obtido por uma variavel aleatoria associada com a quantidade de “informacao” que

obtemos com o conhecimento do valor de tal variavel.

Em 1975, a primeira prova da desigualdade (1) foi dada,
independentemente, por Bialynicki-Birula e Mycielski [7] e Beckner [8]. Desde entdo, a
relacdo de incerteza entrdpica escrita em termos das entropias de Shannon é conhecida na
literatura como desigualdade de Bialynicki-Birula-Mycielski (BBM), sendo expressa

para um sistema D-dimensional na forma

Sy +S, = D(1 + Inm). (1.2)
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Nas décadas seguintes ao famoso trabalho de Shannon [6], algumas
generalizacGes de um ou mais parametros da entropia de Shannon foram propostas, como
por exemplo as entropias de Rényi [9], Tsallis [10] e Sharma-Mittal [11] (para mais
generalizacOes veja a Ref. [12]). Essas novas medidas também foram utilizadas para se

escrever novas RIE generalizadas [13-14].

Além da entropia de Shannon e suas generaliza¢cdes, uma outra medida de
informacdo que também fornece novas relagdes de incerteza é a informacéo de Fisher.
Introduzida por R. A. Fisher [15] em 1925 como uma medida de “precisao intrinseca” em
teoria estatistica, a informagdo de Fisher ¢ uma forma de medir a quantidade de
informacdo que um certo observavel X carrega em relacdo a um determinado parametro
6 para o qual a probabilidade de X varia, isto €, para uma dada densidade de
probabilidade p(X; 9).

Diversas leis da fisica podem ser derivadas e interpretadas tendo como base
a informacéo de Fisher. B. Roy Frieden, a partir do principio da minima informacéo de
Fisher (MIF), derivou a equacdo de Schrodinger [16, 17], a equacdo de Klein-Gordon
(para o caso particular de campos nulos), interpretou a segunda lei da Termodinamica,
derivou a equacéo de onda de Helmholtz e a lei de Maxwell-Boltzmann [16], as equacdes
de Maxwell para a eletrodindmica [17], entre outras. Para Frieden, o MIF tem potencial
para ser um principio unificador da fisica, tanto que nos Gltimos anos, varios autores
estudaram as aplicacbes da informacdo de Fisher na Mecanica Quantica [18-22], em

particular, a direta relagdo com o principio da incerteza de Heisenberg [23-26].

Nos ultimos trinta anos, diversos sistemas quanticos foram estudados sob o
ponto de vista de medidas de informacdo e RIE, sendo maioria dos casos relativa a
potenciais independentes do tempo. Por exemplo, em 1994, Yafiez, Van Assche e Dehesa
[27] calcularam S, e S, para o oscilador harmdnico isotropico e para o atomo de
Hidrogénio em D dimensdes. Eles obtiveram as entropias para o estado fundamental e
alguns estados excitados. Em 1996, Majernik e Opatrny [28] calcularam S, e S, para os
estados estacionarios do oscilador harménico em termos de suas energias e determinaram
a RIE correspondente. A evolucdo temporal de S,, para estados ndo-estacionarios
também foi investigada por eles. Em 2011, Ghasemi, Hooshmandasl e Tavassoly [29]
calcularam S, e S,, para os estados quanticos associados com o hamiltoniano do oscilador

harmdnico com um potencial singular e observaram squeezing (compressao) em S,.



12

Assim como a entropia de Shannon, a informacdo de Fisher pode ser usada
para estimar limites quanticos e o grau de desordem do sistema. Existem diversos
trabalhos sobre informagéo de Fisher de sistemas quanticos independentes do tempo. Por
exemplo, a informacdo de Fisher para sistemas de uma particula sujeitos a potenciais
centrais foi calculada por E. Romera et al. [23]. Eles verificaram que a quantidade de
informagao pode ser expressa por meio de uma forma simples e fechada dos valores
esperados radiais ((r~2), (p?)) no espaco das posicdes, e ({r?),(p~2)) no espaco dos
momenta. Eles aplicaram este resultado em sistemas como o atomo de hidrogénio e o
oscilador harmdnico isotropico, e propuseram que uma nova relacdo de incerteza que
envolve a informacdo de Fisher nos dois espacos complementares esta no mesmo nivel

que a incerteza em funcdo das variancias, proposta por Heisenberg [1].

Em 2010, P. Sanchez-Moreno et al. [26] mostraram que para uma funcédo de
onda 1 (x) definida em um espago de configuracdo D-dimensional e sua respectiva
funcdo de onda no espaco dos momenta ¢(p), 0 produto dos funcionais de Fisher
satisfazem a relagdo de incerteza F,F, = 4D quando 1(x) ou ¢(p) séo reais. Eles
mostraram também que para funcdes de onda complexas e arbitrarias, o produto de
incerteza F,F, ndo admite um limite inferior trivial. Outros interessantes resultados

podem ser encontrados nas Refs. [30-33].

Apesar de ser uma area de pesquisa bastante ativa, sdo pouquissimos 0s
trabalhos envolvendo entropia de Shannon, informacdo de Fisher e sistemas
hamiltonianos explicitamente dependentes do tempo. Até onde sabemos, o primeiro
trabalho sobre este assunto foi publicado em 2011, por Choi et al [34]. Eles utilizaram a
teoria de invariantes de Lewis e Riesenfeld [35] para obter as fun¢des de onda de um
oscilador harménico generalizado e, a partir dessas fun¢des de onda, calcular as entropias
de Shannon e as informacdes de Fisher dependentes do tempo. Eles usaram como
exemplos dois diferentes osciladores: um com massa constante e frequéncia dependente

do tempo e outro com uma massa fortemente pulsante.

O trabalho de Choi et al [34] foi importante por unir essas duas areas de
pesquisas que até entdo ndo haviam sido exploradas juntas: o oscilador harmdénico
dependente do tempo (vide Refs. [36-39]) e as RIE. Isso abriu um novo leque de
possibilidades, sendo uma das mais interessantes o estudo do oscilador harménico

amortecido (OHA) sob o ponto de vista de medidas de informacédo. Tal conexao € possivel
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pois 0 OHA pode ser obtido partindo de uma hamiltoniana explicitamente dependente do
tempo: a hamiltoniana de Caldirola-Kanai (CK) [40, 41]. O oscilador CK foi introduzido
na literatura como um protdtipo para descrever sistemas quanticos dissipativos, para este
oscilador a massa é dada por m(t) = mye?* e a frequéncia é constante w(t) = w,, assim

como o fator de amortecimento, y.

Recentemente, Aguiar e Guedes [42] calcularam as informacdes de Fisher
para o oscilador CK no estado fundamental. E mostraram que o produto das informac6es
de Fisher dos espagos da posicao e do momentum é constante no tempo, mas diminui com
0 aumento da dissipacao, isto é, quanto mais dissipativo for o sistema, maior sera a perda
de informacéo associada a ele. Nesse mesmo trabalho eles também estudaram uma outra

classe de OHA, chamada osciladores de Lane-Emden (LE) (m(t) = myt® e w(t) = wy)

[43-45], onde o fator de amortecimento é agora uma funcéo do tempo na forma y(¢t) = =

t
Dois casos foram estudados, @« = 2 e a = 4, e para ambos, o produto das informacGes de
Fisher cresce com o tempo pois o fator de amortecimento decresce com o aumento do
tempo e no limite que t — oo 0 oscilador LE torna-se um oscilador harménico simples. A
relacdo entre a entropia de Shannon e a informacao de Fisher desses osciladores também
foi obtida. Este trabalho foi de grande valor para a area pois forneceu um contraexemplo
para a conjectura de Hall [46], enunciada em 2000 por M. J. W. Hall, que dizia que o
produto das informacdes de Fisher para estados quanticos puros satisfazia a relacdo

F.E, = 4. O trabalho de Aguiar e Guedes [42] mostrou que para os osciladores
amortecidos 0 < FF, < 4, logo, ndo ha um limite inferior ndo-trivial geral para sistemas

quanticos.

Em uma série de artigos, Aguiar, Guedes e colaboradores [47-49] calcularam
medidas de informacdo de diferentes sistemas quanticos dependentes e independentes do
tempo. Por exemplo, em 2015, eles calcularam as informagdes de Fisher e as entropias de
Shannon de trés diferentes osciladores com comportamento log-periodico [47], e
calcularam as entropias de Shannon, Rényi e Tsallis para um circuito RLC mesoscopico
com componentes dependentes do tempo [48]. Em 2017, Nascimento, Aguiar e Guedes
[49] estudaram um sistema com espaco de fase ndo-comutativo, em duas e trés dimensdes,
na presenca de um campo elétrico dependente do tempo usando medidas de informacao.
Eles generalizaram o conceito de informacdo de Fisher introduzindo uma modificacéo

via relagdes de Cramer-Rao [50]. Em 2018, Nascimento et al. [51], calcularam as
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informacdes de Fisher e as entropias de Shannon de um oscilador na presenca de um
campo elétrico independente do tempo em um espaco deformado com métrica g;xl/z =
1 + yx. Para essa métrica, o oscilador harménico simples mapeia um oscilador de Morse
[52, 53]. Os niveis de energia em fungdo do campo elétrico e do pardmetro y, que estd

associado a deformacéo do espaco, também foram obtidos.

Devido a esse grande potencial de aplicacdo da teoria da informacéo, que se
mostra extremamente Util na descricdo de diversos sistemas quanticos distintos,
resolvemos revisitar nesta tese dois problemas de grande interesse em fisica teorica e
experimental: (i) a interacdo de cargas elétricas com campos eletromagnéticos e (ii) o
movimento de particulas carregadas confinadas em uma armadilha de ions conhecida na
literatura como armadilha de Penning [54]. Ambos os sistemas ja foram extensivamente
estudados desde os anos 1920 considerando campos dependentes e independentes do
tempo, porém, mesmo com essa Vvasta literatura desenvolvida durante os Gltimos 90 anos,
0 estudo desses dois sistemas quanticos com campos dependentes do tempo sob o ponto
de vista da teoria da informacéo ainda nao havia sido desenvolvido. Ademais as solucdes
quanticas de uma particula carregada em uma armadilha de Penning com campos

explicitamente dependentes do tempo ndo haviam sido obtidas até entéo.

Este trabalho est4 organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, obtemos as
funcBes de onda exatas de uma carga elétrica na presenca de um campo magnético
dependente do tempo usando a método de invariantes de Lewis e Riesenfeld (LR) [35] e
calculamos suas respectivas entropias de Shannon e informac6es de Fisher. No Capitulo
3, 0 método de LR é novamente empregado para a obtencdo das funcdes de onda de uma
particula carregada confinada em uma armadilha de Penning com campos dependentes
do tempo, relacdes de incertezas e estados comprimidos sdo também obtidos. E no final

deste trabalho, apresentamos as conclusées e consideracdes finais.



15

2. Carga elétrica na presenca de um campo magnético dependente do tempo

Neste Capitulo apresentamos o0 método de invariantes de LR e o aplicamos
ao problema de uma particula carregada/ion na presenca de um campo magnético
explicitamente dependente do tempo. Obtemos as funcGes de onda e relagdes de incerteza

para o caso geral de um campo magnético na forma B(t) = B(t)z.
2.1 Introducao

A interacdo entre cargas elétricas e 0 campo eletromagnético € um dos mais
interessantes e analiticamente sollveis problemas de Mecénica Quantica. Sua historia
remonta ao final dos anos de 1920 e inicio de 1930, quando Fock [55] e Landau [56]
obtiveram as autofuncdes e autoenergias para um elétron na presenca de um campo
magnético uniforme e constante com e sem um potencial harménico, respectivamente.
Desde entdo, inimeros trabalhos foram publicados nessa area [57-62]. Até o final dos
anos de 1960, todos os trabalhos nesse assunto lidaram apenas com problemas em que a
massa das particulas, as frequéncias de oscilacdo e os campos eram independentes do

tempo.

Foi entdo que Lewis e Riesenfeld (LR) [35] em 1969 estudaram o problema
de um particula carregada se movendo em um campo eletromagnético axialmente
simétrico, consistindo de um campo magnético arbitrariamente dependente do tempo, um
campo elétrico induzido associado e um outro campo elétrico devido a uma distribuicédo
de cargas uniforme arbitrariamente dependente do tempo. Eles obtiveram uma classe de
invariantes explicitamente dependentes do tempo para o sistema, possibilitando que 0s
autoestados e autoenergias dos invariantes fossem calculados. A explicita relacéo entre
0s autoestados do operador invariante e as solucGes da equacdo de Schrodinger foi
também obtida, e eles expressaram essas solucdes em termos de uma funcdo dependente

do tempo, p(t), que € solucdo da equacdo de Milne-Pinney [63, 64].

Apbs o trabalho de LR, diversos trabalhos explorando o mesmo assunto foram
publicados. Por exemplo, em uma série de trabalhos, Malkin, Man’ko e Trifonov [65-67]
construiram estados coerentes, calcularam probabilidades de transicdo entre estados e
obtiveram as funcbes de Green para uma particula carregada na presenca de campos
dependentes do tempo. Em 1970, Holz [68] estudou a evolucdo de estados coerentes de

uma particula carregada na presenga de um campo magnético dependente do tempo e de
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um potencial harménico em D-dimensdes. Em 1989, Dutra e Chang [69], utilizando a
técnica dos propagadores de Feynman obtiveram as funcdes de onda de uma particula
carregada com massa dependente do tempo na presenca de um campo eletromagnético
também dependente do tempo. Em 2003, Schuch e Moshinsky [70] estudaram classica e
quanticamente 0 movimento de uma carga elétrica em um campo magnético uniforme e
constante imersa em um meio dissipativo. A dissipacao foi introduzida por eles por meio
da hamiltoniana de Caldirola-Kanai [71, 72].

As fungdes de onda de particulas carregadas com massa dependente do tempo
na presenca de um potencial harménico e um campo magnético constante e uniforme
foram obtidas usando o método de LR por Maamache et al [73]. Pouco depois, Menouar,
Maamache e Choi [74, 75] modelaram o problema de uma particula na presenca de
campos dependentes do tempo usando uma hamiltoniana de osciladores harménicos
acoplados com massa, frequéncia e parametro de acoplamento dependentes do tempo. Em
2015, Menouar e Choi [76] usando um método hibrido consistindo de &lgebra de Lie e o
método de LR, obtiveram as solugdes quanticas para o complicado problema de uma
particula carregada na presenca de um campo magnético, um potencial harménico e um
potencial singular, todos explicitamente dependentes do tempo. Eles obtiveram um
espectro discreto de estados quéanticos, em contraste com o trabalho prévio de Yice [77],

que obteve um espectro continuo usando um método diferente.

Como pdde ser visto nos paragrafos anteriores, a literature sobre a interacdo
de cargas elétricas com campos eletromagnéticos é vasta. Neste Capitulo nos revisitamos
o0 problema de uma particula carregada sem spin e com massa constante na presenca de
um campo magnético dependente do tempo. As fungdes de onda do problema foram
obtidas usando o método de LR. As relagcdes de incertezas e medidas entropicas foram

calculadas a partir das solu¢cbes da equacdo de Schrodinger.
2.2 Solugdes quéanticas

Considere a seguinte equacao de Schrodinger

ih% = H@OW(0). 2.1)

na qual H(t) é dada por
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(2.2)

comp = —ihV, g e M sdo a carga e a massa da particula, respectivamente, e A(r,t) € 0

potencial vetor magnético.
Considerando o gauge de Coulomb, V-4 = 0, a Eq. (2.1) se torna

; a h? iqh q?
Friuiatry v2¢+ Aa- V)¢+—A2¢ (2.3)

que pode ser simplificada usando o gauge simétrico
1
A= —5T X B(t), (2.4)
com B(t) = (0,0, B(t)). Substituindo a Eq. (2.4) na Eq. (2.3) obtemos

A pitpy  w ) L+ sz( t)
ot 2M 2

(x* + yz)l P(x,y,t), (2.5)

qB (t)

na qual w.(t) = é a frequéncia de Larmor, L, = —ih (x 9 _ yi) € a componente

()

z do momento angular e w?(t) = é uma frequéncia de modulacdo dependente do

tempo.

Para resolver a Eq. (2.5), primeiro considere a transformacao unitaria

Y(x,y,t) = Up(x,y,t) = exp [#Lz J wc(t)dt] o(x,y,t), (2.6)

que mapeia a Eq. (2.5) em uma equacdo de Schrodinger de um oscilador harmdnico
isotropico bidimensional com massa constante e frequéncia dependente do tempo na

forma

09y, D) _ p£+p§+Mw2(t)
T T oM

(x* + yz)l o(x,y,t). (2.7)

Para resolver a Eq. (2.7) usaremos 0 método de invariantes de LR.

Primeiro, note que

Pz + py N Mw?(t)

H'® == 2

(x?2 +v?%) = H,(x,p,, t) + Hy(y, Dy, t). (2.8)
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Para este sistema a equacao de Schrdédinger dependente do tempo € dada por

h% = H'(t)p(t). (2.9)

Considere que exista um operador hermitiano que seja explicitamente

dependente do tempo e invariante, ou seja,

d1—61+1[1H’]—0 2.10
ac ot in-' (210)
e

I=L+1L,=1I" (2.11)

Por questdo de simplicidade, iremos calcular I(t) para um caso
unidimensional, visto que I, - I, quando (x,p,) - (y,p,). Usaremos a notagéo usual
de coordenadas generalizadas (q, p) para escrever H,(t) e I,(t). A teoria nos permite
ainda extrapolar o problema para o caso no qual a massa da particula € uma funcao do
tempo, isto ¢, M = m(t). Embora ndo esteja no escopo deste trabalho, faremos isso para

generalizar o problema, ja que é possivel obter solucdo analitica para esse caso mais geral.

Aplicando a Eq. (2.10) no estado ¢(t), obtemos

dl, al, 1
dt (p(t) = (P(t) + [ q'Hq](p(t) =0

01 1 1
(p(t) + I qHqo(t) + H qlq@ (D),

usando a Eq. (2.9), podemos escrever

d[lqe )]

ih
5t

= H,(O)[I,o@®)]. (2.12)

Podemos ver que I,¢(t) € também uma solucdo da equacéo de Schrodinger,
resultado esse valido para qualquer que seja o invariante. Vamos supor agora que 0
invariante I,(t) ndo contém operadores com derivadas temporais, pois isto facilita a
escolha das fases dos autoestados de I,(t), sendo entdo solucdo da equagdo de
Schradinger estes autoestados multiplicados por um fator de fase arbitrario e dependente

do tempo.
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Admitindo que o invariante I, (t) seja um operador de um conjunto completo

de observaveis que comutam, existe um conjunto completo de autoestados ortonormais
|4, k; t) de I, (t), ou seja

(2", k’; tl/‘{, k; t) = 511/1(5‘,(!,(, (2.14‘)

onde A sdo os autovalores do invariante e k representa 0s niUmeros quanticos necessarios

para especificar os autoestados |4, k; t).

O fato de I,(t) ser hermitiano implica que seus autovalores A sdo reais.

Podemos também mostrar que eles sdo independentes do tempo. Para mostrar isso,

derivamos a Eq. (2.13) em relagdo ao tempo, obtendo
al, 0 oA
— Akt + 1|4k t) = |/1 k; t) +/1 |/1 k; t). (2.15)
at ot
Aplicando a Eqg. (2.10) sobre o autoestado |4, k; t), obtemos
., 0l
‘hﬁ A ks t) + IgHg|A, ks t) — Hylg|A, k; t) = 0
e usando a Eq. (2.13), escrevemos
0l
lhﬁu’ k;t) + I;Hg|A4, k; t) — AHg|4, k; t) = 0. (2.16)
Calculando o produto escalar da Eq. (2.16) com |1, k'; t), ficamos com
. o alq 1oy o0
in(A', k ;t|a|/1,k;t) + (A k' tlIgHg|A, ks t) — A K5 t|Hg |4, ks t) = 0
da Eq. (2.13)
al,
ih(A', k'; t| s |4 k; t) + (A" — DA, k' t|Hy | A, k; t) = 0. (2.17)
Paral = A', aEq. (2.17) torna-se

ih(A, k'; t| |/1 k;t) = 0. (2.18)
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Tomando agora o produto escalar da Eq. (2.15) com |4, k; t), temos
(A k;t o Lk;t)y + (A, k;t|l g Lkity =Nkt 04 Lk t)y+ A4 k;t g Ak;t)
!Flatlll )rlqatlll - Illatlll I’latll!l

e, novamente utilizando a Eq. (2.13), obtemos

(M—(Ak-talqlk-t) 2.19
gc = Whtlgr Akt (2.19)

Podemos ver entéo, das Egs. (2.18) e (2.19), que

or

= =0. (2.20)

Vamos agora investigar como os autoestados de I, (t) se relacionam com as

solucdes da equacdo de Schrodinger. Para isso, vamos rescrever a Eq. (2.15) utilizando o

resultado encontrado na Eq. (2.20), de modo que
0 al,
—1.)— ) = — s t). 2.21
(A=1g) 51k t) = =2 |4k t) (2.21)
Tomando agora o produto escalar da Eq. (2.21) com |1, k’; t), obtemos
A k't 9l Ak;ty=A2A4k'";t g Ak ty— (A k't g Ak;t)
rilatlir - ”Iatll, i;lqatlr;;
0
= (A—A’)(A’,k’;t|g|/l, k;t). (2.22)
Desse modo, usando a Eq. (2.17), a Eq. (2.22) torna-se
0
ih(A — A k'; T A, k;t) = (A=A ), K5 t|Hg A k; t), (2.23)
que para A # A, se reduz a
0
ih(A', k'; t] T |4, k;t) = (A, k'; t|Hg|A, k; t). (2.24)

A Eq. (2.23) ndo permanece valida para A = A, se o fosse, poderiamos
afirmar que o estado |4, k;t) satisfaz a equacdo de Schrodinger. Porém, ainda nédo
fixamos a fase do estado |4, k; t), ou seja, ainda estamos livres para multiplicar o estado

|4, k; t) por um fator de fase dependente do tempo. Sendo assim, definimos um novo
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conjunto de autoestados de I,(t), que evoluem no tempo de acordo com a equagdo de

Schrédinger, os quais estdo relacionados com 0s antigos estados |4, k; t) através de uma

transformacéo de calibre
P () = 0O, k; t), (2.25)
onde 0, (t) sdo funcgdes reais dependentes do tempo.

Os estados ¢, (t) serdo autoestados ortonormais de /,(t) desde que, como

supomos anteriormente, o invariante ndo possua operadores com derivadas temporais.

Assim, em termos dos novos autoestados, a equacéo de autovalores para I, (t) é

Ig(@®) @ (t) = A (D). (2.26)

A Eq. (2.23) com A # A’ continua valida para estes novos autoestados. Sendo
assim, se escolhermos as fases de modo que a Eq. (2.23) também continue valida para
A = A', 0s novos autoestados também serdo solucdes da equacdo de Schrodinger. Entéo,
usando 0s novos autoestados e a Eq. (2.21), obtemos como condicéo

de”‘—uk'-t'ha H, A, k; t) 2.26
ac - ARG Hias = Held ks t). (2.26)

hy
Devemos escolher os estados |4, k; t) de tal forma que o lado direito da Eq.
(2.26) seja nulo para k' # k para que a equacdo seja satisfeita. Como o operador ih% -

H, € hermitiano, essa diagonalizagdo € sempre possivel. Assim, para que 0s autoestados
@ (t) satisfacam a equacdo de Schrodinger, as fases devem satisfazer

a6

hdt

)
= (L k; t]ih =~ Hyl,k; ©) (2.27)

Desse modo, como cada autoestado ¢,,(t) satisfaz a equacdo de
Schrodinger, podemos escrever a solugdo geral como uma combinagdo linear das

solugdes, na forma

p(t) = Z Crce |2, k; t), (2.28)
Ak

onde os C;;, sao coeficientes independentes do tempo.
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Vamos agora aplicar esta teoria para o caso de um oscilador harmdnico onde
massa e frequéncia sejam dependentes do tempo. Para este caso, a hamiltoniana do
sistema é dada por

p>  m(w’(t)q?
m T 2

Hy(t) = (2.29)

onde m(t) e w(t) séo, respectivamente, a massa e a frequéncia do oscilador, e g e p séo

as varaveis canonicamente conjugadas que satisfazem

[q,p] = ih. (2.30)

Escrevendo as equacgOes de Heisenberg para este sistema, encontramos que

q= %. (2.31a)
p = —m(t)w?(t)q?, (2.31b)
resultando na seguinte equacdo do movimento
G +v(®)q+w?*(t)g =0, (2.32)
com
y(t) = % (2.33)

A equacdo do movimento classica para a mesma hamiltoniana (2.29) é

analoga a Eq. (2.32)

G + V(t)QCl + wz(t)QCl =0, (2.34)
onde o subscrito cl indica que a variavel é classica.

Para encontrar as solugfes quanticas exatas para sistemas com Hamiltonianas
explicitamente dependentes do tempo, LR [35] deduziram um operador invariante para
um sistema com massa constante e frequéncia w = w(t) . Seguindo 0 mesmo
procedimento, Pedrosa [78] construiu um operador invariante para a Hamiltoniana dada

pela Eq. (2.29). Na Ref. [39], Pedrosa, Serra e Guedes utilizando o operador invariante
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obtido na Ref. [78] obtiveram funcdo de onda exata do oscilador harménico com massa

e frequéncia dependentes do tempo com e sem uma perturbacao singular.

O invariante construido por LR [35] tem a forma

I;(t) = s [a(t)q® + B(®)p* + {(t){q, p}], (2.35)

N =

onde a(t), B(t) e {(t) sdo funcdes reais dependentes do tempo, e {q,p} é a notacdo

usual do anticomutador de q e p.
Derivando a Eqg. (2.35) em relacdo ao tempo, obtemos

dl,

1 . ,
=3 [¢q? + Bp? + {{q,p} + 2(qqa + pPB) + {(Gp + pq + Pq + qp)], (2.36)

e usando as Eqgs. (2.10), (2.31a) e (2.31b), chegamos nas seguintes relaces

@ —2m(t)w?(t) = 0, (2.37a)
P 0 2.37b
B +m— , (2.37b)
a 2 >
(D)~ Fmer® +{=o. (2.37¢)

Vamos organizar estas trés Gltimas equacdes de modo a obter uma Unica
equacdo diferencial, chamada de equacdo auxiliar do invariante do sistema. Para isto,

primeiro fagamos a substituicéo
B(t) = a?(v), (2.38)
com isso, a Eq. (2.37b) torna-se
{ =-m(t)ao. (2.39)
Agora, das Egs. (2.38) e (2.39), podemos escrever a Eg. (2.37c) como
a = m*w?c? + mmod + m?6? + m?aé, (2.40)
utilizando agora as Egs. (2.37a), (2.39) e (2.40), obtemos

d
o (m?w?c? + mmaé + m?6? + m?aé) + 2m?w?ad = 0, (2.41)
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ou ainda

3mme? + 266m? + 3mmaod + m?66 + m?66 + 2mmo?w? + 4m?clwo

+ 2m?w?06 + m?od + minod = 0. (2.42)

Dividindo a Eq. (2.42) por m? e colocando o em evidéncia, encontramos

0<3—a+40w2+a+2—0w2+20wa)+—20+—0>+3( o +cm>
m m m m m
= 0. (2.43)
Vamos reescrever a Eq. (2.43) na forma
o|—-6+ow*+0+ 2000 ——0+—0 +(30+2—0)(0+—0+w 0)
m m m m m
= 0. (2.44)
Agora, note que

m., o, .om? oom dy om
—0+ow +0+20ww——20+—0=—<0+—0+w a), (2.45)
m m m dt m

entdo, multiplicando a Eq. (2.44) por m?¢? e usando a Eq. (2.45), obtemos

d m m
m2g3 E(6 + Ea’ + a)20> + (3d02m? + 2mmo3) (& + E& + w20> =0, (2.46)

sabendo que
d ;3 L 2.2 . 3
7 (m“c?) = 360°m* + 2mmo”, (2.47)

da Eq. (2.46) podemos escrever
[m (a +—0+w 0)] 0. (2.48)

Integrando a Eq. (2.48), obtemos

m
G+—0+ w?c = , (2.49)

m m2g3

sendo C? é uma constante de integracéo arbitraria.



25

Agora, das Egs. (2.38), (2.39), (2.40) e (2.49), podemos expressar o invariante
dado pela Eqg. (2.35) na forma

=1

na qual o(t) satisfaz a equacdo auxiliar (2.49). Fazendo a mudanga de escalar o(t) =

2
+ (op — ma'q)zl, (2.50)

1
Czp(t) e inserindo-a na Eq. (2.50) e fazendo C = 1, obtemos

1[a)? :
I,(®) = > l(;) + (pp — qu)Zl, (2.51)
e a nova equacao auxiliar
5+ 2 )+ wip = — (2.52)
p mp w"p = m2p3l '

que ¢ a conhecida equacdo de Milne-Pinney [63, 64] generalizada.

Desse modo, qualquer solucdo particular da Eq. (2.52) pode ser usada para

construir um operador invariante dado pela Eq. (2.51).

Observamos aqui, que as Egs. (2.32) e (2.52) e o invariante (2.51), constituem
um sistema de Ermakov [79, 80] para a hamiltoniana dada pela Eg. (2.29). O invariante
dado pela Eqg. (2.51) foi deduzido por Ermakov [81] e Lewis [36, 37], é conhecido na

literatura como o invariante de Ermakov-Lewis.

Construido o operador invariante I,(t), precisamos determinar 0s seus
autoestados e autovalores. Para isto, vamos definir dois operadores dependentes do

tempo, a(t) e at(t), dados pelas relacdes

1/2

a= (%) [(%) +i(pp — mpq)], (2.53a)

= () ()i -mso)] @s)

as quais satisfazem a relagcdo de comutacao

[a,at] = 1. (2.54)
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Vamos escrever g e p em fungéo de a e a', utilizando as Egs. (2.53). Assim,

obtemos que

1\1/2

q= (ﬁ) p(a+ab), (2.55q)

1\"?1/1 L (1
p=1i (ﬁ) [(; — me) a’ — (; + me) a]. (2.55b)
Inserindo as Egs. (2.55) na Eq. (2.51), obtemos
+ 1
1,(6) = h (a a+ E)' (2.56)
Vamos introduzir um novo operador, na forma

N =Nt =qa'q, (2.57)

assim, a Eq. (2.56) pode ser escrita como

1,6 = (N + %) (2.58)

Notemos que, por causa da simples relagéo entre os operadores I, (t) e N(t),
os autoestados normalizados de I, (t) também séo autoestados de N(t), ou seja, 0s |n, t)

sdo autoestados simultaneos de I,(t) e N(t), isto €

N|n,t) = n|n,t), n=0,12,3,--, (2.59)

Iq|n, t) = Ay|n, t). (2.60)

Inserindo a Eqg. (2.61) na Eq. (2.60), obtemos
1
h (N|n, 0 +5n, t)) = A, [n.t),
usando a Eq. (2.59), obtemos que o espectro de autovalores de I, (t) é dado por

A, =h (n + %) (2.61)

Além disso, temos que
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aln, t) = n'?n — 1,t), (2.62a)
afln, t)y = (n+ D2 In + 1,¢t), (2.62b)
(n', tIn, t) = 8,5, (2.62¢)

Note que os operadores a, at e N obedecem a mesma algebra dos operadores
de abaixamento, levantamento e nimero que sdo utilizados para diagonalizar o operador

hamiltoniano do oscilador harménico quantico independente do tempo.

Desse modo, a partir da Eg. (2.51), o operador invariante (2.11) é dado por
1[/x\2 /y\? . . N\2
I(t) =5 l(;) + ([—)) + (ppx — mpx)? + (ppy — mpy)”|, (2.63)

e sua equacdo de autovalor [veja as Egs. (2.13) e (2.60)] €

I(t)(.bn,m (x,y,t) = /1n,m¢n,m (x,y,t), (2.64)

na qual 4, ,, sdo independentes do tempo e ¢, ,, formam um conjunto ortonormal

completo. A relagéo entre ¢, ,,, € @, ., € expressa na forma

q’n,m(x' y,t) = exp[ian,m(t)] d)n,m(x' y,t), (2.65)

com as fases a,, ,,(t) satisfazendo a equagéo

dap,m (1)

h dt

= (bum(x2,0ih 2 = H (O] $nm ey 0). (2.66)

e H'(t) sendo dada pela Eq. (2.8). A partir desse momento voltaremos ao caso de uma

particula com massa constante m(t) = M.

A seguir, considere a transformagao unitaria

¢’n,m(x’ }’» t) = U2¢Tl,m(x' y’ t)’ (267)
com

iMp

—% (x2 + yZ) . (268)
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Sob essa transformacao e definindo x = prcosf e y = prsiné, Eq. (2.64)

agora se escreve

, n2(o9%> 10 1 0?2 r?
I'(t)o(r,0) = Y m‘i‘;a‘Fr—zm +? 0'(1’,9)=/1n’m0'(7‘,9), (2.69)

1H) — to2 _ X2y o 1 (Y
comI'(t) = U,I(t)U,, r* = s , 0 = tan (x)e

qb’n,m(x' Y, t) = %0'(7’; 9). (2.70)

Podemos decompor o (r,8) na foram a(r,8) = R(r)0(0), sendo O(0) =

. - - -7 2
e™® comm =0,+1,+2,+3.... Definindo uma nova variavel u = % e escrevendo

o(u, 8) como
o(u,0) = (h) T e 3v(w)O (D), 2.71)
a Eq. (2.72) se torna
uaafg‘) +(ml+1 -1 a';i”) +%(’1§;’” —|m| - 1) p@) = 0. (2.72)

As solugdes da Eq. (2.72) sdo escritas em termos dos polindbmios

associados de Laguerre, na forma

v(u) = LM (), (2.73)
com
1/Aum
n—5< . —|m|—1). (2.74)
Desse modo, as autofunc¢des normalizadas do operador invariante I(t) sdo
/2 Imi+1 A
n+m]) 1 ! 1\ 2 5 S ml 5 o (EMP
) t = - ) Ar
Pnm (2,3, 0) l[‘(n +ml+Dn (hp2> (% +y7)zexp [(x Ty )<2hp

1 . x?% + y?
_ im@ ylm|
)| e (_hpz ), 275)

enquanto, da Eq. (2.74), os seus autovalores independentes do tempo sdo dados por
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Apm = R(2n + |m| + 1), (2.76)
e da Eq. (2.66), a fase, a,, ,,(t), pode ser exatamente obtida na forma
t 1
an’m(t) = —(Zn + |m| + 1)[0 M—pzdt,. (277)

Finalmente, das Egs. (2.6), (2.65), (2.67), (2.68), (2.75) and (2.77), as fungdes

de onda exatas da Eq. (2.5) séo escritas como

/2 |m|+1
m+|m]) 1 ! 1\ 2 m

) ;t = - ) | — t —i 2

1 Iml iMp

+ |m| + 1)f0 Mp? dt l (x2+y2)z exp [(xZ +y2) (%

1 . x% + y?
_ lm9L|m| ) 27
thz)] ¢ i hp? (2.78)

2.3 Relagdes de incertezas e RIE

Consideremos 0 caso em que n =m = 0. Assim, Yy,(x,y,t) € sua

transformada de Fourier sdo dadas, respectivamente, por

( t)_(l)”( 1 )5 iao(® [( 2, 2)<iMﬂ 1 )] -
Yooy =(2) (752) ¢ exp | +yI\ 57~ arez)) 79

1
N2, 1\z . (14 iMpp)
oo(Px Py ) hp? p (1 + M2p2p?)

—iaoo (t) — 2
~ e exp l (p2

(1+iMpp)
2(1+ M?p2p?)|

+p3)p? (2.80)

Da Eqg. (2.79) obtemos as seguintes relacfes de incerteza (with A = 1)

(x) = (y) = (px) = (py) =0, (2.81)
p?
@) === (2.82)
+ M2p2p2

(p2) = (p3) = o (2.83)
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(1 + MZ p2)1/2
2

1
AxAp, = AyAp, = > > (2.84)

ArAp = (1 + M?p?p?)V/2 > 1. (2.85)

As entropias de Shannon para os espagos da posi¢ao (S,) e momento (S,)
com densidades de probabilidades D -dimensionais continuas, o(r,t) = [ (r,t)|? e

y(p,t) = |®(p,t)|? sdo, respectivamente, dadas por [82]

5:(0) = - [ o0y nleGr, 01 d?r, (2.86)

%@)=—fywiﬁﬂﬂn0hpn 2.87)

Por outro lado, as informacGes de Fisher para a posi¢do (F,.) e momento
(F,) séo dadas por [83]

(Vo) )
F;- = fwd r, (288)

f [V, (p, t)]

2.89
Yo, t) (2589)
No estado n = m = 0, encontramos as seguintes relacdes
S.(t) =1+ Inm + In(p?), (2.90)
1+ M2p?p?

S,(t) =1+ Inm+In <%), (2.91)
4

() = —, (2.92)
p

) = — P 2.93
p _1+M2p2p2' ( : )

Note que as Egs. (2.90) e (2.91) satisfazem a relagdo de incerteza entropica
de Bialynicki-Birula-Mycielski (BBM) [7]

Sy + S,(®) = 2(1 + Inm) + In(1 + M?p?p?) = 2(1 + Inm),  (2.94)
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e o produto das informagdes de Fisher é

16
F;.(t)Fp(t) = 1+M—2p2p2 < 16. (2.95)

Para uma dada frequéncia w(t), obtemos as incertezas, S,.(t), S,(t), F.(t)

and F, (t) resolvendo a Eq. (2.52), neste caso especifico, com m(t) = M, isto €,

p+ w?(t)p = : (2.96)
( M2p3

De acordo com a teoria de LR [35] apenas solucdes reais de p(t) séo

aceitaveis.
2.4 Resultados e discussoes

Considere trés diferentes casos: (i) w?(t) = Bye "¢, (ii) w?(t) = By +
cos?(vt) e (iii) w?(t) = B, — kt.

Para o caso (i), a Eq. (2.96) e sua solucdo séo dadas, respectivamente, por

j+ Boe Vtp = er (2.97)
1/2
T \1/2 2./Bye"t/? 2./Bne~Yt/?
p= <_) {]g l—" l + Y2 I—" l} , (2.98)
My Y Y

sendo J, e Y, as v-ésimas funcdes de Bessel e de Neumann, respectivamente.

Nas Figs. 1 (a)-(d) mostramos os comportamentos de F.(t), F,(t), S,.(t) e
Sp(t). Observamos que F.(t) (S,(t)) decresce (cresce) com o aumento do tempo,
indicando que a precisdo em predizer a localizacdo da particula esta diminuindo
(aumentando) com o tempo. O comportamento de F,(t) (S,(t)) é o contrario, como
deveria ser, para que as relagfes (2.94) e (2.95) sejam satisfeitas. Note que uma frequéncia
nessa forma indica que a particula estd na presenca de um campo magético com um
decaimento exponencial, logo, a medida que o tempo passa, 0 campo fica cada vez menor
e 0 aprisionamento da particula tende a desaparecer, o que explica 0 comportamento das
medidas de informacdo. Na Fig. 2, com 0 aumento do tempo, Ax e Ay ficam maiores que

0.707, enquanto Ap, e Ap,, ficam menores que 0.707. Isto indica a existéncia de estados
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comprimidos neste caso, com a compressdo se dando nas coordenadas do espaco do
momento.

(a) 4 © *F

E.(t)
Sy(t)

Figura 1. Comportamentos de (a) F,.(t), (b) F,(t), (c) S,.(t) e (d) S, (t). Nesta figura usamos M = B, =

y =1
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Uncertainties

0.0

Figura 2. Comportamentos de Ax and Ay (linha solia), Ap, e Ap,, (linha tracejada). Nesta figura usamos
M=By=y=1.

Nas Figs. 3 (a) e (b) mostramos o comportamento de F.(t)F, (t) e S,.(¢) +

Sp(t). Observamos que F.(t)E,(t) (S,(t) + S, (t)) diminui (aumenta) com o aumento do

tempo. O produto F.(t)FE,(t) € inicialmente < 16 e tende a zero quando t — oo.
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S-(E) + Sp(t)

Figura 3. Comportamentos de (a) F.(t)F,(t) e (b) S,.(t) + S,(t). Nesta figura usamos M = B, =y = 1.

Para o caso (ii), a Eq. (2.96) e sua solucdo s&o, respectivamente,

" ) 1
p+ (BO + cos (vt))p = M2—p3' (2.99)

(M 1/2{Mcz 1+2B, 1 t]+MSZ 1+2B, 1 t]}l/z 2100
p= [W| vz g2 vz g2’ ,(2:100)

com MC and MS sendo as fun¢Bes de Mathieu par e impar, respectivamente, e W o
wronskiano de MC e MS.

O comportamento de F.(t), E,(t), S,(t) e S,(t) sdo mostrados nas Figs. 4

(a)-(d). Observamos que as informacgoes de Fisher e as entropias de Shannon nos espagos
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da posicdo e do momento oscilam com o tempo, alternando pontos de incerteza maximas

e minimas. Estados comprimidos surgem em ambos 0s espagos, como mostrado na Figura

5.

F.()

F,(0)

[
T

L
T

8 10

t

Sp(t)

(€) 24 i

S,(t)

@

Figura 4. Comportamentos de (a) F.(t), (b) F,(t), (c) S, (¢) e (d) S, (t). Nesta figura usamos M = B, =

Incertezas

v=1.

[T 8

Figura 5. Comportamentos de Ax e Ay (linha continua), Ap, € Ap,, (linha tracejada). Nesta figura usamos

M=B,=v=1
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Nas Figs. 6 (a) e (b) mostramos os comportamentos de F.(t)FE,(t) e
Sy(t) + Sp(t), respectivamente. Observamos que F.(t)F,(t) é inicialmente igual a 16

(minima incerteza), tende a um valor minimo (maxima incerteza), e entdo retorna ao valor
16. Isto ocorre indefinidamente.

16.0F

EanY
o
o

F.(t)E,(®)

-

P

=
T

S-(t) + S, (1)

430

t

Figura 6. Comportamentos de (a) F.(t)E,(t) e (b) S,.(t) + S, (t). Nesta figura usamos M = B, = v = 1.

Para o caso (iii), a Eq. (2.96) e sua solucdo s&o, respectivamente

) 1
p+ (BO - kt)p = Mz—ps, (2101)

1/2 —By + kt —By + kt)'/?
p=( " ) { 2 0—]+Bi2 0—]} , (2.102)

MKk1/3 k2/3 2/3

sendo Ai e Bi funcdes de Airy.
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O comportamento de F.(t), F,(t), S,(t) e S,(t) sdo mostrados nas Figs.
7(a)-(d). Observamos que as informacdes de Fisher e as entropias de Shannon apresentam
comportamentos idénticos aqueles exibidos no caso (i) parat < 10. Quando t —» 10 a
incerteza no espacgo da posicdo € maxima, indicando que a particula se torna livre. Nesse

caso também observamos o surgimento de estados comprimidos no espaco da posi¢édo
(veja Fig. 8).

E.(t)

@

Sp(t)

Figura 7. Comportamentos de (a) F.(t), (b) F,(t), (¢) S,(t) e (d) S,(t). Nesta figura usamos M = k = 1
and B, = 10.
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Incertezas

Figura 8. Comportamentos de Ax e Ay (linha continua), Ap, e Ap,, (linha tracejada). Nesta figura usamos

M=k=1eB, = 10.

Nas Figs. 9 (a) e 9+(b) mostramos o comportamento do produto das
informacdes de Fisher (E.(t)F,(t)) e da soma das entropias de Shannon (S,.(t) + S,(t)).
Observamos que F.(t)F,(t) (Sy(t) + S,(¢)) diminui (aumenta) com o aumento do
tempo. O produto F.(t)F,(t) é inicialmente 16 e tende a um valor minimo (maxima

incerteza) quando t — 10. Neste limite 0 campo magnético tende a zero e a particula se

torna livre.
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(b) 4310[° ' ' '

4305¢

4300

Sr(®) + S5,(t)

Figura 9. Comportamentos de (a) F.(£)E,(t) e (b) S,.(t) + S,(t).
B, = 10.

Nesta figurausamos M =k =1e

39
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3. Carga elétrica em uma armadilha de Penning dependente do tempo

Neste Capitulo aplicamos método de invariantes de LR ao problema de uma
particula carregada/ion aprisionada por uma armadilna de Penning com campos
dependentes do tempo. Obtemos as funcGes de onda e relagdes de incerteza para 0 caso

geral de um campo magnético na forma B(t) = B(t)Z e de um potencial elétrico V (t).
3.1 Introducgéo

O confinamento de particulas carregadas e/ou ions usando campos
eletromagnéticos ¢ um problema de grande interesse em fisica, tanto tedrica quanto
experimental. As solucBes quanticas para o problema de particulas carregadas confinadas
por armadilhas eletromagnéticas tém atraido bastante atencdo na literatura e sua
importancia foi reconhecida com o prémio Nobel em Fisica de 1989 [84]. As armadilhas
mais populares sdo a armadilha de Penning [85] que confina as particulas por meio de
uma combinacdo de um quadrupolo elétrico e de um campo magnético (ambos
independentes do tempo na sua formulacao original), e a armadilha de Paul [86], na qual
um potencial elétrico dependente do tempo confina as particulas no espaco. Para a
armadilha de Paul, funcdes de onda explicitamente dependentes do tempo das particulas
confinadas foram obtidas por diferentes métodos [87-91]. Em especial, Pedrosa, Rosas e
Guedes [91] usaram o método de LR [35] para obter as funcBes de onda exatas de uma

particula carregada confinada por campos oscilantes.

Por outro lado, a armadilha Penning [85, 88] foi projetada para confinar
particulas carregadas e ions em um pequeno volume para fornecer uma maneira adequada
de realizar medigdes de espectrometria de massa de alta resolugdo. Os comportamentos
classico e quantico de particulas carregadas em uma armadilha de Penning foram
extensivamente estudados por varios autores [92-99]. Entretanto, apenas quatro deles
discutem as relagcOes de incerteza. Na Ref. [92], Steimle, Alber e Briggs estudaram por
meio de variancias a possibilidade de localizar uma particula no seu estado fundamental
em uma armadilha de Penning com um campo elétrico adicional dependente do tempo.
Em 1996, Hacyan [93] obteve expressdes analiticas para as variancias da posi¢éo e do
momento e mostrou que estados comprimidos de uma particula carregada em uma
armadilha independente do tempo s&o produzidos com uma frequancia de compresséo da
ordem da frequéncia de magnetron. Na Ref. [94], Castafios et al resolveram a equacdo de

Schrddinger dependente do tempo de um ion se movendo emu ma armadilha de Penning
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assimétrica independente do tempo para obter a evolucdo de estados comprimidos. Eles
obtiveram expressdes analiticas para o valor esperado da energia, dispersdes e correlagdes
dos operadores posi¢cdo e momento. Em 2009, Fernandez e Velazquez [95] usaram uma
técnica matricial para obter as funcGes de onda e os valores médios de alguns operadores
relevantes de uma particula em uma armadilha independente do tempo. Eles observaram
que os estados coerentes de uma armadilha de Penning minimizam a regado de incerteza

de Heisenberg.

Neste Capitulo, usamos o método de LR para obter as solugdes da equagédo
de Schrddinger de uma particula carregada sem spin em uma armadilha de Penning na
qual os campos magnético e elétrico dependem do tempo. Parao estadon = m =k = 0,
obtemos expressdes analiticas para as incertezas na posi¢cdo e momento da particula,

assim como algumas relacdes entropicas de incerteza.
3.2 Solucdes quanticas

A hamiltoniana de uma particula carregada em uma armadilha de Penning

dependente do tempo tem a forma

[p — qA(r,D)]?

H(t) = >

+ q®(r,t), (3.1)

na qual p = —ihAV, q é a carga da particula, A(r,t) € o potencial vetor magnético e

®(r,t) é um potencial elétrico dependente do tempo.

Na regido de confinamento, o potencial de quadrupolo elétrico dependente do

tempo € dado por

2 2
O(r,t) = ZSZ) <z2 _z ery ) (3.2)

sendo d uma constante.

Escolhendo o mesmo gauge simétrico (2.4) e um campo na forma B(t) =
(0,0,B(t)), Eq. (3.1) se torna

H() = _h_zvz B wc(t)L N Mw?(t) o

MwZ(t) 2
2M 2 z 2

+y3) + > ,

(3.3)
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2 _qv(t) __qB(t) . AL s — ( i_ i)
com wz(t) = YL w.(t) = -, ca frequéncia de Larmor, L, = —ih X3 Vo éa

componente z do momento angular e w(t) é uma frequéncia de modulacdo dependente

w2(0)-2wi(0)

do tempo na forma w?(t) = . Desse modo, a equagdo de Schrodinger que

devemos resolver é

Lo t)  [pitpytp; o) Mo®*@®,,
ih 5% —l oM - L, + > (x“+y°)
Mw?2(t
+ ‘”22()22 D1, 0). (3.4)

Podemos remover o tempo L, (que comuta com H(t)) aplicando uma

trasnformacéo unitaria com a mesma forma da transformacéo (2.6), isto é,

Y(x,y,t) =Up(x,y,t) = exp [#Lz f wc(t)dt] o(x,y,t),

mapeando assim nosso problema em um oscilador harmoénico tridimensional

anisotroprico com frequéncias dependentes do tempo

L0o(rt) [p+p; M) , . p?

LT _[ 2M 7 YD)t oy

Mw?(t
+ wz()zzlgo(r,t). (3.5)

Novamente, note que a hamiltoniana na equacéo de Schrédinger acima pode

ser separada na forma

H'(t) = H,(x,p,, t) + Hy(y, Dy, t) + H,(z,p,, t). (3.6)

Desse modo, 0 operador hermitiano invariante para essa hamiltoniana tera a

forma
I=L+1L,+1,=1I (3.7)

A construcdo do operador invariante (3.7) segue 0 mesmo procedimento do
operador obtido no Capitulo 2, e seria redundante apresentar aqui tal procedimento. O

operador invariante obtido para este problema tem a forma
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Ll/x\*  (¥\* N2 . \2 (2
(OEE KE) + <E) + (ppx — Mpx)* + (ppy — Mpy)” + (p—z)
+ (pzpz - M,[)ZZ)Zl, (3'8)
na qual p(t) e p,(t) satisfazem, respectivamente, as equacgdes de Milne-Pinney [63, 64]

1
5+ () = 75—, 3.9
p P =2y (3.9)

pz + w7 (O)p, = (3.10)

M2p3’

Apenas solucBes reais de p(t) e p,(t) sdo aceitaveis para garantir a

hermiticidade de I(t). A equacdo de autovalores que devemos resolver agora é

1) Ppmi (1, 1) = Ak Ppmi (1, 1), (3.11)

na qual A,,,x sdo independentes do tempo e ¢, formam um conjunto ortonormal

completo. A relacdo entre ¢,k € @nmi € €Xpressa na forma

Pnmk (X, Y,z t) = eianmk(t)d)nmk (X', Y,z t)' (312)

com as fases a,,x (t) satisfazendo a equacao

danmk (t)

h—dt = <¢nmk(x, y,2,t) ih% — H' () |nme (x, v, z, t)> (3.13)

Considere entdo a seguinte transformacao unitaria

¢ i (1, 1) = Uy (1, 1), (3.14)
com
_ iMp . 5 oy _MPz
Uz—exp[ th(x +y°) thzz . (3.15)

Sob essa transformacdo e definindo x = prcos@, y = prsinf e z = p,z’,

Eg. (3.11) assume a forma
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, , h2(0* 10 1 9*\ r* (pi 22 ,
I'(t)Opmi (1, 0,2") = S m‘i‘;a‘Fr—zw +?+ 7+7 Onmi (1,6, 2")

= Ak Onmr (1,0, 2"), (3.16)

PO — T2 _x2yr o 1 (Y
sendo I'(t) = U,I(t)U,, r* = = , 0 = tan (x)e

O e (1, ) = %anmk (r,6,2. (3.17)

Pz
Podemos escrever a(r,6,z") na forma o(r,6,z") = R(r)0(68)Z(z"), sendo
0(0) = e™? com m € Z. Definindo uma nova variavel u = %e escrevendo a(u, 0) =
R(r)®(6) como
Im| u
o(u,0) = (hu)z e 2v(u)0(0), (3.18)

aEq. (3.16) se torna idénticaa Eq. (2.72), cuja solucdo é escrita em termos dos polindmios
associados de Laguerre (2.73) e os autovalores da Eq. (3.11) no plano xy sdo 0s mesmos
da Eq. (2.74).

A equacdo para a terceira parte de o(r,6,z"), Z(z'), é a equacdo de
Schrddinger de um oscilador harménico unidimensional independente do tempo, cuja

solucdo é a bem conhecida
Z(Z ) = (m) exp (- %> Hk [(g) VA l, (319)
com H,, sendo os polindmios de Hermite e
1
Ay =h (k + 5)' (3.20)

Assim, as autofun¢des normalizadas do invariante I(t) sao
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|m|+1

1 2o rm+1) 171y 2
‘l’"m"(r’t):(mk!zkpz) lF<n+|m|+1)El <h_p2)

IMp 1 )
2hp  2hp?

i 1/2
o (iMp, 1 )] img yml (X7 (1) z
+z (—thz —th§ e™ L, —hpz Hp, 5 Pk (3.21)

enquanto, a partir das Eqgs. (2.74) e (3.20), os autovalores independentes do tempo sdo

(x?

+y)) Fexp |62 +y?) (5

escritos como
3
Amic = h (Zn + |m|+k+ E)' (3.22)

As fases @, (t) obtidas tém a forma

1\ (¢ dt’
) (3.23)

anmk(t)=—<2n+|m|+1>fM v~ (+3) [ s

Finalmente, a solucdo exata da equacdo de Schrodinger (3.4) é escrita como

Im|+1

~ 1 21+ 1M1 z
Vi, 6) = (ﬂk! zkp) lF(n + [m] + 1) El (fl—pz)

(@

(x?

+ yz) 2 exp [(x +y%)

1 ) x% + y? iMp
- —)] e”"ng,Inl * Ty exp [zz ( Pz
2hp? hp? 2hp,

_ ZhlpzZ)] H, [(E)l/z ﬂ exp [1% J wc(t)dt] i @nmi(®). (3.24)

No estado n = m = k = 0, obtemos as seguintes relagdes (com A = 1)

()= () = (@) = () = () = ) = 0, (3.25)
2 2
() =0h=5 @= 5% (3.26)
1+ M2p?p? 1+ M2p2p?
01 = o = — 52 o =— L (3:27)
(1+ M2 p?pHY2 1
AxAp, = AyAp, = > > > (3.28)
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1 4+ M2p2p2)1/2
Azbp, =( gzpz)

>1 3.29
25 (3.29)

Dados B(t) e V(t) basta resolver as Egs. (3.9) e (3.10) para se obter os
valores das incertezas de uma particula carregada em uma armadilha de Penning

dependente do tempo.

Nesse ponto, vale ressaltar que um método alternativo ao de LR para a
obtencdo das funcBes de onda de uma particula carregada em uma armadilha dependente
do tempo foi desenvolvido por Schrade et al [100]. A conex&o entre esses dois métodos
foi obtida por nos na Ref. [101].

3.3 Resultados e discussoes

Nesta secdo calculamos as incertezas na posicdo e no momento de uma
particula carregada em diferentes configuracdes de armadilhas de Penning. Mostramos
que dependendo dos valores de V(t) e B(t) estados comprimidos podem surgir.
Investigacdes similares em armadilhas de Paul podem ser encontradas nas referéncias
[100, 102, 103].

Primeiro considere o caso especial onde B(t) = Byk e V(t) = V,. Neste
caso, a Eqg. (3.1) se torna a hamiltoniana usual de uma armadilha de Penning independente

do tempo, e as solucdes das Egs. (3.9) e (3.10) sdo, respectivamente,

1
0
1
(3.31)

Pr = =

2
com w, = % /(qMﬂ) —2w?ew, = f;‘;"z. Desse modo, das Egs. (3.25)-(3.29) obtemos

(x?) = (y?) = (%) = — 3.32

=V S oMey YT 2Mwy, (3:32)
M Mw,

W) = 03 === (P} =—~ (3:33)

1
AxAp, = AyAp, = AzAp, = > (3.34)
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Esses resultados sdo esperados ja que Yoo (7, t) para B(t) = Byze V(t) =

V,, dada por

Yooo (1, 1) = (w,wd)'/* <%> exp - i@+ )t (3.35)

M\3/* Mwy(x* +y?) z*Mw,
2h 2h

é exatamente o estado coerente na representacdo da posicdo de uma particula carregada
em uma armadilha de Penning independente do tempo que foi obtido na Ref. [95] com
M=1.

A relacdo de incerteza de Robertson-Schrédinger [104, 105] é também

satisfeita e tem a forma
2 2 2 1
(Ax;)*(Apy)* — (Ax;py)* = Z' (3.36)

1 .
sendo Ax;p; = S (x;p; + pixi) — (;Xpi), comi=1,2e3, e (xy,X%3) = (x,,2).
Nosso resultado concorda com aquele previamente mostrado na Ref. [93] quando D = 0,

no qual D é o pardmetro de assimetria do potencial. Observe que a Eq. (3.36) ndo depende

de p ou p,.

As Figs. 10(a)-(b) mostram os comportamentos de Ax, y(B,) e Ax, y(Vy),
respectivamente. Podemos observar que Ax,y decresce com o0 aumento de B, para
qualquer que seja o valor de V,. O fenbmeno de compressdo surge para By = 2.
Mantendo fixo o valor de B, e aumentando o valor de 1/, observamos que Ax, y aumenta
e ndo ha mais compressao. Na Ref. [93] foi mostrado que uma assimetria no potencial
elétrico pode produzir estados comprimidos em uma armadilha de Penning independente
do tempo. Nossos resultados mostram que estados comprimidos também podem aparecer

mesmo com um potencial elétrico simétrico ao fazermos variar B,. Os pontos de maxima

. . - 2M %
incerteza acontecem quando w, — 0, mais especificamente, quando B, — ‘/—T /%.



48

Figura 10. Comportamentos de (a) Ax, y(B,), para V, = 0.1 (linha continua), V, = 0.3 (tracejado longo)
and V, = 0.5 (tracejado curto), e (b) Ax, y(V;), para B, = 1.0 (linha continua), B, = 1.5 (tracejado
longo) e B, = 2.0 (tracejado curto). Nesta figura usamos ¢ = d = M = h = 1. A linha pontilhada

corresponde a 1/v/2.

Nas Figs. 11(a)-(b) mostramos os comportamentos de de Ap,,p,(B,) €
Ap., py (Vy), respectivamente. Observamos compressao em Ap,.,,(B,) acontecendo para
By < 2, enquanto que para Ap,, (V) a particula sempre se encontra em um estado

comprimido para todos os valores de B, considerados. Nesse caso, 0s pontos de minima

. .. V2ZM 1%
incerteza no momento ocorrem no limite em que B, — v A‘;d"z.
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Figura 11. Comportamentos de (a) Ap,., (Bo), paraV, = 0.1 (linha continua), V, = 0.3 (tracejado longo)
and Vo = 0.5 (tracejado curto), e (b) Ap,., (V,), para B, = 1.0 (linha continua), B, = 1.5 (tracejado
longo) e B, = 2.0 (tracejado curto). Nesta figura usamos ¢ = d = M = h = 1. A linha pontilhada
corresponde a 1/v/2.

Para o movimento ao longo da coordenada z, o fendmeno de compressao
em Az(Ap,) ocorre com 0 aumento (decréscimo) de V,, como mostrado na Fig. 12.

Devido a simetria da armadilha, os comportamentos de Az e Ap, ndo dependem de B,,.
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2.0,
1.81 @
16!
1.4]
1.2}
1.0}
0.81

0.6f

Az(V,)

........................................................

0.0 0.5 1.0 15 20 25
Vo

Figura 12. Comportamentos de (a) Az(V,) e (b) Ap,(V,). Nesta figurausamosq =d =M =ha=1. A
linha pontilhada corresponde a 1/+/2.

Agora considere 0 caso em que 0s campos sao oscilantes na forma B(t) =
(BZ + B'cos?*(vt))Y?2 2 e V(t) = Vy + V'cos?(vt). Neste caso, as solucdes das Egs.

(3.9) e (3.10) sdo, respectivamente, dadas por

_( 1 )1/2 MC? £+2w¢ € .
P= M|W| vz g

+ MS? £+ 2ug i t ” 3.37
vz ' mrY ’ (3:37)

_( 1 )1/2 mC? € + 2wZ, € .
Pz = \Mw,| vz me?

+MSZ€+2wZZO € 1/2 3.38
vz mz? ’ (3.38)
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nas quais MC e MS sdo das funcBes de Mathieu par e impar, respectivamente, W e W,

sdo 0s respectivos wronskianos de cada par dessas funcdes, e

w§ = 12—155 - %, (3.39)
w5y = ;/II—ZOZ, (3.40)
o
€= 1\%2 (3.42)

Nas Figs. 13(a)-(b) mostramos os comportamentos de Ax,y(t) e
Ap., py(t), respectivamente. Observamos que Ax,y(t) e Apy,p,(t) oscilam com o
tempo, alternando pontos de maxima e minima incerteza. Para B, =6, nossos
resultados indicam a existéncia de uma alternancia entre estados comprimidos e estados
ndo comprimidos, em ambos 0s espacos. Para B, = v10, o fendmeno de compressio
sempre ocorre em Ax, y(t), enquanto que para Ap,, ndo ha compresséo. E importante
salientar que quanto mais forte o campo, entre menos pontos oscila as incertezas nas
posi¢Bes. Campos mais fortes aprisionam melhor e com mais preciséo as particulas, como

mostram nossos resultados, traduzidos graficamente nas Figs. 13(a)-(b).



52

~

. (0

-

yay,

Figura 13. Comportamentos de (a) Ax, y(t) e (b) Ap,,, (t) para B, = /6 (linha continua) and B, = V10
linha tracejada). Nesta figurausamos g =d =M =h =V, =v =V' = 1e B’ = 6. A linha pontilhada
corresponde a 1/v/2.

Nas Figs. 14(a)-(b) mostramos 0s comportamentos de Az(t) e Ap,(t),
respectivamente. Nés observamos que ambas oscilam alternando pontos de maximas e
minimas incerteza. Aqui também podemos observar que estados comprimidos e estados

ndo comprimidos também se alternam em ambos 0s espacos.
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Figura 14. Comportamentos de (a) Az(t) e (b) Ap,(t). Nesta figurausamosg=d =M =ha =V, =v =
V' =1e B’ = 6. Alinha pontilhada corresponde a 1/+/2.

Das defini¢bes de entropia de Shannon (2.89) e (2.90) e de informacédo de
Fisher (2.91) e (2.92), obtemos parao estadon =m =k =0

S.(t) = ;(1 + Inm) + In(p?p,), (3.43)

1+ M2p2p?\ (1 + M2pZp2\"?
< pzpp>< pzpz> ’ (3.44)

3
Sp(t) = 3 1+ Iinm)+In oz

4 2
Fr(t) = ) + — (345)
p? Pz
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4p? 2p7

1+ M2p2p% 1+ M?pZp?

F(t) = (3.46)

Note que as Egs. (3.43) e (3.44) satisfazem a relacdo de incerteza entrépica
de BBM

Sp(®) + Sp(8) = 3(1 + Inm) + In[(1 + M?p2p?) (1 + M?pZp2)H?].  (3.47)

As incertezas nos espagos da posicdo e do momento sdo dadas,

|, pE
Ar = P +7, (348)

respectivamente, por

1+ M?p?p? 1+ M?pzp;
Ap = j pE + TER (3.49)
Das Eqgs. (3.43), (3.44), (3.48) e (3.49), obtemos a relacéo
S, <21 [2”8 A )2] 3.50
rp = 2 n 3 r,p ’ ( ' )

que é satisfeita para qualquer M, p e p,, sendo que os dois Ultimos tém que, por
construcdo da teoria, ser reais. A igualdade é obtida para o caso independente do tempo.
A Eqg. (3.50) indica que quanto maior a incerteza, seja na posi¢do ou no momento, maior

a entropia respectiva.
O produto das informacdes de Fisher é dado por

[16 +8 (pﬁ)z] ) [4 +8 (%)2]

1+ M?p?p? 1+ M?pZp7

E.(F,(t) = (3.51)

Dados M(t), B(t) e V(t), devemos simplesmente resolver as Egs. (3.9) e
(3.10) para obtermos os valores das incertezas, S,(t), S,(t), F.(t) e E,(t) para uma

particula carregada em uma armadilha de Penning dependente do tempo.

Outras medidas uteis escritas em termos das informacdes de Fisher séo 0s

conhecidos comprimentos de Fisher [46], definidos como
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(3.52)

— E‘”»—\

5p = (3.53)

e a partir das Egs. (3.45), (3.46), (3.48), (3.49), (3.52) e (3.53), mostramos que o produto
dos comprimentos de Fisher possui um limite inferior ndo trivial menor que o produto
das incertezas de em termos dos desvios-padrdo, isto é, 6rdp < ArAp. E este resultado

é satisfeito para qualquer sistema fisico descrito pela hamiltoniana (3.3).

Nas Figs. 15(a)-(d) mostramos os comportamentos das informagdes de Fisher
e entropias de Shannon nos espacos da posi¢do e momento. Observamos que quanto mais
(menos) intenso 0 campo magnético (linha tracejada), maior (menor) precisao teremos na
localizacdo da particula aprisionada no plano xy como mostrado nas Figs. 15(a) e 15(c)
(Figs. (15(b) e 15(d)).

@ 50— 7 ® 500
4.5t (b)
4.0F 2.5¢

= 3.5¢ S

3.0} Joa
2.5¢ st - - P
2.0 / 7
150 10]

o 2 4 6 8 10
I
(©) (d)

1.3F
1.2¢
1.1t
< 1.0t
©' 0.9}
0.8}
0.7

Figura 15. Comportamentos de (a) F,,, (t) e (b) £, (t), (C) Sy (t) € (d) pr'y(t) para B, = /6 (linha

xy

continua) e B, = /10 (linha tracejada). Nesta figurausamos q =d =M =h=V,=v=V'=1eB’' =
6.
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4. Conclusdes

Neste trabalho revisitamos um dos mais antigos problemas de fisica: a
interacdo de particulas carregadas sem spin com campos externos explicitamente
dependentes do tempo. Inicialmente analisamos no Capitulo 2 o caso bidimensional em
que hd um campo magnético na forma B = B(t)Z e ndo ha potencial elétrico. Trés
diferentes campos magnéticos foram analisados, levando as frequéncias de oscilacdo: (i)
w?(t) = Bye "¢, (ii) w?(t) = By + cos?(vt) and (iii) w?(t) = By — kt.

Primeiramente, obtemos as funcdes de onda exatas usando o método de
invariantes de LR [35]. Para o estado n = m = 0, calculamos as incertezas, as entropias
de Shannon (S, e Sp,) e as informagdes de Fisher (F. e F,) dependentes do tempo nos
espacos da posicdo e do momento, em termos de p, que é uma funcdo real solucdo da

equacdo de Milne-Pinney (2.96).

Para os sistemas (i) e (iii) observamos que F. e S, (F, e S;) diminuem
(aumentam) com o tempo, enquanto para o sistema (ii) elas oscilam. Para os trés sistemas
analisados o produto das informacdes de Fisher obdece a relagéo F.F, < 16 = 4D* com
D = 2, o que fornece mais uma contraprova a conjectura de Hall [46] apresentada na
introducdo deste trabalho. De fato, para um oscilador harménico isotropico com massa e

frequéncia dependentes do tempo em D-dimens@es é facil mostrar que F.F, < 4D?.

Observamos ainda o surgimento de estados comprimidos no espaco do
momento para o sistema (i) e (iii), enquanto que para o sistema (ii) estados comprimidos

surgem em ambos 0s espagos com o0 aumento do tempo.

No Capitulo 3, obtemos as solucdes exatas da equacdo de Schrodinger,
Ymi (1, t), para uma particula carregada sem spin em uma armadilha de Penning usando
0 método de LR. Os movimentos no plano xy e na coordenada z sdo descritos por
polinbmios associados de Laguerre e por polindmios de Hermite, respectivamente. Para
0 estado Y0 (7, t) obtemos expressdes analiticas para os valores médios, incertezas em
termos dos desvios-padréo e relacfes entropicas de incerteza em termos de p(t) e p,(t),

que séo solugdes reais de equagdes tipo Milne-Pinney (Egs. (3.9) e (3.10)).

Para 0 caso estatico, B(t) = Byz e V(t) = V,, as solucdes de p(t) e p,(t)

sd0 constantes e Yy00(7,t) corresponde a representacdo da posicdo de um estado
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coerente. NOs observamos que Ax,y diminui com a variacdo de B,, enquanto que
aumenta ao variarmos V,. Para B, > 2 estados comprimidos surgem no espaco da
posicao. Para 0 movimento ao longo da coordenada z, estados comprimidos surgem como
aumento de V,, e, devido a simetria da armadilha, o0 movimento da coordenada z nédo

depende B,.

Para 0 caso dependente do tempo com B(t) = (BZ + B'cos*(vt))Y/? 2z e
V(t) = Vo + V'cos*(vt), as solucBes de p(t) e p,(t) sdo escritas em termos da fungGes
de Mathieu. Observamos que Ax, y(t) oscila com o tempo, alternando pontos de maxima
e minima incerteza. Para B, = v/6, 0s resultados indicam que estados comprimidos nos

espacos da posicdo e do momento se alternam. Para B, = V10, sempre ha estados
comprimidos no espago da posicdo. O comportamento de Az(t) também é oscilante com
o tempo, alternando pontos de maxima e minima incerteza, porém o comportamento €
independente de B,. E mostramos que a desigualdade de Robertson-Schrddinger [104,
105] ndo depende de p e nem de p,. De fato, para todos os casos analisados neste

trabalho, o limite inferior € sempre obtido.

Mostramos também que a desigualdade de BBM ¢ satisfeita para qualquer
B(t) e V(t) que fornecam soluges reais para as Eqgs. (3.9) e (3.10). Para o produto das
infromacdes de Fisher, se considerarmos o simples caso em que p = p,, a Eq. (3.51) se

torna

< 36 = 4D?, (4.1)

36
RORO = 1 <

com D = 3, que é o mesmo resultado para o produto das informacdes de Fisher de um
oscilador tridimensional isotropico dependente do tempo, como deveria ser. Porém, para
um oscsilador anisotropico, este resulutado nao é obtido, como mostrado na Fig. 16 a

sequir.
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Figura 16. Produto das informacg6es de Fisher de uma particula carregada em uma armadilha de Penning,
for B, = /6 (linha continua) e B, = v/10 (linha tracejada). Nesta figurausamosq =d =M = h =V, =
v=V'=1eB' =6.

A relacdo entre as incertezas e as entropias de Shannon foi obtida, assim como
suas relagdes com os comprimentos de Fisher. Mostramos que para qualquer sistema
descrito pela hamiltoniana (3.3), o produto dos comprimentos de Fisher possui um limite

inferior menor do que o produto das incertezas em termos dos desvios-padréo.

Para finalizar, gostariamos de ressaltar que a hamiltoniana (3.3), assim como

as funcdes de onda (3.24) obtidas por nos, ainda ndo haviam sido exibidas na literatura.
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