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RESUMO

Nesse trabalho, seré apresentado os efeitos da quebra espontanea da simetria de Lorentz sobre a
producdo de ondas gravitacionais. Inicialmente, uma revisdo sobre a relatividade geral, violagdo
de Lorentz e ondas gravitacionais serd discutida. Em seguida a equagdao de movimento para o
campo do graviton modificada pela presenca do campo bumblebee € determinada. Utilizando o
método das funcdes de Green, nds determinamos a solu¢do da equacao modificada do graviton
na presenca de fontes externas. Considerando que a fonte tem movimento lento, foi derivada
uma nova férmula de termo de quadrupolo. Por fim, o problema do sistema bindrio em 6rbita
circular serd utilizado para ilustrar as diferencas entre o0 modelo proposto e a teoria usual.

Palavras-chave: Violacdo de Lorentz. Ondas Gravitacionais. Graviton. Modelo Bumblebee.



ABSTRACT

In this work, we will present the effects of the spontaneous Lorentz symmetry breaking on
the production of gravitational waves. First, we review some topics such as general relativity,
Lorentz violation and gravitational waves. Then the equation of motion for graviton’s field
is modified by the presence of the bumblebee field. Using the Green’s function method, we
develop the solutions of the modified equation in the presence of external sources. Considering
that the font has slow motion we derive a new quadrupole formula. Finally, we use the binary
system in circular orbit problem to analyze the differences between the proposed model and the
usual theory.

Keywords: Lorentz Violation. Gravitational Waves. Graviton. Bumblebee Model.
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1 INTRODUCAO

1.1 Ondas gravitacionais: Um breve historico

A Teoria da Relatividade Geral foi formulada por Albert Einstein em 1915 com o
intuito de substituir a teoria cldssica de gravitacdo formulada por Isaac Newton, o principal
motivo por trds da mudanga, foi a incompatibilidade da teoria de Newton com a Relatividade
Restrita.

Devido a semelhanca entre a teoria eletromagnética e a relatividade geral lineari-
zada, Einstein considerou a existéncia de ondas gravitacionais em 1918 onde também demons-
trou a sua natureza quadrupolar [1]. Posteriormente a provdvel existéncia foi explorada por
outros cientistas, a exemplo de Eddington, que analisou a sua propagacdo, demonstrando que a
radiag@o se propaga na velocidade da luz da mesma forma que uma radiacio eletromagnética
[2].

Somente depois de muitos anos, na década de 60, que a procura pela detec¢do das
ondas foi iniciada [3]]. O motivo da demora era o fato do aparato experimental ndo ter sensibi-
lidade para tais medidas, a amplitude da radiacdo gravitacional é da ordem de 102!,

A primeira comprovagdo experimental das ondas foi dada pelo binario de Hulse-
Taylor descoberto em 1975 [4]. Esse binario, formado por uma estrela de néutrons € um pulsar,
estava lentamente diminuindo a sua Orbita, dessa forma deveria estar emitindo radiagdo gravi-
tacional e perdendo energia [3]].

A primeira detec¢ao direta foi feita em 2015 pelo LIGO [6]. Foram utilizados gran-
des interferdmetros parecidos com interferometros de Michelson [7], que conseguiram medir
a radiacdo resultante da fusdo de dois buracos negros. Em 2017, uma identificacdo ondas gra-
vitacionais provenientes da fusdo de um bindrio de duas estrelas de néutrons denominado de
GW17081 foi feita pelo LIGO e pelo VIRGO [8]], que em conjunto com o telescopio Fermi-

GBM, evidenciaram que esse tipo de fusdo emitem erupgdes de raios gameﬂ
1.2 Gravitacao quantica

A teoria da Relatividade geral é formulada como uma teoria cldssica de campos,
em contrapartida, as outras for¢as fundamentais da natureza sao descritas no contexto da teoria
quantica de campos. O problema na quantizacido da gravitagcdo reside no fato das prescri¢oes
utilizadas para quantizar um campo classico tornarem a teoria ndo normalizavel, assim nao €

possivel uma interpretagcdo probabilistica essencial em uma teoria quantica.

do inglés, Gamma-Ray Burst (GRB)
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Dessa forma, existem vdrias teorias que tentam quantizar a gravidade, algumas,
como a teoria das cordas, tém o objetivo de unificar as quatro for¢as fundamentais da natureza,
outras apenas tentam quantizar a gravidade, a exemplo da gravitacdo Quantica em Lagos.

Observagdes experimentais diretas da teoria gravitacdo quantica s6 podem ser feitas
em niveis de energia na ordem da escala de Planck, esse fato se revela um problema enorme
para o teste de tais teorias. Diversos fisicos especulam formas de teste em baixas energias,
dentre esses € possivel citar a Violagdo de Lorentz e as deformagdes da relatividade especial, a

Ref. [9] cita esses e outros exemplos.

1.3 Notacao

A notacdo utilizada nesse trabalho, a menos que especificado o contririo, segue o

seguinte padrao:

e Os indices latinos em mintsculo, como exemplo i, j € k, variam sobre as trés coordenadas

espaciais, geralmente 1,2 e 3 oux,ye z;

Os indices gregos em mindsculo, como exemplo i, vV e A, variam sobre as 4 coordenadas

do espaco-tempo;

A métrica para um sistema de coordenadas inercial € a métrica de Minkowski, cuja dia-

gonal é (-1, +1, +1, +1), a menos quando especificado o contrario;

Sera adotada a convengdo de Einstein para soma, onde os indices repetidos indicam uma

soma implicita;

Serdo adotadas unidades naturais em que a velocidade da luz e a constante de Planck e a

constante de Boltzmann sdo iguais a unidade.

1.4 Organizacao do Trabalho

O restante do trabalho esta organizado da seguinte forma.

No capitulo dois, serdo discutidos as simetrias CPT e de Lorentz e sua relagdo, con-
ceitos gerais de violagdo de simetria serdo abordados, o caso da violagdo de Lorentz (LV) sera
abordado apos a discussao sobre a simetria de Lorentz. As diferencas entre as transformacoes
de particulas serdo abordadas.

No capitulo trés, o paralelo entre a viola¢do de Lorentz e a Relatividade Geral (RG).
A discussao serd iniciada com uma breve discussdo sobre o principio da equivaléncia. A agao

de Einstein-Hilbert serd apresentada como uma forma para encontrar a equagado de Einstein, por
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fim, a violacdo de Lorentz serd discutida com uma maior profundidade seguido da apresentacdo
do modelo Bumblebee.

No capitulo quatro, a teoria de Einstein serd linearizada, a equacdo de Einstein
linearizada serd deduzida. A discussdo sobre a invariancia de gauge para a teoria linearizada
e a analise dos graus de liberdade culminardo na escolha de gauges que possam simplificar
a equacdo linearizada. A finalizacdo serd dada com a discussdao dos modos de polarizacdo da
radiacao gravitacional e sua producdo, que serd ilustrada com o exemplo de um bindrio tragando
uma Orbita circular.

No capitulo cinco, serd adicionado um termo que viola a simetria de Lorentz na acdo
de Einstein-Hilbert, levando a uma mudanga na equacdo de movimento do graviton. Solucdes
para a equacdo de onda modificada com fonte serdo encontradas e suas caracteristicas sera
discutidas, serd aplicado o problema do bindrio para compara¢do com a teoria usual.

No capitulo seis serdo apresentadas a conclusao do trabalho e as perspectivas.
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2 VIOLACAO DAS SIMETRIAS CPT E LORENTZ

Nesse capitulo serdo discutidas as simetrias CPT e de Lorentz e os efeitos de suas
violagdes. As transformacgdes de observador e de particula, bem como os conceitos de quebra

espontanea e explicita serdo explorados de forma a demonstrar suas caracteristicas basicas.

2.1 Violacao de Simetria

A violacdo ou quebra de simetria € um processo no qual uma simetria do sistema é
violada, levando ao sistema assumir algum estado determinado por flutuagdes de um campo de
fundo. Como um exemplo simples € possivel imaginar uma bussola, que possui uma simetria
na qual pode apontar para qualquer dire¢do, o campo magnético da Terra age como um campo
de fundo que “escolhe” a dire¢do para onde a bussola aponta.

Esse fendmeno estd intimamente ligado a processos randdomicos como a formacgdo
de padrdes [10]. De fato, para um observador ignorante as flutuagdes do campo de fundo, o
estado assumido pelo sistema aparenta ser arbitrério.

Uma simetria pode ser quebrada de duas formas:

e Violacao explicita de simetria: Nesse caso as equa¢des de movimento nao sao invari-
antes com relacdo ao grupo de simetria considerado. A quebra de simetria se da introdu-
zindo a Lagrangiana da teoria termos que violam a simetria (por isso chamado de quebra
explicita). A gravitagdo de Chern-Simons [11] e o caso da interacdo fraca, que viola a

simetria de paridade [12]

e Violacao espontanea de simetria: Ocorre quando as equac¢des de movimento sdo inva-
riantes ao grupo de simetria, porém o estado de vdcuo ndo o é. Dessa forma, os termos da
Lagrangiana que geram esse tipo de quebra nao violam a simetria. Como exemplo temos

o mecanismo de Higgs [13]], que explica como os bosons adquirem massa.

Na TQC, o caso mais simples onde hd uma quebra de simetria € considerando um

campo escalar ¢ com uma Lagrangiana na forma
1 L, 1 12
Z = 59u0" ¢ —Sm @p" — 2 A(99")". 2.1)

Considerando que m? < 0, observa-se o potencial conhecido como chapéu de mexi-
cano (Figural[I)), o estado de vdcuo que possui a simetria ¢ — —¢@ representa um ponto instével,
além disso existem dois minimos de potencial em ++/—m/A. Em qualquer um desses pontos,

a simetria € quebrada.
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Estado de Vacuo

Figura 1: Potencial chapéu de mexicano. Os pontos G1 e G2 representam os dois estados
fundamentais.

2.2 Simetria CPT

A simetria CPT € resultado do teorema homonimo, que enuncia que existe uma
simetria discreta que conjuga a carga (C), espelha o espaco (P), e reverte o tempo (T) con-
juntamente. Apareceu inicialmente no trabalho de Julian Schwinger [[14] onde mostrou que a
invariancia sob reversao temporal explicava a conexao entre o spin e a estatistica das particulas.

O teorema CPT um resultado muito conhecido na literatura e € baseado na suposicao
de que a teoria € invariante de Lorentz. Para um maior esclarecimento, é recomendado a re-
feréncia [15] e [16] para uma prova mais rigorosa.

A principio, imaginava-se que as trés simetrias eram satisfeitas isoladamente, porém
foi demonstrado experimentalmente que o decaimento beta viola a simetria de paridade [[17], foi
proposto que o conjunto CP pudesse ser invariante. Mais uma vez, foi descoberto que particulas
chamadas kaons, violavam a simetria CP [[18]].

Nesse contexto, embora ainda ndo existam evidéncias experimentais, é possivel
imaginar que a simetria CPT também pode ser violada. Ja foi demonstrado que tal quebra
possa acontecer no contexto da teoria das cordas [[19]. Como, de acordo com o teorema CPT,
a invariancia de Lorentz leva a invariancia CPT, observa-se que uma quebra da simetria CPT

implica em uma quebra de simetria de Lorentz [20].
2.3 Simetria de Lorentz

2.3.1 Postulados da Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial ou Restrita (RR) foi proposta por Albert Einstein
[21]. Antes de sua formulagdo, foi descoberto que as leis do Eletromagnetismo ndo respeitava
as transformacoes de Galileu

Considerando dois referenciais S e S’, e considerando que S’ se move em relacdo a
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S com velocidade v, as transformagdes de Galileu s@o definidas como
X=x+w =t (2.2)

De fato, a equagao de onda ndo é invariante com relacdo a esse tipo de transformacao.
Uma transformacdo que tornava a equacao de onda invariante para os referenciais foi proposta
por Lorentz, que receberam o nome de seu criador. Nessa época, era proposto a teoria do éter,
no qual haveria um fluido chamado éter luminifero que permeava o espago serviria de meio no
qual a radiacdo eletromagnética se propagaria.

A partir de dois postulados simples, Einstein foi capaz de derivar as transformacoes

de Lorentz, os chamados de postulados da RR:

1. As leis fisicas sao invariantes em todos os referenciais inerciais;

2. A velocidade da luz no vacuo € a mesma para todos os observadores inerciais, indepen-

dentemente do movimento da fonte de luz.

Virios experimentos comprovaram as ideias propostas pela RR, o mais conhecido
€ o experimento de Michelson—Morley [22], que comprovou que a velocidade da luz era invari-
ante, descartando a possibilidade do éter luminifero.

Foi uma teoria revolucionéria, que mudou a forma como o espaco € o tempo eram
tratados, passando a ser indissocidveis como uma unica entidade, o espaco-tempo. foi desco-
berto que havia uma velocidade limite para objetos fisicos, a velocidade da luz, e a relagdo
entre a massa e energia explicitada na famosa equacio E = mc? foram algumas das novidades
providas por essa teoria.

O nome especial ou restrita € dado pelo fato da teoria apenas dar conta de referen-
ciais inerciais, ou seja, que nao estdao sob acao de um campo gravitacional, a Relatividade Geral

foi desenvolvida posteriormente, para dar conta desses tipos de experimentos.

2.3.2 Intervalo Espaco-Temporal, o invariante da RR

Com a adogdo do espago-tempo, temos uma nova forma de descrever os eventos, na
qual trata o tempo em pé de igualdade com o espacgo, deixando de ser uma quantidade absoluta
e podendo se transformar em mudancas de coordenadas em referenciais inerciais. A Unica
quantidade absoluta na descricdo da RR € a velocidade da luz.

E muito importante encontrar uma quantidade que é invariante sob transformagcdes
de coordenadas. No espaco euclidiano tridimensional, a distancia entre dois pontos € o invari-
ante

ds® = dx* +dy* + dz*. (2.3)
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Em contraste com (2.3)), no espago tempo ha o intervalo espaco-temporal, que mede

a “distancia” entre dois eventos no espago-tempo

ds* = —di* +dx* + dy* + dz°.

E possivel escrever o intervalo de maneira mais compacta:

ds* = nyydx*dx, (2.4)
em que a quantidade
-1 0 0 O
0O 1 00
W=l 010 | 2>
0 0 01

¢ chamada de métrica de Minkowski, também usada na defini¢do do vetor dual X, = 1,y X*,

podendo escrever o produto escalar X - Y = 1,,X"Y", dentre outras aplicacdes.

2.3.3 As Transformacoes e o Grupo de Lorentz

Agora, € possivel considerar transformagdes de coordenada que deixam o intervalo
(2.4) invariante. As transformacdes lineares podem ser agrupadas em uma matriz de forma que

a mudanca de uma coordenada para outra é
/ !
=AM xY. (2.6)
Para manter a Eq. (Z-4) invariante, deve-se ter ds? = ds* assim
Wog oAV _ c
Nuv A~ cdx” A pdxp = Nopdx®dxP

, por fim obtém-se
Thﬂv’/\li GAVIp = TNop, (2.7)

ou, em notacao matricial

ATnA=n. (2.8)

As transformacdes que satisfazem (2.7) sdo chamadas de transformacdes de Lo-
rentz, € o conjunto das transformagdes de Lorentz formam um grupo conhecido como grupo de
Lorentz. Geralmente, ndo ha interesse nas transformagdes de reversao temporal e de paridade,
dessa forma demanda-se que o |A| = 1, definindo o grupo préprio de Lorentz SO(3,1). Porém,
observa-se que o conjunto de uma reversao temporal e uma transformacdo de paridade também

. o~ s . . ~ -~ /
satisfaz a restricio imposta no determinante. Novamente impde-se outra restrigio: A” o= L,
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que define o grupo de Lorentz restrito SO(3,1)".

Como exemplo de transformacdes de Lorentz simples, ha as rota¢des no plano x-y

1 0 0 0
n 0 cos@ —sinf O
A7 =
0 —sin® cos6 O
0 0 0 1
E um boost na direcdo x:

cosh¢ —sinh¢g 0 O
AR, = —sinh¢g cosh¢ 0 O
0 0 1 0
0 0 01

Um boost é uma transformacdo de coordenadas entre referenciais com velocidade
constante em relacdo um ao outro, o parametro ¢ varia de —oo a oo, para obter a forma depen-

dente da velocidade procede-se

x' = xcosh ¢ —tsinh ¢

(2.9)
' =tcosh¢ — xsinh ¢,
tomando x’ = 0, tém-se
V= )t—c =tanh¢ = ¢ = tanh™ ' v. (2.10)
Substituindo (2.10) em (2.9)
X =y(x—wt
i ) , (2.11)
' =y(t —vx)
em que ¥ = 1/+/1—v? é conhecido como fator de Lorentz.
Vale ressaltar que as translagdes, definidas como
=8 (2 +aY), (2.12)

em que a” é uma constante, também mantém o intervalo invariante. O grupo de simetria que
incorpora o conjunto das translacdes e as transformagdes de Lorentz € chamado de grupo de

Poincaré.
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2.3.4 Violacao da Simetria de Lorentz

Atualmente, hd uma investigacdo extensa em uma teoria que descreva os efeitos
gravitacionais e as particulas elementares, a chamada teoria da gravitacio quéntica. E suposto
que os efeitos de tal teoria s6 sdo aprecidveis em escalas de energia na ordem da escala de
Planck (10" GeV), de forma que ainda niio hd aparato experimental disponivel, dificultando as
formas de testar a teoria.

A procura de efeitos que possam ser observaveis em baixas energias ¢ uma forma
de testar as teorias propostas. Um desses efeitos € a violacao da simetria de Lorentz, que inici-
almente foi proposta no contexto da teoria das cordas [23]] e € suportada por diversos modelos,
como na teoria de campos ndo-comutativos [24], Gravitacdo Quantica em Lacos [25] e modelos
com dimensoes extra [26].

Foi desenvolvido um aparato tedrico para investigacdes dos efeitos da Violagao de
Lorentz conhecido como Modelo Padrao Estendido (MPE) [27, 28, 29]. No MPE campos de
fundo fixos se acoplam com os campos gravitacionais e de matéria gerando a quebra de simetria.

Além da motivagdo tedrica, algumas observacoes experimentais podem levar a violagdao
da simetria de Lorentz, como € o caso da observacdo de raios cosmicos além do limite GZKE|
que pode ser explicado por uma quebra espontanea de simetria de Lorentz [31].

Quando trata-se de uma teoria com campos fixos (que quebra a simetria de Lorentz)

¢ necessdrio fazer uma distingdo entre dois tipos de transformagdes de coordenadas (Figura[2)):

<

(a) (b)

Figura 2: Exemplo de uma transformacao de coordenadas por uma rotagdo (a) Transformacgao
de particula e (b) Transformacao de observador.

e Transformacoes de Particula: Os campos dindmicos variam e tanto os campos de fundo

como o sistema de coordenada se mantém invariante, de forma € possivel fazer uma

10 limite GZK (Greisen-Zatsepin-Kuzmin) impde um limite na deteccio de um raio césmico intergaldctico
(30]
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analogia a uma rotacao ativa.

e Transformacoes de Observador: Todos os campos(dinamicos e de fundo) se mantém

intactos, enquanto o sistema de coordenada é mudado, é andlogo a uma rotagao passiva.

Quando a simetria € quebrada, temos que essas transformacdes ndo sao equivalen-
tes, € a acao deixa de ser invariante sob transformagdes de particula. Mais aspectos da violagdao

de Lorentz serdo apresentados no Capitulo |3} no contexto da Relatividade Geral.
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3 RELATIVIDADE GERAL E VIOLACAO DE LORENTZ

Nesse capitulo serdo discutidos a acao de Einstein-Hilbert e a Equagdo de Einstein.
A violacao de Lorentz serd explorada no contexto dos espagos curvos, onde serao dados detalhes

da escolha do tipo de que quebra de simetria (explicita ou espontianea) e do modelo bumblebee.

3.1 O Principio da Equivaléncia e os Espacos Curvos

O Principio da Equivaléncia foi ideia crucial que deu origem a Relatividade Geral
(RG), pois a partir dele € expressado a universalidade da intera¢do gravitacional. O mesmo
vém em duas formas. A primeira, chamada de Principio da Equivaléncia fraco, expressa a
equivaléncia entre a massa inercial e a massa gravitaciona]ﬂ que a primeira vista, ndo possuem
necessariamente uma conexao. A segunda forma incorpora o principio fraco com o conhecido
como Principio da Equivaléncia de Einstein, formando o Principio da Equivaléncia forte.

O Principio da Equivaléncia de Einstein enuncia que € impossivel detectar a existéncia
de um campo gravitacional, por experimentos locais. Para ilustrar o principio Einstein propds
um gedankenﬁ onde, um observador colocado em uma caixa sem poder ver ha fora da mesma,
caso sentisse uma atra¢ao para uma direcao, seria incapaz de inferir se era uma atragdo gravita-

cional, ou se a caixa estaria acelerando (Figura[3).

'
Q

QL

Figura 3: Ilustracdo do Principio da Equivaléncia. Os dois referenciais sdo localmente
indistinguiveis.

A partir dessas ideias, tem-se que a gravitagdo € inescapdavel, no sentido que nao

ha ente fisico que seja neutro a essa interacdo, de forma que descreverdo a mesma curva no

IFoi primeiramente observado por em seus experimentos em planos inclinados.
2Vem da palavra alema gedankenexperiment ou experimento mental
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espaco-tempo, ndo importando sua massa (ou auséncia). Além disso, o espaco-tempo deixa de
ser um espaco flat o qual coordenadas globalmente inerciais podem ser criadas, € se torna uma
variedade diferencidvel com uma curvatura associada e € definido um sistema de coordenadas

localmente inercial.

3.2 A Aciao de Einstein-Hilbert e a Equacao de Einstein

A Equacao de Einstein equagdo de campo usada para encontrar a métrica espaco-
tempo a partir do tensor de energia-momento (7yy), que resume todos os aspectos ligados a

energia de um sistema. E possivel encontrd-la variando a agio
S=Seyg+Su, 3.1
em que Sys € a acdo do campo de matéria E Sgy € a acdo de Einstein-Hilbert definida como
2 n
SEH = ﬁ/d X\ —& R, (3.2)

em que g é o determinante da métrica g,v, R = g"VR,y € o escalar de Ricci, K> =327G.
Para resolver encontrar as equacdes de movimento, utiliza o principio da minima
acdo (S = 0). Variando a acao (3.2)), obtem-se

2
50— | [ 3 [0S R[5

551 8S2 683

(3.3)
Com o objetivo de deixar a agdo variada em fungido de 6g"", deve-se resolver cada

um dos 0S’s. Procedendo com inicialmente com 85

0S| = /d"x 0(v—2)g" Ryv, (3.4)

deve-se encontrar o valor de §,/—g, para tal

1

Usando a identidade In[det(M)] = Tr[InM] e fazendo a varia¢do dos dois lados

§(In det(M))

_ -1
e = Tr(M 7 5m). (3.6)
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Substituindo M = gy em (3.6),

o

%8 = gPogy

g

5 = g8 8gqp. 3.7)

E necessdrio encontrar uma relacio entre a variagio 0gqp € 0ghY. Utilizando a
relagdo ghVg,p = 5[;,
6(g""gvp) =0
6(g"")gvp+8" gyp =0
guag"'gvp = —gua gvpd(g"")
08ap = —8ua 8vpog"". (3.8)

Substituindo (3.8)) e (3.7) em (3.5))

_ v 1
5=~ S S = VR g 39)

Finalmente substituindo (3.9) em (3.4)
1
08 = /d”x vV—_g lERg“v} ogh. (3.10)

O termo 0S5 ja estd numa forma conveniente, portanto seguindo com 653 € ne-

cessario encontrar 5R,W, para tal, partindo do tensor de Riemann

RP =0T +T% I, —oT) —T.TY .
p u u

Faz-se sua variacdo

SR’ 3, = O (8TVy) + 8% [Ty, + 8Ty, I o — 9y (81 ) — 8TeI5, — 815, Vs (3.11)
Agora, subtraindo e somando SFZGF“}’A e reorganizando os termos de forma conve-
niente

SRP (02 (8T0,) + 8T, = 806, — ST ] - (3.12)
B [av(SFﬁ“) + 6rgﬂrl‘)’0 o 5Fﬁorgu - SFﬁG oAl

Como 51“5# € uma subtracdo de duas conexdes, € um tensor (assim como o tensor

de torcao) e, portanto, € possivel definir sua derivada covariante

Vi (8T0y) = 95 (8T%,) + 819, I | — STU6TS, — 6T 6l y; - (3.13)
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Enfim, substituindo (3.13)) em (3.12)), obtém-se

SRP 5y = Va(8Th,) — Vv (8T ). (3.14)

UAiv
Dessa forma, a variagao do tensor de Ricci é
SRuy = V3 (8T%,) — Vy(8T% ). (3.15)
Utilizando a expressdo de 653 e substituindo (3.15))
083 :/d”x\/—g g"V R,y

:/d”x\/_—g MV [VA(8Th,) — Yy (8T}, )]

= [ @'/ =g Volg"* (6T%,) ~ 847 (8T, )

. / d"x\/=g Vo J° (3.16)

Por fim, aplicando o teorema de Stokes, (3.16)) se torna

5S3:/d"x\/—gVGJG:/a d"'x\/|y| nsJ°. (3.17)
X X

No caso, para calcular esse termo, leva-se em consideracdo as condi¢des de con-
torno no infinito, os quais podem ser consideradas iguais a zero. Portanto 653 = 0 e ndo contri-
bui na variacao da acao de Einstein-Hilbert.

Finalmente € possivel substituir os termos encontrados em (3.3))

2 1

Voltando para (3.1)) sabe-se que a variacdo funcional da agéo satisfaz

; . 8S
88 = /d <8q)l ) 0= <o =0. (3.19)

em que &' € o conjunto dos campos sendo variados, no caso da acgdo (3.1)), apenas o campo g""

estd sendo variado, dessa forma, a variacdo da agdo (3.1)) implica em

Sg”V 6gﬂv

=0. (3.20)

Por fim, definindo o tensor de energia-momento

1 6Su

\/_W’ (3.21)

Tyy =—
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pode-se reescrever (3.20) na forma

1

Que ¢é conhecida como Equacao de Einstein. O tensor definido pelo no lado direito
da equagdo e denotado por Gy € chamado de tensor de Einstein

A equagdo de Einstein é um conjunto de 10 equagdes diferenciais de segunda ordem
do campo tensorial g,v(visto que é simétrico). A identidade de Bianchi contraida V*# Gy =0
representa 4 restrigdes sobre Ry, dessa forma, existem seis equagOes diferenciais indepen-
dentes na Equa¢ao de Einstein. Assim se uma métrica g,y € solugdo de entdao fazendo
uma transformacao de coordenadas, a nova métrica g;w também serd solugio de (3.22)). Dessa
forma, é possivel especificar univocamente a métrica com a equacao de Einstein e especificando
um sistema de coordenadas.

Sdo equagdes diferenciais extremamente complicadas, principalmente pelo fato de
serem nao-lineares. Assim, ndo € possivel encontrar novas solucdes a partir de superposicao,
tornando dificil a busca por solugdes analiticas com alguma generalidade. Geralmente, utiliza-
se suposicoes que simplificam as equagdes, como impor algum tipo de simetria na métrica.

A ndo-linearidade das Equagdes de Einstein € um reflexo de sua auto-interacgao,
e € a principal diferenca da teoria Newtoniana, que € linear, as discrepancias se tornam mais
aparentes quanto mais forte € o campo gravitacional, e € o motivo por trds da precessao do
periélio de Mércurio, que € explicavel pela RG.

Por fim, vale mencionar a conhecida dificuldade em conciliar a RG com a mecéanica
quantica. As tentativas usuais de quantizar a RG esbarram em dificuldades principalmente por
se tornar uma teoria nao-renormalizdvel, e assim, € uma sugestdo de que a teoria s6 pode ser

considerada até certa escala de energia.
3.3 Violacao de Lorentz na Gravidade

Quando se trata de teorias gravitacionais e a violagdao de Lorentz, o formalismo de
Cartan € utilizado, pois facilita o tratamento de férmions em espacos curvos. O objeto principal
desse formalismo € o vierbein ou tetrada e,, que conecta um tensor covariante do espago-tempo

Tyyyy... @ um tensor covariante Tabc_ﬂ no espago inercial local

Tuv)L... - euaevbelcTabc...y (3.23)

a existéncia dessa conexdo implica também que a uma quebra de Lorentz leva a uma quebra

de difeomorfismo [32]. Um difeomorfismo é uma transformacdo de particula, nos quais os

3Nesse caso, os indices latinos estdo sendo utilizados para representar as coordenadas do espago inercial local
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mapeamentos x* — x* + EH levam as transformagdes nos campos dinAmicos
T,uwl... — T,uv/l... + LéT,uvl...- (3.24)

A quebra de simetria de Lorentz é levada em conta na teoria com a adi¢do de um

termo na acao que pode quebrar espontaneamente ou explicitamente
S=8Sgg+Sy+Swv. (3.25)

O terceiro termo da ag@o Sry, que quebra a simetria de Lorentz por meio de um

campo de fundo ky, onde x denota os indices do espaco-tempo desse tensor, possui a forma

Sty = /d"xv —8 Lv (guv, V¥ ky). (3.26)

Além de depender de ky a agdo também depende da métrica e dos campos de
matéria denotados por f¥. Os outros termos da a¢do ja foram tratados na Se¢io porém

vale salientar que Sy depende apenas de g,y e f¥ e possui a forma

S = [ d"/=8 Zua(guv. 1Y), (327)

Quanto as transformagdes de observador, todos os termos da acdo sdo invariantes.
Todos os campos (guy, f¥ e k*) se transformam segundo a (3.24). Porém quando é considerada
uma transformacdo de particula, o termo Szy ndo € invariante, iss0 ocorre porque 0 campo ky
se mantém fixo (ky — k), em contraste com os outros campos da teoria.

Se a quebra de simetria € espontanea, os termos da acdo que geram a simetria sao

invariantes. k, possui equagdes de movimento dessa forma, a variagio da a¢do obedece

(SSLV

/d Wy B =0, (3.28)

quando os outros campos vao aos seus valores de vicuo.
Quando a quebra € explicita, a acdo nao é mais invariante sob o grupo de Lorentz,

portanto o campo ky, nao representa um campo dindmico, ou seja, ndo possuem equacdes de

movimento e portanto
oSy
Oky

/ &/ —g 2 5k, #0. (3.29)
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3.3.1 Violacao Explicita versus Espontanea

No contexto gravitacional, a LV pode ser tanto Explicita como Espontﬁneeﬂ e exis-
tem teorias que fazem o uso dos dois tipos de quebra de simetria. Utilizando a agdo (3.23), é
possivel demonstrar uma inconsisténcia entre a quebra explicita e a RG.

Partindo de (3.26), e fazendo uma variag¢@o funcional com respeito a gy

6S
Lv 5g,uv

SSLV —/d XN/ —
= —E/d”x\/— TLV 08uv, (3.30)

definindo a quantidade 7};" em analogia ao tensor de energia-momento. A variagio de (3.23)

leva a Equacdo de Einstein modificada na forma
G* =8rnG(T)," + T} ). (3.31)
E possivel utilizar a identidade de Bianchi contraida, que leva a relacio
V(T + 1) =o. (3.32)
A outra equacdo de movimento € definida pela variagdo da a¢do com relacdo ao campo de
matéria f¥:

n oSy oSy
oS = /d xX\/— (5fll/ 51V

Considerando a variacdo da acdo com relacdo as transformacdes de observador,

) SfY=0. (3.33)

nesse caso, as variagdes sdo dadas pela derivada de Lie (0guv = Leguv, 0f ¥ = Le f¥ e 8ky =
Leky), cada uma dos termos da ag¢do sdo invariantes sob transformagdes de observador, dessa

forma, aplicando o principio variacional em Sy e Sry

55 55
58y = /d”x\/_[ Mzgguﬁsfﬁzgf"’}—o (3.34)
55 55 55
ava_/d”x\/_{ Y Ceguv + SfLVYL,;fW vaékx] 0. (3.35)

Somando as Equagdes (3.34) e (3.35), e utilizando a (3.33))

Vs 8SM 5SLV SSLV
/ - [(5guv sguv>55&w+5 Lékx] 0 (3.36)

Da defini¢do de derivada de Lie, Leguy = Vi &v + Vy &y, € possivel integrar por

4Outra forma de levar em contar a LV seria adicionar os termos de quebra de simetria na prépria métrica do
espago-tempo como € observado na geometria de Finsler, que é uma generalizacdo da geometria Riemanniana.
Esse tipo de quebra estd intimamente ligada a violagdo explicita [33].
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partes o primeiro termo de (3.36)

Jo (28 = fonan (0 52)e]

O8uv Oguv  Oguv
/d”x\/_V (55[\/1 55LV>§V
0 guv 5g/.1v

/ d"x\/—g V“(‘SSM 5SLV)§V (3.37)

0 8uv 58uv

O primeiro termo representa uma integral no contorno do volume e € levado a zero.
Retornando a (3.36) e substituindo (3.30)

oSty

J =g [Tulh T+ et 33%)

Agora aplicando a condigdo (3.29), caracteristica de uma quebra explicita, observa-
se que V”(T” Y+ TL’f,v) # 0, ou seja, a identidade de Bianchi € invalida. Essa inconsisténcia
com a RG, muito embora ndo torne as teorias com quebra explicita invélidas, leva a autores
(29,132,134, 135]] considerar o setor gravitacional do MPE como um caso de quebra espontanea de

Lorentz (observe que aplicando a condi¢@o (3.28)), a identidade de Bianchi se mantém valida).

3.3.2 O Modelo Bumblebee

Dentre os modelos utilizados para gerar a violagdo de Lorentz espontaneamente em
uma teoria, o modelo bumblebee ¢ um modelo relativamente simples. A quebra de simetria vem
da dindmica de um campo vetorial de B* que possui um valor esperado no vacuo (VEV) igual
abM.

A dindmica de B* pode ser descrito pela agﬁoE]
Lp =L+ Lk + L+ 2. (3.39)

No caso, .Z,p descreve o acoplamento entre o campo gravitacional e o campo bum-
blebee, £k contém os termos cinéticos para B*, %, possui o potencial que provoca a violagdo
espontanea de Lorentz e £ possui o acoplamento de B4 com os campos de matéria e outros
setores do modelo.

O termo .Z,p pode ser descrito de maneira geral com campos dindmicos u, s*V e
tO‘B”V, acoplados com o escalar de curvatura e os tensores de Ricci e Riemann respectivamente,

cujos termos dominantes tem a forma

2
O%B =8 F(MR‘FS“VR[,LV +taﬁ‘uvROtﬁ[.LV) (340)

A dinAmica deve ser ditada também pela Lagrangiana de Einstein-Hilbert, porém, a acdo considerada em
(3:29) ja possui a acdo de Einstein-Hilbert, ela foi ocultada.
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Para o campo bumblebee, considera-se
%8 =+/—8 0B*B"Ry, (3.41)
que € encontrado fazendo os campos dinamicos
U= iéBo‘Ba, sHV = EBHBY — %fg‘“’B“Ba, 1By — o (3.42)
e fazendo ¢ = 2& / k2. Os outros termos da agdo serdo considerados
Lk =-—V-8 %BuvB“V,

Ly =—/—gV(B"B,Fb?),
& =0. (3.43)

em que Byy =V By — VB, e b = b“bu. Observe que By € andlogo ao tensor eletro-
magnético Fyy. Ja foi demonstrado que o campo bumblebee pode ser utilizado para descrever
uma teoria de gauge U(1) para o f6ton [36].

Por fim € possivel escrever a acio do campo de bumblebee
1
Sp= / d*x\/—g [ZB,WB“v +0B"B"Ryy —V(B*B, Fb%)|. (3.44)

Mais detalhes sobre a dindmica do bumblebee sdo discutidos no Apéndice (B).
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4 TEORIA PERTURBATIVA E RADIACAO GRAVITACIONAL

Nesse capitulo sera discutida a Teoria da Pertubacgao aplicada na RG. A Equacao de
Einstein linearizada para a pertubagcdo da métrica serd encontrada e serd discutido a invariancia
de gauge e seus graus de liberdade. Fixando um gauge, a equagdo de onda gravitacional e suas

solugdes de vacuo e com termo de fonte serdo encontradas e discutidas.
4.1 Teoria Perturbativa e Linearizacao da Equacao de Einstein

Uma das solu¢des de grande importancia da equacdo de Einstein consiste a analisar
sua solu¢do no limite de campos fracos, onde € possivel imaginar que a métrica g,y € muito
proxima da métrica de Minkowski. Utiliza-se um método perturbativo, onde a métrica € descrita

como
guv = Nuv +hyuv, 4.1)

em que /1, € chamada perturbagdo. Observe que para campos fracos, a perturbag¢ao € um termo
muito pequeno (|| << 1), essa suposi¢ao implica no descarte de termos que envolvam segunda
ordem ou mais de h. Além disso, é possivel utilizar a métrica de Minkowski para abaixar e
subir indices de um tensor, visto que € aproximadamente igual a métrica linearizada.
Utilizando a identidade g,y g“}L = 6\)}, € possivel encontrar (descartando termos de

segunda ordem de h) que a inversa da métrica é
gtV =n*V —ntv. (4.2)

em que h*Y =nHoNVPhgp.

Para encontrar a equacdo de Einstein linearizada, € necessario usar e @.2)
na equagdo de Einstein, para isso € necessdrio linearizar R,y € R, dessa forma inicialmente
procede-se com os simbolos de Christoffel

1
Fﬁv = Egp/l (augwl + avg/lu - 8/lguv)

1
= Enpl(auhvk + avhku - akhuv)~ (4.3)

O tensor de Riemann dependera apenas dos termos de derivada de I', assim obtém-
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se
Ropav = Nop(93 Ty +917,,)

= S Mop TP (24 uhvec + 3hdvhap — Py — Oyduha — 9y dvhag + vl

= %(3/1 Iuhye + Oy dshyy — 03 0chyy — dyduhyg). (4.4)
O tensor de Ricci € obtido contraindo os indices o e A

Ruy =N Rouay
- %(a;L duhy* + 93 9yh * — Ohyy — 9udyh). (4.5)

Contraindo novamente para encontrar o escalar de curvatura, tem-se

1
R=n""Ryy = E(a;tauh“l + 9y ovh"* — 0K, — 9,0 h)
= duoyh"’ —Oh. (4.6)
Por fim, substituindo (#.3) e (@.6) para encontrar o tensor de Einstein

Guv = Ruv — %nuvR
= 5 (Baduht + 33— Oy — dudvh — My Bedph®® + M), (A7)
Que gera a equacdo de Einstein linearizada
0 9uhy* + 03, 9vh* — Ohyy — 9pudyvh — Ny 0 ph®P + My Oh = 168Gy, (4.8)

em que 7y, € o tensor energia-momento calculado na ordem zero de hy,y, as ordens mais altas
nao sdo consideradas, porque a quantidade de energia e momento ja sdo baixas para que o limite

de campo fraco seja aplicavel.
4.2 Invariancia de Gauge

A escolha da métrica em (4.1]) gera o problema da invariancia de gauge, por nao es-
pecificar um sistema de coordenadas. Dessa forma, essa decomposi¢ao da métrica na métrica de
Minkowski e uma pertubacao nao € tnica, podendo gerar pertubacdes diferentes para sistemas
de coordenadas diferentes, € um problema equivalente ao encontrado no Eletromagnetismo,
quando € necessdrio determinar o quadripotencial Ay a partir das equagdes de Maxwell.

Considere uma transformagio de coordenadas infinitesimal x* — x* — &, Partindo
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da lei de transformacgao de tensores para a métric

ox'H ox"v
"~ 9x% JxP g

gH o, 4.9)

Usando (4.2)) € possivel escrever a transformacdo anterior como

d(xH —EH) I(xY —
0x° oxP
MY Y = (58— 00E) (85 — Do) (P )

nuv_h/uv _ nuv _nupapgv _ncvacgu _pHv
h’“V:h“V+a“§V+aV§“, (4.10)

n,u.v _puv

év) (ncp _hO'p)

onde todos os termos de ordem superior a um de A e & foram desprezados. a Eq. é
chamada de transformacdo de gauge para a teoria linearizada e pode ser escrita de maneira
equivalente como

h;w = hyy + &y +vé,. (4.11)

Observe que, sob essa transformagao, o tensor de Riemann

1
R:wlv = Rcm/lv + i(a/lauavéo + avaoauél - a/lacrauév - avau&)b éo-l-

+ a)t auaagv + av(yaa/lé,u - a)L acravé,u - ava,uacrél)

Rouay = Ropivs (4.12)

se mantém invariante, dessa forma toda teoria linearizada também € invariante. Assim fixando
um gauge, ou seja, escolhendo os £, a unicidade de hyy € assegurada. Essa escolha pode ser

feita de maneira a Eq. se tornar mais simples.

4.3 Graus de Liberdade

As componentes pertubagcdo é um tensor simétrico de tipo (0,2), ela pode ser de-
composta de forma a analisar seus graus de liberdade. A componente 00 define um escalar
(spin 0), as componentes 0i definem um trivetor (spin 1), e as componentes ij definem um ten-

sor espacial simétrico (spin 2), que pode ser dividido entre um tensor sem traco € um tensor

'Essa forma de mostrar a transformacio de gauge esbarra no problema de equacionar tensores de dois sistemas
de coordenadas diferentes, outra abordagem, que usa a nog@o de difeomorfismo, pode ser vista na Ref. [37].
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com trag Assim, € possivel as componentes de iy

hoo = —2P

hoi = hijp = w;

]’ll'jZZS,'j—2‘P§,'j, (413)
onde ¥ e s;; sdo definidos como
1 ...
= —E(Sl]]’lij
1 I i
SijEE hij_§5 hkléij . (414)

Assim € possivel escrever o intervalo como
ds* = —(14+2®)dt* +wi(dx'dt +dt dx') + [(1 — 2%)8;j + 2s;j]dx'dx’ (4.15)

Agora é preciso encontrar os tensores de Ricci e o escalar de curvatura para subs-

titui-los na equacao de Einstein. Primeiramente, encontra-se as componentes dos simbolos de
Christoffel usando a Eq. (4.3)

Iy = d®
Fé)O = dyw; + 0;P
I =0,®
l' 1
jo = 9wi + 59ohij
1
[ = 590 — (o
. 1
ke = 9(ihw)i = 5 il (4.16)

onde os indices que estao entre parénteses (colchetes) representam a simetrizagao (anti-simetrizacao)

desses indices. A decomposi¢do de h;; ainda nao foi feita por conveniéncia.

Essa decomposicio é caracteristica da teoria de grupos, onde um tensor é dividido em partes que sdo invarian-
tes no grupo de simetria, chamado de formas irredutiveis.
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As componentes do tensor de Riemann sdo encontradas a partir da Eq. (4.4)

Roooo = 0;

Rooor = 0;

Rojor = dodjwy) + 90 P — %9090%'1;

Rojur = 90wy —dodjhy j;

Rijir = 9;9hy; — didhy . 4.17)

As outras componentes de R3y 830 encontrados pelas suas relagdes de simetria.

As componentes do tensor de Ricci sdo encontrados contraindo o tensor de Riemann

Roo = 1" Roooo + 87'R joro
= V2@ + dydew* — 3090pY;
Ror = 1" Rooo; + 7R jou
= Vw3 A + ks, + 2200
Rj1 =n"Rojor + 6™ Riju
=—0;0)(P—-V¥)— aoa(jwl) +0OW6; —Usj; + 23k3(jsl)k- (4.18)

O escalar de curvatura € escrito como

R=1"Ro+ 8"Ry;
= —2V2® — 20w — 60y + 4V + 20;0;s*. (4.19)
Por fim, € possivel escrever as componentes do tensor de Einstein
Goo = 2V2Y + o'?,-o'?jsij;
1 1
G()j = —§V2Wj + §8j8kwk + 808ksjk + 28()(91'\{’;
Gl‘j = (8,-jV2 — 8,81)(619 — lP) + Sija()&kwk — a()a(in) + 251‘]8()8() — Ds,-j + 8k8(isj)k — 6,~j8k8,skl.
(4.20)

Iniciando a anélise dos graus de liberdade, utilizando a componente 00, obtém-se
1 g
V2W = 472G Ty — Ea,-a,-s’f. (4.21)

Observe que W ndo possui derivadas temporais, dessa forma, a partir de Ty € s;;
em qualquer tempo especifico e suas condicdes de contorno, € possivel determind-lo. Conse-

quentemente, ¥ ndo € um grau de liberdade de propagacao. Agora a equagado 0j se converte em
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(8 V> — 9;0 )W = —16mGTy; + 4000, + 230y *. (4.22)

Assim como para ¥, a equacdo para w; ndo possui derivadas temporais, portanto,

também nao configura um grau de liberdade de propagacdo. Finalmente a equagdo ij resulta em

(5,'jV2 — 3,'81')(1) = 87'L'GTij + (5,']‘V2 — 8l~8j - 25,']‘3080)‘11 - 6,-j808kwk+
+ a()a(in) + DSU — 28k8(isj)k — 6U8k81sk1. (4.23)

Da mesma forma que os outros campos, ® ndo configura um grau de liberdade. O
tnico que restou foi s;; que € chamado de strain e configura os tnicos graus de liberdade fisicos
da pertubacdo, por conseguinte, ele serd utilizado para descrever as ondas gravitacionais. As
outras componentes da pertubagdo, podem ser determinadas a partir do strain e dos campos de
matéria.

Finalizando a discussao, sob a transformacao de gauge cada uma das componentes

de hyy se transformam como

b — <I>+8o§0;
wi — wi+ &l — 9,EY;
¥Y—-¥-— %&5";
1
Sij = Sij + 8(15]) — §8k§k6ij. (4.24)

Essas transformagdes serdo importantes quando for necessario fixar o gauge para

facilitar o tratamento da equacao linearizada.

4.4 Ondas Gravitacionais

Dentre os gauges utilizados na teoria linearizada, um muito famoso por resultar na
equacdo de onda no quando consideradas solucdes de vacuo € o gauge transverso. Inicialmente,

s/ é escolhido para ser espacialmente transverso
dis’ =0, (4.25)
que é equivalente a escolher &' da forma da Eq. (4.26)
V2T 4 %a,-ajgi = —20;s". (4.26)

Ainda resta uma escolha para £, que pode ser utilizado para definir que w' também
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seja espacialmente transverso.
ow' =0, (4.27)

que é equivalente a fazer £ satisfazer
V2EQ = o' + 9yl (4.28)

Essas equacdes diferenciais ndo especificam a escolha de &, porém implicam na
existéncia de uma solucdo, dessa forma existe uma mudancga de coordenada que facam as

condicoes (4.23) e verdadeiras.
Essas condic¢des implicam que as Equacdes (4.21)), (4.22)) e (4.23)) sdo escritas como

V2¥ = 471G To;
1
—§V2wj +2090;¥ = 87GTy;;

(6,' P — 8,8])(CI> - lP) - 808(,-wj) + 26ij8080‘11 - Dsij = 87L'GT,'J'. (4.29)
As solucdes de vacuo implicam que, para a equagdo 00
VY =0, (4.30)

que implica ¥ = 0 considerando que o mesmo zera no infinito.

Para a equacao 0j, substituindo ¥ = 0

VZw; = 0. (4.31)
Novamente, implica que w; = 0. O trago da equagdo ij resulta em

Vi =0, (4.32)

outra vez, obtém-se que @ = 0. Por fim utilizando as condi¢des anteriores, a equagao ij computa
a equacao de onda para o strain
Us;j = 0. (4.33)

Pelo fato do unico grau de liberdade da pertubacdo ser o strain, € teorizado que a
particula que descreve a interacdo gravitacional em uma teoria quantica, chamada de graviton,
¢ um béson de spin 2.

Geralmente, a equagdo de onda em termos da pertubagdo métrica como um todo,
mas a pertubacdo ainda deve ter suas componentes, com excec¢do as que definem s;; iguais a

zero. Essa escolha para a métrica € conhecida como gauge transverso sem trago (gauge T

3do inglés, transverse traceless
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definindo assim

Oh/jy =0, (4.34)
a equacdo de onda para a pertubacio, que deve ser puramente espacial, sem trago e transversal,
satisfazendo
i =0
" hyy =0
o hyy, = 0. (4.35)
Cuja solucao € dada por
hipy = Cuve™e™, (4.36)

em que Cyy € um tensor simétrico constante. utilizando as condi¢oes (4.35)), € possivel encontrar

que
COV = 0
n'qu”v == O
kuC“v =0. (4.37)

Além disso, substituindo (4.34) na fung¢éo de onda em
Ohyy = 0;
—k%kahjy, =0=>k%%k¢g =0, (4.38)

ou seja, o vetor de onda é um vetor nulo, assim a componente temporal que determina na

frequéncia da onda (k° = (@,k)) deve satisfazer
o® = |k|*. (4.39)

A solucdo completa da funcdo de onda é composta de uma superposi¢ao de todas
as ondas planas que satisfacam as condi¢des (4.37) e (4.39).

Para tornar a solu¢do mais explicita, é possivel escolher um sistemas de coordenadas

no qual o vetor k aponta na direcio x>, dessa forma
¥ =(0,0,0,0). (4.40)

Por esse motivo as componentes C3y serdo nulas pela condi¢do k, C*Y = 0. O tensor
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Cpyv € escrito como

0 O 0 0

0 Ci1 Ci» O
Cuv —

0 Co —Ci1 O

0 O 0 0

Observe que com essa defini¢do, (Cyy) satisfara todas as condigdes (4.37)), as com-

ponentes C1; e Cy; e a frequéncia caracterizam completamente a onda. Renomeando Cy; = hy

e hy
00 0 0
0 he hy O
Cuy = o : (4.41)
00 0 0

€ possivel escrever o intervalo como
ds* = —dt® + (1 + h e®*)dx® + (1 — hye®*)dy? + hy e (dx dy+ dy dx) +dz>. (4.42)
4.5 Polarizacoes das Ondas Gravitacionais

Para a discussdo da polarizacdo das ondas gravitacionais, considere que existem
quatro particulas no plano z = 0 e em um mesmo tempo, duas dessas particulas estdo espacadas
de uma distancia dx ao longo do eixo x, as outras duas estardo espagadas a uma distancia dy ao
longo do eixo y.

Inicialmente o caso para hx = 0 serd analisado, posteriormente o caso h = 0 serd
analisado (lembrando que o resultado total € uma superposi¢ao dos dois). A pergunta que a ser

feita €: Como o distancia entre os pares de particulas serd afetada?

e Casohy =0:

Nesse caso, o intervalo serd dado por

ds* = —dr* + (1 + hye®*)dx® + (1 — hi e )dy? + d 2,

o primeiro par de particulas terd uma distancia de

ds* = (14 hye*o) dx?. (4.43)

O segundo par terd uma distancia de

ds®> = (1 — hye®) dy?. (4.44)
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Assim, enquanto a distancia entre as particulas de um par estiver contraindo, no outro

estara dilatando.
e Casohy =0:

Nesse caso, o intervalo serd dado por

ds? = —dt* + dx* + dy* + 2he*o* dx dy + d7*.

Fazendo uma rotagao no eixo z de 45°, as coordenadas se transformam como

[PV _L r
X—ﬁ(x +5) y—ﬂ(y x). (4.45)

Assim, no novo sistema de coordenadas, o intervalo é descrito como

1 1 _—
ds® = —di"* + E(dXI +dy') + E(dy' —dx') +dZ? + hy e (dx' +dy')(dy' — dx))

= —di” + (1 + he®**)dx + (1 — hye* o )ay? + dZ”. (4.46)

Que € equivalente ao caso anterior, porém rotacionado em 45°.

Esses modos de polarizacdes sdo conhecidas como “mais” (plus) e “cruz” (cross)

respectivamente, e estdo retratados na Figura 4]

[olslolsstotote

(a)

[e)slolelolatlo

(b)

Figura 4: Estados de polariza¢do da onda gravitacional (a) Polarizacao plus e (b) Polarizacdo
Cross.

E possivel associar a invariancia sob rotagdes espaciais dos modos de polarizagcdo
das ondas com o spin da mesma. De maneira geral, se a polarizacao for invariante sob rotagcao de

0, é possivel associar o spin S da particula em uma teoria quantizada com a férmula S = 360°/6.
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Os modos de polarizacdo das ondas gravitacionais possuem invariancia sob rotacdes de 180°,

mais uma vez, isso leva a hipotese que o graviton seja uma particula de spin 2 [37].

4.6 Producao de Ondas Gravitacionais

Para a discussdo da producao de ondas gravitacionais, € necessario trabalhar com a
equagdo de Einstein com fonte, como 7),, ndo desaparece, a perturbagdo vai possuir as compo-
nentes 00, 0j e seu traco diferente de zero, assim ela ndo assume as restri¢des de Eq. (4.33). A

rota a ser assumida serd utilizar a pertubacdo de trago reversoﬁ

— 1

Observe que, no vacuo e longe de qualquer fonte, a pertubagdo de traco reverso

assume a forma sem-trago e transversa de forma que € idéntico a pertubacio original

=TT

_TT
hyy = hyy-

Ainda € possivel escolher um gauge, esse € feito de forma a fazer a divergéncia da
pertubacao de trago reverso nula
" =0, (4.48)

essa condigdo é conhecida como gauge de Lorentz e é andlogo ao gauge dyA* utilizado no

eletromagnetismo. Para satisfazer (4.48), basta escolher & de forma a satisfazer
D&Y = —agun™".
Agora, substituindo a definicao de Euv na equacao de Einstein linearizada, obtém-se
Ohyy = —167GTyy. (4.49)

Nessa equacao fica claro um defeito da teoria linearizada, a mesma perde o efeito
da auto-interacdo do campo gravitacional. Dessa forma os campos de matéria agem como
geradores da radiacdo gravitacional, porém ndo ha acdo da radiacdo com a matéria, ou seja,
a onda receberia energia e momento dos campos de matéria, mas a energia e 0 momento da
matéria permaneceriam conservados [38]].

Para solucionar a equagdo de onda, utiliza-se 0 método da funcdo de Green. Uma

funcdo de Green para um operador diferencial & é a solugdo de

OG(x° —y°) = 6@ (x7 —y°). (4.50)

40 nome vem do fato desse tensor possuir o traco igual a —h.
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Considerando o operador d’ Alembertiano, temos duas fun¢des de Green, uma cha-
mada avancada e outra retardada, a primeira representa ondas que se propagam retrocedendo
no tempo, a segunda representa ondas que avancam no tempo. Nesse caso, a unica que possui
interesse fisico € a retardada

1

Gr(x® —y°)=———~§
R(x y ) 47T|X—y‘

[x—y|— (" =y")]O (" —?), (4.51)

em que O ¢ a funcdo degrau.
A solugdo para (4.49)) é dada por

v (5) = 167G [ &'y Gr(x” — )T ()
1
=46 [ @y = T %)l ] (1000 )
1
—4G [ &y ey vl = ealy) (4.52)

em que t = x". Essa equacdo possui uma interpretagdo fisica interessante, a pertubagio do

campo gravitacional no ponto (¢,x) é a soma da contribuicéo de todas as fontes de energia e
momento dentro do cone de luz do passado.
Definindo o tempo retardado t, =t — [x —y|, e escrevendo a transformada de Fourier

da pertubacao € possivel desenvolver

=~ 4G 1 ;
h'uv((D,X) = E/dt d3y HelmTuv(fraY)

4G M B
= E/dtrd y Helwtrelmx leuv(fm)’)

1. .
=4G / Py —— VT (0,y) (4.53)
x -yl
Agora, € suposto que a radia¢do € emitida por uma fonte isolada, muito distante e

composta de matéria nao-relativistica. O motivo dessa suposi¢ao € considerar que o modulo

da distancia espacial do ponto de medida da radiag¢@o e da fonte r = [x —y

, € praticamente

constante, de forma que é possivel tird-lo da integral de (4.53)). Assim, é possivel escrever

el(l)r 3 5
. /d yTuv(w,y). (4.54)

By (0,X) = 4G

Para simplificar mais ainda a Eq. (4.54), observe que a restri¢ao (4.48)) se torna, no
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espaco de Fourier
&LEMV =dy /da) o — o
. ~0 Lo~
—iw/da) e +8j/da) e~ — 0
~0v ~jv

i
ho=—oh (4.55)

A partir de (4.59), observa-se que, utilizando apenas as componentes espaciais da
pertubacdo no espago de Fourier, € possivel encontrar as outras componentes. Outra simplificacao
¢ feita integrando por partes as componentes espaciais tensor de energia-momento também no

espaco de Fourier
[avTi= [y a9 = [dyyaur)
__ / By oy (TH). (4.56)

Utilizando a identidade de Bianchi, seguindo um procedimento equivalente para a

deducio de ([@.53)) é possivel demonstrar que J, 7" = iwT°". Continuando a simplificacio
/d3y TV = —/d3yxic9k(Tkj) = —iw/d3y YT

10 P s
= —%/cﬁy TV +y'T)

= —— d3y yiijOO. (4.57)
Assim, é possivel definir o tensor momento de quadrupolo 7'/ (¢)
I'(t) = / ay yy' T, (4.58)
que simplifica a expressao para a parte espacial da transformada de Fourier da pertubacao

- ior
= 26 ~

/’l,‘j((D,X) =-2Gw p I,-j(co). 4.59)

Por fim, fazendo a transformada inversa de (4.59), obtém-se a férmula de quadru-
polo para a pertubacao

— 2G d?
hl-j([7x) = TWIZ'J'(Z‘,). (4.60)

A radiacdo gravitacional produzida por um objeto isolado nio-relativistico tem na-

tureza quadrupolar, em contraste com a radiac@o eletromagnética, em que a contribui¢do maior
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vem de termos dipolares. Como geralmente o momento de quadrupolo de um sistema € muito
menor que o0 momento de dipolo, além do fraco acoplamento gravitacional, a radiacdo gravita-
cional é tipicamente muito mais fraca que a eletromagnética.

A proibicao de contribuicdo dipolar é esperada para a radiagdo gravitacional, para
observar isso, considere um sistema isolado de massas, nés podemos definir o momento de

dipolo gravitacional
dg =Y mr;. (4.61)
i
Mas pela conservagdo do momento total de um sistema isolado, temos

d
Ed'g =0 (4.62)

que proibe a existéncia de termos dipolares na solugao.

4.7 Radiacao Gravitacional Emitida por um Sistema Binario em Orbita Circular

Uma aplicag@o de particular interesse para a produgdo de ondas gravitacionais, € a
de um sistema bindrio em Orbita circular como discutido em [39]. Esse tipo de sistema consiste
em uma configuracdo bem simples de dois objetos de massa m; e m; que tragam uma trajetdria

circular em torno de seu centro de massa conforme esquematizado na Figura[5]

Figura 5: Sistema bindrio efetuando 6rbitas circulares.

O sistema € analisado a partir da mecanica newtoniana, valido a baixas ordens. Os

pardmetros orbitais serdo a massa reduzida u = mymy/(m; +mjy) e a distancia de separacdo
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lop = r1 + rp. baseando-se pela Figura € possivel escrever as distancias | € r; como

mylo mily
ry = 7, M ; (463)
em que M = m; +mj é a massa total do sistema.
As equacdes de movimento serdo encontradas a partir da velocidade angular Q dos

elementos do bindrio, igualando a for¢a gravitacional com a for¢a centripeta para ambos objetos,

tém-se
Gm;mz _ mlﬂzmzlo,
A M
G l
M e (4.64)
A M

Que implica para a mesma velocidade angular para os dois objetos

M
o— /G_3, (4.65)
lO

Assim, as equagdes de movimento serao

I l
x| = @coth, v = msith,
M M
I I
Xp = —% cosQt,  yy = —% sin Q. (4.66)

A partir de e da defini¢do de Ty
Too = 6(2)[m16(x —x1)8(y —y1) +m28(x —x2)8(y — y2)), (4.67)

computa-se as componentes nao nulas do momento de quadrupolo (4.58|)

s
2
Ly = %lé(l —c0s2Qt);

15(1+cos2Qt);

Ixx -

Ly =Ly = %zg sin 2. (4.68)

Por fim, utilizando a Eq. (4.60), tém-se que a expressdo para a perturbagio de trago

reverso ¢ dada por

4G —cos2Qt, —sin2Qt, 0
hij(t,x) = T.UZ(% Q| —sin2Qr  cos29s, 0 |- (4.69)
0 0 0

Note que, devido ao aparecimento do fator 2€2 nos argumentos das funcdes seno e
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cosseno, a frequéncia de oscilacdo da onda gravitacional serd duas vezes maior que a frequéncia
rotacional do bindrio.

E interessante nesse exemplo, passar essa solucio para o gauge TT, de forma a
analisar a polarizacdo dessa onda. Isso € atingido utilizando operadores de projecdo, considere

o operador de projecdo que projeta um vetor no plano ortogonal a uma dire¢ao h
A partir desse projetor simétrico e transversal, podemos construir um segundo

1
Pijn = PP — PP, 4.71)

que extrai a parte sem traco e transversa de um tensor de rank (0,2). Dessa forma, afirmamos
que
TT

Agora, utilizando o projetor TT, vamos extrair a parte da onda que se propaga na

dire¢do z (fi = (0,0,1)). o projetor Py é

0
Pi=|01 0| (4.73)

000

A perturbacdo no gauge TT sera
2G d?
hyo =0, hlil(t,2)= 7@15% —2), (4.74)
em que

I = 2l (4.75)

As componentes ndo nulas sdo

1 1
I)Z;CT = (kale - EPxkal) Iy = E(Ix _Iyy);

1 1
TT .
Ly = (Pykul—E nykl) I = _E(Ix —1y);
1
IxTyT - (kapyl - EnyPkl) Ty = Lyy. (4.76)

Dessa forma, temos as duas polarizacdes, hl e h){yT. No problema do binério,
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temos

4G
AT = — = i3 Q% cos (2Q1,)
r
4G
L = ——pigQ?sin (2Qx,), (4.77)
r
demonstrando que a onda € circularmente polarizada.

Por fim, podemos computar a amplitude da onda

4G
ho = — ulgQ?
r

_ 4uMG?
B I’l()C4

, (4.78)

em que simplesmente dividimos ¢* para voltar s unidades SI.
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5 EFEITOS DA VIOLACAO DE LORENTZ NA PRODUCAO DE ONDAS
GRAVITACIONAIS

Nesse capitulo, serd demonstrado como os efeitos da LV modificam a producdo
das ondas gravitacionais. Inicialmente a relacdo de dispersao modificada serd demonstrada de
acordo com a Ref. [40]. Posteriormente, a partir de um procedimento equivalente ao demons-
trado na Secao uma nova férmula de quadrupolo € derivada, culminando na aplicacdo em

um sistema bindrio.
5.1 Modificando a Relacao de Dispersao do Graviton

Na Secao foi abordado como a violagdo de Lorentz pode ser levada em conta
em uma teoria de gravitacdo. No caso, € possivel adicionar um termo na acdo que quebra

espontaneamente a simetria de Lorentz.
S=S8Seuy+Su+Sy 5.1

O termo Syy considera o acoplamento entre o campo bumblebee e o graviton, cuja
forma foi demonstrada na Eq. (3.41])), a partir de um procedimento de lineariza¢do dos campos

bumblebee e gravitacional descrito no Apéndice [B] obtém-se a densidade lagrangeana
1
Loy = & [P0+ L 0 1%
1
= 5 (0= p) W by + P*buby 1 — (bubypapg + biupv)b(app)) h”vhaﬁ}

42 2
+ % |i(—2p2bubv - 2b2pupv —|—4b pb(#pv) _ M) hﬂvhaa

42
b? 2(b- b
[ 2bubpaps —bupvbars + PuP\;PaPﬁ_ ( p)pufv (@PB) | PuPvPaPB \ Luv,ap
p p 47
2.2 2 P4 o2 2 (b‘P)zpqu Ay 3
+ (0P = (bop) + 5y ) (%) + pbubv—Z(b-p)b(“pv)—l—T AR | + o),
(5.2)

emque b-p=>bHpy, com p* = ( p°,p) e b = (b°,b). Como a quebra de simetria é espontinea,
essa lagrangeana ainda € invariante por Lorentz. Além disso, a lagrangeana ndo é mais invari-
ante a transformagdo de gauge (hyy — huyy +ipu&y +ipvéy).

Os efeitos do bumblebee na RG estdo na lagrangeana efetiva

Lrin = LEH + L1y (5.3)
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onde a Zry € a lagrangeana de Einstein-Hilbert linearizada

1 1
Zru = Pupah“vhg - Pupvhuvh + Epzhﬁh - Epzh“vhuv- (5.4)

Para encontrar equacio de movimento do graviton precisamos inicialmente escrever

a Eq. (5.3) na forma bilinear
1 A
Liin = —Eh“vﬁuvjaﬁhaﬁ (5.5)

e determinar o operador & de forma que o mesmo seja simétrico nos indices (uv), (aB) e na
troca dos pares (1Lv) e (o). A determinagdo de &, do propagador de Feymann da teoria e de
outros detalhes, podem ser encontrados na Ref. [40]].

A equacdo de movimento € encontrada a partir de
Guv.aph®™ =0. (5.6)

A Eq. (5.6) é entdo saturada por p“pY, bEbY, p(HbY) e a métrica de Minkowski

[41], revelando as seguintes restri¢cdes
pupvh"’ =0;  bubyh"Y =0;  p b,y =0; h=0. (5.7)
Mais restri¢des podem ser encontradas saturando (5.6) com p* e b
pully =0; byhy =0. (5.8)

Aplicando as Egs. (5.7) e (5.8) na Eq. (5.6) obtemos a relagdo de dispersdo para o

graviton modificado pela presenca do campo bumblebee
[p*+&(b-p)*huy =0. (5.9)

Observe que a presenga do campo Bumblebee levou a modificacio da relagdo de
dispersio da teoria usual de Einstein-Hilbert (p?> =0 — p?> +&(b- p)? = 0) de forma que o
acoplamento ndo-minimo B*BYR,;y ndo gerou modos massivos para o graviton, além disso, o
numero de polarizagdes da teoria se mantiveram dois, o que estd de acordo com as medidas do

evento GW 170814, o primeiro a analisar as polarizacdes da radiacao [42]].
5.2 Produciao de Ondas Gravitacionais na Presenca do Campo Bumblebee

Para a andlise da producdo das ondas gravitacionais, uma corrente J,y que € adici-

onada a equacdo homogénea (5.9) resultando em

[0+ E(b- )]y (x) = Juy (x). (5.10)
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Essa corrente vai agir como a fonte da radiacdo gravitacional, ela deve ser equivalente a fonte
da Eq. (@.49), uma vez que apenas o acoplamento entre o campo bumblebee e o graviton
foi considerado, assim os campos de matéria mantém-se inalterados. Dessa forma, € possivel
escrever Jyy = 16717GT,WH

Assim como no Segdo [.6] o método da fungdo de Green ¢ utilizado para resolver
esse problema. O problema serd separado em dois casos: no primeiro serd considerado que o
VEV do bumblebee é do tipo tempo b* = (b°,0) e no segundo seré considerado do tipo espago
b* = (0,b).

Para o VEV do tipo tempo, como demonstrado no Apéndice [C] a fungio de Green

se reduz a

1 T
Gp, = 47WW6 [r— (TW)] O(1). (5.11)

em que r = [x —y| e T = x¥ — . Para encontrar a perturbagio, devemos solucionar a equagio

huy(x) = 1671:G/d4y Gy (x° —y%) Tuv (7).

4G Tuv(¥°) T
_ T(bo)2/az4y %5 [r— (W)] . (5.12)

Utilizando a identidade da funcao delta
O(ax) = —d(x), (5.13)

a Eq. (5.12)) se resume a
3 Tuv(t;y)’)
hyv(x) = 4G/a’ y ————, (5.14)
.

em que ¢ = x" — r\/14&(bY)2 é 0 tempo retardado. agora modificado pelo vetor de fundo.

O restante do processo € equivalente ao feito na Secao onde € considerado
que a fonte € distante, isolada e nao-relativistica. Assim, podemos escrever uma solu¢cao bem
parecida a encontrada para a teoria usual

_ 2G d%I;

hij(t,x) = —= =27 (1), (5.15)

em que o momento de quadrupolo é definido da mesma maneira que na Eq. (4.38).
Esse resultado € bastante interessante, muito embora ndo tenha havido mudanca na
amplitude da onda gravitacional, a mudanca no tempo retardado indica que a onda possui uma

velocidade de propagac¢do mais lenta (v = ¢/+/1+ & (b?)?), que pode ser uma forma interes-

'A diferenca de sinal se deve 2 mudanga da métrica
%Essa equivaléncia sé é possivel porque a violagio é espontinea e, como foi mostrado na Secio continua
satisfazendo a identidade de Bianchi
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sante de comprovar a teoria. O evento GW 150914 foi bastante interessante, pois a detec¢ao da
radiacdo gravitacional foi acompanhada pela observacao de erupgdes de raios-gama pelo Fermi
GBM apos 0,4 segundos [43]. Isso indica que € possivel que haja uma diferenca entre veloci-
dade de propagacdo dos fétons e gravitons, porém faltam dados observacionais para podermos
afirmar tal fato.

No caso em que b € do tipo espaco, a fung¢ao de Green é
Gp(x—y) =Gr(x—y) —Ga(x—y), (5.16)

em que Gg € a fungdo de Green Retardada e

Galx—y) = —>—0(1) {(b-r)2 K

T
T
8r3

r

) S(t—r)+18' (T r)] +1rb? cos(26;) 8(t — r)} ,
(5.17)
em que 6, denota o angulo polar de b. Os detalhes na obtencdo desta funcdo de Green podem
ser vistos no Apéndice
E agora procedemos para o célculo da perturbacdo. O primeiro termo da funcdo de
Green € simplesmente a funcdo de Green Retardada e seu resultado j4 foi calculado. O segundo

termo deve entrar na integral de convolucao
167rG/d4y G2(x® —y°) Ty (°). (5.18)

Vamos solucionar esse problema por etapas. A primeira integracao para ser resol-

vida é

;
:/d3 dy° T“V(yg, Y (.ry2 <x0;y0 —1) 80— (x°—r)]
o, (5.19)
A segunda integral
0l = / 'y W(b-r)%s'(r—n
[y BN 0050 (0
_ / &y M(m)& (5.20)

em que t, =t —r € o tempo retardado, T;iv denota a derivada de Ty com relagdo ao tempo

retardado.



53

Agora, podemos fazer a transformada de Fourier de I,

l‘r, .
/d3 Y) (b . r)Zelwt

(
)
w3 ezwr(b l') B
= o)
2 13
(2) (b I') d I,'j
Qij =—"52 3 () (5.21)
lembrando que precisamos apenas das componentes espaciais.
Por fim, a terceira integral €
T o
o) = / dy wrrbz cos (26,)8(t—r)
r
T (o)
= /d3y dy’ w&o —y0)rb? cos (26,)8[y° — (x* — )]
r
T o
_ / 2y 0% 2 o0, (5.22)
r
€ as componentes espaciais sao simplesmente
Q(3) _ b2 cos (26p) dzll'j () (5.23)
o 2r a2 V" '
Em posse desses resultados, a perturbacio se resume a
2G d*I;;
huv(x) = =7 =3 (1) = 256G 40P +00)); (5.24)

Aplicando os resultados obtidos nas Egs. (5.19), (5.21) e (5.23) em (5.24)), final-

mente obtemos a perturbacdao modificada

2G b? d>I;; b-r)2d’I;;
hij(t,r) = - Kl — %005265) dtéj (ty) + S 5 ) dt3l] ()] - (5.25)

Essa solucdo possui trés caracteristicas interessantes a serem discutidas. A primeira,
¢ a presenca de derivada de terceira ordem na solu¢do, que mantém a proibicdo de termos
de dipolo na onda gravitacional. A segunda é a mudanca na amplitude da onda, que pode
ser detectada em experimento mais exatos, visto que atualmente dados experimentais atuais
condizem muito bem com a RG. A terceira € a presenca de anisotropia, evidenciada pelos

termos b -r e cos(26,,). Essas caracteristica sdo muito dificeis de serem observadas, uma vez
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que é esperado que o termo Eb? seja bem pequeno.

A anisotropia podera ser observada futuramente com o experimento LISA, que ana-
lisard radiag¢do vinda de bindrios com inicial na frequéncia na ordem de mHz [44]], proporcio-
nando uma maior riqueza de dados e maior quantidade de eventos. Além disso, como estaréd
no espaco, os bracos do interferometro poderdo se mover de forma a investigar a oscilagdao
em diferentes direcdes. Na proxima secao, serd mostrado que a anisotropia também pode ser

encontrada nas polariza¢des da onda.

5.3 Modificacoes na Radiacao emitida pelo Sistema Binario em Orbita Circular

Agora, voltando ao exemplo do bindrio em 6rbita circular, temos 0os mesmos valores

para o momento de quadrupolo

Ly = %15(1 +cos2Q1);

Iy, = %13(1 —c0s2Q1);

Ly = Iy = %13 sin 20y, (5.26)
com todas as outras componentes nulas.
No caso em que b = (b°,0), apenas o tempo retardado muda, dessa forma nio

existem mudancas relevantes na forma da perturbagio. No caso b* = (0,b), existem diversas
mudancgas que vamos tratar agora. Aplicando as Egs. na (5.25)), obtemos

r

» [@? 5 3 (h . )2
hij(t,r) =4Gul I—TCOS(zeb) Aij+Q E(b-t) Bij|, (5.27)

em que = r/r e os tensores espaciais A;; e B;; sio definidos como

—co0s2Qt, —sin2Qt, 0 sin2Q¢, —cos2Qt,. 0
Ajj=1 —sin2Qt, cos2Qt:. 0 |, Bij=1 —cos2Qs, —sin2Qs 0 |. (5.28)
0 0 0 0 0 0

Pelo segundo termo da Eq. podemos afirmar que os efeitos da LV para esse
tipo de sistemas serdo mais evidentes a frequéncias maiores. Além disso, a modificacdo fica
sujeita a projecdo de b na dire¢do f. A frequéncia de oscilagdo, por outro lado, se manteve a
mesma.

Agora, vamos utilizar o projetor para extrair a parte transversal e sem traco

da perturbagdo. Considerando a diregdo fi = (0,0, 1) como foi feito na Secao Observando
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as Egs. (@.76)), encontramos as duas polariza¢des das ondas gravitacionais
TT o [ &b’ 3E (.22
hy =—4Guly | — 1—7003 (26p) ) cos (2Qt,) — Q& (b - ) sin (2Q4,) |,
r
QZ
r

2
hif = —4Gulg { (1 - éTbcos (29,,)) sin (2Q1,) + Q3 (b - )2 cos (295)} . (5.29)

Observamos que a polarizag¢do deixou de ser circular, evidenciando a anisotropia da
radiacao.
Finalmente, para computar a amplitude da onda, devemos deixar as Egs. (5.29) na

forma A cos (@t + ¢ ), dessa forma temos para AT

ALl = 4G,LLZ§Q2 [acos (2Qt,) — sin (2Qt,)]

= 4GUBRO* /a2 + b2 [ﬁ cos (2Q1,) — ﬁ sin (2Q,) | , (5.30)
em que os termos a e b sdo definidos como
a= % (1—%b2cos(2eb)>, b= QEb? cos?(6p). (5.31)
Agora temos que resolver o termo Va?+b?
1/2

2
Va2+b?= [:—2 (1 — %bzcos (29b)) +Q2(<§b2)2cos4(9b)]

| 1/2
= [ﬁ (1 — Eb%cos (29b)) +Qz(§b2)2cos4(9h)]

1
== [1—Eb*cos (26y)] /2

r

1 Eb?
=—|1-== 2 32

r[ 5 cos Ob)} (5.32)

Assim, a amplitude da onda gravitacional modificada é
4uMG? Eb?
hy = 1—— .
07 Trpe? ( 2 )’ (5-33)

considerando que o termo cos (26j,) € unitério.

A partir dos dados de amplitude, € possivel encontrar um upper-bound para o termo
Eb?, porém, uma vez que os dados experimentais das ondas gravitacionais nio possuem muita
sensibilidade, o bound é muito alto. Tome por exemplo o evento GW 151226, cuja amplitude
maxima detectada foi 3,4J_r8:; x 10722, Nesse caso temos §b2 < 0,4, que € um valor muito alto

se levarmos em conta outros bounds estipulados [43]].
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesse trabalho foi apresentado uma revisao dos assuntos que serdo de suma im-
portancia para o desenvolvimento da dissertacio. Como apresentado, a violagdo de Lorentz é
um interessante efeito que advém de uma teoria da gravitacdo quéntica. E esperado que seus
efeitos possam ser observaveis em limites de baixas energias, dessa forma figura como uma
maneira de testar teorias.

A violacdo € gerada por um campo de fundo, o qual faz com que haja a “escolha”
de uma direcdo preferida. Ha a distin¢do entre as transformacdes de particula e de observador,
pelo fato do campo de fundo que gera a quebra de simetria ndo se transformar nos segundos
tipos de transformagdo. No contexto da gravitacdo, espera-se que a violacdo seja espontanea,
uma vez que, caso seja explicita, a identidade de Bianchi nao é mais satisfeita.

O campo bumblebee, € um campo de fundo de particular interesse, por ser um
campo de relativamente simples e por gerar quebra espontanea de simetria, por seu VEV ser
diferente de zero.

A radiacdo gravitacionais € um resultado interessante decorrente da linearizacdo da
RG, € considerado que a métrica do espago desvia levemente da métrica de Minkowski. Na
equagdo de Einstein linearizada o fator a ser determinado deixa de ser a métrica g,y € passa
a ser a pertubagdo hy,. Esse tensor ndo € univocamente determinado durante a linearizagio, e
possui uma transformacio de gauge assim como o potencial A* no eletromagnetismo.

Decompondo suas componentes, foi demonstrado que apenas no tensor espacial
sem traco s;; estdo os graus de liberdade de propagacdo da onda, assim, todas as outras com-
ponentes constituem graus de liberdade nao-fisicos. Essa caracteristica leva a associar spin 2 a
particula hipotética, o graviton.

Na producao de ondas gravitacionais, foi demonstrado que a utilizacao da pertubacgao
de traco reverso e do gauge de Lorentz leva a uma grande simplificacdo da equagdo de Eins-
tein linearizada. Utilizando o método da funcdo de Green, a solucdo para uma fonte isolada,
nao-relativistica e distante foi deduzida e revelou ter natureza quadrupolar. Como exemplo, foi
considerado a radiacio emitida por um bindrio em 6rbita circular, que demonstrou ter frequéncia
de oscilacdo duas vezes a frequéncia de rota¢do do bindrio.

A adi¢do de LV no modelo € feita a partir da inser¢cdo de um termo na a¢ao que
gerard a quebra da simetria. acoplamento ndo-minimo entre o graviton e o bumblebee leva a
mudanga relacio de dispersdo da teoria de Einstein-Hilbert para (p? = 0 para p*> +&(b-p)? =0),
ndo gerando modos massivos.

Adicionando uma corrente que age como fonte, a producdo de ondas gravitacionais



57

foi analisada. Assim como na teoria usual, novas fun¢des de Green e solugdes foram encon-
tradas para dois formatos do VEV do bumblebee, b* = (b°,0) e b* = (0,b). Na primeira
configuracdo, apenas o tempo retardado foi alterado, evidenciando uma mudanga na velocidade
de propagacdo da radiacdo. No segundo caso, a solucdo apresentou mudang¢a na amplitude,
presenca de derivada terceira do termo de quadrupolo, e de anisotropia da solucao.

Por fim, a solucdo foi aplicada no exemplo do bindrio em Oorbita circular para
comparacao com o caso usual. Foi demonstrado a LV ndo altera a frequéncia de oscilagdo
da onda. O seu efeito depende da projecdo de b na direcdo do vetor separacdo entre a fonte
e o ponto de medicdo. Além disso, nesse tipo de sistema a modificacdo € mais evidente em
frequéncias de rotacdo maiores. Uma andlise das polarizacdes revela que ela deixou de ser
circular, como consequéncia da anisotropia do modelo. A partir da amplitude corrigida, foi
possivel levantar um upper-bound de Eb> < 0,5, mas esse valor foi elevado uma vez que os
experimentos nao possuem muita sensibilidade.

Até o presente momento, poucos eventos de ondas gravitacionais foram detectados
diretamente, todos eles estdo de pleno acordo com a RG. Porém com o inicio de experimentos
mais sensiveis, como € o caso do LISA, é esperado encontrar desvios na teoria usual de forma
a podermos analisar a validade desse modelo.

Como perspectivas futuras desse trabalho, podemos citar:

e Uso de expansao de multipolos para encontrar uma solucao de onda modificada fora do

regime de baixas velocidades;

e Andlise de modificacdes na emissao de energia e no efeito de memoria das ondas gravi-

tacionais;

e Encontrar valores limites para £b? usando a emissdo de energia e chirp mass.
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APENDICE A - EQUACOES E TENSORES IMPORTANTES NA RELATIVIDADE
GERAL

Esse Apéndice tem como objetivo apresentar objetos matemdaticos importantes para

uma teoria da gravidade em espacos curvos, sem se deter nos detalhes de suas derivagdes.

A.1 Conexao Afim e a Derivada Covariante

Em um espago curvo, uma derivada parcial ndo é uma operagdo tensorial. Para
averiguar isso, observe o que acontece com a derivada parcial de um vetor quando fazemos uma
transformacdo de coordenadas
/

;ooxMoxY . oxt ., 9 ox

S I yV .
FRT M A N i

IV (A.1)

Para resolver esse problema, definimos um conjunto de 4| matrizes (l"u)’c)y e defini-
mos a operagao
VuV¥ =ouVY + T, VA, (A.2)

chamada de derivada covariante. O conjunto das matrizes I' s3o chamadas de conexao afim ou

simbolos de Christoffel e se transformam seguindo a seguinte lei

v Ix* ox* IxV' , o Oxt axt 9%V
r ' = _/_/_a,u’r A + 7 i ) (A3)
K dxH' dxr' dxV HA S 9xk 9xA QxkdxH
ou seja, ndo sdo tensores, por isso sao chamados de simbolos.
Para um tensor de rank (k,1), a derivada covariante € definida como
V(;Tul rH ViV :aGTul rH ViV
M1 Aty tn by A
+FG},T vl"'vl+‘..+FGlT ViV
A MMk A My My
_FovlT Ay, "'_FGVZT Vi (A4)
Outro objeto interessante € o tensor de tor¢ao
\% _ 1TV \4
T =T =T (A.5)

que de fato € um tensor.

!Considerando que a dimensio da variedade é quatro
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Considerando espacos em que o tensor de tor¢ao e nulo e impondo que Vy g,y =0,

podemos encontrar uma féormula para a conexao afim, considere as trés permutacdes de indices

Vpguv = apg,uv - F,;)Luglv - F,);vgu/l =0;
A A .
Viugvp = ugvp — Fuvg?up - Fupgwl =0;

Vogou = vgpu —Thpgau —Thugpn = 0. (A.6)

Subtraindo a segunda e terceira equacdes da primeira e usando o fato que a conexao

é simétrica nos dois indices covariantes nos obtemos

Ip&uv — Fugvp — H8pu + 2 sv82p =0,

que leva a
1

iy = 587 (9pguv — ugvp — Ivepu), (A.7)

que € a conexdo afim na qual a RG ¢é baseada.

A.2 Curvatura

Um dos conceitos importantes dos espacos curvos € a curvatura. O transporte pa-
ralelo em um caminho fechado dentro do espaco curvo leva a transformagdo desse vetor. a
transformacdo resultante depende da curvatura total dentro do caminho fechado, assim, € in-
teressante ter uma descri¢do da curvatura em cada ponto do espago. O tensor de Riemann se
encarrega dessa descri¢ao

A
R oy = 9T — o +T0, T — T4, Th. (A.8)

Como o tensor de Riemann € formado de derivadas parciais da métrica, caso ele se
anule € possivel encontrar um sistema de coordenadas em que todas as componentes da métrica
sdo constantes e vice-versa. Baixando o indice p do tensor de Riemann podemos demonstrar as

seguintes propriedades

Rpouv = _Rpovu;
Roouv = —Rosppuvs

Rpcmv = Ruvpc;
Rpiouv) = 0, (A9)

isso faz com que o tensor de Riemann tenha 20 componentes independentes em um espago

quadridimensional.
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Outros objetos, construidos do tensor de Riemann, que sdo importantes na RG sao
(A.10)

chamado tensor de Ricci e
g"YRuv =R (A.11)

chamado de escalar de curvatura.

A.3 Identidade de Bianchi

A identidade de Bianchi € uma identidade diferencial obedecida pelo tensor de Ri-

emann muito importante na RG
VR oy + VR oy + ViR 5 =0. (A.12)
A partir dessa identidade, podemos contrair os indices A com u e obter
VoRoy —VyRop — ViR o), (A.13)

e contrair o com p obtendo a identidade de Bianchi contraida

1
VERyy = 5 VuR. (A.14)

Operacionalizando mais um pouco com a identidade de Bianchi contraida, podemos

escrever
1
1

de onde podemos retirar o tensor de Einstein

1

Observe que o tensor de Einstein obedece naturalmente a uma equacgao de continui-

dade V# G,y assim como o tensor de energia-momento.
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APENDICE B - A DINAMICA DO CAMPO BUMBLEBEE E A LAGRANGIANA QUE
GERA A VIOLACAO DE LORENTZ

Para modificar a equagdo de onda gravitacional, temos que adicionar um termo na
acdo que viola a simetria de Lorentz, considerando que B* e o acoplamento B¥BYR,,,,, demons-
traremos 0 processo para encontrar mathcalLyy Para tal, devemos inicialmente determinar as
equacoes de movimento do campo bumblebee. Seguiremos o procedimento descrito pela Ref.

[46], partimos da acdo demonstrada na Equagao (3.44)
1
Sp= / d*x\/—g [ZB,WB“v +0B"B"Ryy —V(B*B, Fb%)|. (B.1)

Observe que, pela a auséncia de uma fonte representada pelo termo .Z; da lagran-
giana, serdo derivadas as equacdes de vacuo. Para derivar as equacdes de movimento, o proce-
dimento padrio € fazer a variag¢do da acdo com relagdo ao campo BY conforme € descrito para

a acdo de Einstein-Hilbert na Secdo [3.2] Dessa forma, devemos fazer
1
8Sp = / d*x/~g 8 [ZBWB“v +06B*BRyy —V(B*B, ¥b*)| =0. (B.2)

Para tal, precisamos determinar a variacdo de cada um dos termos da acdo. Para

cada um temos

=2(—0"(Buv)6B" + 9" (Buv)8B")

8(B"BY) =2B"5B", (B.4)
S[V(B"B,¥b*)|=V'§(B*B, Fb*) =V'B,B". (B.5)

Em que, V' é a derivada do potencial em relagdo ao seu argumento. Agora podemos

escrever a equacao de movimento como
o"Byy+20B*R,y —2V'B, =0. (B.6)

Para a investigacdo do acoplamento graviton-bumblebee, podemos seguir a Ref.
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[35] e dividir os campos dinamicos em VEVs e flutuagcdes quanticas
Assumindo um potencial quadrético para V

V0 = 5 (8B, 1),

a equacao (B.6)), € escrita em sua versdo linearizada
(MuvD) — 9udy — 4Abyuby)B* = —2Axbybabsh® —266%Ryy (B.8)

Para solucionéd-la, utiliza-se o método da fungcdo de Green. A funcdo de Green é
definida como
OuvG"%(x—y) = 3ﬁ‘3(4)(x—y), (B.9)

onde Oy € o operador diferencial que atua em BH na Eq. (B.8). Para determinar a fungio de
Green, fazemos uma transformada de Fourier e a determinarmos no espaco dos momentos.

Dessa forma, temos que
Glx—y)= ﬁ/d“x e PENEVEp) e §W(x—y) = @/d‘lx e~ (B.10)
Aplicando as Eq. em obtemos
(—P* Ny — pupy — 4Abuby )GV (p) = 8. (B.11)
Enfim, para para definir a fun¢do de Green completamente, utilizamos o ansatzﬂ
G'%(p) =an"* +bp' p*+b¥b* +d(p'b* 4 p%), (B.12)

em que d, b, ¢ e d sio coeficientes a serem determinados pela Eq. (B-T1)).
Aplicando (B.12) em (B.T1)), obtemos

n'*  (p*+4A0°) o o
p>  AAp*(b-p)? p(b-p)

G'* =~ (p'b* + p*bY). (B.13)

E, finalmente, podemos escrever B4 no espago dos momentos

KpHbabgh®P ZabaR““_ZGp“babﬁRaB op*R  ob*R opHb°R

-+ .
2b-p p? p*(b-p) 4A(b-p)  p*>  p*(b-p)
(B.14)

Bt (p) =

Esse ansatz tem o objetivo de construir a fungio de Green que seja simétrica nos indices & e Vv e seja funcio
da métrica de Minkowski, dos momentos e do valor esperado de vacuo do bumblebee.
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Agora podemos determinar .7y, inicialmente temos que linearizar o termo /—g
V=g =/ ~det(n+h) = \/~det(n(1+11h))
= exp {ln (\/—det(n)det(l + n_lh))}

= —det(N)exp Bln (det(l + n‘lh))}

— exp {%Tr[ln(l + n‘lh)]}

1 1 1
=1 by = oy + S () + O (R). (B.15)

A lagrangiana que expressa a interagdo entre o graviton e o bumblebee se torna

entao

gLV = O/ —gBquRuv

_ 1
=0 [buva“V(hz) +2by ByRMY (h) + Ekh“abuva“V(h) + ﬁ’(h3)} : (B.16)

Por fim, substituindo as Eq. (B.14) na (B.16)

1
L =8 [szubvh“vhaa ts (b-p)* (h%)?

1
D) (b p)zh“vhuv +P2bubvh“ahva - (bubvpapﬁ + b(upv)b(apﬁ)) huvhaﬁ}

48 P*pup

b’ pupvpaprp  2(b-p)Pupvbiarp) | PuPvPaP\ Ly ap
p? p? 41

+ <2bubvpapﬁ —bupv)baprp) +

4 b-p)*
+ (b2p2 —(b-p)*+ f—/l> (h%)*+ <p2bubv —2(b-p)bupy)+ %) AR |+ 0 (h),

(B.17)
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APENDICE C - DERIVACAO DAS FUNCOES DE GREEN UTILIZADAS

No texto da dissertagdo foram utilizadas fun¢des de Green para resolver as equagoes

diferenciais para o graviton, suas derivagdes sdo apresentadas nesse Apéndice.

C.1 Funcao de Green Retardada

A funcdo de Green Retardada é bem conhecida da Eletrodindmica, por descrever o
comportamento das ondas eletromagnéticas. Ela € a fun¢ao de Green associada ao Operador

d’Alembertiano. Como demonstrado na Se¢ao a perturbacgdo satisfaz a equacao diferencial
Dhyy = —167GTy,y . (C.1)
Dessa forma, a funcdo de Green associada a esse operador deve satisfazer
OGr(x—y) = 8W(x—y). (C.2)
Antes de mais nada, essa funcdo de Green deve satisfazer a causalidade, ou seja

0, para y0 >0
Gr = 0 0 (C.3)
G,paray’ <x

Essa condicao € facilmente satisfeita, considerando que
Gr(x—y) = Glx =)0’ —°), (C4)

em que a fungdo O(x) é a fungdo degrau

Passando (C.2)) para o espaco dos momentos, temos

[/d4xe ip (=) G 1 /d4xe ip-(x— y (C.5)

donde podemos escrever
G(p) = ——. (C.6)

Agora, precisamos aplicar a transformada inversa para determinar a funcao de Green
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no espacgo de configuracao

—ip-(x—y)
Glx—y)= ! /d4xe—

(27)* po—IpP
1 s i [T e
= s [ 0 e 7

De inicio, podemos computar a integral em pg, ela pode ser avaliada no plano com-
plexo, que torna o processo mais simples pelo teorema do residuo. Para isso consideremos que
po € uma varidvel complexa(muito embora o momento deva ser real) e escolhamos um caminho
conveniente para computar a integragdo. Observe a Figura [l Para tal, temos que determinar
por qual caminho a integracao ¢€ feita (C ou C’). Cada um dos caminhos tem duas partes, uma
que passa sobre 0 €ixo X e outra curva, dessa forma a integragdo complexa pode ser dividida em

duas componentes
eiPo(x*—°) L ePo(x’—>") eiPo(x*—>")
1 py—p -L py— Pl 1 py— Pl
em que, os simbolos I e II podem denotar os caminhos C e C’ e suas partes curvas respecti-
vamente. Para compatibilizar o primeiro termo da integracdo complexa a integral da Equacdo

(C.7), temos inicialmente que fazer L tender ao infinito. Além disso, devemos fazer que o

segundo termo seja zero, ou seja

elpo (x()_yO)
[ a5 =0, 9)
n " py—Ipl
esse serd o critério utilizado para estabelecer o caminho.
Analisando o integrando de (C.9), vemos que

P (0=°) = Im(po)(x°—3?) piRe(po)(x*—3°)

= ) (C.10)
pg—Ipl? pg—Ipl?
ou seja, podemos fazer com que o integrando seja nulo com a condi¢cdo
—Im(po)(x® —°) — —oo. (C.11)

No caminho C, o imaginério de pgy tende a 4o enquanto no caminho C’ tende a
—oo, além disso, devido a causalidade, x° — yo > 0. Munidos dessas informacdes, fica claro que
o caminho a ser escolhido é o caminho C.

Com o caminho escolhido, podemos finalmente efetuar a integragdo no plano com-

plexo. Temos outro problema caso desejemos utilizar o teorema dos Residuos para efetuar a

integragdo. Os polos do integrando estdo localizados sobre o eixo Real (pg = +|p|), e para o
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Im(po)

pdélo 1 pélo 2

A
-
|
=
4

Re(po)

Figura 6: Representacao do plano complexo, polos e caminho de integracao.

uso do teorema dos residuos, deveriam estar dentro do caminho fechado. Um truque pode ser
utilizado para contornar esse problema, deslocamos os polos para cima com por uma quanti-
dade €, para tal, devemos fazer uma transformacgao de py — po — i€. Dito isso, podemos dizer

que

(C.12)

0 —5——>5 = lim ¢ dpg : ,
pE—1Ip|> e20Jc T (po—ie)?—|pf?

vemos que os polos agora sao £|p| + i€, dessa forma, podemos utilizar o teorema dos residuos.

eiPo(°=)°) oi(Po—ie)(x—°)
f.ap

Os residuos do integrando sao

ol + i) =
Res[f(|p| +i€)] = ———,
2|p|
-+ =~ c13)
Res[f(|p|+i€)] = ————— .
2lp|
Portanto, pelo teorema dos Residuos, a integral (C.12) se resume a
ipo(x*—y°) iIpl(x"—%)  o=ilpl(x*—y") i 0_ 0
Fap S =omi | e LI R P
c " py—Ipl 2|p| 2/p| p|

Substituindo o (C.14) em (C.7) e abrindo a integral em coordenadas esféricas
1 = T . 21
Glx—y) = _—3/ dp psin(p‘l:)/ a6 sineeWCOS"/ dé, (C.15)
(27)° Jo 0 0

em que, adotamos 7 = x" —y°, r = |x —y| e p = |p| para simplificar a notagio.
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Vamos proceder em partes para resolver essa integral. A integral em ¢ € simples
e resulta em 27. A integral em 0 € solucionada por uma substitui¢ao simples (cos 6 = x), seu

resultado é

T . 76
/ 40 sin geirreose — 25nPr), (C.16)
0 pr
Substituindo (C.16) em (C.13)), obtemos
1 %}
Gx—y)= _m/o dp sin(pt)sin(pr)
1 oo
= —m/wdp sin (pT) sin (pr)
1 = ip(r+ —ip(r+ —ip(r— ip(r—
_ 167r2r/oodp [P D) 4 mip(rT) _ gmip(r=7) _ gin(r—2)] (C.17)

a primeira passagem foi feita observando que o integrando € par.

Agora, fazendo a mudanga de varidvel p — — p no primeiro e quarto termo, obtemos

1 * —ip(r+ * —ip(r—
Gx—y) = T [/wdpe Pl T)—/oodpe p( T>}, (C.18)
as integrais sdo transformadas de Fourier de func¢des delta de Dirac
1
G(x—y):4—m[5(r+1:)—5(r—1:)]. (C.19)

A primeira das deltas leva a funcdo de Green avancada que possui problemas com
a causalidade, porém, quando multiplicada pela fun¢do degrau de (C.4)) se torna identicamente

nula. Portando nos resta

1
Gr(x—y) = = —8(r=1)0("—)"), (C.20)

que é a fun¢do de Green Retardada, utilizada na Secao .6

C.2 Funcoes de Green para as Equacoes Modificadas

Vimos no Capitulo [5| que a relacdo de equacdo diferencial da producdo de ondas

gravitacionais € modificada para
(P> +& (b p))huy = Juy (C21)

Assim, temos que definir uma nova fun¢do de Green para encontrar a solugdo para
o graviton.
Lembrando que agora usaremos a métrica (+,-,-,-), 0 que vai ser interessante para a

analise do que muda no processo de encontrar a fungao de Green.
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Aqui a fun¢do de Green no espago dos momentos é

~ 1
Gp)= 557 (C.22)
= ey
e a transformada inversa de Fourier se torna
Gx—y) = / C.23
=) Grp e 2 (€2
Vamos separar nos casos que b* = (b°,0) e b* = (0,b)
C.2.1 Caso by = (bo,0)
Nesse caso, a Eq. (C.23) se resume a
Gy ( 5 [ 4 e~ iPo(x*—")
by (X =) p e'P / Po
0 p() 2 + & (bOPO)
o —llfo(x =) o4
e —, :
p / Po R~ (C24)

em que C? = 1+ & (b°)? por conveniéncia.

Esse caso é bem parecido com o da funcdo de Green Retardada. Também devemos
garantir a causalidade, dessa forma, a partir de uma condi¢@o equivalente a (C.3)), essa fungdo
de Green pode ser escrita como Gy, (x —y) = G(x —y)O(x" —y0).

Agora, fazendo a integracao no plano complexo para resolver a integral em p, ve-
mos uma diferenca para o caso anterior. Como a métrica € diferente, devemos fazer a integracao
no pela curva C’, além disso, quando usarmos uma prescricao para deslocar os polos, os mes-

mos devem ser deslocados para baixo. Tomando esses cuidados, podemos calcular os residuos

. e—i(p/C—iE)(xo—yO) . e—i(—p/C—iE)(xO—yO)
Resf(p/C—ig) = 2] Resf(p/C—ig) = 20 p/C (C.25)
Com isso, a Eq. (C.24) se resume a
G(X—)’)—W/dp oC sin [E(x —y )} (C.26)

O restante do procedimento € bem parecido com o da funcio de Green Retardada e

nao serd repetido. O resultado final é

1 T
Gp, = . 1+z§(b0)26 [r— (TW)] O(7). (C.27

Essa solugdo € bastante interessante, vemos que a amplitude e que o termo T sdo
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divididos pelo fator \/1+ & (b°)2, Na Segﬁo vemos que esses termos levam a uma mudanca

na velocidade de propagacdo das ondas gravitacionais.

C.2.2 Caso b* = (0,b)

Essa solugdo é um pouco mais complexa, a Eq. (C.23)) se reduz a

e~ iPo(x*—")
P d
Gol - P / Popz p*+E&(bpcos'P)?
—y *lpo(x %) (C28)
P e PO— 5 5> .
p2 K2p2

emque K2=1—¢& (b cos‘P)z. Y € o angulo entre os vetores b e p.
Como as demais, devemos escrevé-la como Gy (x —y) = G(x —y)®(x° —y°) para
assegurar a causalidade. Agora, resolvemos a integral em pg, que demonstra ser equivalente as

anteriores. Com isso obtemos
Go(r—y) = —— /mdp p/ﬂde in  ¢/Prcos0 /zndan. (C.29)
(27)3 Jo 0 0 K
Agora, integral em ¢ ndo é simples como as anteriores, uma vez que cosW =
cos 6 cos B, + sin 6 sin 6, cos (@, — @) e ndo hd solugdo analitica. Para contornar esse problema,
usamos a suposi¢ao que b € muito pequeno, dessa forma, podemos fazer uma expansao pertur-

bativa. Fazendo a expansio a partir de G(p)

~ 1 p?cos ¥
Go(p) = 5 =&V 5

e ) +0(b%) (C.30)
0 0

O primeiro termo da expansdo leva a funcdo de Green Retardada, assim, temos
apenas que tratar o segundo termo. Escrevemos a segunda ordem da expansdo perturbativa da

funcao de Green

—ipoT
G (x— / dpp /dQe’prcosz‘I’/ dpo 5 (C.31)

A integral em pg resulta em

* e~ ipoT n(sin(pt) — pTcos(pt
(P5—p°) p
e a integral no angulo sélido

2n{sin(pr)[cos(26y)(p?r* —3) + p>r* — 1] + pr[3cos(26y) + 1] cos(pr)}
p r3

/dQ ePTcos? ¥ =
(C.33)
Por fim, precisamos substituir as Egs. (C.32) e (C.33)) em (C.31)) e executando a
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integracdo em p. O resultado final para G, é

Galr—y) = —>@(x) {(b-r)2 [(3 - 1) S(t—r)+18'(t— r)] +Trb?cos(26,) 8(T— r)} ,

8mr3 r
(C.34)
em que, 8'(T — r) denota a derivada da fungéo delta com relagdo ao seu argumento. Com isso,

definimos a func¢@o de Green para o caso b* = (0,b)

Gp(x—y) = Gr(x—y) — Ga(x—y). (C.35)
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