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KEVIN MOTA AMARILO
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Fı́sica, Fortaleza, 2019.
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RESUMO

Nesse trabalho, será apresentado os efeitos da quebra espontânea da simetria de Lorentz sobre a
produção de ondas gravitacionais. Inicialmente, uma revisão sobre a relatividade geral, violação
de Lorentz e ondas gravitacionais será discutida. Em seguida a equação de movimento para o
campo do gráviton modificada pela presença do campo bumblebee é determinada. Utilizando o
método das funções de Green, nós determinamos a solução da equação modificada do gráviton
na presença de fontes externas. Considerando que a fonte tem movimento lento, foi derivada
uma nova fórmula de termo de quadrupolo. Por fim, o problema do sistema binário em órbita
circular será utilizado para ilustrar as diferenças entre o modelo proposto e a teoria usual.

Palavras-chave: Violação de Lorentz. Ondas Gravitacionais. Gráviton. Modelo Bumblebee.



ABSTRACT

In this work, we will present the effects of the spontaneous Lorentz symmetry breaking on
the production of gravitational waves. First, we review some topics such as general relativity,
Lorentz violation and gravitational waves. Then the equation of motion for graviton’s field
is modified by the presence of the bumblebee field. Using the Green’s function method, we
develop the solutions of the modified equation in the presence of external sources. Considering
that the font has slow motion we derive a new quadrupole formula. Finally, we use the binary
system in circular orbit problem to analyze the differences between the proposed model and the
usual theory.

Keywords: Lorentz Violation. Gravitational Waves. Graviton. Bumblebee Model.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Ondas gravitacionais: Um breve histórico

A Teoria da Relatividade Geral foi formulada por Albert Einstein em 1915 com o

intuito de substituir a teoria clássica de gravitação formulada por Isaac Newton, o principal

motivo por trás da mudança, foi a incompatibilidade da teoria de Newton com a Relatividade

Restrita.

Devido a semelhança entre a teoria eletromagnética e a relatividade geral lineari-

zada, Einstein considerou a existência de ondas gravitacionais em 1918 onde também demons-

trou a sua natureza quadrupolar [1]. Posteriormente a provável existência foi explorada por

outros cientistas, a exemplo de Eddington, que analisou a sua propagação, demonstrando que a

radiação se propaga na velocidade da luz da mesma forma que uma radiação eletromagnética

[2].

Somente depois de muitos anos, na década de 60, que a procura pela detecção das

ondas foi iniciada [3]. O motivo da demora era o fato do aparato experimental não ter sensibi-

lidade para tais medidas, a amplitude da radiação gravitacional é da ordem de 10−21.

A primeira comprovação experimental das ondas foi dada pelo binário de Hulse-

Taylor descoberto em 1975 [4]. Esse binário, formado por uma estrela de nêutrons e um pulsar,

estava lentamente diminuindo a sua órbita, dessa forma deveria estar emitindo radiação gravi-

tacional e perdendo energia [5].

A primeira detecção direta foi feita em 2015 pelo LIGO [6]. Foram utilizados gran-

des interferômetros parecidos com interferômetros de Michelson [7], que conseguiram medir

a radiação resultante da fusão de dois buracos negros. Em 2017, uma identificação ondas gra-

vitacionais provenientes da fusão de um binário de duas estrelas de nêutrons denominado de

GW17081 foi feita pelo LIGO e pelo VIRGO [8], que em conjunto com o telescópio Fermi-

GBM, evidenciaram que esse tipo de fusão emitem erupções de raios gama1.

1.2 Gravitação quântica

A teoria da Relatividade geral é formulada como uma teoria clássica de campos,

em contrapartida, as outras forças fundamentais da natureza são descritas no contexto da teoria

quântica de campos. O problema na quantização da gravitação reside no fato das prescrições

utilizadas para quantizar um campo clássico tornarem a teoria não normalizável, assim não é

possı́vel uma interpretação probabilı́stica essencial em uma teoria quântica.

1do inglês, Gamma-Ray Burst (GRB)
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Dessa forma, existem várias teorias que tentam quantizar a gravidade, algumas,

como a teoria das cordas, têm o objetivo de unificar as quatro forças fundamentais da natureza,

outras apenas tentam quantizar a gravidade, a exemplo da gravitação Quântica em Laços.

Observações experimentais diretas da teoria gravitação quântica só podem ser feitas

em nı́veis de energia na ordem da escala de Planck, esse fato se revela um problema enorme

para o teste de tais teorias. Diversos fı́sicos especulam formas de teste em baixas energias,

dentre esses é possı́vel citar a Violação de Lorentz e as deformações da relatividade especial, a

Ref. [9] cita esses e outros exemplos.

1.3 Notação

A notação utilizada nesse trabalho, a menos que especificado o contrário, segue o

seguinte padrão:

• Os ı́ndices latinos em minúsculo, como exemplo i, j e k, variam sobre as três coordenadas

espaciais, geralmente 1, 2 e 3 ou x, y e z;

• Os ı́ndices gregos em minúsculo, como exemplo µ , ν e λ , variam sobre as 4 coordenadas

do espaço-tempo;

• A métrica para um sistema de coordenadas inercial é a métrica de Minkowski, cuja dia-

gonal é (-1, +1, +1, +1), a menos quando especificado o contrário;

• Será adotada a convenção de Einstein para soma, onde os ı́ndices repetidos indicam uma

soma implı́cita;

• Serão adotadas unidades naturais em que a velocidade da luz e a constante de Planck e a

constante de Boltzmann são iguais a unidade.

1.4 Organização do Trabalho

O restante do trabalho está organizado da seguinte forma.

No capı́tulo dois, serão discutidos as simetrias CPT e de Lorentz e sua relação, con-

ceitos gerais de violação de simetria serão abordados, o caso da violação de Lorentz (LV) será

abordado após a discussão sobre a simetria de Lorentz. As diferenças entre as transformações

de partı́culas serão abordadas.

No capı́tulo três, o paralelo entre a violação de Lorentz e a Relatividade Geral (RG).

A discussão será iniciada com uma breve discussão sobre o princı́pio da equivalência. A ação

de Einstein-Hilbert será apresentada como uma forma para encontrar a equação de Einstein, por
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fim, a violação de Lorentz será discutida com uma maior profundidade seguido da apresentação

do modelo Bumblebee.

No capı́tulo quatro, a teoria de Einstein será linearizada, a equação de Einstein

linearizada será deduzida. A discussão sobre a invariância de gauge para a teoria linearizada

e a analise dos graus de liberdade culminarão na escolha de gauges que possam simplificar

a equação linearizada. A finalização será dada com a discussão dos modos de polarização da

radiação gravitacional e sua produção, que será ilustrada com o exemplo de um binário traçando

uma órbita circular.

No capı́tulo cinco, será adicionado um termo que viola a simetria de Lorentz na ação

de Einstein-Hilbert, levando a uma mudança na equação de movimento do gráviton. Soluções

para a equação de onda modificada com fonte serão encontradas e suas caracterı́sticas será

discutidas, será aplicado o problema do binário para comparação com a teoria usual.

No capı́tulo seis serão apresentadas a conclusão do trabalho e as perspectivas.
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2 VIOLAÇÃO DAS SIMETRIAS CPT E LORENTZ

Nesse capı́tulo serão discutidas as simetrias CPT e de Lorentz e os efeitos de suas

violações. As transformações de observador e de partı́cula, bem como os conceitos de quebra

espontânea e explı́cita serão explorados de forma a demonstrar suas caracterı́sticas básicas.

2.1 Violação de Simetria

A violação ou quebra de simetria é um processo no qual uma simetria do sistema é

violada, levando ao sistema assumir algum estado determinado por flutuações de um campo de

fundo. Como um exemplo simples é possı́vel imaginar uma bússola, que possui uma simetria

na qual pode apontar para qualquer direção, o campo magnético da Terra age como um campo

de fundo que “escolhe” a direção para onde a bússola aponta.

Esse fenômeno está intimamente ligado a processos randômicos como a formação

de padrões [10]. De fato, para um observador ignorante às flutuações do campo de fundo, o

estado assumido pelo sistema aparenta ser arbitrário.

Uma simetria pode ser quebrada de duas formas:

• Violação explı́cita de simetria: Nesse caso as equações de movimento não são invari-

antes com relação ao grupo de simetria considerado. A quebra de simetria se dá introdu-

zindo à Lagrangiana da teoria termos que violam a simetria (por isso chamado de quebra

explı́cita). A gravitação de Chern-Simons [11] e o caso da interação fraca, que viola a

simetria de paridade [12]

• Violação espontânea de simetria: Ocorre quando as equações de movimento são inva-

riantes ao grupo de simetria, porém o estado de vácuo não o é. Dessa forma, os termos da

Lagrangiana que geram esse tipo de quebra não violam a simetria. Como exemplo temos

o mecanismo de Higgs [13], que explica como os bósons adquirem massa.

Na TQC, o caso mais simples onde há uma quebra de simetria é considerando um

campo escalar ϕ com uma Lagrangiana na forma

L =
1
2

∂µ∂
µ

ϕ− 1
2

m2
ϕϕ
∗− 1

4
λ (ϕϕ

∗)2. (2.1)

Considerando que m2 < 0, observa-se o potencial conhecido como chapéu de mexi-

cano (Figura 1), o estado de vácuo que possui a simetria ϕ→−ϕ representa um ponto instável,

além disso existem dois mı́nimos de potencial em ±
√
−m/λ . Em qualquer um desses pontos,

a simetria é quebrada.
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Figura 1: Potencial chapéu de mexicano. Os pontos G1 e G2 representam os dois estados
fundamentais.

2.2 Simetria CPT

A simetria CPT é resultado do teorema homônimo, que enuncia que existe uma

simetria discreta que conjuga a carga (C), espelha o espaço (P), e reverte o tempo (T) con-

juntamente. Apareceu inicialmente no trabalho de Julian Schwinger [14] onde mostrou que a

invariância sob reversão temporal explicava a conexão entre o spin e a estatı́stica das partı́culas.

O teorema CPT um resultado muito conhecido na literatura e é baseado na suposição

de que a teoria é invariante de Lorentz. Para um maior esclarecimento, é recomendado a re-

ferência [15] e [16] para uma prova mais rigorosa.

A princı́pio, imaginava-se que as três simetrias eram satisfeitas isoladamente, porém

foi demonstrado experimentalmente que o decaimento beta viola a simetria de paridade [17], foi

proposto que o conjunto CP pudesse ser invariante. Mais uma vez, foi descoberto que partı́culas

chamadas kaons, violavam a simetria CP [18].

Nesse contexto, embora ainda não existam evidências experimentais, é possı́vel

imaginar que a simetria CPT também pode ser violada. Já foi demonstrado que tal quebra

possa acontecer no contexto da teoria das cordas [19]. Como, de acordo com o teorema CPT,

a invariância de Lorentz leva à invariância CPT, observa-se que uma quebra da simetria CPT

implica em uma quebra de simetria de Lorentz [20].

2.3 Simetria de Lorentz

2.3.1 Postulados da Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial ou Restrita (RR) foi proposta por Albert Einstein

[21]. Antes de sua formulação, foi descoberto que as leis do Eletromagnetismo não respeitava

as transformações de Galileu

Considerando dois referenciais S e S’, e considerando que S’ se move em relação a
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S com velocidade v, as transformações de Galileu são definidas como

x′ = x+ vt t ′ = t. (2.2)

De fato, a equação de onda não é invariante com relação a esse tipo de transformação.

Uma transformação que tornava a equação de onda invariante para os referenciais foi proposta

por Lorentz, que receberam o nome de seu criador. Nessa época, era proposto a teoria do éter,

no qual haveria um fluido chamado éter luminı́fero que permeava o espaço serviria de meio no

qual a radiação eletromagnética se propagaria.

A partir de dois postulados simples, Einstein foi capaz de derivar as transformações

de Lorentz, os chamados de postulados da RR:

1. As leis fı́sicas são invariantes em todos os referenciais inerciais;

2. A velocidade da luz no vácuo é a mesma para todos os observadores inerciais, indepen-

dentemente do movimento da fonte de luz.

Vários experimentos comprovaram as ideias propostas pela RR, o mais conhecido

é o experimento de Michelson–Morley [22], que comprovou que a velocidade da luz era invari-

ante, descartando a possibilidade do éter luminı́fero.

Foi uma teoria revolucionária, que mudou a forma como o espaço e o tempo eram

tratados, passando a ser indissociáveis como uma única entidade, o espaço-tempo. foi desco-

berto que havia uma velocidade limite para objetos fı́sicos, a velocidade da luz, e a relação

entre a massa e energia explicitada na famosa equação E = mc2 foram algumas das novidades

providas por essa teoria.

O nome especial ou restrita é dado pelo fato da teoria apenas dar conta de referen-

ciais inerciais, ou seja, que não estão sob ação de um campo gravitacional, a Relatividade Geral

foi desenvolvida posteriormente, para dar conta desses tipos de experimentos.

2.3.2 Intervalo Espaço-Temporal, o invariante da RR

Com a adoção do espaço-tempo, temos uma nova forma de descrever os eventos, na

qual trata o tempo em pé de igualdade com o espaço, deixando de ser uma quantidade absoluta

e podendo se transformar em mudanças de coordenadas em referenciais inerciais. A única

quantidade absoluta na descrição da RR é a velocidade da luz.

É muito importante encontrar uma quantidade que é invariante sob transformações

de coordenadas. No espaço euclidiano tridimensional, a distância entre dois pontos é o invari-

ante

ds2 = dx2 +dy2 +dz2. (2.3)



19

Em contraste com (2.3), no espaço tempo há o intervalo espaço-temporal, que mede

a “distância” entre dois eventos no espaço-tempo

ds2 =−dt2 +dx2 +dy2 +dz2.

É possı́vel escrever o intervalo de maneira mais compacta:

ds2 = ηµνdxµdxν , (2.4)

em que a quantidade

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.5)

é chamada de métrica de Minkowski, também usada na definição do vetor dual Xν = ηµνX µ ,

podendo escrever o produto escalar X ·Y = ηµνX µY ν , dentre outras aplicações.

2.3.3 As Transformações e o Grupo de Lorentz

Agora, é possı́vel considerar transformações de coordenada que deixam o intervalo

(2.4) invariante. As transformações lineares podem ser agrupadas em uma matriz de forma que

a mudança de uma coordenada para outra é

xµ ′ = Λ
µ ′

νxν . (2.6)

Para manter a Eq. (2.4) invariante, deve-se ter ds2′ = ds2 assim

ηµ ′ν ′Λ
µ ′

σ dxσ
Λ

ν ′
ρdxρ = ησρdxσ dxρ

, por fim obtém-se

ηµ ′ν ′Λ
µ ′

σ Λ
ν ′

ρ = ησρ , (2.7)

ou, em notação matricial

Λ
T

ηΛ = η . (2.8)

As transformações que satisfazem (2.7) são chamadas de transformações de Lo-

rentz, e o conjunto das transformações de Lorentz formam um grupo conhecido como grupo de

Lorentz. Geralmente, não há interesse nas transformações de reversão temporal e de paridade,

dessa forma demanda-se que o |Λ|= 1, definindo o grupo próprio de Lorentz SO(3,1). Porém,

observa-se que o conjunto de uma reversão temporal e uma transformação de paridade também

satisfaz a restrição imposta no determinante. Novamente impõe-se outra restrição: Λ0′
0 ≥ 1,
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que define o grupo de Lorentz restrito SO(3,1)↑.

Como exemplo de transformações de Lorentz simples, há as rotações no plano x-y

Λ
µ

ν =


1 0 0 0

0 cosθ −sinθ 0

0 −sinθ cosθ 0

0 0 0 1

 .

E um boost na direção x:

Λ
µ

ν =


coshφ −sinhφ 0 0

−sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

Um boost é uma transformação de coordenadas entre referenciais com velocidade

constante em relação um ao outro, o parâmetro φ varia de −∞ a ∞, para obter a forma depen-

dente da velocidade procede-se

x′ = xcoshφ − t sinhφ

t ′ = t coshφ − xsinhφ ,
(2.9)

tomando x′ = 0, têm-se

v =
x
t
= tanhφ ⇒ φ = tanh−1 v. (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9)

x′ = γ(x− vt)

t ′ = γ(t− vx)
, (2.11)

em que γ = 1/
√

1− v2 é conhecido como fator de Lorentz.

Vale ressaltar que as translações, definidas como

xµ ′ = δ
µ ′
ν (xν +aν), (2.12)

em que aν é uma constante, também mantém o intervalo invariante. O grupo de simetria que

incorpora o conjunto das translações e as transformações de Lorentz é chamado de grupo de

Poincaré.
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2.3.4 Violação da Simetria de Lorentz

Atualmente, há uma investigação extensa em uma teoria que descreva os efeitos

gravitacionais e as partı́culas elementares, a chamada teoria da gravitação quântica. É suposto

que os efeitos de tal teoria só são apreciáveis em escalas de energia na ordem da escala de

Planck (1019 GeV), de forma que ainda não há aparato experimental disponı́vel, dificultando as

formas de testar a teoria.

A procura de efeitos que possam ser observáveis em baixas energias é uma forma

de testar as teorias propostas. Um desses efeitos é a violação da simetria de Lorentz, que inici-

almente foi proposta no contexto da teoria das cordas [23] e é suportada por diversos modelos,

como na teoria de campos não-comutativos [24], Gravitação Quântica em Laços [25] e modelos

com dimensões extra [26].

Foi desenvolvido um aparato teórico para investigações dos efeitos da Violação de

Lorentz conhecido como Modelo Padrão Estendido (MPE) [27, 28, 29]. No MPE campos de

fundo fixos se acoplam com os campos gravitacionais e de matéria gerando a quebra de simetria.

Além da motivação teórica, algumas observações experimentais podem levar a violação

da simetria de Lorentz, como é o caso da observação de raios cósmicos além do limite GZK1

que pode ser explicado por uma quebra espontânea de simetria de Lorentz [31].

Quando trata-se de uma teoria com campos fixos (que quebra a simetria de Lorentz)

é necessário fazer uma distinção entre dois tipos de transformações de coordenadas (Figura 2):

(a) (b)

Figura 2: Exemplo de uma transformação de coordenadas por uma rotação (a) Transformação
de partı́cula e (b) Transformação de observador.

• Transformações de Partı́cula: Os campos dinâmicos variam e tanto os campos de fundo

como o sistema de coordenada se mantém invariante, de forma é possı́vel fazer uma
1O limite GZK (Greisen-Zatsepin-Kuzmin) impõe um limite na detecção de um raio cósmico intergaláctico

[30]
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analogia a uma rotação ativa.

• Transformações de Observador: Todos os campos(dinâmicos e de fundo) se mantém

intactos, enquanto o sistema de coordenada é mudado, é análogo a uma rotação passiva.

Quando a simetria é quebrada, temos que essas transformações não são equivalen-

tes, e a ação deixa de ser invariante sob transformações de partı́cula. Mais aspectos da violação

de Lorentz serão apresentados no Capı́tulo 3, no contexto da Relatividade Geral.
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3 RELATIVIDADE GERAL E VIOLAÇÃO DE LORENTZ

Nesse capı́tulo serão discutidos a ação de Einstein-Hilbert e a Equação de Einstein.

A violação de Lorentz será explorada no contexto dos espaços curvos, onde serão dados detalhes

da escolha do tipo de que quebra de simetria (explı́cita ou espontânea) e do modelo bumblebee.

3.1 O Princı́pio da Equivalência e os Espaços Curvos

O Princı́pio da Equivalência foi ideia crucial que deu origem a Relatividade Geral

(RG), pois a partir dele é expressado a universalidade da interação gravitacional. O mesmo

vêm em duas formas. A primeira, chamada de Princı́pio da Equivalência fraco, expressa a

equivalência entre a massa inercial e a massa gravitacional1, que a primeira vista, não possuem

necessariamente uma conexão. A segunda forma incorpora o principio fraco com o conhecido

como Principio da Equivalência de Einstein, formando o Princı́pio da Equivalência forte.

O Princı́pio da Equivalência de Einstein enuncia que é impossı́vel detectar a existência

de um campo gravitacional, por experimentos locais. Para ilustrar o princı́pio Einstein propôs

um gedanken2 onde, um observador colocado em uma caixa sem poder ver há fora da mesma,

caso sentisse uma atração para uma direção, seria incapaz de inferir se era uma atração gravita-

cional, ou se a caixa estaria acelerando (Figura 3).

Figura 3: Ilustração do Princı́pio da Equivalência. Os dois referenciais são localmente
indistinguı́veis.

A partir dessas ideias, tem-se que a gravitação é inescapável, no sentido que não

há ente fı́sico que seja neutro a essa interação, de forma que descreverão a mesma curva no

1Foi primeiramente observado por em seus experimentos em planos inclinados.
2Vem da palavra alemã gedankenexperiment ou experimento mental
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espaço-tempo, não importando sua massa (ou ausência). Além disso, o espaço-tempo deixa de

ser um espaço flat o qual coordenadas globalmente inerciais podem ser criadas, e se torna uma

variedade diferenciável com uma curvatura associada e é definido um sistema de coordenadas

localmente inercial.

3.2 A Ação de Einstein-Hilbert e a Equação de Einstein

A Equação de Einstein equação de campo usada para encontrar a métrica espaço-

tempo a partir do tensor de energia-momento (Tµν ), que resume todos os aspectos ligados à

energia de um sistema. É possı́vel encontrá-la variando a ação

S = SEH +SM, (3.1)

em que SM é a ação do campo de matéria E SEH é a ação de Einstein-Hilbert definida como

SEH =
2

κ2

∫
dnx
√
−g R, (3.2)

em que g é o determinante da métrica gµν , R = gµνRµν é o escalar de Ricci, κ2 = 32πG.

Para resolver encontrar as equações de movimento, utiliza o princı́pio da mı́nima

ação (δS = 0). Variando a ação (3.2), obtem-se

δSEH =
2

κ2

∫ dnx δ (
√
−g)gµνRµν︸ ︷︷ ︸

δS1

+
∫

dnx
√
−g δ (gµν)Rµν︸ ︷︷ ︸

δS2

+
∫

dnx
√
−g gµν

δRµν︸ ︷︷ ︸
δS3

 .
(3.3)

Com o objetivo de deixar a ação variada em função de δgµν , deve-se resolver cada

um dos δS′s. Procedendo com inicialmente com δS1

δS1 =
∫

dnx δ (
√
−g)gµνRµν , (3.4)

deve-se encontrar o valor de δ
√
−g, para tal

δ
√
−g =− 1

2
√
−g

δg. (3.5)

Usando a identidade ln[det(M)] = Tr[lnM] e fazendo a variação dos dois lados

δ (ln det(M))

detM
= Tr(M−1

δM). (3.6)



25

Substituindo M = gµν em (3.6),

δg
g

= gαβ
δgαβ

δg = g gαβ
δgαβ . (3.7)

É necessário encontrar uma relação entre a variação δgαβ e δgµν . Utilizando a

relação gµνgνβ = δ
µ

β
,

δ (gµνgνβ ) = 0

δ (gµν)gνβ +gµν
δgνβ = 0

gµαgµν
δgνβ =−gµα gνβ δ (gµν)

δgαβ =−gµα gνβ δgµν . (3.8)

Substituindo (3.8) e (3.7) em (3.5)

δ
√
−g =−

(−g)gµν

2
√
−g

δgµν =
√
−g

1
2

gµν . (3.9)

Finalmente substituindo (3.9) em (3.4)

δS1 =
∫

dnx
√
−g
[

1
2

Rgµν

]
δgµν . (3.10)

O termo δS2 já está numa forma conveniente, portanto seguindo com δS3 é ne-

cessário encontrar δRµν , para tal, partindo do tensor de Riemann

Rρ

µλν
= ∂λ Γ

ρ

νµ +Γ
ρ

λσ
Γ

σ
νµ −∂νΓ

ρ

λ µ
−Γ

ρ

νσ Γ
σ

λ µ
.

Faz-se sua variação

δRρ

µλν
= ∂λ (δΓ

ρ

νµ)+δΓ
ρ

λσ
Γ

σ
νµ +δΓ

σ
νµΓ

ρ

λσ
−∂ν(δΓ

ρ

λ µ
)−δΓ

ρ

νσ Γ
σ

λ µ
−δΓ

σ

λ µ
Γ

ρ

νσ . (3.11)

Agora, subtraindo e somando δΓ
ρ

µσ Γσ

νλ
e reorganizando os termos de forma conve-

niente

δRρ

µλν
=[∂λ (δΓ

ρ

νµ)+δΓ
σ
νµΓ

ρ

λσ
−δΓ

ρ

νσ Γ
σ

λ µ
−δΓ

ρ

µσ Γ
σ

νλ
]−

− [∂ν(δΓ
ρ

λ µ
)+δΓ

σ

λ µ
Γ

ρ

νσ −δΓ
ρ

λσ
Γ

σ
νµ −δΓ

ρ

µσ Γ
σ

νλ
].

(3.12)

Como δΓ
ρ

νµ é uma subtração de duas conexões, é um tensor (assim como o tensor

de torção) e, portanto, é possı́vel definir sua derivada covariante

∇λ (δΓ
ρ

νµ) = ∂λ (δΓ
ρ

νµ)+δΓ
σ
νµΓ

ρ

λσ
−δΓ

ρ

νσ Γ
σ

λ µ
−δΓ

ρ

µσ Γ
σ

νλ
. (3.13)
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Enfim, substituindo (3.13) em (3.12), obtém-se

δRρ

µλν
= ∇λ (δΓ

ρ

νµ)−∇ν(δΓ
ρ

λ µ
). (3.14)

Dessa forma, a variação do tensor de Ricci é

δRµν = ∇λ (δΓ
λ
νµ)−∇ν(δΓ

λ

λ µ
). (3.15)

Utilizando a expressão de δS3 e substituindo (3.15)

δS3 =
∫

dnx
√
−g gµν

δRµν

=
∫

dnx
√
−g gµν [∇λ (δΓ

λ
νµ)−∇ν(δΓ

λ

λ µ
)]

=
∫

dnx
√
−g ∇σ [gµν(δΓ

λ
νµ)−gµσ (δΓ

λ

λ µ
)]

=
∫

dnx
√
−g ∇σ Jσ (3.16)

Por fim, aplicando o teorema de Stokes, (3.16) se torna

δS3 =
∫

Σ

dnx
√
−g ∇σ Jσ =

∫
∂Σ

dn−1x
√
|γ| ησ Jσ . (3.17)

No caso, para calcular esse termo, leva-se em consideração as condições de con-

torno no infinito, os quais podem ser consideradas iguais a zero. Portanto δS3 = 0 e não contri-

bui na variação da ação de Einstein-Hilbert.

Finalmente é possı́vel substituir os termos encontrados em (3.3)

δSEH =
2

κ2

∫
dnx
√
−g
[

Rµν −
1
2

Rgµν

]
δgµν . (3.18)

Voltando para (3.1) sabe-se que a variação funcional da ação satisfaz

δS =
∫

dnx ∑
i

(
δS

δΦi δΦ
i
)
= 0⇒ δS

δΦi = 0, (3.19)

em que Φi é o conjunto dos campos sendo variados, no caso da ação (3.1), apenas o campo gµν

está sendo variado, dessa forma, a variação da ação (3.1) implica em

δSEH

δgµν
+

δSM

δgµν
= 0. (3.20)

Por fim, definindo o tensor de energia-momento

Tµν ≡−2
1√
−g

δSM

δgµν
, (3.21)
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pode-se reescrever (3.20) na forma

Rµν −
1
2

gµνR = 8πGTµν . (3.22)

Que é conhecida como Equação de Einstein. O tensor definido pelo no lado direito

da equação e denotado por Gµν é chamado de tensor de Einstein

A equação de Einstein é um conjunto de 10 equações diferenciais de segunda ordem

do campo tensorial gµν (visto que é simétrico). A identidade de Bianchi contraı́da ∇µGµν = 0

representa 4 restrições sobre Rµν , dessa forma, existem seis equações diferenciais indepen-

dentes na Equação de Einstein. Assim se uma métrica gµν é solução de (3.22) então fazendo

uma transformação de coordenadas, a nova métrica g′µν também será solução de (3.22). Dessa

forma, é possı́vel especificar univocamente a métrica com a equação de Einstein e especificando

um sistema de coordenadas.

São equações diferenciais extremamente complicadas, principalmente pelo fato de

serem não-lineares. Assim, não é possı́vel encontrar novas soluções a partir de superposição,

tornando difı́cil a busca por soluções analı́ticas com alguma generalidade. Geralmente, utiliza-

se suposições que simplificam as equações, como impor algum tipo de simetria na métrica.

A não-linearidade das Equações de Einstein é um reflexo de sua auto-interação,

e é a principal diferença da teoria Newtoniana, que é linear, as discrepâncias se tornam mais

aparentes quanto mais forte é o campo gravitacional, e é o motivo por trás da precessão do

periélio de Mércurio, que é explicável pela RG.

Por fim, vale mencionar a conhecida dificuldade em conciliar a RG com a mecânica

quântica. As tentativas usuais de quantizar a RG esbarram em dificuldades principalmente por

se tornar uma teoria não-renormalizável, e assim, é uma sugestão de que a teoria só pode ser

considerada até certa escala de energia.

3.3 Violação de Lorentz na Gravidade

Quando se trata de teorias gravitacionais e a violação de Lorentz, o formalismo de

Cartan é utilizado, pois facilita o tratamento de férmions em espaços curvos. O objeto principal

desse formalismo é o vierbein ou tetrada e a
µ , que conecta um tensor covariante do espaço-tempo

Tµνλ ... a um tensor covariante Tabc...
3 no espaço inercial local

Tµνλ ... = e a
µ e b

ν e c
λ

Tabc..., (3.23)

a existência dessa conexão implica também que a uma quebra de Lorentz leva a uma quebra

de difeomorfismo [32]. Um difeomorfismo é uma transformação de partı́cula, nos quais os

3Nesse caso, os ı́ndices latinos estão sendo utilizados para representar as coordenadas do espaço inercial local
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mapeamentos xµ → xµ +ξ µ levam às transformações nos campos dinâmicos

Tµνλ ...→ Tµνλ ...+Lξ Tµνλ .... (3.24)

A quebra de simetria de Lorentz é levada em conta na teoria com a adição de um

termo na ação que pode quebrar espontaneamente ou explicitamente

S = SEH +SM +SLV . (3.25)

O terceiro termo da ação SLV , que quebra a simetria de Lorentz por meio de um

campo de fundo kχ , onde χ denota os ı́ndices do espaço-tempo desse tensor, possui a forma

SLV =
∫

dnx
√
−g LLV (gµν , f ψ ,kχ). (3.26)

Além de depender de kχ a ação também depende da métrica e dos campos de

matéria denotados por f ψ . Os outros termos da ação já foram tratados na Seção 3.2, porém

vale salientar que SM depende apenas de gµν e f ψ e possui a forma

SM =
∫

dnx
√
−g LM(gµν , f ψ). (3.27)

Quanto as transformações de observador, todos os termos da ação são invariantes.

Todos os campos (gµν , f ψ e kχ ) se transformam segundo a (3.24). Porém quando é considerada

uma transformação de partı́cula, o termo SLV não é invariante, isso ocorre porque o campo kχ

se mantém fixo (kχ → kχ ), em contraste com os outros campos da teoria.

Se a quebra de simetria é espontânea, os termos da ação que geram a simetria são

invariantes. kχ possui equações de movimento dessa forma, a variação da ação obedece∫
dnx
√
−g

δSLV

δkχ

δkχ = 0, (3.28)

quando os outros campos vão aos seus valores de vácuo.

Quando a quebra é explı́cita, a ação não é mais invariante sob o grupo de Lorentz,

portanto o campo kχ , não representa um campo dinâmico, ou seja, não possuem equações de

movimento e portanto ∫
dnx
√
−g

δSLV

δkχ

δkχ 6= 0. (3.29)
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3.3.1 Violação Explı́cita versus Espontânea

No contexto gravitacional, a LV pode ser tanto Explı́cita como Espontânea4 e exis-

tem teorias que fazem o uso dos dois tipos de quebra de simetria. Utilizando a ação (3.25), é

possı́vel demonstrar uma inconsistência entre a quebra explı́cita e a RG.

Partindo de (3.26), e fazendo uma variação funcional com respeito a gµν

δSLV =
∫

dnx
√
−g

δSLV

δgµν

δgµν

≡−1
2

∫
dnx
√
−g T µν

LV δgµν , (3.30)

definindo a quantidade T µν

LV em analogia ao tensor de energia-momento. A variação de (3.25)

leva a Equação de Einstein modificada na forma

Gµν = 8πG(T µν

M +T µν

LV ). (3.31)

É possı́vel utilizar a identidade de Bianchi contraı́da, que leva à relação

∇µ(T
µν

M +T µν

LV ) = 0. (3.32)

A outra equação de movimento é definida pela variação da ação com relação ao campo de

matéria f ψ :

δS =
∫

dnx
√
−g

(
δSM

δ f ψ
+

δSLV

δ f ψ

)
δ f ψ = 0. (3.33)

Considerando a variação da ação com relação às transformações de observador,

nesse caso, as variações são dadas pela derivada de Lie (δgµν =Lξ gµν , δ f ψ =Lξ f ψ e δkχ =

Lξ kχ ), cada uma dos termos da ação são invariantes sob transformações de observador, dessa

forma, aplicando o princı́pio variacional em SM e SLV

δSM =
∫

dnx
√
−g

[
δSM

δgµν

Lξ gµν +
δSM

δ f ψ
Lξ f ψ

]
= 0, (3.34)

δSLV =
∫

dnx
√
−g

[
δSLV

δgµν

Lξ gµν +
δSLV

δ f ψ
Lξ f ψ +

δSLV

δkχ

Lξ kχ

]
= 0. (3.35)

Somando as Equações (3.34) e (3.35), e utilizando a (3.33)∫
dnx
√
−g

[(
δSM

δgµν

+
δSLV

δgµν

)
Lξ gµν +

δSLV

δkχ

Lξ kχ

]
= 0 (3.36)

Da definição de derivada de Lie, Lξ gµν = ∇µξν +∇νξµ , é possı́vel integrar por

4Outra forma de levar em contar a LV seria adicionar os termos de quebra de simetria na própria métrica do
espaço-tempo como é observado na geometria de Finsler, que é uma generalização da geometria Riemanniana.
Esse tipo de quebra está intimamente ligada à violação explı́cita [33].
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partes o primeiro termo de (3.36)∫
dnx
√
−g

(
δSM

δgµν

+
δSLV

δgµν

)
∇µξν =

∫
dnx
√
−g ∇µ

[(
δSM

δgµν

+
δSLV

δgµν

)
ξν

]
−

−
∫

dnx
√
−g ∇µ

(
δSM

δgµν

+
δSLV

δgµν

)
ξν

=−
∫

dnx
√
−g ∇µ

(
δSM

δgµν

+
δSLV

δgµν

)
ξν . (3.37)

O primeiro termo representa uma integral no contorno do volume e é levado a zero.

Retornando à (3.36) e substituindo (3.30)∫
dnx
√
−g

[
∇µ(T

µν

M +T µν

LV )ξν +
δSLV

δkχ

Lξ kχ

]
. (3.38)

Agora aplicando a condição (3.29), caracterı́stica de uma quebra explı́cita, observa-

se que ∇µ(T
µν

M + T µν

LV ) 6= 0, ou seja, a identidade de Bianchi é inválida. Essa inconsistência

com a RG, muito embora não torne as teorias com quebra explı́cita inválidas, leva a autores

[29, 32, 34, 35] considerar o setor gravitacional do MPE como um caso de quebra espontânea de

Lorentz (observe que aplicando a condição (3.28), a identidade de Bianchi se mantém válida).

3.3.2 O Modelo Bumblebee

Dentre os modelos utilizados para gerar a violação de Lorentz espontaneamente em

uma teoria, o modelo bumblebee é um modelo relativamente simples. A quebra de simetria vem

da dinâmica de um campo vetorial de Bµ que possui um valor esperado no vácuo (VEV) igual

a bµ .

A dinâmica de Bµ pode ser descrito pela ação5

LB = LgB +LK +LV +LJ. (3.39)

No caso, LgB descreve o acoplamento entre o campo gravitacional e o campo bum-

blebee, LK contém os termos cinéticos para Bµ , LV possui o potencial que provoca a violação

espontânea de Lorentz e LJ possui o acoplamento de Bµ com os campos de matéria e outros

setores do modelo.

O termo LgB pode ser descrito de maneira geral com campos dinâmicos u, sµν e

tαβ µν , acoplados com o escalar de curvatura e os tensores de Ricci e Riemann respectivamente,

cujos termos dominantes tem a forma

LgB =
√
−g

2
κ2 (uR+ sµνRµν + tαβ µνRαβ µν). (3.40)

5A dinâmica deve ser ditada também pela Lagrangiana de Einstein-Hilbert, porém, a ação considerada em
(3.25) já possui a ação de Einstein-Hilbert, ela foi ocultada.
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Para o campo bumblebee, considera-se

LgB =
√
−g σBµBνRµν , (3.41)

que é encontrado fazendo os campos dinâmicos

u =
1
4

ξ BαBα , sµν = ξ BµBν − 1
4

ξ gµνBαBα , tαβ µν = 0, (3.42)

e fazendo σ = 2ξ/κ2. Os outros termos da ação serão considerados

LK =−
√
−g

1
4

BµνBµν ,

LV =−
√
−g V (BµBµ ∓b2),

LJ = 0. (3.43)

em que Bµν = ∇µBν −∇νBµ e b2 = bµbµ . Observe que Bµν é análogo ao tensor eletro-

magnético Fµν . Já foi demonstrado que o campo bumblebee pode ser utilizado para descrever

uma teoria de gauge U(1) para o fóton [36].

Por fim é possı́vel escrever a ação do campo de bumblebee

SB =
∫

d4x
√
−g
[

1
4

BµνBµν +σBµBνRµν −V (BµBµ ∓b2)

]
. (3.44)

Mais detalhes sobre a dinâmica do bumblebee são discutidos no Apêndice (B).
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4 TEORIA PERTURBATIVA E RADIAÇÃO GRAVITACIONAL

Nesse capı́tulo será discutida a Teoria da Pertubação aplicada na RG. A Equação de

Einstein linearizada para a pertubação da métrica será encontrada e será discutido a invariância

de gauge e seus graus de liberdade. Fixando um gauge, a equação de onda gravitacional e suas

soluções de vácuo e com termo de fonte serão encontradas e discutidas.

4.1 Teoria Perturbativa e Linearização da Equação de Einstein

Uma das soluções de grande importância da equação de Einstein consiste a analisar

sua solução no limite de campos fracos, onde é possı́vel imaginar que a métrica gµν é muito

próxima da métrica de Minkowski. Utiliza-se um método perturbativo, onde a métrica é descrita

como

gµν = ηµν +hµν , (4.1)

em que hµν é chamada perturbação. Observe que para campos fracos, a perturbação é um termo

muito pequeno (|h|<< 1), essa suposição implica no descarte de termos que envolvam segunda

ordem ou mais de h. Além disso, é possı́vel utilizar a métrica de Minkowski para abaixar e

subir ı́ndices de um tensor, visto que é aproximadamente igual a métrica linearizada.

Utilizando a identidade gµνgµλ = δ λ
ν , é possı́vel encontrar (descartando termos de

segunda ordem de h) que a inversa da métrica é

gµν = η
µν −hµν . (4.2)

em que hµν = ηµσ ηνρhσρ .

Para encontrar a equação de Einstein linearizada, é necessário usar (4.1) e (4.2)

na equação de Einstein, para isso é necessário linearizar Rµν e R, dessa forma inicialmente

procede-se com os sı́mbolos de Christoffel

Γ
ρ

µν =
1
2

gρλ (∂µgνλ +∂νgλ µ −∂λ gµν)

=
1
2

η
ρλ (∂µhνλ +∂νhλ µ −∂λ hµν). (4.3)

O tensor de Riemann dependerá apenas dos termos de derivada de Γ, assim obtém-
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se

Rσ µλν = ησρ(∂λ Γ
ρ

µν +∂Γ
ρ

µλ
)

=
1
2

ησρη
ρα(∂λ ∂µhνα +∂λ ∂νhαµ −∂λ ∂αhµν −∂ν∂µhλα −∂λ ∂νhαµ +∂ν∂αhµλ )

=
1
2
(∂λ ∂µhνσ +∂ν∂σ hµλ −∂λ ∂σ hµν −∂ν∂µhλσ ). (4.4)

O tensor de Ricci é obtido contraindo os ı́ndices σ e λ

Rµν = η
σλ Rσ µλν

=
1
2
(∂λ ∂µh λ

ν +∂λ ∂νh λ
µ −�hµν −∂µ∂νh). (4.5)

Contraindo novamente para encontrar o escalar de curvatura, tem-se

R = η
µνRµν =

1
2
(∂λ ∂µhµλ +∂λ ∂νhνλ −�hµ

ν −∂µ∂
µh)

= ∂µ∂νhµν −�h. (4.6)

Por fim, substituindo (4.5) e (4.6) para encontrar o tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1
2

ηµνR

=
1
2
(∂λ ∂µh λ

ν +∂λ ∂νh λ
µ −�hµν −∂µ∂νh−ηµν∂σ ∂ρhσρ +ηµν�h). (4.7)

Que gera a equação de Einstein linearizada

∂λ ∂µh λ
ν +∂λ ∂νh λ

µ −�hµν −∂µ∂νh−ηµν∂σ ∂ρhσρ +ηµν�h = 16πGTµν , (4.8)

em que Tµν é o tensor energia-momento calculado na ordem zero de hµν , as ordens mais altas

não são consideradas, porque a quantidade de energia e momento já são baixas para que o limite

de campo fraco seja aplicável.

4.2 Invariância de Gauge

A escolha da métrica em (4.1) gera o problema da invariância de gauge, por não es-

pecificar um sistema de coordenadas. Dessa forma, essa decomposição da métrica na métrica de

Minkowski e uma pertubação não é única, podendo gerar pertubações diferentes para sistemas

de coordenadas diferentes, é um problema equivalente ao encontrado no Eletromagnetismo,

quando é necessário determinar o quadripotencial Aµ a partir das equações de Maxwell.

Considere uma transformação de coordenadas infinitesimal xµ→ xµ−ξ µ . Partindo
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da lei de transformação de tensores para a métrica1,

g′µν =
∂x′µ

∂xσ

∂x′ν

∂xρ
gσρ . (4.9)

Usando (4.2) é possı́vel escrever a transformação anterior como

η
µν −h′µν =

∂ (xµ −ξ µ)

∂xσ

∂ (xν −ξ ν)

∂xρ
(ησρ −hσρ)

η
µν −h′µν = (δ

µ

σ −∂σ ξ
µ)(δ ν

ρ −∂σ ξ
ν)(ησρ −hσρ)

η
µν −h′µν = η

µν −η
µρ

∂ρξ
ν −η

σν
∂σ ξ

µ −hµν

h′µν = hµν +∂
µ

ξ
ν +∂

ν
ξ

µ , (4.10)

onde todos os termos de ordem superior a um de h e ξ foram desprezados. a Eq. (4.10) é

chamada de transformação de gauge para a teoria linearizada e pode ser escrita de maneira

equivalente como

h′µν = hµν +∂µξν +∂νξµ . (4.11)

Observe que, sob essa transformação, o tensor de Riemann

R′
σ µλν

= Rσ µλν +
1
2
(∂λ ∂µ∂νξσ +∂ν∂σ ∂µξλ −∂λ ∂σ ∂µξν −∂ν∂µ∂λ ξσ+

+∂λ ∂µ∂σ ξν +∂ν∂σ ∂λ ξµ −∂λ ∂σ ∂νξµ −∂ν∂µ∂σ ξλ )

R′
σ µλν

= Rσ µλν , (4.12)

se mantém invariante, dessa forma toda teoria linearizada também é invariante. Assim fixando

um gauge, ou seja, escolhendo os ξ µ , a unicidade de hµν é assegurada. Essa escolha pode ser

feita de maneira a Eq. (4.8) se tornar mais simples.

4.3 Graus de Liberdade

As componentes pertubação é um tensor simétrico de tipo (0,2), ela pode ser de-

composta de forma a analisar seus graus de liberdade. A componente 00 define um escalar

(spin 0), as componentes 0i definem um trivetor (spin 1), e as componentes ij definem um ten-

sor espacial simétrico (spin 2), que pode ser dividido entre um tensor sem traço e um tensor

1Essa forma de mostrar a transformação de gauge esbarra no problema de equacionar tensores de dois sistemas
de coordenadas diferentes, outra abordagem, que usa a noção de difeomorfismo, pode ser vista na Ref. [37].
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com traço2. Assim, é possı́vel as componentes de hµν

h00 =−2Φ

h0i = hi0 = wi

hi j = 2si j−2Ψδi j, (4.13)

onde Ψ e si j são definidos como

Ψ≡−1
6

δ
i jhi j

si j ≡
1
2

(
hi j−

1
3

δ
klhklδi j

)
. (4.14)

Assim é possı́vel escrever o intervalo como

ds2 =−(1+2Φ)dt2 +wi(dxidt +dt dxi)+ [(1−2Ψ)δi j +2si j]dxidx j (4.15)

Agora é preciso encontrar os tensores de Ricci e o escalar de curvatura para subs-

tituı́-los na equação de Einstein. Primeiramente, encontra-se as componentes dos sı́mbolos de

Christoffel usando a Eq. (4.3)

Γ
0
00 = ∂0Φ

Γ
i
00 = ∂0wi +∂iΦ

Γ
0
j0 = ∂ jΦ

Γ
i
j0 = ∂[ jwi]+

1
2

∂0hi j

Γ
0
jk =

1
2

∂0h jk−∂( jhk)0

Γ
i
jk = ∂( jhk)i−

1
2

∂ih jk, (4.16)

onde os ı́ndices que estão entre parênteses (colchetes) representam a simetrização (anti-simetrização)

desses ı́ndices. A decomposição de hi j ainda não foi feita por conveniência.

2Essa decomposição é caracterı́stica da teoria de grupos, onde um tensor é dividido em partes que são invarian-
tes no grupo de simetria, chamado de formas irredutı́veis.
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As componentes do tensor de Riemann são encontradas a partir da Eq. (4.4)

R0000 = 0;

R000l = 0;

R0 j0l = ∂0∂( jwl)+∂ j∂lΦ−
1
2

∂0∂0h jl;

R0 jkl = ∂ j∂[kwl];−∂0∂[khl] j;

Ri jkl = ∂ j∂[khl]i−∂i∂[khl] j. (4.17)

As outras componentes de Rσ µλν são encontrados pelas suas relações de simetria.

As componentes do tensor de Ricci são encontrados contraindo o tensor de Riemann

R00 = η
00R0000 +δ

jlR j0l0

= ∇
2
Φ+∂0∂kwk−3∂0∂0Ψ;

R0l = η
00R000l +δ

jkR j0kl

=−1
2

∇
2wl +

1
2

∂l∂ jw j +∂0∂ks k
l +2∂0∂lΨ;

R jl = η
00R0 j0l +δ

ikRi jkl

=−∂ j∂l(Φ−Ψ)−∂0∂( jwl)+�Ψδ jl−�s jl +2∂k∂( js
k

l) . (4.18)

O escalar de curvatura é escrito como

R = η
00R00 +δ

i jRi j

=−2∇
2
Φ−2∂0∂kwk−6∂0∂0 +4∇

2
Ψ+2∂i∂ksik. (4.19)

Por fim, é possı́vel escrever as componentes do tensor de Einstein

G00 = 2∇
2
Ψ+∂i∂ jsi j;

G0 j =−
1
2

∇
2w j +

1
2

∂ j∂kwk +∂0∂ks k
j +2∂0∂ jΨ;

Gi j = (δi j∇
2−∂i∂ j)(Φ−Ψ)+δi j∂0∂kwk−∂0∂(iw j)+2δi j∂0∂0−�si j +∂k∂(is

k
j) −δi j∂k∂lskl.

(4.20)

Iniciando a análise dos graus de liberdade, utilizando a componente 00, obtêm-se

∇
2
Ψ = 4πGT00−

1
2

∂i∂ jsi j. (4.21)

Observe que Ψ não possui derivadas temporais, dessa forma, a partir de T00 e si j

em qualquer tempo especı́fico e suas condições de contorno, é possı́vel determiná-lo. Conse-

quentemente, Ψ não é um grau de liberdade de propagação. Agora a equação 0j se converte em
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(δ jk∇
2−∂ j∂k)wk =−16πGT0 j +4∂0∂ jΨ+2∂0∂ks k

j . (4.22)

Assim como para Ψ, a equação para wi não possui derivadas temporais, portanto,

também não configura um grau de liberdade de propagação. Finalmente a equação ij resulta em

(δi j∇
2−∂i∂ j)Φ = 8πGTi j +(δi j∇

2−∂i∂ j−2δi j∂0∂0)Ψ−δi j∂0∂kwk+

+∂0∂(iw j)+�si j−2∂k∂(is
k

j) −δi j∂k∂lskl. (4.23)

Da mesma forma que os outros campos, Φ não configura um grau de liberdade. O

único que restou foi si j que é chamado de strain e configura os únicos graus de liberdade fı́sicos

da pertubação, por conseguinte, ele será utilizado para descrever as ondas gravitacionais. As

outras componentes da pertubação, podem ser determinadas a partir do strain e dos campos de

matéria.

Finalizando a discussão, sob a transformação de gauge cada uma das componentes

de hµν se transformam como

Φ→Φ+∂0ξ
0;

wi→ wi +∂0ξ
i−∂iξ

0;

Ψ→Ψ− 1
3

∂iξ
i;

si j→ si j +∂(iξ j)−
1
3

∂kξ
k
δi j. (4.24)

Essas transformações serão importantes quando for necessário fixar o gauge para

facilitar o tratamento da equação linearizada.

4.4 Ondas Gravitacionais

Dentre os gauges utilizados na teoria linearizada, um muito famoso por resultar na

equação de onda no quando consideradas soluções de vácuo é o gauge transverso. Inicialmente,

si j é escolhido para ser espacialmente transverso

∂isi j = 0, (4.25)

que é equivalente a escolher ξ i da forma da Eq. (4.26)

∇
2
ξ

j +
1
3

∂i∂ jξ
i =−2∂isi j. (4.26)

Ainda resta uma escolha para ξ 0, que pode ser utilizado para definir que wi também
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seja espacialmente transverso.

∂iwi = 0, (4.27)

que é equivalente a fazer ξ 0 satisfazer

∇
2
ξ

0 = ∂iwi +∂0∂iξ
i. (4.28)

Essas equações diferenciais não especificam a escolha de ξ , porém implicam na

existência de uma solução, dessa forma existe uma mudança de coordenada que façam as

condições (4.25) e (4.27) verdadeiras.

Essas condições implicam que as Equações (4.21), (4.22) e (4.23) são escritas como

∇
2
Ψ = 4πGT00;

−1
2

∇
2w j +2∂0∂ jΨ = 8πGT0 j;

(δi j−∂i∂ j)(Φ−Ψ)−∂0∂(iw j)+2δi j∂0∂0Ψ−�si j = 8πGTi j. (4.29)

As soluções de vácuo implicam que, para a equação 00

∇
2
Ψ = 0, (4.30)

que implica Ψ = 0 considerando que o mesmo zera no infinito.

Para a equação 0j, substituindo Ψ = 0

∇
2wi = 0. (4.31)

Novamente, implica que wi = 0. O traço da equação ij resulta em

∇
2
Φ = 0, (4.32)

outra vez, obtêm-se que Φ= 0. Por fim utilizando as condições anteriores, a equação ij computa

a equação de onda para o strain

�si j = 0. (4.33)

Pelo fato do único grau de liberdade da pertubação ser o strain, é teorizado que a

partı́cula que descreve a interação gravitacional em uma teoria quântica, chamada de gráviton,

é um bóson de spin 2.

Geralmente, a equação de onda em termos da pertubação métrica como um todo,

mas a pertubação ainda deve ter suas componentes, com exceção as que definem si j iguais a

zero. Essa escolha para a métrica é conhecida como gauge transverso sem traço (gauge TT3)

3do inglês, transverse traceless
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definindo assim

�hT T
µν = 0, (4.34)

a equação de onda para a pertubação, que deve ser puramente espacial, sem traço e transversal,

satisfazendo

hT T
0ν = 0

η
µνhT T

µν = 0

∂
µhT T

µν = 0. (4.35)

Cuja solução é dada por

hT T
µν =Cµνeikσ xσ

, (4.36)

em que Cµν é um tensor simétrico constante. utilizando as condições (4.35), é possı́vel encontrar

que

C0ν = 0

η
µνCµν = 0

kµCµν = 0. (4.37)

Além disso, substituindo (4.34) na função de onda em

�hT T
µν = 0;

ησρ∂σ ∂ρhT T
µν = 0;

−kσ kσ hT T
µν = 0⇒ kσ kσ = 0, (4.38)

ou seja, o vetor de onda é um vetor nulo, assim a componente temporal que determina na

frequência da onda (kσ = (ω,k)) deve satisfazer

ω
2 = |k|2. (4.39)

A solução completa da função de onda é composta de uma superposição de todas

as ondas planas que satisfaçam as condições (4.37) e (4.39).

Para tornar a solução mais explı́cita, é possı́vel escolher um sistemas de coordenadas

no qual o vetor k aponta na direção x3, dessa forma

kµ = (ω,0,0,ω). (4.40)

Por esse motivo as componentes C3ν serão nulas pela condição kµCµν = 0. O tensor



40

Cµν é escrito como

Cµν =


0 0 0 0

0 C11 C12 0

0 C12 −C11 0

0 0 0 0

 .

Observe que com essa definição, (Cµν ) satisfará todas as condições (4.37), as com-

ponentes C11 e C12 e a frequência caracterizam completamente a onda. Renomeando C11 = h+
e h×

Cµν =


0 0 0 0

0 h+ h× 0

0 h× −h+ 0

0 0 0 0

 , (4.41)

é possı́vel escrever o intervalo como

ds2 =−dt2 +(1+h+eikσ xσ

)dx2 +(1−h+eikσ xσ

)dy2 +h×eikσ xσ

(dx dy+dy dx)+dz2. (4.42)

4.5 Polarizações das Ondas Gravitacionais

Para a discussão da polarização das ondas gravitacionais, considere que existem

quatro partı́culas no plano z = 0 e em um mesmo tempo, duas dessas partı́culas estão espaçadas

de uma distância dx ao longo do eixo x, as outras duas estarão espaçadas a uma distância dy ao

longo do eixo y.

Inicialmente o caso para h× = 0 será analisado, posteriormente o caso h+ = 0 será

analisado (lembrando que o resultado total é uma superposição dos dois). A pergunta que a ser

feita é: Como o distância entre os pares de partı́culas será afetada?

• Caso h× = 0:

Nesse caso, o intervalo será dado por

ds2 =−dt2 +(1+h+eikσ xσ

)dx2 +(1−h+eikσ xσ

)dy2 +dz2,

o primeiro par de partı́culas terá uma distância de

ds2 = (1+h+eikσ xσ

) dx2. (4.43)

O segundo par terá uma distância de

ds2 = (1−h+eikσ xσ

) dy2. (4.44)
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Assim, enquanto a distância entre as partı́culas de um par estiver contraindo, no outro

estará dilatando.

• Caso h+ = 0:

Nesse caso, o intervalo será dado por

ds2 =−dt2 +dx2 +dy2 +2h×eikσ xσ

dx dy+dz2.

Fazendo uma rotação no eixo z de 45o, as coordenadas se transformam como

x =
1√
2
(x′+ y′) y =

1√
2
(y′− x′). (4.45)

Assim, no novo sistema de coordenadas, o intervalo é descrito como

ds2 =−dt ′2 +
1
2
(dx′+dy′)+

1
2
(dy′−dx′)+dz′2 +h×eikσ xσ

(dx′+dy′)(dy′−dx′)

=−dt ′2 +(1+h+eikσ xσ

)dx′2 +(1−h+eikσ xσ

)dy′2 +dz′2. (4.46)

Que é equivalente ao caso anterior, porém rotacionado em 45o.

Esses modos de polarizações são conhecidas como “mais” (plus) e “cruz” (cross)

respectivamente, e estão retratados na Figura 4.

(a)

(b)

Figura 4: Estados de polarização da onda gravitacional (a) Polarização plus e (b) Polarização
cross.

É possı́vel associar a invariância sob rotações espaciais dos modos de polarização

das ondas com o spin da mesma. De maneira geral, se a polarização for invariante sob rotação de

θ , é possı́vel associar o spin S da partı́cula em uma teoria quantizada com a fórmula S= 360◦/θ .
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Os modos de polarização das ondas gravitacionais possuem invariância sob rotações de 180◦,

mais uma vez, isso leva à hipótese que o gráviton seja uma partı́cula de spin 2 [37].

4.6 Produção de Ondas Gravitacionais

Para a discussão da produção de ondas gravitacionais, é necessário trabalhar com a

equação de Einstein com fonte, como Tµν não desaparece, a perturbação vai possuir as compo-

nentes 00, 0j e seu traço diferente de zero, assim ela não assume as restrições de Eq. (4.35). A

rota a ser assumida será utilizar a pertubação de traço reverso4

hµν ≡ hµν −
1
2

ηµνh. (4.47)

Observe que, no vácuo e longe de qualquer fonte, a pertubação de traço reverso

assume a forma sem-traço e transversa de forma que é idêntico à pertubação original

h
T T
µν = hT T

µν .

Ainda é possı́vel escolher um gauge, esse é feito de forma a fazer a divergência da

pertubação de traço reverso nula

∂µh
µν

= 0, (4.48)

essa condição é conhecida como gauge de Lorentz e é análogo ao gauge ∂µAµ utilizado no

eletromagnetismo. Para satisfazer (4.48), basta escolher ξ de forma a satisfazer

�ξ
ν =−∂µh

µν
.

Agora, substituindo a definição de hµν na equação de Einstein linearizada, obtém-se

�hµν =−16πGTµν . (4.49)

Nessa equação fica claro um defeito da teoria linearizada, a mesma perde o efeito

da auto-interação do campo gravitacional. Dessa forma os campos de matéria agem como

geradores da radiação gravitacional, porém não há ação da radiação com a matéria, ou seja,

a onda receberia energia e momento dos campos de matéria, mas a energia e o momento da

matéria permaneceriam conservados [38].

Para solucionar a equação de onda, utiliza-se o método da função de Green. Uma

função de Green para um operador diferencial Ô é a solução de

ÔG(xσ − yσ ) = δ
(4)(xσ − yσ ). (4.50)

4O nome vem do fato desse tensor possuir o traço igual a −h.
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Considerando o operador d’Alembertiano, temos duas funções de Green, uma cha-

mada avançada e outra retardada, a primeira representa ondas que se propagam retrocedendo

no tempo, a segunda representa ondas que avançam no tempo. Nesse caso, a única que possui

interesse fı́sico é a retardada

GR(xσ − yσ ) =− 1
4π|x−y|

δ [|x−y|− (x0− y0)]Θ(x0− y0), (4.51)

em que Θ é a função degrau.

A solução para (4.49) é dada por

hµν(xσ ) =−16πG
∫

d4y GR(xσ − yσ )Tµν(yσ )

= 4G
∫

dy0 d3y
1

|x−y|
Tµν(yσ )δ [|x−y|− (x0− y0)]Θ(x0− y0)

= 4G
∫

d3y
1

|x−y|
Tµν(t−|x−y|,y), (4.52)

em que t = x0. Essa equação possui uma interpretação fı́sica interessante, a pertubação do

campo gravitacional no ponto (t,x) é a soma da contribuição de todas as fontes de energia e

momento dentro do cone de luz do passado.

Definindo o tempo retardado tr = t−|x−y|, e escrevendo a transformada de Fourier

da pertubação é possı́vel desenvolver

h̃µν(ω,x) =
4G
2π

∫
dt d3y

1
|x−y|

eiωtTµν(tr,y)

=
4G
2π

∫
dtr d3y

1
|x−y|

eiωtreiω|x−y|Tµν(tr,y)

= 4G
∫

d3y
1

|x−y|
eiω|x−y|T̃µν(ω,y) (4.53)

Agora, é suposto que a radiação é emitida por uma fonte isolada, muito distante e

composta de matéria não-relativı́stica. O motivo dessa suposição é considerar que o módulo

da distância espacial do ponto de medida da radiação e da fonte r = |x− y|, é praticamente

constante, de forma que é possı́vel tirá-lo da integral de (4.53). Assim, é possı́vel escrever

h̃µν(ω,x) = 4G
eiωr

r

∫
d3y T̃µν(ω,y). (4.54)

Para simplificar mais ainda a Eq. (4.54), observe que a restrição (4.48) se torna, no
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espaço de Fourier

∂µh
µν

= ∂µ

∫
dω e−iωt h̃

µν

= 0

−iω
∫

dω e−iωt h̃
0ν

+∂ j

∫
dω e−iωt h̃

jν
= 0

h̃
0ν

=− i
ω

∂ jh̃
jν
. (4.55)

A partir de (4.55), observa-se que, utilizando apenas as componentes espaciais da

pertubação no espaço de Fourier, é possı́vel encontrar as outras componentes. Outra simplificação

é feita integrando por partes as componentes espaciais tensor de energia-momento também no

espaço de Fourier ∫
d3y T̃ i j =

∫
d3y ∂k(yiT̃ k j)−

∫
d3y yi

∂k(T̃ k j)

=−
∫

d3y yi
∂k(T̃ k j). (4.56)

Utilizando a identidade de Bianchi, seguindo um procedimento equivalente para a

dedução de (4.55) é possı́vel demonstrar que ∂kT̃ kν = iωT̃ 0ν . Continuando a simplificação∫
d3y T̃ i j =−

∫
d3y xi

∂k(T̃ k j) =−iω
∫

d3y yiT̃ 0 j

=− iω
2

∫
d3y (yiT̃ 0 j + y jT̃ 0i)

=− iω
2

∫
d3y [∂k(yiy jT̃ 0k− yiy j

∂kT̃ 0k]

=
iω
2

∫
d3y yiy j

∂kT̃ 0k

=−ω2

2

∫
d3y yiy jT̃ 00. (4.57)

Assim, é possı́vel definir o tensor momento de quadrupolo Ii j(t)

Ii j(t) =
∫

d3y yiy jT 00, (4.58)

que simplifica a expressão para a parte espacial da transformada de Fourier da pertubação

h̃i j(ω,x) =−2Gω
2 eiωr

r
Ĩi j(ω). (4.59)

Por fim, fazendo a transformada inversa de (4.59), obtém-se a fórmula de quadru-

polo para a pertubação

hi j(t,x) =
2G
r

d2

dt2 Ii j(tr). (4.60)

A radiação gravitacional produzida por um objeto isolado não-relativı́stico tem na-

tureza quadrupolar, em contraste com a radiação eletromagnética, em que a contribuição maior



45

vem de termos dipolares. Como geralmente o momento de quadrupolo de um sistema é muito

menor que o momento de dipolo, além do fraco acoplamento gravitacional, a radiação gravita-

cional é tipicamente muito mais fraca que a eletromagnética.

A proibição de contribuição dipolar é esperada para a radiação gravitacional, para

observar isso, considere um sistema isolado de massas, nós podemos definir o momento de

dipolo gravitacional

dg = ∑
i

miri. (4.61)

Mas pela conservação do momento total de um sistema isolado, temos

d
dt

dg = 0 (4.62)

que proı́be a existência de termos dipolares na solução.

4.7 Radiação Gravitacional Emitida por um Sistema Binário em Órbita Circular

Uma aplicação de particular interesse para a produção de ondas gravitacionais, é a

de um sistema binário em órbita circular como discutido em [39]. Esse tipo de sistema consiste

em uma configuração bem simples de dois objetos de massa m1 e m2 que traçam uma trajetória

circular em torno de seu centro de massa conforme esquematizado na Figura 5.

Figura 5: Sistema binário efetuando órbitas circulares.

O sistema é analisado a partir da mecânica newtoniana, válido à baixas ordens. Os

parâmetros orbitais serão a massa reduzida µ = m1m2/(m1 +m2) e a distância de separação
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l0 = r1 + r2. baseando-se pela Figura 5 é possı́vel escrever as distâncias r1 e r2 como

r1 =
m2l0
M

, r2 =
m1l0
M

, (4.63)

em que M = m1 +m2 é a massa total do sistema.

As equações de movimento serão encontradas a partir da velocidade angular Ω dos

elementos do binário, igualando a força gravitacional com a força centrı́peta para ambos objetos,

têm-se

Gm1m2

l2
0

= m1Ω
2 m2l0

M
,

Gm1m2

l2
0

= m2Ω
2 m1l0

M
. (4.64)

Que implica para a mesma velocidade angular para os dois objetos

Ω =

√
GM
l3
0
. (4.65)

Assim, as equações de movimento serão

x1 =
m2l0
M

cosΩt, y1 =
m2l0
M

sinΩt,

x2 =−
m1l0
M

cosΩt, y2 =−
m1l0
M

sinΩt. (4.66)

A partir de (4.66) e da definição de T00

T00 = δ (z)[m1δ (x− x1)δ (y− y1)+m2δ (x− x2)δ (y− y2)], (4.67)

computa-se as componentes não nulas do momento de quadrupolo (4.58)

Ixx =
µ

2
l2
0(1+ cos2Ωt);

Iyy =
µ

2
l2
0(1− cos2Ωt);

Ixy = Iyx =
µ

2
l2
0 sin2Ωt. (4.68)

Por fim, utilizando a Eq. (4.60), têm-se que a expressão para a perturbação de traço

reverso é dada por

hi j(t,x) =
4G
r

µl2
0Ω

2


−cos2Ωtr −sin2Ωtr 0

−sin2Ωtr cos2Ωtr 0

0 0 0

 . (4.69)

Note que, devido ao aparecimento do fator 2Ω nos argumentos das funções seno e
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cosseno, a frequência de oscilação da onda gravitacional será duas vezes maior que a frequência

rotacional do binário.

É interessante nesse exemplo, passar essa solução para o gauge TT, de forma a

analisar a polarização dessa onda. Isso é atingido utilizando operadores de projeção, considere

o operador de projeção que projeta um vetor no plano ortogonal à uma direção n̂

Pjk ≡ δ jk−n jnk. (4.70)

A partir desse projetor simétrico e transversal, podemos construir um segundo

Pi j,kl ≡ PikPjl−
1
2

Pi jPkl, (4.71)

que extrai a parte sem traço e transversa de um tensor de rank (0,2). Dessa forma, afirmamos

que

hT T
i j = Pi j,klhkl. (4.72)

Agora, utilizando o projetor TT, vamos extrair a parte da onda que se propaga na

direção z (n̂ = (0,0,1)). o projetor Pjk é

Pjk =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 . (4.73)

A perturbação no gauge TT será

hT T
µ0 = 0, hT T

i j (t,z) =
2G
z

d2

dt2 IT T
i j (t− z), (4.74)

em que

IT T
i j = Pi j,klIkl. (4.75)

As componentes não nulas são

IT T
xx =

(
PxkPxl−

1
2

PxxPkl

)
Ikl =

1
2
(Ixx− Iyy);

IT T
yy =

(
PykPyl−

1
2

PyyPkl

)
Ikl =−

1
2
(Ixx− Iyy);

IT T
xy =

(
PxkPyl−

1
2

PxyPkl

)
Ikl = Ixy. (4.76)

Dessa forma, temos as duas polarizações, hT T
xx e hT T

xy . No problema do binário,
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temos

hT T
xx =−4G

r
µl2

0Ω
2 cos(2Ωtr)

hT T
xy =−4G

r
µl2

0Ω
2 sin(2Ωtr), (4.77)

demonstrando que a onda é circularmente polarizada.

Por fim, podemos computar a amplitude da onda

h0 =
4G
r

µl2
0Ω

2

=
4µMG2

rl0c4 , (4.78)

em que simplesmente dividimos c4 para voltar às unidades SI.
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5 EFEITOS DA VIOLAÇÃO DE LORENTZ NA PRODUÇÃO DE ONDAS
GRAVITACIONAIS

Nesse capı́tulo, será demonstrado como os efeitos da LV modificam a produção

das ondas gravitacionais. Inicialmente a relação de dispersão modificada será demonstrada de

acordo com a Ref. [40]. Posteriormente, a partir de um procedimento equivalente ao demons-

trado na Seção 4.6, uma nova fórmula de quadrupolo é derivada, culminando na aplicação em

um sistema binário.

5.1 Modificando a Relação de Dispersão do Gráviton

Na Seção 3.3 foi abordado como a violação de Lorentz pode ser levada em conta

em uma teoria de gravitação. No caso, é possı́vel adicionar um termo na ação que quebra

espontaneamente a simetria de Lorentz.

S = SEH +SM +SLV (5.1)

O termo SLV considera o acoplamento entre o campo bumblebee e o gráviton, cuja

forma foi demonstrada na Eq. (3.41), a partir de um procedimento de linearização dos campos

bumblebee e gravitacional descrito no Apêndice B, obtém-se a densidade lagrangeana

LLV = ξ

[
p2bµbνhµνhα

α +
1
2
(b · p)2 (hα

α)
2

− 1
2
(b · p)2 hµνhµν + p2bµbνhµαhν

α −
(
bµbν pα pβ +b(µ pν)b(α pβ )

)
hµνhαβ

]
+

4ξ 2

κ2

[(
−2p2bµbν −2b2 pµ pν +4b · pb(µ pν)−

p2 pµ pν

4λ

)
hµνhα

α

+

(
2bµbν pα pβ −b(µ pν)b(α pβ )+

b2 pµ pν pα pβ

p2 −
2(b · p)pµ pνb(α pβ )

p2 +
pµ pν pα pβ

4λ

)
hµνhαβ

+

(
b2 p2− (b · p)2 +

p4

4λ

)
(hα

α)
2 +

(
p2bµbν −2(b · p)b(µ pν)+

(b · p)2 pµ pν

p2

)
hµλ hν

λ

]
+O(h3),

(5.2)

em que b · p = bµ pµ , com pµ = (p0,p) e bµ = (b0,b). Como a quebra de simetria é espontânea,

essa lagrangeana ainda é invariante por Lorentz. Além disso, a lagrangeana não é mais invari-

ante à transformação de gauge (hµν → hµν + ipµξν + ipνξµ).

Os efeitos do bumblebee na RG estão na lagrangeana efetiva

Lkin = LEH +LLV , (5.3)
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onde a LEH é a lagrangeana de Einstein-Hilbert linearizada

LEH = pµ pαhµνhα
ν − pµ pνhµνh+

1
2

p2hµ

µh− 1
2

p2hµνhµν . (5.4)

Para encontrar equação de movimento do gráviton precisamos inicialmente escrever

a Eq. (5.3) na forma bilinear

Lkin =−
1
2

hµνÔµν ,αβ hαβ (5.5)

e determinar o operador Ô de forma que o mesmo seja simétrico nos ı́ndices (µν), (αβ ) e na

troca dos pares (µν) e (αβ ). A determinação de Ô , do propagador de Feymann da teoria e de

outros detalhes, podem ser encontrados na Ref. [40].

A equação de movimento é encontrada a partir de

Ôµν ,αβ hαβ = 0. (5.6)

A Eq. (5.6) é então saturada por pµ pν , bµbν , p(µbν) e a métrica de Minkowski

[41], revelando as seguintes restrições

pµ pνhµν = 0; bµbνhµν = 0; p(µbν)h
µν = 0; h = 0. (5.7)

Mais restrições podem ser encontradas saturando (5.6) com pµ e bµ

pµhµ

ν = 0; bµhµ

ν = 0. (5.8)

Aplicando as Eqs. (5.7) e (5.8) na Eq. (5.6) obtemos a relação de dispersão para o

gráviton modificado pela presença do campo bumblebee

[p2 +ξ (b · p)2]hµν = 0. (5.9)

Observe que a presença do campo Bumblebee levou a modificação da relação de

dispersão da teoria usual de Einstein-Hilbert (p2 = 0→ p2 + ξ (b · p)2 = 0) de forma que o

acoplamento não-mı́nimo BµBνRµν não gerou modos massivos para o gráviton, além disso, o

número de polarizações da teoria se mantiveram dois, o que está de acordo com as medidas do

evento GW170814, o primeiro a analisar as polarizações da radiação [42].

5.2 Produção de Ondas Gravitacionais na Presença do Campo Bumblebee

Para a análise da produção das ondas gravitacionais, uma corrente Jµν que é adici-

onada à equação homogênea (5.9) resultando em

[�+ξ (b ·∂ )]hµν(x) = Jµν(x). (5.10)
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Essa corrente vai agir como a fonte da radiação gravitacional, ela deve ser equivalente à fonte

da Eq. (4.49), uma vez que apenas o acoplamento entre o campo bumblebee e o gráviton

foi considerado, assim os campos de matéria mantém-se inalterados. Dessa forma, é possı́vel

escrever Jµν = 16πGTµν
1.

Assim como no Seção 4.6, o método da função de Green é utilizado para resolver

esse problema. O problema será separado em dois casos: no primeiro será considerado que o

VEV do bumblebee é do tipo tempo bµ = (b0,0) e no segundo será considerado do tipo espaço

bµ = (0,b).

Para o VEV do tipo tempo, como demonstrado no Apêndice C, a função de Green

se reduz a

Gb0 =
1

4πr
√

1+ξ (b0)2
δ

[
r−

(
τ√

1+ξ (b0)2

)]
Θ(τ). (5.11)

em que r = |x−y| e τ = x0− y0. Para encontrar a perturbação, devemos solucionar a equação

hµν(x) = 16πG
∫

d4y Gb0(x
σ − yσ )Tµν(yσ ).

=
4G√

1+ξ (b0)2

∫
d4y

Tµν(yσ )

r
δ

[
r−

(
τ√

1+ξ (b0)2

)]
. (5.12)

Utilizando a identidade da função delta

δ (ax) =
1
|a|

δ (x), (5.13)

a Eq. (5.12) se resume a

hµν(x) = 4G
∫

d3y
Tµν(t ′r,y)

r
, (5.14)

em que t ′r = x0− r
√

1+ξ (b0)2 é o tempo retardado. agora modificado pelo vetor de fundo.

O restante do processo é equivalente ao feito na Seção 4.62, onde é considerado

que a fonte é distante, isolada e não-relativı́stica. Assim, podemos escrever uma solução bem

parecida à encontrada para a teoria usual

hi j(t,r) =
2G
r

d2Ii j

dt2 (t ′r), (5.15)

em que o momento de quadrupolo é definido da mesma maneira que na Eq. (4.58).

Esse resultado é bastante interessante, muito embora não tenha havido mudança na

amplitude da onda gravitacional, a mudança no tempo retardado indica que a onda possui uma

velocidade de propagação mais lenta (v = c/
√

1+ξ (b0)2), que pode ser uma forma interes-

1A diferença de sinal se deve à mudança da métrica
2Essa equivalência só é possı́vel porque a violação é espontânea e, como foi mostrado na Seção 3.3, continua

satisfazendo a identidade de Bianchi
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sante de comprovar a teoria. O evento GW150914 foi bastante interessante, pois a detecção da

radiação gravitacional foi acompanhada pela observação de erupções de raios-gama pelo Fermi

GBM após 0,4 segundos [43]. Isso indica que é possı́vel que haja uma diferença entre veloci-

dade de propagação dos fótons e grávitons, porém faltam dados observacionais para podermos

afirmar tal fato.

No caso em que bµ é do tipo espaço, a função de Green é

Gb(x− y) = GR(x− y)−G2(x− y), (5.16)

em que GR é a função de Green Retardada e

G2(x− y) =
ξ

8πr3 Θ(τ)
{
(b · r)2

[(
τ

r
−1
)

δ (τ− r)+ τδ
′(τ− r)

]
+ τrb2 cos(2θb) δ (τ− r)

}
,

(5.17)

em que θb denota o ângulo polar de b. Os detalhes na obtenção desta função de Green podem

ser vistos no Apêndice C.

E agora procedemos para o cálculo da perturbação. O primeiro termo da função de

Green é simplesmente a função de Green Retardada e seu resultado já foi calculado. O segundo

termo deve entrar na integral de convolução

16πG
∫

d4y G2(xσ − yσ )Tµν(yσ ). (5.18)

Vamos solucionar esse problema por etapas. A primeira integração para ser resol-

vida é

Q(1)
µν =

∫
d4y

Tµν(yσ )

r3 (b · r)2
(

τ

r
−1
)

δ (τ− r)

=
∫

d3y dy0 Tµν(y0,y)
r3 (b · r)2

(
x0− y0

r
−1
)

δ [y0− (x0− r)]

= 0. (5.19)

A segunda integral

Q(2)
µν =

∫
d4y

Tµν(yσ )

r3 (b · r)2
τδ
′(τ− r)

=
∫

d3y dy0 Tµν(y0,y)
r3 (b · r)2(x0− y0)δ ′[y0− (x0− r)]

=−
∫

d3y
T ′µν(tr,y)

r2 (b · r)2, (5.20)

em que tr = t − r é o tempo retardado, T ′µν denota a derivada de Tµν com relação ao tempo

retardado.
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Agora, podemos fazer a transformada de Fourier de I2

Q̃(2)
i j =−

∫
d3y dt

T ′i j(tr,y)
r2 (b · r)2eiωt

=−
∫

d3y dt
T ′µν(tr,y)

r2 (b · r)2eiωtreiωr

= iω
∫

d3y
eiωr(b · r)2

r2 T̃µν(ω)

= iω
eiωr(b · r)2

r2

∫
d3y T̃µν(ω)

=− iω3

2
eiωr(b · r)2

r2 Ĩi j(ω)

Q(2)
i j =−(b · r)2

2r2
d3Ii j

dt3 (tr), (5.21)

lembrando que precisamos apenas das componentes espaciais.

Por fim, a terceira integral é

Q(3)
µν =

∫
d4y

Tµν(yσ )

r3 τrb2 cos(2θb)δ (τ− r)

=
∫

d3y dy0 Tµν(yσ )

r3 (x0− y0)rb2 cos(2θb)δ [y0− (x0− r)]

=
∫

d3y
Tµν(yσ )

r
b2 cos(2θb), (5.22)

e as componentes espaciais são simplesmente

Q(3)
i j =

b2 cos(2θb)

2r
d2Ii j

dt2 (tr). (5.23)

Em posse desses resultados, a perturbação se resume a

hµν(x) =
2G
r

d2Ii j

dt2 (tr)−2ξ G(Q(1)+Q(2)+Q(3))i j. (5.24)

Aplicando os resultados obtidos nas Eqs. (5.19), (5.21) e (5.23) em (5.24), final-

mente obtemos a perturbação modificada

hi j(t,r) =
2G
r

[(
1− ξ b2

2
cos2θb

)
d2Ii j

dt2 (tr)+
ξ (b · r)2

2r
d3Ii j

dt3 (tr)
]
. (5.25)

Essa solução possui três caracterı́sticas interessantes a serem discutidas. A primeira,

é a presença de derivada de terceira ordem na solução, que mantém a proibição de termos

de dipolo na onda gravitacional. A segunda é a mudança na amplitude da onda, que pode

ser detectada em experimento mais exatos, visto que atualmente dados experimentais atuais

condizem muito bem com a RG. A terceira é a presença de anisotropia, evidenciada pelos

termos b · r e cos(2θb). Essas caracterı́stica são muito difı́ceis de serem observadas, uma vez
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que é esperado que o termo ξ b2 seja bem pequeno.

A anisotropia poderá ser observada futuramente com o experimento LISA, que ana-

lisará radiação vinda de binários com inicial na frequência na ordem de mHz [44], proporcio-

nando uma maior riqueza de dados e maior quantidade de eventos. Além disso, como estará

no espaço, os braços do interferômetro poderão se mover de forma a investigar a oscilação

em diferentes direções. Na próxima seção, será mostrado que a anisotropia também pode ser

encontrada nas polarizações da onda.

5.3 Modificações na Radiação emitida pelo Sistema Binário em Órbita Circular

Agora, voltando ao exemplo do binário em órbita circular, temos os mesmos valores

para o momento de quadrupolo

Ixx =
µ

2
l2
0(1+ cos2Ωt);

Iyy =
µ

2
l2
0(1− cos2Ωt);

Ixy = Iyx =
µ

2
l2
0 sin2Ωt, (5.26)

com todas as outras componentes nulas.

No caso em que bµ = (b0,0), apenas o tempo retardado muda, dessa forma não

existem mudanças relevantes na forma da perturbação. No caso bµ = (0,b), existem diversas

mudanças que vamos tratar agora. Aplicando as Eqs. (5.26) na (5.25), obtemos

hi j(t,r) = 4Gµl2
0

[
Ω2

r

(
1− ξ b2

2
cos(2θb)

)
Ai j +Ω

3
ξ (b · r̂)2Bi j

]
, (5.27)

em que r̂ = r/r e os tensores espaciais Ai j e Bi j são definidos como

Ai j =


−cos2Ωtr −sin2Ωtr 0

−sin2Ωtr cos2Ωtr 0

0 0 0

 , Bi j =


sin2Ωtr −cos2Ωtr 0

−cos2Ωtr −sin2Ωtr 0

0 0 0

 . (5.28)

Pelo segundo termo da Eq. (5.27) podemos afirmar que os efeitos da LV para esse

tipo de sistemas serão mais evidentes à frequências maiores. Além disso, a modificação fica

sujeita à projeção de b na direção r̂. A frequência de oscilação, por outro lado, se manteve a

mesma.

Agora, vamos utilizar o projetor (4.71) para extrair a parte transversal e sem traço

da perturbação. Considerando a direção n̂ = (0,0,1) como foi feito na Seção 4.7. Observando
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as Eqs. (4.76), encontramos as duas polarizações das ondas gravitacionais

hT T
xx =−4Gµl2

0

[
Ω2

r

(
1− ξ b2

2
cos(2θb)

)
cos(2Ωtr)−Ω

3
ξ (b · r̂)2 sin(2Ωtr)

]
,

hT T
xy =−4Gµl2

0

[
Ω2

r

(
1− ξ b2

2
cos(2θb)

)
sin(2Ωtr)+Ω

3
ξ (b · r̂)2 cos(2Ωtr)

]
. (5.29)

Observamos que a polarização deixou de ser circular, evidenciando a anisotropia da

radiação.

Finalmente, para computar a amplitude da onda, devemos deixar as Eqs. (5.29) na

forma Acos(ωt +φ), dessa forma temos para hT T
xx

hT T
xx = 4Gµl2

0Ω
2 [acos(2Ωtr)− sin(2Ωtr)]

= 4Gµl2
0Ω

2
√

a2 +b2
[

a√
a2 +b2

cos(2Ωtr)−
b√

a2 +b2
sin(2Ωtr)

]
, (5.30)

em que os termos a e b são definidos como

a =
1
r

(
1− ξ b2

2
cos(2θb)

)
, b = Ωξ b2 cos2(θb). (5.31)

Agora temos que resolver o termo
√

a2 +b2

√
a2 +b2 =

[
1
r2

(
1− ξ b2

2
cos(2θb)

)2

+Ω
2(ξ b2)2 cos4(θb)

]1/2

=

[
1
r2

(
1−ξ b2 cos(2θb)

)
+Ω

2(ξ b2)2 cos4(θb)

]1/2

=
1
r

[
1−ξ b2 cos(2θb)

]1/2

=
1
r

[
1− ξ b2

2
cos(2θb)

]
(5.32)

Assim, a amplitude da onda gravitacional modificada é

h0 =
4µMG2

rl0c4

(
1− ξ b2

2

)
, (5.33)

considerando que o termo cos(2θb) é unitário.

A partir dos dados de amplitude, é possı́vel encontrar um upper-bound para o termo

ξ b2, porém, uma vez que os dados experimentais das ondas gravitacionais não possuem muita

sensibilidade, o bound é muito alto. Tome por exemplo o evento GW151226, cuja amplitude

máxima detectada foi 3,4+0,7
−0,9×10−22. Nesse caso temos ξ b2 ≤ 0,4, que é um valor muito alto

se levarmos em conta outros bounds estipulados [45].
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6 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesse trabalho foi apresentado uma revisão dos assuntos que serão de suma im-

portância para o desenvolvimento da dissertação. Como apresentado, a violação de Lorentz é

um interessante efeito que advém de uma teoria da gravitação quântica. É esperado que seus

efeitos possam ser observáveis em limites de baixas energias, dessa forma figura como uma

maneira de testar teorias.

A violação é gerada por um campo de fundo, o qual faz com que haja a “escolha”

de uma direção preferida. Há a distinção entre as transformações de partı́cula e de observador,

pelo fato do campo de fundo que gera a quebra de simetria não se transformar nos segundos

tipos de transformação. No contexto da gravitação, espera-se que a violação seja espontânea,

uma vez que, caso seja explı́cita, a identidade de Bianchi não é mais satisfeita.

O campo bumblebee, é um campo de fundo de particular interesse, por ser um

campo de relativamente simples e por gerar quebra espontânea de simetria, por seu VEV ser

diferente de zero.

A radiação gravitacionais é um resultado interessante decorrente da linearização da

RG, é considerado que a métrica do espaço desvia levemente da métrica de Minkowski. Na

equação de Einstein linearizada o fator a ser determinado deixa de ser a métrica gµν e passa

a ser a pertubação hµν . Esse tensor não é univocamente determinado durante a linearização, e

possui uma transformação de gauge assim como o potencial Aµ no eletromagnetismo.

Decompondo suas componentes, foi demonstrado que apenas no tensor espacial

sem traço si j estão os graus de liberdade de propagação da onda, assim, todas as outras com-

ponentes constituem graus de liberdade não-fı́sicos. Essa caracterı́stica leva a associar spin 2 à

partı́cula hipotética, o gráviton.

Na produção de ondas gravitacionais, foi demonstrado que a utilização da pertubação

de traço reverso e do gauge de Lorentz leva a uma grande simplificação da equação de Eins-

tein linearizada. Utilizando o método da função de Green, a solução para uma fonte isolada,

não-relativı́stica e distante foi deduzida e revelou ter natureza quadrupolar. Como exemplo, foi

considerado a radiação emitida por um binário em órbita circular, que demonstrou ter frequência

de oscilação duas vezes a frequência de rotação do binário.

A adição de LV no modelo é feita a partir da inserção de um termo na ação que

gerará a quebra da simetria. acoplamento não-mı́nimo entre o gráviton e o bumblebee leva a

mudança relação de dispersão da teoria de Einstein-Hilbert para (p2 = 0 para p2+ξ (b · p)2 = 0),

não gerando modos massivos.

Adicionando uma corrente que age como fonte, a produção de ondas gravitacionais
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foi analisada. Assim como na teoria usual, novas funções de Green e soluções foram encon-

tradas para dois formatos do VEV do bumblebee, bµ = (b0,0) e bµ = (0,b). Na primeira

configuração, apenas o tempo retardado foi alterado, evidenciando uma mudança na velocidade

de propagação da radiação. No segundo caso, a solução apresentou mudança na amplitude,

presença de derivada terceira do termo de quadrupolo, e de anisotropia da solução.

Por fim, a solução foi aplicada no exemplo do binário em órbita circular para

comparação com o caso usual. Foi demonstrado a LV não altera a frequência de oscilação

da onda. O seu efeito depende da projeção de b na direção do vetor separação entre a fonte

e o ponto de medição. Além disso, nesse tipo de sistema a modificação é mais evidente em

frequências de rotação maiores. Uma análise das polarizações revela que ela deixou de ser

circular, como consequência da anisotropia do modelo. A partir da amplitude corrigida, foi

possı́vel levantar um upper-bound de ξ b2 ≤ 0,5, mas esse valor foi elevado uma vez que os

experimentos não possuem muita sensibilidade.

Até o presente momento, poucos eventos de ondas gravitacionais foram detectados

diretamente, todos eles estão de pleno acordo com a RG. Porém com o inicio de experimentos

mais sensı́veis, como é o caso do LISA, é esperado encontrar desvios na teoria usual de forma

a podermos analisar a validade desse modelo.

Como perspectivas futuras desse trabalho, podemos citar:

• Uso de expansão de multipolos para encontrar uma solução de onda modificada fora do

regime de baixas velocidades;

• Análise de modificações na emissão de energia e no efeito de memória das ondas gravi-

tacionais;

• Encontrar valores limites para ξ b2 usando a emissão de energia e chirp mass.



58

APÊNDICE A -- EQUAÇÕES E TENSORES IMPORTANTES NA RELATIVIDADE
GERAL

Esse Apêndice tem como objetivo apresentar objetos matemáticos importantes para

uma teoria da gravidade em espaços curvos, sem se deter nos detalhes de suas derivações.

A.1 Conexão Afim e a Derivada Covariante

Em um espaço curvo, uma derivada parcial não é uma operação tensorial. Para

averiguar isso, observe o que acontece com a derivada parcial de um vetor quando fazemos uma

transformação de coordenadas

∂µ ′V
ν ′ =

∂xµ

∂xµ ′
∂xν ′

∂xν
∂µ ′V

ν ′+
∂xµ

∂xµ ′
V ν ∂

∂xµ

∂xν ′

∂xν
. (A.1)

Para resolver esse problema, definimos um conjunto de 41 matrizes (Γµ)
ρ

σ e defini-

mos a operação

∇µV ν = ∂µV ν +Γ
ν

µλ
V λ , (A.2)

chamada de derivada covariante. O conjunto das matrizes Γ são chamadas de conexão afim ou

sı́mbolos de Christoffel e se transformam seguindo a seguinte lei

Γ
ν ′

µ ′λ ′ =
∂xµ

∂xµ ′
∂xλ

∂xλ ′
∂xν ′

∂xν
∂µ ′Γ

ν

µλ
+

∂xµ

∂xµ ′
∂xλ

∂xλ ′
∂ 2xν ′

∂xµ∂xλ
, (A.3)

ou seja, não são tensores, por isso são chamados de sı́mbolos.

Para um tensor de rank (k,l), a derivada covariante é definida como

∇σ T µ1···µk
ν1···νl =∂σ T µ1···µk

ν1···νl

+Γ
µ1
σλ

T λ ···µk
ν1···νl + · · ·+Γ

µn
σλ

T µ1···λ
ν1···νl

−Γ
λ
σν1

T µ1···µk
λ ···νl
−·· ·−Γ

λ
σνl

T µ1···µk
ν1···λ (A.4)

Outro objeto interessante é o tensor de torção

T ν

µλ
= Γ

ν

µλ
−Γ

ν

λ µ
, (A.5)

que de fato é um tensor.

1Considerando que a dimensão da variedade é quatro
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Considerando espaços em que o tensor de torção e nulo e impondo que ∇ρgµν = 0,

podemos encontrar uma fórmula para a conexão afim, considere as três permutações de ı́ndices

∇ρgµν = ∂ρgµν −Γ
λ
ρµgλν −Γ

λ
ρνgµλ = 0;

∇µgνρ = ∂µgνρ −Γ
λ
µνgλρ −Γ

λ
µρgνλ = 0;

∇νgρµ = ∂νgρµ −Γ
λ
νρgλ µ −Γ

λ
νµgρλ = 0. (A.6)

Subtraindo a segunda e terceira equações da primeira e usando o fato que a conexão

é simétrica nos dois ı́ndices covariantes nos obtemos

∂ρgµν −∂µgνρ −∂νgρµ +2Γ
λ
µνgλρ = 0,

que leva a

Γ
σ
µν =

1
2

gσρ(∂ρgµν −∂µgνρ −∂νgρµ), (A.7)

que é a conexão afim na qual a RG é baseada.

A.2 Curvatura

Um dos conceitos importantes dos espaços curvos é a curvatura. O transporte pa-

ralelo em um caminho fechado dentro do espaço curvo leva a transformação desse vetor. a

transformação resultante depende da curvatura total dentro do caminho fechado, assim, é in-

teressante ter uma descrição da curvatura em cada ponto do espaço. O tensor de Riemann se

encarrega dessa descrição

Rρ

σ µν = ∂µΓ
ρ

νσ −∂νΓ
ρ

µσ +Γ
ρ

µλ
Γ

λ
νσ −Γ

ρ

νλ
Γ

λ
µσ . (A.8)

Como o tensor de Riemann é formado de derivadas parciais da métrica, caso ele se

anule é possı́vel encontrar um sistema de coordenadas em que todas as componentes da métrica

são constantes e vice-versa. Baixando o ı́ndice ρ do tensor de Riemann podemos demonstrar as

seguintes propriedades

Rρσ µν =−Rρσνµ ;

Rρσ µν =−Rσρµν ;

Rρσ µν = Rµνρσ ;

Rρ[σ µν ] = 0, (A.9)

isso faz com que o tensor de Riemann tenha 20 componentes independentes em um espaço

quadridimensional.
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Outros objetos, construı́dos do tensor de Riemann, que são importantes na RG são

Rµν = Rλ

µλν
, (A.10)

chamado tensor de Ricci e

gµνRµν = R (A.11)

chamado de escalar de curvatura.

A.3 Identidade de Bianchi

A identidade de Bianchi é uma identidade diferencial obedecida pelo tensor de Ri-

emann muito importante na RG

∇ρRλ
σ µν +∇νRλ

σρµ +∇µRλ
σνρ = 0. (A.12)

A partir dessa identidade, podemos contrair os ı́ndices λ com µ e obter

∇ρRσν −∇νRσρ −∇µRµ

σνρ , (A.13)

e contrair σ com ρ obtendo a identidade de Bianchi contraı́da

∇
µRµν =

1
2

∇νR. (A.14)

Operacionalizando mais um pouco com a identidade de Bianchi contraı́da, podemos

escrever

∇
µRµν −

1
2

gµν∇
µR = 0

∇
µ

(
Rµν −

1
2

gµνR
)
, (A.15)

de onde podemos retirar o tensor de Einstein

Gµν ≡ Rµν −
1
2

gµνR. (A.16)

Observe que o tensor de Einstein obedece naturalmente a uma equação de continui-

dade ∇µGµν assim como o tensor de energia-momento.
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APÊNDICE B -- A DINÂMICA DO CAMPO BUMBLEBEE E A LAGRANGIANA QUE
GERA A VIOLAÇÃO DE LORENTZ

Para modificar a equação de onda gravitacional, temos que adicionar um termo na

ação que viola a simetria de Lorentz, considerando que Bµ e o acoplamento BµBνRµν , demons-

traremos o processo para encontrar mathcalLLV Para tal, devemos inicialmente determinar as

equações de movimento do campo bumblebee. Seguiremos o procedimento descrito pela Ref.

[46], partimos da ação demonstrada na Equação (3.44)

SB =
∫

d4x
√
−g
[

1
4

BµνBµν +σBµBνRµν −V (BµBµ ∓b2)

]
. (B.1)

Observe que, pela a ausência de uma fonte representada pelo termo LJ da lagran-

giana, serão derivadas as equações de vácuo. Para derivar as equações de movimento, o proce-

dimento padrão é fazer a variação da ação com relação ao campo Bν conforme é descrito para

a ação de Einstein-Hilbert na Seção 3.2. Dessa forma, devemos fazer

δSB =
∫

d4x
√
−g δ

[
1
4

BµνBµν +σBµBνRµν −V (BµBµ ∓b2)

]
= 0. (B.2)

Para tal, precisamos determinar a variação de cada um dos termos da ação. Para

cada um temos

δ (BµνBµν) = 2BµνδBµν = 2Bµν(∂
µ

δBν −∂
ν
δBµ)

= 2(−∂
µ(Bµν)δBν +∂

ν(Bµν)δBµ)

=−4∂
µ(Bµν)δBν , (B.3)

δ (BµBν) = 2Bµ
δBν , (B.4)

δ [V (BµBµ ∓b2)] =V ′δ (BµBµ ∓b2) =V ′BνδBν . (B.5)

Em que, V ′ é a derivada do potencial em relação ao seu argumento. Agora podemos

escrever a equação de movimento como

∂
µBµν +2σBµRµν −2V ′Bν = 0. (B.6)

Para a investigação do acoplamento gráviton-bumblebee, podemos seguir a Ref.
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[35] e dividir os campos dinâmicos em VEVs e flutuações quânticas

gµν = ηµν +κhµν , Bµ = bµ + B̃µ . (B.7)

Assumindo um potencial quadrático para V

V (X) =
λ

2
(BµBµ ∓b2)2,

a equação (B.6), é escrita em sua versão linearizada

(ηµν�−∂µ∂ν −4λbµbν)B̃µ =−2λκbνbαbβ hαβ −2σbαRαν (B.8)

Para solucioná-la, utiliza-se o método da função de Green. A função de Green é

definida como

OµνGνα(x− y) = δ
α
µ δ

(4)(x− y), (B.9)

onde Oµν é o operador diferencial que atua em B̃µ na Eq. (B.8). Para determinar a função de

Green, fazemos uma transformada de Fourier e a determinarmos no espaço dos momentos.

Dessa forma, temos que

G(x− y) =
1

(2π)4

∫
d4x e−ip·(x−y)G̃να(p) e δ

(4)(x− y) =
1

(2π)4

∫
d4x e−ip·(x−y). (B.10)

Aplicando as Eq. (B.10) em (B.9) obtemos

(−p2
ηµν − pµ pν −4λbµbν)G̃να(p) = δ

α
µ . (B.11)

Enfim, para para definir a função de Green completamente, utilizamos o ansatz1

G̃να(p) = ãη
να + b̃pν pα + c̃bνbα + d̃(pνbα + pα), (B.12)

em que ã, b̃, c̃ e d̃ são coeficientes a serem determinados pela Eq. (B.11).

Aplicando (B.12) em (B.11), obtemos

G̃να =−ηνα

p2 −
(p2 +4λb2)

4λ p2(b · p)2 pν pα +
1

p2(b · p)
(pνbα + pαbν). (B.13)

E, finalmente, podemos escrever B̃µ no espaço dos momentos

B̃µ(p) =
κ pµbαbβ hαβ

2b · p
+

2σbαRαµ

p2 −
2σ pµbαbβ Rαβ

p2(b · p)
+

σ pµR
4λ (b · p)

− σbµR
p2 +

σ pµb2R
p2(b · p)

.

(B.14)
1Esse ansatz tem o objetivo de construir a função de Green que seja simétrica nos ı́ndices α e ν e seja função

da métrica de Minkowski, dos momentos e do valor esperado de vácuo do bumblebee.
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Agora podemos determinar LLV , inicialmente temos que linearizar o termo
√
−g

√
−g =

√
−det(η +h) =

√
−det(η(1+η−1h))

= exp
[

ln
(√
−det(η)det(1+η−1h)

)]
=−det(η)exp

[
1
2

ln
(
det(1+η

−1h)
)]

= exp
{

1
2

Tr[ln(1+η
−1h)]

}
= 1+

1
2

hµ

µ −
1
4

hµνhµν +
1
8
(hµ

µ)
2 +O(h3). (B.15)

A lagrangiana que expressa a interação entre o gráviton e o bumblebee se torna

então

LLV = σ
√
−gBµBνRµν

= σ

[
bµbνRµν(h2)+2bµ B̃νRµν(h)+

1
2

κhα
αbµbνRµν(h)+O(h3)

]
. (B.16)

Por fim, substituindo as Eq. (B.14) na (B.16)

LLV = ξ

[
p2bµbνhµνhα

α +
1
2
(b · p)2 (hα

α)
2

− 1
2
(b · p)2 hµνhµν + p2bµbνhµαhν

α −
(
bµbν pα pβ +b(µ pν)b(α pβ )

)
hµνhαβ

]
+

4ξ 2

κ2

[(
−2p2bµbν −2b2 pµ pν +4b · pb(µ pν)−

p2 pµ pν

4λ

)
hµνhα

α

+

(
2bµbν pα pβ −b(µ pν)b(α pβ )+

b2 pµ pν pα pβ

p2 −
2(b · p)pµ pνb(α pβ )

p2 +
pµ pν pα pβ

4λ

)
hµνhαβ

+

(
b2 p2− (b · p)2 +

p4

4λ

)
(hα

α)
2 +

(
p2bµbν −2(b · p)b(µ pν)+

(b · p)2 pµ pν

p2

)
hµλ hν

λ

]
+O(h3),

(B.17)



64

APÊNDICE C -- DERIVAÇÃO DAS FUNÇÕES DE GREEN UTILIZADAS

No texto da dissertação foram utilizadas funções de Green para resolver as equações

diferenciais para o gráviton, suas derivações são apresentadas nesse Apêndice.

C.1 Função de Green Retardada

A função de Green Retardada é bem conhecida da Eletrodinâmica, por descrever o

comportamento das ondas eletromagnéticas. Ela é a função de Green associada ao Operador

d’Alembertiano. Como demonstrado na Seção 4.6, a perturbação satisfaz a equação diferencial

�hµν =−16πGTµν . (C.1)

Dessa forma, a função de Green associada à esse operador deve satisfazer

�GR(x− y) = δ
(4)(x− y). (C.2)

Antes de mais nada, essa função de Green deve satisfazer a causalidade, ou seja

GR =

0, para y0 > x0

G, para y0 < x0
(C.3)

Essa condição é facilmente satisfeita, considerando que

GR(x− y) = G(x− y)Θ(x0− y0), (C.4)

em que a função Θ(x) é a função degrau

Passando (C.2) para o espaço dos momentos, temos

�

[∫
d4x e−ip·(x−y)G̃(x− y)

]
=
∫

d4x e−ip·(x−y), (C.5)

donde podemos escrever

G̃(p) =− 1
p2 . (C.6)

Agora, precisamos aplicar a transformada inversa para determinar a função de Green



65

no espaço de configuração

G(x− y) =
1

(2π)4

∫
d4x

e−ip·(x−y)

p2
0−|p|2

.

=
1

(2π)4

∫
d3 p e−ip·(x−y)

∫ +∞

−∞

d p0
eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

(C.7)

De inı́cio, podemos computar a integral em p0, ela pode ser avaliada no plano com-

plexo, que torna o processo mais simples pelo teorema do resı́duo. Para isso consideremos que

p0 é uma variável complexa(muito embora o momento deva ser real) e escolhamos um caminho

conveniente para computar a integração. Observe a Figura 6. Para tal, temos que determinar

por qual caminho a integração é feita (C ou C’). Cada um dos caminhos tem duas partes, uma

que passa sobre o eixo x e outra curva, dessa forma a integração complexa pode ser dividida em

duas componentes

∮
I
d p0

eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

=
∫ L

−L
d p0

eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

+
∫

II
d p0

eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

. (C.8)

em que, os sı́mbolos I e II podem denotar os caminhos C e C’ e suas partes curvas respecti-

vamente. Para compatibilizar o primeiro termo da integração complexa à integral da Equação

(C.7), temos inicialmente que fazer L tender ao infinito. Além disso, devemos fazer que o

segundo termo seja zero, ou seja

∫
II

d p0
eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

= 0, (C.9)

esse será o critério utilizado para estabelecer o caminho.

Analisando o integrando de (C.9), vemos que

eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

=
e−Im(p0)(x0−y0)eiRe(p0)(x0−y0)

p2
0−|p|2

, (C.10)

ou seja, podemos fazer com que o integrando seja nulo com a condição

−Im(p0)(x0− y0)→−∞. (C.11)

No caminho C, o imaginário de p0 tende a +∞ enquanto no caminho C’ tende a

−∞, além disso, devido a causalidade, x0−y0 > 0. Munidos dessas informações, fica claro que

o caminho a ser escolhido é o caminho C.

Com o caminho escolhido, podemos finalmente efetuar a integração no plano com-

plexo. Temos outro problema caso desejemos utilizar o teorema dos Resı́duos para efetuar a

integração. Os polos do integrando estão localizados sobre o eixo Real (p0 = ±|p|), e para o
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C

C'

Im(p0)

Re(p0)
L-L

pólo 1 pólo 2

Figura 6: Representação do plano complexo, polos e caminho de integração.

uso do teorema dos resı́duos, deveriam estar dentro do caminho fechado. Um truque pode ser

utilizado para contornar esse problema, deslocamos os polos para cima com por uma quanti-

dade ε , para tal, devemos fazer uma transformação de p0→ p0− iε . Dito isso, podemos dizer

que ∮
C

d p0
eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

= lim
ε→0

∮
C

d p0
ei(p0−iε)(x0−y0)

(p0− iε)2−|p|2
, (C.12)

vemos que os polos agora são ±|p|+ iε , dessa forma, podemos utilizar o teorema dos resı́duos.

Os resı́duos do integrando são

Res[ f (|p|+ iε)] =
ei|p|(x0−y0)

2|p|
,

Res[ f (|p|+ iε)] =−e−i|p|(x0−y0)

2|p|
. (C.13)

Portanto, pelo teorema dos Resı́duos, a integral (C.12) se resume a

∮
C

d p0
eip0(x0−y0)

p2
0−|p|2

= 2πi

[
ei|p|(x0−y0)

2|p|
− e−i|p|(x0−y0)

2|p|

]
=−2π

sin [|p|(x0− y0)]

|p|
. (C.14)

Substituindo o (C.14) em (C.7) e abrindo a integral em coordenadas esféricas

G(x− y) =− 1
(2π)3

∫
∞

0
d p psin(pτ)

∫
π

0
dθ sinθeipr cosθ

∫ 2π

0
dφ , (C.15)

em que, adotamos τ = x0− y0, r = |x−y| e p = |p| para simplificar a notação.
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Vamos proceder em partes para resolver essa integral. A integral em φ é simples

e resulta em 2π . A integral em θ é solucionada por uma substituição simples (cosθ = x), seu

resultado é ∫
π

0
dθ sinθeipr cosθ =

2sin(pr)
pr

. (C.16)

Substituindo (C.16) em (C.15), obtemos

G(x− y) =− 1
2π2r

∫
∞

0
d p sin(pτ)sin(pr)

=− 1
4π2r

∫
∞

−∞

d p sin(pτ)sin(pr)

=
1

16π2r

∫
∞

−∞

d p [eip(r+τ)+ e−ip(r+τ)− e−ip(r−τ)− eip(r−τ)], (C.17)

a primeira passagem foi feita observando que o integrando é par.

Agora, fazendo a mudança de variável p→−p no primeiro e quarto termo, obtemos

G(x− y) =
1

8π2r

[∫
∞

−∞

d p e−ip(r+τ)−
∫

∞

−∞

d p e−ip(r−τ)

]
, (C.18)

as integrais são transformadas de Fourier de funções delta de Dirac

G(x− y) =
1

4πr
[δ (r+ τ)−δ (r− τ)]. (C.19)

A primeira das deltas leva à função de Green avançada que possui problemas com

a causalidade, porém, quando multiplicada pela função degrau de (C.4) se torna identicamente

nula. Portando nos resta

GR(x− y) =− 1
4πr

δ (r− τ)Θ(x0− y0), (C.20)

que é a função de Green Retardada, utilizada na Seção 4.6.

C.2 Funções de Green para as Equações Modificadas

Vimos no Capı́tulo 5 que a relação de equação diferencial da produção de ondas

gravitacionais é modificada para

[p2 +ξ (b · p)2]hµν = Jµν (C.21)

Assim, temos que definir uma nova função de Green para encontrar a solução para

o gráviton.

Lembrando que agora usaremos a métrica (+,-,-,-), o que vai ser interessante para a

analise do que muda no processo de encontrar a função de Green.
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Aqui a função de Green no espaço dos momentos é

G̃(p) =
1

p2 +ξ (b · p)2 , (C.22)

e a transformada inversa de Fourier se torna

G(x− y) =
∫ d4 p

(2π)4
e−ip·(x−y)

p2 +ξ (b · p)2 (C.23)

Vamos separar nos casos que bµ = (b0,0) e bµ = (0,b)

C.2.1 Caso bµ = (b0,0)

Nesse caso, a Eq. (C.23) se resume a

Gb0(x− y) =
1

(2π)4

∫
d3 p eip·(x−y)

∫
d p0

e−ip0(x0−y0)

p2
0− p2 +ξ (b0 p0)2

=
1

(2π)4

∫
d3 p eip·(x−y)

∫
d p0

e−ip0(x0−y0)

C2 p2
0− p2 , (C.24)

em que C2 = 1+ξ (b0)2 por conveniência.

Esse caso é bem parecido com o da função de Green Retardada. Também devemos

garantir a causalidade, dessa forma, a partir de uma condição equivalente à (C.3), essa função

de Green pode ser escrita como Gb0(x− y) = G(x− y)Θ(x0− y0).

Agora, fazendo a integração no plano complexo para resolver a integral em p0, ve-

mos uma diferença para o caso anterior. Como a métrica é diferente, devemos fazer a integração

no pela curva C’, além disso, quando usarmos uma prescrição para deslocar os polos, os mes-

mos devem ser deslocados para baixo. Tomando esses cuidados, podemos calcular os resı́duos

Res f (p/C− iε) =
e−i(p/C−iε)(x0−y0)

2C2[p/C]
, Res f (p/C− iε) =

e−i(−p/C−iε)(x0−y0)

2C2[−p/C]
. (C.25)

Com isso, a Eq. (C.24) se resume a

G(x− y) =
1

(2π)3

∫
d3 p

eip·(x−y)

pC
sin
[ p

C
(x0− y0)

]
. (C.26)

O restante do procedimento é bem parecido com o da função de Green Retardada e

não será repetido. O resultado final é

Gb0 =
1

4πr
√

1+ξ (b0)2
δ

[
r−

(
τ√

1+ξ (b0)2

)]
Θ(τ). (C.27)

Essa solução é bastante interessante, vemos que a amplitude e que o termo τ são
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divididos pelo fator
√

1+ξ (b0)2, Na Seção 5.2, vemos que esses termos levam a uma mudança

na velocidade de propagação das ondas gravitacionais.

C.2.2 Caso bµ = (0,b)

Essa solução é um pouco mais complexa, a Eq. (C.23) se reduz a

Gb(x− y) =
1

(2π)4

∫
d3 p eip·(x−y)

∫
d p0

e−ip0(x0−y0)

p2
0− p2 +ξ (bpcosΨ)2

=
1

(2π)4

∫
d3 p eip·(x−y)

∫
d p0

e−ip0(x0−y0)

p2
0−K2 p2 , (C.28)

em que K2 = 1−ξ (bcosΨ)2. Ψ é o ângulo entre os vetores b e p.

Como as demais, devemos escrevê-la como Gb(x− y) = G(x− y)Θ(x0− y0) para

assegurar a causalidade. Agora, resolvemos a integral em p0, que demonstra ser equivalente às

anteriores. Com isso obtemos

Gb(x− y) =
1

(2π)3

∫
∞

0
d p p

∫
π

0
dθ sinθ eipr cosθ

∫ 2π

0
dϕ

sin [K pτ]

K
. (C.29)

Agora, integral em ϕ não é simples como as anteriores, uma vez que cosΨ =

cosθ cosθb+ sinθ sinθb cos(ϕb−ϕ) e não há solução analı́tica. Para contornar esse problema,

usamos a suposição que b é muito pequeno, dessa forma, podemos fazer uma expansão pertur-

bativa. Fazendo a expansão a partir de G̃(p)

G̃b(p) =
1

p2
0− p2 −ξ b2 p2 cos2 Ψ

(p2
0− p2)2 +O(b3) (C.30)

O primeiro termo da expansão leva à função de Green Retardada, assim, temos

apenas que tratar o segundo termo. Escrevemos a segunda ordem da expansão perturbativa da

função de Green

G2(x− y) =
ξ b2

(2π)4

∫
∞

0
d p p4

∫
dΩ eip·r cos2

Ψ

∫
∞

−∞

d p0
e−ip0τ

(p2
0− p2)2 . (C.31)

A integral em p0 resulta em∫
∞

−∞

d p0
e−ip0τ

(p2
0− p2)2 =

π(sin(pτ)− pτ cos(pτ))

p3 , (C.32)

e a integral no angulo sólido∫
dΩ eip·r cos2

Ψ =
2π{sin(pr)[cos(2θb)(p2r2−3)+ p2r2−1]+ pr[3cos(2θb)+1]cos(pr)}

p3r3 .

(C.33)

Por fim, precisamos substituir as Eqs. (C.32) e (C.33) em (C.31) e executando a
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integração em p. O resultado final para G2 é

G2(x− y) =
ξ

8πr3 Θ(τ)
{
(b · r)2

[(
τ

r
−1
)

δ (τ− r)+ τδ
′(τ− r)

]
+ τrb2 cos(2θb) δ (τ− r)

}
,

(C.34)

em que, δ ′(τ− r) denota a derivada da função delta com relação ao seu argumento. Com isso,

definimos a função de Green para o caso bµ = (0,b)

Gb(x− y) = GR(x− y)−G2(x− y). (C.35)
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