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Que Raciocínio o Livro de Cálculo Permite Avaliar?

Falar sobre avaliação no Cálculo Diferencial e Inte-
gral exige desenvolver algumas considerações sobre o 
livro didático. Exige que observemos minuciosamente 
sua abordagem, qual o enfoque do autor, a natureza das 
situações-problema apresentadas e, para um professor 
experiente, observar justamente quais os aspectos não 
contemplados pela obra didática. Certamente que res-
pondendo alguma destas perguntas, construiremos uma 
argumentação razoável para a seguinte pergunta: Que 
raciocínio dos alunos o livro de Cálculo permite avaliar? 

Parafraseando Fischbein (1987), convém lembrar 
que não enxergamos ou não percebemos aquilo que não 
somos preparados para ver. Desta forma, se temos um 
professor que atua num curso de graduação, como um 
curso de Licenciatura em Matemática, o qual vivenciou 
toda uma formação árida, formal, rigorosa, precisa, e exi-
gente, como evidenciamos, por tradição, em Matemática 
Pura. Para o mesmo, uma abordagem didática fundamen-
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tada no formalismo,1 situações-problema que privilegiam 
apenas os aspectos lógicos da teoria ou a demonstração 
de teoremas, pode ser considerada normal. Afinal, trata-
se do modelo standart de exposição axiomática.

Quando analisamos um panorama sob uma influen-
cia marcante do formalismo, achamos pertinentes os 
seguintes questionamentos: priorizamos o ensino ou a 
aprendizagem? Promoveremos que espécie de raciocínio 
aos estudantes? O processo avaliativo sob tal perspecti-
va pode tornar-se menos tortuoso ou cômodo? Avaliare-
mos prioriamente o processo ou o produto da atividade 
matemática do aluno? 

Alguns destes questionamentos superam o poder 
de síntese deste trabalho. Todavia, buscaremos argu-
mentar os que consideramos mais oportunos. Inicial-
mente, uma pergunta que sob uma inspeção inicial, para 
um desavisado, pode parecer natural, se relaciona à na-
tureza do raciocínio que o mestre pretende promover nos 
seus alunos.

Afirmamos que a missão do professor de Matemá-
tica ficará comprometida se, na sua proposta de ensino 
e, conseqüentemente, na sua proposta de avaliação, es-
teja claro em que momento e local devemos ter a apre-
sentação de determinado teorema e a sua demonstração, 
embora, não esteja claro, para este mesmo professor, o 
significado e a natureza do termo “raciocínio’. 

Ora, como desenvolver de forma razoável uma ati-
vidade docente se não temos uma concepção aceitável e 

1 Hersh (1997, p. 41) lembra que no meio do século XX, a corrente fi-
losófica formalista foi a mais defendida publicamente. Neste período, 
o estilo matemático dos jornais, textos e tratados insistia no detalhe 
das definições e provas. Diziam quase nada sobre o problema de inte-
resse ou o motivo do emprego de determinado método.
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coerente do que significa o termo “raciocínio”? Aparente-
mente, desde Sócrates, esta pergunta incomodou vários 
estudiosos. E em relação ao professor, a incompreensão 
do referido termo afetaria sua proposta de avaliação?

Acreditamos que sim, afinal o termo raciocínio, como 
a maior parte dos termos científicos usuais empregados na 
linguagem comum, é pleno de ambigüidades (MILL, 1869, 
p. 3). Brousseau (2005, p. 15) adverte que a palavra “ra-
ciocínio” (reasoning) é largamente utilizada por professo-
res em todas as áreas, com uma variedade de significados. 
Mais adiante, o didata francês exemplifica que na Mate-
mática, o ensino do raciocínio é concebido como uma apre-
sentação de modelos formais de provas, que devem ser 
fidedignamente reproduzido pelos estudantes. Todavia, 
atualmente para professores e psicólogos raciocínio é uma 
atividade mental, e não apenas uma simples memorização 
de provas (BROUSSEAU, G. e GIBEL, P., 2005, p. 14).

Alguns autores do passado caracterizam o raciocí-
nio como um instrumento que pode conduzir ao desco-
nhecido. Para Duhamel (1865, p. 17), raciocinar ou dedu-
zir significa encontrar um meio ou uma relação entre o 
conhecido e o desconhecido. Esta dedução se faz pelo sen-
timento de evidência, que não necessita nenhuma regra, 
mas pode ser suprido por alguma. 

 A partir destas colocações, vemos que a ques-
tão colocada ao professor de Matemática acerca do que 
constitui um raciocínio não apresenta nada de trivial. 
Na história, encontramos matemáticos que deixaram tal 
advertência, com destaque para Henri Poincaré quando 
perguntava: O que é compreender? Essa palavra possui 
o mesmo significado para todo mundo? Compreender a 
demonstração de um teorema consiste em examinar cada 
passo silogístico que compõem sua sucessão, e ficar con-
vencido que está correto e de acordo com as regras do 
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jogo? Do mesmo modo, a definição de compreensão con-
siste simplesmente em reconhecer que o significado e to-
dos os termos empregados são familiares e estamos con-
vencidos que não temos uma contradição? (POINCARÉ, 
1899, p. 72).

 Num contexto atual, encontramos nas conside-
rações de Brousseau e outros eminentes pesquisadores 
de reconhecimento internacional em Educação Mate-
mática (FISCHBEIN, 1987; DUVAL, 1995, POLYA, 1945; 
SIERPINSKA, 1994), que sustentam posições semelhan-
tes em relação ao princípio que diz o conhecimento de 
uma grande quantidade de teoremas, por parte do aluno, 
não garante que o mesmo se torne um exímio soluciona-
dor de problemas. Pelo contrário, diante da valorização 
da memorização de teorema e definições, nem o professor 
promove esta habilidade solucionadora e, muito menos o 
livro possibilita o desenvolvimento do raciocínio heurístico 
(POLYA, 1945, 1962). 

De fato, encontramos que espécie  abordagem 
nos livros de Cálculo? Referendando-se em  nossa 
experiência, observamos o seguinte percurso: 

  

aspecto heurístico
 

aspecto operacional aspecto operacional
definição formal teorema exercício→ →

(*). Nele 
observamos que, ao finalizar o ritual de apresentação for-
mal de um objeto, temos o enunciado e a demonstração 
do teorema e, em seguida, apenas os aspectos operacio-
nais e algorítmicos são retomados para a resolução de 
exercícios.

Optamos pelo seguinte  percurso metodológico de 
ensino do Cálculo:

 

  

aspecto heurístico  
 

aspecto operacional aspecto operacional

idéias heurísticas
definição formal teorema exercício→ →

(**). 
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Acreditamos que o processo de avaliação torna-se mais 
simplificado e até mesmo cômodo para o professor no ca-
minho descrito em (*), quando o comparamos com o per-
curso descrito em (**). 

De fato, no percurso (*), o próprio método axiomáti-
co é adotado como metodologia de ensino da Matemáti-
ca, Por este viés, dá-se a entender que o saber matemáti-
co, desde sua origem, se constitui de forma “bonitinha” 
e organizada como o encontramos no livro didático. Nes-
te sentido, convém lembrar que um matemático, assim 
como um pintor ou um poeta, é um produtor de modelos. 
Se os seus modelos são mais duradouros que os outros, é 
porque ele trabalha com idéias (HARDY, 1940, p. 13). Mas 
são justamente estas idéias chaves presentes nos teore-
mas, que poderiam ser trabalhadas, re-utilizadas diante 
das situações-problema, e que, na prática, são desper-
diçadas em função do pensamento algorítmico (OTTE, 
1991, p. 285) predominante no livro. 

Otte (1991, p. 286) descreve o “algoritmo da certe-
za”. Sua idéia é sublinhar que, por meio deste algoritmo, 
podemos sair ou escapar de um labirinto. Neste caso, o 
algoritmo resolve o problema, mas não dá nenhum insight 
para a descrição desse labirinto (OTTE, 1991, p. 286).

No nosso contexto específico do ensino do Cálculo, 
podemos propor uma enorme quantidade de exercícios 
sobre derivada parcial, com o emprego correto de todas 
as regras estabelecidas em sala de aula e, mesmo assim, 
o aluno não ficará mais esperto, ou seu conhecimento so-
bre o objeto derivada, necessariamente aumentará. Basta 
observar que, na maioria dos casos, verificamos que nem 
mesmo a interpretação geométrica deste objeto concei-
tual ele dispõe. 

Desta forma, fica novamente nas mãos do profes-
sor avaliar. Mas avaliar o aluno a partir da verificação e 
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utilização do algoritmo da certeza, descrito por Otte? A 
descrição que fizemos sobre a limitada compreensão in-
tuitiva em relação à derivada parcial, ocorre também no 
caso de limites e da integral. Basta que, ao concluir as 
disciplinas standart de Cálculo I, II e III, perguntemos ao 
aluno: O que é um limite? O que é uma derivada? O que é 
uma integral? Qual a relação entre estes objetos?

Quando conversamos com um aluno, ele exclama: 
O que é professor eu não sei, mas se me der um exercício, 
eu faço as contas! Infelizmente a natureza deste tipo de 
questionamento não faz parte da avaliação e, nas abor-
dagens dos livros didáticos, não observamos este tipo de 
preocupação. Contudo, os estudantes manifestam difi-
culdades para responder estas perguntas em virtude de 
não serem preparados para tal. 

Se considerarmos, por exemplo, as formulações de 
Douady (1994), sobre à dialética instrumento-objeto, nós 
poderíamos interpretar esta dificuldade, compreendendo 
que eles conseguem perceber estes objetos do Cálculo 
apenas como instrumento adaptado (DOUADY, 1994, p. 
12), ou seja, um instrumento conceitual adaptado para a 
resolução de um problema específico.

De outro modo, os objetos limite, derivada e 
 integral, possuem um reconhecimento cultural no 
contexto científico e histórico da Análise. E quando 
olhamos para os próprios objetos que adotamos numa 
estratégia, eles são considerados, conforme Douady, 
como um objeto matemático.

 Certamente a mudança descrita por Douady: 

avaliação
instrumento objeto⇒

 não ocorre do dia para a noite. 
Mas temos a convicção que, dentro do processo de ava-
liação, esta mudança e outras preocupações deveriam 
influenciar as expectativas do mestre.
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Inserido neste processo, o professor poderia avalia 
a adequabilidade das representações mentais dos alunos, 
observadas ao longo de sua utilização ou verbalização. 
Duval (1995, p, 28) explica que as representações mentais 
são identificadas geralmente com as imagens mentais, 
mas cobrem um domínio mais amplo do que apenas os 
das imagens. 

Sua importância para a avaliação pode ser verifica-
da quando um aluno possui uma imagem mental errônea 
de um conceito, em contradição flagrante com sua defini-
ção formal. Esta falta de sintonia poderá gerar represen-
tações inadequadas e, nem sempre num espaço curto de 
tempo, conseguimos, por meio do ensino, enfraquecer as 
velhas concepções em relação ao conceito e conseguir 
fortalecer uma sintonia coerente.

O sistema notacional, sua escrita gráfica e a lin-
guagem particular, constituem para Duval (1995, p. 17) 
o sistema de representações semióticas. Quando nos de-
bruçamos atentamente sobre a obra de Duval, extraímos 
algumas conseqüências relevantes no que se refere à 
avaliação em Matemática.

De fato, conforme Duval (1995, p. 21) a análise do 
desenvolvimento dos conhecimentos e dos obstáculos en-
contrados na aprendizagem fundamental relacionados 
ao raciocínio, a compreensão dos textos, a aquisição do 
tratamento lógico e matemático confrontam-se com três 
fenômenos estreitamente relacionados: diversificação dos 
registros de representação semiótica; diferenciação entre 
representante e representado; coordenação entre diferen-
tes registros.

Em nosso contexto, a diversificação dos registros 
de representação semiótica pode ser evidenciada, por 
exemplo, nas possibilidades de representação do objeto 
denominado de derivada direcional. Neste caso temos: 
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0 0
0 0

( ) ( )( ) t
f P t u f Pf P Lim

u t u→

+ ⋅ −∂
=

∂  ou, no caso em que 
temos o caráter de diferenciabilidade, podemos também 

escrever u

uPfP
u
f

⋅∇=
∂
∂ )()( 00

. Calculada num ponto 0P  na 

direção do vetor u
r

. Variando-se a notação dependendo 
do livro. 

A coordenação entre diferentes registros adquire 
importância, por exemplo, para o final da disciplina de 
Cálculo em várias variáveis, onde desenvolvemos o es-
tudo de integrais duplas e triplas. É comum a apresenta-
ção de uma situação descrita em termos de coordenadas 
retangulares e requisitar-mos sua resolução empregando 
coordenadas cilíndricas ou esféricas. 

Um registro pode permitir de efetuar-mos certos 
tratamentos de modo mais econômicos e mais poderosos 
do que com outros registros (DUVAL, 1995, p. 59). Neste 
caso, determinados procedimentos de integração são im-
praticáveis sem o recurso de coordenadas cilíndricas ou 
esféricas. Insistindo demasiadamente neste percurso, o 
professor estimulará a operacionalização de uma mudan-
ça de registros, sem a compreensão, por parte do aluno, 
da necessidade de sua utilização.

A inadequação metodológica no caso da utilização 

das integrais do tipo ∫∫ e ∫∫∫ é clássico. Em geral o 
aluno faz as contas, mas não sabe sobre o que ou qual 
objeto está direcionando à sua atenção. Trata-se da uti-
lização de representações não-conscientes (DUVAL, 1995, 
p. 24). Contudo, a consciência da atividade mental é in-
dispensável para uma posterior reflexão mais conceitual e 
tematizada sobre as próprias ações mentais e pensamen-
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tos (SIERPINSKA, 1994, p. 71). Infelizmente, o alcance da 
consciência da própria atividade mental desenvolvida, 
sua sistematização-generalização é frágil e permanece 
limitada a poucos alunos habilidosos. 

As Possibilidades de Avaliação com o Uso da Tecnologia

Nossa experiência diária no ensino do Cálculo em 
várias variáveis, com recursos tecnológicos, mostra que os 
alunos se recordam com mais facilidade da interpretação 
geométrica da derivada parcial do que a demonstração do 
teorema de Fubinni. Ou ainda que eles evidenciam com 
mais facilidade o caráter geométrico da diferenciabilida-

de de uma superfície no 3� , do que a verificação formal 

do 
0 0

( , ) (0,0)
( , ) 0

( ,x y
E x x y yLim

x yΔ Δ →

+ Δ + Δ
=

Δ Δ . Ademais, é mais 

natural observar geometricamente a igualdade xy yxf f= , 
do que a demonstração do teorema de Schwarz.

 Em nossa concepção de avaliação, o raciocínio ge-
ométrico, o discurso do sujeito e suas concepções acerca 
dos objetos do Cálculo, são essenciais. Contudo, deve-
mos levar em consideração o aumento considerável de 
complexidade, no que se refere ao emprego das repre-
sentações semióticas 
presentes nas obras 
didáticas (APOSTOL, 
1969; BUCK, 1965; GUI-
DORIZZI, 1986). Perce-
bemos isto observando 
a ilustração 1.

Ilustração 1: 
Sistema representacional
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Em relação à transição que destacamos acima, Tall 
(1997, p. 9) lembra que uma das principais mudanças no 
processo de raciocínio é quando as definições são forneci-
das sistematicamente por axiomas para a construção de 
teorias. Tal mudança coincide na transição da escola para 
a Universidade.

 No ambiente universitário, quando recorremos à 
ilustração acima, vemos os principais processos matemá-
ticos. Recorrendo às concepções de Condillac, concluí-
mos que alguns deles são impraticáveis sem o recurso de 
uma simbologia notacional eficiente e, assim, somente 
com o recurso da língua materna nos defrontamos com 
várias impossibilidades operatórias. Estas barreiras obri-
gam o uso das simbologias destacada na ilustração 1 e é 
aí que avaliamos raciocínio impróprios ou inconsistentes 
nos estudantes. 

Por outro lado, a língua materna pode ser utilizada 
quando proporcionamos aos estudantes certas experiên-
cias visuais proporcionadas pela tecnologia. Concorda-
mos com Giaquinto (2007, p. 54) quando afirma que o ato 
de visualização é o modo de delinear nosso senso de expe-
riência como uma evidência e, tal experiência deve incluir 
satisfatoriamente a confirmação de uma proposição B. 

A colocação de Giaquinto merece uma maior expli-
cação. De fato, é comum, numa disciplina de Cálculo III, 
o professor afirmar proposições do tipo: uma superfície 
diferenciável num ponto se confunde com um plano neste 
ponto; quando calculamos uma integral tripla podemos 
ter um volume; quando a função possui derivadas contí-
nuas, então, suas derivadas mistas são idênticas.

Geometricamente, estas proposições que consti-
tuem afirmações sobre alguns objetos da Matemática, 
necessitam de validação ou verificação. Nem sempre a 
evidência matemática é suficiente, num âmbito formal e 
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rigoroso, para o alcance da verdade matemática. Desta 
forma, desenvolvemos atividades que proporcionassem 
uma experimentação visual, impossível no ambiente lá-
pis e papel, além de buscar a confirmação de todas as 
conjecturas produzidas pelos alunos. 

 Na figura abaixo, utilizamos o teste da Hessiana, 
para a localização visual dos extremos e os pontos de sela 

da função 
3 3( , )f x y x y xy= − . Ao decorrer das discus-

sões, procuramos avaliar os sentidos de todas as afirma-
ções produzidas pelos alunos a respeito destes objetos 

abstratos do 3� . 

Ilustração 2: Identificação de Extremos

Somente com esta representação plotada pelo Ma-
ple, podemos proporcionar ao aluno a compreensão de 
determinadas propriedades intrínsecas deste tipo de su-
perfície, como por exemplo, seu eixo de simetria e orien-
tação. Neste caso, apoiamo-nos nas formulações de Gia-
quinto (2007, p. 15) quando explica que a percepção de 
um objeto pode ser radicalmente afetada por intermédio 
de sua orientação. Em situações desta natureza, conse-
guimos alimentar a imaginação dos alunos a respeito do 
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objeto superfície, que é apresentado de forma altamente 
abstrata pelos livros didáticos.

 Vejamos uma situação do cálculo de volume. Por 
exemplo, calcular o volume da região apresentada abaixo, 

delimitada pelas curvas 2 2 4x y+ =  (cilindro) e os planos 

4 e z=0y z+ = . A idéia é identificar geometricamente os 
limites de integração. 

Ilustração 3: Calculo do volume usando integrais

 Em outra situação, requisitamos o cálculo do volu-

me limitado pelas superfícies 2 28z x y= − −  e 2 23z x y= +
. Neste caso, proporcionamos aos alunos, por meio das fi-
guras apresentadas na ilustração 4, o motivo do porque e 
da necessidade de se empregar coordenadas esféricas e a 
inviabilidade de se empregar coordenadas cilíndricas. In-
teressantes aplicações podem ser encontradas em Hen-
riques (2006).
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Ilustração 4: Identificação da região de integração

Outra situação que dificilmente pode ser explorada 
no ambiente lápis e papel se refere ao estudo dos Campos 

Vetoriais no 3� . Para tal conclusão, basta verificar anali-
sar algumas obras como MARSDEM e TROMBA (1996) e 
KAPLAN (1962). Repare que o percurso descrito em azul 
pode ser utilizado para a compreensão da natureza não 
conservativa do referido campo vetorial.

Ilustração 5: Visualização do Campo Vetorial
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Metodologia e Entrevistas

A experiência foi realizada no decorrer da discipli-
na de Cálculo III (4º semestre), no Centro Federal de Edu-
cação Tecnológica do Ceará – CEFET/CE. A investigação 
contou com a participação de 12 alunos do curso de Li-
cenciatura em Matemática. 

As atividades baseavam-se na analise a priori e a 
posteriori das abordagens didáticas dos conteúdos do 
Cálculo, seguindo-se as entrevistas semi-estruturadas e 
a análise em grupo das abordagens de determinados as-
suntos específicos. A escolha destes assuntos levou em 
consideração às limitações impostas pelo ambiente lápis 
e papel. Passamos a descrição de alguns dos elementos 
principais identificados nos protocolos produzidos pelos. 

Aluno 1: A noção da limite sempre apresenta 
como um barreira considerável para os alunos. 
Tanto no Cálculo em uma como o Calculo em vá-
rias variáveis. Em relação a isto, o aluno 1 faz um 
menção direta aos entraves proporcionados pelo 
simbologia. 
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 O mesmo aluno descreve sua transição do Cálculo 
em uma para o Calculo em várias variáveis. Em um ano 
e meio de estudo, segundo o mesmo, a compreensão da 
origem dos instrumentos utilizados é mais difícil do que 
aplicação dos resultados. Vemos ainda que o aluno sa-
lienta o caráter de memorização para determinados pro-
cedimentos. 

Aluno 2: Neste trecho, o aluno destaca suas difi-
culdades em relação à compreensão das demons-
trações. Outro aspecto aponta se refere aos pré-
requisitos do Cálculo III. 

Aluno 3: O aluno sublinha sua dificuldade na in-
terpretação gráfica o que para nós era esperado, 
dado que, em geral, esta forma de raciocínio é 
pouco explorada no Cálculo I.
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Considerações Finais
 
Temos a convicção que um aspecto imprescindível 

de ser considerado desde o início da concepção do pro-
cesso avaliativo no Cálculo é a transição entre o Cálculo 
de uma para o Cálculo em várias variáveis. Em nossa ex-
periência diária, sentimos as inseguranças enfrentadas 
pelos alunos nesta transição. A literatura sobre a transi-
ção do ensino universitário para o ambiente acadêmico 
é vasta, por outro lado, evidenciamos a escassez de es-
tudos direcionados na transição do Cálculo em uma para 
o Cálculo em várias variáveis. Além disso, certas obras 
didáticas (KAPLAN, 1962; WIDER, 1947) não permitem 
uma transição natural, no sentido de que os alunos com-
preendam certos conceitos do Cálculo em várias variá-
veis com o auxílio do Cálculo em uma variável,

A concepção que encontramos na prática dos pro-
fessores formadores, diz respeito ao grau de importân-
cia atribuído numa avaliação. Um dos riscos em se tomar 
este instrumento como decisivo no acompanhamento 
da aprendizagem de um estudante é apontado por Cury 
(1994, p. 69), quando adverte que quando os professores 
constroem um gabarito, já estão estabelecendo uma ver-
dade única, isolada da realidade dos alunos. Outro agra-
vante pode ser citado: ao avaliar a prova separadamente 
das outras atividades desenvolvidas durante o período 
de aprendizagem, ou seja, do próprio trabalho de sala de 
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aula, do estudo individual ou dos trabalhos em casa, o pro-
fessor isola o processo de aprendizagem de seu produto. 

Cury adverte o perigo de se tomar a prova como 
o único instrumento de avaliação. Este tipo de atitude 
caracteriza uma concepção acerca do conhecimento ma-
temático, certamente que outras concepções podem ser 
evidenciadas (ORTIZ, 2006). 

Ao longo de nossa experiência de ensino, valoriza-
mos ao extremo a fala, o discurso e as concepções sobre 
os objetos apresentados pelo computador. O sentido e a 
significação extra fornecida pela representação geomé-
trica de tais objetos conceituais, mostrada pela máquina, 
evitou uma ulterior apreensão mecanizada das simbolo-
gias necessárias para a operacionalização e, conseqüen-
temente, a memorização excessiva.

Tal operacionalização nem sempre ocorre de forma 
ideal, em relação ao risco que corremos Giaquinto (2007, 
p. 193) sublinha que uma vantagem destas regras formais 
é que elas podem ser aplicadas assemanticamente, isto é, 
sem nenhum pensamento a respeito da composição das 
simbologias ou o que elas denotam. Contudo, alguma me-
morização é necessária em virtude do sistema de repre-
sentações semióticas do Cálculo em várias variáveis. 

Finalmente, a partir das observações e discussões 
com os alunos, sentimos sérias dificuldades para avaliar 
os raciocínios aritméticos, algébricos e geométricos. Tais 
dificuldades eram esperadas, afinal, raciocinar é um dos 
mais complicados de todos os fenômenos mentais. É digno 
de observar que efetuar sua análise mais aperfeiçoada é 
mais complicado, ainda num recente período da história 
intelectual humana, do que qualquer outro caso complexo 
da consciência humana (MILL, 1869, p. 424).

Vale lembrar a colocações de Schoenfeld (2007, p. 
277) quando se refere a um dos garotos participantes de 
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sua pesquisa, destacando que parece claro a impossibili-
dade de revelar a complexidade do raciocínio de Brandon 
sobre frações usando um teste típico de caneta e papel. 
Em nosso caso, nos deparamos com dificuldades seme-
lhantes, com agravantes devido à natureza dos objetos 
do Cálculo.
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