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RESUMO 

 
Uma das premissas da presente pesquisa consiste em suavizar o modelo Guergueta-

Shaponishkov (GS) como um caso especial aproximado. Seguem algumas condições 

obedecidas em todas as soluções descritas neste resumo, tais como, as de regularidade 

para uma brana regular espessa tipo-corda e de energia fisicamente aceitas. Foram 

avaliadas soluções analíticas específicas da Equação de Einstein que suavizam o modelo 

GS, excetuando apenas um modelo de brana exótica. Ademais, duas soluções analíticas 

que suavizam o modelo GS da Equação de Einstein de cunho geral, consideram escalares-

de-pressão iguais, podendo requerer do cálculo de uma integral bem definida por 

integração numérica, se necessário. Tais escalares podem ser de energia, como associado 

fisicamente se forem iguais. Nesse contexto, desenvolveu-se uma solução diferencial de 

cunho geral que pode suavizar o modelo GS, em caso especial, analisada coerentemente 

por uma das soluções analíticas gerais citadas relacionada a esta solução diferencial. Foi 

também desenvolvido um método de solução aproximativa para todo o domínio da 

solução que suaviza o modelo GS e para a Equação de Einstein, bem como para a 

localização gravitacional, que se espera ser de convergência exata pelas condições 

estabelecidas que permitem que os escalares de pressão iguais sejam escolhidos. Desse 

modo, é estudada a localização das perturbações gravitacionais descrevendo, 

compativelmente, o potencial análogo de Schröedinger e o Problema da Hierarquia. 

Assim, permitiu-se associar o potencial newtoniano para distâncias curtas com grávitons 

massivos seguindo o Potencial de Yukawa em 4D, com um mundo de brana espessa tipo-

corda estático associado ao espaço de bulk em 2D com simetria cilíndrica. 

Palavras-chave: Mundo brana espessa tipo-corda; Dimensões extras; Modelo GS; 

Equação de Einstein; Localização gravitacional; Potencial análogo de Schröeding; 

Problema da Hierarquia. 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 
One of the premises of the present research is to smooth the Guergueta-Shaponishkov 

(GS) model as an approximate special case. The following are some conditions physically 

accepted obeyed in all the solutions described in this abstract, such as: those of regularity 

for a thick string-like braneworld as well as that of energy. Specific analytical solutions 

of the Einstein Equation that smooth the GS model were analyzed, except for an exotic 

brane model. In addition, two analytical solutions, that smooth the GS model of the 

Einstein equation of general nature are considered to have the same pressure scalars, 

which may require the calculation of a well defined integral by numerical integration, if 

needed. Such scalars can be of energy, as associated physically if they are equal. It was 

also developped in such context, a differential solution of the general kind, which can 

smooth the GS model by the determined conditions as followed in special case. Then, in 

the special case from this differential solution, coherently was developed one of the 

related general analytical solutions. It was also developed an approximative solution 

method for the whole domain of the solution that smoothes the GS model and for the 

Einstein Equation, as well as the gravity localization, that is expected to be of exact 

convergence due to the established conditions which allow that the equal pressure scalars 

be chosen. It is so studied the localization of gravitational perturbations, describing, in a 

consistent manner, the analogous potential of Schröedinger and the Hierarchy Problem. 

Thus, it was possible to associate the Newtonian potential for short distances following 

the 4D Yukawa Potential, through a static thick string-like braneworld associated to 2D 

bulk space with cylindrical symmetry. 

Key-words: Thick string-like braneworld; Extra dimensions; GS model; Einstein 

Equation; Gravity localization; Analogue Schroendiger Potential; Hierarchy Problem. 
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1 INTRODUÇÃO 

 
 Esta seção detalhará o contexto da presente pesquisa, especificando suas origens, 

de acordo com a importância do tema a ser descrito, que é associado à Física Teórica e à 

Física de Partículas. O trabalho desenvolve modelos com métricas de seis dimensões de 

espaço e tempo, mais especificamente seguindo um espaço de bulk de duas dimensões 

espaciais associadas ao mundo quadridimensional conhecido em forma de brana, 

permitindo o estudo de localização gravitacional respectivo para o quantum gravitacional 

denominado de gráviton.  

O assunto abordado na tese está inserido numa das áreas estudadas pelo grupo de 

pesquisa de Teoria Quântica de Campos e Gravitação, ao qual pertenço. O grupo pesquisa 

em muitas áreas envolvendo Física de Altas Energias e é coordenado pelo Dr. Carlos 

Alberto Santos de Almeida. 

 

1.1 Contexto histórico e físico das dimensões extras 

 

Estudos de dimensões extras espaciais numa métrica que descreva uma variedade 

de espaço-tempo englobando o espaço denominado bulk, referentes a dimensões que não 

fazem parte da métrica quadridimensional usual (do mundo conhecido) como descrita 

pela Relatividade Geral de 1915, são muito estudadas de forma a localizar a gravidade na 

métrica quadridimensional e respeitar outras condições, como o limite newtoniano da 

força gravitacional. O modelo de Randall-Sundrum [1,2], por exemplo, resolve 

coerentemente o Problema da Hierarquia, referindo-se à incompatibilidade entre a escala 

de energia de Planck e a escala de energia das interações eletrofracas. Nesse sentido, os 

modelos de Randall-Sundrum (RS) tipos 1 e 2 [1,2] não só resolvem o Problema da 

Hierarquia, de forma a permitir que a escala de energia da força gravitacional seja 

equivalente ao das demais forças conhecidas (eletromagnética, fraca e forte), como 

também fornecem a correção ao Potencial Newtoniano [1,2]. Assim, muita atenção foi 

dada pelos pesquisadores para as influências físicas que possam aparecer em relação à 

métrica em quatro dimensões, que fenomenologicamente é bem aceita pela Física de 

Partículas relacionada ao Modelo Padrão. 
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O modelo de Randall-Sundrum (RS) inclui uma dimensão extra infinita, que, 

quando relacionada ao modelo teórico de uma ação oriunda da Teoria Quântica de 

Campos, pode reparametrizar o valor de energia de vácuo existente em um mundo 

quadridimensional, localizado numa região estática do espaço de bulk, tornando-a 

equivalente a energia associada às interações eletrofracas e resolvendo o Problema da 

Hierarquia. Este problema pode ser interpretado como uma discrepância não natural entre 

a força gravitacional em relação às outras três forças (fraca, forte e eletromagnética). 

Assim, o mundo quadridimensional usual, que é muito associado fenomenologicamente, 

é descrito como uma brana (que corresponde a um plano, porém com quatro dimensões), 

enquanto a quinta dimensão (que pode ser estendida até o infinito) é perpendicular a esta 

brana, pelo mesmo modelo. 

O modelo de Randall-Sundrum data de 1999, mas a ideia de usar dimensões extras 

é bastante antiga, sendo considerada inicialmente na década de 1920, pelo modelo de 

Kaluza-Klein em Ref. [3]. O modelo teórico de Kaluza-Klein, que consiste na introdução 

de uma dimensão extra periódica em relação à métrica em quatro dimensões usual, foi 

considerado para se tentar unificar o Eletromagnetismo com a gravidade, sem sucesso. 

No entanto, este modelo serve para delimitar outros modelos teóricos com n dimensões 

extras (que podem ter extensão infinita) segundo uma localização gravitacional, pelos 

conhecidos modos de Kaluza-Klein (KK). 

Houve o questionamento, por Guergueta e Shaponishkov (2000), de porque há 

inclusão somente de uma só dimensão extra em relação ao espaço quadridimensional 

usual, que resultou no modelo GS [4] que possui como caso especial a métrica de Randall-

Sundrum em 5D. Como consequência, houve o aparecimento de outros estudos também 

em seis dimensões [5,6,7,12], por uma extensão do modelo GS como caso aproximado 

especial. Nesse contexto, salienta-se que a Teoria das Cordas, como exemplo diferente, 

considera que nosso mundo é constituído de mais de quatro dimensões, sendo as 

dimensões extras compactificadas (ao redor e próximas do espaço quadridimensional de 

espaço-tempo conhecido segundo a Relatividade Geral de Einstein), diferentemente como 

abordado pelos modelos GS e RS. A Teoria das Cordas (ou sua evolução dada pela Teoria 

das Supercordas), que foi desenvolvida inicialmente na década de 1960, foi e é 

considerada para se unificar a Teoria Quântica com a Gravidade, apesar de até hoje não 

haver tido alguma comprovação experimental a favor dela. 

Uma das previsões experimentais da Teoria das Supercordas é a verificação de 

existência de partículas supersimétricas, que ainda não foram detectadas. Espera-se ser 
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observadas evidências de tais partículas em experimentos com aceleradores de partículas 

a altas energias, como o LHC. No contexto das dimensões extras considerada pela tese, 

diferentemente da Teoria das Cordas que segue dimensões compactificadas no nosso 

mundo, tem-se em mente observar influencias na brana com uma certa probabilidade, 

delimitando o potencial newtoniano pelo Potencial de Yukawa (que possui curto alcance) 

como analisado. 

Comparando os modelos de branas em 6D em relação aos referentes de 5D 

envolvendo a partícula de spin-2 do quantum gravitacional (gráviton), constata-se, como 

vantagem dos modelos em 6D de brana fina (sem espessura) (que podem ser estendidos 

para modelos de brana espessa em 6D) como será detalhado no desenvolvimento teórico, 

que:  

1) os grávitons massivos resultam numa menor correção da Lei de Newton 

associada ao Potencial de Yukawa [4];  

2) não há necessidade de criação de um campo extra, como o Dilaton, para 

explicar a localização de outros campos na brana em 4D; e  

3) o confinamento do modo zero no espaço de bulk (oriundo da localização 

gravitacional da Equação tipo-Schröedinger) ocorre de forma espontânea, com apenas a 

interação com a gravidade sendo necessária para um campo vetorial de calibre associado 

[18,34].  

Englobando modelos em 6D com brana espessa, há como vantagens, além dos 

analisados primeiramente, dos modelos em 6D em relação aos modelos referentes em 5D, 

que: 1) não há necessidade de ajuste fino na constante cosmológica em 6D, oriunda da 

tensão na brana, para cancelamento da constante cosmológica em 4D [4]; e 2) há a 

possibilidade de explicação da hierarquia de massa de neutrinos e da suposta partícula 

nova de 750 GeV descoberta no LHC, como descrita na tese do Davi Monteiro Dantas 

[35] relacionando algumas fontes. Quanto à comparação entre modelos de 5D com e sem 

espessura, basicamente o modelo de 5D com espessura delimita uma solução suave no 

mundo de brana, enquanto uma brana espessa em 5D descreve uma solução de forma não 

suave próxima à região da brana [35]. 

Modelos de fatores de warp (caracterizados como coeficientes que multiplicam os 

elementos diferenciais de uma métrica em estudo, relacionados à variação de espaço-

tempo) com seis dimensões são mais ricas que com somente uma dimensão extra, pelo 

aumento de graus de liberdade fornecido com o acréscimo de uma dimensão extra, com 

geometria, curvatura e simetrias próprias como desenvolvidas. O maior número de graus 
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de liberdades, por exemplo, permite acrescentar contribuições de modos vetoriais e 

escalares, além do modo tensorial em quatro dimensões, embasado numa ação 

lagrangeana pelo modelo de Abellian-Higgs da Teoria Quântica de Campos [6,7]. 

Há outros estudos de dimensões extras que consideram, além do raio de bulk, 

outra variável para os fatores de warp. Um exemplo é o trabalho de Yi Zhong et al. (2014) 

[8] que consideram vários tipos de métricas com n dimensões associadas por uma brana 

localizada na condição de junção associada (podendo-se incluir o modelo de Randall-

Sundrum, desse modo [13]), envolvendo a gravidade crítica como fundada por Lu e Pope 

(2011) [9] em quatro dimensões. No entanto, estudos com uma só dependência espacial 

dos fatores de warp descreve um espaço de bulk com escoamento estacionário (que não 

se modifica com o tempo, em toda uma região) da distribuição de energia associada. 

No modelo GS, constituído por uma brana espessa tipo-corda (segundo o nosso 

mundo descrito por uma só dimensão espacial, em relação ao espaço de bulk) 

representando o mundo quadridimensional pela métrica de Minkowsky e tendo simetria 

axial cilíndrica para o espaço de bulk, há somente solução de vácuo, além de não respeitar 

algumas condições de regularidade na origem requeridas para os fatores de warp segundo 

a Relatividade Geral. Diferentemente do modelo de Randall-Sundrum, o problema da 

Hierarquia do modelo GS é solucionado por fatores de warp que podem ajustar a massa 

de Planck em quatro dimensões no universo quadridimensional, segundo uma massa de 

Tolman, por unidade de comprimento, como descrita [4] coerentemente com os fatores 

de warp relacionados pela Equação de Einstein (expressão que delimita a Relatividade 

Geral quanto ao estudo de uma métrica) correspondente. 

Um exemplo de extensão do modelo GS é dada pelo modelo da corda-charuto, 

possibilitando respeitar as condições de regularidade na origem e as condições de energia 

com valores diferentes de vácuo. O modelo da corda-charuto é descrito como uma 

extensão do modelo GS por ter geometria descrita com comportamento aproximadamente 

igual, em seis dimensões, ao modelo GS, para quando a dimensão extra do raio de bulk 

tende ao infinito positivamente. Esta geometria, portanto, modifica a métrica do modelo 

GS coerentemente com as fontes associadas ao tensor de tensão-energia da Equação de 

Einstein correspondente. Outro modelo que tem características físicas obedecidas 

semelhantemente é descrito como modelo tipo-corda suave [12], que difere do modelo 

corda-charuto pela dependência angular do espaço de bulk associada à métrica em seis 

dimensões. Dessa forma, tendo-se o modelo GS como caso especial, estes modelos e os 
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propostos pelo texto suavizam o modelo GS similarmente pelas condições de energia e 

de regularidade na origem a seguir comentados. 

As condições de energia fraca e forte associadas conjuntamente são coerentes com 

haver energias positivas, oriundas da Relatividade Geral, em forma de escalar de energia 

ou pressão relacionada a cada dimensão num contexto de mundo brana associado ao 

espaço de bulk. A origem desta interpretação pode residir na Teoria Quântica de Campos, 

em que só há partículas com energia positiva por termos quadráticos. Já a condição de 

energia dominante respeita o princípio da causalidade, em que a energia no mundo 

quadridimensional deva ser maior ou igual ao de um escalar referente a uma dimensão 

extra, devido à dependência temporal de energia da métrica quadridimensional sendo 

tipo-luz, no caso de partículas com velocidade da luz, ou tipo-tempo para partículas com 

velocidades menores que a da luz. 

De forma mais fundamental, as condições de regularidade na origem delimitam a 

geometria, próxima a brana espessa tipo-corda de modelos em 6D, de forma regular, 

descrevendo no presente trabalho uma brana em 4D, em forma de espaço-tempo de 

Minkowsky como se conhece, de acordo com as dimensões extras e a distribuição de 

escalares de pressão (ou energia) no espaço de bulk. É nesse sentido, portanto, que as 

condições de regularidade devem ser válidos. 

Como exemplo de outro modelo que suaviza o modelo GS, o modelo teórico de 

Abelian-Higgs foi determinado por duas equações diferenciais associadas à Equação de 

Einstein [6,7], solucionando numericamente os fatores de warp (obedecendo as condições 

regulares na origem) e os campos considerados. Este modelo teórico seguiu as equações 

de movimento oriundas da Teoria Quântica de Campos e da Integral de Einstein-Hilbert 

da Relatividade Geral, mediante o modelo de Abelian-Higgs por um vórtice abeliano 

caracterizado pela lagrangeana correspondente. Em tais equações são associados os 

escalares de energia e pressão representados por três coordenadas: a quadridimensional 

em forma de brana espessa, a do raio de bulk e a do ângulo de raio de bulk. De maneira 

análoga, podendo incluir a Teoria Quântica de Campos, os escalares de energia e pressão 

dos modelos em seis dimensões descritos pela literatura e propostos são relacionados 

desta forma. 

Nas próximas seções será articulado como o referencial teórico descrito se 

relaciona com a tese. 
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1.2 Contexto da pesquisa 

 

O estudo desta pesquisa está inserido no contexto de duas dimensões extras em 

relação ao espaço quadridimensional usual, embasado na Relatividade Geral, com a 

dimensão extra radial podendo ser infinita e a dimensão extra angular compacta. Essas 

dimensões extras serão consideradas por uma simetria cilíndrica, com a altura deste sendo 

representado pelo espaço quadridimensional em seu eixo, de modo estático, como um 

mundo brana tipo-corda espessa (com espessura). Com isso, tal estudo considerará 

condições físicas aceitas, advindas da Teoria Quântica de Campos e da Relatividade 

Geral, tendo uma métrica em seis dimensões de forma mais geral. 

Neste sentido, o estudo envolve dimensões extras associadas ao mundo brana 

quadridimensional de Minkowsky fenomenologicamente aceito, considerando as 

Equações de Einstein oriundas da Relatividade Geral. A Teoria Quântica de Campos, 

nessa perspectiva, pode fornecer uma formulação em seis dimensões, descrevendo 

algumas condições físicas como, por exemplo, a descrição de alguma lagrangeana 

associada à Integral de Einstein-Hilbert com constante cosmológica em seis dimensões 

(com tal integral resultando na Equação de Campo de Einstein com constante 

cosmológica em seis dimensões), podendo delimitar as fontes associadas da Equação de 

Einstein. 

A relevância do estudo é o de detalhar as condições físicas coerentemente, que 

permitem possíveis grávitons (partículas de spin-2 e quantum gravitacional) num mundo 

de brana espessa tipo-corda (de acordo com a localização gravitacional determinado ao 

longo do espaço de bulk) descrito de forma regular, associadas às Equações de Einstein 

como relacionadas pela métrica em seis dimensões, podendo permitir uma suavização do 

modelo GS (que está relacionado às seis dimensões discriminadas com escalares de 

energia e pressão de vácuo) como condição física pelos escalares referentes [10,11]. 

Assim, esta suavização será analisada com energias e pressões diferentes de vácuo, 

assimilando um máximo de condições físicas, em que o caso especial é representado 

aproximadamente pelo modelo GS, segundo a Equação de Einstein com escalares 

aproximadamente iguais a zero, mediante os fatores de warp (que, assim, possuem 

comportamento decrescente com o aumento da dimensão extra radial do espaço de bulk, 

indo até aproximadamente zero) relacionados à métrica correspondente. Detalha-se que 

os fatores de warp com apenas dependência radial do espaço de bulk caracterizam 
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distribuição de pressões ou energias de modo estacionário (sem tal distribuição mudar ao 

longo do tempo em cada posição do espaço de bulk). Assim, alguns modelos serão 

apontados, em seis dimensões, que suavizam o modelo GS no mesmo sentido e seguem 

as condições físicas previstas. 

É dado especial atenção a modelos com delimitação analítica durante o texto, com 

tais modelos sendo descritos em seis dimensões seguindo as condições de regularidade 

na origem e de energia, associados com escalares de energia e pressão coerentes 

fisicamente (descritos como finitos em todo o espaço de bulk, podendo ser 

aproximadamente zero para lugares distantes o suficiente do mundo de brana 

considerado). 

O artigo publicado e aceito, associada à tese, é intitulado Regular String-like 

Braneworlds, descrito no arXiv:1711.08564v2 [gr-qc], em 12 de Janeiro de 2019. A 

revista que aceitou e publicou o artigo foi a The European Physical Journal C – Particles 

and Fields [49], DOI: 10.1140/epjc/s10052-019-6538-5. 

 

1.3 Objetivos relacionados 

 

Como objetivo geral, tem-se o de solucionar as Equações de Einstein com seis 

dimensões e inserindo-se, previamente, a constante cosmológica em seis dimensões 

diferente de zero, a fim de satisfazer o máximo de condições físicas existentes associadas 

de acordo com a localização gravitacional relacionada, que se referem aos objetivos 

específicos a seguir enumerados. Em tal desenvolvimento teórico, a constante 

cosmológica nas quatro dimensões usuais é considerada com valor zero como hipótese, 

simplificando o cálculo desenvolvido e como considerado por algumas fontes [4,5,12]. 

Ressalta-se ainda que os fatores de warp são descritos, dessa forma, com dependência 

apenas da dimensão extra radial de bulk. 

Como objetivos específicos deste trabalho, citam-se: 1) obter as condições de 

regularidade na origem, que correspondem à condições físicas dos fatores de warp sendo 

satisfeitas quando a dimensão extra radial é nula; 2) satisfazer as condições de energia 

nula, fraca, forte e dominante, com o intuito de se obter condições físicas aceitas pela 

Relatividade Geral e pela Teoria Quântica de Campos, mediante escalares das 

componentes do tensor de energia-tensão, das dimensões extras e do mundo 

quadridimensional (com o escalar de energia de uma dimensão deste sendo maior ou igual 
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que os escalares de pressão das demais dimensões, que coerentemente são positivos); 3) 

localizar as perturbações da métrica para uma dimensão radial extra considerada com um 

valor máximo necessitando ser definido, assim como ocorre no modelo GS, mediante um 

valor finito de perturbação da métrica encontrado na coordenada quadridimensional e no 

espaço de bulk, sob o ponto de vista de uma formulação mais fundamental seguindo 

apenas uma equação de movimento; e 4) estudar o comportamento da Equação tipo-

Schröedinger que é associada a uma localização gravitacional, quanto ao potencial de 

Schröedinger análogo relacionado à brana. 

Nessa análise, respeitando as mesmas condições físicas, são descritas a solução 

das Equações de Einstein em questão tendo como condição especial o estudo em seis 

dimensões do modelo GS. Essa suavização é realizada, verificando que uma fonte pode 

ser analisada por qualquer delimitação de escalar de energia ou pressão considerado 

físico. Nesta caracterização é entendido como condições físicas preferenciais seguindo-

se as condições de energia e pressão aproximadamente com valor de zero para a dimensão 

extra radial bastante longe do mundo de brana localizado na origem [10,11]. Em relação 

a isso, são analisadas algumas definições da literatura para os fatores de warp [5,12] e 

alguns propostos de acordo com os escalares das dimensões extras. Assim, a localização 

gravitacional pelo espaço de bulk será relacionada coerente e fisicamente, delimitando 

uma correção ao Potencial Newtoniano equivalentemente pelo Potencial de Yukawa (que 

é somado ao Potencial Newtoniano para curtas distâncias). Desse modo, como 

consequências do estudo, é resolvido de modo compatível o Problema da Hierarquia pela 

possível modificação da massa de Planck em 4D com a distribuição de energia ao longo 

do espaço de bulk, discutindo-se as influências do Potencial Análogo de Schröedinger no 

mundo brana (que, segundo o presente texto, pode ter modos massivos com probabilidade 

finita na região de brana) segundo um Potencial de Yukawa descrito gravitacionalmente. 

Outras condições que podem ser consideradas físicas seguida pelo texto é a da existência 

de escalares descritos suavemente, próximos à brana em análise, e das derivadas de 

primeira ordem serem negativas dos escalares de pressão e energia das Equações de 

Einstein (descrevendo distribuições de fontes escalares que se assemelham à superfície 

externa de um sino ao longo do espaço de bulk). 
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1.4 Estrutura da tese 

 

 A estrutura da tese proposta é descrita como: no capítulo 2 é feita uma revisão 

teórica dos principais assuntos relacionados à temática de localização com brana espessa 

a que se destina o trabalho, descrevendo casos em cinco dimensões, seis dimensões ou n 

dimensões quando for uma descrição mais geral. Desse modo, são analisados modelos 

teóricos existentes segundo a Equação de Einstein com dimensões extras associados pelo 

espaço de bulk, como pelo modelo teórico da Teoria Quântica de Campos de Abelian-

Higgs, pela descrição da lagrangeana de termos quadráticos associada pela gravidade por 

alguns parâmetros descritos criticamente, como também pelas condições respeitadas 

segundo a Relatividade Geral com dimensões extras de espaço de bulk. Assim, modelos 

de brana descritos por Randall-Sundrum e Guergueta-Shaposhinikov, dentre outros, são 

analisados. Em adição, é estudado um modelo geral de localização gravitacional por 

modos KK e é discutido brevemente sobre ressonâncias no capítulo 2. 

 No capítulo 3 são desenvolvidas soluções propostas (que podem ser inéditas 

segundo a literatura pesquisada) que seguem uma gama de condições matemáticas em 

seis dimensões, respeitando as condições de regularidade na origem e de energia e 

suavizando ou não o modelo GS de acordo com cada modelo proposto. Em tais soluções, 

os escalares de pressão são determinados como sendo iguais, facilitando a análise das 

condições de energia e estando de acordo com a definição proposta do fator de warp γ em 

geral. Assim, posteriormente é delimitada uma localização gravitacional, descrevendo os 

casos especiais atingidos. Quanto às soluções analíticas das Equações de Einstein das 

seções 3.2 e 3.4, por escalares de pressão das dimensões extras sendo iguais, verificam-

se soluções aproximativas escolhendo-se os escalares de pressão, na seção 3.6, com 

convergência exata seguindo as condições estabelecidas em geral como analisada 

(destacando-se que tal método é válido pela literatura para regiões onde a solução inicial 

é bastante precisa [44]). No mesmo sentido matemático, é descrito uma solução 

aproximativa de localização gravitacional referente às soluções das Equações de Einstein 

(com número quântico l inteiro positivo ou zero e massa m positiva em geral), que pode 

ser estendida com os escalares de pressão das dimensões extras não sendo iguais.  

 No Capítulo 4 são descritas soluções analíticas propostas de uma classe de 

soluções advinda de uma solução específica, correspondente à Equação de Einstein, 

sendo analisado uma Equação tipo-Schröedinger subsequentemente de forma analítica 
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em relação aos gráficos delimitados do potencial análogo de Schröedinger e da função de 

onda do modo zero respectivos. Outros gráficos gerados são referentes à Equação de 

Einstein resolvida analiticamente, como as figuras relacionadas ao Escalar de Ricci. 

Nesse sentido, tem-se como base modos Kaluza-Klein (KK) com ou sem massa para os 

grávitons considerados, em seis dimensões, para a localização gravitacional considerada. 

No capítulo 5 são relatadas as principais conclusões do trabalho, assim como é 

sinalizado algumas perspectivas ainda em estudo que podem aprofundar o tema e 

descrever outras condições físicas. 
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2 MODELOS COM MUNDO BRANA EM 

5D OU 6D 

 

 Inicialmente, faz-se necessário uma breve descrição de algumas expressões que 

se conectam diretamente com as demais seções deste capítulo. Logo, enuncia-se a 

seguinte métrica ds2: 

 

NM
MN dxdxgds 2 ,                 (2.1) 

 

considerando a notação de Einstein em pares de M e N, com: M,N, ... denotando índices 

de espaço-tempo D-dimensional, μ, ν, ... representando índices na membrana p-

dimensional e a, b, ... delimitando as n-dimensões espaciais extras. Ressalta-se que a 

assinatura considerada é, na maioria dos casos, de (-1, +1, +1, +1) no espaço 

quadridimensional usual, que é extrapolado coerentemente às dimensões extras. No 

entanto, equivalentemente, pode ser usado a assinatura (+1,-1,-1,-1). 

Desse modo, em D-dimensões, tem-se a ação lagrangeana dada por: 

 

  m
DD

D

LgxdRgxdS   2
2

1
2

,         (2.2a) 

 

em que κD é descrita como a constante gravitacional D-dimensional, Λ é a constante 

cosmológica do bulk, Lm é a lagrangeana de algum campo de matéria, x é o espaço em 

uma dimensão, ඥ−𝑔𝑑஽𝑥 é o volume D-dimensional e R é o escalar de curvatura (também 

conhecido como Escalar de Ricci). A Equação de Einstein com constante cosmológica é 

determinada pelo termo entre parênteses da Eq. (2.2a), associada ao tensor respectivo 

oriundo de Lm, descrita por: 

 

 MNMNDMNMN TgKRgR 
2

1
,          (2.2b) 

 

com os demais termos não definidos descritos como segue. 
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 Assim, de acordo com a Equação de Einstein com constante cosmológica oriunda 

da mesma ação, tem-se que o tensor TMN é definido por: 

 

MN
m

D
MN g

S

g
T




 


12
2

,                (2.3) 

 

em que Sm é a ação referente à Lm e gMN é definido de acordo com a Eq. (2.1), sendo a raiz 

quadrada de -g representado pelo produtório de todos os gMN multiplicado por -1. 

 É importante delimitar também que o tensor de Ricci, oriundo também da Equação 

de Einstein, é dado na forma tradicional como: 

 

P
RN

R
MQ

P
RQ

R
MN

P
MQN

P
MNQ

P
MQNR  ,            (2.4) 

 

em que as conexões da métrica (também conhecidos como símbolos de Christofell) são 

determinados por: 

 

 MNQQMNQNM
PQP

MN gggg 
2

1
,             (2.5) 

 

enquanto que o escalar de Ricci R = gMNRMN. 

 

2.1 Modelos em cinco dimensões 

 

2.1.1 Sobre teorias de Kaluza-Klein 

 

 A teoria de Kaluza e Klein foi construída inserindo uma quinta dimensão extra 

compactificada, em relação às quatro dimensões usuais, de forma periódica e 

circunferencial em relação ao espaço quadridimensional. Este estudo foi a primeira 

tentativa de unificar a Relatividade com o eletromagnetismo. Em tal teoria, o campo 

escalar não massivo ϕ(xµ, x5) teria um momento quantizado na quinta dimensão por: 

 

R

n
p 5 ,                (2.6) 
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em que n pertença aos inteiros e R seja o raio circunferencial da dimensão periódica em 

relação ao espaço quadridimensional. Desse modo, o campo escalar pode ser expandido 

em uma série de Fourier, englobando as cinco dimensões (considerando a quinta 

dimensão periódica pela exponencial de termo complexo), por: 

 

   





n

x
R

n
i

n exxx
5

5,   .              (2.7) 

 

 Assim, seguindo a equação de movimento (∂µ∂µ + ∂5∂5)ϕ = 0, que segue um campo 

escalar não massivo pelas cinco dimensões associadas simultaneamente, a Eq. (2.7) se 

torna: 

 

   
  x

R

n
x nn

2

2

 ,               (2.8) 

 

que é compatível com a Eq. (2.6) como descrita. Assim, mediante a Eq. (2.8), um campo 

escalar respectivo da quinta dimensão pode assumir uma infinidade de valores de massas, 

considerando a derivada com respeito ao espaço (oriunda semelhantemente da Mecânica 

Quântica), de um campo (incluindo a velocidade da luz c = 1), como sendo o seu momento 

respectivo neste espaço. Logo, uma massa pode ser descrita, desse modo pela quinta 

dimensão, por 

 

2

2
2

R

n
m  .                 (2.9) 

 

 Pelos experimentos de altas energias, massas originadas por tal quinta dimensão 

teria que ter valores maiores do que a energia da escala experimental (da ordem de 1 

TeV), implicando que o raio de R desse ser menor ou igual à 10-21 cm. Este valor é muito 

pequeno para ser detectado experimentalmente, pois a sensibilidade experimental para 

realizar tal tarefa não é possível [3]. Em outro estudo discutido na Ref. [10], chamado de 

modelo ADD, tal valor de R é da ordem de 1 mm, considerando a quinta dimensão 

ocupada apenas pela gravidade, excluindo os campos do modelo padrão. Neste caso, 

ainda não foi detectado tal valor, apesar de ser considerado muito grande. 
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 Dessa forma, o Problema da Hierarquia pode ser solucionado, sabendo que, para 

cada energia maior do que 1 TeV, há desvio de energia para a quinta dimensão de forma 

quantizada, permitindo que as escalas de energia de Planck e experimental possam ser 

compatíveis pela teoria do modelo padrão da Física. No modelo ADD, a pequena 

intensidade da força gravitacional, comparada às outras forças do modelo padrão, é 

explicada pela diluição da força gravitacional pela dimensão extra, com as outras forças 

não possuindo tal característica. Isto é razoável, visto que quanto mais distante estiver a 

fonte de atuação de uma força, em relação ao mundo quadridimensional, menor é a sua 

influência neste. 

 

2.1.2 Problema da Hierarquia 

 

O Problema da Hierarquia pode ser analisado pela seguinte tabela, que relaciona 

as forças mais fundamentais da natureza em seu contexto, adaptado de Ref. [35]: 

 

Força Mediador Teoria ∝ 𝑟 Magnitude 

Forte Glúons Cromodinâmica 

Quântica 

(QCD) 

Variável 

(Liberdade 

Assintótica) 

1038 

Eletromagnética Fótons Eletrodinâmica 

Quântica 

(QED) 

1/r2 1036 

Fraca Bósons W e Z Teoria 

Eletrofraca 

e-mr/r 1025 

Gravitacional Gráviton Relatividade 

Geral 

1/r2 1 

Tabela 1: Descrições básicas das forças fundamentais [46]. 

 

 

 A respeito da Escala de Planck, também é necessário descrever as seguintes 

definições, adaptado da Ref. [35]: 
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Unidade Conversão de Planck Unidades no S. I. 

Massa 

𝑀௣௟ = ඨ
ℏ𝑐

𝐺
 

~ 2.176x10-8 kg 

Comprimento 

𝑙௣௟ = ඨ
𝐺ℏ

𝑐
 

~ 1.616x10-35 m 

Tempo 

𝑡௣௟ = ඨ
𝐺ℏ

𝑐ହ
 

~ 5.391x10-44 s 

Carga 𝑞௣௟ = ඥ4𝜋ℏ𝑐𝜖଴ ~ 1.875x10-18 C 

Temperatura 
Θ௣௟ = ඨ

ℏ𝑐ହ

𝐺𝐾௕
ଶ 

~ 1.417x1032 K 

Energia 𝐸௣௟ = 𝑚௣௟𝑐
ଶ ~ 1.9561x109 J = 1.22x1019GeV 

Tabela 2: Relação entre a Escala de Planck e as Unidades no Sistema Internacional 

(S.I.) [47]. 

 

As quatro forças têm a mesma intensidade em unidades naturais, no Sistema de 

Planck, pelas constantes fundamentais serem descritas como iguais à unidade. Este 

regime, que iguala a Teoria Eletrofraca com a Física Gravitacional, ocorreria em energias 

da ordem de 1019 GeV, chamado de escala de Planck (MPl). Em contraste, a escala de 

energia onde vivemos como se conhece, chamada de escala Eletrofraca (M*), é da ordem 

de apenas 103 GeV ou 1 TeV. A essa diferença de escalas de energia chama-se de 

Problema da Hierarquia [35]. 

 

2.1.3 O modelo de Randall-Sundrum 

 

 No modelo de Randall-Sundrum, diferentemente do modelo teórico de Kaluza-

Klein, a quinta dimensão não é periódica, estendendo-se ao infinito. Assim, a métrica 

utilizada para o modelo de Randall-Sundrum é dada por: 

 

  222
5 drdxdxeds A   


  ,             (2.10) 
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com e-2A sendo um fator de warp, ηµνdxµdxν a métrica de Minkowsky e dr2 o termo de 

métrica da quinta dimensão, que pode ser entendida como uma métrica em que há a 

influência de uma quinta dimensão no mundo quadridimensional. Assim, o espaço 

quadridimensional é descrito pela métrica de Minkowsky, assumindo a assinatura (-1, +1, 

+1, +1), com a quinta dimensão descrita coerentemente. O fator de warp é dado pelo 

termo que multiplica o espaço quadridimensional, em que sua definição é escolhida como 

tal devido ao desenvolvimento teórico subsequente. 

 Dessa forma, assim como a Equação de Campo de Einstein é utilizada para uma 

métrica quadridimensional, por simetria teórica das quatro dimensões em relação à quinta 

dimensão deve haver a Equação de Einstein seguinte: 

 

MNMNMNMN TRgRG 2

2

1  .           (2.11) 

 

Nesse sentido, utilizando a métrica dada pela Eq. (2.10), a componente da 

dimensão extra do tensor de Einstein GMN é dada (com apóstrofo significando uma 

derivada com respeito à ρ) por: 

 

  3
22

55 2
'6

M
AG


  ,          (2.12) 

 

em que a constante Λ assume um valor compatível com a densidade de energia do espaço 

de bulk (espaço da dimensão extra, só existente no espaço quadridimensional em forma 

de brana) e 2M3 sendo o inverso da Constante de Einstein κ2. É importante frisar que a 

obtenção da Eq. (2.12) foi possível inserindo a energia ao longo do espaço de bulk como 

constante por definição. Para um caso mais geral, envolvendo mais dimensões extras por 

exemplo, 2M3 deve ser substituído por 2Mn-2, com n sendo igual ao total de dimensões 

envolvidas no estudo, pois uma ação lagrangeana respectiva, a cada dimensão extra 

incluída, deve ser compatível com M tendo dimensão do inverso de uma dimensão 

espacial pelas unidades gaussianas. 

 Da Eq. (2.12), verifica-se, com simetria de influência de r igual a –r por mesma 

simetria física nestes casos, que: 

 

  rkA  .              (2.13) 
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 Desse modo, k pode ser negativo, fazendo com que o fator de warp dado pela Eq. 

(2.10) desapareça no infinito, o que está de acordo com a influência da quinta dimensão, 

no espaço quadridimensional, ser desprezível para ρ tendendo ao infinito. 

 Assim, a Eq. (2.13) origina, mediante a Eq. (2.10), 

 

222 drdxdxeds k   


 ,           (2.14) 

 

em que se verifica fator de warp semelhante ao dado pelo modelo GS como caso especial 

deste. Finalmente, pelas mesmas Eqs. (2.10) e (2.11), o modelo de Randall-Sundrum 

fornece o tensor de Einstein respectivo das quatro dimensões usuais, de forma análoga 

como deduzida a Eq. (2.13) considerando coerentemente a Eq. (2.12), por (novamente, 

com cada apóstrofo delimitando uma derivada com respeito à ρ): 

 

   gAgkgAAG ''36''3'6 22  ,          (2.15) 

 

com, sabendo que na origem há uma descontinuidade resultante da Eq. (2.13) pelo 

módulo de ρ, 

 

 kA 2''  .              (2.16) 

 

 No entanto, a Eq. (2.16) pode ser modificada com a inserção de duas branas no 

modelo de Randall-Sundrum. Tais branas representam o mundo quadridimensional 

estaticamente em dois valores distintos da dimensão extra ρ, sendo uma das branas 

representando a escala de energia de Planck, enquanto a outra é identificada com uma 

escala de energia experimental compatível.  

Dessa forma, para r na origem e em L tendo essas branas respectivas, averígua-se, 

diferentemente da Eq. (2.16) que representa um espaço de bulk com uma só brana (porém, 

de forma análoga a este caso), 

 

       gLrrkgkG  66 2 ,           (2.17) 

 

que pode ser entendido como uma redefinição do valor de A’’, fisicamente. 
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 Para harmonizar o resultado da Eq. (2.17) com o resultado da Eq. (2.12) 

considerando o espaço quadridimensional plano e estático, os segundo e terceiro termos 

da Eq. (2.17) desaparecem coerentemente com a descrição da energia do espaço da 

dimensão extra como se seguirá nas próximas equações.  

Assim, pelas fontes de energia respectivas de branas descritas como tensão, 

coerente com ambas sendo descritas analogamente, a Eq. (2.12) é descrita 

compativelmente com a Eq. (2.17) por: 

 

 rgxddgxdS  1
4

11
4

1          (2.18a) 

 

 LrgxddgxdS    2
4

22
4

2 ,       (2.18b) 

 

com a inclusão de 

 

3
21 12kM  ,             (2.19) 

 

que pode se relacionar com a Eq. (2.12), delimitando λ1 e λ2. 

 Assim, em resumo, A depende da dimensão extra linearmente, sendo nula na 

origem, delimitando A na brana de escala em Tev de forma finita, onde é resolvido o 

Problema da Hierarquia como descrita a próxima seção. Portanto, A’ é constante ao longo 

da dimensão extra com uma descontinuidade na origem, enquanto A’’ é descrito por dois 

deltas, sendo estes encontrados na origem e em L = r, com valor nulo nos outros valores 

da dimensão extra considerada. 

 

2.1.4 O problema da hierarquia resolvido pelo modelo de Randall-

Sundrum 

 

 O problema da hierarquia, no contexto do modelo de Randall-Sundrum, é 

englobado como uma brana representando o espaço quadridimensional, que é 

influenciada pela dimensão extra mediante a métrica da Eq. (2.5). Isto porque, sem a 

dimensão extra, o espaço quadridimensional conhecido é de Minkovisky pelo modelo 

padrão, sem fator que multiplica as dimensões, enquanto com a quinta dimensão dada 
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pelo modelo em questão há o fator de warp multiplicando as quatro dimensões usuais da 

métrica de Minkowsky. 

Assim, o campo escalar de Higgs do modelo padrão é modificado, com influência 

da quinta dimensão como interpretado o modelo de Randall-Sundrum, pela ação: 
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,        (2.20) 

 

em que g2μνg2
μν = 1 e d4x(g2)1/2 representa um volume equivalente para cinco dimensões 

independentes. 

 Logo, introduzindo ekLHT = H, a Eq. (2.20) é dada por: 

 

   24 veHHHDHDxdS kL
Higgs

    
 ,           (2.21) 

 

que está no mesmo formato da ação de Higgs no espaço quadridimensional dado pelo 

modelo padrão, em que: 

 

vev kL
eff

 .              (2.22) 

 

 Assim, o problema da hierarquia pode ser resolvido, ajustando-se o valor de v para 

um outro valor, relacionado a veff, dado pela Eq. (2.22). Este ajuste pode ser feito, ao 

equalizar a escala experimental com a escala de Planck, por kL sendo dado em torno de 

35. 

 Para contextualizar as Eqs. (2.20) e (2.21), uma forma da ação de Higgs se 

comportar é dada pela seguinte ação, oriunda da Integral de Einstein-Hilbert sem incluir 

constante cosmológica, coerentemente com a métrica do modelo de Randall-Sundrum 

pelo fator de warp como determinado: 
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em que: 

 

 
k
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32
2 1 
 ,             (2.24) 

 

podendo MPl (massa de energia da escala de Planck) ser ajustada mediante k e L, 

coerentemente com o problema da Hierarquia, com o mundo em 4D descrito 

estaticamente em um só valor de L. 

 O principal resultado de fenomenologia do modelo RS é a correção ao potencial 

newtoniano, pelos modos massivos, dado por [42, p. 35]: 
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sendo V o potencial newtoniano, k uma constante e rn o raio em 4D. 

 

2.2 Modelos em seis dimensões 

 

 O modelo Guergueta-Shaponishkov (GS) foi introduzido de modo a se assemelhar 

ao modelo de Randall-Sundrum (RS), por intermédio dos fatores de warp, inserindo-se 

uma dimensão extra a mais compativelmente, seguindo fontes com valor igual a zero pela 

Equação de Einstein respectiva. O Problema da Hierarquia neste caso é resolvido 

ajustando a massa de Planck em 4D por sua respectiva, em 6D, da ação lagrangeana de 

Einstein-Hilbert, associada a uma tensão na brana tipo-corda como determinada. Sua 

localização de gravidade foi delimitada analiticamente, porém todas as condições 

regulares da brana na origem não foram obtidas. A contribuição ao potencial newtoniano 

do modelo GS é menos perceptível para grandes distâncias de rn, sendo diretamente 

proporcional a rn
-4, diferentemente do modelo RS em que há tal contribuição com 

dependência de rn
-3. 

 O modelo da corda-charuto [5] segue condições de fontes, associadas a Equação 

de Einstein e também em 6D, que seguem uma matéria considerada normal como seguirá, 

diferentemente da condição de vácuo do modelo GS. O problema da Hierarquia é 

resolvido consequentemente, como resultado da distribuição de fontes ao longo do espaço 
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de bulk, analisando a massa de Planck em 6D. Esse modelo também caracteriza o mundo-

brana localizado na origem. A contribuição ao potencial newtoniano é dado 

semelhantemente ao do modelo GS. 

 O modelo tipo-corda suave [12] também segue as mesmas condições de fontes e 

de localização da brana do modelo da corda-charuto, porém o fator de warp respectivo da 

dimensão extra angular é descrito diferentemente, delimitando um mundo-brana suave. 

Será considerada, em geral, a seguinte métrica e a Equação de Einstein em seis 

dimensões correspondente (analogamente como analisado em quatro ou cinco 

dimensões), que são delimitados em casos específicos nos próximos itens desta seção: 
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,                (2.26a) 
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1
,        (2.26b) 

 

com σ (M2) e γ (L2) sendo os fatores de warp e ρ e θ sendo respectivamente a dimensão 

extra radial de bulk e o ângulo de dimensão extra de bulk. 

 

2.2.1 Condições de regularidade na origem e condições de energia 

 

As condições de regularidade na origem das dimensões extras são detalhadas, 

como inseridas, por exemplo, em Refs. [6,7], como: 

 

  102 M ,            (2.27a) 

 

   0'02 M ,           (2.27b) 

 

  002 L ,            (2.27c) 

 

   1'0 L .            (2.27d) 
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 Dentre as equações acima, as Eqs. (2.27a) e (2.27b) servem para que a geometria 

da brana apareça naturalmente, de forma induzida (recuperada) em ρ = 0. Também, para 

que a brana tenha apenas quatro dimensões, é coerente que se tenha a descrição das Eqs. 

(2.27c) e (2.27d). 

As condições de energia fraca, forte e dominante são delimitadas respectivamente 

como discutida na introdução, mediante a Relatividade Geral e a Teoria Quântica de 

Campos, por [12, 38]: 
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e 

 

,,  itt io ,           (2.28c) 

 

seguindo-se fontes [39,40,41] pesquisadas por Ref. [38]. As fontes to, tρ e tθ são, 

respectivamente, as fontes de uma dimensçai do espaço quadridimensional de 

Minkowsky, da dimensão extra radial e da dimensão extra angular, num espaço-tempo 

em 6D. Tais fontes delimitam, em seus respectivos espaços, uma componente escalar do 

momento de tensor-energia da Equação de Einstein em 6D. Podem ser entendidos, em 

relação a valores positivos, como seguindo a Teoria Quântica de Campos por termos 

quadráticos de energia seguir tal restrição em geral, enquanto que a condição de energia 

dominante está relacionada ao Princípio da Causalidade da Relatividade Geral, 

relacionada a dimensão de tempo do espaço-tempo em seis dimensões ser associada a um 

fluxo de distribuição de matéria maior ou igual ao das dimensões extras. 

 A condição de energia nula pode ser descrita por to + ti ≥ 0 da condição de energia 

fraca. Assim, a condição de energia fraca engloba a condição de energia nula. A condição 

de energia nula, quando violada, possui matéria classificada como “exótica” [38, p. 99]. 

Na condição de energia forte, há a compreensão da energia nula mas não da energia fraca. 

A condição forte de energia pode ser violada em todo processo inflacionário com 
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constante cosmológica, sendo também uma propriedade genérica dos campos escalares, 

segundo fontes referendadas [38, p. 99]. A condição de energia dominante é a mais 

restritiva dentre as condições de energia classificadas em relação ao formalismo proposto 

pela tese, sendo que, quando a matéria obedece a essas quatro condições de energia, ela 

é chamada de “matéria normal” [38, p. 100]. 

 

2.2.2 Modelo GS 

 

 O modelo teórico Guerguetta-Shaponishkov GS [4] trata de um estudo que 

localiza o campo de gravidade (com energia de vácuo) em mundo-brana tipo-corda com 

seis dimensões: as quatro dimensões usuais em nosso mundo mais duas dimensões extras 

espaciais que não pertencem ao nosso mundo. Assim, a métrica de Randall-Sundrum pode 

ser entendida como um caso espacial da métrica do modelo GS, pelo fator de warp 

identificado na Eq. (2.14). 

 As Equações de Einstein respectivas da Eq. (2.26), portanto, seguem 

analogamente como deduzidos os tensores de Einstein do modelo de Randall-Sundrum, 

sabendo que K6 (K4) e Λ (Λ4) são respectivamente a Constante de Einstein em 6D (4D) 

com constante cosmológica em 6D (4D), por: 
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em que as Eqs. (2.29a), (2.29b) e (2.29c) referem-se aos espaços quadridimensional, ao 

longo de ρ e ao longo de θ respectivamente (verificando que os apóstrofos indicam 

derivada com respeito a ρ e que ti, i = θ, ρ e o, representa os escalares de densidade de 

energia respectivos das duas dimensões extras e de uma dimensão do espaço 
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quadridimensional de Minkowsky), de acordo com o lado direito destas expressões sendo 

dada também pela Equação de Einstein em 4D por: 

 

 gKRgR 44
)4()4(

2

1
 .

          
(2.30) 

 

Logo, as seguintes condições são obtidas por constante cosmológica em quatro 

dimensões definida como zero, escalares de energia iguais a zero e constante cosmológica 

em seis dimensões (Λ) diferente de zero, mediante as Eqs. (2.29), pois assim o lado 

esquerdo das Eqs. (2.29) são iguais: 
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sendo κ--1/4 = M6 a Massa de Planck em seis dimensões, Λ a Constante cosmológica em 

seis dimensões e Ro a Constante de escala de raio do bulk. 

 Desse modo, o modelo GS tem a desvantagem de não seguir energias diferentes 

de zero, além de não delimitar também todas as conhecidas condições de regularidade na 

origem, advindas, por exemplo, de Refs. [6,7] e outros trabalhos que estudaram a métrica 

dada pela Eq. (2.26) envolvendo Teoria Quântica de Campos. No entanto, este modelo 

segue o fator de warp do modelo de Randall-Sundrum mediante a dimensão extra radial, 

permitindo encontrar a métrica dada pela Eq. (2.10) como um caso especial da métrica 

em seis dimensões ao anular a variação da coordenada de dimensão extra angular. 

 No modelo GS existe um modo zero gravitacional, de uma Equação tipo-

Schröedinger, normalizado, além de possuir um espectro Kaluza-Klein (KK) que gerava 

um termo extra de correção ao potencial newtoniano (mediante o Potencial de Yukawa 

associado a grávitons massivos) diretamente proporcional à r-3, sendo r o raio do potencial 

newtoniano. O Problema da Hierarquia, é bom repetir, é resolvido inserindo-se uma 

tensão na brana e sem precisar de ajuste da constante cosmológica. Ademais, para haver 
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a localização gravitacional em geral, é necessário impor um valor máximo finito para a 

dimensão radial do espaço de bulk, devido à dependência exponencial da solução 

referente analítica. 

 A contribuição ao potencial newtoniano por tal modelo, de maneira contínua e por 

modos massivos (com vários termos discretos analisados como infinitesimais somados, 

por intermédio do Potencial de Yukawa associado na brana), por [4]: 
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pelo qual GN é a Constante Gravitacional de Newton e m1 e m2 são massas puntiformes 

com uma distância entre si por rn. Como descrito anteriormente, a dependência da 

contribuição ao potencial newtoniano por rn é menos perceptível a grandes distâncias de 

rn em relação ao modelo de Randall-Sundrum (RS), o que se assemelha mais à Teoria da 

Gravidade de Newton em dimensões macroscópicas. 

 

2.2.3 Modelo corda-charuto 

 

 O modelo de corda-charuto advém, inicialmente, da solução estacionária e 

bidimensional do fluxo de Ricci [42]: 
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oriunda pela métrica de 

 

  2222
2 tanh  dkdds  .            (2.34) 

 

 As vantagens de tal modelo, inserido num mundo-brana tipo-corda em 6D, está 

no fato de haver obediência das condições de energia e de regularidade na origem, 

diferentemente do modelo GS que segue condição de vácuo para as fontes respectivas. 
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 Assim, como a solução das Equações de Einstein oriunda da Eq. (2.26) é descrita 

semelhantemente pelas Eqs. (2.29), tem-se, como definido pelo modelo da corda-charuto 

[5], que 
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de forma coerente com a Eq. (2.26). 

 Nesse sentido, a constante cosmológica em seis dimensões está relacionada a k 

por: 
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ao se analisar a Equação de Einstein para o modelo matemático da corda-charuto, 

semelhantemente a k = c como fornecido pela Eq. (2.31c). A vantagem de se trabalhar 

com o modelo teórico advindo das Eqs. (2.35) está no fato de seguirem as conhecidas 

condições de regularidade como definidas, além das condições de energia fraca, forte e 

dominante como especificadas. As tais condições na origem são importantes porque 

servem para regularizar a geometria próxima à brana. 

 Para completar a análise, justificando o porquê que o modelo teórico da corda-

charuto satisfaz as Eqs. (2.29) e seguem as condições de energia delimitados pelas Eqs. 

(2.28), são delimitados os seguintes escalares de energia oriundos das Eqs. (2.35) 

compativelmente: 
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 Como consequência, esse modelo tem uma característica peculiar próximo à 

origem, em relação à localização gravitacional próxima à brana, que os modelos 

propostos que seguem as condições de regularidade na origem, desta tese, obedece 

equivalentemente. O modelo corda-charuto, em similaridade ao modelo GS, tem 

comportamento semelhante a este, pela localização gravitacional ou solução das 

Equações de Einstein (2.29), quando a dimensão extra radial tende ao infinito (exceto por 

um reescalonamento da massa de gráviton m por me-1/2). O Problema da Hierarquia, pelo 

modelo da corda-charuto, é resolvido por um ajuste no parâmetro k associado à M6. Neste 

modelo há modos massivos ressonantes detectados próximo à brana, pela análise 

numérica como obtida [43]. 

 

2.2.4 Modelo suavizado em 6D 

 

 Pela Ref. [12], tal modelo segue a métrica (2.26) e, portanto, às Equações de 

Einstein (2.29). Ademais, o ansatz dado pela Eq. (2.35a), é mantido. Entretanto, o ansatz 

dado pela Eq. (2.35b) é modificado pela seguinte expressão: 

 

    222 ML  ,             (2.38) 

 

que é uma equação que segue semelhantemente o modelo corda-charuto próxima à 

origem. Como consequência, quando a dimensão extra radial ρ tende ao infinito, a 

localização gravitacional é semelhante ao do modelo GS, reescalonando a constante de 

massa de gráviton m por me-1/2 como há no modelo da corda-charuto. Como resultado, 

todas as condições de regularidade na origem e de energia também são obedecidas por 

esse modelo. 
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2.2.5 Modelo com vórtice abeliano em seis dimensões 

 

 A lagrangeana correspondente a esta seção (seguindo o contexto das Eqs. (2.26), 

em seis dimensões com mundo-brana em quatro dimensões e tipo-corda como relatado), 

pelo modelo de Abelian-Higgs com constante cosmológica, é descrita por [6,7]: 

 

    

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neste sentido, os primeiros dois termos da ação dada na Eq. (2.39) (-R/2κ – Λ) 

representam a Integral de Einstein-Hilbert com Constante Cosmológica, o terceiro termo 

((1/2)gab(Daφ)*Dbφ) é delimitado como um termo cinético padrão de campo (com a 

derivada covariante de gauge Dj = ∇௝ − 𝑖𝑒𝐴௝ , em que ∇௜ é a derivada covariante na direção 

j e e é o acoplamento de gauge), pela Teoria Clássica de Campos (TCC) e com φ sendo 

um campo de Higgs, o penúltimo termo sendo descrito por Fab = ∂aAb - ∂bAa, 

representando o Eletromagnetismo pela TCC com Ai sendo o campo de Eletromagnetismo 

na direção i e Fab sendo o tensor de Maxwell, e o último termo ((-λ/4)(φ*φ – υ2)2) sendo 

uma representação de auto interação também da TCC, analogamente como há na Eq. 

(2.20), com λ sendo a constante de acoplamento próprio e υ a constante de vácuo do 

Campo de Higgs. Assim, as equações de movimento correspondentes à lagrangeana da 

Eq. (2.39), por Ref. [7] seguindo o Princípio Variacional e a Eq. (2.3), são: 
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e 

 

 abababab gTRgR  
2

1 ,           (2.41) 

 

com: 
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 A ideia de vórtice (fluxo de matéria que fazem voltas concêntricas em relação a 

um ponto que, no caso, é onde se localiza a brana, como pode ser percebido por Aj na 

direção radial sendo zero), caracterizada pelo número de voltas n (winding number) e nas 

Eqs. (2.40) e (2.41), são dadas por: 

 

     inef,            (2.43a) 

 

e 

 

     Pn
e

A 
1

, .          (2.43b) 

 

 Dessa forma, as Eqs. (2.43), quando inseridas nas Eqs. (2.40) a (2.42), resultam 

em um sistema de equações que depende somente da dimensão extra radial ρ. Ainda neste 

contexto, definem-se, por comodidade: 

 

2v ,            (2.44a) 

 




2e
             (2.44b) 

 

e 

 

2
 

 ,            (2.44c) 

 

em que mH = (2λ)1/2υ é a massa do bóson de Higgs e eυ é a massa vetorial do bóson de 

Higgs. 

 Assim, continuando o assunto exposto, as definições de: 
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    LxLo  ,           (2.45c) 

 

x ,            (2.45d) 

 

juntamente às Eqs. (2.43) e (2.44) [7], delimitam as Eqs. (2.40) e (2.41) da seguinte forma: 

 

    014 2

2
2

2

2

 f
L

P
ff

dx

df
FH

dx

fd

o

      (2.46a) 

 

  04 2
2

2

 Pf
dx

dP
FH

dx

Pd         (2.46b) 

 

0
22 363  vHFHF

dx

dF

dx

dH
       (2.46c) 

 

 vH
dx

dH
 2104           (2.46d) 

 

 vHHF  264 ,          (2.46e) 

 

em que as Eqs. (2.46c) à (2.46e) delimitam a Equação de Einstein dada pela Eq. (2.41), 

enquanto as Eqs. (2.46a) e (2.46b) são equivalentes às Eqs. (2.40), com os escalares de 

energia e pressão descritos mediante a Eq. (2.42), respectivamente para o mundo brana, 

a dimensão radial extra e a dimensão angular extra, por: 
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 Seguindo-se as Eqs. (2.40) e (2.41), de acordo com as regularidades na origem 

sendo respeitadas dadas pelas Eqs. (2.27) e com um vórtice típico sendo seguido (f(0) = 

0, f(∞) = 1, P(0) = 1 e P(∞) = 0), verifica-se por método numérico que tais expressões 

têm fatores de warp semelhantes ao do modelo GS para a dimensão extra radial tendendo 

a infinito, pois, segundo a Ref. [6], neste limite os fatores de warp σ e γ são diretamente 

proporcionais a exp(-cρ) (com c sendo constante) com a geometria relacionada 

aproximadamente a métrica correspondente, pela Equação de Einstein, apenas pela 

Constante Cosmológica Λ. 

  

2.3 Descrições físicas associadas em 5D e 6D 

 

2.3.1 Aspectos universais gravitacionais em modelos com D 

dimensões 

 

 Mediante a Ref. [11], a seguinte métrica, com ηab = (+1, -1, -1, -1), xa sendo as 

coordenadas em 4D de Minkowsky (com a = 0, 1, 2, 3), zi = xi+3 (com i = 1, ..., n) sendo 

as coordenadas extras em d – 4 dimensões e xμ sendo as coordenadas em d dimensões, 
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associada à termos com til delimitados como oriundos de perturbação da métrica (com 

𝑔ఓఔ = 𝑒ି஺𝑔෤ఓఔ, Gμν sendo o tensor de Einstein não perturbado, 𝐺෨ఓఔ oriundo do tensor de 

Einstein com perturbações e d sendo o número de dimensões) [3,11,39] 
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resulta, com um gauge denominado sem traço/transverso (ℎ௕
௔ = ∇௕ℎ

௔௕ = 0) que torna 

não-nulo apenas os termos delimitados por 𝜕ఘℎఓఔ (sabendo que apenas os termos com hab 

são diferentes de zero em hμν e lembrando que A = A(zi)) [11]: 
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 Segundo a Ref. [11], de acordo com o tensor de Einstein não perturbado e a 

definição de δTμν como se segue na próxima equação, considerando somente os termos 

que possam ser zero segundo o gauge escolhido e a Equação de Einstein não perturbada, 

tem-se mediante a Eq. (2.50) que: 
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 Desse modo, os dois termos que permaneceram na Eq. (2.51) são cancelados por 

dois termos da Eq. (2.50), ao se igualar Gμν = κTμν. Assim, considerando δGμν = 0 pela 

Eq. (2.50) e ℎఓఔ = 𝑒(ௗିଶ)஺/ସℎ෨ఓఔ, segundo os termos restantes da Eq. (2.50) diferentes da 

Eq. (2.51), tem-se: 
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que pode ser reescrita como uma Equação tipo-Schröedinger, generalizando o resultado 

encontrado em Randall-Sundrum [1,2] em que há A(z) = (1+k|z|)-2 e d = 5, com 

ℎ෨௔௕(𝑥, 𝑧) = ℎෘ௔௕(𝑥)𝜓(𝑧) e −𝜂௔௕𝜕௔𝜕௕ℎෘ௔௕(𝑥) = 𝑚ଶℎෘ௔௕(𝑥) associado à m ser uma massa 

de flutuação de Kaluza-Klein em 4D inclusa semelhantemente como há na seção 2.1.1 

pela Eq. (2.8), por: 
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 Nos casos em seis dimensões associados à Eq. (2.53), verifica-se que o termo entre 

colchetes, dado em geral, pode ser descrito, gravitacionalmente, por fatores de warp em 

função de z e valores inteiros de número de momento angular, como, por exemplo, nos 

modelos em seis dimensões descritos anteriormente [5,12] e nos demais, também em seis 

dimensões, a serem discutidos no capítulo 4. 

 Diante do descrito, como outro aspecto discutido na Ref. [11] de caráter universal, 

a correção do potencial newtoniano, mediante o Potencial de Yukawa em relação a uma 

massa de gráviton, é descrita de forma discreta ou contínua (desta forma com infinitos 

termos de massas diferenciais) de acordo com o mundo-brana em z = 0, respectivamente 

por: 
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sendo 𝜅ଶ = 𝑀∗
ଶିௗ, n o número de dimensões total, rn o raio do potencial newtoniano, M1 

e M2 as massas de prova puntiforme pelo potencial newtoniano e Ψm uma solução da Eq. 

(2.53). 

Na Ref. [18] há uma descrição física relacionada a uma quasilocalidade (estudo 

que envolve a localização de gravidade com espaço-tempo assintoticamente plano longe 

da brana) mediante uma ressonância por tunelamento em relação ao mundo brana em 4D, 

descrevendo coerentemente a contribuição de um potencial newtoniano em 5D como há 

no modelo RS. 

 Nesse contexto, há ainda modelos de brana Bloch que permite uma descrição com 

dependência de r-3, analisando uma gravidade localizada [19], assim como há no modelo 

RS, ao se incluir dois campos escalares reais na ação lagrangeana, juntamente ao termo 

de Einstein-Hilbert. Ressalta-se que o modelo GS segue o Potencial gravitacional com 

dependência de r-4, que é associado a um modelo em seis dimensões. 
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2.3.2 Sobre ressonâncias e localização gravitacional em mundos 

branas com 5D ou 6D. 

 

Ressonâncias gravitacionais são entendidas como variações abruptas de 

probabilidade associadas a uma partícula com uma massa em particular, que é associada 

à função de onda, ou, de outro modo, como um coeficiente de transmissão [16]. Desse 

modo, encontram-se resultados de ressonâncias em vários artigos [14-18,20-23] no 

formato de variação de probabilidade, de forma discreta ou contínua, enquanto em Ref. 

[21] há análise de um caso seguindo um coeficiente de transmissão, que pode ser 

entendido como um tunelamento de partícula num mundo brana em 4D inserido num 

mundo em 5D. Associado a essas questões, é possível não haver localização gravitacional 

com ressonâncias de ondas planas oriunda da equação tipo-Schrodinger [17], assim como 

também é possível não ter modos localizados em alguns casos sem o campo de dilaton, 

por haver ação lagrangeana divergente em 5D. Muitos estudos avaliam, sob o contexto 

de modos massivos ou não massivos de modos Kaluza-Klein (KK), campos diversos que 

sejam associados à métrica do espaço-tempo e, por conseguinte, à gravidade. Mesmo em 

trabalhos que tratam de ressonância de grávitons, no entanto, pode ser associado um 

campo escalar, semelhantemente como delimitada a seção 2.6 sem o campo de dilaton, 

como há em Refs. [22,23]. Um exemplo de campo inserido são os campos vetoriais de 

gauge [25], delimitados no contexto do modelo da corda-charuto. Outros exemplos, na 

física gravitacional, são a inclusão de campos tensoriais de gauge [17,26], campos de 

Kalb-Ramond [14,16,18], e campos de gauge numa brana Bloch [15]. 

Como observação relevante, que pode ser associada à fenomenologia como caso 

limite, ressonâncias gravitacionais devem ser analisadas com massa muito pequena, como 

há em [23], o que concorda com a suposição existente no modelo GS para massas de 

origem gravitacional serem bastante baixas, o que pode ser associado à formulação da 

ação lagrangeana desenvolvida na seção 2.2.5 [6,7] de acordo à contribuição ao potencial 

newtoniano e a localização gravitacional referente [4,5,11,12]. 

 Assim, o trabalho de I. Oda (2000) [27] delimita, no contexto de métricas 

estudadas em seis dimensões, também partículas de spin 0, ½, 1 e 3/2. Logo, os estudos 

realizados de acordo com outros campos existentes, no lugar de partículas de spin-2 como 

os grávitons, podem ser analisados semelhantemente com a determinação de equações de 

movimento referentes a cada campo (partícula), como os detalhados pelas Refs. [27,34].  
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3 SOLUÇÕES PROPOSTAS DA EQUAÇÃO 

DE EINSTEIN COM LOCALIZAÇÃO 

GRAVITACIONAL 

 
Serão analisadas soluções oriundas das Equações de Einstein com a proposta de 

suavização do modelo GS, seguindo uma métrica que pode ser analisada em geral na 

seção 2.2. Desse modo, serão analisadas soluções das Equações de Campo de Einstein 

correspondentes à seguinte métrica: 
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que são detalhadas como descritas as Eqs. (2.29) associando-se Λ4 igual a zero. Assim, 

as próximas seções deste capítulo abordarão as Eqs. (2.29), com 
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em que λi é uma constante com λo sendo uma constante apenas num caso especial que 

será discutido no capítulo 4, c sendo uma constante como será determinada e a Eq. (3.1b) 

sendo generalizada para outros casos distintos nos casos gerais e gerando, mediante a Eq. 

(2.29c), 
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com apóstrofo indicando derivada com respeito à ρ. É importante frisar que as soluções 

gerais deste capítulo, seguindo as restrições associadas, abrangem quaisquer soluções 
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específicas, como a seção 3.2 abrange todas as soluções específicas analíticas das seções 

3.1, 3.2 e do modelo E do capítulo 4. Ademais, as soluções desenvolvidas neste capítulo 

não foram encontradas na literatura pesquisa, sendo, portanto, propostas de solução. 

Na seção 3.1 serão discutidas soluções analíticas da Equação de Einstein, que 

consideram os escalares de pressão, das dimensões extras, como iguais, também com 

delimitação das condições de energia e de regularidade na origem e generalizando para 

outros casos o valor de A oriunda da Eq. (3.2). Assim, também será discutida a localização 

gravitacional e o potencial de Schröedinger respectivos. 

A seguir, na seção 3.2, é especificado um método de construção de solução 

analítica ou precisando resolver uma integral bem definida, em concordância com as 

soluções analíticas investigadas pelas seções precedentes e que também seguem as 

condições de energia e de regularidade pela origem. 

Na seção 3.3 será demonstrada uma solução diferencial geral (diferente da 

desenvolvida na seção 3.2, como será discutido pela falta de unicidade com condições de 

contorno diferentes da solução diferencial) que suaviza o modelo GS, com especificação 

das condições físicas sendo satisfeitas e que possibilitam tal solução como coerente 

fisicamente. Entretanto, esta solução não é resolvida analiticamente em tal seção, só 

havendo obtenção de equações diferenciais que sigam todas as condições supostamente 

exigidas, necessitando também resolver algumas integrais que fazem parte da solução 

associados aos fatores de warp. Assim, as soluções associadas à tal desenvolvimento 

teórico, de forma numérica ou analítica, são possíveis para todos os casos possíveis de Λ 

e para qualquer valor de ρ e de λρ,θ como especificado (com exceção de λρ,θ = -Λ que 

ocorre no modelo da corda-charuto e no modelo tipo-corda suave[5,12]), podendo-se 

utilizar o método numérico da diferença finita quando delimitado uma condição de 

contorno compatível com a solução sendo real. 

Na seção 3.4 será discutida uma solução geral e analítica alternativa, da seção 3.3, 

seguindo todas as condições de contorno matemática e que, como de fato deve ser pelo 

analisado na seção 3.3, não segue qualquer solução pelo método geral analisado na seção 

3.2. Veirificar-se-á um caso especial na localização gravitacional referente à tal solução. 

Na seção 3.5 discute-se a respeito de uma solução analítica, seguindo a Equação 

de Einstein, envolvendo uma lagrangeana específica e a constante cosmológica. Na seção 

3.6 será analisado soluções aproximativas que se esperam serem convergentemente 

exatas, de modo geral, de acordo com as soluções do capítulo 3. 
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3.1 Soluções obtidas com escalares-de-pressão iguais das 

dimensões extras 

 

3.1.1 Solução das Equações de Einstein 

 

A solução de A iniciou-se pela seguinte expressão: 
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Então, a Eq. (3.3), analisada pela Equação de Riccatti, permite-nos achar a 

próxima solução pela Equação Diferencial Associada de Legendre, que pode ser 

verificada pelo conhecido método associado [50] como descrito pelas Eqs. (3.3) e (3.4), 

por: 
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sendo: Pm
n(tanh(cρ)) o Polinômio Associado de Legendre de primeiro tipo e em função 

de tanh(cρ), Qm
n(tanh(cρ)) o Polinômio Associado de Legendre de segundo tipo e em 

função de tanh(cρ), C1 a Constante arbitrária da solução. Analisando mais diretamente a 

Eq. (3.2), pode-se ter a solução de A = -cotanh(cρ) que será discutida no próximo capítulo. 

De acordo com a descrição das condições de regularidade na origem pela seção 2.2.1, 

deve-se delimitar o intervalo de 0 ≤ ρ < +∞, como se tornará evidente nesta seção. 

Também, é possível definir 0 ≤ θ ≤ 2π. 

 As duas soluções analíticas de A devem ser analisadas de forma complementar 

por A(0) = 0, com ambas tendo mesma solução ou diferente soluções (segundo a quais 

parâmetros estão associadas, descritas na Eq. (3.2)) pelas condições inseridas como foram 

determinadas. Entretanto, a solução analítica dada mediante a Eq. (3.5) abrange mais 

casos do que a outra solução analítica comentada da Eq. (3.2), que é mais simples. A 

solução mais simples será descrita com mais atenção no próximo capítulo. É importante 

observar também que há a possibilidade de a solução de A não ter unicidade em geral por 

ser não linear segundo a Ref. [30]. No presente texto, verificar-se-á segundo as seções 3.3 

e 3.4 deste capítulo que, de fato, não há unicidade, que descrevem outra solução com 

mesmos parâmetros oriundos da equação diferencial de Einstein associada. Assim, para 

os mesmos escalares de pressão segundo os mesmos parâmetros desta seção descritos em 

geral, não há solução analítica de acordo com as seções 3.3 e 3.4 para mesmas condições 

de contorno de u e u’ da presente seção (o que indica também que a solução de u também 

não tem unicidade em geral, pois as condições de contorno deste podem ser descritas, em 

geral, por duas soluções gerais complementares, uma valendo para ρ igual a zero e a outra 

não). 

 Na solução da Eq. (3.5) é observado que A, com ρ = 0, pode ser zero unicamente 

com zero ou positivo –Λ por zero C1 com alguns valores para m, obedecendo as condições 

de regularidade na origem de σ. Isso é verdade porque, unicamente para zero C1 e m igual 

a 0, 2, 4, 6, 8, …, tem-se zero A para ρ = 0. Para outros casos de positivo –Λ e mesmo 

limite, A tende a um valor infinito. Entretanto, se for requerido a condição de ρ tendendo 

ao infinito de forma geral, então é obtido Λ diferente de zero suavizando o modelo GS, 

por finito A como uma identidade pela Eq. (2.31a) e A = -co = -4m/5. Esta solução serve 

como exemplo de solução com restrições, que pode descrever fisicamente um modelo GS 

suavizado com Λ diferente de zero. A suavização do modelo GS será completada pelo 

fator de warp γ nesta seção descrita, seguindo a Eq. (2.31b) para ρ tendendo a um valor 

infinito e positivo. 
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 Para esclarecimento, os Polinômios Associados de Legendre são caracterizados 

pelas próximas relações [28,29]: 
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com: 
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em que Pn pode ser dado por cj, com j par (incluindo j = 0) ou j ímpar, diferente de zero 

[28,29]. Este é outro modo de interpretar Qn sendo um Pn, com diferentes valores de j do 

mesmo Pn na mesma solução geral da equação diferencial associada de Legendre. Desse 

modo, considerando unicamente par ou zero j para Pn, a solução analítica segue as 

condições de regularidade na origem. Se neste modo C1 puder ser diferente de zero, não 

é possível ter A = 0 por mesmo Pn (que, de outro modo, resulta numa solução com A  

diferente de zero) por Qn e ρ = 0 em concordância com isso. Assim, a solução é verdade 

por valores reais de m e n. Portanto, tem-se, de maneira completa, a solução de A pelo 

método da Equação de Riccatti. Nesse sentido, a solução dada pela Eq. (3.5), para ser 

coerente fisicamente, deve ter positivo ou zero –Λ para qualquer valor positivo de tθ, de 

modo coerente. 

 Desse modo, a solução de A, como dada pela Eq. (3.5) (ou qualquer outra solução 

de A, com mesma condição de contorno e possível outro ansatz fisicamente distinto da 

descrita pela Eq. (3.1b), o que serve como base para as discussões mais gerais do texto), 

permite identificar: 
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por intermédio da Eq. (3.2) associada. 

O próximo passo é o de solucionar a Eq. (2.29b) também na origem, conforme a 

Eq. (3.8). Assim, primeiramente γ é isolado pela Eq. (2.29b): 
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em que é assumido λρ e λθ como constantes para qualquer valor definido de ρ e C2 é uma 

constante arbitrária. Portanto, no mesmo modo como descrita a Eq. (3.8), próxima à 

origem a Eq. (3.9) é reescrita como: 
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sendo C3 e C4 constantes. Assim, pela Eq. (3.10), ambas as condições de regularidade na 

origem referents e γ são obedecidas com C3 = 2 e C4 = 1, coerentemente com as outras 

condições de regularidade na origem sendo verdade pelas Eq. (3.25) com C1 = 0, de: 
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com 
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Desse modo, em geral (não apenas para os escalares das dimensões extras como 

especificadas, como será examinado nas seções de cunho mais geral), os escalares de 

pressão das dimensões extras são consideradas como iguais para todo valor de ρ. 

Logo, em cada uma das Eqs. (2.29b) e (2.29c), o lado esquerdo desses foram 

equacionados, delimitando: 
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com C5, C6 e C7 constantes e seguindo as condições de regularidade na origem de γ por 

um ajuste de C7. 

Dessa maneira, a constante C7 pode ser definida da seguinte forma, associada à 

Eq. (3.8): 
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Pela próxima expressão tem-se λo > λρ = λθ pela Eq. (3.25), sendo a Eq. (3.15) 

verdade como desenvolvida [4] pelas Eqs. (2.29) em geral, considerando zero Λ4 e os 

apóstrofos delimitando derivada com respeito a ρ: 
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 Todos os escalares de energia, pelas soluções desenvolvidas para os fatores de 

warp, são aproximadamente zero para ρ tendendo ao infinito. Ademais, todas as 

condições de energia são satisfeitas. No caso da solução dada por A da Eq. (3.5), isso é 

verdade porque A é sempre negativo (com λθ em modulo maior que -Λ e seguindo c 

positivo), associado à Eq. (3.15) e ρ positivo. Nas seções 3.3 e 3.4, as mesmas condições 

físicas são obedecidas, com ρ sendo positivo. No caso que suaviza o modelo GS com 

positivo ρ, os fatores de warp são positivos e decrescentes, sendo aproximadamente zero 

para ρ tendendo ao infinito. Casos análogos existem com negativo ρ e tρ’ e A positivos 

com mesmos valores em módulo sendo as únicas mudanças, por mesmos fatores de warp. 

Pode ser provado que A é negativo estendendo o caso de n sendo um positivo 

inteiro para um real e positivo n muito próximo do valor anterior, por C1 = 0. Assim, o 

intervalo definido de ρ é coerente com as condições de energia, mediante a Eq. (3.8) com 

c > 0 e C7 < 0. Portanto, os fatores de warp podem ser determinados por: 
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pelo qual é obtida a solução analítica dos fatores de warp pela Eq. (3.5): 
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O Escalar de Ricci associado às Eqs. (2.29) é dado por [5] 
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com a métrica de Minkowsky delimitando o Escalar de Ricci do mundo brana por: 
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Então, com suporte no lado direito da Eq. (3.2) e com apóstrofos significando 

derivadas com respeito a ρ, tem-se: 
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que segue, no limite de ρ infinitamente grande, R = 3K6Λ. 

 

3.1.2 Localização gravitacional 

 

 Considerando a seção 2.3.1 analogamente, com hab sendo redefinido igualmente 

por hμν, a equação de movimento de um gráviton pode ser dada, também seguindo, assim 

como na seção 2.3.1, um gauge transverso e sem traço dado por: 
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tem-se a seguinte equação de movimento gravitacional, para a componente transversa do 

espaço de bulk [3,4,27]: 
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em que foi considerado −𝜂ఓఔ∇ఓ∇ఔℎఓఔ(𝑥) = 𝑚ଶℎఓఔ(𝑥) (condição de massa m de 

gráviton com ∇ఓ sendo o operador de uma derivada covariante) e ℎఓఔ(𝑥, 𝜌, 𝜃) =

𝜙௠(𝜌)ℎఓఔ(𝑥)∑ 𝑒௜௟ఏஶ
௟ୀ଴  (conhecida como decomposição de Kaluza-Klein (KK)) e que 

pode ser reescrita por: 
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 Assim, a localização gravitacional pode ser estudada por: 
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sendo mo uma constante de massa e l um número inteiro de momento angular intrínseco.  

Logo, considerando β variável, a massa m é dependente da posição no espaço de 

bulk para l diferente de zero. 

 Poderia ser estudado os resultados analíticos da Equação de Einstein para outros 

campos, como nas Refs. [11,27,36], porém, nesta seção, apenas será considerado o 

gráviton de spin-2. 

 Neste sentido, pode ser reescrita a Eq. (3.21a), pelas soluções das Eqs. (3.5) e 

(3.17a), por: 
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 Então, como se tem a solução da Equação de Einstein que suaviza o modelo GS, 

há também uma suavização do modelo GS no mesmo limite (ρ tendendo ao infinito). Em 

outras palavras, nesse limite, o modelo descrito pela seção presente obedece 
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com mesmo comportamento do modelo GS e, como consequência, tem-se máximo valor 

finito para ρ com o intuito de haver localização gravitacional por somente ϕm como função 

de onda, em que Csa é uma Constante associada à solução para ρ tendendo ao infinito. O 

modo zero gravitacional deste tipo de função de onda é, de forma localizada, uma 

constante [4], pois o espaço-tempo permite esta localização gravitacional com a 

normalização da função de onda no espaço de bulk. Assim, como os demais modelos 

deste capítulo que suavizam o modelo GS, a localização gravitacional, para ρ tendendo 

ao infinito, corresponde aproximada e igualmente o modelo GS, diferente um pouco dos 

modelos estudas de tipo-corda suave e corda charuto [5,12] que consideram m substituído 

por m/e1/2 pela localização gravitacional, no mesmo limite. Assim, pode-se dizer que os 

modelos descritos por este capítulo recuperam o modelo GS igualmente, para quando os 

escalares de pressão e energia são zero, assim como no modelo GS. 

 Assim, ϕm com ρ tendendo ao infinito é descrito coerentemente de maneira similar 

ao modelo GS, mediante a Eq. (3.23) com: 
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em que D1 e D2 são constantes arbitrárias e J5/2 e Y5/2 são funções de Bessel de primeira e 

segunda espécie, respectivamente, de ordem 5/2. 
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 Para o caso limite de ρ próximo de zero, os modelos descritos nesta seção, segundo 

as Eqs. (3.22), fornecem: 
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resultando pelas funções de Bessel respectivas: 

 

    ololm mYDmJD 43  ,              (3.26) 

 

sendo D3 e D4 constantes arbitrárias e permitindo uma localização gravitacional 

coerentemente com o modelo corda-charuto, tipo-corda suave e os demais modelos 

analisados que seguem as condições de regularidade na origem [4,12]. Observa-se 

também que pelo estado s e l = 1 talvez seja encontrado um modo ressonante massivo por 

uma análise numérica. Poderia ser investigado uma Equação tipo Schröedinger [5,12,43] 

oriundo de ϕm, porém preferiu-se adotar esse formalismo apenas no capítulo 4, em que se 

encontra muitas soluções com uma barreira de potencial infinito na origem e que podem 

indicar influência de modo massivo por potencial de barreira finita para l = 1 em relação 

a um mundo brana. 

 

3.1.3 Problema da Hierarquia 

 

O Problema da Hierarquia pode ser solucionado, compativelmente, pela próxima 

relação [4,5]: 
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2 2  dMM P ,            (3.27) 

 

em que, pela solução analítica obtida pelos fatores de warp associada à Eq. (3.8), 
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(3.28) 

em que C7 é dado pela Eq. (3.14). A solução dada pela Eq. (3.28) pode ser estendida aos 

demais casos que seguem as condições de regularidade na origem e suavizam o modelo 

GS, com dA/dρ sendo finito na origem e tθ (ρ = 0) = λθ, como há em soluções analíticas 

do capítulo 4 e deste capítulo. 

 Desse modo, o valor de λθ pode ser ajustado, coerentemente com o valor requerido 

de M6, sabendo que as condições de energia da solução analítica dos fatores de warp são 

obedecidos coerentemente com λθ maior do que Λ (com Λ < 0) em módulo e c positivo. 

 

3.2 Método geral de construção de solução seguindo escalares-

de-pressão iguais 

 

 Em concordância com as soluções de A que ocorrem na seção 3.1, pode-se 

construir qualquer função de A que possua:  

1) A tendendo a –co com ρ tendendo ao infinito;  

2) A igual a zero para ρ = 0;  

3) A = -cof, em que f e ρ são sempre positivos;  

4) A é diretamente proporcional a ρ próximo da origem;  

5) o intervalo de integração de A seja de zero a ρ; e  

6) a derivada segunda de A, com respeito à ρ, seja sempre positiva, com A sendo 

função real cada vez mais próximo de uma constante por variação positiva de ρ.  

Desse modo, a Eq. (3.13) pode ser seguida associada à Eq. (3.15), delimitando 

todas as condições físicas requeridas de regularidade na origem e de energia dominante 

(seguindo-se escalares de pressão tρ e tθ como iguais). A condição 6), é bom ressaltar, é 

possível de provar que não pode ser relaxada, para dtθ/dρ < 0 e A < 0 para ρ > 0. 

 Assim, pode-se construir vários modelos que suavizam o modelo GS. As únicas 

restrições são seguir as condições inseridas e a Eq. (3.13). Então, para a solução ser 

totalmente analítica da Equação de Einstein, pode-se escolher uma função de A que tenha 

solução, sem integração numérica, para o fator de warp σ. 

 Por exemplo, pode-se determinar analiticamente os fatores de warp σ e γ por: 
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

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b
cA o 
 ,            (3.29) 

com b e a sendo constantes, em que a = 1 e b = K6(Λ + tθ(ρ = 0))/co é possível em geral 

com positivo b diferente de zero (com b negativo haveria A negativo com ρ negativo), em 

que os fatores de warp são dados por: 
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considerando que há suavização do modelo GS e A ≤ 0 com a > 0, b > 0 e ρ ≥ 0. 

 Então, todas as condições matemáticas de localização gravitacional são dadas pela 

seção precedente, segundo esse tipo de solução e, portanto, tem-se localização 

gravitacional similarmente. O mesmo ocorre com o Problema da Hierarquia como 

resolvido, que também deve seguir a seção 3.1.3. 

 Generalizando a Eq. (3.29), pode-se ter, portanto, um valor de A mais geral, com 

mesmos valores de inequações das constantes e de ρ, dado por: 
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sendo C1i qualquer constante e C2i uma constante maior do que 1. Nesse sentido, para C1i 

> 0, a Eq. (3.31) é facilmente respeitada, em que é possível suavização na origem das 

fontes escalares da Equação de Einstein (com C11 = b2, a = 1 e C21 = 2). Na próxima seção 

será vista uma solução diferencial que segue solução distinta, mesmo com mesmos 

parâmetros da Equação de Einstein, da ocorrida na Eq. (3.31), mas que segue as mesmas 

condições físicas requeridas. Isso ocorre devido a não unicidade da solução fornecida 

mediante a Eq. (2.29c), em geral, que tem como caso particular a Eq. (3.2), como é 

possível de acordo com a Ref. [30] (tendo, por consequência, implicação similarmente a 
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não unicidade na solução geral para equações ordinárias diferenciais lineares de segunda 

ordem e homogêneas que se conectam à Equação de Riccatti oriunda da Eq. (2.29c)). 

 

3.3 Solução geral e diferencial da Equação de Einstein com 

escalares-de-pressão iguais e podendo suavizar o modelo GS 

 

Primeiramente, pela Eq. (2.29c), 
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com λi (i = θ,ρ) e c sendo constantes. Apesar do ansatz da Eq. (3.1b) ser seguido nesta 

seção, será visto que ele pode ser substituído coerentemente por outro escalar físico em 

geral como será abordado nesta seção. 

 Apesar da solução da presente seção ser descrita unicamente por equações 

diferenciais, ela delimita uma solução para qualquer ansatz de escalar tθ com um valor 

finito, positivo e aproximadamente zero para ρ tendendo ao infinito, seguindo todas as 

condições de energia e de regularidade na origem. Isso é realizado em geral, 

respectivamente às Eqs. (2.29), com variação da condição de contorno, distante da origem 

e de forma a haver valores reais, sendo possível. Também, desse modo, será verificado 

que tθ = tρ, permitindo um estudo de localização gravitacional pela Eq. (3.21). Como uma 

consequência, esta interpretação torna possível o estudo por método numérico de 

equações diferenciais ordinárias, seguindo soluções distintas das vistas analiticamente 

com A(0) = 0 pelo método da Equação de Riccatti ou outro método, como analisado pelas 

seções precedentes. Isto é possível pois é admitido que A = 0 como função de ponto extra 

à solução, para ρ = 0 e em outro ponto crítico (que são pontos críticos que não têm solução 

numérica ou analítica para A analisado fora desses pontos extras desta seção), o que torna 

verdade, com condição de contorno diferente próximo à origem, que a solução dada por 

esta seção, para A, seja diferente da construída de A analisado pela Eq. (3.31). Para isso, 

no entanto, o intervalo de integração do fator de warp σ é redefinido, invertendo-o, sendo 

de ρ a 0, como será analisado na seção 3.4. Há ainda o fato de se considerar a solução 
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diferencial de forma geral, podendo-se verificar todas as condições físicas em geral. 

Portanto, foram delimitadas as razões dessa abordagem na presente seção. 

A próxima relação da Eq. (3.33) pelas próximas explanações pode reproduzir 

exatamente a Eq. (3.32), como será discutido e provado. Assim, a Eq. (3.32) é reescrita, 

nesta seção, com o primeiro termo substituindo o termo respectivo a 4A’/5 e mantendo 

uma possível solução pela Eq. (3.32) geral, porque fA pode ser qualquer função de ρ 

coerentemente, por: 
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 Em outras palavras, será demonstrado em um modo mais simples que se todos os 

lados da Eq. (3.33) são iguais para todos os lados da Eq. (3.32) com derivada de A 

associada como descrita em geral e exatamente, então se tem completada a demonstração 

de identidade. 

Desse modo, a derivada de A deve ser analisada como: 
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verificando a generalidade existindo com CA sendo uma constante. Portanto, a Eq. (3.32) 

é reescrita, com mesmas condições descritas pelas Eqs. (3.33) e (3.34) e, 

consequentemente, sendo consistente: 
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em que uma coerente solução, de fA, reproduz a Eq. (3.32) pela Eq. (3.34) por 
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que pode-se entender como uma integral indefinida (com zero CA) por 
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4 .            (3.37) 

 A Eq. (3.36) pode delimitar também a Eq. (3.32) por fA em função de A e A’ (de 

Eq. (3.34)) pela Eq. (3.35). 

 Desse modo, em relação à variável fA, a seguinte função é inserida 

compativelmente da forma mais geral possível: 

 

 EE ff  ,                          (3.38) 

 

descrevendo o valor de fA como de forma exata e geral para ρ diferente de zero por: 
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 Assim, o valor de fA pode ser isolado, pela Eq. (3.39), dando a solução por uma 

equação quadrática, permitindo-se determinar: 
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com a Eq. (3.34) reescrita por: 
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 De fato, a Eq. (3.41) tem a mesma formulação matemática de A da Eq. (3.34) no 

contexto da Eq. (3.35), que é a mesma Eq. (3.32) pela relação dada oriunda da Eq. (3.34) 

como provado, delimitando todas as básicas equações do formalismo. 
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 Portanto, se a solução é possível de ser obtida analiticamente utilizando a Eq. 

(3.41), tem-se a solução de A. Isso não será feito como já discutido, porém as condições 

de regularidade na origem são analisadas como se segue nos próximos desenvolvimentos. 

 Assim, assumindo fθ positivo ou negativo com qualquer sinal, a Eq. (3.41), 

próximo à origem (ρ tendendo a zero), tende a: 
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Desse modo, analisando a variação relativa de fθ e fE praticamente com valor zero, 

em relação a uma variação relativa de ρ explícita no denominador do integrando da Eq. 

(3.42), é obtido: 
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que resulta em duas possíveis soluções reais (com C1 sendo zero por A’ = 0), dadas por: 
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em que a Eq. (3.44a) pode corresponder ao modelo GS com ρ próximo da origem. A Eq. 

(3.44a) é entendida como originada de Λ and λθ sendo constantes, de maneira similar a Λ 

no modelo GS, enquanto pela Eq. (3.44b) todas as condições de regularidade pela origem 

do fator de warp σ são satisfeitas, diferentemente do modelo GS. O valor negativo de A 

na Eq. (3.44a) advém de uma suavização do modelo GS associada. A Eq. (3.44a) advém 

de fθ ser positivo (negativo) na origem para sinal de menos (mais) na Eq. (3.43), enquanto 

a Eq. (3.44b) considera fθ negativo (positivo) próximo à origem com o sinal de menos 

(mais). Em todas as soluções desta seção, ressalta-se que fθ não pode ser assumida na 

origem como tendo valor de zero (como ocorre na solução analítica dos modelos da corda-

charuto e tipo-corda suave [5,12]), sendo as soluções válidas para todo valor de ρ como 

especificado inicialmente na presente seção. 

 Descrevendo o caso de ρ próximo da origem, semelhantemente como analisado 

pela Eq. (3.8) por A(0) sendo zero, há: 
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de acordo com um Λ positivo ou negativo seguindo a Eq. (3.14). Desse modo, tem-se fE 

= 2 próximo à origem, concordando com os resultados da Eq. (3.44b) seguindo as 

condições de regularidade na origem oriunda das Eqs. (2.27) (incluindo-se a Eq. (3.13) 

como demonstrada). Logo, averígua-se, pela Eq. (3.33): 
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em que o negativo ou positivo sinal é respectivo ao negativo ou positivo fθ próxima à 

origem (analisando a Equação de Einstein pelas próximas expressões para A). Portanto, 

com A devendo ser positivo para a suavização do modelo GS, fθ > 0 na origem. 

Assim, seguindo as Eqs. (3.37) e (3.39), 
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 Então, inserindo-se [31] 
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que, com a sendo uma constante positiva, a Eq. (3.40) e ambos os lados da Eq. (3.47), 

permite-se verificar que 
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considerando C como uma constante negativa com, na origem, fθ sendo negativo, pela 

próxima expressão. No contexto da Eq. (3.48), deve-se relatar que a raiz quadrada pode 

ser substituída por a, eliminando o segundo termo do lado direito desta equação, de 

acordo com uma solução respectiva para qualquer valor real por qualquer valor válido da 

dimensão extra radial como especificada. Deve ser antecipado que os resultados das Eqs. 

(3.49) são coerentes com a respectiva equação diferencial analisada pelas próximas 

equações, que demonstra um desenvolvimento teórico consistente.  

Para as constantes relacionadas, A é delimitado de acordo com as Eqs. (3.49) para 

qualquer valor válido de ρ, com fE = 2 aproximadamente descrito na origem pela Eq. 

(3.45), por: 
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Então, das Eqs. (3.49) e (3.50), tem-se duas distintas soluções gerais com 

diferentes condições de contorno, com a segunda solução geral sendo possível segundo 

definição da Eq. (3.49a). Isso é descrito mais claramente com ρ tendendo a zero, em que 

entre as duas soluções gerais (incluindo a solução dada pela seção 3.2), para A, têm 

diferentes valores de contorno e, consequentemente, também têm diferentes soluções. 

Assim, nesta descrição, percebe-se porque fAo e sua integral não existem para ρ = 0, o que 

explica a solução dada pela Eq. (3.31) ser diferente da estudada nesta seção. Pode-se 

unicamente impor a condição ρ = 0 depois de uma manipulação algébrica da solução de 

A, mas a base desse formalismo não segue isso (pois A = A(fA) pela Eq. (3.34)) e, portanto, 

não permite que a solução de A seja dada pela Eq. (3.31) pela presente seção. Uma das 

soluções desta seção pode considerar um caso especial com a tendendo ao infinito (sendo 

esta solução a que suaviza o modelo GS por permitir qualquer valor de ρ como se segue), 

o que completa a discussão. Os modelos das Refs. [5,12] das seções 2.2.3 e 2.2.4 não 

seguem tal análise, porque, como deve ser lembrado, fθ = 0 em ρ = 0 nestes estudos 

pesquisados. 

 Para delimitar um máximo e interessante valor de ρ seguindo A sempre real e 

negativo coerentemente com a Eq. (3.50), pode-se interpretar como fisicamente coerente 

se considerar tρ maior do que Λ em módulo com: 

 

   atca    
2cosh ,           (3.51) 

 

para o caso de negativo Λ e com a segunda igualdade sendo mais geral. Assim, a condição 

para a Eq. (3.51) pode ser entendida como a constante cosmológica representando uma 

parte de uma pressão ou energia local, com tal pressão ou energia local tendo um positivo 

valor pela Teoria Quântica de Campos. Para o caso de positivo Λ qualquer valor de ρ é 

possível, com a2 – ρ2 permitindo ser substituído por uma constante positiva coerentemente 

com a Eq. (3.50). Desse modo, mesmo com o valor de a maior sendo possível nesta seção 

semelhantemente associada com escalares positivos de tθ, a definição da Eq. (3.50) foi 

delimitada em concordância com a constante cosmológica se referindo a uma pressão 

local quando associada à dimensão angular de bulk. Entretanto, a suavização do modelo 
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GS é impossível com a Eq. (3.51) associada à Eq. (3.49a) para finitos valores de ρ, que é 

corrigido por a2 – ρ2 substituído por a2 para suavizar o modelo GS de maneira compatível, 

desaparecendo o segundo termo do lado direito da Eq. (3.49a). 

 Então, combinando as Eqs. (3.34) e (3.46) pelas Eqs. (3.49), tem-se a seguinte 

expressão para negativo (positivo) A para sinal superior (inferior) e seguindo a Eq. (3.32) 

de Eq. (3.35) como provado: 

 

A

C
a

Csen
a

Cdf

a
Cf

f

AAo

Ao


































1
22

2

22

1

5

4

1



.                 (3.52) 

 

Neste ponto, algumas mudanças devem ser feitas coerentemente com as Eqs. 

(3.49) e (3.52), para garantir que fAo seja real quando fθ é aproximadamente zero como 

segue, sabendo-se que, de modo consistente e em geral, CA = 0. 

Desse modo, a integral de fAo pode ser isolada pela Eq. (3.49b), resultando em: 

 

21 GGdfAo   ,                                    (3.53) 

 

em que tem-se a escolha do sinal mais (menos) com a integral tendendo a zero próximo 

à origem de ρ positivo e negativo (positivo) fθ na origem (porque esse é o único modo de 

se ter a respectiva integral com o relacionado valor de ρ descrito coerentemente com a 

Eq. (3.50) e o prévio formalismo pela Eq. (3.45) existir, com finito valor de fAo delimitado 

em tempo apropriado), com 
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 Neste sentido, a solução, em geral, tem valor zero para o limite de ρ próximo de 

zero no lado esquerdo da Eq. (3.53), porque fAo deve ser finito e constante em uma solução 

contínua para ρ tendendo a zero. Se isso não fosse verdade, então o mesmo termo é 

infinito na origem, o que não faz sentido pelas requeridas condições de A próxima a 

origem pela Eq. (3.45) e as condições de regularidade na origem de σ. Uma outra 

delimitação é sobre fAo ser considerado contínuo (o que é provado associando-o a um 

método numérico de finita diferença). Há indicação de que a solução de fAo dependa de 

uma condição de contorno para que seja real, segundo as Eqs. (3.54) associadas à solução 

aproximativa da seção 3.6.1. Uma solução real de fAo é possível, de forma geral, pela 

solução analítica dada pela seção 3.4 como seguirá. 

 Assim, esta solução é verdade com todo o formalismo prévio desenvolvido, 

porque a Eq. (3.53) como desenvolvida, quando substituída na Eq. (3.52), resulta em uma 

identidade pela constante de integração CA sendo zero, sabendo-se que a Eq. (3.53) foi 

deduzida sem utilizar a Eq. (3.52). Desse modo, a solução dada pela Eq. (3.52) segue a 

Eq. (3.32) como foi provado. Assim, a solução, analogamente à solução dada pela seção 

3.1.1, é dada associando-a às Eqs. (3.1a) e (3.13). 

 Sobre a Eq. (3.53), o termo de fAo é dado como 
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Pela Eq. (3,75) oriundo da Eq. (3.52), a integral pela Eq. (3.53) é infinitamente 

positiva com fAo sendo aproximadamente finito e negativo (positivo) para fθ próximo de 

zero e negativo (positivo). Isso é verificado mais claramente pela Eq. (3.52) de acordo 

com a próxima equação, com A sendo suavizado unicamente com A’/A sendo 

aproximadamente zero nesse limite. Entretanto, pode-se entender que fAo possa ser 

infinitamente negativo (positivo) no mesmo limite, com A não suave, porque o termo A 

deve também ocorrer da integral de fAo ser aproximadamente infinito e positivo próximo 

a esse limite. Se isto não é verdade, então fAo é finito com sua integral crescendo 

infinitamente em mesmo limite, o que não pode ser verdade e prova a asserção delimitada 
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como verdade. Assim, está justificada a inclusão dos intervalos de integração e de 

derivada como segue, porque, de outro modo os valores de fAo e de sua integral não faz 

sentido para a solução no início desta seção. Assim, pela Equação de Einstein do início 

desta seção não suavizando o modelo GS, com dA/dρ tendo elemento diferencial dρ sendo 

negativo, ρ deve ser positivo sem mudar o formalismo, com A < 0 e fθ < 0 até fθ = 0 (para 

positivo fθ será discutido mais adiante). Entretanto, seguindo fθ > 0 na origem suaviza-se 

o modelo GS por esta seção, tendo-se A > 0 com positivo ρ também sem mudar o 

formalismo inicial com dA/dρ tendo elemento diferencial dρ também negativo. Nas 

próximas expressões, considera-se elemento diferencial dρ positivo em derivadas. 

 Assim, a Eq. (3.55) pode ser reescrita, seguindo coerentemente fAo e sua integral 

(o que mantém a Eq. (3.34) inserindo-se um intervalo de integração compatível), por 
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sendo a Eq. (3.57) analisada pela Equação de Riccatti e o operador de derivada é dado 

por d/d(-ρ) na Eq. (3.57) e nas próximas expressões. Neste sentido, a Eq. (3.57) suaviza 

o modelo GS com a infinitamente grande e um escalar de pressão tθ = tρ compatível, 

porque é impossível se ter valor zero ou infinito de fAo1 pela Eq. (3.57) para ρ tendendo 

ao infinito e mesmas condições. Assim, o formalismo adotado nesta seção é especial, 

porque ele gera, associado à Eq. (3.13), um modelo GS suavizado geral com várias 

condições de contorno e com as condições de regularidade na origem e as condições de 

energia sendo obedecidas para ρ positivo. O único pensamento que se poderia ter como 

incorreto, sem sê-lo, é o de achar que a solução não é válida porque fAo unicamente existe 

de ρ tendendo a zero e não ρ = 0. Isso é resolvido inserindo A = 0 como uma função de 

ponto extra de ρ = 0 (por mesma função de A, mas com fE = 2, fAo1 = 0) e fθ = 0, 

desaparecendo as descontinuidades. Assim, em geral pela Eq. (3.49a), deve-se colocar, 

em mesma condição limite da origem do espaço de bulk, fAo = (-1 + 25Cafθ(ρ = 0)/8)-1 = 
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1. Outra condição relevante é que, para fAo1 = -G1, existe A tendendo a infinito negativo, 

havendo uma descontinuidade no gráfico de A neste ponto (pode-se provar que isso ocorre 

para sempre contínuo e negativo dtθ/dρ com fθ < 0 na origem).  

Desse modo, a Eq. (3.57) pode ser solucionada por 
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pela razão de que, segundo método da Ref. [50], 
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 Dessa forma, sabendo o valor de fAo1, tem-se o valor de f’Ao1 em um modo 

analítico. Percebe-se também que a solução de A é distinta da seção 3.2 por A’, na 

Equação de Einstein, ter dρ negativo, diferentemente da seção 3.2. Assim, para condição 

de contorno diferente de u’ e mesma condição de contorno de u, da seção 3.1 associada à 

seção 3.2, em geral (para u’ a condição de contorno é diferente pelas duas soluções de A 

gerais como analisadas nesta seção e na seção precedente), em todo ponto da solução, 

pode haver solução analítica da Eq. (3.57) via Eq. (3.58) mediante a Eq. (3.59). 

 Em concordância com toda a presente seção, casos com maiores valores de ρ (em 

outras palavras, por fθ mudando de valor negativo a positivo, em que se tem A tendo a 

zero), associado a negativo Λ, também são possíveis de obter como segue. Isso é feito 

pela transição de valor negativo para positivo de fθ, substituindo C por –C, A por –A e 

mudando o sinal de mais pelo de menos da Eq. (3.53). Assim, como descrita, a raiz 

quadrada de a2 – ρ2 é trocada por a, coerentemente com C analisado da Eq. (3.50) sendo 

substituída por –C, porque para A’ = 0 isso é também verdade na transição de valor 

negativo para outro positivo pelo termo fθ. Então, isso foi delimitado com A sendo 

negativo para valores positivos de ρ, de fAo1 sendo infinitamente positivo em fθ tendendo 

a zero. Em um modo similar, pode-se ter positivo valor de fθ na origem para qualquer 

valor relacionado de positivo ρ, em concordância com A sendo positivo, com C delimitado 

unicamente pela Eq. (3.50). Desse modo, a solução diferencial e real com negativo valor 

de Λ desta seção segue o modelo GS para positivo ρ, com fθ na origem sendo positivo. 
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Além disso, analogamente a um modelo GS suavizado, soluções com positivo Λ não 

fornecem solução real em geral para os fatores de warp e A. 

O modelo teórico desta seção é compatível com qualquer ansatz para o escalar de 

pressão tθ, seguindo a Eq. (3.13) relacionado por todas as condições de regularidade pela 

origem como satisfeitas, em um modo físico (com valor positivo e, para ρ tendendo ao 

infinito, aproximadamente zero, com todas as condições respeitadas por derivada com  

respeito a ρ de tρ sendo negativo segundo a Eq. (3.15)), o que permite a suavização do 

modelo GS. É bom ressaltar que a presente seção, quando associada à suavização do 

modelo GS, também segue analogamente os casos especiais de localização gravitacional, 

vistos anteriormente, assim como o Problema da Hierarquia como resolvido 

compativelmente. Na próxima seção será discutida uma solução analítica geral para A, 

seguindo a solução diferencial que suaviza o modelo GS como estudado. 

 

3.4 Solução analítica alternativa da solução geral diferencial 

que suaviza o modelo GS 

 

 3.4.1 Solução da Equação de Einstein 

 

Nesta seção será determinada uma solução alternativa da solução diferencial 

analisada na seção anterior. Assim, será considerado qualquer valor positivo da dimensão 

extra radial ρ, pelo formalismo inicial da seção precedente. Dessa forma, o formalismo 

adotado é dado (com a definição de γ adotada para solucionar a solução diferencial da 

seção anterior) por (redefinindo de outra forma o fator de warp σ): 
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que pode seguir a Eq. (3.13) como será analisado. Outra expressão que se destaca, para 

as próximas equações (com a tendo outro sentido), é dada por –Λ = tθ(ρ = a) para positivo 

ρ. 

Desse modo, são especificadas as seguintes condições, seguindo a Eq. (3.2) para 

qualquer ansatz de tθ que permita a suavização do modelo GS e permitindo obedecer 

todas as condições de energia (como discutido na solução diferencial pela Eq. (3.56)): 
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com B1 e B2 sendo constantes arbitrárias, o sinal superior (inferior) para negativo 

(positivo) fθ na origem, com a sendo uma constante de ajuste negativa para fθ positivo na 

origem e c1j positivo (negativo). Os termos c2J e c3j podem ser respectivamente positivo 

e negativo delimitados de acordo com as Eqs. (3.60), enquanto c4J é positivo ou negativo 

respectivamente para ρ menor ou maior que a. Nas Eqs. (3.60a) e no somatório que não 

está em função de ρ da Eq. (3.60b), c4j segue semelhantemente ρ < a.  Na descrição dessas 

constantes, admite-se que ρ seja diferente de a e zero. Os pontos de ρ = 0 e fθ = 0 são 

delimitados, por funções extras desses pontos, por A = 0. Desse modo, semelhantemente 

foi seguido o método de Frobenius [28] pelo somatório dos termos de j. Como na seção 

3.3, CA = 0. 
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 Averígua-se, pelas condições estabelecidas, que as Eqs. (3.60) só existem para ρ 

diferente de 0 ou a, em geral. Também, A e A’ tendem a zero para ρ tendendo a a, como 

deve ser verdade pela discussão a ser realizada na seção aproximativa correspondente 

(seção 3.7.1) com A2 aproximadamente -fθ ou fθ no mesmo limite de ρ. As condições de 

regularidade na origem são seguidas com a função extra de ponto A = 0 em ρ = 0, como 

detalhado na seção anterior, assim como é A = 0 em ρ = a, o que mantém a continuidade 

da solução. Também, é verificado o mesmo comportamento assintótico da seção anterior, 

próximo ao limite de ρ igual a a, para fA e de sua integral, possibilitando uma solução 

suave com A’ = 0 no mesmo limite. Poder-se-ia incluir termos que são descritos por c1(b2 

– ρ2)1/2/ρ2 (com b sendo a constante a em geral referente da seção 3.3, como se seguirá no 

fim desta seção) para poder descrever o caso geral que não suaviza o modelo GS da seção 

3.3. Esta generalização é entendida de modo compatível com a Eq. (3.49a). 

 Pode-se escolher, como ansatz para o fator de warp γ, a expressão dada como 

segue, compatível com as condições de regularidades na origem (Eqs. (2.27)) e tρ, assim 

como to, podendo ser finito, por: 

 

 
13

2

kk

k

CC

C
k





 ,          (3.61a) 

 

   k
k

f 2
2

tanh ,         (3.61b) 

 

em que a Eq. (3.61a) pode ser suposta para satisfazer, para qualquer ρ tendendo ao 

infinito, uma variação da dimensão extra radial θ analogamente a uma coordenada 

Cartesiana (porque, em mesmo limite desse modo, a variação espacial dada por dθ é 

verificada como uma coordenada Cartesiana), com: fγ = Função tendendo a 1 próxima à 

origem e respeitando as condições de energia, Ckj = Constante compatível de kj e o λi, i = 

ρ,θ, tendem serem iguais entre si com ρ tendendo a zero. Entretanto, desse modo 

unicamente com k sendo uma constante (Ck3 = 0) pode-se ter o modelo da corda-charuto 

[5] suavizado como caso especial seguindo especialmente σ e c1j = 0. Contudo, com zero 

Ck1, a Eq. (3.61b) tem como caso especial o modelo suavizado em relação ao modelo da 

corda-charuto, pela Ref. [12]. 
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 Sobre as Eqs. (3.60) seguindo a Eq. (3.13) em vez da Eq. (3.61), os respectivos 

escalares ti das Equações de Einstein (2.29) serão positivos, sendo aproximadamente zero 

para ρ tendendo ao infinito segundo as Eqs. (3.60) como delimitadas e, portanto, sendo 

coerentes especial e fisicamente como analisado na Ref. [11]. Neste tipo de solução pode-

se ter a condição de energia dominante satisfeita, porque A é negativo para todo ρ positivo, 

obedecendo as Eqs. (3.60b) e (3.60c) de acordo com a Eq. (3.15), em que todas as 

equações de Eq. (3.60c) seguem de demonstração para que a derivada de tθ seja sempre 

negativa. Desse modo, pelas condições dadas, para qualquer intervalo de ρ podendo ser 

escolhido com valores reais de fAo ser negativa (positiva) para ρ menor (maior) que a 

tendo que seguir as inequações da Eq. (3.60c), há obediência da condição de energia 

dominante (com A’’ = 0 na origem para escalares suaves na origem). Em adição, por se 

ter d2A/dρ2 ≥ 0 (com elemento diferencial dρ positivo) para fθ > 0 na origem e B1B2 > 0, 

por fAo > 0 pelas Eqs. (3.60), segue-se a condição de energia dominante. 

 Um fato interessante, no caso de máximo valor de c2i tendendo a dois (mas maior), 

não se tem λθ (pelo ansatz da Eq. (3.1b)) como constante, em geral nesta seção, porque a 

derivada com respeito à ρ do lado esquerdo da Eq. (3.35) é diferente de zero (sendo 

divergente) na origem quando associadas pelas Eqs. (3.60) em geral. Então, pelas Eqs. 

(3.60) respeitando λθ como uma constante igual à -Λ, não é possível obedecer a Eq. (3.13) 

da Eq. (3.1b), pois não se segue as condições de regularidade na origem dessa forma. Só 

é possível se seguir as condições de regularidade na origem do fator de warp σ, pela Eq. 

(3.2) com mesmo ansatz escolhido para tθ (ou outro que também tenha derivada com valor 

zero na origem), com o maior valor escolhido para c2 sendo maior que 3 (por esta seção, 

com primeiro termo da Eq. (3.60b) sendo positivo). Logo, não é possível se ter a Eq. 

(3.13) seguida por λθ = -Λ com as condições de regularidade na origem de γ respeitadas. 

Assim, seguindo-se em geral as Eqs. (3.61), os modelos da corda-charuto [5] e o do tipo-

corda suave [12] são obtidos como casos especiais de função extra A = 0 para ρ = 0. 

 Dessa forma, então, a seção anterior tem descrição equivalente, seguindo-se a Eq. 

(3.13) e as restrições impostas pelas Eqs. (3.60), por: 

 


615

8

Kc .              (3.62) 

 

Pela Eq. (3.62), pelo já discutido, λθ por ser constante em um valor diferente de –

Λ. Assim, pode-se reconhecer que c1 = -Cb (b equivalente a a da seção anterior), o que 
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torna as constantes C e b em função dos parâmetros da equação diferencial de Einstein da 

componente angular associando-se as Eqs. (3.50) e (3.62) que têm o mesmo resultado. 

 Como deveria ser, a solução dada pela Eq. (3.62) é coerente com fθ ser negativo 

na origem, por A também sendo negativo, pela solução diferencial da seção anterior que 

suaviza o modelo GS, com as condições físicas de energia e de regularidade na origem 

como respeitadas, em geral. Desse modo, tem-se uma descrição como solução analítica 

da seção anterior, que é uma solução diferencial, seguindo-se a Eq. (3.13). Nesse sentido, 

a constante b associada a uma constante arbitrária da solução de fAo, da seção 3.3 (por B1 

e B2), deve delimitar uma região de fA em geral não pertencente a valores existentes, para 

mesmo ρ, para um valor diferente de b. Isto pode ser verificado mediante valores tendendo 

à origem do espaço de bulk, associado à condição de contorno dada por B1 e B2, pois, 

assim, a condição de contorno dada somente por b é totalmente predominante em relação 

a condição de contorno por uma constante arbitrária da solução de fAo. 

 

3.4.2 Localização gravitacional 

 

A localização de gravidade referente à solução analítica da seção anterior, que 

representa a solução diferencial respectiva, é descrita com base nas seguintes expressões 

que são repetidas no texto como segue: 
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2
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Assim, no caso analisado pelo limite de -ρ = a da seção anterior quando há 

transição de fθ negativo para positivo (em que A’/A tende a zero), com m = mo, verifica-

se pela Eq. (3.2) que 
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tendo como solução analítica respectiva a seguinte expressão: 
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 Deve ser lembrado que os casos especiais de localização gravitacional, seguidos 

anteriormente, são seguidos pelo modelo geral desta seção. 

 

3.5 Solução da Equação de Einstein com componentes escalares 

de pressão e energia respectivos iguais 

 

Por intermédio das Eqs. (2.29), o lado esquerdo de cada uma dessas expressões é 

igualado, delimitando (e redefinindo A): 

 

     21 'ln2exp CACA   ,        (3.65a) 

 

   Aexp ,           (3.65b) 

 

    34ln
5

4
CCA   ,            (3.65c) 

 

que segue todas as condições de energia e não obedece todas as condições de regularidade 

na origem, como também para ρ tendendo ao infinito também não tendo os fatores de 

warp γ e σ aproximadamente zero, com C1, C2, C3 e C4 redefinidos como constantes 

arbitrárias. Percebe-se, nesta solução, que há concordância com a solução dada pela Eq. 

(3.13), em que A é definido diferentemente pelo fator de warp σ. 

Dessa forma, seguindo-se as Eqs. (3.65), tem-se: 

 

  ttto .             (3.66) 

 

 Se o próximo modelo teórico [32] será seguido com a ação lagrangeana dada por: 
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então as equações de movimento são [32]: 
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 Portanto, como descritas as equações de movimento, seguindo a métrica da Eq. 

(2.26a) com γ = e-B(ρ) tem-se [32]: 
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2

1
''2'5 22 BABBAAR  ,    (3.69c) 

 

com os apóstrofos significando derivadas com respeito à ρ. Portanto, segundo as Eqs. 

(3.65) e (3.66): 
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com C5 sendo uma constante. Assim, as condições de energia são satisfeitas por Λ 

diferente de zero, porém se tem R = 0 pela Equação de Einstein. O valor do Escalar de 

Ricci, segundo a Ref. [32], deveria ser físico com R > 0. Nesse sentido, tem-se uma 

explicação do que pode estar relacionado a constante cosmológica Λ, mediante as Eqs. 

(3.70) e (3.65). Inclusive, a noção de uma brana associada às condições de regularidade 

na origem perde sentido neste contexto, pois a densidade de energia é constante em todo 

o espaço tempo em seis dimensões estudado. Portanto, V = V(ϕ) = -Λ é possível de 

delimitar segundo a ação lagrangeana delimitada pela Eq. (3.67). O valor dessa constante 

cosmológica abrange também o mundo brana em 4D associado estudado, em qualquer 

posição que esteja no espaço de bulk ou não. 

 

3.6 Soluções aproximativas de Equação de Einstein e 

localização gravitacional 

 

 Utilizando o método já existente como discutido por Byron e Fuller (1992) [44, p. 

484-489], tem-se, para pontos extremos com pequena variação de ρ próxima, que a 

aproximação é melhorada de forma convergentemente exata com uma solução inicial bem 

aproximada no mesmo extremo, de forma iterativa a cada nova aproximação pela mesma 

equação diferencial. Logo, os próximos cálculos têm consistência comprovada nesse 

sentido. Assim, o método utilizado nesta seção, de todo modo, serve para melhorar a 

precisão desses intervalos de solução. Entretanto, ainda faltando comprovação 

computacional, tal aproximação é esperada, seguindo mais outras condições, com solução 

exata convergentemente para infinitas aproximações consideradas e em todo o intervalo 

considerado da variável de dimensão extra radial ρ, como inserida nas próximas 

subseções. 

 

 3.6.1 Solução aproximativa da solução diferencial geral da 

Equação de Einstein 

 

 Nesta seção, soluções aproximadas serão realizadas referentemente às seções 3.3 

e 3.4, para os fatores de warp. 

 Insere-se uma “natural” e aproximativa solução de fAo1 pela seguinte expressão: 
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f
GGff apAoAo 25

16
42 2

11.11  ,          (3.71) 

 

que é obtida ao ser associada com a expressão: 

 

121 aoao ffG  .         (3.72a) 

 

 Assim, seguindo os casos limites de ρ tendendo a zero e infinito e fθ tendendo a 

um valor zero de Eq. (3.57), há a motivação: 
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 Desse modo, com o segundo termo da raiz quadrada da Eq. (3.72b) permitindo 

estudar o caso limite de fθ predominantemente próximo a zero (com termo extra O 

incluído, para satisfazer no mesmo limite a Eq. (3.72b) como será mais detalhada, o que 

é possível de verificar pela Eq. (3.72a) comparada à Eq. (3.71) com fAo2 tendendo ao 

infinito, por fAo1 também tendendo ao infinito como detalhado na seção 3.3), pode-se 

analisar os outros limites em um modo mais coerente. Então, de acordo com valores 

convergentes para cada extremo de limite associado a fAo1 e f’Ao1 como se segue, 

considerando negativo (positivo) fAo1’ para negativo (positivo) fθ garantido de forma real 

pelas constantes aproximativas relacionadas (como condição de contorno), a próxima 

expressão é, com positivo ρ e positivo c e superior (inferior) sinal para negativo (positivo) 

fθ na origem, 
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pelas expressões (em que o termo O pode ser desprezado como se verificará, não 

resultando em dificuldade para a solução, enquanto B3 = 0 para fθ > 0 na origem): 
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em que ρe é positivo (para fθ sempre positivo o valor de ρe pode ser 1 nos denominadores 

e 0 nos numeradores, seguindo sinal inferior), com C sendo substituído por –C originados 

de mudança de valor negativo a positivo de fθ e B1 e B2 sendo constantes aproximativas 

equivalentemente consideradas como condições de contorno ao longo do 

desenvolvimento teórico associado. Pela Eq. (3.73c), tem-se O tendendo à raiz quadrada 

de fθ, para ρ tendendo a ρe, com sua respectiva derivada em mesmo limite sendo zero 

(com um pouco distante desse limite O sendo desprezível). Dessa forma, no limite de ρ 

tendendo à ρe, o termo O é predominante de forma aproximada na Eq. (3.72c). A inclusão 

da função O descreve o limite de fθ próximo a zero ser descrito de forma suave, para 

satisfazer as condições do problema que serão todos associados à Eq. (3.72c), 

relativamente a um método similar de aproximação de fAo1 (ou, em outras palavras, A) 

dado para o fator de warp σ desenvolvido pela Eq. (3.76), que, brevemente, será 

determinada. Entretanto, O é considerado desprezível pelas próximas explicações e pelo 

método adotado de convergência exata, tanto para A como para os fatores de warp. 

Assim, A não precisa ser trocado por –A segundo a seção 3.3 associada pela Eq. 

(3.52) (quando descrita próximo de fθ tendendo a zero), mas ρ é trocado por –ρ na Eq. 

(3.52) com zero CA, mantendo o sinal de mais da Eq. (3.53), se houver positivo fθ 

modificado para negativo fθ em tal transição. Tais descrições são consideradas 

unicamente pela Eq. (3.52) e a mudança de C como delimitada pela seção 3.3, porque o 

modo como a Eq. (3.72c) foi delimitada permite isso. Assim, para fθ significativamente 

diferente de zero, o termo O pode ser considerado zero, que tem como implicação nesta 

seção de poder não ser considerado para os métodos aproximativos (inclusive dos fatores 
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de warp). Dessa maneira, o termo O serve unicamente para suavizar o valor de A próximo 

de ρe.  

É enfatizado que a Eq. (3.72c) pode ser formulada em um modo mais geral, para 

qualquer ansatz físico considerado dos escalares como discutidos na seção 3.3, pelo 

formalismo presente que tem como meta demonstrar soluções aproximadas da seção 3.3. 

Isso é possível seguindo a última igualdade das Eqs. (3.73a) e (3.73b). Em adição, é 

assumido que ρ seja multiplicado por c para um ansatz de escalar físico de pressão. Uma 

outra condição que deve ser obedecida para se seguir a condição de energia dominante 

como realizada é o de se ter a derivada de tρ = tθ ser sempre negativa da Eq. (3.15) como 

delimitada. Deve também ser lembrado que os parâmetros seguem a Eq. (3.50) em geral 

para qualquer ansatz de tθ considerado. 

 Nesse sentido, é possível inserir uma constante extra arbitrária com mesma 

aproximação da Eq. (3.72c), por fAo3 + fAo1ap. = fAo1 originado da Eq. (3.52), porém, por 

esse cálculo ser desnecessário, não será efetuada. Desse modo, a solução da Eq. (3.72c), 

permitindo cada nova solução como inserida analogamente em mesmo modo em mesma 

Eq. (3.50) por condições enumeradas como se seguirá por: 
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,  (3.74a) 

 

com: EAo1 = Erro de fAo1, EAo = Erro de aproximativo fAo e o n relacionado a faon 

significando uma n-ésima aproximação, pelo que é percebido ser possível segundo as 

condições a serem estabelecidas em breve, pela última igualdade, uma aproximação cada 

vez mais convergente à solução exata em todo o domínio quando se aumenta o valor de 

n. 

 Como critério de que a solução será convergente exatamente com infinitas 

aproximações, basta delimitar que, se a solução não estiver mudando seu valor 
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significativamente para qualquer valor de ρ, depois de uma aproximação extra 

analogamente da Eq. (3.74a), então se tem este tipo de solução. Caso contrário, se a 

solução inicial dada pela Eq. (3.74a) não é boa para qualquer valor de ρ, então existe 

significativas correções por novas aproximações como segue iterativamente, aumentando 

n, pois cada termo novo incluído na equação diferencial respectiva aumenta 

significativamente a aproximação em seu contexto com erros existentes não sendo 

desprezíveis (pois, com um dos erros considerados desprezíveis, significa que a solução 

é próxima da exata). Este critério pode ter base também no que é discutido pela Ref. [44], 

envolvendo pontos com precisão também convergente, analogamente. 

Neste sentido, a existência de erros EAo1 e EAo para alguns valores de ρ ser positivo 

ou negativo (que é a forma mais geral possível de ser analisado o problema), pela Eq. 

(3.74a), permite uma aproximação convergente exatamente, com reais valores de fAo1 para 

positivo –Λ.  

Assim, isso é obtido, associado à aproximação ser convergentemente exata para 

regiões onde a aproximação inicial é suficientemente boa [44], por:  

1) para ρ tendendo ao infinito, fθ próximo de zero e ρ tendendo a zero, fAo1 e fAo 

tendo aproximadamente erro igual a zero pela Eq. (3.72c) de limites reais;  

2) a existência de erros sendo positivos ou negativos da Eq. (3.72c) de fAo1 e fAo 

em alguns pontos, pela condição 1 e próximo aos extremos delimitados pela mesma 

condição;  

3) fAo1 e fAo, de Eq. (3.72c), terem a análise de valores intermediários de ρ para os 

erros associados entre dois extremo mais próximos de valor de ρ (em que a solução é mais 

aproximada em um intervalo de ρ em cada extremo), maior em módulo a soma desses 

erros serão em relação a cada extremo;  

4) a condição 3 ser verdade porque a solução é contínua pela Eq. (3.72c) para A 

com valores reais;  

5) o termo O pode ser considerado igual a zero por uma aproximação convergente 

exatamente, porque se terá esse termo tendendo a zero com ρ próximo ou não de ρe com 

mesma aproximação;  

6) pelo menos alguns valores de B1 e B2 descrever valores reais para a solução, 

seguindo uma raiz quadrada real delimitada pela Eq. (3.57), podendo tais constantes 

regular também a positividade ou negatividade dos erros associados; e  

7) das prévias condições enumeradas ter ambos os erros de fAo e fAo1, que não são 

ambos positivos ou negativos, desparecerem para novas aproximações com convergência 
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exata, porque para alguns valores de ρ, com ambos os erros positivos ou negativos de fAo1 

e fAo, todos os erros de EAo1 e EAo devem decrescer em módulo segundo um gráfico de 

erros em geral (dependente de ajuste das constantes de condição de contorno se erros em 

grande módulo dependerem disso, o qual não é o caso da última expressão vista e da 

próxima equação).  

Em outras palavras, este método pode ser descrito como uma solução iterativa 

pela respectiva equação diferencial, mas com as condições como delimitadas, 

descrevendo uma aproximação com convergência exata para todo o domínio da solução. 

É bom salientar que este método não garante aproximação convergentemente exata para 

qualquer equação diferencial de primeira ordem, assim como de ordens superiores, mas 

nos casos tratados da seção 3.6 este método é válido. 

Para contornar a dificuldade encontrada pela Eq. (3.74a) sobre as associadas 

integrais, pode-se analisar o problema com a Eq. (3.53) analogamente com mesmos sinais 

como antecipados nesta seção mantendo o mesmo A da Eq. (3.52) (seguindo-se a Eq. 

(3.56) com fao1n’  = d(fAo1n)/d(±ρ) como delimitado na seção 3.3) e com zero CA, por: 
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com mesmos critérios relacionados pela Eq. (3.74a) com superior (inferior) sinal 

relacionado a negativo (positivo) fθ na origem, permitindo uma solução aproximada 

analítica. Desse modo, com C substituído por –C e A substituído por -A da Eq. (3.50) por 

negativo fθ se transformando em positivo fθ. No caso de sempre positivo fθ deve-se seguir 

de maneira única Ca descrito pela Eq. (3.50). 

Para completar o estudo de solução aproximada de forma convergente, das 

Equações de Einstein, o valor relacionado ao fator de warp σ da seção de solução 

diferencial geral 3.3 pela Eq. (3.1a) com positivo ρ, resultando em primeira aproximação 

(permitindo utilizar Csa = 1): 
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com: 
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em que a segunda igualdade da Eq. (3.75) pode ser descrita por qualquer escalar físico de 

pressão como discutido. A inclusão do termo de aproximação O, neste contexto, é 

importante para se seguir todas aproximações requeridas pelo métodos nos extremos 

analisados. No entanto, para A bem aproximado, esse valor naturalmente surgirá, 

resolvendo o problema de todo modo com O desprezível. Desse modo, h pode ser 

assumido como aproximadamente entre os extremos de ρ, com aproximação próxima a 

da exata nos três limites analisados pela solução de A. De fato e exatamente, h = 1.5 para 

ρ tendendo a zero e h = 1 para ρ tendendo ao infinito. 

 Desse modo, para se obter uma solução convergente exata de σ no contexto obtido 

anteriormente para a variável A, deve-se proceder analogamente às condições das Eqs. 

(3.75), com σap. descrito de σ delimitado pela Eq. (3.75), da próxima expressão: 
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que segue para σapn (em uma n-ésima aproximação e derivadas com dρ negativo) por (com 

a integral da Eq. (3.1a) sendo uma constante em ρ = ρe, pelas derivadas de h, F e g serem 

zero para ρ = 0 e ρ tendendo ao infinito e ρe, associado à valor aproximadamente zero 

para F nos limites de ρ = 0 e ρ tendendo ao infinito e g = -1 em ρ = ρe): 
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Então, foi determinado h = h(ρ = ρe) = 1 para σap. descrito inicialmente, havendo 

uma solução convergente exatamente para os intervalos próximos aos menores erros 

iniciais ou, de forma mais abrangente, em todo o domínio da solução de acordo com as 

condições como analisadas em geral. Observa-se, nesse contexto, que a solução 

aproximativa dada pelas últimas equações estão de acordo com o valor de A bastante 

preciso. 

 

 3.6.2 Solução aproximativa geral diferente 

 

 A seção 3.2 permite determinar um método geral de solução que descreva 

qualquer possível solução, mediante o método adotado na seção anterior como modelo 

aproximativo. Todas as condições físicas requeridas, desse modo, são obedecidas (de 

brana regular de energia). Tal solução geral é distinta da apresentada na seção anterior, 

devido a não unicidade da solução das Equações de Einstein como vista comparando a 

solução diferencial geral analisada pela seção 3.3 e a seção 3.2. Simplesmente, adota-se, 

semelhantemente como já inferido, a seguinte expressão com iteração nova a cada valor 

maior de n e mediante a Eq. (3.2) por (com derivadas por dρ positivo): 

 

napnap AfA .)1.( '
5

4
  ,             (3.79) 

 

com, identicamente à solução mais simples encontrada na seção 3.2 satisfazendo todas as 

condições de aproximação necessária do método, 

 


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ba

b
cA oap 

1. ,            (3.80) 

 

sendo o apóstrofo significando uma derivada com respeito à ρ com a sendo diretamente 

proporcional a b. Dessa forma, diferentemente da seção 3.2, o foco está em saber uma 

solução, porém de forma aproximada, definindo-se um ansatz específico pata tθ (devendo 
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seguir as condições de energia como salientado pelas condições dadas pela seção de 

cunho analítico 3.2. 

 Nesta solução, se for imposto uma condição de contorno diferente, como ocorre 

na seção anterior mediante as constantes aproximativas, por exemplo, o resultado não 

mudará, pois tal termo tende a desaparecer com n bastante grande no método utilizado 

para essa seção. Isto não é surpresa, pois há a condição de contorno A = 0 para ρ = 0. 

Ademais, pelas Eqs. (3.75) e (3.77), o valor de F pode ser zero em vez da Eq. (3.78a), 

porém seguindo dρ positivo, para a solução desta seção, invertendo o intervalo de 

integração da integral de σ. 

 

 3.6.3 Solução aproximativa geral de localização gravitacional 

 

 Repetindo o mesmo método, porém, para satisfazer as mesmas condições deste, 

tendo que haver soluções com boa aproximação, para valores da variável ρ tendendo ao 

infinito e a zero, também da derivada segunda com respeito à ρ da perturbação da métrica 

ϕm. Outra diferença está na estrutura da solução aproximativa inicial, em relação à 

equação diferencial como delimitada, que permite que todos os erros sendo positivos ou 

negativos, relativos às derivadas e ao próprio termo de ϕm no extremo tendendo ao 

infinito. Assim, as condições são satisfeitas ao introduzir: 

 

    2.21.1. apapap FF   ,           (3.81) 

 

em que ϕap.2 e ϕap.1 são as soluções aproximativas de ϕm respectivamente pelas Eqs. (3.24) 

e (3.26), associados à 
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Assim, é possível utilizar as Eqs. (3.21), pelo método desenvolvido, por: 
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conhecendo-se todas as variáveis de forma aproximada convergentemente exata ou 

analítica e possibilitando obter, para n bastante grande, o valor de ϕm com qualquer valor 

positivo ou inteiro de l. Observa-se que as constantes das soluções aproximadas ϕap.2 e 

ϕap.1 devem ser conectadas, com D1 podendo-se diferir apenas por um fator constante, a 

D3 ou D4, assim como D2 do mesmo modo. Nesse sentido, tal formalismo é coerente para 

uma solução convergente exatamente para os modelos teóricos das seções 3.1, 3.2, 3.3 e 

3.4. Este método pode ser estendido para qualquer solução da Equação de Einstein que 

siga as condições de regularidade na origem e suavize o modelo GS ao menos 

similarmente. Haverá um modelo pelo próximo capítulo em que a localização 

gravitacional, para ρ tendendo ao infinito, não seja representado pelo modelo GS mas 

que, analogamente, pode ter solução aproximativa como discutido nesta seção. 
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4 CLASSE DE SOLUÇÕES ANALÍTICA DE 

MUNDOS DE BRANAS REGULARES 

 

Na seção 4.1, seguindo-se também a Ref. [49], serão discutidas soluções que 

seguem as condições de energia e suavizam o modelo GS (ou, em outras palavras, que 

representa o modelo GS aproximadamente para um valor infinitamente grande da variável 

radial de bulk da Eq. (2.26a)). Nesta seção, também será especificado um modelo mais 

semelhante ao modelo GS (de acordo com as condições de regularidade na origem) e 

outro que, para a dimensão extra radial tendendo ao infinito, delimita os escalares to e tρ 

com valores distintos do modelo GS (ou seja, neste caso tais escalares são determinados 

como constantes positivas diferentes de zero). Na seção 4.2 o potencial análogo de 

Schröedinger é discutido coerentemente e algumas figuras são detalhadas nesta seção 

com o intuito de esclarecer sobre os escalares, o modo zero da Equação tipo-Schröedinger 

e o potencial análogo de Schröedinger. Na seção 4.3 será relacionada a lagrangeana de 

um vórtice abeliano, associada à mesma métrica por um dos modelos analíticos. 

As seções 4.1 e 4.2 foram feitas em conjunto mais com o prof. Dr. José Euclides 

Gomes da Silva, que independentemente iniciou os estudos nesta direção. Salienta-se que 

houve também a participação de meu orientador, prof. Dr. Carlos Alberto Santos de 

Almeida, neste texto do capítulo 4 direcionado a ser um artigo, no desenvolvimento 

teórico inicial. 

Ressalta-se que os modelos B e D estão descritos pela Ref. [49], sendo o artigo 

publicado referente à tese, que está associada a algumas soluções gerais e específicas do 

capítulo 3, mais especificamente, das seções 3.1, 3.2 e as respectivas a estas da seção 3.6. 

 

4.1 Soluções da Equação de Einstein 

 

Associado com a seguinte expressão: 
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sendo em geral uma função 

 

 FF  ,                  (4.2) 

 

as primeira duas Equações de Einstein (2.29) são reescritas, ainda em geral, por: 
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sendo a Eq. (2.29c) descrita pela Eq. (4.2) e utilizando a delimitação dada por Eq. (4.1a). 

Desse modo, para fim de esclarecimento, quando F é aproximadamente 2/ρ próximo à 

origem, seguindo a solução de σ como seguirá, pode ser obedecido todas as condições de 

regularidade na origem. 

 Desde que seja assumido o ansatz da Eq. (3.1b), relacionado pela Fig. 1, pode-se 

ter como solução, com p = 1, que: 

 

 ccA p
o tanh ,               (4.4) 

 

seguindo-se a relação 2K6λθ + 4coc = 5co
2 (o que deve ser o mesmo de λθ = co

2[5-

(5/2no)]/2K6, com no = 1, 2, 3, 4,..., da Eq. (3.5) com mesmas condições de contorno na 

origem por c = 5co/8no). Poderia ser visto uma solução de A que abrange outros valores 

de p constante mas, devido à simplicidade desta solução, será discutido soluções que 

abrangem especificamente a solução dada pela Eq. (4.4) com p = 1. Desse modo, a 

solução de um dos fatores de warp é, segundo a Eq. (4.1a) e relacionado pela Fig. 2, 

 

  cc

co
 cosh .                (4.5) 

  

Será considerado alguns casos especiais que sigam o formalismo desenvolvido 

inicialmente neste item, em que tθ = cosh-2(cρ). 
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Figura 1: Escalar tθ com a relação crítica de co = 2c = 2λ e r = ρ. 

 

 

Figura 2: Fator de warp σ com c/λ = co/c e r = ρ. 

 

A.   0F . 

 

Neste caso especial [48], tem-se que a solução é dada como: 
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seguindo o fator de warp γ = Ro
2σ, analogamente ao modelo GS [4] (como relacionado 

pela seção 2.2.1) pela não obediência das condições de regularidade na origem do fator 

de warp γ. 

 

 B.  



c

m
F  . 



90 
 

 Neste modelo descrito pela Ref. [49] como de disco de warped, o fator de warp γ 

pode seguir suas condições de regularidade na origem com: 
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em que os escalares em geral de to e tρ são delimitados, pelas Eqs. (2.29) respectivas por: 
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 Observa-se que as condições de regularidade pela origem de γ e que o escalar to é 

finito, em todo valor positivo de ρ, se m = 2c, como há nas Figs. 3 e 4. Ademais, desse 

modo, todas as condições de energia são seguidas. Esse modelo é mais semelhante ao 

modelo tipo-corda suave [12] analisado pela seção 2.2.4, tendo mesma condição 

assintótica para ρ infinitamente grande e mesmo comportamento próximo à origem 

(diferindo-se por λθ diferente de -Λ). O Escalar de Ricci tem gráfico descrito 

coerentemente como finito, como determinado pelas Eqs. (3.18) e (3.19), segundo a Fig. 

5 e co = 2c associado a m = 2c. 

 

 

Figura 3: Fator de warp γ segundo a relação m = co = 2c = 2λ do modelo B com r = ρ. 
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Figura 4: Relação entre to e tρ do modelo B com m = co = 2c = 2λ e r = ρ. 

 

 

Figura 5: Escalar de Ricci do modelo B, com m = co = 2c = 2λ e r = ρ. 
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 Em tal caso o fator de warp γ pode ser dado com n1 = 2 e n2 = 1, que em caso 

especial é relacionado pela Fig. 6 seguindo as condições de regularidade na origem, pela 

relação geral: 
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com os escalares que podem ser fornecidos pelas Eqs. (2.29) ou (4.3) referentes a esse 

caso especial: 

 

   








 

 c

c

c

c
Kt oo

coshcosh2

5 2

2

2
1

6 ,         (4.12a) 

 

     
  








 

o
ooo

o ccc
c

c

c

c

c

c
Kt 


cosh2

sinh4cosh4

5

cosh4

13
2

2

2

2
1

6 .    (4.12b) 

 

 Dessa forma, com n1 = 1 e co = 2c, as condições de regularidade na origem de γ 

são satisfeitas e o escalar to é finito para todo valor de ρ positivo. Nesse sentido, também 

as condições de energia são satisfeitas. Esse modelo tem semelhança mais próxima com 

o modelo corda-charuto, analisado na seção 2.2.2, pois para ρ próximo da origem ou 

infinitamente grande ambos os modelos são aproximadamente iguais (com a diferença de 

que λθ é diferente de -Λ no presente caso). Assim, os escalares de pressão e o Escalar de 

Ricci, desse modelo, são finitos para co = 2c. 

 Considerando o modelo C com n1 = 3 e n2 = 1, tem-se analogamente ao caso de 

n1 = 2 do mesmo modelo, porém com co = 3c, que: 
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seguindo: 
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 Para outros valores de n1 e n2 o cálculo poderia ser feito seguindo-se as mesmas 

condições, generalizando o caso estudado C, apenas sabendo-se que F é 
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aproximadamente 2/ρ próximo à origem em todos os casos para se seguir as condições de 

regularidade na origem, o que, por consequência, é associado a to finito na origem. 

 

 

Figura 6: Fator de warp γ do modelo C com co = 2c = 2λ, n1 = 2n2 = 2 e r = ρ. 

 

 

Figura 7: Relação entre to e tρ do modelo C com co = 2c = 2λ, n1 = 2n2 = 2 e r = ρ. 

 

 

Figura 8: Escalar de Ricci do modelo C com co = 2c = 2λ e r = ρ e n1 = 2n2 = 2. 
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F  . 

 

 Neste modelo, que pode ser analisado pela Ref. [49] com m1 = 2m2 = 2c, o fator 

de warp γ é descrito por (com m1 e m2 sendo constantes): 
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com os escalares restantes descritos, segundo as mesmas Eqs. (2.29) ou (4.3) associadas, 

por: 
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em que o fator de warp e os escalares de pressão determinados seguem as Figs. 9 e 11 

com co = 4m2 = 3c e a Fig. 10 com co = 4m2 = 2c, que segue semelhantemente o caso das 

Figs. 9 e 11. 

 Tal modelo tem um comportamento assintótico diferente dos demais estudos neste 

texto, para ρ infinitamente grande, não suavizando o modelo GS pelas Eqs. (4.3). Este 

modelo é denominado de exótico, por ser bastante diferente, por exemplo, do modelo da 

corda-charuto [5] ou do tipo-corda suave [12], ao não suavizar o modelo GS. 
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Figura 9: Fator de warp γ do modelo D com co = m1 = 2m2 = 2c = 2λ e r = ρ. 

 

 

Figura 10: Relação entre os escalares to e tρ do modelo D com co = m1 = 2m2 = 2c = 2λ e 

r = ρ.  

 

             

Figura 11: Escalar de Ricci do modelo D com co = m1 = 2m2 = 3c = 3λ e r = ρ. 
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E. 

 

 Neste caso será considerada a Eq. (4.6) em conexão com a Eq. (3.13), que tem 

relação próxima à desenvolvida na seção 3.1, delimitando-a em geral seguindo-se as 

condições de regularidade na origem por 
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 Os escalares de pressão tρ e de energia to são descritos, como delimitada as Eqs. 

(4.3) que podem ser associadas à Eq. (3.9) e (3.15), por: 
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 Assim, os escalares referentes ao modelo E possuem uma distribuição de 

densidade de pressão e escalar semelhante a um formato de sino, semelhantemente ao 

fator de warp σ com co = 2c. Esse modelo é interessante porque é descrito em geral, 

seguindo as condições de regularidade na origem e as condições de energia. De fato, o 

modelo E pode ser considerado um caso especial do modelo C, com n2 = 2 e n1 = co/2c. 

Importante destacar que, assim como em modelos do capítulo 3, os escalares de pressão 

tρ e tθ podem ser analisados como escalares de energia, de maneira física. 

 Nos modelos B, C, D e E estudados verifica-se que os escalares respectivos, na 

origem, é suave (tem derivada igual a zero) diferentemente dos modelos em seis 

dimensões, que suavizam o modelo GS, da corda-charuto e tipo-corda suave discutidos 

nas seções 2.2.3 e 2.2.4. 

 A localização gravitacional dos modelos descritos nesta seção pode ser analisada 

semelhantemente como desenvolvida a seção 2.3.1 [10]. 
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4.2 Localização gravitacional 

 

 4.2.1 Aspectos de localização gravitacional 

 

 Considera-se a seguinte expressão já desenvolvida no capítulo anterior: 
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com: 
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sendo mo uma constante de massa e l um número inteiro de momento angular intrínseco. 

Desse modo, considerando β variável, a massa m é dependente da posição no espaço de 

bulk para l diferente de zero. 

 Assim, com as mudanças de variável 𝑧 = ∫𝜎
ି
భ

మ𝑑𝜌 (o que delimita uma métrica 

conforme, segundo a Eq. (2.26a)) e de 𝜙௠ = 𝑢ψ [12]: 
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em que Cu é uma constante arbitrária, tem-se que haja, (com cada ponto simbolizando 

uma derivada com respeito à z) com U sendo o potencial análogo de Schröedinger: 
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enquanto 
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 
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


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4

1
zW             (4.23b) 

 

é uma função similar ao denominado superpotencial como há na mecânica quântica 

supersimétrica. 

 Nos modelos B, C e D averígua-se que z = λθ
-1sinh(cρ) para co = 2c, o que 

corresponde a um comportamento entre z e ρ semelhante próximo à origem. 

 O modo zero (com m = 0 = l) também pode ser estudado em cada modelo, sendo 

determinado por (como há por 𝜙௠ = 𝑢ψ e a Eq. (4.21) com ϕ0 igual a uma constante) 

[5,12]: 
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1
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 ,             (4.24) 

 

que apresenta um comportamento normalizado pelo espaço de bulk, sem contribuição no 

mundo brana para o potencial newtoniano (pois Ψ(0) = 0). As contribuições ao potencial 

newtoniano podem ser analisadas também mediante ϕm = ϕm(0) como uma função de 

onda, porém Ψ está descrito num formato de Equação tipo-Schröedinger, o que dá maior 

representatividade para Ψ como função de onda. Assim, como ocorre nos modelos GS e 

RS, o modo de massa m diferente de zero, quando associado à função de probabilidade 

diferente de zero na origem (z = ρ = 0), pode contribuir ao potencial newtoniano como 

descritas as Eqs. (2.54), mediante o potencial de Yukawa para curtas distâncias. 

 Desse modo, as Figs. 12, 13 e 14 relacionam o modo zero respectivamente dos 

modelos B, C e D, enquanto as Figs. 15 a 20 relacionam o Potencial análogo de 

Schröedinger de tais modelos. 

 

 

Figura 12: Modo zero do modelo B com m = co = 2c = 2λ. 
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Figura 13: Modo zero do modelo C com co = 2c = 2λ e n1 = 2n2 = 2. 

 

 

Figura 14: Modo zero do modelo D com co = m1 = 2m2 = 3c = 3λ. 

 

 

Figura 15: Potencial análogo de Schröedinger do modelo B com c = 1 e m = co = 2c = 

2λ. 
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Figura 16: Potencial análogo de Schröedinger do modelo B com m = c = 2 e co = 2c = 

2λ. 

 

 

Figura 17: Potencial análogo de Schröedinger com c = 1 e co = 2c = 2λ do modelo C 

com n1 = 2n1 = 2. 

 

 

Figura 18: Potencial análogo de Schröedinger com c = 2 e co = 2c = 2λ do modelo C 

com n1 = 2n1 = 2. 
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 Como exemplo de localização gravitacional, são associados os termos referentes 

ao modelo E (que, dentre os modelos, é o que possui mais liberdade de análise pelos 

parâmetros envolvidos e que também pode ser relacionado ao caso analisado pela seção 

3.1), que pode seguir a Eq. (3.21a), resultando em: 
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com o potencial análogo de Schröedinger possibilitando descrever, pela Eq. (4.23a) sob 

escalares de pressão iguais, 
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em que 
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podendo seguir um dos casos gerais dados pelas seções 3.2 e 3.4 do capítulo 3 ou o caso 

mais amplo de parâmetros envolvidos da Equação de Einstein (3.2) advindo da solução 

da Eq. (3.5) ou, similar a esta solução, pelo modelo E (que pode ter mesma solução 

advinda da seção 3.1 pela Eq. (3.5)) como: 
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Estudando a localização gravitacional mediante uma Equação tipo-Schröedinger, 

como verificado na seção presente envolvendo algumas soluções analíticas da Equação 

de Einstein, pode-se perceber pela solução dada mediante o modelo E que, para co = 2c, 

há comportamento semelhante aos modelos B e C (com n = 2) estudados próximo à 

origem, enquanto para co = 3c há resultados teóricos semelhantes aos dos modelos C (com 
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n = 3), também próximo à origem. O modelo C segue análoga e aproximadamente os 

casos especiais de localização gravitacional de ϕm, enquanto o modelo B segue 

analogamente a localização gravitacional do modelo tipo-corda suave abordado na seção 

2.2.4 [12]. Assim, o modelo E deve seguir também as seções 3.1.2 e 3.1.3 analogamente, 

sem perda de generalidade. 

Há modelos que seguem campos escalares reais de acordo com uma cinemátca 

padrão, delimitada por uma lagrangeana com base na Teoria Quântica de Campos, 

descrevendo uma delimitação do potencial pelo espaço de bulk em em cinco ou quatro 

dimensões [33,34]. Nesse sentido, porém em seis dimensões, há estudo que inclui a 

variável temporal no espaço-tempo [36]. 

Observa-se, no texto de tese, que foi dada ênfase, como função de onda, a variável 

desconhecida Ψ da Equação tipo-Shröedinger como analisada. No entanto, poder-se-ia 

supostamente adotar ϕm como tal função de onda. Neste caso, o modo zero de ϕm seria 

descrito por [4] (com D0 sendo uma constante arbitrária): 
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que só faz sentido, de forma normalizável para todo valor positivo de ρ, se ϕ0 for uma 

constante, pois a parte variável diverge para grandes valores de ρ, seguindo-se [4,5]: 
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 As Eqs. (4.29) descrevem uma variável como função de onda, assim como deve 

ser descrito, em seu contexto, a variável Ψ como função de onda, semelhantemente 

advinda da Mecânica Quântica e envolvendo um mundo brana inserido em um espaço de 

seis dimensões. 

 Com o intuito de descrever um modelo analítico aproximadamente, procedendo 

sobre o modelo GS do mesmo modo que há na Ref. [43], a função de onda do modo 

massivo nulo ψ0 e do modo massivo ψm do modelo GS, correspondentes a uma equação 
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tipo-Schröedinger pelos modos de Kaluza-Klein e coerente com as condições de 

contorno, devem corresponder a: 

 

   oco e
R

c 
0

0 2

7
           (4.30a) 

 

e 

 

         mzmzmzzm
mzm

zm sincos33
12 22

2










 ,   (4.30b) 

 

sendo: 
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 Portanto, as Eqs. (4.30) são aproximadamente corretas para o modelo E 

determinado, seguindo-se z e ρ bastante grande (ou tendendo ao infinito) com m 

substituído por m2-co/c, pois as Eqs. (4.30) advinda desse modelo é a mesma do modelo 

GS no mesmo limite, aproximadamente, seguindo-se as Eqs. (3.21). 

 

 4.2.2 Fatores de warp do modelo D e localização gravitacional 

referente 

 

 Diante da relação entre z e ρ em geral, tem-se, para co/c igual a 6, que: 
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o que permite descrever com a única solução real, resolvendo a equação cúbica associada 

com a variável sendo o sinh(cρ), que: 
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 Assim, o fator de warp σ pode ser descrito pela Eq. (4.33) associada pela 

identidade de sinh2x +1 = cosh2x, resultando, para o modelo D e os demais, em: 
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 Para o fator β, pode-se ter um valor para m2 = 3c (segundo as Eqs. (4.31), (4.32) e 

(4.33)) e m2 = c (segundo as Eqs. (4.32)  e (4.33)), de acordo com as condições de 

regularidade na origem, que descrevem coerentemente o fator de warp γ em função de z 

por intermédio da Eq. (4.34). 

 Os valores respectivos de β para m2 = 3c e m2 = c para o modelo D são dados por: 
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 Para co/c = 2 o cálculo analítico em função de z é possível para os fatores de warp, 

com β = z2 (modelo D), β = z2/(1+c2z2) (modelo E) e σ = (1+c2z2)-1 (o modelo D seguiria, 

em relação à variável conforme z, um modelo análogo à ρ pelo modelo B), assim como é 

possível também obter, para o modelo C, o fator de warp γ pela identidade que existe 

entre sinh2x e cosh2x. Para c/co = 6 o cálculo é análogo aos modelos C e E. Os fatores de 

warp delimitados nesta seção, para o modelo D, são delimitados pelas Figs. 19 e 20 a 

seguir. Enquanto isso a Fig. 21 delimita uma condição interessante. Esta condição é 

relacionada a um poço em l = 1 com c = 1, que é relacionada à l = 0 e c = 2, de maneira 

quântica, segundo a Equação tipo-Schroedinger, o que pode permitir uma transição entre 
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a condição de l = 1 relacionada para a associada à l = 0 e se verificar um gráviton massivo 

na brana na origem com probabilidade finita. Em adição, para um mundo brana um pouco 

deslocado da origem ou segundo Ref. [49] por modelos DGP, o estado de l = 1 pode 

permitir um modo massivo que é ressonante segundo a localização gravitacional de ϕm, o 

que torna isso não verdade para l maior que 1. 

 

 
Figura 19: Fator de warp σ em função de z de modelo D, para co/λ = co/c = 6. 

 

 
Figura 20: Fator de warp γ em função de z de modelo D, com co/c = 6, λ = c e λ’ = m2 = 

m1/2. 

 

 
Figura 21: Potencial análogo de Schroedinger para co/c = 6 e m1/2 = m2 = c = λ de 

modelo D. 
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 De acordo com a Eq. (4.19) e pelo modelo D, para m1 = co = 2c = 2m2 e regiões 

suficientemente próximas e longe da brana respectivamente, há aproximadamente para 

um modo sem massa, para um número inteiro l em geral, que: 
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que possuem respectivamente como solução analítica,  
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tendo-se que escolher C2 = 0 = C4 e para C1 e C3 uma constante positiva para haver 

localização gravitacional coerentemente de forma normalizada. 

 Analisando o modo massivo, com l igual ou diferente de zero, tem-se que o 

modelo D permite a mesma solução obtida pelo capítulo 3 para ρ tendendo a zero, 

segundo a Eq. (3.26), pois nesse limite senh(cρ) é aproximadamente cρ. No entanto, 

diferentemente do modelo GS (que é seguido igual ou semelhantemente por todas as 

demais soluções (do capítulo 3 e deste capítulo)), para ρ tendendo ao infinito e seguindo-

se as condições de regularidade na origem há a obtenção, aproximadamente, de: 
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com solução associada que pode ser descrita como [49] 
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em que, para m2 > 5co/2, há barreira gravitacional indo pra zero por ρ tendendo a infinito 

com C5 igual a zero e C6 constante positiva arbitrariamente. Para m2 < 5co/2, há 

localização gravitacional apenas com valor máximo de ρ finito, considerando C6 = 0 e C5 

positivo arbitrariamente, comportando-se semelhantemente ao caso de modelo GS. Em 

tais casos, as constantes C5 e C6 são zero para evitar divergência em ρ = 0. Assim, a Eq. 

(4.39) segue o modelo GS apenas como caso especial, para m2 = 0. 
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 

 

          5.1 Conclusões 

 

A Equação de Einstein, pela métrica em seis dimensões que permite a suavização 

do modelo GS segundo a Eq. (2.26a), foi delimitada em geral analiticamente, seguindo 

as condições de regularidade na origem e as condições de energia, de forma a suavizar o 

modelo, para ρ tendendo ao infinito, de forma aproximadamente igual ao modelo GS, 

segundo as seções 3.2 e 3.4 com escalares de pressão tρ = tθ (permitindo descrever esses 

escalares de pressão como também, de outra forma física, escalares de energia). 

Relacionado à seção 3.4, tem-se sua solução diferencial segundo a seção 3.3, suavizando 

o modelo GS com a dimensão extra radial ρ sendo positiva para o caso de fθ > 0 na origem, 

diferentemente como há na seção 3.2, em distinta solução geral, com fθ < 0 na origem. 

Dessa forma, essas soluções gerais são complementares entre si em relação a fθ na origem. 

Foram obtidos de forma totalmente analítica pela Equação de Einstein, os modelos 

específicos respectivos das seções 3.1, 3.2 e 4.1, em que na seção 4.1 os modelos B, C e 

D seguem todas as condições regulares na origem e de energia, enquanto o modelo A não 

segue as condições regulares na origem e o modelo E é um caso especial do modelo C. O 

modelo E é mais simples que o modelo C por ter menos termos associados nos escalares 

da Equação de Einstein (porém permitindo, ainda assim, liberdades na definição destes 

em relação à variação por dimensão extra radial e no valor de cada escalar em relação a 

cada valor da dimensão extra radial pelo valor de contorno na origem). O modelo B pode 

ser considerado regular, similar ao fator de warp γ do modelo tipo-corda suave, o C 

seguindo semelhantemente o fator de warp γ, pelo modelo corda-charuto, excetuando 

como inserido o fator de warp σ, e o D é considerado um modelo de brana exótica por 

não suavizar o modelo GS completamente (inclusive no limite para a dimensão extra 

radial tendendo ao infinito pela perturbação da métrica). Assim, foi obtida solução 

analítica específica na seção 3.1 que se relaciona diretamente ao modelo E desenvolvido 

analiticamente pelo capítulo 4, na seção 4.1, seguindo todas as condições de brana regular 

na origem e de energia. Entretanto, pela solução dada pela seção 3.1 ser mais abrangente, 

em relação ao modelo E referente, a solução dada pela seção 3.1 pode considerar uma 

constante cosmológica em seis dimensões igual a zero ou outros valores possíveis 
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diferentes, pelo mesmo modelo teórico da Equação de Einstein. No entanto, para alguns 

valores específicos e seguindo mesmas condições físicas, a solução dada pelo modelo E 

do capítulo 4 é diferente da solução mais abrangente, acarretando numa solução 

descrevendo os escalares de energia e pressão com formato analítico muito simples. 

Assim, no capítulo 4 foi estudada uma solução analítica (que pode ser derivada da 

seção 3.1), relacionando 5 casos especiais associados. O modelo A descreve uma 

realidade física semelhante ao modelo GS, sem seguir as condições de contorno do fator 

de warp γ, mas seguindo as condições de energia, que já foi discutido na Ref. [48]. Dessa 

forma, para os modelo B, C e D seguirem todas as condições de energia com escalares 

associados finitos, as condições de regularidade na origem tiveram que ser obedecidas. 

Dentro desses casos há o modelo E (seguindo escalares de pressão também iguais e, 

portanto, permitindo descrevê-los também como escalares de energia e não de pressão). 

Ressalta-se também que, pelo modelos D e E, assim como possivelmente pelo modelo C, 

foi determinado algumas soluções analíticas dos fatores de warp e do potencial análogo 

de Schroedinger com valores críticos (com c/co igual a 2 ou 6) pela variável conforme z 

da Equação tipo-Scroedinger, o que permite uma análise mais clara de tais fatores de warp 

em função de uma variável conforme de uma métrica em seis dimensões como discutida. 

Diferentemente do que se pode pensar, as duas soluções analíticas gerais do 

capítulo 3 são distintas com mesmos parâmetros e mesmas fontes escalares, pois 

envolvem soluções com condições de contorno distintas em A, para a dimensão extra 

radial tendendo a zero, associado a elemento diferencial dρ ser positivo na seção 3.2 e 

negativo na seção 3.3 para a Equação de Einstein. A solução da seção 3.3 pode ser 

analisada também, pela Equação de Einstein, com elemento diferencial dρ positivo e A 

substituído por –A, o que delimita a mesma Equação de Einstein, sob mesmos parâmetros, 

com condições de contorno diferentes em geral. Na solução diferencial analítica da seção 

3.3 há funções de ponto extras descritas por A = 0 em ρ = 0 e fθ = 0, que tornam a solução 

contínua em toda a extensão da dimensão extra radial de bulk ρ e permitindo a associação 

física com as condições de regularidade na origem. Nesse sentido, a solução analítica, 

obtida na seção 3.1, é diferente da solução obtida, com mesmos ansatz específicos, da 

solução obtida pela seção 3.3 que é representada pela seção 3.4 analiticamente. Nessas 

soluções, os escalares de pressão tθ e tρ são iguais em geral. 

Nesse sentido, a localização gravitacional é delimitada, pois tais soluções seguem 

os casos especiais oriundos do modelo da corda-charuto ou tipo-corda suave [5,12] para 

ρ próximo à origem, assim como é aproximadamente igual ao modelo GS para a mesma 
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variável tendendo ao infinito (infinitamente longe da brana). A influência sobre a energia 

potencial gravitacional, num mundo brana, é semelhante como nas discussões acerca do 

capítulo 4. 

Nas soluções da Equação de Einstein, foram analisadas algumas condições gerais, 

como há na seção 3.3, que não suavizam o modelo GS para a dimensão extra radial 

tendendo a zero, pois a variável ρ pode não ser maior que um valor fixo no modo mais 

geral de solução. Entretanto, como caso especial, a suavização do modelo GS é possível. 

Dessa forma, o Problema da Hierarquia é resolvido compativelmente, de forma exata, 

segundo a seção 3.1.3 com um ajuste da Massa de Planck em 6D (M6), que pode ser 

estendida aos demais casos analisados pelo capítulo 3, assim como do capítulo 4. 

Ademais, na seção 3.6 foi desenvolvido um método que se espera aproximar uma 

solução convergentemente exata para grandes valores de quantidade de iteração n, 

seguindo todas as condições físicas especificadas de energia e de regularidade na origem. 

Tal método é utilizado para cálculo de A, que está relacionado diretamente ao fator de 

warp σ, da solução diferencial da seção 3.3 segundo os escalares de pressão iguais, assim 

como também na seção 3.2 coerentemente também com escalares de pressão iguais e, 

ainda, relaciona as perturbações gravitacionais no mesmo sentido das soluções gerais 

associadas aos fatores de warp, relacionadas com número quântico l igual a zero ou inteiro 

positivo. Esse método é interessante por se poder escolher os escalares de pressão como 

se quiser. Salienta-se que, a nível de intervalo pequeno da variável explícita de dimensão 

radial de bulk, envolvendo um erro inicial pequeno segundo a primeira aproximação, a 

análise, coerente com o método introduzido, já é conhecida [44] e fornece um resultado 

convergentemente exato para uma quantidade cada vez maior de iterações. 

Quanto à localização gravitacional, no capítulo 4 se analisou casos que podem 

permitir a existência de grávitons localizados na brana (que deve ser verificado por um 

modelo numérico em todo o domínio, com o fim de se observar se há barreira de 

perturbação de métrica grande o suficiente fora da região próxima à brana), assim como 

há nos modelos analíticos do capítulo 3. Pelo potencial análogo de Schroedinger 

estudado, relacionado à tais modelos, pode-se explicar um tunelamento para um gráviton 

massivo chegar na brana, se for concluído que há um modo ressonante de uma onda s 

com número quântico l = 1, até a brana em que se localiza o mundo quadridimensional 

relacionado ao potencial de Yukawa associado ao potencial de Newton, por um estudo 

numérico. Pelo potencial de Schroendiger, há um potencial atrativo das partículas em 

relação à brana, embora sem haver modo ressonante, para l = 0. Em adição, também foi 
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estudado casos especiais do modelo D para a localização gravitacional, com novas 

soluções, pela seção 4.2.2, podendo haver localização gravitacional mesmo para ρ 

tendendo ao infinito, diferentemente do modelo GS, assim como também pode seguir 

semelhantemente o modelo GS. A solução compatível do Problema da Hierarquia, no 

capítulo 4, é descrito semelhantemente ao do capítulo 3. 

 

5.2 Perspectivas 

 

 Averiguar como se comportaria qualquer solução que queira, em torno da Equação 

de Einstein, torna-se interessante mediante os modelos aproximativos serem verdadeiros 

da seção 3.7, para todo o domínio da solução. No entanto, para tal, é importante também 

ser associado computacionalmente se tais soluções são, de fato, convergentes exatamente, 

sabendo que as condições matemáticas estabelecidas estão em nível geral quanto aos erros 

associados, abrangendo todo caso e, portanto, sendo confiável. 

 Uma tentativa de análise é a de se achar uma lagrangeana compatível com um 

estudo quântico e com as soluções analíticas obtidas no capítulo 4, de modo convencional 

matematicamente, pois a lagrangeana de vórtices abelianos, pelo analisado, não permite 

essa associação direta por todas as suas equações de movimento. 

 Uma possibilidade, para a Física Matemática, é a da inclusão de soluções gerais 

distintas das clássicas, pelo formalismo identificado na seção 3.3 do capítulo 3, para 

equações diferenciais lineares e ordinárias de segunda ordem e homogêneas. 
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