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RESUMO

Neste trabalho analisamos alguns dos aspectos relacionados a introduc¢ao, na mecanica quantica
nao-relativistica, de um operador de translagcdo cuja acdo é funcdo do ponto de aplicagdo. A
partir da introducdo deste operador, derivamos uma relacdo de comutagcdao fundamental modi-
ficada e uma representacdo modificada para o operador momento e mostramos que, por sua
vez, tais modificacdes exigem uma reestruturacdo do espaco de Hilbert. Vemos também que o
“novo” espago de Hilbert pode ser associado ao caso de uma particula com massa dependente
da posicdo e também ao de uma particula movendo-se em um espago curvo. Ainda, compa-
ramos o0 nosso formalismo com o formalismo de von Roos, analisamos o limite classico desse
formalismo, resolvemos o problema de uma particula com massa dependente da posicao em
duas dimensdes e terminamos analisando algumas grandezas da teoria da informacdo para o
caso de uma particula harmonica unidimensional.

Palavras-chave: Mecanica quantica. Espaco de Hilbert. Massa dependente da posi¢ao. Oscila-
dor harmonico. Teoria da informacao.



ABSTRACT

In this work we analyze some aspects related to the introduction, in the non-relativistic quantum
mechanics, of a translation operator whose action is a function of the point of application. From
the introduction of this operator, we derive a modified canonical commutation relation and a
modified representation for the momentum operator and we show that such changes require a
restructuring of the Hilbert space. We also see that the “new” Hilbert space can be associated
with the case of a particle with position dependent mass and also that of a particle moving in
a curved space. Still, we compare our formalism with the formalism of von Roos, we analyze
the classical limit of this formalism, we solve the problem of a particle with position-dependent
mass in two dimensions and we end up analyzing some quantities of information theory for the
case of a one-dimensional harmonic particle.

Keywords: Quantum mechanics. Hilbert space. Position dependent mass. Harmonic oscilla-
tor. Information theory.
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1 INTRODUCAO

Em 2011, R. N. Costa Filho et al. [1]] propuseram o operador de translagao
T,(e)la) = |z + (1 + 7)), (1.1)
o qual é ndo-aditivo e possui como gerador o momento
by = (1 +72)p, (1.2)

sendo ¥ e p os operadores posi¢cdo e momento, respectivamente, tradicionais. Tais modificacdes
implicam numa equacao de Schrodinger do tipo massa dependente da posicao:

1 () 1d( | )dw(x)

2m(z) da? +§d_x 2m(z)) dx

+ E(z) = 0, (1.3)

com m(z) = 1/(1 + yz)? sendo a massa efetiva da particula. Essa proposta teve boa aceita¢io
no meio cientifico e a partir dela se originaram vdrios trabalhos (veja, por exemplo, [2-14]).

Recentemente, R. N. Costa Filho e J. P. M. Braga [|15]] mostraram que o operador de
translacdo generalizado é adequado para descrever particulas que trafegam em certos espacos
com métrica ndo-euclidiana. Mais ainda, mostraram que nesses espacos a métrica produz uma
incerteza minima no operador momento.

Do que foi exposto acima, torna-se patente que o operador de translacdo generali-
zado possui um caréter dual, podendo ser usado na descri¢ao tanto de uma particula com massa
dependente da posi¢do quanto na de uma particula viajando em um espacgo curvo. Apresentar
esse formalismo de forma unificada e explicar alguns pormenores desta abordagem é o pri-
meiro propoésito desta tese. O segundo propésito deste trabalho € apresentar uma extensao do
formalismo para N dimensdes euclidianas. O terceiro propoésito € estabelecer um paralelo com
o formalismo de von Roos [[16]. O quarto objetivo é examinar o limite classico. Por ultimo,
objetivamos também a resolucdo de alguns problemas tradicionais da mecanica quantica e da
mecanica cldssica, agora postos sob a 6tica do formalismo de operador de translacdo generali-
zado.

No capitulo 2 apresentamos uma revisdo dos fundamentos da mecanica quantica.
Pré-requisitos matematicos presentes na dlgebra linear e analise funcional sdo revisitados, também
relembramos os postulados da quantizacdo candnica e as representacdes de Heisenberg e de
Schrédinger. No capitulo 3, inicialmente mostramos o conceito de translagao dependente da
posicdo. A partir desta definicdo, derivamos uma relacdo de comutacdo fundamental modifi-

cada. Para satisfazer esta relacdo de comutacdo, propomos uma “nova” forma para o operador
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momento, enquanto mantemos inalterado o operador de posi¢do. As representacoes desses ope-
radores na base de coordenadas exige uma reformulacao do produto interno, o que por sua vez
evidencia a dualidade na interpretacdo do formalismo de operador de translacdo generalizado.
Apresentamos ainda uma equacdo de Schrodinger diferente da tradicional e uma nova equagao
da continuidade. Terminamos com uma generalizacdo do formalismo para N dimensodes. O
capitulo 4 é devotado as aplicagOes. Inicialmente, estudamos o caso do oscilador harmdnico
bidimensional, para o caso de uma massa dependente da posi¢do, descrito em coordenadas
polares. Também exploramos o limite classico do formalismo e terminamos com o calculo
(numérico) de algumas grandezas da teoria da informa¢do em mecénica quantica. A conclusao
desta tese € feita no capitulo 5.
No decorrer do texto, salvo indicag@o explicita em contrario, faremos uso da convengdo

de soma de Einstein: se o mesmo indice aparecer duas vezes, este deve ser somado sobre to-
dos os seus possiveis valores. Também usaremos unidades atdmicas nas quais & (constante de

Planck dividida por 27) = ¢ (carga da particula) = m (massa da particula) = 1.
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2 FUNDAMENTOS DE MECANICA QUANTICA

Este capitulo se propde a fazer uma revisdo sobre alguns topicos de mecanica
quantica, os quais sao necessarios para o entendimento do text Na revisao, utilizamos as

referéncias [[17-20].

2.1 Pré-requisitos Matematicos
2.1.1 Espaco Vetorial

Um espaco vetorial V € um conjunto de elementos, chamados verores, o qual é
fechado sob adicdao e multiplicagdo por escalares. O que significa que, se ¥ e  sao vetores
entdo ay) + by também €, sendo a e b escalares arbitrérios.

Um conjunto de vetores {1);} € dito ser linearmente independente se

a1y + e + o+ ey, =0, (2.1)

implica que ¢; = 0 para todo ¢. Se essa condi¢do ndo vale, o conjunto de vetores é dito ser
linearmente dependente.

O niimero maximo de vetores linearmente independentes em um espaco ¢ chamado
de dimensdo desse espago. Um conjunto maximo de vetores linearmente independentes forma
uma base para o espaco. Qualquer vetor no espaco pode ser expresso como uma combinagao
linear de vetores de base.

Um produto interno (ou produto escalar) para um espago vetorial associa um esca-

lar (¢, ) com cada par ordenado de vetores, e deve satisfazer os seguintes axiomas:

Al (), ¢) = (¢, )
A2. (P, ap1 +bpa) = a(, p1) + (Y, @2);
A3. (¢,v) > 0, com a igualdade vilida se, e somente se, ¢ = 0.

O produto interno generaliza as nog¢des de comprimento e angulo para espagos ar-
bitrarios. Se o produto interno de dois vetores € zero, esses vetores sdo ditos ortogonais.

A norma de um vetor é definida como ||¢)||= 1/(%, ¢). O produto interno e a norma

'Aqueles que se sentirem suficientemente familiares com os fundamentos dessa teoria devem ignorar este
capitulo e comecar diretamente do capitulo 3.
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verificam dois resultados importantes:

(¥, 0)P< (0, 9) (@, ) (desigualdade de Schwarz), (2.2)
|10+ ol |< |[¥]|+|¢l|  (desigualdade triangular). (2.3)

Pode-se estender o conceito de distAncia no R? a qualquer espaco vetorial V dotado
de um produto interno, para tanto, considere dois vetores ) e ¢ pertencentes a ), definimos a

distancia (ou métrica) d(1), ) entre 1) e v em ) por

d(y, ) =¥ — ¢ (2.4)

tal que:
(i) d(¥,¢) = d(e,v);
(i) d(y,v) = 0;
(i) d(¢, ) > 0sep # p, e
(iv) d(¥, ) < d(v, x) + d(x, ¢) para quaisquer ¥, p, x € V.

Diz-se que um espaco vetorial onde temos uma métrica definida € um espaco métrico.
Um conjunto de vetores {1);} € dito ser ortonormal, se esses vetores forem dois a

dois ortogonais € um a um de norma unitdria, ou seja,

(Vi, 05) = 04 (2.5

Correspondentemente a qualquer espago vetorial V existe o espaco dual de funcio-
nais lineares. Um funcional linear F' associa um escalar F'(¢)) a cada vetor 1) pertencente a V),

tal que
F(ay +bp) = aF () + bF (), (2.6)

para quaisquer vetores ¢ e ¢, € quaisquer escalares a e b. O conjunto de funcionais lineares

constitui ele préprio um espago vetorial )V’ se definirmos que

(aFy + bEy)(¥) = aFi (1) + bE3(1). @.7)

Teorema 2.1 (Riesz). Existe uma correspondéncia um a um entre funcionais lineares F' per-

tencentes a V' e vetores [ pertencentes a 'V , tal que todos os funcionais lineares tem a forma

F) = (f,v), (2.8)

f sendo um vetor fixo e 1 um vetor arbitrdrio.
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Notacao de Dirac

Na notacdo de Dirac, os vetores pertencentes a ) sdo chamados de kets e represen-
tados como |¢). Os funcionais lineares no espago dual V' sdo chamados de bras e escritos como

(F'|. A agdo do funcional sobre o vetor é representada como

F() = (F[y). (2.9)

De acordo com o teorema de Riesz, existe uma correspondéncia um a um entre bras e kets.
Portanto, podemos usar o mesmo caractere alfabético para o funcional linear (pertencente ao
espaco dual) e seu respectivo vetor (membro do espago vetorial), deixando para a notacao de
bras e kets a tarefa de determinar em qual dos dois espagos estamos. A pode entdo ser

reescrita como
(Fly) = (F.9), (2.10)

|F') sendo o vetor previamente denotado por f. Note, no entanto, que o teorema de Riesz
estabelece, por construgdo, uma correspondéncia antilinear entre bras e kets. Se (F| <> |F),
entao

a*(F|+b"(F|<> a|F) + b|F). (2.11)

Por conta da relacdo (2.10), é possivel tratar o “braket” (F'|1)) como meramente

outra nota¢do para o produto interno.

2.1.2 Operadores Lineares

Um operador em um espago vetorial mapeia vetores em vetores, isto €, se A € um
operador e |¢)) é um vetor, entdo |p) = Al) € outro vetor.

Um operador linear é aquele que satisfaz

Aler|ihr) + ea|1h2)) = 1 Aly) + coAs). (2.12)

Afirmar que dois operadores sdo iguais, A = B, significa que A|¢)) = B|t)) para

qualquer vetor |1)). Assim, podemos definir a soma e o produto de operadores,
(A+ B)w) = Ale) + Blv), (2.13)
ABJy) = A(Bv)), (2.14)

para todo [1)).
Até aqui nés definimos operadores como objetos que atuam somente em kets, e pela

esquerda dos mesmos. No entanto, podemos também definir a atuagdo de operadores em bras
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(pela direita) como
(el A)e)) = (l(Alp)), (2.15)

para quaisquer vetores (| e [1)).

O Adjunto AT de um operador A é definido como

(plAT[) = (W] Alp). (2.16)

Algumas propriedades tteis que seguem diretamente da defini¢ao (2.16)) sao

(cA)t = ¢ AT, (2.17)
(A+ B)f = At + Bf, (2.18)
(AB)f = BTAT. (2.19)

Em adi¢@o ao produto interno de um bra e um ket, (1)|p), o qual é um escalar,
podemos definir um produto externo, |¢)(1|. Este objeto é um operador, como pode ser visto

pela sua atuag@o sobre um ket arbitrario:

(L) @DIN) = 1) (([A))- (2.20)

Como um operador € definido especificando sua acdo sobre um ket arbitrario e tendo como
resultado um outro ket, esta operagdo completamente caracteriza o produto externo como um

operador. Da (2.16) segue que
(o))" = ) {el. (2.21)
Uma caracteristica ttil de um operador A é seu traco, definido como

Tr(A) = (a|Ala), (2.22)

«

onde {|a)} pode ser qualquer base ortonormal.

2.1.3 Operadores Auto-adjuntos

Um operador A que € igual ao seu adjunto AT é chamado auto-adjunto. Isso signi-

fica que ele satisfaz
(el Alg) = (| Alp)” (2.23)

e que o dominio de A (i.e., o conjunto de kets |1} para os quais A|¢)) é bem definido) coincide
com o dominio de AT. Um operador que satisfaz somente a (2.23) é chamado hermitian

O teorema seguinte é util na identificacdo de operadores hermitianos em espacgos

”Na literatura matemdtica esses operadores sio costumeiramente chamados de “simétricos”.
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vetoriais complexos. A demonstracido encontra-se na referéncia [20]].

Teorema 2.2. Se (| Ajv) = (| A[p)" para todo 1)), entdo (1| Alps) = (g2l Alpr)* para
todo | 1) e |ps), e portanto A = Al

Se um operador atuando em um certo ket produz um multiplo escalar do mesmo
ket,
Ala) = ala), (2.24)

chamamos o ket |a) de autoket e o escalar a de autovalor do operador A A correspondéncia
antilinear (Z.11]) entre bras e kets, e a definicio de operador adjunto Af, implicam que a equagdo

de autovalor, correspondentemente a (2.24)), para os bras é
(a| AT = a*{(al. (2.25)

O préximo teorema € bastante ttil na mecanica quantica. A demonstragao de tal

teorema, pode ser encontrada, por exemplo, na referéncia [18].

Teorema 2.3. Se A é um operador hermitiano, entdo todos os seus autovalores sdo reais. Além

disso, autokets de A, correspondentes a diferentes autovalores, sdo ortogonais.
Conjuntos completos

Um conjunto de vetores {|a)} é dito completo se 0 mesmo forma uma base para o

espacgo em questdo, ou seja, dado um vetor |1)) arbitrdrio, este poderd ser escrito como
) = ala). (2.26)
a
Se este conjunto € também ortonormal, entdo pela (2.5) temos que
(@) =) waldla) = pu 2.27)
a
E entdo, a (2.26) pode ser reescrita como

) = (aly)]a)

= (ZICL)(GI) %),

que implica

> la)(al=1. (2.28)
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Se Ala) = ala) e os autokets formam um conjunto completo ortonormal, entdo o
operador pode ser reconstruido em uma forma diagonal ttil em funcdo de seus autovalores e

autovetores:

A= "ala)(al. (2.29)

a

Pode-se usar essa forma diagonal para definir a funcdo de um operador,
F(A) =) fla)la)al. (2.30)

Conjunto de operadores compativeis

Teorema 2.4. Se A e B sao operadores auto-adjuntos, cada um dos quais possuindo um con-
junto completo de autokets, e se AB = BA, entdo existe um conjunto completo de kets os quais

sao autokets simultdneas de A e B.

Seja (/1, B ,...) um conjunto de operadores mutuamente comutativos que possuem
um conjunto completo de autokets simultaneos. Correspondentemente a um autovalor particular
para cada operador, pode existir mais que um autoket. Se, no entanto, ndo existir mais que um
autoket para cada conjunto de autovalores (ay,, b, ...), entdo diz-se que o conjunto (A, B, )

forma um conjunto completo de operadores compativeis.

Teorema 2.5. Qualquer operador que comute com todos os membros de um conjunto completo

de operadores compativeis deve ser uma funcdo dos operadores desse conjunto.

2.1.4 Espaco de Hilbert

Para espacos vetoriais (munidos de um produto interno) de dimensao infinita € na-
tural esperar que a expansao (2.26) seja valida trocando-se a série finita por uma infinita. Isso
imediatamente levanta a questdo sobre a convergéncia de tais séries infinitas. Com a métrica
introduzida, pode-se dizer que a sequéncia infinita ¢, 9, ... de vetores num espaco vetorial VV
tende para um limite ¢ € V (ou seja, ¢, — ¢ quando n — o) se, e somente se, d(p,,, ) — 0
quando n — oo. Entdo para uma série infinita pode-se dizer que Z;; 1 converge para ¢ se a
sequéncia de somas parciais definidas paran = 1,2, ... por ¢,, = Z?:l 1); converge para .

Uma sequéncia para a qual

lim  d(¢n, om) =0

n,m—00
(onde m e n tendem para o infinito independentemente) € chamada de sequéncia de Cauchy.

Definicao 2.1. Um espago de Hilbert H é um espago vetorial sobre o corpo dos complexos
C, no qual estd definido um produto interno e de tal maneira que toda sequéncia de Cauchy

converge para um elemento de H.
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Definicao 2.2. Um espaco de Hilbert H é dito ser separdvel se existir um conjunto enumerdvel
de elementos S contido em H tal que todo vetor 1) € H possui algum elemento € S arbitra-
riamente perto dele. Ou seja, para qualquer ) € H e qualquer € > 0 deve existir um p € S tal

que d(p, 1) < €. O conjunto S é entdo dito ser denso em H.

Dadas as defini¢es acima os seguintes dois teoremas sao suficientes para que pos-

samos garantir a validade de (2.26) para espagos de dimensio infinita.

Teorema 2.6. Se um espaco de Hilbert H de dimensdo infinita é separdvel, entdo este espagco
contém pelo menos um conjunto completo ortonormal, e todo conjunto completo ortonormal de

vetores neste espaco é enumerdvel.

Teorema 2.7. Se o conjunto de vetores 1,1, ... forma um conjunto completo ortonormal para
um espaco de Hilbert H de dimensdo infinita, entdo qualquer vetor v deste espaco pode ser
escrito como

=) (rl)ir. (2.31)

oo
k=1

2.2 Quantizacao Canonica

2.2.1 Axiomas da Quantizacao Candnica

Dado um sistema classico isolado, podemos construir um sistema quantico corres-

pondente, seguindo o conjunto de axiomas listados abaixo.

Al. Existe um espago de Hilbert H para qualquer sistema quantico e o estado desse sistema
¢ completamente descrito por um ket |¢)) € H. Mais ainda, dois kets [¢) e c[¢)) (¢ €

C, ¢ # 0) descrevem o mesmo estado.

A2. Uma variavel dinamica A em mecanica classica € trocada por um operador hermitiano A
atuando em H. O operador Aé frequentemente chamado de observdvel. O resultado de
uma medida feita de A é um dos autovalores do operador A. ( A hermiticidade de A ¢

assumida a fim de garantir que seus autovalores sejam reais.)
A3. O parénteses de Poisson na mecanica cldssica € substituido pelo comutador
[A,B]= AB — BA (2.32)

multiplicado por —:. Sob tal prescricao, as relacoes de comutagcao fundamental sdo dadas
por

(T3, Z;] = [Pi, p;] =0 e [Ty, p;] =10y, (2.33)
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enquanto que as equacdes de Hamilton tornam-se

dli‘z N ~ dﬁl N ~
_ . = —ilp.. HI. 2.34
T z[:cl,H] e o z[ iy ] (2.34)

Quando um operador A néo depende explicitamente do tempo ¢, entdo vale a equacdo de

movimento de Heisenberg:

= —i[A, H]. (2.35)

A4. Seja |¢)) € H um estado arbitrario. Suponha que preparemos muitos sistemas, cada um
deles estando neste estado. A medicdo da varidvel dindmica A nesses sistemas em um
tempo ¢, produzird, em geral, resultados aleatorios. O valor esperado desses resultados é

dado por X
W[A@)¢)
(Wlyy

AS5. Para qualquer estado fisico [¢)) € H, existe um operador para o qual [¢)) é um de seus

(A) = (2.36)

autokets.

Esses cinco axiomas sao as regras fundamentais da mecanica quantica. Vamos exa-
minar o axioma A4 mais de perto. Por simplicidade, vamos assumir que o estado |¢)) é nor-
malizado, i.e., |[¢||= (¢|¢) = 1. Suponhamos, inicialmente, que o operador A(t) possua um

conjunto de autovalores {a,, } todos discretos e com autokets associados normalizados {|n) }:
A®)|n) = apln) e (n|m) = um. (2.37)
Dessa forma, o valor esperado de fl(t) com respeito ao estado arbitrario

= tuln) (2.38)

[N

(1h| A(t) Zzp Un(m|A(t)|n) = Zanwnﬁ (2.39)

Do fato de que uma medi¢do de A no estado |n) ser sempre a,,, segue que a probabilidade da

medida ser a,,, ou seja, a probabilidade de |¢) estd em |n), é

|| = [(n|1) . (2.40)

O niimero 1), representa o “peso” do estado |n) no estado |¢)) e é chamado de amplitude de
probabilidade.
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Se A tém um espectro continuo a, o estado |¢) deve ser expandido como

|w=/mwmw 2.41)

A relagdo de completeza toma entdo a forma

/ da |a){a|]= 1. (2.42)
O que por sua vez, corresponde a normaliza¢ao
(d'|a) = 6(a" — a), (2.43)

onde §(a) é a fungdo delta de Dirac. Se o estado |1)) é normalizado na unidade, entdo devemos

ter

1= (¥l)

=l [ aalaptal) ([ a1t} o

_ / da da'y*(a)(a’){a|a’)

— [ daluta)P

(Wl = wIA ([ dalabtal) o
— [ dafwlAla)alv)
~ [ alu(@Pda

Também segue da relacao

que a probabilidade com a qual a medida de um valor de A esteja dentro do intervalo [a, a + da|

é |1(a)|*da. Portanto, a densidade de probabilidade é dada por

p(a) = [(alv)|*. (2.44)

Por ultimo, vamos explicar a utilidade do axioma AS. Suponha que o sistema
encontre-se em um estado |¢) e assuma que a probabilidade desse estado estar em |p) simulta-
neamente € |(1)|¢)|?. Isso foi mostrado logo acima, para o caso no qual |1) € autoket de algum

observével. O axioma A5 garante que isso é verdade para um |¢)) arbitrario.
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2.2.2 Representacao de Heisenberg Versus Representacao de Schrodinger

A solucdo formal da equacdo de Heisenberg

~

dA .
E = —'L[A, H]
¢
A(t) = M A(0)e 1, (2.45)

Portanto, os operadores A(t) e A(0) estdo relacionados pelo operador unitario
U(t) = e i1, (2.46)

Esse formalismo, no qual os operadores dependem do tempo ¢, enquanto que os kets nao, é
chamado de representagdo de Heisenberg.
E possivel introduzir outro formalismo equivalente a representacio de Heisenberg.

Vamos escrever abaixo o valor esperado de A com respeito ao ket |¢)) como

(A(t)) = (] A(0)e 1))

= (@) A(0) (e ")), (2.47)
Se escrevemos
() = U®)]), (2.48)
a passa a ser expressa como
(A1) = (L) A0 (2)). (2.49)

Assim, kets passam a depender do tempo, enquanto que os operadores sao fixos. Esse forma-
lismo € denominado representacdo de Schrodinger.

Vamos agora derivar uma equaco para a dindmica dos kets [¢(t)). A fim de evi-
tar confusdo entre as representagdes, vamos usar o indice S para objetos na representacdo de
Schrodinger e H para objetos na representagdo de Heisenberg. Assim, |¢(t))g = U(t) V) e
AS = Ap(0). Diferenciando |4(t))g em relagdo ao tempo, obtemos

0 0 ~
silvols = (5000) o
= T
ou a A
i u(e)s = A, 250
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A (2.50) é denominada equagdo de Schrodinger.

2.2.3 Funcoes de Onda nas Bases de Posicao e Momento

Vamos considerar uma particula movendo-se no eixo real R e seja & o operador
posi¢do com autovalor x e autoket correspondente |z): Z|z) = x|z). Os autokets sdo normali-
zados como (z|x') = §(z — o).

Similarmente, seja p o autovalor de p com autoket associado |p): p|p) = p|p) tal
que (p[p’) = d(p — ')

Seja |¢)) € H um estado arbitrario. O produto interno

Y(z) = (z[Y) 2.51)

é a componente de |¢)) na base |z),

w—(/mmuom—/mwmm. 2.52)

O coeficiente ¢/(x) € C é chamado de fungdo de onda. De acordo com os axiomas apresentados
anteriormente, ele representa a amplitude de probabilidade de encontrar a particula na posi¢cao
x, dado que o estado do sistema seja descrito inicialmente pelo ket |1)), |1 (z)|?dz representa a
probabilidade de encontrar a particula entre x e  + dx. Parece entdo, bastante natural impor a

condi¢do de normaliza¢do
/dx () ]P= 1, (2.53)

pois a probabilidade de encontrar a particula em algum lugar do eixo real deve ser igual a uni-
dade.

Analogamente, ¢)(p) = (p|v) é aamplitude de probabilidade de encontrar a particula
no estado |1)) com o momento p e a probabilidade de encontrar o momento da particula no in-
tervalo [p, p + dp] é dada por |¢(p)|?dp.

O produto interno de dois kets em termos das fun¢des de onda é

ww:/mwmmwz/MWMﬂm (2.54)
=/@wmmw=/@wwﬂm (2.54b)

Vemos assim que kets do espaco de Hilbert podem ser expressos, por exemplo, em
termos de funcdes de onda nas bases de posicio e momento. Vejamos entdo como podemos

representar os operadores nessas bases. Primeiramente a base de posi¢do. Da defini¢do &|z) =
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x|z), temos que (x|% = (x|z, que implica

(x]2]) = 2 (z[y)) = 2y (x) (2.55)

ou, como € mais frequentemente escrita,

() = xp(x). (2.56)

Para derivarmos a expressdo para o momento, vamos introduzir o operador de
translagdo infinitesimal:
T(e)|x) = |x + ), (2.57)

onde ¢ é um deslocamento infinitesimal fixo. Pode-se mostrar que esta relacdo define uma
operagao de simetria no espaco de Hilbert e, portanto, pode ser convenientemente escrita como
um operador de simetria:

A

T(e) =1 —iep, (2.58)

onde estamos postulando que o momento p € o gerador do grupo de simetria associado as
translagdes. Se agora combinarmos as (2.57) e (2.58]), obtemos

T(e)|z) = |a +¢) = (1 — iep)|a).

Entao, segue que
e de)—lx) . d

ple) = ————— = i) (2.59)
cujo dual é
o (w4l . d
(x|p = L =i (x]. (2.60)
Portanto, ;
{@lply) = —i—(z) (2.61)
ou
pula) = i (a). .62)

Similarmente, se usarmos a base de momento |p), obteremos as seguintes representagdes

para os operadores

(p) = —i——(p), (2.63)
pY(p) = pY(p). (2.64)

Podemos calcular diretamente da expressdo (2.61) as autofun¢des do momento na



24

base de posi¢do. Tomando |¢)) = |p) na (2.61)), obtemos

d
(z]plp) = p(xlp) = —Z'%(Sdp), (2.65)

que implica
(xlp) = Ce™, (2.66)

onde C' é uma constante de normalizacdo. Para encontrar essa constante, usamos o fato de que
oo o) = Gale) = el ([ o ool ) 1)
_ 2 / dp eP@=)
= C?2n8(x — 1),
onde estamos escolhendo C real. Isso mostra que C' = 1//27. Da (2.66), temos também que

1
(plz) = (z|p)* = Ee‘m. (2.67)

As funcdes de onda nos dois formalismos podem ser relacionadas como

(o) = (o) = / dz (pla){zlp) = %27 / dr P (), (2.68)

que ¢ a transformada de Fourier da fungdo i (z).
Por dltimo, vamos expressar a equacao de Schrodinger na base de posi¢do. Comecamos

aplicando o bra (x| pela esquerda na (2.50), que fornece

0 3
(alig [ (t)) = («|H[¢(2)). (2.69)
Para um hamiltoniano dado por
~2
= % +V (@), (2.70)

Obtemos a equagdo de Schrodinger dependente do tempo:

n2

i%z/)(x,t) = (z] (% + V(:%)) |P(¢))

_ 1 v 271
= —55.20(@ 1) + V(@)i (1), 2.71)

onde ¢(z,t) = (z|(t)).

Aplicando o método da separagdo de varidveis, ou seja, admitindo que

(1) = T(t)p(x) (2.72)
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e levando isso na (2.71)), obtemos

iT'(t) = ET(t), (2.73)
1 d?
5 750(@) + V(@)e(e) = Bola). @74
A solucdo da primeira equagao é
T(t) = exp(—iEt), (2.75)

enquanto que a segunda equacdo ¢ uma equacdo de autovalor denominada de equacdo de
Schrodinger independente do tempo ou, simplesmente, equagdo de Schrodinger. Em dimensoes
superiores, trocamos a derivada espacial na pelo operador nabla, tal que a equacao torna-
se

5 V() + V(@)p(a) = Bepla). 2.76)
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3 FORMALISMO

3.1 Formalismo Unidimensional
3.1.1 O Operador de Translacao Generalizado

Suponhamos que exista um espago de Hilbert complexo H, onde os estados quanticos
de um sistema sejam dados pelos kets |¢)][] Considere ainda que o conjunto de kets |z), autokets
do operador posicdo X, formem uma base para esse espaco. Vamos postular que seja possivel
realizar uma translagdo infinitesimal dependente da posi¢do, sobre o sistema, de tal maneira
que todas as demais propriedades fisicas se mantenham inalteradas. Em nossa abordagem, esse
deslocamento espacial é implementado pela acdo do operador de translacdo generalizado Tf

sobre os autokets de posi¢ao:

~

Ty(e)lx) = |x +ef(x)), 3.1

sendo € um comprimento infinitesimal e f(z) uma fungdo real e infinitamente diferencidvel em
todos os pontos da reta realP}

O ingrediente que difere o operador de translacdo generalizado, definido pela (3.1,
do operador de translacdo convencional, é a presenga da func@o f(z) no ket transladado. Entao,
devemos esperar que esta fun¢do esteja diretamente conectada com alguma propriedade fisica
capaz de alterar a translacao do sistema de interesse. No decorrer deste trabalho, tal propriedade
fisica serd ou a massa de uma particula ou o tensor métrico de um espaco.

Na mecanica quantica convencional, as translacdes formam um grupo cujos gerado-
res sdo os momentos (veja, por exemplo, [21]). No apéndice A, mostramos que as translacoes
definidas pela (3.1)) mantém a estrutura de grupo, o que nos motiva a expressar o operador de

translacdo generalizado sob a forma de um operador de simetri

~

Ty(e) =1 —ieP, (3.2)

onde o operador momento P deve reduzir-se ao operador momento tradicional p no limite
f(x) — 1.

Utilizando a relagao (3.2), podemos deduzir a relacdo de comutacdo entre a posi¢ao

INa fisica, esse espago de Hilbert é costumeiramente chamado de espago dos estados.
2Restrigdes extras sobre a fungdo f(x) aparecerdo no decorrer do texto.
3Para mais detalhes, veja o capitulo 4 da referéncia [[18].
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e translacao.

(X, Ty(e)]|lx) = [XTy(e) — T(e) X]la)
= Xl|a +ef(2)) — aTy(e)lz)
= ef(z)lx +ef(x))

que equivale a
(X Ty(e)] = e f(X), (3.3)

sendo de segunda ordem, no infinitésimo, o erro cometido na aproximagao usada.

3.1.2 Relacao de Comutacao Fundamental

Dada a relagao de comutagao entre o operador momento e o operador de translacao

(3.3), vemos que
X(1—ieP)— (1—ieP)X = —ie(XP — PX) = ef(X)

ou
(X, P] =if(X). (3.4)

A @B.4) é a relacdo de comutagdo fundamental sob a 6tica do formalismo de ope-
rador de translacdo generalizado. Esta relacdo de comutacdo define uma estrutura algébrica
conhecida como dlgebra de Heisenberg a’eformaa’cﬂ um assunto extensamente abordado na li-
teratura (veja, por exemplo, [22-31]]) desde o inicio da década de 9(ﬂ Neste ponto, acreditamos
ser importante enfatizar que, no formalismo do operador de translacdao generalizado, a relacao
de comutagao fundamental ¢ apenas uma consequéncia da defini¢do (3.1)), diferentemente
das relacdes de comutacao que aparecem na literatura das dlgebras de Heisenberg deformadas,
as quais sao impostas a priori, funcionando como ponto de partida para tais teorias. Nestas
teorias, as relacdes de comutacdo deformadas sdo introduzidas objetivando a reproducio na
mecanica quantica de um principio de incerteza generalizado, oriundo da teoria de cordas (33|
e/ou gravitacdo qudntica [34).

Agora vamos escolher uma representagdo para os operadores de posi¢cdo e mo-

#Uma dlgebra de Heisenberg é um caso particular de uma estrutura algébrica mais geral denominada de dlgebra
de Lie. Algebras de Lie podem ser entendidas como espagos vetoriais dotados da operagdo de comutagio.

3No entanto, o estudo das dlgebras deformadas é bem mais antigo e teve inicio na década de 40 com o trabalho
“Quantized space-time” [32]], do fisico estadunidense Hartland Snyder.
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mento. A priori, esta representagdo nao € unica e qualquer combinagdo entre tais operadores,
que satisfaga a relacdo de comutacgdo (3.4), é vélida. No entanto, devemos ter em mente que
o formalismo presente € baseado na definicdo (3.1) e este vinculo deve ser satisfeito, qual-
quer que seja a representacao adotada. Outra restricdo, que devemos considerar, é de natureza
axiomadtica: o hamiltoniano deve ser hermitianoﬂ a fim de garantir que seu espectro seja real e
que a evolucao temporal seja unitaria.

Para satisfazer a relacdo de comutacio fundamental iremos realizar a seguinte
escolha:

A

X=% e P=f(@)p, (3.5)

onde os operadores = e p sdo a posi¢do € 0 momento convencionais e, portanto, obedecem a

relagdo de comutagéo [z, p| = . E imediato mostrar que a escolha (3.3) verifica a relagio de

comutagio (3.4):

onde usamos a relagio [A, BC] = [A, B|C' + B[A, ().

E importante recordar que a defini¢do estd alicercada na conjectura de que os
autokets do operador posi¢ao formam uma base para o espago de Hilbert . Dessa forma, é
possivel definir o espago das fun¢des de onda ¢)(x) = (z|t)), na base de posi¢do. Neste espaco,
a representagao toma a forma

d

(2 X[g) = 2(x) e (2] PlY) = —if(x)-tb(x). (3.6)

Como haviamos mencionado, a representa¢do escolhida deve satisfazer a defini¢cao
de operador de translagio generalizado, o que significa, mostrar que a representagao (3.5)) veri-
fica o vinculo

(1 —ieP)|x) = |z +ef(z)), (3.7)

%0 conceito de hermiticidade, depende da escolha do produto interno, de tal forma que o mesmo operador pode
ser, hermitiano com respeito a um certo produto interno e ndo-hermitiano com respeito a outro.
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imposto pelas defini¢cdes (3.1) e (3.2)) combinadas, tal demonstracao ¢ feita logo abaixo.
(1 —ieP)x) = [1 —icf(2)p]lz)
: d
~ o)~ if(o) (i, ) o
[2) + (@) 5l
= | —_—
dz
~ |z +ef(x)).

3.1.3 Produto Interno

A representagdo para o operador momento € ndo-hermitiana em relagdo ao produto

interno tradicional ,
Wlo) = [ do v @)ela). (3.8)

Vemos assim que ndo é possivel acomodar no mesmo formalismo: o operador de translagio
definido pela (3.1I)), a representacdo do operador momento dado pela (3.5) e a hermiticidade
deste dltimo em rela¢@o ao produto interno (3.8). A fim de contornar esse problema, defini-se
um outro produto interno, entre as fun¢des de onda ¥ (x) = (z|v) e p(z) = (z|p), no espago

das posigoes:

wwszﬁ%wmwn (3.9)

A defini¢ao (3.9) encerra algumas questdoes fundamentais. Antes de entrarmos no
mérito de tais questdes, vamos mostrar primeiramente que tal defini¢ao é capaz de tornar hermi-
tiano o operador momento generalizado. Para tanto, vamos seguir os seguintes passos: checar
se a defini¢do estd de acordo com os axiomas de produto interno, apresentados no capitulo
2; derivar a relacdo de completeza e a relacdo de ortonormalidade; por dltimo, mostrar que o

momento generalizado € hermitiano em relacdo a este novo produto interno.

Simetria por conjugacdo complexa

wwzfmﬁ%*mmw
-(/ s e so*(xw(w))*

= (ply)”.

Linearidade
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(Blags + bps) = / a1 ﬁ ¥ (@)lagr(2) + bpa ()]
b 1 b 1
o[ s v @a@ +b [ s @
= a(Y|p1) + b{Y|pa).

Postulado da métrica positiva definida

(wl) = 0]
b 1 )
- [ a5 Wi, (3.10)

e vemos que esta expressao impde que a fungdo f(x) deve ser positiva no intervalo de interesse.
Tendo mostrado que a (3.9)) verifica os axiomas de produto interno, vamos derivar

duas relagdes importantes:

Relagdo de completeza

(Wlo) = / i % (Wle)zlo)

~wl( i 2 el ) o)

b 1 R
/a dx 7@ |x){x|= 1, (3.11)

que implica

Relacdo de ortogonalidade

() = / di % (o |) (o),

que implica

(2 |z) = f(x)o(z" — x). (3.12)

Agora ja temos os ingredientes necessarios para mostrar que o0 momento é hermiti-
ano, em relagdo ao produto interno definido pela (3.9). Comeg¢amos escrevendo o valor esperado

do momento em um estado arbitrario:

(W|Plw) = (W|1 Ply)
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agora usamos a (3.6),

WIPI) = =i [ do vt (@) 5 v()

=—z‘/abw*dw,
Z—/:wdw*)

)+ il

integrando por partes, resulta

(WPl = —i (w*@:)w(x)
— i (v

se agora impusermos as condi¢des de contorno v(a) = 1(b) = 0, teremos como resultado

(| Plp) = (| Plp)*. (3.13)

Pelo teorema[2.2] a (3.13)) equivale a hermiticidade do operador momento.

Vamos voltar a defini¢do e examina-la um pouco mais de perto.

O conceito de produto interno é fundamental para a mecanica quantica, pois de-
termina a estrutura geométrica do espaco de Hilbert — um espaco de Hilbert é um espago
vetorial no qual define-se um produto interno e onde se impde mais algumas condi¢des sobre
seus elementos (veja a defini¢do no capitulo 2). O fato de estarmos mudando o produto in-
terno no espago de Hilbert, implica que estamos também mudando a norma e a métrica desse
espaco. Essa mudancga estrutural (induzida pela introduc¢do do operador de translacdo generali-
zado), por sua vez, vai exigir que reinterpretemos alguns dos conceitos presentes na mecanica
quantica convencional.

Como vimos no capitulo 2, a interpretacao fisica para a expressdo (p|v¢)) € a de uma
amplitude de probabilidade do sistema se encontrar simultaneamente nos estados |¢) e [1)).

Dessa forma, supondo os estados normalizados, temos que

(Wly) = 1. (3.14)

Quando estamos trabalhando no espacgo das fun¢des de onda quadrado integraveis, esta tltima

expressao pode ser posta sob a forma:

+00
/ p(x)de =1, (3.15)

o0

onde p(z) = |¢)(x)|? é a densidade de probabilidade de encontrar a particula entre = e = + dz.
Como fica essa interpretacdo em relagdo ao nosso formalismo? Inicialmente, observemos que

o produto interno € uma propriedade (abstrata) do espago de estados do sistema, no entanto,
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a medida utilizada no célculo do produto interno possui um significado fisico bem preciso:
ela € uma diferencial do parametro utilizado para localizar a particula no espaco fisico que a
acomoda. A partir desse ponto de vista, a resposta para a pergunta colocada acima pode ser

dada de duas formas distintas. A primeira delas ocorre ao interpretarmos o produto interno

(3.9) como:

b dx

(Ylp) = W v (@)p(z), (3.16)
onde a medida ;
xXr

ds(x) = (@) (3.17)

pode ser encarada como o elemento de linha do espago fisico habitado pela particula sob
consideracdo. Tal assertiva pode ser justificada pelo fato de que o elemento de linha, de um

espago descrito pelo tensor métrico g;;, pode ser descrito como [35]]:
ds® = g;jda'da’. (3.18)
Em uma dimensao, essa expressao se reduz a
ds* = gy1(z)(dzt)? (3.19)

ou
ds = \/g1(x)dx?, (3.20)
com dz' = dz. Comparando a (3.20) com a (3.17), vemos que

1
- 3.21
/(=) ) (3.21)

pode ser encarada como um fator de escala, relacionando medidas de comprimento, no espago
fisico ocupado pela particula.

Se utilizarmos o comprimento

dz
s(x) = [ —= (3.22)
()
para reparametrizar o produto interno, teremos:
s(b) .
Wloh = [ ds v (s)els) (323
s(a)

ou seja, o produto interno recupera sua forma tradicional. Dessa forma, a densidade de proba-

bilidade sera escrita como

p(s) = [v(s)|? (3.24)
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e entdo podemos interpretar que (¢[1)) = 1 significa que

b
/ p(s)ds =1, (3.25)

com p(s)ds sendo a probabilidade de encontrar a particula dentro do intervalo de comprimento
infinitesimal ds. Como serd mostrado mais a frente, o uso da varidvel s em lugar da z, permite
também expressar o momento, a equacao de Schrédinger e a relagdao de comutacdo fundamental
em suas formas usuais, o que, efetivamente, significa que podemos utilizar um espaco de Hilbert
convencional para modelar a particula que trafega em um espaco unidimensional com métrica
gu(z) =1/f*().

Uma outra maneira de interpretar o produto interno (3.9) é a seguinte:

<¢|s0>=/ dx %. (3.26)

Essa forma de escrever o produto interno, significa que estamos dizendo que a particula esta
movendo-se em um espaco plano com elemento de comprimento dado por dx. Isso permite
associar a fungdo f(x) a alguma outra propriedade fisica, que, como veremos mais a frente,
pode ser a massa da particula. Assim, para o caso da particula movendo-se no espago plano, a

expressdo (1|¢) = 1 significa que

b
/ pr(z) de =1, (3.27)
e @)
pr(r) = @) (3.28)

¢ a densidade de probabilidade de encontrar a particula entre z e = + dx.

Do que foi exposto acima, vemos que a introdu¢do do produto interno leva a
duas interpretacdes distintas para a densidade de probabilidade no espago das funcdes de onda.
Se considerarmos a densidade de probabilidade em sua forma convencional p(z) = ¥*(z)1(x),
somos levados a admitir que a particula estd movendo-se em um espago definido pelo tensor
métrico gi1(x). Por outro lado, se admitirmos que o espago possui o elemento de linha plano
dx, a densidade de probabilidade deve ser modificada de modo a incorporar o fator 1/f(z), ou
seja, devemos ter ps(z) = ¢*(z)y(x)/f(x). Evidentemente, as duas interpretagdes tornam-se

a mesma no caso f(z) = 1.
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3.1.4 A Equacao de Schrodinger

A evolugdo temporal de um ket de estado [¢(t)) é governada pela equagdo de

Schrodinger
i%w(t» = H[y(1)), (3.29)
onde .
g +V(X) (3.30)

~

¢ 0 operador hamiltoniano para o sistema definido pelo potencial V' (X).

Para obtermos a forma da (3.29) na base de posi¢ao, basta inserir a relagio de com-

pleteza (3.11):

d [t 1 YL ,
i | o s el = / dz 7 1)@l U (D),

que implica

P 1 e 1 R
; / dr 75 [0l ) = / dz 7 I el (0)

Agora multiplicamos pela esquerda por (z'|, obtendo

[ ! ! _ [ L o' |z) (x| A
i / o5 (@) alAr) = / iz s (@)l H1O(0).

Agora, usamos a relag@o de ortogonalidade (3.12)), o que fornece:

i0;(x (1)) = (x| H|W (1)) (3.31)

Para concluir, utilizamos as (3.30) e (3.6)), e encontramos a forma da equagdo de Schrodinger

dependente do tempo na representacdo de coordenadas como sendo:
. 1
00(e.1) = (~3 I @10+ V) ) (a0, 6.3

com ¢(z,t) = (z|ip(1)).
A seguir, vamos nos ocupar da deducdo da equacdo de Schrodinger independente

do tempo. Inicialmente, vamos propor uma solu¢do sob a forma separdvel:

W(x,t) = T(t)(z,0). (3.33)

Levando esta equacdo na (3.32)), obtemos:

T 1 (_ 1

T(t)  ¥(x)

O lado esquerdo da equacdo acima depende somente de ¢ enquanto que o lado direito € fun¢do

- (@R @, + V(@) ) vto) (.39
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apenas da posic¢ao x, podemos entdo empregar a constante de separacdo F e obter:

iT'(t)
=F 3.35
(1) ; (3.35)
cuja solugdo é
T(t) = Ce ™, (3.36)
além da equagdo de Schrodinger
3T f () 4 V(E) ) i) = Bo) (3.37)
5/ (@) (@) x x) = ). :
Mudando a varidvel independente através da (3.22)), ficamos com:
d d
-— = 3.38

0 que mostra que o momento P tém a tradicional forma
P=—i— (3.39)

quando tratado com respeito a varidvel s. Ainda em relacdo a essa varidvel, a equagdo de
Schrodinger (3.37) assume a sua tradicional forma

(=54 + V() wGs) = B, (340)

onde U(s) = V(z) é um potencial efetivo na varidvel transformada.

Até aqui, vimos que a reparametrizacdo x — s foi capaz de recuperar as formas:
do produto interno, da densidade de probabilidade, do momento e da equacdo de Schrodinger.
Disso, podemos concluir que a transformacao para a varidvel s pode funcionar como um ma-
peamento entre o espago de Hilbert deformado e o espago de Hilbert tradicional. No entanto,
devemos observar que tal mudanga produz um potencial efetivo na equacido de Schrodinger
(3.40), os potenciais U e V' sdo numericamente iguais para o mesmo ponto do espago, mas
sdo diferentes em suas formas. Por exemplo, na referéncia [4] os autores mostraram que uma
particula sujeita ao potencial harmonico no espaco de Hilbert deformado é mapeada em uma

particula sujeita ao potencial de Morse [36] no espaco de Hilbert tradicional.

Massa dependente da posicao

Tomando

flx) = (3.41)
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na (3.37/]), obtemos

11 4 14
2/m(x) dr \/m(z) dz

a qual pode ser interpretada como a equacdo de Schrodinger para uma particula com massa

+V(z) | ¥(x) = Ey(x), (3.42)

variavel m(x) trafegando no espaco euclidiano. Nesse caso, a densidade de probabilidade deve

ser dada por
pm () = /m(2)|Y(z) (3.43)

E importante mencionar uma diferenca crucial entre a abordagem por nés utilizada
e a abordagem tradicional: apesar da particula com massa dependente da posi¢do habitar um
espaco fisico plano, nossa descricdo € feita mediante um espaco de Hilbert “deformado”, ao
contrario do que € feito comumente na literatura. Essa diferenca pode ser evidenciada, por

exemplo, através do operador energia cinética, que no nosso caso toma a forma:
1 1 d 1 d
2 /m(zx)dz \/m(z) do’

o qual s6 pode ser considerado hermitiano com respeito ao produto interno (3.9). Dessa ma-

o (3.44)

neira, nao devemos esperar que os resultados obtidos para o caso tradicional sejam reproduzidos
pelo nosso formalismo (e de fato ndo o sdo!). Na proxima se¢ao retomaremos essa discussao e

tracaremos um comparativo entre as duas abordagens.
3.2 Formalismo N -dimensional

Nesta se¢ao, queremos encontrar uma generalizacdo para o nosso formalismo de tal
maneira a modelar uma particula com massa dependente da posi¢do trafegando em um espago

euclidiano de dimensao N.

3.2.1 Construcao da Representacao de Coordenadas

Vimos que a introduc¢do do operador de translacdo generalizado resultou em uma
modificagdo na forma do operador momento, a generalizacdo desse operador para o caso /N-
dimensional serda a forma que utilizaremos na passagem da teoria unidimensional para a mul-
tidimensional. Primeiramente, vamos construir a nossa representacao de coordenadas, ou seja,
vamos apontar quais as caracteristicas do espaco de Hilbert onde se acomodam as funcdes de
onda (x|¢)) = ¢(x). Inicialmente, para que tal espago exista, devemos impor que os operadores
de posicdo comutem:

(X, X;] = 0. (3.45)

Vamos postular também que a generalizacdo da (3.6) nesse espaco de Hilbert sera
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dada por:
(2 Xilv) = 2(2) e (2|PJ) = ~if(2)d0(x), (3.46)

onde {|z)} é o conjunto de autokets do operador posicéo X = X,e;, x; sd0 0s possiveis auto-
valores para as componentes desse operador, © = (z1,...,xy) € um ponto qualquer no espago
euclidiano e 0; € a derivada parcial com respeito a i-ésima coordenada cartesiana.

De modo a tornar o momento hermitiano, escolheremos o produto interno como

sendo:

[, V@)l
wle) = [ @ S (3.47)

onde d¥x = dxidx,...dry é 0 elemento de volume do espaco euclidiano. Analogamente ao

caso unidimensional, a (3.47) implica nas

N o) (x| s
/d ) =1 (3.48)
(z|2') = fz)d" (z — '), (3.49)

com 6" (z — ') sendo a fungdo delta de Dirac em N dimensdeq’}
Agora, vejamos como ficam as demais relagdes de comutacdo dentro do espaco de

coordenadas.

Relacdo de comutacdo entre posicdo e momento

Xy, Pl = @i[—if (2)050)] — [—if (2)0;(z1))]
= if ()i

ou

Relagdo de comutacdo entre os momentos

[P, Pl = [—if(2)0)] [—i f(2)05] — [—if ()0;] [—i f (x)Di)]
= —if(x)[~ifi(2)dp) — if (2)Bi0;0) — i f(x)[if;(x)db + i f (2)D;00]
= —i[fi(z)P; — f;(x) Bl

ou
[P, Pj] = —ilfi(x)P; — ()P, (3.51)

7As demonstracdes de que esse produto interno “hermitiza” o momento e que da origem a essas relacdes sio
inteiramente andlogas aquelas feitas no caso unidimensional e serdo omitidas.
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onde f;(z) = 0;f(x).
A (3.51) nos mostra que, em geral, os momentos nio irdo comutar, o que significa
que medidas simultaneas dessas grandezas nao podem ser realizadas e, portanto, ndo existe uma

representacdo do espago de Hilbert na base dos momentos.

3.2.2 A Equacao de Schrodinger /N -dimensional

A generalizacdo da (3.32)) para N dimensdes, no caso onde o operador momento é

dado por
P=—if(x)V, (3.52)
pode ser escrita como:
1
(e ) = (~5 DV + V@) ) vt 3.53)

onde V € o operador nabla.
Tomando ¢ (z,t) = e~ "P4)(z,0) na (3.53)), obtemos

(-3 VIV + Vi) vio) = Bota), (.54

com ¥(z,0) = ¥(z).
Como estamos descrevendo uma particula com massa dependente da posicao, de-

vemos ter:

flz) = . (3.55)

Levando essa tltima expressao na (3.54)), obtemos

1 1 1
—= \Y V+V(x x) = Ei(x), 3.56
( ARy ()) U(r) = By(a) (3.56

que € a equacao escrita explicitamente em fun¢ao da massa dependente da posi¢do. Claramente,

esta equagdo se reduz a forma convencional no caso de termos m(x) = 1.
Equacao da continuidade

Multiplicando a (3.53)) por ¢*(x, t), obtemos:

W (5,000, 0) = (5.0) |3V + V@) 0. G5

Tirando o complexo conjugado desta expressao, resulta

(. )0 (2, 1) = (e, 1) Bf(zzcwf(x)v - v<x>} 5 (a,1). (3.58)
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Somando as (3.57) e (3.58)), ficamos com

Ol (@, )" (z, 1)) = %[w(w,t)f ()8 (f(2)8:0* (2, 1)) — 0" (2, 8) f ()85 f (2)0u (, 1))]
B 2lzf (@)[i(z, )0i(f (2)0:0" (2, 1)) — & (2, £)0:(f (2) ) (@, 1))]

= %f (2)Ds[(, 1) f () Db (s, t) — % (1) f () Dip (i, )]

— L @0 @) 0007 (0.1) — 07,0032, 0)

ou
Oypm (@, t) = =V - T, (3.59)
onde

pm(z,t) = /m(x)p(x,t) (3.60)

€ a nova densidade de probabilidade e

(3.61)

é a nova densidade de corrente de probabilidade, enquanto que p(z,t) e J sdo, respectivamente,

a densidade e a corrente de probabilidade tradicionais.

3.2.3 Conexao com o Formalismo de von Roos

Vimos que o nosso formalismo pode ser utilizado para descrever particulas com
massa dependente da posi¢do. E importante salientar que esta descrigdo é feita em um espago
de Hilbert diferente do tradicional. Na mecanica quantica convencional, o formalismo de von
Roos [16] € a maneira mais geral de descrever sistemas com massa dependente da posigao.
Aqui, nds estabelecemos um paralelo entre o nosso formalismo e o de von Roos.

O hamiltoniano de von Roos é dado por

Hpy = —Z[mo‘(x)Vmﬁ(x)VmV(x) +m?(x)VmP (2)Vm®(z)] + U(x), (3.62)

onde x = (21, 2, x3) é um ponto genérico do espaco euclidiano, U(x) é um potencial qualquer
e os parametros «, J e vy sdo vinculados pela condicdo o + 3 + v = —1.
Quando estamos descrevendo uma particula com massa dependente da posi¢do, vi-
mos que
1
m(z) = ——. (3.63)
f*(x)

Levando a (3.63) no hamiltoniano de von Roos, obtemos:

Hy = —;l[fé(fv)vfe(ﬂf)vﬁ(%) + @)V (@) V()] + Ula), (3.64)
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onde § + € + ¢ = 2. Segue entdo que

P @)V f(2)V ()0

= [20,(fDi [0

= fPOi(f*000i )

= LlOi(f*00)0if? + 20 00:0,

= L2 =0 — ) f 0o f O i 4 f20) + 000 i+ P00

= (2=0 =) (@fifi + [0 + [2{ol(o = VP2 fifi + FO710 L) + 077 fidi + [20:0:}
= (20— @) (Bfifi + [0 + [6(¢ — V) fifi + Of (fus + £:0) + & £ + f20:0,]¢
=[fOi(fO) + (L =0+ @) [ :0; + (1 = 0)dfifi + Of ful - (3.65)

Permutando ¢ e ¢, encontramos que
@)V )V () = fOi(fO) + (1 — ¢+ ) f f:0i + (1 — @) fi fi + 61 fur- (3.66)

Agora somamos as (3.63)) e (3.66), resultando em

PV @)V (@) + f @)V f(2)V (@)
=2f(@)Vf(@)V +2f(2)(Vf(2)) - V + (0 + ¢ = 260)(Vf(2))* + (6 + ¢) f(2) V*f ().

(3.67)
Dessa forma, o hamiltoniano fica
Fla = —Sf @)V @)V + f@)(TF@)) - V] + V(o). (3.68)
onde
) =)~ 5 [T =00 ) (V@) 4 {0+ @@ G

A equacdo de Schrodinger oriunda do hamiltoniano (3.68)) é dada por

{—%[f(fo(x)v + f(2)(Vf (@) - V] + U’(az)} P(x) = Ed(x). (370

Vamos agora eliminar o segundo termo do operador energia cinética que aparece na equagao

acima. Para conseguir isso, vamos escrever:

(x) = 2 (2)v(x) (3.71)
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e entao
[f(@)Vf(2)V + f(2)(Vf(x)) - VI (2)y(x)
= [fOi(fO,f ') + fF:0:f V0

— {fai (—%f“?ﬁ + f”?@) s (—%f”?fi 4 fl%ﬂ ¥

=y [f?’/? Gf?’/?fifi IO S R f”?aiai) " (—%fifi , ffiai)} v

= 1 (f0u50, = 38 318 v 3.72)
Finalmente, levando as expressdes e na equac@o (3.70), resulta
L@V + V()| vl) = Boto), (373
onde
Vi) =)+ | (b0 2504 1) (TP - j0+ 0 - DI 67

A € a nossa equacgdo de Schrodinger, a qual foi obtida diretamente da equacao
proposta por von Roos, logo, existe uma intima relacdo entre o nosso formalismo — o qual
descreve uma particula com massa dependente da posicdo por meio de um espago de Hilbert
“deformado” — e o de von Roos — onde a descricao € feita via espaco de Hilbert convencional.
E importante observar que os parimetros que aparecem no hamiltoniano de von Roos sio incor-
porados no potencial de nossa equagao, eles ndo foram escolhidos e portanto ainda continuam
arbitrarios, logo, nossa equacdo pode ser encarada como uma outra forma da equagao proposta
por von Roos e ndo um caso particular desta. Notemos ainda que o raciocinio acima pode ser

invertido: podemos partir da nossa equagdo e chegar na de von Roos.

Exemplo: formalismo de BenDaniel-Duke

Escolhendo o = v = 0 e # = —1 no hamiltoniano (3.62), este assume a forma
A--iv-L viuw (3.75)
= __ T .
2 m(x) ’

que é o hamiltoniano de BenDaniel-Duke [37]]. Usando a (3.63)), o hamiltoniano acima torna-se

H= —%vﬁ(;p)v +U(x), (3.76)

que por sua vez, corresponde a escolher § = ¢ = 0 e ¢ = 2 em (3.64). O hamiltoniano (3.76)



da origem a equacgdo de Schrodinger

{_%sz(x)v + U(ﬂf)} ¥(z) = Ey(),

que € traduzida para o nosso formalismo como

1

[_éf(x)Vf(x)V + V(x)] () = BY(z),

com

Vi) = U+ | {0 + 310727

42

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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4 APLICACOES

Neste capitulo analisamos algumas aplicagdes do formalismo do capitulo 3.

4.1 Equacao de Schrodinger em Coordenadas Polares

Nesta secdo vamos resolver a equacdo de Schrodinger (3.54) em duas dimensdes.

Comecamos explicitando a forma desta equacdo em coordenadas cartesianas:

{51702 + P10 + @500+ 1) [0 + V(o) boto) = Bote). @)

lembrando que 5
oz e filz)=0:;f(x) (i=1,2).

Agora vamos empregar coordenadas polares (r, ), as equagdes de transformacao sao:

0, =

r1 =rcosv, “4.2)
T9 = 7 Sin . 4.3)

Substituindo essas expressoes na (4. 1), obtemo

{5 |rwa+ EPe+ (E2 4 pos)) o+ 29150, 4 vin b ute) - Boto)
(4.4)
Vamos nos concentrar no caso especial onde tanto a fun¢do f quanto o potencial V'
possuam simetria radial, ou seja, dependam somente da distancia r a origem. Para este caso,

f9 = 0 e aequagdo toma a forma

{5 |Pme+ EDa 4 (B0 pgo) o] + v but) = o) @)

2 72 r

ou

{6‘3 505+ E i J;((:; } o, + Q[E];—(X)W} b(a) = 0. (4.6)

Apliquemos agora o método da separacdo de varidveis, ou seja, tomemos

(x) = R(r)S (). 4.7

z é um ponto qualquer do plano, que pode ser representado tanto por coordenadas cartesianas quanto por
coordenadas polares: x = (z1,x2) oux = (r,9).

1
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Sob a transformacdo acima, a (4.6) torna-se

r? d? 1 d? "2 1 d 21E — V (r)|r?
WWR(T) + %W‘S(ﬁ) + [7" + ff(<2) 1 R0 ER(T) + AE = V()i f2('r() ) =0. (4.8)
facamos agora
L oy —y 4.9)
S(9) dy? ’
isto implica que
S(9) = Nev*?, (4.10)

onde N é uma constante de normaliza¢do. Devemos ainda impor a condi¢do de que S(J+27) =
S(19), que implica:
Vv =im, m=0,+1,+2.. (4.11)

A equacdo radial fica:

22715 Ejuff'((:))}% {_T_;+Mf;—(x(’”)]}3:0. 4.12)

Vamos estudar o oscilador harmdnico isotrépico, cujo potencial € dado por

V(r)= 5 (4.13)
em um cendrio onde a massa da particula é
1
m(r) = —(1 pIE (4.14)

com 7 sendo um parametro real ndo-negativo com unidade de inverso de comprimento ao qua-

drado. Nesse caso, f(r) assume a forma
flr)=1+r" 4.15)

Levando as (4.13) e (@.13) na equagado (#.12)), obtemos

d*R 1 29r \ dR m?  2E —1?
(2 S I S |-} 4.16
dr? (7“ 1+ 77’2) dr [ r2 * (14 ~r2)? ( )

Para resolvermos a (4.16), vamos introduzir a mudanga de varidvel

1
0= ﬁ tan ™! Naie 4.17)

que mapeia o intervalo 0 < r < oo no intervalo 0 < ¢ < 7/2,/7, transformando a equagdo



(@T6) em
d’R Nal dR
t -
dop? N <tan\/_g+\/_ an\/_g) do
m*y 2 1 2
+ | —2m*y + 26 — ———— — (m *y+—)tan ’y@} R =
| e G
Introduzindo os parametros
=7 e e=2E,
obtemos:
1 &*R /¢ 1dR 5 € 5 C2 , 1 s
il vt )z%*{—zm T\t ) e =0
onde

C=COSKQ € §=sinkp.

Facamos agora a mudanga
R(o) = "W (s),

que transforma (4.20) em

(1—s*)W"(s) + [ (2A+1)s + 1 W' (s)

+[<i_m _2A>_ﬂg+(v_2x m —i>f] W(s) = 0.

K2 52 Kkt ) c?

Agora escolhemos A de tal forma a cancelar o termo na tangente quadrada:

1
K

/ 1
/\izli 1+m2+—4
K

Tomemos a raiz positiva. Dessa forma, ficamos com

cujas raizes sao

(1—s2)W"(s)+ l (2As +1)s + ]W’() {(i—mQ 2/\+) ——] W(s) = 0.

K2

Agora tomamos
Wi(s) = s"Z(s),

obtendo

(1—32)ZII(S)+ {—(2)\+ +2|m|+1)s + %]

45

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Z'(s)+ [% —om? — 2(]m\+1))\+] Z(s) = 0.

(4.28)
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Facamos entdo outra mudanga de varidvel

z =25 —1, (4.29)
que mapeia o intervalo 0 < s < 1 no intervalo —1 < z < 1 e implica

(122" (&) H(B—0)— (ot 5+2)2)2'(2) 4+ [ 5 — 2m® — 2(m|+ 1)), ] Z(2) =0, 430)

1
a=\[l+m?+— e f=|ml| (4.31)

Nos queremos que nossa fun¢ao de onda Z(z) seja regular nos extremos z = 41, tal exigéncia

onde

impde que devamos tomar

1
1 [% —2m? —2(]m\—|—1))\+] =nn+a+p+1), (4.32)

onde n € um inteiro ndo-negativo [38]]. Dessa forma, (4.30)) torna-se
1-2)2"2)+[(B—a) = (a+B+2)2]Z'(2)+nn+a+B+1)Z(z) =0, (433)
cuja solugdo sao os polindmios de Jacobi [38]:

Z(z) = PP (2). (4.34)

Das relacoes (.19), (4.23), (@.31) e (4.32), seguem as auto-energias:

Epmy = 2n+m[+1)y/1+ (m2 + )72+ [(2n + |m|+1)> + m? + 1] % (4.35)

4.2 Limite Classico

Nesta secao, procuramos identificar possiveis efeitos na mecanica classica oriundos
da nossa introducao, na mecanica quantica, do operador de translacdo generalizado. O caminho
escolhido para a exploragdao do dominio cldssico é a conhecida analogia entre parénteses de

Poisson e comutadores.
Parénteses de Poisson generalizado

Como a mecanica classica, no formalismo de Hamilton, pode ser posta quase que
totalmente em funcdo dos parénteses de Poisson, vamos utilizar a ideia introduzida por Di-
rac, segundo a qual o parénteses de Poisson da mecanica cldssica e o comutador da mecanica

quantica estao conectados via [39]

—i[A, B] — {A, B}, (4.36)
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para passar do formalismo quéntico para o classico. Entéo, no limite cldssico, as relagdes (3.50),

(3.43) e (3.51)) tornam-se:

{zi,2;} =0, (4.38)
{pij} = pifj($) - pjfi(if)- (4.39)

Para que a (4.36) faca sentido, precisamos que o parénteses de Poisson {-, -} possua

as mesmas propriedades do comutador quéntico |-, -]:

{adA+ B,C} =a{A,C} +{B,C}, (linearidade) (4.40a)
{A, B} = —{B, A}, (anticomutatividade) (4.40Db)
{A{B,C}} +{B,{C, A}} + {C,{A,B}} = 0. (identidade de Jacobi) (4.40c)

Estas propriedades podem ser garantidas através da defini¢do do parénteses de Poisson genera-
lizado [40,41]]:

0A 0B 0B 0A 0A OB 0A OB
(8 = (505~ B ) 1o+ G () g i) (44D

Para o nosso caso, a definicdo acima torna-se:

0A0B 0BO0A 0A OB

onde f;(x) = df(z)/0x;.

Como sabemos, a evolugdo temporal de uma varidvel dinamica [ € dada por [42]
F={F H}+d,F, (4.43)

dessa forma, as equagdes de Hamilton escritas em fungdo do parénteses de Poisson (4.42)) sdo:

OH

b = {as Hy = 52 f(a), 4.44)
0 0
o= A HY = =5 (@) + 5 ify(o) — pi i) 449)

A seguir, vamos aplicar esse formalismo a dois problemas conhecidos.
Exemplo 1: particula livre
Vamos estudar a particula livre unidimensional, cuja hamiltoniana é

H— Ex (4.46)
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As equacdes de Hamilton ficam
b= f(w) = pfa). @47)
OH
)= ——— = 0. 4.4
p=—p-fla)=0 (4.48)

Da equacdo (4.48), vemos que o momento €, assim como no caso convencional, uma constante

de movimento:

p=ci. (4.49)
Dessa forma a (4.47)) torna-se:
fcg) — cdt (4.50)
ou
ﬁ%:q/ﬁ @51)
Vamos estudar o caso no qual a massa dependente da posi¢ao seja dada por
1
m(z) = (SR (4.52)

que equivale a considerar a expansao até primeira ordem em x da fungdo f(x), ou seja,

flz) =14 x. (4.53)
Dessa forma, a equagdo (4.5T)) torna-se
dz 1
= —In(1+ =it + 4.54
/1+’Y~’U S +aw) =at+6 (4.54)
ou
1
() = —{exp (et + )] — 1} (4.55)

A constante ¢; estd vinculada ao momento da particula, que por sua vez esta relaci-
onado com a energia E do sistema através da (4.46). Considerando que a particula deva ir ao

infinito em um tempo suficientemente longo, podemos reescrever a (4.55)) como:
1
x(t) = ;{exp [Y(V2Et + co)] — 1}. (4.56)

A constante ¢, pode ser colocada, por exemplo, em func¢do da posi¢do inicial zy da particula.

Para tanto, podemos tomar ¢ = 0 na (4.56)), resultando em

%{exp (ye2) — 1} = xg

1
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Dessa forma, a (4.55)) torna-se:
1
x(t) = ;[(1 + yzo) exp (yV2Et) — 1]. (4.58)

E importante ressaltar que no limite ¥ — 0, que equivale a tomarmos a massa da

particula como constante, a solugdo (4.58) torna-se

x(t) = xo + V2Ft, (4.59)
que € a solugdo para o caso convencional.
Exemplo 2: particula em campo uniforme

A hamiltoniana para uma particula sujeita a um campo elétrico uniforme & é:

P2
H = 5 Ex. (4.60)

Logo, as equagdes candnicas de Hamilton ficam
0oH
T = a—pf(fﬂ) =pf(), (4.61)
0H
p=—pf(2) =) (4.62)
Estas equacdes podem ser desacopladas da seguinte maneira:

p=Ef(x)
=Ef'(x)d
= Ef'(z)pf(z)
= f"(x)pp-

Novamente vamos estudar o caso m(x) = 1/(1 + vx)? ou f(x) = 1 + vz, dessa forma:

P =Ypp. (4.63)
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Esta equacdo pode ser integrada diretamente:

_dpdp

b=goa = 7P
dp

é—:

2
ﬁ]ﬁ:%—kcl

d
:/ 2p :/dt
Tt
Ve (/)
= 4/ — arctan —p| =t+c
yey 2cy

2
p(t) = 4 /% tan { %(t + cg)} . (4.64)

Agora empregamos a (£.62)) e obtemos

P = ¢ sec? {@ / %(t + C2):|

ou

=E&(1+4 vyx)
ou
_1fa el o .
x(t)—v{gsec [ 5 <t+62):| 1}. (4.65)

Novamente aqui, iremos utilizar parametros fisicos para caracterizar as constantes

de integracdo. Primeiramente, observemos que a energia do sistema € uma constante, dada pela

(4.60). Levando as (@.63) e (@.64) nesta dltima, obtemos:
€1, o V¢ C1 9 e &
E="tan? [ /2% 1+ e)| — Lsec? [/ 20+ e)| + &
S an { 5 ( 02)] > sec { 5 ( cg)} >

=& —F. (4.66)

ou

Levando esta dltima expressdo na (4.64)), encontramos:

(t+c)|. (4.67)

o) — [ 2EZAE) [ 1 1)

ol 2

Dada a equacdo acima, podemos expressar a constante co em fung¢do do valor inicial py do

02—1/—7(8_7E)arctan< 2(8—7E)p0)’ (4.68)

momento como
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dessa forma, a solu¢do para 0 momento pode ser posta em sua forma final como:

_ |26 =1E) V(€ —1E) [
p(t) = B tan [ Tt + arctan ( mpo)

Passando ao limite v — 0, obtemos:

(4.69)

p(t) =po + Et, (4.70)
que € a expressao convencional para a particula imersa em um campo elétrico uniforme.

4.3 Medidas de Informacao para o Oscilador Harmoénico Imerso em um Campo Elétrico
Uniforme

4.3.1 Definicao das Medidas de Interesse

Nos tltimos anos houve um crescente interesse no trato com a teoria da informagdo
em mecanica quantica (e.g., [43-52]]). Os pilares dessa teoria sdo a informagdo de Fisher
[53.54]] e a entropia de Shannon [55]], as quais medem, de maneira diferente e complemen-
tar, o contetido de informacdo da densidade de probabilidade p(z) = |¢(z)|? do sistema sob
consideragdo. A entropia de Shannon € definida a partir de um funcional logaritmico da densi-

dade de probabilidade, e pode ser escrita como:

Sy = —/p(m) In p(x) dz. 4.71)

Por outro lado, a informacdo de Fisher € definida em termos de um funcional gradiente da
densidade de probabilidade:

F, = /p(m) [i lnp(x)rdm = / 1 {ip(x)rdx. (4.72)
‘ dx p(x) |dx

A entropia de Shannon ¢ uma medida de informacdo de carater global, pois
seus valores quantificam o conteido de informacdo da densidade considerada como um todo,
levando em conta o dominio completo, sendo muito pouco sensivel a grandes mudangas den-
tro de uma regido de tamanho pequeno. Inversamente, a informacgao de Fisher possui
uma derivada (mais geralmente, um gradiente) da densidade em seu integrando, o que torna
essa medida de informacdo extremamente sensivel a grandes mudangas pontuais e dessa forma
sendo considerada uma medida de informacdo de cardter local. Em geral, quanto maior é a
informacao de Fisher, mais localizada € a densidade, menor € a incerteza e maior € a precisao

na previsao da localizac¢io da particula.
Na presente secdo temos por objetivo calcular a informacao de Fisher e a entropia

de Shannon para o caso de uma particula habitando um espaco curvo, sujeita a um potencial
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harmonico e interagindo com um campo elétrico uniforme. Devemos primeiramente obser-
var que as defini¢des e devem ser modificadas, pois estas foram definidas, e séo
validas, apenas no espaco de Hilbert tradicional. Isso posto, surge imediatamente a seguinte
questdo: como deve ser a forma das medidas de informagdo no novo espaco de Hilbert? Pra
responder a esta pergunta, vamos empregar a interpretacio correspondente a espaco curvo, que

seja: a densidade de probabilidade € dada por
plz) = ¢* (z)Y(z) (4.73)
associada ao elemento de comprimento
g11(z)dx, (4.74)

sendo g11(z) o tensor métrico unidimensional. Mediante as defini¢des acima, a entropia de

Shannon seréd dada por
S, = —/ )In p(z) \/g11(z)dz 4.75)

e a informacao de Fisher por

{ In p(z )rdx. (4.76)

“= [ e

Para nossos propdsitos, serd conveniente a reparametrizacdo x — s. Dessa forma, as expressoes

acima tornam-se:

- / (s) P [(s)? ds @77

2
F, = / [¥(s)]” [% In \w(s)P] ds. (4.78)

Novamente, como era de se esperar, as expressoes possuem as suas formas originais.

Na presente secdo, vamos utilizar o tensor métrico

1

FEETE (*.79)

gu(z) =

que é equivalente a tomar a expansao até a primeira ordem, em x, da fungdo f () e isto por sua
vez possibilita a existéncia da representacdo de momentoﬂ

Como vimos no capitulo 2, quando expresso em termos da variavel s, 0 momento
possui a sua forma original, ou seja,

d
P=_—i—. (4.80)
ds

2Uma prova para isso pode ser encontrada na referéncia [5].
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Dessa forma, a solu¢c@o da equagdo de autovalor para 0 momento
Puy(s) = puy(s), (4.81)

sera

1 )
up(s) = \/%e”)s. (4.82)

Como essas fungdes devem formar uma base para o espago dos momentos, as fungdes de onda

pOdem ser eXpressaS como
1 .
e = = / 6(p)e™ dp. 4.83)

Essa expressdo pode ser invertida através de uma transformada de Fourier e tal processo leva a

1 —1ips S
o) = = [ vl as. 454

Uma vez que as fun¢des de onda de posicao e momento estdo conectadas por uma
transformada de Fourier, podemos definir a entropia de Shannon e a informacao de Fisher no

€spaco dos momentos como:

S, = - / 16(p)PIn [6(p) 2 dp. (4.85)

F,= / [o(p)? [dip In |¢><p)|2} dp. (4.86)

4.3.2 Oscilador Harmonico em um Campo Elétrico Fixo

Agora vamos estudar, sob o ponto de vista do nosso formalismo, alguns aspectos de

uma particula sujeita ao potencial

V(r) = % — &, (4.87)

o qual é a soma do potencial harmdnico mais um potencial associado a um campo elétrico
externo de magnitude fixa £. Vale ressaltar que no presente estudo a frequéncia ndo representa
um parametro de interesse e serd omitida (w = 1).

A equagdo de Schrodinger associada ao potencial é

(1 d d a2

@A)+ D~ ) ute) = Bolo) (4.85)

que pode ser reescrita sob a forma

[_% ( f2(x)dd—; + () f(x)%) + %2 - 54 W(x) = Ed(a), (4.89)
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com f2(z) = f(2)f(x) e f'(x) = df (2)/d.

O tensor métrico dado pela (4.79) € equivalente a considerar
f(z) =14 ~x. (4.90)

Vimos que a nossa defini¢do de produto interno (3.9) impde que a fung¢do f seja positiva defi-
nida, logo, o intervalo de valores que a varidvel x pode assumir, uma vez que assumamos y > 0,
é—1/y <z <oo.

Levando a (4.90) na (4.89), obtemos

d’ d] ., 2
{—% [(1 + 71:)2@ +(1+ ’yx)%] + % - &U} U(x) = Ei(x). @.91)

Agora facamos a mudanca de variavel
2
r = ¥(1 + ), (4.92)

que mapeia o intervalo —1/v < = < oo no intervalo 0 < r < oo e leva a (4.91)), apés algumas

manipulacdes simples, na

d? d 2 /e 1 °OF 26 1
7”2%1#(7“) + TJQP(T) + {—TZ + <; + ¥> T+ (? — ? - ¥>} q/}(r) =0. (4.93)

Agora mudamos a varidvel dependente através da defini¢do:

P(r) = rp(r). (4.94)
Esta mudanca transforma a (4.93)) na
i d (€1 2F 26 1
2 2
" ﬁ%p(r)—f-(Qa—}—l)r%@(r)_f_ |:_Z + (; + ¥> T+ (a + ? - ? - ?):| QO(T) =0.
(4.95)

Vamos escolher
9 _2E 2 1

o = +— + —. (4.96)

N2 A3 A

Tal escolha implica na
d> d r? E 1
2 _

r wap(r) + 2o+ 1)r%<p(r) + {—Z + (; + ?) 7’] o(r) = 0. 4.97)

Facamos agora mais uma mudanca na variavel dependente:
p(r) = e 7 u(r). (4.98)
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Esta mudanca transforma a (4.97) na

d? d 5 1 E 1
i) + (2a+ 1= 20r)—p(r) + Kﬂ - Z) r+ (; + 5~ (2 1)5)} p(r) = 0.
(4.99)
Agora vamos escolher
p= % (4.100)
o que leva a (4.99) na:
& d E 1 (2a+1)
raatn) + Qa1 =r) () + =4 55 = ——— 1) =0, (4.101)

Queremos que a nossa fun¢do de onda seja um polindmio, isso pode ser alcangado através da

imposi¢ao
& 1 2 1
£,1 BarD_, (4.102)
v 2
onde n é um nimero natural [38]. Dessa forma, a (4.101)) torna-se
d? d
rﬁu(r) + (2 +1— r)%,u(r) + nu(r) =0, (4.103)

cuja solugdo sao os polindmios de Laguerre generalizados [38):
w(r) = L*(r). (4.104)

Utilizando esta expressdo e mais as (4.100) e (4.98)), a fungdo de onda ({#.94) pode ser escrita

como:

W(r) =ree L2 (r), (4.105)
onde
r = 2e7 /4 (4.106)
e
€T d /
5= / v (4.107)
1+~
Comparando a (#¢.102)) com a (4.96)), vemos que as auto-energias sdo dadas por:
1 72 1 £?
E, = )t - L S 4.1
n (n—i—Z){ + & 5 <n+2>} 5 (4.108)

Ao tomarmos o parametro v — 0 no espectro acima — o que equivale a considerar a particula

em um espaco plano — obtemos:

1 &2
E, = (n + 5) — 5 (4.109)

que sdo as auto-energias tradicionais para o oscilador em um campo uniforme [[17]]. Por outro
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lado, desligando o campo elétrico, as auto-energias tornam-se

B 1 72 1
E, = (n—|—§) [1 Y <n+§>} , (4.110)

que sdo as energias associadas ao potencial de Morse [36]. Portanto, considerar uma particula
sujeita ao potencial harmoOnico no caso desta estd movendo-se em um espago curvo unidimen-
sional definido pelo tensor métrico dado pela (4.79)) € equivalente, do ponto de vista energético,

a considerar uma particula no espaco euclidiano sujeita a um potencial de Morse.

0.55F

Figura 1: Plots de Ey() para € = 0 (linha continua), £ = 0, 2 (linha tracejada longa) e
& = 0,4 (linha tracejada). A linha pontilhada corresponde a energia do estado fundamental do
oscilador harmo6nico em um espaco plano.

A energia do estado fundamental é:

1 >

Tomando a derivada com respeito a «y e igualhando a zero:

Ok _ (4.112)
vy

obtemos
v = 2€, (4.113)

que € o valor de v para o qual a energia do estado fundamental assume seu miximo valor.

Substituindo esta expressdo na (4.111]), obtemos:
By = 1/2, (4.114)

que € a energia do estado fundamental de uma particula sujeita a um potencial harmonico no
espaco euclidiano. Na figura[I] plotamos algumas possiveis curvas para o estado fundamental

em funcao do parametro v, para alguns valores do campo elétrico. Como adiantado, vemos do
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grafico que o valor £y = 1/2 é um valor limite para a energia fundamental. Portanto, o campo
elétrico £ e o v podem ser escolhidos de tal forma a anularem um ao outro. Esse processo pode

ser repetido para cada um dos niveis de energia e, de forma geral, tomando

&
= 4.115
¥ (n+ 1) ( )
implica que a n-ésima maxima energia serd dada pela férmula tradicional:
1
En:n+§. (4.116)

4.3.3 Analise das Medidas de Informacao

Agora vamos analisar como as medidas de informagdo sdo afetadas pela geometria

(dada em func¢do do parametro ) e pelo campo elétrico.

2.5 : : : : 1.5
1.4} © 5=0
2.0
Ef S 1.3}
R, © 12t

1.5}

1.0} ™
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Y Y
Figura 2: Plots da a) informacao de Fisher para posicao F)., b) informacdo de Fisher para o
momento £, ¢) entropia de Shannon para posicdo S, e d) entropia de Shannon para o
momento S, em fungdo do pardmetro -, para trés valores distintos do campo elétrico £.

Plots da entropia de Shannon e da Informacgao de Fisher em funcao do parametro ~y
sdo mostrados na ﬁgura@ A partir destes, vemos que para & = 0, F, (S,) decresce (cresce) com
o aumento de v, o que pode ser interpretado como um decréscimo de precisao na previsao de
localizagdo da particula. Para £ = 0, 2 a situagdo € andloga, no entanto, a perda de informacgao

¢ menor. Aumentando o campo elétrico para £ = 0,4 a precisao na previsao de localizacio da
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particula € ainda maior que para £ = 0, 2 e ainda apresenta o comportamento de decrescer com

Y-
2.3
2.6 (a) ......... 2.2_(b)
...... 2.1
2.4 e _l 20\
O . - O <
2.2} P = L9 o~
.‘»_/ 18' ............ ~ —_
20/ / 17_ ................ ~ 4
e Lef T
1.8 : : : : S .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
€ e
L3 o) L20l@ e
1 N 10 L .'.'..'. S N S
= . o Lise oo e -
Srosf e _ g -
T \ — 7] 110_ / -
1.00} R e —
................ 1.05 _/
095t T L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2 £

Figura 3: Plots da a) informacao de Fisher para posicao F)., b) informacao de Fisher para o
momento £}, ¢) entropia de Shannon para posic¢do S, e d) entropia de Shannon para o
momento S, em fungdo do campo elétrico £ para v = 0 (linha continua), v = 0, 2 (linha

tracejada) e v = 0, 4 (linha pontilhada).

Na figura |3| plotamos novamente a informacdo de Fisher e a entropia de Shan-
non, agora em funcdo do campo elétrico aplicado e para alguns valores fixos do parametro
de deformagdo . Os graficos mostram que para o caso euclidiano (y = 0) as medidas de
informacao sio independentes do campo elétrico aplicado. Isso pode ser explicado pelo fato de
que no caso euclidiano o campo elétrico ndo altera as fun¢des de onda do oscilador harmonico,
tendo como unico efeito um “shift” na energia deste sistema. Para v # 0, podemos ver, a
partir da expressdo para as energias (4.108)), que o campo elétrico se acopla com o pardmetro
~ para formar um termo de energia que depende do estado considerado, o que mostra que o
campo elétrico interfere de forma efetiva na fisica do sistema. Os plots mostram ainda que a
informacao de posi¢do F, aumenta, enquanto a entropia S, diminui, com o aumento do campo.
O processo inverso ocorre com as medidas de momento, a informagao de Fisher F), diminui
enquanto a entropia de Shannon aumenta, quando o campo elétrico £ cresce, indicando que a
precisdo nas previsoes de momento diminui.

Ainda, na figura [4] plotamos os gréficos das somas das entropias S = S, + S,

contra 7y e contra £. Os graficos mostram que as somas em ambos 0s casos respeitam a relacio
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Figura 4: Plots de a) S = S,(7) + Sp(7) e b) S = S,(E) + 5,(E).
de incerteza entropica [56,57]:
Sy +8,>1+Inr. 4.117)

Para finalizar, gostariamos de mencionar que o trabalho desta se¢do serviu como
base para a publicacao [58].
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, revisitamos o formalismo de operador de translacdo generalizado.
A partir da definicdo (3.1]), obtivemos uma relacdo de comuta¢gdo fundamental modificada. A
realizacdo da dlgebra de Heisenberg, no espaco de coordenadas, proveniente dessa relagdo de
comutacdo modificada, nos levou a uma expressdo para o momento que € ndo-hermitiana. Isto,
por sua vez, exigiu a redefinicao do produto interno do espago de Hilbert associado a particula
em questdo. A partir dessa redefini¢do para o produto interno, vimos que o esse formalismo
pode ser utilizado tanto na descricdo de uma particula com massa dependente da posi¢do quanto
na descri¢cdo de uma particula movendo-se em um espaco unidimensional deformado (ou curvo).
Cada uma dessas interpretagdes possuindo uma densidade de probabilidade prépria. Mostramos
também a equacao de Schrodinger que governa a evolugdo temporal do sistema e a equacao de
autovalor associada a mesma (equagdo de Schrodinger independente do tempo). Terminamos
com a generalizacdo para /N dimensdes euclidianas pro caso da particula com massa depen-
dente da posicdo, o que possibilitou uma comparagdao com o formalismo de von Roos em 3
dimensoes.

No quesito aplicacdes, primeiramente investigamos o problema de uma particula
em duas dimensdes sujeita a um potencial harmonico isotrépico. Também estudamos o li-
mite cldssico desse formalismo, que foi alcancando explorando a conexao entre comutadores e
paréntese de Poisson, o que possibilitou a solu¢do de dois problemas simples: a particula livre
e a particula em um campo uniforme. Por fim, exploramos os recentes estudos da aplicagcdo
da teoria da informacdo em mecanica quantica, calculamos (numericamente) a informacdo de
Fisher e a entropia de Shannon para o problema de um oscilador harmo6nico imerso em um
campo elétrico uniforme e interpretamos os resultados.

Como perspectiva futura para este trabalho, podemos vislumbrar uma passagem
da mecanica quantica ndo-relativistica para a relativistica, por exemplo, através da introducdo
do operador momento generalizado na equacdo de Dirac e/ou na equacao de Klein-Gordon.
Também podemos investigar, dentro do formalismo, outros problemas ja existentes na literatura
para o caso da massa dependente da posicao. No momento, estamos prestes a lancar um traba-
lho sobre as medidas de informacao relacionadas com o problema do oscilador bidimensional

aqui presente.
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APENDICE A - GRUPO DAS TRANSLACOES DEPENDENTES DA POSICAO

Neste apéndice, mostramos que as translagdes definidas pela (3.1)) verificam os axi-

omas de grupo [59].

Fechamento

~

TV (o)) = T()|a +ef(x))
= e +ef(z) +&flw+ef(@)]),

expandindo f[zx + €f(x)] em torno de x, obtemos

flo+ef(@)] = f(2) + f'(@)ef () + O(?),

logo
[z +ef(z) + & flo + ef(2)]) = lx +ef(2) + €' [f(z) + f'(x)ef (x) + O?)])
~ |z + (e +€)f(x))
= T +&)a),
ou seja,
T(eNT(e) = T(e +¢€). (A.1)

Onde desprezamos termos de segunda ordem nos infinitésimos.

Associatividade

Pela (A.1), temos:

= [T(e")T()T(e). (A2)
Existéncia do elemento neutro

E trivial, basta tomar ¢ = 0 na (3.1)).
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Existéncia do elemento inverso
Fazendo ¢/ = —¢ na (A.1)), temos
T(—e)T(e) = T(0) = T(e)T(—e),

logo

T7Ye) = T(—e). (A.3)

Portanto, as transla¢des definidas pela (3.1]) formam um grupo no espaco de Hilbert.
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APENDICE B - DEMOSTRACAO DE ALGUMAS DAS PROPRIEDADES DO
PARENTESES DE POISSON GENERALIZADO

Linearidade

J(aA+ B)oC  0C d(aA+ B) J(aA+ B) oC
(aa+ 5.0} = |HeGERTE LOHTED gy A2 BE fyo) - i)
B 0A 0B\ oC 0C [ 0A 0B
B [(a&pz 8:152) op;  Ox; (aépi * 8pi>} /()
0A 0B\ oC
+ (050 + 500 ) G ihite) — o)
0A0C 0C 0A 0A 0C

~of (250 6@ o)+ g g (o) = i)l

oBoC 0C 0B 0B oC

(Fortr ~ 5 o) £0)+ 5o 5 s (o) = i)

— ofA,C} +{B,C}. (B.1)

Anticomutatividade

0A0B 0B O0A 0A 0B
B = (550 = 5200 fa) 4 5o S i (e) = o)

:_<888A 8A83)f() gAgB[ijz() pif(@)]

OBOA 0AOB 9B 9A
o (9% Op; O 8pz-) (v) = ap; Op; A= [pifi(x) = pifi(2)]

— (B, A)}. (B2)
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