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RESUMO

A teoria de controle robusto evoluiu consideravelmente ao longo das ultimas décadas,
apresentando solugdes para varios tipos de problemas de analise, desempenho e sintese
de sistemas lineares incertos. As desigualdades matriciais lineares (LMIs) e suas
técnicas surgiram como poderosas ferramentas em diversas areas de engenharia de
controle para projetos estruturais. Uma propriedade importante das LMIs reside no fato
de que o seu conjunto solucdo ¢ convexo. Esta propriedade ¢ fundamental para que se
possam formular problemas em controle robusto como sendo problemas de otimizacao
convexa que minimizam uma funcdo objetivo. Diante destas afirmacdes o presente
trabalho utiliza um sistema de nivel de liquido com dois tanques interligados como
planta onde a mesma foi modelada, e, em seguida, foi desenvolvido um controlador para
garantir a sua estabilidade quadratica, quando submetido a perturbagdes externas
incertas definidas em um politopo. Utilizou-se o regulador linear quadratico com agao
integral (LQI) como controlador, porém, o conceito 6timo do LQR ndo leva em
consideracdo as incertezas paramétricas existentes nas plantas de projeto, com isso, foi
apresentado um método de resolugdo do LQR utilizando otimizagdo convexa. O LQR
otimizado via LMIs permite a adi¢do de incertezas para a obtencdo do ganho de
realimentagdo de estado. Os resultados obtidos comprovaram que a estratégia de
controle LQI via resolugdo LMI ¢ eficaz como controle robusto, pois ¢ capaz de incluir
caracteristicas referentes a imprecisao do processo, além disso, o controle LQI garante a

otimalidade do controle.

Palavras-chave: Modelagem. Simulacdo. Controle LQR-LMI. Otimiza¢do LQR-LMI.

Otimizacdo convexa. Sistema de nivel de liquido.



ABSTRACT

The robust control theory has evolved considerably over the past decades, providing
solutions for various problems of analysis, synthesis and performance of uncertain
linear systems. The linear matrix inequalities (LMI) and its techniques have emerged as
powerful tools in various areas of control engineering for structural projects. An
important property of LMIs is the fact that its solution set is convex. This property is
crucial in order to be able to make robust control problems as convex optimization
problems that minimize an objective function. Given these statements the present work
uses a liquid level system with two tanks connected to the plant where it was modeled,
and then a controller is designed to ensure quadratic stability when subjected to external
disturbances defined in an uncertain polytope. We used the linear quadratic regulator
with integral action (LQI) as a controller, however, the concept of optimal LQR does
not take into account the parametric uncertainties in the existing plant design, with it,
was presented a method of solving the LQR using convex optimization. LQR optimized
via LMI allows the addition of uncertainty to obtain the state feedback gain. The results
obtained proved that the strategy of LQI control via LMI resolution is effective as
robust control, because it can include features related to the imprecision of the process,

moreover, the LQI control ensures the optimality of control.

Keywords: Modeling. Simulation. Control LMI-LQR. LQR-LMI optimization. Convex

optimization. System-level liquid.
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Capitulo 1

Revisao bibliografica sobre as LMIs

As LMIs sdo desigualdades matriciais lineares (ou afins) em um conjunto de
varidveis matriciais. Muitos problemas na teoria de controle podem ser estabelecidos em
termos de LMIs e sua existéncia foi descoberta ha aproximadamente cem anos atras
pelo trabalho de Lyapunov. Contudo, até recentemente, existiam poucas rotinas
disponiveis para resolver numericamente as LMIs. Nas duas ultimas décadas percebe-se
um incremento significativo do desenvolvimento de rotinas numéricas sofisticadas
tornando possivel a solugdo de problemas de LMIs. Estas rotinas exploram a
convexidade do problema LMI para tornar a obtencdo dos calculos numéricos
confiaveis.

Na perspectiva da engenharia de controle, uma das principais atracdes das
LMIs ¢ que elas podem ser usadas para solucionar problemas que envolvem varias
variaveis matriciais, e, além disso, diferentes estruturas podem ser impostas nessas
variaveis matriciais.

Apesar da aparente “relacdo” tardia entre descri¢des por LMIs e varias frentes
em teoria de controle, ela ndo ¢ um fato recente. A primeira descricdo por LMIs em
teoria de controle surgiu do estudo sobre estabilidade em equagdes diferenciais, que
data 1892, apresentado na tese de doutorado de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(Lyapunov, 1992). Entre as décadas de 1940-1960, A. 1. Lur’e, V. A. Yakubovich,
dentre outros pesquisadores na antiga Unido Soviética, formularam vérios problemas
em controle no contexto de LMIs. No inicio da década de 1970, ja se conheciam
descrigdes explicitas por LMIs para o controle linear quadratico 6timo conforme
apresentado em Willems (1971), bem como condi¢des de existéncia de solu¢do para
LMIs associadas ao controle linear quadratico (Molinari, 1975). No livro Boyd et al.
(1994) pode-se encontrar um 6timo historico sobre o desenrolar das LMIs em controle.

No entanto, durante este longo periodo, a comunidade de controle viu-se
privada de uma leitura profunda de como as descrigdes por LMIs poderiam ser,

efetivamente, manipuladas para gerarem solugdes numéricas dentro da teoria de



controle — ndo apenas no contexto do estudo de existéncia de solugdes ou formas
indiretas para a sua resolucao (por exemplo, usando Riccati, que ¢ um instrumento
especifico para solucionar LMIs). Além disso, havia dificuldades explicitas da
comunidade de controle em agregar técnicas numéricas eficientes para a solugdo de
problemas de otimizagdo semidefinida no formato apropriado a teoria de controle, pega
fundamental para que as LMIs pudessem se tornar um instrumento “genérico” e efetivo
de que langar mdo. Este tipo de discussdo, levantado ainda em 1971 por J. C. Willems
reflete o espirito de trabalho e metodologia que envolveu a comunidade de teoria de
controle (Boyd et al., 1994).

Uma questdo fundamental na teoria de sistemas € a construg¢do de fungdes de
Lyapunov, tanto para a andlise de estabilidade quadratica quanto para a sintese de
controladores. O estudo de sistemas lineares com pardmetros incertos avangou muito
nas ultimas duas décadas gracas a técnicas de investigacdo de dominios de estabilidade
e de controle robusto derivadas de fun¢des de Lyapunov (Leite et al., 2002).

A denominada estabilidade quadratica, isto ¢, a existéncia de uma mesma
funcdo de Lyapunov, independente dos pardmetros incertos, garantindo a estabilidade
robusta do sistema para o dominio de incertezas considerado, foi talvez o resultado mais
importante da década de 80 (Barmish, 1985). Partindo das condi¢des de estabilidade
quadratica, inumeros resultados de analise, controle e filtragem robusta com critérios
como as normas H, e H,, puderam ser desenvolvidas (Boyd et al., 1994).

Apesar de a estabilidade quadratica ser especialmente adequada a andlise de
sistemas incertos com parametros variantes no tempo, os resultados obtidos podem ser
bastantes conservadores em muitas situacdes (Leite et al., 2002). Varias extensdes tém
aparecido na literatura para analise e sintese de controladores para sistemas lineares
incertos. Resultados menos conservadores t€ém sido obtidos a partir de funcdes de
Lyapunov dependentes de parametros (Feron et al., 1996). Alguns trabalhos tém
abordado o problema através de fungdes de Lyapunov quadraticas por partes (Rantzer e
Johansson, 2000), mas a solugdo numérica, em geral, requer elevado esfor¢co
computacional.

Considerando apenas sistemas lineares incertos continuos ¢ invariantes no
tempo destacam-se as abordagens apresentadas em (Geromel, de Oliveira e Hsu, 1998)
por estarem formuladas em termos de LMIs e pela facilidade de resolu¢do numérica.
Uma extensdo desses resultados ¢ apresentada em (Peaucelle et al., 2000), tratando

diferentes regides convexas dentro do plano convexo. O enfoque principal contido



nessas abordagens estd no aumento da ordem das LMIs e na inclusdo de novas
variaveis, de maneira a obter, com esses graus de liberdade adicionais, resultados menos
conservadores do que os conseguidos com a estabilidade quadratica. Nesses trabalhos, a
estabilidade robusta ¢ garantida por uma fung¢do de Lyapunov dependente de
parametros, construida a partir de matrizes de Lyapunov que sdo solugdes factiveis para
um conjunto de LMIs descritas nos vértices do dominio de incertezas. Apesar de
fornecer resultados melhores do que os obtidos com a estabilidade quadratica, essas
condi¢des ainda s3o conservadoras quando comparadas com o real dominio de
estabilidade, provavelmente pelo fato de exigirem que uma ou mais variaveis satisfagam
conjuntamente todas as LMIs. Condigdes menos conservadoras, para os casos de
maiores dimensdes, foram apresentadas em (Ramos e Peres, 2002), baseadas na
constru¢do apropriada de um nimero maior de LMIs descritas em funcdo dos vértices
do politopo de incertezas, denominadas de estabilidade robusta.

Com relacdo aos sistemas discretos no tempo, os testes de estabilidade
evoluiram de maneira bastante similar. Dentre os testes baseados em fungdes de
Lyapunov dependentes de pardmetros destacam-se as abordagens LMI apresentadas em
(de Oliveira, Bernussou e Geromel), (de Oliveira, Geromel e Hsu, 1999) e (Peaucelle et
al.,, 2000) (aumento da ordem das LMIs e inclusdo de novas variaveis) e, mais
recentemente, em (Ramos e Peres, 2001) (aumento do nimero de LMIs).

A estabilidade robusta de sistemas ¢ um assunto bastante explorado na teoria
de controle. Trabalhos recentes t€m feito a analise de estabilidade usando LMIs (Chilali
et al., 1999). O principal motivo ¢ que a solugdo de problemas de otimizagdo, com
restri¢des descritas por LMI e fungdo objetivo linear, pode ser obtida usando algoritmos
com tempo de convergéncia polinomial (Gahinet et al, 1995). A maior parte dos
resultados s6 considera a realimentagdo de estados. Contudo, existem problemas
praticos em que a derivada primeira dos estados ¢ mais facil de obter do que os sinais
dos estados. Técnicas de projeto de controle, para sistemas lineares usando
realimentacdo da derivada dos estados (ou, realimentacdo derivativa), t€ém sido
exploradas sob varias metodologias. Em (Abdelaziz et al, 2004) ¢ apresentada uma
solugdo para plantas com uma entrada e uma saida (SISO). Os autores desenvolveram
uma formula de Ackermann generalizada. Usando o conceito de estados reciproco (do
inglés, Reciprocal State Space (RSS)), um projeto para controle 6timo (LQR) de
sistemas lineares deterministicos, foi proposto por (Kwak et al, 2002). Infelizmente

nenhum desses resultados pode ser aplicado em sistemas incertos. Recentemente,



condi¢des suficientes, baseadas em LMI, para a estabilidade robusta de sistemas
lineares usando realimentacao derivativa, foram propostas em (Assungao et al, 2007).
Em (Rossi et al, 2008) foram utilizados os resultados obtidos em (Assunc¢ao et
al, 2007) onde foram propostas condigdes necessarias e suficientes, baseadas em LMI,
para que sistemas lineares realimentados com a derivada dos estados sejam
assintoticamente estaveis. Se a planta possui restricoes de desempenho, nem sempre a
estabilizacao ¢ suficiente. Para resolver este caso, foram adicionadas restrigoes classicas
de projeto de controlador (porcentagem de overshoot, tempo de subida, tempo de
acomodacao) utilizando o conceito de D-estabilidade de sistemas, visando a alocagdo de
polos em regides desejadas. As técnicas de projeto abordadas em (Rossi et al, 2008) sao
baseadas em critérios modernos de estabilidade e projeto de controladores. Para o
projeto destes controladores sdo implementados programas em pacotes para resolucdo
das LMIs e posterior andlise dos resultados obtidos. Um exemplo de sistema mecanico
para controle de vibragdes demonstra que o projeto de controlador utilizando
realimentacdo da derivada dos estados e o conceito de D-estabilidade ndo apenas
garante a estabilidade assintdtica do sistema, mas possibilita atender os indices de

desempenho desejados.

1.1 Objetivo geral do trabalho
Utilizar um sistema de nivel de liquido com dois tanques interligados como
planta com o intuito de modela-la, e, desenvolver um controlador que garanta a sua

estabilidade quadratica quando esta ¢ submetida a perturbagdes externas incertas

definidas em um politopo.

1.2 Objetivos especificos do trabalho
e Apresentar o estudo da otimizagdo convexa como mecanismo fundamental para

o tratamento das LMIs em problemas de controle robusto.

e Mostrar que pela propriedade da convexidade do conjunto solugdo das LMIs ¢
possivel formular problemas em controle robusto como sendo problemas de
otimizagdo convexa que minimizam uma func¢do objetivo linear de um vetor de
varidveis de decisdo, sujeito a restricdes do tipo desigualdades matriciais

lineares.



e Apresentar a formulagdo matematica dos conceitos de otimizagdo via

desigualdades matriciais lineares (LMIs) no controle LQR com agdo integral

(LQD).

® Aplicar os conceitos de otimizagdo LMI-LQI para o projeto de controle robusto
multivaridvel (planta em questdo), analisando a resposta no tempo considerando
as incertezas paramétricas politopicas presentes no processo.

1.3 Estrutura do trabalho

O presente trabalho estd dividido em 5 capitulos, organizados na seguinte

forma:

e Capitulo I: revisao bibliografica sobre as LMIs.

e Capitulo II: estudo da otimizagdo convexa.

e Capitulo III: estudo das LMIs.

e Capitulo I'V: formulacao do problema LQI-LMI.

e Capitulo V: conclusdes do trabalho.

1.4 Publicacio originada deste trabalho

Leite, Kelson. S., Costa, Marcus V.S., Campos, J. C.T. “Aplicacdo e analise de controle
LQR com ac¢do integral robusta multivariavel otimizado via desigualdades matriciais
lineares”. X Conferéncia brasileira de dinamica, controle e aplicagcdes, Setembro de

2011. Aguas de Lindoia — SP.



Capitulo 11

Introducao ao estudo da otimizac¢ao convexa

A otimizacdo convexa pode ser descrita como uma fusdo de trés disciplinas:
otimizagdo, a andlise convexa, e, a teoria dos conjuntos. Ela se tornou uma ferramenta
de grande importancia na engenharia, possibilitando a solu¢do de muitos problemas
praticos de engenharia de forma confiavel e eficiente. Hoje, a otimizagdo convexa esta
fornecendo novas ferramentas computacionais indispensaveis, o que naturalmente
estende nossa capacidade de resolver problemas, tais como minimos quadrados e
programagdo linear para uma classe muito maior e mais rica de problemas (Hindi,

2004).

2.1 Otimizacao matematica

Um problema de otimizagdo matematica, ou simplesmente problema de

otimizacao, tem a forma (Bertsimas e Tsitsiklis, 1997):

minimizar f((x
. 0( ) ‘ (2.1)
sujeitoa  fj(x)<b;, i1=1,...,m.
Onde o vetor x = (x5, .., X,) € a varidvel de otimizacdo do problema, a

fungiofy : M" —>N ¢ a fungdo objetiva, as fungdes f; sdo as funcgdes restritivas

(desigualdades), e as constantes by, ...,b, sdo os limites, para as restrigdes.

Geralmente considera-se familias ou classes de problemas de otimizagdo,
caracterizadas pelas formas particulares das funcdes objetivas e das fungdes restritivas.

Como um exemplo importante, o problema de otimizagdo (2.1) ¢ chamado de programa

linear se as fungdes objetivas e as fungdes restritivas fj,...,f,; sdo lineares, isto ¢,

satisfazem o principio da superposicado, a saber

fi(ax+By)=afi(x)+Bf(y) (22)



paratodo X,y € R" etodo a, B € R.

Neste trabalho, serd abordada uma classe de problema de otimiza¢ao chamada
de problema de otimizagdao convexa. Um problema de otimizacdo convexa ¢ aquele em
que as funcdes objetivas e restritivas sdo convexas, o que implica em satisfazer a

desigualdade (Bertsekas, 2003)
filax+By)<afi(x)+SE(y) (2.3)

para todo X,y € R" e todo o, f € R com a+L=1, >0, 0. Comparando

(2.2) e (2.3), tem-se que a convexidade ¢ mais geral do que linearidade. Desde entdo,
qualquer programa linear, é, portanto, um problema de otimiza¢do convexa, pode-se
entdo considerar a otimizacdo convexa como sendo uma generalizagdo da programacao

linear (Boyd, et al, 2004).

2.2 Solucionando problemas de otimizacao

Um método solucdo para uma classe de problemas de otimiza¢do ¢ um
algoritmo que calcula uma solucao do problema (para uma dada precisdo), tomando um
problema particular da classe, isto ¢, um caso do problema. Desde 1940, tem-se com
grande esforco desenvolvido algoritmos para solucionar varias classes de problemas de
otimizacdo, analisando suas propriedades, e desenvolvendo boas implementagdes de
softwares. A eficdcia desses algoritmos, isto ¢, sua habilidade para solucionar o
problema de otimizacdo (2.1), varia consideravelmente, e depende de fatores tais como
a forma particular das funcdes objetiva e restritiva, a quantidade de variaveis e
restrigdes, € estruturas especiais matriciais, tais como esparsividade (Boyd et al., 2004).
Para algumas classes de problemas de otimizacdo com solugdes dificeis existem
algoritmos eficazes que podem solucionéd-los de forma confidvel, com centenas ou

milhares de variaveis de restrigoes (Bertsimas e Tsitsiklis, 1997).



2.2.1 Programacio linear

Uma importante classe de problemas de otimizacao ¢ a programacao linear, em
que as fungdes objetivas e restritivas sdo lineares (Boyd et al., 2004):
L. T
minimizar ¢ X

(2.4)

sujeito a aiTXSbi, i=1,...,m.

n ~ A
Onde os vetores €,a7,...,ay, € R ¢ os escalares by,...,b,, € R sdo pardmetros do

problema que especificam as fun¢des objetiva e restritiva.

Nao existe uma formula analitica simples para a solu¢do de um programa linear
(como existe para o problema dos minimos quadrados), mas existe uma variedade de
métodos muito eficazes para soluciona-los, incluindo o método simplex de Dantzig’s, e

o método dos pontos interiores (Gonzaga, 1992).

Algumas aplicacdes conduzem diretamente a programas lineares na forma
(2.4), ou em varias outras formas padrdes. Em muitos outros casos o problema de
otimiza¢do original ndo tem uma forma padrdo de programa linear, mas pode ser

transformado para um programa linear equivalente e entdo, resolvido (Dantzig, 1993)

2.3 Otimizag¢ao convexa

Nos ultimos anos, a otimizacdo convexa tem sido uma ferramenta
computacional de grande importancia na engenharia, como ja foi mencionado na
introducao deste capitulo, gracas a sua grande capacidade pratica de resolver problemas
de forma confiavel e eficiente. O objetivo desta se¢do ¢ fornecer uma visdo geral dos
conceitos basicos de conjuntos convexos, fun¢des convexas, etc. no intuito de formular
matematicamente um problema de otimizacdo convexa, que sera utilizado na

implementagao do controlador LQI otimizado por LMIs .



2.3.1 Retas e segmentos de reta

Seja X] # Xy dois pontos no R". Pontos na forma
y=0x; +(1-0)x,, (2.5)

onde 0e R, formam uma reta que passa através de Xx; e x,. O valor do pardmetro
0 =0 corresponde a y = Xp, € o valor do pardmetro 6 =1 corresponde a y = x;. Os
valores do parametro 6 entre 0 e 1 corresponde ao segmento de reta entre x; € X»

(Valentine, 1964)

Expressando y na forma

y=X» +9(x1 —x2) (2.6)

tem-se outra interpreta¢do: y ¢ uma soma do ponto base x, (correspondente a 6 =0) e a
dire¢do x; — Xz (nos pontos de x; a x;) medido pelo pardmetro 0. Assim, 0 fornece a
fragdo da trajetoria de x; a x; onde y estd. Como 6 aumenta de 0 a 1, o ponto y se move
de x, para x; ; para 6 > 1, o ponto y esta na reta além de x; (Boyd et al., 2004). Isto esta

ilustrado na figura 2.1.

Figura 2.1 - A reta que passa através x; e X, ¢ descrita parametricamente por 0X| + (l - O)X 9, onde &

varia em ‘R . O segmento de reta entre x; € X,, que corresponde a & de 0 a 1, é mostrado em negrito.



2.3.2 Conjuntos afins

Um conjunto C = R™ ¢ afim se a reta que une quaisquer dois pontos distintos
em C estiver em C, isto é, se para algum Xj,Xp €C onde 6eR, tem-se que

0x; +(1—9)X2 €C. Em outras palavras, C contém a combinagdo linear de quaisquer

dois pontos em C, contanto que a soma dos coeficientes na combinacdo linear seja 1

(Valentine, 1964).

Esta idéia pode ser generalizada para mais que dois pontos. Um ponto na forma
O1x] +...+ 0 Xy, onde O] +...+0y =1, ¢ dito ser uma combinagio afim dos pontos xj,

..., X2. Usando a introducdo da definicdo do conjunto afim, pode se mostrar que um

conjunto afim contém todas as combinagdes afins desses pontos: Se C ¢ um conjunto
afim, x, ..., Xk € C, e 0 +...4+0 =1, entdo o ponto 0;X] +...+0 X} também pertence a

C (Valentine, 1964).

Se C ¢ um conjunto afim e Xy € C, entdo o conjunto (Boyd et al., 2004)
V=C-xo={x-x¢|xeC} (2.7)

¢ um subespaco, isto ¢, V ¢ fechado em relagdo as operagdes soma e produto por um
escalar. Para observar isto, seja V|,vpEV e a,f€R.  Entio tem-se

quevy+x9 €C e vy +x( €C, e entdo
avy +PBvy +Xo = a(vy +x¢ )+B(vo +x0)+(1—a—PB)xg €C, (2.8)
desde que C seja afim, e OH-B+(1—OL—B):1. Entdo, conclui-se que oy +Bvp €V,

pois avy +Pvy +xg €C.

Assim, o conjunto afim C pode ser expresso como

C=V+xp={v+xg|veV} (2.9)



isto é, como um subespago mais um complemento. O subespaco V associado com o
conjunto afim C ndo depende da escolha de xo, tal xo pode ser escolhido como um ponto

de C. A dimensdo de um conjunto afim C ¢ definida como a dimensdo do subespago

V =C-Xx, onde x¢ ¢ um elemento de C.

Exemplo 2.1- Conjunto solucdo de equagOes lineares. O conjunto solugdo de um
sistema de equagdes lineares, C={X|Ax=b}, onde A ec®R™" e be®R™, é um
conjunto afim. Para mostrar isso, seja X1, Xy €C, isto é, Ax; =b, AXy) =b. Entdo para

qualquer 0, tem-se que

A(0x; +(1-0)x, ) = 0AX; +(1-6)Ax,
—0b+(1-0)b (2.10)
=b,

que mostra que a combinagdo afim 0x +(1—9)X2 estd também em C. O subespaco

associado ao conjunto afim C ¢ o espago nulo de A. Pode-se obter também o contrario,
todo conjunto afim pode ser expressado como um conjunto solugdo de um sistema de

equagdes lineares.

O conjunto de todas as combinagdes afins dos pontos em algum conjunto

C c R" ¢é chamado de casca afim de C, e denotado por aff C (Valentine, 1964):
aff C={0;x] +..+ O Xy | X1, .0n X €C, 0y +... 40 =1}, (2.11)

A casca afim é o menor conjunto afim que contém C, no seguinte sentido: se S é um

conjunto afim com C < S, entdo aff C< S.

2.3.3 Conjuntos Convexos

Um conjunto C é convexo se o segmento de reta entre quaisquer dois pontos
em C esta em C, isto é, se para quaisquer X, Xo € C e qualquer 6 com 0 <6 <1, tem-

se que (Rockafellar, 1970)



ox; +(1-0)x, e C. (2.12)

Em outras palavras, pode-se dizer que um conjunto é convexo se cada ponto no
conjunto puder ser visto por todos os outros pontos, ao longo de uma trajetoria retilinea
desobstruida entre eles, onde o meio desobstruido estd no conjunto. Todo conjunto afim
¢ também convexo, pois ele contém as retas inteiras entre quaisquer dois pontos
distintos nele, e, portanto, o segmento de reta entre os pontos (Hiriart-Urruty e

Lemaréchal, 2001).. A figura 2.2 ilustra alguns conjuntos convexos € ndo convexos no

R2.

Figura 2.2 — Alguns conjuntos convexos e ndo convexos. A esquerda: um hexagono, que inclui seus
limites (convexo) No centro: O conjunto na forma de uma “lua” ndo ¢ convexo, pois o segmento de reta
entre os pontos X e y ndo estd contido totalmente no conjunto. A direita: O quadrado contém alguns

pontos limitados e outros ndo, portanto ndo ¢ convexo.

Um ponto da forma 0;X; +...+ 0 Xy, onde 0; +...+0 =1 e & 20, 1=1,....k, é uma
combinag¢do convexa dos pontos Xj, ..., Xx. Pode-se mostrar também que um conjunto ¢

convexo se e somente se ele contiver todas as combinacdes convexas desses pontos

(Hiriart-Urruty e Lemaréchal, 1993)

A casca convexa de um conjunto C, denotado por conv C, € o conjunto de

todas as combinagdes convexas dos pontos em C (Valentine, 1964):

conv C=1{0;x] +..+ 0 Xy | x; €C, 6,20, i=1,...,k, 8] +..+6 =1 (2.13)
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Como o proprio nome sugere a casca convexa conv C ¢ sempre convexa. E o menor
conjunto convexo que contém C: Se B ¢ um conjunto convexo qualquer que contém C,

entdo conv C c B. A figura 2.3 ilustra a defini¢do de casca convexa.

Figura 2.3 — A casca convexa de um conjunto no ‘Rz de quinze pontos formando um pentagono.

A idéia de uma combinagdo convexa pode ser generalizada para incluir somas
infinitas, integrais e etc. Por exemplo, sejam 0, 0,, ... tais que satisfacam (Boyd et al.,

2004)

0,20, i=1,2,.., iei 1, (2.14)
i=1

e X{,X2,..., €C, onde C = R" é convexo. Entdo
o0
Zeixi € C, (215)
i=1

se a série convergir. De uma forma mais geral, seja p:R" — R satisfazendo p(x)>0

paratodo x e C e J.C p(x)dx = 1, onde CcR" é convexo. Entdo

J‘Cp(x)x dx e C, (2.16)

se a integral existir.



2.3.4 Cones convexos

Um conjunto C ¢ um cone, ou homogéneo ndo negativo, se para todo x e C e

0>0 tem-se que 06x € C. Um conjunto C é um COne convexo se para qualquer

X1, Xy €C e 01,07 20, tem-se que (Berman, 1973)

91X1 + 92X2 e C. (217)

Pontos desta forma podem ser descritos geometricamente na forma de uma “fatia”
bidimensional com &pice em 0 e extremidades passando através de x; e x,. (Ver figura

2.4).

Figura 2.4 — A “fatia” mostra todos os pontos da forma 0;x; + 0,x,, onde 6,, 6, > 0. O é&pice da “fatia”
(que corresponde a 6, = 8, = 0) esta em 0; as extremidades (que correspondem a 6, = 0 ou 6, = 0) passam

pelos pontos x e y.

Um ponto da forma 0Xj+..+0; Xy com 6[,..,0, 20 ¢ chamado de

combinag¢do conica (ou combinacdo linear ndo homogénea) de xi, ..., Xk. Se X; estd em
um cone convexo C, entdo toda combinacdo conica de x; esta em C. Pode-se dizer
também que, um conjunto C é um cone convexo se ¢ somente se ele contém todas as
combinagdes conicas de seus elementos. Assim como para as combinagdes convexas
(ou afins), a idéia da combinacdo cOnica pode ser generalizada para somas infinitas e

integrais (Berman, 1973).



2.3.5 Exemplos de conjuntos convexos

Nesta secdo serdo apresentados alguns exemplos importantes de conjuntos
convexos. Serdo apresentados inicialmente os conceitos de hiperplano e semi-espacos
com o objetivo de trazer uma interpretacdo geométrica que ajudara na compreensao da

defini¢do de um politopo que ¢ um conjunto convexo do tipo poliedro limitado.

2.3.5.1 Hiperplano e semiespaco

Um hiperplano ¢ um conjunto da forma (Boyd et al., 2004)
{x]aTx=b | (2.18)

onde aeR™, a#0, e beR. Analiticamente ele é um conjunto solu¢do de uma

equagao linear nao trivial entre os componentes de x (e portanto um conjunto afim).

Geometricamente, o hiperplano {X | alx=b } pode ser interpretado como um conjunto

de pontos com um produto interno constante para um dado vetor a, ou como um
hiperplano com vetor normal a; a constante be R determina o complemento do
hiperplano da origem. Esta interpretacdo geométrica pode ser entendida expressando o

hiperplano na forma (Boyd et al., 2004)

{x|aT(x—X0):0£ (2.19)

onde x, € qualquer ponto no hiperplano (isto €, qualquer ponto que satisfaga aTXO =b).

Esta representacao pode por sua vez ser expressa como (Boyd et al., 2004)



{xlaT(x—x0)=0}:x0 +aT, (2.20)

onde at denota o complemento ortogonal de a, isto ¢, o conjunto de todos os vetores

ortogonais:
at ={v]aTv=0 (2.21)

Isto mostra que o hiperplano consiste de um complemento Xy, mais todos os vetores
ortogonais ao vetor a (normal). Estas interpretacdes geométricas sdo ilustradas na figura

2.5.

XD

alx="hb

Figura 2.5 — Hiperplano no 9{2 , com vetor normal a e um ponto X, no hiperplano. Para qualquer ponto x

no hiperplano, x — X, (seta em negrito) ¢ ortogonal ao vetor normal a.

Um hiperplano divide o espago ®R"™ em dois semiespacos. Um semiespaco

(fechado) ¢ um conjunto da forma (Boyd et al., 2004)

{x laTx < b}, (2.22)

onde a # 0, isto ¢, o conjunto solugdo de uma desigualdade linear (ndo trivial).

Semiespacos sdo convexos, mas nao afins. Isto ¢ ilustrado na figura 2.6.



alx="b

Figura 2.6 — Um hiperplano definido por a'x = b no 9?2 determina dois semiespagos. O semiespago
determinado por a'x > b (regido ndo sombreada) ¢ o semiespago estendido na direcio a. O semiespago
determinado por a"x <b (regido sombreada) estende na direciio -a. O vetor a é normal em relacdo a estes

semiespacos.

O semiespaco (2.22) pode também ser expresso como (Boyd et al., 2004)
{x|aT(x—xO)SO}, (2.23)

onde x¢ ¢ qualquer ponto sobre o hiperplano associado, isto ¢, que satisfaca aTxO =b.

A representagdo (2.23) sugere uma interpretacdo geométrica simples: o semiespago
consiste em um x¢ mais qualquer vetor que forma um angulo obtuso (ou reto) com o

vetor normal a (normal externo). Isto esta ilustrado na figura 2.7.

X1

Figura 2.7 — O conjunto sombreado é o semiespaco determinado por a' (x — o) < 0. O vetor x; — x, forma
um angulo agudo com o vetor a, entdo x; ndo estd no semi-espaco. O vetor x, — Xo forma um angulo

obtuso com o vetor a, e esta, portanto, no semiespago.



A fronteira do semi-espago (2.24) ¢ o hiperplano {X | alx=b } O conjunto

{x\ alx<b } , que o interior do semiespago {X ] alx<b }, ¢ chamado de semiespago

aberto.

2.3.5.2 Poliedro e Politopo

Um poliedro ¢ definido como um conjunto solu¢do de um nimero finito de

igualdades e desigualdades lineares (Sonnevend, 1986)
T : T .
P= {X | a; X Sbj, j=1,...,m, CiX= dj, ]j= 1,...,p}. (2.24)

Um poliedro ¢ assim a intersec¢ao de um nimero finito de semiespagos e hiperplanos.
Conjuntos afins (por exemplo, subespagos, hiperplanos, retas), raios, segmentos de reta
e semiespacos sdo todos poliedros. Poliedros sdo conjuntos convexos. Um poliedro
limitado ¢ as vezes chamado de politopo, mas alguns autores usam a convengdo
contraria (isto ¢, politopo para qualquer conjunto na forma (2.24), e poliedro quando for
limitado). A figura 2.8 mostra um exemplo de um poliedro definido como uma

intersec¢do de cinco semiespagos.

a1 dz

N

As

Figura 2.8 — O poliedro P ¢ a intersec¢do dos cinco semiespagos, com os vetores normais ay,..., as.



Exemplo 2.2 — Seja P um politopo descrito por cinco vértices, P = conv {vy, va, ..., Vs},
lembrando que conv denota casca convexa (secao 2.3.4), como ilustrado na figura 2.9.

Qualquer ponto peP pode ser escrito através da combinagdo convexa dos vértices:

pzziszl(xivi, a; =0, Ziszloci =1 (por exemplo, o ponto p, = 1/3v4 + 2/3p1, € p1 =

1/2vy + 1/2v,. Por analogia, pode-se supor que cada vértice ¢ uma matriz A de um

conjunto de sistemas autonomos (X = Ax) (Aguirre, 2007).

Vi

P1

Vi

Figura 2.9 — Exemplo de um politopo com cinco vértices.

Uma notacdo compacta usada para (2.26) ¢ (Boyd et al., 2004)

P={x|Ax<b, Cx=d| (2.25)
onde
aj ¢l
A=l 1| c=| ], (226)
am cp

e o simbolo =< denota desigualdade vetorial ou desigualdade no que diz respeito as
componentes no R™, por exemplo: U < V significa U; < V; parai=1, ..., m. Esta
notacao (<) sera muito utilizada no capitulo 3 no contexto usual para sinais de matrizes.

Exemplo 2.3 O ortante ndo negativo ¢ o conjunto de pontos com componentes nao

negativas, ou seja,



mi:{xemﬂxizo, izl,...,n}:{xei}%n|xz0}. (227)

(Aqui R, denota o conjunto de numeros reais ndo negativos: R, = {X eR| XZO}). 0]

ortante ndo negativo € um poliedro e um cone, portanto, chamado de cone poliedral.

2.3.5.3 Cone semidefinido positivo

O conjunto S} ¢é um cone convexo se 0;,60,>0 ¢ A,BeS}, entio
0;A+0,BeS!. Isto pode ser visto diretamente da defini¢io da semidefinigdo positiva:

para qualquer x € R", tem-se (Berman, 1973)
XT(GlA +0,B)x = 91XTAX+ 92XTBX >0, (2.28)
Se AEO, BEO (& 91,92 >0.

Observagdes:

e A notacio S" denota um conjunto de matrizes simétricas n x n, onde

" = {X e R | x =XT } (2.29)

que ¢ um espago vetorial com dimensdo n(n + 1)/2.



~ n . . . y, . . . ..
e A notagdo S, denota um conjunto de matrizes simétricas semidefinidas positivas,

onde:

st :{XeSn |X§O} (230)
e A notacdo Sﬂl_+ denota um conjunto de matrizes simétricas definidas positivas, onde:
st :{Xes“ |X>O}. (2.31)

(Estas duas tltimas notagdes tém o significado andlogo ao de R, , que denota os reais

ndo negativos, e R, que denota os reais positivos, respectivamente.)

Exemplo 2.4: O cone semidefinido positivo no S°. Tem-se (Boyd et al., 2004)

X:{X y} eSWZL < x>0, z>0, XZZyZ. (2.32)
y z

Os limites deste cone sdo mostrados na figura 2.10, tracado no R como (x,y, z).

Figura 2.10 — Limites de um cone semidefinido positivo no S*.



2.3.6 Funcoes afins

Uma fungdo f:R" - R™ ¢ afim se for uma soma de uma fungdo linear e uma

constante, isto ¢, se ela tiver a forma f(x) = Ax + b, onde A e R™" e beR™. Seja

ScR"™ convexoe f:R" —» R™ uma funcdo afim, entdo a imagem de fem S, (Roberts
g

e Varberg, 1973)
f(S)={f(x)| xS}, (2.33)
¢ convexa.

2.3.7 Funcgoes convexas

A funcdo f:R"™ - R ¢ convexa se 0 dom f (dominio de f) ¢ um conjunto
convexo ¢ se para todo X,yedomf,e 6 com 0<0<1, tem-se, portanto que (Roberts ¢

Varberg, 1973)

f(Ox +(1-0)y)<0f(x)+(1-6)f(y). (2.34)

Geometricamente, esta desigualdade significa que o segmento de reta entre (X, f (X)) e

(y, f (y)) , que ¢ uma corda de x paray, esta sobre o grafico de f (figura 2.11).

(v. 1))

(x. f(x))

Figura 2.11- Gréafico de uma fun¢@o convexa. A corda (segmento de reta) entre quaisquer dois pontos do

grafico esta sobre o grafico.



2.3.8 O problema de otimiza¢io convexa

Enfim, a seguir sera apresentado o formalismo matematico de um problema de
otimizagdo convexa, que sera utilizado na implementac¢do do controlador LQI otimizado

por LMIs (capitulo 4).

Um problema de otimizagdo convexa ¢ aquele na forma (Boyd et al., 2004)

minimizar f((X)

N . (2.35)
suyjeito a  fj(x)<b; 1=1,..,m,
onde as fungoes fy,..., I, : R™ > R sdo convexas, isto &, satisfazem
fi (ox+By) <afi(x)+Bi(y) (236)

para todo x,yeR" e todo a,feR com a+P=1, a>0,>0. 0 problema dos

minimos quadrados e o problema de programacdo linear sdo ambos casos especiais do

problema de otimizacdo convexa geral (2.35).

Nao existe uma formula analitica geral para a solu¢do de problemas de
otimizagdo convexa, mas (como nos problemas de programacdo linear) existem muitos
métodos eficientes para soluciond-los. O método dos pontos interiores ¢ muito
trabalhado na prética, e em alguns casos pode-se demonstrar a solugdo de um problema
com uma especificada precisio com um numero de operagdes sem exceder os

problemas de dimensdes de um polindmio (Ben-Tal e Nemirovski, 2001)

Como os métodos para a solucdo de programas lineares, o método dos pontos
interiores s3o muito confidveis. Pela exploracdo da estrutura do problema (tal como
dispersdo), pode-se resolver uma variedade de problemas, com muitas centenas de

variaveis e restrigoes (Alizadeh et al., 1998).

Nao se pode ainda exigir que a solu¢do de um problema de otimizacdo convexa
seja um tecnologia madura, como a solu¢ao dos problemas dos minimos quadrados ou
programacado linear. Mas ¢ razoavel esperar que a solugdo geral para o problema de

otimizac¢do convexa se tornara uma tecnologia dentro de alguns anos.



Capitulo 111

Desigualdades matriciais lineares

Introducio

O uso de desigualdades matriciais lineares (LMIs), na teoria de controle
comecou a se desenvolver a partir da década de 80, com a criacdo e aperfeicoamento de
algoritmos de otimizagdo convexa, como pontos interiores. A partir de entdo muitos dos
resultados usuais da teoria de controle e sistemas, estdo sendo reescritos como LMIs

(Trofino, 2000).

Uma desigualdade matricial linear (LMI) ¢ uma restricdo convexa,
consequentemente, problemas de otimizacdo com funcdes objetivas convexas e
restricdes LMI sdo solucionadas através de algoritmos como o de Nemirovskii
(Nemirovskii e Gahinet, 1994). O estudo com LMIs tem sido de grande importancia na
procura de solucdes para problemas de controle, pois, permite o tratamento simultaneo
de varios requisitos de desempenho e robustez. Outro ponto de suma importincia € que
na abordagem LMI, a busca de solugdes para problemas mais complexos,
principalmente quando ha presenca de elementos incertos, pode ser simplificada devido

as propriedades de convexidade e linearidade (Trofino, 2000).

A forma de uma LMI ¢ bem geral. Desigualdades lineares, desigualdades
quadraticas convexas, desigualdades de normas matriciais, e varias restricdes da teoria
de controle tais como desigualdades de Lyapunov e Riccati podem ser escritas como
LMIs (Boyd et al.,, 1994). Assim, as LMIs sdo usadas para resolver uma ampla

variedade de problemas de otimizagdo e controle.

Neste capitulo, serdo apresentados os conceitos basicos para a formulagao LMI
na analise e desempenho de sistemas lineares para os casos invariantes no tempo e

incerto.



3.1 Desigualdades matriciais lineares — definicio matematica

Uma desigualdade matricial linear (LMI) tem a forma (Boyd et al., 1994):

F(x)=F0+ixiFi =0 (3.1)

i=1

onde x e R™,F, e R™". A desigualdade significa que F(x) é uma matriz definida

positiva, ou seja,
ZTF(X)Z>O, vz #0,zeR". 3.2)

As matrizes simétricas F;, 1 =0, 1, ..., m sdo fixas e x ¢ a variavel. Assim, F(x) ¢ uma

fun¢ao afim dos elementos de x.

A equagao (3.1) ¢ uma LMI estrita. Para F(x) semidefinida positiva tem-se uma

LMI nao estrita. Uma LMI estrita ¢ factivel se o conjunto {X | F(x) > O} ¢ ndo vazio

(uma defini¢do similar ¢ aplicada em LMIs ndo estritas). Qualquer LMI nao estrita
factivel pode ser reduzida a uma LMI estrita factivel equivalente eliminando restrigdes
de igualdade implicita e, em seguida, reduzindo a LMI resultante, removendo qualquer
espago nulo constante (Boyd et al., 1994, pagina 19). Em outras palavras, a LMI F(x) ¢
um funcional afim, mapeando um espago vetorial na entrada, em um cone de matrizes
simétricas semidefinidas negativas na saida. Portanto, uma propriedade inerente das
LMIs ¢ apresentar simetria em sua estrutura. De outra forma, uma LMI pode ser vista

como uma desigualdade com elementos matriciais e simétrica.

3.2 Propriedades das LMIs

Sera utilizado aqui algumas nogdes sobre funcdes € conjuntos convexos. A

seguir sdo apresentadas algumas das principais propriedades basicas das LMIs.

3.2.1 Equivaléncia entre LMI e desigualdades polinomiais

E importante representar uma LMI em termos de desigualdades escalares. Mais

especificamente, a LMI (3.1) ¢ equivalente a n desigualdades polinomiais. Para verificar



isto, serd considerado o resultado (bem conhecido na teoria matricial, por exemplo,
pagina 951 de Wylie e Barrett (1995)) em que uma matriz simétrica real A ¢ definida
positiva se e somente se todos os seus menores principais forem positivos. Seja Ajj o ij-

¢simo elemento de A. Lembrando que os menores principais de A sdo

A A Al A A Al An
A det] |0 T2 detl | Ay Ay Aaq || det]| ; (3.3)
1 Ayi Asy 21 A Ap
Az Azp Aszz Ay o Am

Este resultado ¢ aplicado no intuito de afirmar que a LMI (3.1) € equivalente a:

m
Foi1+ inFi,“ >0 (uma desigualdade linear)
i=1

m m m m
{Fo,n + ZXiFi,llJ[FO,ZZ + inFi,zzJ— [Fo,lz + inFi,IZJ[FO,zl + ZXiFi,zlJ >0

i=l i=1 i=l1 i=1

(uma desigualdade quadratica)

F(x);p - F(x)y

det : : >0 (desigualdade polinomial de ordem k)
F(x)y - F(X)

det(F(x)) >0 (desigualdade polinomial de ordem n)

As n desigualdades polinomiais variam em X da primeira ordem para ordem n.

3.2.2 Convexidade

Um conjunto C é convexo se Ky+(l—7u)ye C paratodox,y € Cedi € (0, 1)

(Peressini et al., 1988). Uma importante propriedade das LMIs é que o conjunto {X |

F(x) > 0} € convexo, ou seja, a LMI (3.1) constitui uma restricdo convexa em X. Para



verificar isto, seja X e y dois vetores tais que F(x) > 0¢ F (y) >0, e seja L € (0, 1).

Entdo, aplicando a convexidade em (3.1) tem-se que

F(lx +(1-1)y)=Fy + i(m +(1-1)y; )

i=l1

m m
=AFy +(1-MFy+ D AxiF + > (1-V)yR
i=1 i=1

= k[FO +§:xiFiJ+(l—7»)[Fo +§YiFiJ

i=1 i1
= AF(x) + (1= M)F(y) > 0 (3.4)

e a prova estd completa, pois x também ¢ solucdo da LMI. Essa propriedade ¢
fundamental no desenvolvimento e aplicacdo de algoritmos eficientes para a solucdo de

LMI.

3.2.3 Multiplas LMIs podem ser expressas como uma tunica LMI

Uma das vantagens na representagdo de problemas de controle de processos
com LMI ¢ a capacidade em considerar multiplas necessidades de controle anexando

LMIs adicionais. Seja um conjunto definido por q LMIs:
Fl(x)>0; F2(x)>0;..; FI(x) > 0 (3.5)

Entdo, uma unica LMI equivalente pode ser dada por (Gahinet et al., 1995).
m
F(x)=Fy+ Y x;F = diag{Fl (x),F? (x),...,Fq(x)}> 0, (3.6)
i=1

onde

F, = diag{Fil,Fiz,...,F.q}, Vi=0,..,m (3.7)

1



e diag{Xi, Xy, ..., Xq} € uma matriz bloco diagonal com blocos X;, Xy, ..., Xq. Este
resultado pode ser provado pelo fato que os autovalores da matriz bloco diagonal sao

iguais a unido dos autovalores dos blocos.

3.3 A generalidade das LMIs

Esta secdo apresenta como muitas desigualdades comuns podem ser escritas
como LMIs. Além disso, muitas propriedades de interesse da teoria de controle podem
ser escritas exatamente em termos da factibilidade de uma LMI. Tal problema ¢

conhecido como problema de factibilidade LMI.

3.3.1 Restricoes lineares podem ser expressas por uma LMI

Restricdes lineares estdo em toda parte nas aplicagdes em controle de
processos. O modelo do controle preditivo tornou-se o método mais popular para
projetos de controladores multivaridveis em muitas industrias, principalmente pela
capacidade de enderecar as restricoes nas variaveis do processo (Garcia et al., 1989).
Formula¢des do modelo do controle preditivo como programacdo linear padrdo e
programacgdo quadratica podem ser escritos em termos de LMIs. Serd mostrado o
primeiro passo, de como escrever restricdes lineares nas varidveis do processo como

restrigdes LMIs (Ricke, 1990).

Seja a restricdo linear geral Ax <b escrita como n desigualdades escalares:

m
bi =Y Ajx;>0, i=1,..,n (3.8)
j=1

onde beR", AcR™™ e xeR™. Cada uma das n desigualdades escalares é uma

LMI. J& que multiplas LMIs podem ser escritas como uma tUnica LMI, entdo a

desigualdade (3.8) pode ser expressa como uma unica LMI.



3.3.2 Estabilidade de sistemas lineares

Estabilidade ¢ uma das necessidades mais bdasicas para qualquer sistema em
malha fechada. Alguns métodos para analisar a estabilidade de sistemas lineares sdo
tratados em livros textos sobre controle de processos tais como Ogunnaike (1994) e
Packard (1992). Além disso, alguns processos ndo lineares podem ser analisados (pelo
menos em algum grau) com técnicas lineares realizando uma mudanga de varidveis

(Ogunnaike e Wright, 1997).

O método de Lyapunov para analisar estabilidade é descrito em muitos textos
de dinamica de processos (Himmelblau e Bischoff, 1968). A idéia bésica ¢ encontrar
uma funcao de estado definida positiva (chamada func¢do de Lyapunov) cuja derivada no

tempo ¢ definida negativa. Uma condic¢do necessdaria e suficiente para o sistema linear
X = AX (3.9)

ser estavel ¢ a existéncia de uma fungdo de Lyapunov V(x) = x'Px, onde P é uma matriz
simétrica definida positiva tal que a derivada no tempo de V ¢é negativa para todo x # 0

(Perlmutter, 1972):

m = XTPX + XTPX
dt
:xT(ATP+PA)x<0, Vx #0 (3.10)
< ATP+PA<0 (3.11)

A expressao (3.11) ¢ uma LMI, onde P ¢ a varidvel. Para verificar isto, basta
selecionar uma base para uma matriz simétrica n x n. Como exemplo de base, parai> ]
seja EY uma matriz com os elementos (i, j) e (j, i) iguais a 1, e todos os outros elementos
iguais a 0. Existem m = n(n + 1)/2 matrizes EY linearmente independentes e qualquer

matriz simétrica P pode ser escrita unicamente como

n n .
P=3%>P;EY, (3.12)

j=lizj



onde Pj € o (i, j) elemento de P. Assim a matriz EY forma uma base para a matriz
simétrica n x n (de fato, se as colunas de cada E" sdo vetores colunas, entdo os vetores

resultantes formam uma base ortogonal).

Substituindo P em (3.11) em termos das matrizes bases dada (3.12) tem-se uma

forma alternativa para a desigualdade de Lyapunov, ou seja,

n n .
ATP+PA=AT ZZP EY [+ Y3 pET A
j=1i>j j=li>]

ii (A E‘J+E1JA) 0 (3.13)

que esta na forma da LMI (3.1), com Fp=0¢ Fy = - ATEU - EA, parak =1, ..., m. Os

elementos do vetor x em (3.1) sdo os Pjj, com 1 >].

3.3.3 Estabilidade de sistemas variantes no tempo e nio lineares

Alguns processos comumente encontrados nas aplicagcdes de controle podem
ser adequadamente modelados como linear invariante no tempo (LTI). Entretanto,
muitos outros ndo podem ser analisados adequadamente usando técnicas LTI (Arkun et

al., 1998) (VanAntwerp et al., 1997).

Na se¢do anterior foi mostrado como testar a estabilidade de um sistema linear
representando-o como um problema de factibilidade LMI. Agora serd considerada a
generalizagdo do problema de testar a estabilidade de um conjunto de sistemas lineares
variantes no tempo descrevendo-o como uma casca convexa de matrizes (uma matriz

politopo):
X=A(t)x, A@t)eCof{A,..,Ay} (3.14)

Uma forma alternativa para escrever (3.14) seria (Pardalos e Rosen, 1987):

L
x=A()x, AM=DMA;, VA 20, DA =1. (3.15)
i=1 i=1



Uma condi¢do necessaria e suficiente para a existéncia de uma fungdo
quadratica de Lyapunov V(x) = x'Px que prova a estabilidade de (3.15) ¢ a existéncia

de P=P" > 0 que satisfaga:

dv(x) _

o %TPx+xTPx <0, Vx#0, VA(t)eColA,..,AL} (3.16)

o XT[A(t)TP + PA(t)Jx <0, Vx#0, VA(t)eColA;,..,AL}  (3.17)

< AMTP+PA()<0, VA(t)eCofAy,..., AL} (3.18)

i=l1

T
L L L
@[inAiJ P+P[inAiJ<0, V20, D=1 (3.19)

L
@ZKi(AiTP+PAi)<O, YA 20, D=1 (3.20)
i=1 i=1

< AIP+PA, <0, Vi=1,.,L (3.21)

A procura por um P que satisfaca estas desigualdades ¢ um problema de
factibilidade LMI. Esta condi¢do ¢ também suficiente para a estabilidade de sistemas
ndo lineares variantes no tempo onde o Jacobiano do sistema nao linear estd contido

dentro da casca convexa em (3.15) (Liu, 1968).

3.3.4 O complemento de Schur

O complemento de Schur converte uma classe de desigualdades ndo lineares
convexas que aparecem regularmente nos problemas de controle em uma LMI. As

desigualdades ndo lineares convexas sao (Laub, 1979)
R(x)>0, Q(x)-SERx)'S(x)! >0, (3.22)

onde Q(x) = Q(x)", R(x) = R(x)", e S(x) sio funcdes afins em x. O lema do
complemento de Schur converte este conjunto de desigualdades ndo lineares convexas

numa LMI equivalente, a saber



{Q(X) S(X)} >0 (3.23)

S(x)! R(x)

Uma prova do complemento de Schur usando apenas o célculo elementar ¢é
dada no apéndice. A seguir, o complemento de Schur serd aplicado em varias

desigualdades que aparecem no controle de processos.

3.3.5 Valor singular maximo

O valor singular médximo mede o ganho méximo de um sistema multivaridvel,
onde a magnitude do vetor de entrada e saida ¢ quantificado pela norma Euclidiana
(Skogestad, 1996). Ele ¢ muito utilizado também para quantificar a robustez e o
desempenho no dominio da freqiiéncia em sistemas multivaridveis (Morari e Zafiriou,

1989).

O valor singular maximo de uma matriz A com dependéncia afim em x ¢

denotado por E(A(x)), que ¢ a raiz quadrada dos autovalores de A(x)A(x)'. A
desigualdade G(A(x))<1 é uma restrigdo convexa ndo linear em x que pode ser escrita

como uma LMI usando o complemento de Schur:

S(A(X))<1 & AMAKX)T <1 (3.24)
SI-AXIAx)T >0 (3.25)
LA, 3.26
AT 1 (326)

Nas expressoes acima A(x) corresponde a S(x) na LMI (3.23), Q(x) e R(x)

correspondem a I.



3.3.6 Desigualdade Elipsoidal

Restri¢des elipsdides sdo importantes em identificacdo de processos, estimagao

de parametros, e estatistica (Beck e Arnold, 1997).

Um elipséide descrito por (Braatz e Crisalle, 1998)
(x—x.)' P (x-x.)<1, P=PT>0 (3.27)

pode ser expresso como uma LMI usando o complemento de Schur com Q(x) = I,

R(x)=P, e S(x) = (x —xo)':

[( ! (X_Xc)T}o. (3.28)

x—xc) P

3.3.7 Desigualdade algébrica de Riccati

As equagdes algébricas de Riccati sdo usadas extensivamente em controle
otimo, como descrito nos livros textos sobre controle de processo avangado (Ray, 1981)
(Skogestad, 1988). Um resultado envolvendo a equagdo de Riccati pode ser substituido
por um resultado equivalente onde a igualdade ¢ substituida por uma desigualdade
(Willems, 1971). Mais especificamente, estes controladores oOtimos podem ser
construidos calculando uma matriz P simétrica definida positiva que satisfaga a

desigualdade algébrica de Riccati:

ATP+PA+PBR'BTP+Q <0 (3.29)

onde A ¢ B sdo fixos, Q ¢ uma matriz simétrica fixa, e R ¢ uma matriz fixa simétrica

definida positiva.

A desigualdade de Riccati € quadratica em P, mas pode ser expressa como uma

desigualdade matricial linear aplicando o complemento de Schur:

(3.30)

T
~A P—TPA—Q PB|_,
B'P R



As duas sec¢des a seguir fornecem exemplos sobre a desigualdade algébrica de

Riccati para analisar as propriedades de sistemas lineares e ndo lineares.

3.3.8 Lema real limitado

O lema real limitado forma uma base para a abordagem LMI em controle de
processos robustos (VanAntwerp et al., 1997). Embora o lema real limitado tenha
aplicacdo para o controle de processos lineares e ndo lineares, o resultado atual ¢

baseado na representacdo em espaco de estado de um sistema linear
X=Ax+Bu, y=Cx+Du, x(0)=0 (3.31)

onde AeR™", Be R™P, CeRP*™, e D e RP*P sdo fornecidos. Supondo que A seja

estavel e que (A, B, C) seja minimo (Kailath, 1980), a matriz fun¢do de transferéncia

sera
G(s)=C(I-A)'B+D. (3.32)

O desempenho de pior-caso de um sistema medido em termos da integral do

erro quadratico da entrada e saida ¢ quantificado pela norma H., (Zhou et al., 1995):

|GGs)|,, = sup S(G(s))=sup 5(G(jo)) (3.33)

Re(s) >0 weR

A norma H,, pode ser escrita em termos de uma LMI. Para verificar isto, sera
usado um resultado da literatura (Zhou et al., 1988) em que a norma H,, de G(s) € menor

que vy se e somente se y°’I — D'D > 0 e existe um P = P" > 0 tal que
T T T 2 TV (RT T
(ATP+PA +CTC)+(PB+C'D)fy21-D'D) ' (B'P+D'C)< 0 (3.34)

O complemento de Schur implica que esta desigualdade de Riccati ¢

equivalente para a existéncia de P = P' > 0 tal que a seguinte LMI seja verdadeira:

- [ATP+PA+CTC] - [PB+CTD]} >0 (3.35)

- [BTP+DTC] v’I-D'D

que ¢ equivalente a



A'P+PA+C'C PB+C'D
T - <o (3.36)
B'P+D'C  D'D-vl

E comum incorporar pesos na entrada u e na saida y tal que a condi¢do de
interesse seja que a norma H,, de W;(s)G(s)Wa(s) ¢ menor que 1. Um sistema com a
norma H., menor que 1 ¢ considerado estritamente real limitado. Esta condigdo ¢
verificada testando a factibilidade da LMI usando as matrizes de espago de estado para

o produto Wi(s)G(s)Wa(s).

3.3.9 Lema real positivo

A andlise da robustez tem sido muito aplicada na literatura de controle de
processos. Uma propriedade que ¢ regularmente explorada no desenvolvimento de
ferramentas para andlise de robustez (Banjerdpongchai e How, 1998) para sistemas
lineares sujeito a perturbagdes lineares ou nao lineares ¢ denominada passividade (How

e Hall, 1993). O sistema linear (3.31) é passivo se
jO’u(t)T y(t)dt>0 (3.37)

para todo u e t > 0. Esta propriedade é equivalente para a existéncia de um P = P' > 0

tal que (Boyd et al., 1994)

T T
[A P+PA PB-C }go. (338)

B'P-Cc -D'-D

E importante mostrar a relagdo entre o lema real limitado e o lema real positivo
(Anderson, 1972), especialmente porque ela ¢ frequentemente mencionada na literatura
de controle robusto. Um resultado padrio da teoria de sistema (Astrom e Wittenmark,

1995) ¢ que a passividade ¢ equivalente a G(s) em (3.32) sendo real positivo, ou seja,
G(s) +G(s) =0 V Re{s}>0 (3.39)

onde G(s)* ¢ a transposta conjugada de G(s) (Dorato et al., 1995).



A relagdo entre o real limitado e o real positivo é que [ I— G(s) ][I+ G(s) ] é
estritamente real positivo se ¢ somente se G(s) ¢ estritamente real limitado. Isto se

deriva de (Ly et al., 1994)

(A<l A'A<I (3.40)
o (I+A)H) ' QI-2A"A)I+A) >0 (3.41)
& 1+AY 1= AYI+A) + I+ A)I-A)T+A) " >0) (3.42)
s I+AHY T I-AH+I-A)(T+A)"'>0 (3.43)
o la-aasa) ] +a-aa+a' o (3.44)

3.3.10 Procedimento S

O procedimento S estende a utilidade das LMIs permitindo que condi¢des de
nao-LMIs que aparecem geralmente em andlises de sistemas ndo lineares possam ser
representados como LMIs (Boyd et al., 1994). A seguir ¢ descrito sobre como
procedimento S ¢ aplicado em funcgdes quadraticas, e depois sera discutida esta

aplicacdo para formas quadraticas.

Sejam ay, ..., op fungdes escalares quadraticas de x € R" tais que (Horn e

Johnson, 1991):

oci(x):XTTix+2uiTx+[3i, i=0,...,p; T.=T' (3.45)

A existénciade 11 >0, ..., 1, > 0 tal que

o (X) —Zp:tioci(x) >0, Vx, (3.46)

i=1
implica que

ap >0, vx tal que ai(x)>0, i=1, ..., p. (3.47)



Para verificar a veracidade disto, seja t; > 0, ..., T, > 0 tal que (3.46) seja

verdadeiro para todo ai(x) >0,1=1, ..., p. Entdo

p
o, (x) = Zriai(x) >0, Vx.
i=1

Nota-se que a expressao (3.46) ¢ equivalente a

p _ )
{Tg uO}—ZI{T} ul}zo
u B T lw B

desde que

X"Tx+2u'x+p>0, Vx

HIENH
Rt T >0, Vx
I [u BT

SRR
L& uw B¢

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

O procedimento S descrito acima pode ser equivalentemente escrito em termos

das formas quadraticas (Uhlig, 1979). Ao invés de escrever na versao acima que esta em

termos de desigualdades ndo estritas, escreve-se na versdao que ¢ aplicada para o caso

onde a principal desigualdade ¢é estrita (a prova ¢ similar). Seja Ty,

simétricas. Se existir t; > 0, ..., T, > 0 tal que
P
i=1

entao

XTT()X >0, Vx#0 talque x T,x>0,

...., Tp matrizes

(3.54)

o D. (3.55)



3.4 Problemas de otimizacio

Muitos problemas de controle e otimizacdo podem ser escritos encontrando
uma solucdo factivel para um conjunto de LMIs. A maioria dos problemas, contudo, sdo
escritos em termos da otimizagdo de uma simples funcao objetivo sobre um conjunto de

LMIs.

Nesta secdo serd apresentado alguns dos mais comuns problemas de otimizagao

LMI que aparecem nas aplica¢des de controle.

3.4.1 Programacio semidefinida

O problema de otimizagdo a seguir ¢ comumente conhecido como programacgao

semidefinida (SDP) (Alizadeh, 1992):

inf ch

X

Um SDP que geralmente aparece em aplicagdes de controle ¢ chamado
problema de autovalor LMI (EVP). E uma minimizag¢do do autovalor maximo de uma
matriz com dependéncia afim na variavel x, sujeito a uma restricdo LMI em x. Muitos
testes de andlise de desempenho tais como o célculo da norma H, em (3.33), podem ser
escritos em termos de um EVP (Vandenberghe e Boyd, 1996). Duas formas comuns de
EVP sdo apresentadas a seguir:

inf A

X, A

A-A 0
B(X()’;)g (3.57)

inf A
X, A

onde A(x, A) ¢ afimem x e .

O problema de autovalor (3.57) pode ser escrito na forma (3.58) definindo

A(x, A) = diag{Al — A(x), B(x)} (lembrando que LMIs multiplas podem ser escritas



como uma unica LMI de dimensdo superior). Para mostrar que o problema na forma

(3.58) pode ser escrito na forma (3.56), define-se

k= [XT x]T, F(R)=A%, e c' = [oT 1r (3.59)

onde 0 ¢ um vetor de zeros. Pode-se verificar também que (3.56) transforma-se em

(3.57) considerando que

inf c¢'x= inf A= inf A= inf A. (3.60)
F(x)>0 c'x <A IA—c"x>0 A-A(x)>0
Fx)>0 Fx)>0 Fx)>0

3.4.2 Problema do autovalor generalizado

Um grande numero de propriedades do controle pode ser solucionado como um
problema do autovalor generalizado (GEVP). Um GEVP consiste em, dada as matrizes
quadradas A e B, com B > 0, encontrar um escalar A e um vetor nao nulo y tal que

(Boyd e Ghaoui, 1993)
Ay = ABy (3.61)

O célculo do maior autovalor generalizado pode ser escrito em termos de um
problema de otimizagdo com restrigdes LMI. Considerando que B definido positivo
implica que para A suficientemente grande, AB — A > 0. Como A ¢ reduzido de algum
valor suficientemente alto, em algum ponto a matriz AB — A perdera o posto, nesse
ponto existe um vetor y ndo nulo que resolve (3.61), implicando que este valor de A € o

maior autovalor generalizado. Portanto

A

min A= inf A

MAX T BoAS0 AB-A>0 (3.62)

Geralmente se deseja minimizar o maior autovalor generalizado de duas
matrizes, A e B, cada uma com dependéncia afim na variavel x, sujeito a uma restri¢ao
LMI em x, ou seja:

inf A (A(x), Bx))

B 0
23 co)



Em (3.63) A4x (A(x), B(x)) ¢ o maior autovalor generalizado das matrizes A e

B, com dependéncia afim em x. Para (3.62) este problema de otimizagdo ¢ equivalente a

inf A
AB(x)-A 0
U o
C(x)>0

O problema de minimizar o maximo autovalor generalizado ¢ uma funcdo
objetiva semiconvexa sujeita a uma restricdo convexa, onde a semiconvexidade

significa que

Amax (A(Ox +(1-0)z), B(6x +(1-0)z))
< rnax{kméx (A(X), B(X))a M max (A(Z)a B(Z))} (3.65)

para todo 0¢[0,1] e todo x e z factiveis. Para verificar a veracidade disto, primeiro

define-se um % igual ao lado direito de (3.65). Entdo

> hnax (AX), B()) € &> pax (A(2), B(2)

(3.66)
De (3.62) isto implica que
AB(x)-A(x) 20 e AB(z)-A(z) > 0.
(3.67)
Segue que, para todo 0 [0, 1],
OAB()- A(x) [+ (1-0)iB(2)- A(2)|> 0
< AB(0x +(1-0)z)— A(Bx +(1-0)z) > 0. (3.68)
Isto e (3.62) implica que
A > Knax (A(Ox +(1-6)z), B(Ox + (1-0)2)).
(3.69)

3.5 Métodos de solucao

Os problemas definidos nas subsecdes anteriores podem ser resolvidos por
métodos numéricos eficientes. Nesta secdo sera discutido algumas idéias basicas de

alguns desses métodos.



3.5.1 Algoritmo do Elipsoide

O principal objetivo desse algoritmo ¢ determinar o valor 6timo de uma funcdo

convexa f:p — R (Boyd et. al., 1994). A seguir serdo apresentados a entrada e os

passos para implementacao desse algoritmo.

Entrada: Uma fun¢do convexa f:p — R com p cR". Um elipsoide (Bland et al.,

1981)

g0 = {xeiRn |(X—XO)TP0_1(X—X0)£1} (3.70)

centrado em x( € R" e orientado por uma matriz definida positiva Py = P’ tal que ele

contém uma solucdo otima do problema para minimizar f. Seja €¢>0 o nivel de

precisao e seja k = 0.

Passo 1: Calcular o subgradiente g, € 0f(xy ) e estabelecer
T
Lk¢=1nax(f(xz)—' ngYgz)
<k

Uy =minf(x,) (3.71)
1<k

~ * ’ . , e
Se g =0o0u Ug—-Ly <e, entdo fixa-se x =x), € para a rotina. Do contrario

prosseguc-se com O passo 2.

Passo 2: Fazer

H, ::ekm{xem“\<gk,x-xk>so} (3.72).

Passo 3: Estabelecer

P gk
Xk+1 =Xk ~ T
(n+1)/g, Prek
2
n 2 T
Py =——| Pk - —Prakg Pk (3.73)
n- -1 (n+1)ngkgk



e definir o elipséide como

Tp-1
Ek+1:= {xeiﬁn ‘(X_Xkﬂ) Pk+1(x—xk+1)£1} (3.74)
com centro X + | € orientagao Py 4 ;.

Passo 4: Estabelecer k para k + 1 e retornar ao passo 1.
Saida: O ponto X com a propriedade que ‘f (x*)— infy e, f (XX <e.

O algoritmo elipsoide determina, portanto, o valor de f com precisdo arbitraria.
* r ~ r . ~ r :
O ponto x ¢, geralmente, uma solugdo quase 6tima ou ndo 6tima a menos que gx = 0 no
. ® - . .
final do algoritmo. Somente neste caso X € uma solugdo 6tima. Portanto, o algoritmo

ndo necessariamente calcula a solugdo, mas somente o valor 6timo Vi =infy o, £(X).

A ideia por tras do algoritmo ¢ a que segue (Akgul, 1984): o algoritmo ¢
inicializado por uma escolha de xo e Py tal que existe uma solu¢do Otima Xqp NO

elipsoide €;. Se g ¢ limitado entdo uma escolha segura ¢ tal que gpcegy. O

subgradiente gy € 0f(x ) divide 0 R"™ em dois semiespagos
{x|<gk,x-xk><0}e {x|<gk,x-xk>>0} (3.75)

enquanto o plano cortante {x | <gk, X -xk> = 0} passa através do centro do elipsoide g
para cada k. Desde que f(x) > f(xx) quando <gk,x-xk>>0, a solucdo Otima Xep €
garantida sendo localizada em Hi. O elipséide definido no passo 3 contém Hy e € o

menor elipsdide com esta propriedade. Iterando sobre k, o algoritmo produz uma

sequéncia de elipsoides €, €1, €5,... cujos volumes diminuem de acordo com

1 1
vol(gy 1) =det(Pr,;)<e 20 det(P )=e 2nvol(ey ) (3.76)

e cada elipsoide contém Xp.. A sequéncia dos centros Xo, X1, X2, ... dos elipsoides geram
uma sequéncia de fungdes f(xx) que convergem para um valor 6timo f(Xep). A
convergéncia do algoritmo ¢ em ‘tempo polinomial’ pelo fato que o volume do

elipsoide decresce geometricamente. Desde que X € € para todo k, tem-se



f(Xk)Z f(Xopt)2 f(xk)+ <gka Xopt ~ Xk> =

Zf(xk)+éi2£ <gk,§-Xk>=f(Xk)—\/gEPkgk (3.77)

tal que L) <f (x opt)s Uy, define os limites superior e inferior sobre o valor 6timo.

O algoritmo do elipsoide ¢ muito robusto do ponto de vista numérico e implica
em pouca necessidade de memoria para o seu desempenho. Contudo, a convergéncia
pode ser um tanto lenta o que pode ser uma desvantagem para muitos problemas de

otimizagao.

3.5.2 Método de pontos interiores

O maior avango da otimiza¢do convexa aconteceu na introducao dos métodos
de pontos interiores. Estes métodos foram desenvolvidos numa série de trabalho e
tornaram-se de grande interesse no contexto de problemas LMIs no trabalho de Yurii

Nesterov e Arkadii Nemirovskii.

A principal idéia ¢ a seguinte (Nesterov e Nemirovskii, 1988): seja F uma
funcdo afim e seja = {F(x) < O} o dominio de uma funcdo convexa f: o — R que se

deseja minimizar. Ou seja, considera-se o problema de otimizagdo convexa

Vopt = inf £(x) (3.78)
XEP

Para solucionar este problema (ou seja, para determinar a solugdo Otima ou quase
6tima), primeiro ¢ necessario introduzir uma barreira de funcdo. Esta ¢ uma fungdo ¢

necessaria para

(a) ser estritamente convexa no interior de § e

(b) aproximar-se de +o ao longo de cada sequéncia de pontos {xn }le no interior de

que converge para o ponto limitado de .



Dada tal barreira de fungdo ¢, o problema de otimizacdo restrita para minimizar f(x)

sobre todo x € g ¢ substituido por um problema de otimizacdo sem restricdes para

minimizar o funcional
fi(x) = tf(x) + $(x) (3.79)

onde t > 0 é chamado de parametro de penalizagdo. Nota-se que f; é estritamente

convexa em R". A principal idéia ¢ determinar o mapeamento t > x(t) que associado

com algum t > 0 minimiza x(t) de f;. Posteriormente, considera-se que o comportamento
deste mapeamento varia com o parametro de penalizacao t. Em quase todos os métodos
dos pontos interiores, o problema de otimizagdo sem restricdo (3.79) ¢ resolvido com a
classica técnica de iteragdo de Newton-Raphson para aproximar o minimo de fi. Sob
determinadas suposi¢des para uma sequéncia definida adequadamente de parametros de

penalizacdo t, com t, — o quando n — oo a sequéncia x(t,) com n € Z, convergira para

0 ponto 6timo X que ¢ a solugdo do problema de otimizagdo convexa original. Ou seja,

o limite de Xopt := lim; —, » X(t) existe € Vopr = f(Xopt)-

Uma pequena modificagdo deste tema ¢ obtida substituindo o problema de otimizacao
de restri¢ao original pelo problema de otimizagado irrestrita para minimizar (Nesterov e

Nemirovskii, 1988)
¢ (%) = do (t = £(x))+ d(x) (3.80)

onde t > ty := Vo € ¢o € uma fungdo barreira para o semieixo real ndo negativo.
Novamente, a idéia ¢ determinar para todo t > 0 um minimizador x(t) de g
(normalmente usando o algoritmo classico de Newton-Raphson) e considerar o

‘caminho’ t > x(t) como uma funcdo do pardmetro de penalizagdo t. A curva t > x(t)

com t >ty ¢ chamada de caminho dos centros para o problema de otimizacdo. Em
condi¢des adequadas as solugdes x(t) sdo analiticas e t€ém um limite com t | to,
considerado Xopi. O ponto Xep: := limy | ¢ X(t) € 6timo no sentido de que Vope = f(Xopr) uma

vez que para t > ty, x(t) € factivel e satisfaz f(x(t)) < t.

O método dos pontos interiores podem ser aplicados tanto para o problema
LMI de factibilidade como para o problema LMI de otimiza¢do. Considerando o

problema de factibilidade associado com a LMI F(x) <0, uma escolha para a funcio

barreira seria a funcao logaritmica



logdet—F(x)"! se x e
$(x) :={ gdet=F(x) v (3.81)
o0 caso contrario

Sob a suposi¢do de que o conjunto factivel ¢ ¢ limitado e ndo vazio, segue que ¢ ¢

estritamente convexo e, portanto, ele define uma fun¢do barreira para o conjunto

factibilidade . Pela proposi¢do A.1 (ver apéndice), sabe-se que existe um UNico Xop tal
que ¢(Xop) € um minimo global de ¢. O ponto X, obviamente pertence a ¢ € €
chamado de centro analitico do conjunto factibilidade ¢ . Ele é usualmente obtido na

forma mais eficaz da iteracao classica de Newton

" _1 1
i =3~ (0G0 0 i) (.82
Em (3.82) ¢ ¢ ¢ denotam o gradiente e a Hessiana de ¢, respectivamente.

A convergéncia desse algoritmo pode ser analisada como segue. Desde que ¢ seja

bastante convexo e suficientemente plano, existem nimeros L ¢ M tais que para todos

0s vetores u com norma ||u|| =1 assegura-se que

qu)”(x)u >M

0" Cou =" (] < Lx -] (3.83)
Nesse caso,

' 2 L . 2

o' i) < =50 exi0) (3.84)
M
para que, quando o valor inicial x¢ € tal que 3 Hd) (Xo)H <1 o método ¢ garantido para
2M

convergir quadraticamente.

A idéia serd em implementar este algoritmo de tal forma que a convergéncia quadratica
possa ser garantida para o maior conjunto possivel de valores iniciais xo. Por este

motivo a iteragdo (3.82) ¢ modificada como segue

" —1
X4l = Xk —ak(x(xk>)(¢ (xk)) ¢ (x) (3.85)

onde



1 se A< 2—\/5

ar(A) =
k() L seKZZ—\/g
1+A

(3.86)

e Mx) = \/¢'(x)T¢"(x)¢'(x) ¢ chamado de decremento de Newton associado com ¢. E

este fator de amortecimento que garante que t, convergira para o centro analitico Xept, 0
inico minimizador de ¢. E importante notar que o tamanho do passo ¢ variavel na
magnitude. O algoritmo garante que xx ¢ sempre factivel no sentido que X € e que
Xk converge globalmente para minimizar o Xop de ¢. Pode-se mostrar que ¢(xk) - ¢(Xopt)

< ¢ quando
k> c; +c; loglog(l/)+c3(0(x0) — (X opt)) (3.87)

onde cj, c; € c¢3 sdo constantes. O primeiro e segundo termos no lado direito ndo
dependem do critério de otimizagao e a restricdo LMI especifica. O segundo termo pode

ser desprezado para pequenos valores de «.

O problema de otimizagdo para minimizar f (x) sujeito a LMI F(x) <0 pode

ser visto como um problema de factibilidade para a LMI

(3.88)

E(X) = {f(x)—t 0 J-<O

0 F(x)
onde t>tg:=infy, f(x) ¢ o pardmetro de penalizagdo. Usando a mesma fungdo de

barreira para essa desigualdade matricial linear gera-se o problema de otimizacdo

irrestrita para minimizar

g:(x) =logdet— Ft (x)_1 = log

+logdet F(x)~! (3.89)
) %/—J
— o(x)

¢, (t=f(x))
que esta na forma (3.80). Devido a convexidade estrita de g; o minimizador x(t) de g; ¢

unico para todo t > ty. Pode-se mostrar que a sequéncia x(t) ¢ factivel para todo t >ty e

aproxima o minimo infyc, f(x) com t Lty.



Capitulo 1V

Simulacao LQR - LMI

Introducio

Este capitulo trds o objetivo principal do trabalho, que ¢ a aplicagdo dos
fundamentos tedricos sobre as LMIs num problema de controle robusto, mais
precisamente em implementar um controlador LQI ou LQR com agdo integral, tornando
um problema de minimizagdo de uma fun¢do custo em um problema de otimizagdo
convexa no contexto das LMIs, onde a partir dessa nova formulagdo matematica LQI-
LMI, o controlador implementado leva em consideracdo as incertezas presentes na
planta em questdo (sistema duplo de nivel de liquido). Portanto, o primeiro passo sera a
modelagem da planta, partindo assim das equagdes diferenciais que trazem as
caracteristicas fisicas bem como as proprias grandezas fisicas da planta até o
formalismo convencional de equacdes de estado. O segundo passo ¢ a descrigdao
matematica das incertezas paramétricas presentes na planta, depois do formalismo
matematico baseado no conjunto convexo politopo, sera apresentada as grandezas
incertas e em seguida serdo reescritas como incertezas politopicas do problema. Em
terceiro lugar, serd apresentado o formalismo matematico do regulador linear quadratico
com agdo integral, e apartir de suas idéias serd iniciado o processo de transformacgdo do
problema LQR para um problema de otimizacdo convexa, onde serd apresentado o

algoritmo de resolugdo envolvendo as LMIs necessarias na solu¢cdo do problema em

questao, e, enfim apresentacado e discussao dos resultados obtidos com a simulagao.

4.1 Modelagem do sistema de nivel de liquido

A figura 4.1 apresenta um sistema de controle de nivel de dois tanques
interligados, onde os dois reservatorios interagem. As entradas do tanque sdo variagdes
das vazdes medidas u; e u; em (m’/s). As saidas do processo sdo as variagdes de altura
h; e hy. H; e H; sdo as alturas médias (em regime permanente) das colunas no tanque em
(m). Qu e Q2 sdo as vazdes médias (em regime permanente) de entrada do tanque e Q;,

Q, sdo as vazdes médias (em regime permanente) de transi¢do nos tubos de conexdes.



A e A; sdo as areas das seg¢des dos tanques em (mz). k; e k, sdo os parametros incertos
da planta que dependem da resisténcia ao fluxo de liquido da tubulagdo. A expressdo do

tanque segue o mesmo modelo apresentado por (Bachur et al., 2010).

Quituy
Quatus
H 1 +h 1 kl H2+h2 k2
Al A ——

—> —
Qitq; Q21q2

Figura 4.1- Sistema de controle de nivel com 2 tanques interligados.

Considerando o fluxo ao longo de uma tubulagdo curta, que conecta os dois
reservatorios, a resisténcia R ao fluxo de liquido nessa tubulagdo ou restricdo ¢ definida
como a variagdo na diferenga de nivel (a diferenga entre o nivel dos liquidos nos dois
reservatorios) necessaria para causar a variagao unitaria na taxa de escoamento. Para o
sistema de nivel de liquido da Figura 4.1, o liquido flui em duas valvulas de restri¢do,
na lateral dos reservatdrios. Como o fluxo nessa restricdo ¢ considerado laminar, a
relagdo entre a vazdo em regime permanente e a altura do nivel em regime permanente

na restricdo sera dada por (Ogata, 2003):
Q=KH (4.1)
onde
Q = vazdo em volume em regime permanente, m’/s
K = coeficiente, m?/s

H = altura do nivel em regime permanente, m.

Para o fluxo laminar, a resisténcia R é obtida como:



R="—=— (4.2)

A resisténcia no escoamento laminar é constante e andloga a resisténcia
elétrica. A seguir, foram admitidas apenas pequenas variacdes das varidveis a partir dos
valores de regime permanente. Utilizando os simbolos definidos na Figura 4.1,

obtiveram-se as seguintes equacdes para esse sistema (Ogata, 2003):

Aydhy =(u; —qqp)dt (4.3)
kj(hy —hy)=q (4.4)
Apdhy =(qy +uy —qp)dt (4.5)
kyhy =q; (4.6)
onde, de (4.1) e (4.2), tem-se
klzRLl e ks :R_lz (4.7)

Eliminando-se q; da Equacao (4.3) utilizando-se (4.4), resulta:

dh; 1

—=—-/|uy; —ky(hy —h 4.8
m Al[l 1(hy —hs)] (4.8)
Eliminando-se q; e q; na Equagdo (4.5) com o auxilio das equagdes (4.4) e (4.6), tem-

S¢:

dh, 1
—==——1ky(h; =h —k»h 49
" Az[ 1(hy —hy)+uy —koh,] 4.9

Definindo-se as variaveis de estado x; € X, como:

x1=h
= (4.10)
X2 =h2

e as varidveis de saida y; e y, como:



y1=h;=x4

(4.11)
y2 =hpy =x;
Entdo, as equagdes (4.8) e (4.9) podem ser escritas como:
. k k
LS S [ S S (4.12)
Al Al Al
hy = Kip Kirka, U 4.13)
Aj Aj 2
Sob a representacdo matricial-vetorial padrdo, tem-se:
k; k; 1
W] A oA [m] A O [
| 1 1 e 1 (4.14)
hy| | ki _ki+ko [hy] | o L ju
Aj Aj Ar

que ¢ a equagdo de estado, e
1 Of|h
. ! (4.15)
y2] [0 1]h;

Sendo assim, os valores dos vetores e matrizes do espaco de estado sdo escritos

f;:{hl} i :{ul} (4.16)
h, up

que ¢ a equagao de saida.

como

kK 1y,
| A Ay _| Al
S B- t (4.17)
A, A, A,

sendo



X(t) = AR(t) + Bl(t) (4.18)

Na pratica, os valores de k; e k, da matriz A sdo incertos, como ja foi
mencionado no comego desta se¢do, ou seja, tem-se apenas uma no¢ao de que faixa de

valores eles podem assumir.
4.2 Modelagem politopica

Um grande problema ao se trabalhar com sistema incertos ¢ como tratar a
incerteza na formulagdo final do problema, pois dependendo do tipo de incertezas,
pode-se inserir mais restri¢ao na busca de solucao do problema (Trofino, 2000).

Para a planta em questdo (figura 4.1) as incertezas estdo presentes apenas na
matriz A, conforme a equagao 4.17. Uma alternativa seria descrever os possiveis valores
que a matriz A(d) (onde d € o vetor dos pardmetros incertos) pode assumir através de
uma combina¢do convexa dos valores extremos assumidos pelas incertezas (ver

apéndice A.6). Sendo que

5eBg =15;:[8i] < &, i=1,...q] (4.19)

onde By representa um politopo com 29 vértices, onde q é o numero de incertezas no

problema. Lembrando que um politopo ¢ um conjunto convexo fechado, que pode ser
representado pela combinagdo convexa dos vértices, ou por inequagdes matriciais (ver

secdo 2.3.5.2 do capitulo 2).

Este tipo de abordagem para descrever as incertezas ¢ conhecido como abordagem

politdpica e serd formalmente anunciada a seguir:

Definicao 4.1: A classe de matrizes A(d) com incertezas na forma politopica pode ser

descrita pelo conjunto (Trofino, 2000)



j j
A—{A:A—Zini, dYa=l g zo} (4.20)
i=1

i=1

onde o conjunto A € convexo, fechado e as matrizes A; sdo conhecidas.

4.3 Formula¢io LMI para o problema LQR

Esta secdo apresenta o conceito do método de controle LQR robusto aplicado
nesse trabalho. Sera formulado o problema do LQR incerto na forma de LMI. Os

conceitos utilizados serdo aplicados na planta do sistema de nivel linear para derivar um

controlador LQR.

4.3.1 Controle LQR com aco integral

O regulador linear quadratico com agdo integral, o LQI consiste no
servomecanismo 6timo baseado na minimizacdo do indice de desempenho quadratico

(Ogata, 2003), dado por um processo modelado em equagao de estados do tipo

x=Ax+Bu, y=Cx. (4.21)

Em que a figura 4.2 mostra o diagrama de blocos do servomecanismo de agdo integral.

\/

J» PLANTA

Figura 4.2 - Diagrama de blocos do controle LQI.

Da figura 4.2, sdo obtidas as seguintes equagdes:



gézr-Cx,
u=Ki&—Kx —>u=-]K —Ki]m,

sendo

X A
u= —[K - Ki ]|:§i| = —KLQRX.

De (Ogata, 2003) sdo obtidas as seguintes expressdes:

A T
SEERH

Isto para que o indice de desempenho representado por:

onde

J= (ﬁ'Qi+u'Ru)dt

S —_

1
2

seja satisfeito.

4.3.2 O problema LQR - LMI

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

A formulacao LMI para o LQR foi adaptada de (Feron, Balakrishnan, Boyd e

Ghaoui, 1992). Dado o sistema apresentado em (4.18), o controlador LQR 6timo ¢é

obtido pelo uso do ganho de realimentacdo de estado K que minimize o indice de

desempenho



0

1= (xQx +u'Ru)dt (4.28)
0

onde Q ¢ uma matriz semidefinida positiva e simétrica ¢ R ¢ uma matriz definida
positiva e simétrica. O par (A, B) deve ser controlavel. O problema LQR pode ser visto
como uma minimizagdo balanceada de uma combinagdo linear dos estados X e a
entrada de controle u. A matriz de peso Q estabelece quais estados devem ser
controlados mais rigorosamente que outros. R balanceia a quantidade de agdo do
controle para ser aplicada dependendo do quio grande ¢ o desvio do estado X;. Este
balanceamento do custo de otimizagado restringe a magnitude do sinal de controle.
Aplicando-se o conceito de trago da matriz em ambos os lados na equagdo

(4.28), tem-se
Tr(J)= | Tr(;z'Qﬁ + u'Ru)dt (4.29)
0

Usando-se a técnica de realimentacdo de estados, cuja lei de controle ¢ dada por (4.24),

sendo K o ganho de realimenta¢do de estados, chega-se a

I= OJ?Tr()E'(Q+ K'LQRRKLQR))E)dt. (4.30)
0

Utilizando-se o principio da associatividade do traco da matriz e considerando-se o

sistema proposto invariante no tempo, tem-se

1=TrlQ + Kl grRK Lo )Tfﬁ(xx}’tj (4.31)
0

Baseado entdo no equacionamento matematico proposto por (Olalla et al., 2009) e (Ko

et al., 2006). De (4.31), tem-se
J:Tr(Q+K'RK)rr(P) 4.32)
onde
P=|, (XX )ﬁ (4.33)
logo



J= Tr(QP + KRKP) (4.34)

Utilizando-se o conceito de desigualdade de Lyapunov, proposto por (Ko et al., 2006),

segue-se
AP+PA +1<0, (4.35)
sendo
A=A-BK (4.36)
Substituindo-se (4.36) em (4.35), entdo
(A-BK)P+P(A-BK) +1<0. (4.37)

No entanto, a desigualdade (4.37) ndo ¢ linear porque a fungdo objetivo envolve uma
multiplica¢do entre as varidveis P e K. Todavia, quando isso acontecer, ¢ possivel

realizar uma mudancga de varidvel no intuito de linearizar a expressdao desejada. Entdo,

fazendo-se
Y=KP —» K=YP’! (4.38)
e substituindo-se em (4.37):
(AP-BY)+(AP-BY) +1<0, (4.39)
logo
AP-BY+PA -YB +1<0, (4.40)

que ¢ o conceito de desigualdade de Lyapunov segundo (Boyd, Feron e Balakrishnan,

1992) em malha fechada. Aplicando-se (4.38) em (4.34), tem-se

J= Tr(QP + K'RY) (4.41)

Fazendo

K = (P_l)'Y' = (P')_lY' =ply’ (4.42)



e substituindo em (4.41) tem-se

J=Tr(QP+P'Y'RY) (4.43)

Usando-se o conceito de comutatividade ¢ linearidade do trago da matriz, ¢ fazendo

R =RY2RY2 , a= PlYRY2 ¢ b=RY%Y coma propriedade Tr(ab)=Tr(ba) tem-se

que
I =Tr(QP)+ Tr(P‘lY'Rl/ZRI/ZY) (4.44)
=  1=Tr(QP)+ Tr(Rl/zYP‘lY'Rl/Z) (4.45)

O segundo termo da expressao (4.45) ¢ ndo linear podendo, portanto ser substituido por

uma segunda varidvel auxiliar X, tal que deseja-se minimizar o trago de X, em que

min Tr(X)
X (4.46)

sujeito a X -RY2yP~ly'RY2 » 0

que, por sua vez, pode ser decomposto utilizando-se o conceito de complemento de

Schur segundo (Boyd et al., 1994) em (4.46)

12
L{,;{l 2 R ] Y} -0 (4.47)

Deste modo, para uma formulagdo completa de resolugdo via LMI aplicada ao

controle LQI, as equagdes (4.40), (4.41) e (4.45) sdo as principais expressdes

matematicas para o processo de otimizacao. Sendo, portanto

min Tr(QP)+ Tr(X), X =0 (4.48)
P,Y,.X

sujeito a



X RYZy
YRY2 p

} 0,P~0 e (4.49)

AP-BY+BA - YB +1<0 (4.50)

Obtidos os ganhos através das expressdes (4.26), (4.48), (4.49) e (4.50), sdo

obtidos os seguintes modelos em malha fechada:

MYl W, -

y=[C O{X} (4.52)
&_; .

As expressoes (4.51) e (4.52) denotam o modelo em malha fechada da figura 4.2. O
vetor r € a entrada de referéncia. Deste modo a matriz de transferéncia no modelo em

malha fechada é

T(s)=C,.(sI-A,)B, =GK(I+GK)™" (4.53)

S(S) = I—T(S) (454)

Em que S(s) e T(s) sdo respectivamente as matrizes de transferéncia de sensibilidade e
de sensibilidade complementar (Bahram e Hassul, 1993).

A fungdo de sensibilidade avalia quanto o modelo controlado ¢ capaz de
rejeitar disturbios, que sdo perturbagdes de grandes amplitudes e de baixas frequéncia.
J& a funcdo de sensibilidade complementar avalia o quanto o modelo ¢ eficaz na
supressao de ruidos, que sdo perturbagdes de pequenas amplitudes e de altas
freqiiéncias.

Sendo tais fungdes satisfatorias dentro da necessidade de projeto, ¢ dito que o
sistema ¢ robusto. Para isso, ¢ necessario que o modelo seja submetido a andlise de
incertezas, que podem ser paramétricas, com o uso de politdpicos, € ndo paramétricas,
com o uso de incertezas aditivas e multiplicativas. Para este caso avalia-se apenas as

incertezas politopicas para levantar o nivel de robustez do processo. O modo de



avalia¢ao de robustez do modelo ¢ dado na resposta em frequéncia. Em sistemas SISO,
os diagramas de Bode e Nyquist sdo as ferramentas mais usadas para este tipo de
analise. Para sistemas MIMO, ¢ feita a decomposi¢do em valores singulares. Para
visualizagdo de processos multivariaveis na frequéncia, basta usar a fungdo sigma no

Matlab, que ¢ mostrado o comportamento do sistema na frequéncia.

4.4 Simulagao e resultados

Para a planta da figura 4.1 as 4reas das seccdes dos tanques sdo A;=A,=5m’,
segundo (Bachur, Gongalves, Palhares e Takahashi, 2010). Admite-se uma faixa de
imprecisdo de 0,15 < k; <0,25 e de 0,2 < k, 0,3, como apresentado também por
(Bachur, Gongalves, Palhares e Takahashi, 2010). Essas faixas de imprecisdo podem ser
tratadas como politopos. Portanto tais imprecisdes sdo incorporadas ao processo de
resolucdo via LMI. Umas das vantagens da otimizacdo desse tipo de problema via
desigualdade matricial linear esta inclusdo de incertezas paramétricas para obtengao do
ganho. A estratégia de controle LQI visa a minimizagdo do indice de desempenho

mediante a escolha dos parametros de ponderaciao Q e R.

O tempo de simulag@o do processo ¢ de 400 segundos. A altura de referéncia h;
¢ escolhida de 0,2 m até o tempo t=200s. Em seguida, ¢ reduzida para 0,15 m de t=200s
em diante. No mesmo instante, a altura de referéncia h, ¢ escolhida de 0,1 m até o
tempo t=200s, em seguida, ¢ reduzida para 0,15 m do t=200s em diante. As matrizes de

ponderagdo escolhidas foram:

10 0 0

Q_o 1 0 0 eR—FOO o}

o0 0 01 0 0o 100 (4.55)
00 0 0,1

cujos ganhos de realimentagdo de estado sao



0.4584 0.0931 -0.0316 -0.0000
LQR-LMI

0.0931 0.3323 0.0000 -0.0316 (4.56)
em que
04584 0.0931 00316 0
_ cK. =
00931 03323] 0 00316 (4.57)
conforme (4.24).

As respostas das saidas do processo sdo mostradas na Fig. 4.3. Percebe-
se que o tempo de estabilizacdo do processo ¢ de 108 s. Foi acrescentada uma
perturbacdo que varia de 1% a 3% tanto na saida como nos estados, de modo a simular
um possivel problema real. A Fig. 4.4 mostra o esfor¢o de controle da variagao de vazao
nos tanques. A figura 4.5 mostra a curva de sensibilidade complementar explicada
conforme 4.53 via decomposi¢do em valores singulares (SVD). A curva na figura 4.5
indica que o modelo, simbolizado pela MTMF consegue obter uma margem de ganho
infinita em relacdo ao modelo de malha aberta simbolizado na legenda por MTMA. A
figura 4.6 mostra a curva de sensibilidade do processo no espaco da frequéncia em
SVD. De acordo com (Bahram e Hassul 1993), a analise em SVD ¢ usada para sistemas
mono e multivaridveis, onde podem ser avaliadas a robustez e o desempenho de um
determinado processo. O sistema em SVD ¢ mais apropriado para processos
multivaridveis, pois as curvas de bode ndo sdo boas ferramentas para analises desses
sistemas. Observa-se que existe uma boa rejeicdo a distirbios em relagdo aos modelos

em malha aberta.
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Figura 4.3 - Resposta de regime das curvas da variacdo de altura.
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Figura 4.4 - Sinal de controle das vazdes do tanque.
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CAPITULO V
CONCLUSOES

Neste trabalho estudou-se uma planta do tipo sistema de nivel de liquido duplo
linear (tanque duplo) no intuito de controla-la levando em consideragdo as incertezas
presentes nas valvulas de restricdes do tanque. Foi escolhido um controlador do tipo
LQR com agao integral ou simplesmente LQI, contudo, o conceito 6timo do LQI ndo
leva em consideragdo as incertezas paramétricas existentes na planta do projeto. Neste
caso, foi proposta a idéia de se implementar este controlador utilizando as técnicas
LMIs, tornando-o num LQI robusto, cuja otimizacdo por LMIs permitiu a adi¢do de
incertezas para a obtengdo do ganho de realimentacdo de estado. Para a realizagdo desta
implementagdo buscou-se na literatura especializada sobre as técnicas LMIs, onde se
estudou sobre a otimiza¢do convexa, base para o entendimento das LMIs na teoria de
controle. A partir dai foi possivel transformar o problema de minimizagdo de uma
fun¢do custo do LQI em um problema de otimizagao convexa no contexto das LMIs,
onde a partir dessa nova formula¢do matematica LQI-LMI, o controlador implementado
leva em consideragdo as incertezas presentes na planta em questdo (sistema duplo de

nivel de liquido).

Observou-se também que, um dos grandes beneficios nas formulagdes por
LMIs ¢ que estender todos os resultados apresentados para sistemas incertos, com
incertezas descritas por um politopo, ndo geram nenhuma complexidade extra em
termos de notagdo. Isto €, basta escrever as restricdes dos varios problemas de
otimizagdo semidefinida, para todos os vértices de um politopo.

Os resultados obtidos neste trabalho comprovaram que a estratégia de controle
LQI via resolucdo LMI ¢ eficaz como controle robusto. O controle LQI garante a
otimalidade do controle, entretanto, ndo ¢ garantida a robustez do processo quando os
parametros sdo variaveis. Esta vantagem torna o controle LQI via LMI uma poderosa
estratégia na otimizacao de solucdes de controle robusto. E, também, os pacotes
computacionais Yalmip e Sedumi sdo ferramentas bastante eficazes para o

processamento desses calculos no software computacional Matlab.



APENDICE A

Resultados complementares

A.1 Fungoes quadraticas

Uma fungdo quadratica é toda funcdo v : R™ = R do tipo:
n n
V(X)=z zainin , aij =aji (Al)
i=1 j=1

onde X, Xj sdo duas componentes quaisquer da variavel vetorial x e aj; sdo constantes.
A condi¢do aj; =aj; ¢ simplesmente uma normaliza¢do e pode ser feita sem perda de

generalidade.
Exemplo A.1: Seja
V(x):2xl2 +3X1Xy +5X9X +10X%, (A.2)
esta expressao pode ser reescrita como
v(x) :2)412 +8X1X» +10X%, (A.3)
ou ainda, como
V(X)=2X12 +4x1X, +4x2x1+10x%. (A.4)

Assim, toda forma quadratica pode ser representada em termos matriciais através de

uma matriz simetrica cujos elementos sdo as constantes a;;. Ainda para o exemplo A.1,
tem-se que

_ X1 '2 4 X1 _ 'A
YOSl e 10k, |TFA (A.5)

e, que a matriz A ¢ simétrica. A mesma normalizacdo em (A.5) pode ser feita em termos

matriciais. Retornando ao exemplo A.1, seja



B:E 1‘:)} A=z, AlB-B)A (A.6)

~ 1 1
pode-se verificar que B=A+A. Como xBx¢é um escalar real tem-se que

xB'x = (x‘B'x) = x Bx. Logo tem-se que
X BX = X AX + X AX = X AX + (X'BX - X'B'X)/z = x Ax (A.7)

Em situagdes particulares, tipicamente quando ¢é preciso representar um sistema
por sua funcdo de transferéncia, pode-se precisar trabalhar com formas quadraticas
complexas. Quando aj; sdo constantes complexas, basta trocar a relagdo aj; =aj; por

ajj=aj, onde aj; ¢ o conjugado complexo de aj;. Nesse caso a matriz A recebe o

.. . ~ ! % ; *
nome de hermitiana e satisfaz a relacio A=A =A" onde o simbolo A" representa o

transposto conjugado complexo de A.
Pode-se mostrar ainda as seguintes propriedades para as formas quadraticas:

1. Toda matriz real simétrica possui autovalores reais;

ii. A fungdo V(X)=X‘PX ¢ positiva para todo x # 0 se, e somente se, 0s
autovalores da matriz P sdo todos positivos. Nesse caso diz-se que v(x) ¢ uma fun¢do
definida positiva (notacdo: v(x) > 0), e P ¢ uma matriz simétrica definida positiva
(notagdo: P>0). A notagdo > ¢ usada no contexto usual para sinais de matrizes, isto €,
P> 0 ¢ dita ser definida positiva sendo todos os seus autovalores positivos. Adota-se

notacdo semelhante para: matriz definida negativa (P <0)tendo todos os seus
autovalores negativos; matriz semidefinida positiva (P>0)sendo todos os seus

autovalores ndo-negativos; matriz semidefinida negativa (P <0)sendo todos os seus

autovalores nao-positivos.

iii. Uma matriz P ¢ definida positiva (P>0) se, e somente se, os determinantes
menores principais de P forem positivos. Esse resultado ¢ conhecido como critério de

Sylvester.

iv. A funcio v(x)= x Px ¢ uma medida de distancia do ponto x a origem

quando P ¢ definida positiva. Por exemplo, para a seguinte fun¢do definida positiva:



l X1 1 0
v(x) =x Px, X = % P= 0 4 (A.8)

tem-se que

1 0
v(x) = [Xl Xz{O 4}{)(1 } = x12 +4x% (A.9)

X2

v. Todas as propriedades anteriores continuam vélidas se x e P forem

' Al * * . . .
complexos e troca-se x ,P por x ,P . Em particular a matriz P deve ser hermitiana,

isto &, P =P".

A.2 Estabilidade quadratica de Lyapunov — a primeira descricio por LMIs na

teoria de controle

Segundo o The MacTutor History of Mathematics archive, Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) foi colega e contempordneo de Andrei
Andreyevich Markov (1856-1922) na Universidade de Sao Petersburgo, tendo ambos
trabalhado com Pafnuti Lvovich Tchebychev (1821-1894). Lyapunov apresentou sua
tese de doutorado The general problem of the stability of motion em 1892 a
Universidade de Moscou. O chamado teorema de Lyapunov (Lyapunov, 1992),
adaptado para o caso de sistemas lineares continuos no tempo, poderia ser formulado
diretamente em termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs, de Linear Matrix

Inequalities).

A estabilidade de um ponto de equilibrio ¢ usualmente caracterizada pela teoria
de Lyapunov. Intuitivamente, a estabilidade de um sistema dinamico estd relacionada
com a funcdo “energia” deste sistema. Se a funcdo energia do sistema ¢ sempre nao
negativa e decrescente com relagdo ao tempo, as trajetorias do sistema tendem a origem,
que, sem perda de generalidade, pode ser considerado como sendo o ponto de equilibrio

de interesse do sistema dindmico (Trofino, 2000).

Fazendo uma andlise mais genérica, a teoria de Lyapunov garante, para
sistemas invariantes no tempo, que o ponto de equilibrio ¢ estavel se existe uma fung¢ao

escalar (tipo energia) v(x) tal que (Trofino, 2000):



ev(x)>0, Vx#0 € By, e
e Vv(x)<0, Vx#0 € By (A.10)

onde By caracteriza uma regido na vizinhanga do ponto de equilibrio (origem). A seguir
sera apresentado um exemplo de aplicagdo para as condigdes de estabilidade de

Lyapunov apresentadas em (A.10).

Exemplo A.2: Analise de estabilidade de um sistema LTI. Seja o seguinte sistema linear

invariante no tempo (Trofino, 2000)

X = AX (A.11)
onde x representa os estados do sistema e A ¢ uma matriz constante.

Problema: utilizando a no¢do de estabilidade quadratica, obter uma condicao suficiente

para a estabilidade do sistema (A.11).

Solugdo: para se determinar a estabilidade quadratica de um sistema linear invariante no

tempo, deve-se procurar uma fungdo de Lyapunov v(x)>0 tal que v(x)<0. Portanto,

seja uma fungdo quadratica, v(x)= XYPX, ¢ o sistema (A.11). A expressdo de v(x) ¢é

dada por:
V=X Px+x Pk = x'(A'P + PA)x (A.12)
Entdo, pode-se escrever que:
v(x)>0 < FP=P =0 e W(x)<0 < (A'P+PA)—<O. (A13)

Logo, uma condicdo necessaria e suficiente para este sistema ser globalmente

quadraticamente estavel ¢:
dP=P -~0: AP+PA <0 (A14)

A relagdo (A.14) ¢ conhecida na literatura como inequa¢do de Lyapunov para sistemas
lineares, sendo considerada, portanto, a primeira descrigdo por LMIs na teoria de

controle.



Pode-se agora formalizar o teorema de Lyapunov para sistemas lineares

continuos no tempo:

Teorema A.1 (Lyapunov): As trajetorias de X = Ax convergem para a origem se ¢

somente se existir uma matriz simétrica definida positiva P tal que A P + PA < 0. Nesse
caso, diz-se que o sistema (ou simplesmente, a matriz A) ¢ assintoticamente estavel no

sentido de Lyapunov (Lyapunov, 1992).

As LMIs do teorema A.l podem ser obtidas diretamente a partir da fungdo
quadratica V(X):X'PX. Lembrando que a desigualdade A'P+PA <0 exige que a

1
matriz simétrica A P+PA seja definida negativa, assim como P >0 deve ser simétrica

e definida positiva, e, uma matriz P = P' € R™" ¢ definida positiva se
xPx>0, Vx=#0 (A.15)

o que implica que todos os autovalores (ou que todos os menores principais lideres) de

P devem ser positivos. Assim, AP+PA ¢ definida negativa se —(A'P + PA)> 0. Ver

por exemplo (Horn and Johnson, 1985) para outras propriedades de formas quadraticas

e de matrizes definidas positivas.

A seguir sera apresentado outro exemplo de aplicagdo para as condi¢des de
estabilidade de Lyapunov, portanto utilizando o teorema A.1, sendo fornecido um valor

para a matriz A.

Exemplo A.3: Determinar analiticamente a estabilidade do sistema LTI (A.15),

utilizando as condig¢des propostas no exemplo A.2 (Trofino, 2000):

).(1 _ -1 0 X1

x| |0 —1]x; (A.16)
Solucao: seja a fungdo de Lyapunov: V’(X) =xPx com P dado por:

p_ a 0
o bl (A.17)

o sistema (A.16) é quadraticamente estavel se:



oEIa>0,b>0taisqueA'P+PA<0:>
-10a0+a0-10_
0 -1/l0 b| |0 bllo -1|
—a 0+—a0_—2a 0{0
0 bl |0 =b| | 0 =2b (A.18)

e Isto ¢, dP P~ 0, Va,b>0 tal queA'P+PA<O, assegurando assim, a

estabilidade do sistema. Logo, o sistema LTI (A.16) ¢ quadraticamente estavel.

A.3 A primeira mencao explicita de uma LMI

Fazendo um breve histérico do desenvolvimento das LMIs, varios resultados
em engenharia poderiam ser citados (Boyd et al., 1994). Existem aplicacdes
relacionadas com o método de Lyapunov (Lur’e, Postnikov) em problemas praticos
como a estabilidade de um sistema de controle com ndo-linearidades no atuador, por
volta do ano de 1940; o lema de positividade real (Yakubovich, Popov, Kalman),
relagdo com passividade, teorema do pequeno ganho, critério linear quadratico, solugao
por meio de equagdes algébricas de Riccati, em 1960. A primeira men¢do explicita de
uma LMI ¢ atribuida a J. C. Willems, (Willems, 1971), em um artigo que apresenta a

LMI abaixo

=0 (A.19)

AP+PA+Q PB+C
BP+C R

que pode ser resolvida (P ¢ a variavel, e as matrizes A, B, C, Q e R s@o conhecidas)

estudando-se as solucdes simétricas da equagao algébrica de Riccati

A'P+PA—(PB+C' )R‘l(B'P+C)+Q =0 (A.20)

Embora existam diversas LMIs que podem ser resolvidas a partir de equagdes, nem

sempre € este o caso. Por exemplo, dadas as matrizes A; e A,, encontrar P tal que

P>0, AP+PA; <0, A P+PA, <0 (A.21)



¢ um problema que ndo possui solu¢do explicita. No entanto, trata-se de um problema
convexo, que pode ser resolvido numericamente de maneira simples, com convergéncia

garantida (Oliveira et al., 2008).

A.4 Forma afim e forma matricial de uma LMI

Normalmente uma LMI ndo aparece na forma afim, mas sim na forma
matricial como a inequacdo de Lyapunov (A.14). Para reescrever esta inequagdo na

forma afim, busca-se encontrar os valores de F; tal que (Trofino, 2000):
F(P)=AP+PA =Fy + Y xiF; com x; = Py Py | (A22)

No exemplo a seguir, a transposi¢cdo da forma matricial para a forma afim ¢ apenas uma
questdo de notagdo. Entretanto, esta transformacdo ndo € necessaria, ja que a forma

matricial ¢ a forma padrdo de entrada dos pacotes computacionais existentes.

Exemplo A.4: Seja

R |

L P (A.23)
pela condi¢do de estabilidade de Lyapunov este sistema sera estavel se 3P > 0 tal que

[ ! ' P P
v(x)=xPx>0 com P = 0 e V(X)=x (AP+PA)x<0, onde P Z{P} Pﬂ.
2 4

Fazendo x| =P}, xp =P, x3 = Pﬁ, x4 =Py4, em (A.22) tem-se que

-1 1 -1 1
[1 _Z}PH{I _2}:F0+P1F1+P2(F2+F3)+P4F4 (A24)

que implica em

Lo 0 (A.25)
F3:[—3 1}’ F“:L —4]



A.5 Exemplos de LMIs

Uma LMI guarda grande similaridade com uma desigualdade linear, tipica

restri¢ao imposta na programacao linear:
aTx:x1a1+x2a2 to.+tXpay, < b, b, aiEiR. (A 26)

De fato, um conjunto de restri¢des lineares da programacao linear ¢ uma LMI,

considerando:

alx<b;, i=1l,.m

Fx)<x0 = FXx) = diag{aiTx _bi} (A.27)
sendo que diag (.) denota uma matriz diagonal.

O caso escalar ¢ também uma forma simples de LMI:
x>y = FX)=x-y=0 (A.28)

Outro exemplo simples de uma LMI ¢ a descri¢do do sinal de uma matriz

simétrica com elementos lineares atendendo a desigualdade:

isto ¢, P ¢ definida positiva. Neste caso, os espagos de entrada e saida sdo cones de

matrizes simétricas definidas positivas, em outras palavras, a “variavel” ¢ uma matriz.

A.6 Convexidade — uma propriedade das LMIs para solucionar problemas com

incertezas

De acordo com a se¢do 2.3.3 do capitulo 2, um conjunto C é convexo se

VX,yeR etodo 6 com 0<0<1 tem-se

6X+(l-6)y e C (A30)



Ou seja, um conjunto C sera convexo se para quaisquer dois pontos xey € C o

segmento de reta unindo estes pontos também pertenca a este conjunto. Pela teoria dos
conjuntos tem-se que todo conjunto afim serd sempre convexo. Entdo tem-se que o
conjunto solugdo de uma LMI sendo afim ¢ também convexo. Uma LMI serd também
convexa nos dados se as matrizes F; sdo afins em 6, onde & representa o vetor de

parametros incertos (Trofino, 2000).

A caracteristica da convexidade ¢ uma das mais importantes propriedades das
LMIs, pois facilita, principalmente, a busca de solucdo para sistemas incertos. Por

exemplo, considera-se agora que a matriz A na equagado (A.23) dependa de 9, ou seja,

11
AQ)ZL+6 —2} (A31)

A estabilidade deste sistema serd analisada, considerando que as incertezas estejam
descritas na forma politopica, para tal considera-se que &€ Bg = {Smin <o< Smax},
onde a regido politopica Bgrepresenta os valores admissiveis da incerteza. Para

verificar a estabilidade deste sistema € necessario testar a condi¢do de Lyapunov (A.14)

para todos os valores de & € By, ou seja, encontrar uma matriz positiva definida P tal

que
V6eBg :  A(B) P+PA(5)<0 (A32)

Este, porém, ¢ um problema de dimensao infinita, de dificil solugdo. Mas como a matriz
A(d) ¢ afim em d e aparece de forma linear na inequacdo de Lyapunov, pode-se pela

propriedade de convexidade testar a condi¢do acima apenas para os vértices da regido

Bg. Ou seja, se existe uma matriz P > 0 tal que

A(Smin )'P + PA(Smin ) <0

, (A.33)
A3y ) P+ PA(B gy ) < 0

1
¢ garantido, assim, que para toda a regido By o sistema sera estavel e v(X)=xPx sera

uma fung¢ao de Lyapunov para o sistema.



A.7 Formulacio explicita de uma LMI

As LMIs (A.14) associadas ao teorema de Lyapunov (teorema A.1) podem ser
resolvidas explicitamente. Para isso, escolhe-se uma matriz simétrica definida positiva
Q arbitraria (a escolha mais simples ¢ Q = I) e resolve-se a equacao linear (Oliveira et

al., 2008)
AP+PA+Q=0. (A34)

A solugdo P ¢ definida positiva se e somente se o sistema for estavel. Com base nessa

afirmacdo pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema A.2: O sistema linear invariante

X = Ax (A.35)

¢ exponencialmente estdvel, isto €, os autovalores (A) da matriz A possuem parte real

estritamente negativa, se, e somente se, a solu¢do P simétrica da equagao matricial:

for positiva definida, onde Q ¢ uma matriz positiva definida dada que pode ser

arbitrariamente escolhida.

Exemplo A.5: O sistema X = Ax com (Trofino et al., 2003)

Ao 0 1
o1 =2 (A.37)

¢ estavel pois MA) = {-1, -1}. Logo, deve-se encontrar uma solu¢do P = 0 para

A'P+PA+Q =0, sendo Q > 0 uma matriz positiva definida que pode ser escolhida de

forma arbitraria. Escolhendo Q igual a identidade e P uma matriz simétrica genérica

P, P
p| P P2
P, P5

que, aplicando em AP+PA+ Q=0, tem-se

tem-se:

[t o
Q=1 (A.38)



0 1P 1>2+1>1 P, 0 1+10_O
-1 -2||Py P3| |Py Pyf-1 -2] |0 1] (A.39)

que resulta em

-Py — P -P, P;-2P, 1 0
P 2P, Py_2P; || Py Py_2ps |0 1| (A.40)
1 2 2 3 3 2 3
E, portanto,
—2P2+1:0 P2:1/2
—P3+P1—2P2 =0 — P3 21/2 (A41)
2P2—4P3+1=0 P1=3/2
Menores principais :
P G P =3/2 ; 0 '
= = >
05 05 1 (A.42)

det(P) =3/2x1/2-(1/2)% >0

Logo P> 0, pois seus menores principais sdo positivos, e, portanto o sistema ¢é

exponencialmente estavel.

A solucao da equacao de Lyapunov pode também ser obtida por meio de um
procedimento de otimizagdo convexa envolvendo LMIs. Definindo Tr(P) como o trago

da matriz P (isto ¢, a soma dos elementos da diagonal principal de P), dadas as matrizes

Ae Q= Q' > 0, tem-se (Oliveira et al., 2008)

min Tr(P)
P

. . (A.43)
sujeito a P>~0, AP+PA+Q=<0

A minimiza¢do do trago leva a solu¢do para o mais proximo possivel da igualdade
(dentro da precisao numérica do solver de LMIs). Uma solugdo definida positiva P
existe sempre que A for assintoticamente estavel. O Tr(P) ¢ uma funcdo linear dos
elementos da matriz P e, portanto, o problema ¢ convexo (minimiza¢do de uma fun¢do
objetivo linear com restrigdes que definem um conjunto convexo). Usando a interface

Yalmip (Lofberg, 2004) que, dentre outros problemas de otimizagdo envolvendo



programacao semidefinida, aplica-se também a programagao de LMIs, pode-se resolver

o problema de otimizagao (A.43) no Matlab.

A.8 Ferramentas para a formulacio LMI em problemas de controle

Nem todo resultado da teoria de controle aparece diretamente na forma de uma
LMI, como a equag¢dao de Lyapunov. Mas algumas ferramentas da algebra matricial
ajudam a transpor estes resultados para uma formulagdo LMI (Trofino, 2000). Algumas
ferramentas basicas, envolvendo matrizes, para a manipulacdo de LMIs podem ser
encontradas em diversos livros e artigos, como por exemplo, (Boyd et al., 1994),

(Gahinet et al., 1995), (Skelton et al., 1998), (Zhou et al., 1996).

A.8.1 Mudanca de variaveis

Muitos problemas de controle podem ser representados na forma de um
conjunto de desigualdades matriciais ndo lineares, isto ¢, as desigualdades sd@o ndo
lineares nas varidveis matriciais procuradas. Contudo, definindo novas variaveis ¢
possivel linearizar as desigualdades nao lineares, gerando assim, uma possibilidade de
solucionar esses problemas pelo método LMI.

Exemplo A.6: Problema de sintese de controle com realimentacdo de estados. Seja o

problema de encontrar uma matriz F e R™" tal que a matriz A + BF ¢ R"™" tenha
todos os seus autovalores no semiplano esquerdo complexo. Pela teoria das equacdes de

Lyapunov (ver Zhou et al., 1996), isto ¢ equivalente a encontrar uma matriz F ¢ uma

matriz definida positiva P e R™" tal que assegure a seguinte desigualdade
(A+BF)TP+P(A+BF)<0 (A.44)
ou

T TrT
A'P+PA+F B P+PBF <0 (A.45)



Este problema nao esta na forma LMI devido os termos que contém o produto de F ¢ P.

Se (A.45) for multiplicado em ambos os lados por Q := p! (que ndo muda a defini¢do

da expressao desde que posto (P) = posto (Q) = n) obtém-se

pIATPP P lpapt 4P IFTBTPP ! 4 P~ lPBFP~! <0

(A.46)
= PIAT s AP 4P IFTBT 4 BFP ! <0 (A.47)
=N QAT +AQ+QF BT +BFQ <0 (A.48)

A expressao (A.48) ¢ uma nova desigualdade matricial nas variaveis Q>0 e
F, mas ela ainda ¢ ndo linear. Para retificar isto, serd definida uma segunda varidvel L =
FQ. A variavel Q ¢ simétrica e, portanto, Q = Q. Aplicando a transposta de uma matriz
e multiplicando por B' em ambos os lados de L = FQ tem-se que L' B' = Q F' B', que,
substituindo em (A.48), resulta em

QAT +AQ+L"BT +BL <0 (A49)

A desigualdade (A.49) ¢ um problema de factibilidade na forma LMI nas novas

variaveis Q>0 e L e R™". Uma vez que esta LMI ¢é solucionada pode-se recuperar a

matriz de realimentacdo de estado com F = LQ™' e a variavel de Lyapunov com P = Q.
Portanto fazendo uma mudanca de varidveis pode-se obter uma LMI a partir de uma

desigualdade matricial ndo linear.

A.9 LMIs em sintese de controladores

A sintese de controladores ¢ uma tarefa bastante complexa por envolver um
grande nimero de variaveis, como caracteristica da planta ou sistema a ser controlado
(linear, ndo linear, com incertezas), restrigdes nas varidveis de entrada e saida,
comportamento desejado (regulador, “tracking”), desempenho (tempo de resposta,

rejei¢ao de perturbagdes), etc.



As LMIs também podem ser utilizadas na solugdo de problemas de sintese de
controladores, isto €, na busca por uma lei de controle que estabilize assintoticamente

um sistema dindmico (Oliveira et al., 2008)
A.9.1 Realimentacao de estados

Seja o sistema linear
% = Ax+Bu, xeR", ueR™ (A.50)

O problema de estabilizacdo pode ser assim formulado: determinar uma matriz

K e ®™" tal que a lei de controle linear
u=Kx (A.51)
estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada

% =(A+BK)x (A.52)

Para sistemas precisamente conhecidos, ganhos de realimentacdo de estados que
estabilizam o sistema podem ser calculados por procedimentos de alocagdo de
autovalores, impondo que todos tenham parte real negativa. No contexto das LMIs, para
a determinacdo de um ganho K que estabilize o sistema, os passos sdo (Oliveira et al.,

2008):
e escrever as condigOes de estabilidade para o sistema em malha fechada;

e aplicar as equivaléncias e mudancas de variaveis que linearizem o problema,
transformando-os em LMIs. As vezes se faz necessaria a aplicagdo do complemento de

Schur.

O sistema (A + BK) ¢ estdvel se e somente se existir uma matriz de Lyapunov

P=P =0 tal que
(A+BK) P+P(A+BK)<0 (A53)

Por congruéncia, tem-se



-1 ' —1 _p-ly,' -1, p-lp'n' -1
P ((A+BK)P+P(A+BK))P =PTA +AP” +PTKB +BKP" <0 4 5y

e, com a mudanga de variaveis W = P_l, Z=KW chega-se a LMI

AW + WA +BZ+ZB <0 (A.55)

A condicao de sintese de um ganho de realimentacdo de estados em termos de LMIs

pode ser formulada como o teorema a seguir

Teorema A.3: Existe K tal que (A + BK) ¢ estdvel se e somente se existirem

WeR™ e ZeR™" tais que

W>0, AW+WA +BZ+ZB <0

(A.56)
No caso afirmativo, o ganho ¢ dado por K = Zzw ~!.
Prova: Com W > 0 e Z dados, a LMI acima pode ser reescrita
(A + BZW_I)W + W(A + BZW_I) <0 < (A+BK)W+W(A+BK) <0 (A.57)
-1 " 71
o W ((A+BK)W+W(A+BK))W <0 (A.58)
< (A+BK)P+P(A+BK)<0, P=wW! K=zw! (A.59)

Com o teorema A.3, a busca conjunta do ganho K estabilizante e da matriz P de
Lyapunov foi transformada em um problema convexo. Esse resultado, formulado como
um teste de factibilidade de LMIs e publicado em (Bernussou et al., 1989), abriu
caminho para que inimeros problemas de controle e de filtragem para sistemas

dindmicos pudessem ser convertidos em problemas convexos.



A.10 Prova do complemento de Schur

Supondo que

Qx) s®]_,
sSx)T R(x)

e definindo

ul” Qx) S)|u
F(u, V) = T
v| |S(x)" RX)|vVv
entao
F(u,v)>0 ‘v’[u V] #0
Primeiro considera-se u = 0. Entao
F(O, V) = VTR(X)V, Vv£0 =
Depois considera-se que

V= —R(X)_ls(x)Tu com

(A.60)

(A.61)

(A.62)



Entao

Fu,v)=uTl (Q(x) - S(X)R(X)_ls(x)T)J >0, Yuz0
= Q(x)-S)RX)'Sx)T >0.

Portanto,

Q(x)-SERX)'Sx)T >0,  Rx)>0 (A.63)

com F(u, v) definido em (A.61).

Fixando u e otimizando sobre v:

T T
VVF =2Rv+2S'u=0 (A64)

Desde que R > 0, (A.64) fornece um extremo Unico v= —R7IsTy.
Substituindo em (A.61) tem-se que F(u) = uT(Q—SR_IST )u. Para (Q—SR_lsT)> 0o

minimo de F(u) ocorre para u = 0, que também implica que v = 0. Assim, o minimo de

F(u, v) ocorre em (0, 0) e igual a zero. Portanto, F(u, v) ¢ definido positivo.



A.11 Minimo global e local

Definicio A.1 (otimalidade global e local) Seja @ um subconjunto de um espago
normalizado X. Um elemento x() g ¢ considerado uma solu¢do Otima local de

f:p — R seexistirum € >0 tal que
f(xg) <f(x) (A.65)

para todo X € com ||x —x0|| < €. O elemento serd chamado de solugdo 6tima global se

(A.65) valer paratodo X € 0.

Em palavras, x( € o ¢ uma solugdo 6tima local se existir uma vizinhanga de xo tal que

f(x0) < f(x) para todos os pontos factiveis proximos de Xo. Segundo esta defini¢cdo, uma

solugdo 6tima global é também 6tima na vizinhanga.

Proposiciao A.1 Seja f: o — R convexa. Toda solugdo o6tima local de f € uma solugdo

otima global. Além disso, se f ¢ estritamente convexa, entdo a solugdo 6tima global ¢é

Unica.
Prova: Seja f convexa e considera-se que X € ¢ uma solugdo otima local de f.

Entdo paratodo x e ¢ a €(0,1) suficientemente pequeno,
f(xo) < f(xg +a(x—xg))=f((1-o)xg +ox)< (1 -a)f (xg) + af (x) (A.66)
Isto implica que
0 < aff(x)-f(xq)) (A.67)

ou f(xg) < f(x). Portanto, X9 ¢ uma solucdo 6tima global de f. Se f ¢ estritamente
convexa, entdo a segunda desigualdade em (A.66) ¢ estrita tal que (A.67) torna-se estrita

para todo x € @ . Portanto, X, sera unica.



APENDICE B

Pacotes Yalmip e Sedumi no Matlab

Introducio

Neste apéndice serdo apresentados os pacotes que foram utilizados na
resolu¢do das LMIs. Inicialmente serd definido cada pacote com descri¢do de suas
caracteristicas e principais aplicagdes; em seguida sera discutida a construgdo de trés
algoritmos (passo a passo) para a solu¢ao de alguns problemas conhecidos em controle
utilizando os pacotes Yalmip e Sedumi no sentido de fornecer uma compreensdo geral
sobre as linhas de textos bem como as principais fungdes utilizadas pelos pacotes para

solucionar as LMIs ou problemas envolvendo LMIs.

B.1 Caracteristicas dos pacotes Yalmip e Sedumi
e Yalmip

Esse pacote (toolbox) permite que problemas envolvendo programagao
matematica sejam representados de maneira mais natural no Matlab. Ele pode ser usado
em diversas situacdes. Por exemplo: em problemas de programagao linear, programagao
inteira e mista, problemas de programagao semidefinida e em desigualdades matriciais
bilineares. Uma das grandes vantagens desse pacote ¢ que ele apresenta suporte para
varios solvers (resolvedores). Por exemplo, esse pacote pode resolver LMIs com o
LMILab (solver do LMI control toolbox) ou com o Sedumi. Uma lista completa com
todos os solvers que esse pacote suporta pode ser encontrada no arquivo ‘yalmip.htm’

que estd dentro da pasta yalmip (Assuncao e Teixeira, 2001).
e Sedumi

E um pacote de otimizacdo restrito a cones de matrizes simétricas
desenvolvido por Jos Sturm (Sturm, 1999). Esse pacote ¢ um solver para problemas de
programacao semidefinida. Nesse trabalho ele sera usado exclusivamente para a solucdo
de LMIs. Atualmente os dois solvers mais usados na literatura especializada sdo o

LMILab e o Sedumi. O Yalmip funciona mais rapido com o Sedumi, dai a motivagao



para usar esse pacote. O LMILab possui um algoritmo baseado no método de pontos
interiores, e a sua complexidade ¢ dada por K’L, ji o Sedumi usa uma técnica de
otimizagdo sobre cones homogéneos duais, e a sua complexidade ¢ dada por: K’L>® +
L3, sendo K o nimero de variaveis escalares e L o niimero de linhas usadas nas LMIs.
Assim, dependendo do problema um solver serd mais rapido que o outro. Atualmente ¢
comum encontrar na literatura especializada, trabalhos em que o autor compara as

solugdes obtidas por esses dois solvers (Assuncao e Teixeira, 2001).

B.2 Exemplos de aplicacio de LMIs utilizando os pacotes Yalmip e Sedumi

Agora serao apresentados alguns comandos do pacote Yalmip, necessarios para
a solucdo de LMIs. O exemplos B.1 e B.2 tratam do critério de estabilidade de
Lyapunov, onde serdo utilizados dois algoritmos para determinar uma matriz P que
garanta a estabilidade de um sistema autdbnomo. O primeiro algoritmo trabalha apenas
em cima das LMIs fornecidas pelo problema obtendo os residuos das restricdes do
problema de otimizagdao ‘Primal’ e ‘Dual’, nesse algoritmo ¢ fornecida a matriz A ¢ a
dimensdo da matriz P. No segundo algoritmo a solucdo da equagdo de Lyapunov ¢é
obtida por meio de um procedimento de otimizagao, definindo o trago da matriz P como
uma funcdo objetiva a ser resolvida. O exemplo B.3 apresenta um algoritmo para a

solucao de um problema de projeto de controlador usando realimentagao de estados.

Exemplo B.1: O sistema auténomo
X = AX (B.1)

com

A—O ! B.2
=l (B2)

¢ exponencialmente estavel, onde, com uma solugdo

L5 05
P= (B.3)
0,5 0,5



tem-se que as seguintes LMIs sdo satisfeitas

P>0,
' (B4)
AP+PA<0

Um algoritmo para a verificacao da estabilidade do sistema (B.1) no matlab via Yalmip

e Sedumi pode ser escrito da seguinte maneira (Assungao e Teixeira, 2001):

ALGORITMO 1

DA=[0 1;-1 -2];

2) P =sdpvar (2, 2);

3) Restr = set (P > 0) + set (A'*P+P*A <0);
4) solvesdp (Restr, [ ]);

5) [r, d] = checkset (Restr);

6) if sum(r<0)==0

7) disp ('Sistema estavel')
8) P_feasible = double(P);
9) else

10) disp ('Sistema instavel')

11) end

COMENTARIOS SOBRE AS LINHAS DE COMANDOS

Linha 1: declaragcdo da matriz A.

Linha 2: nesse caso, a Unica variavel do problema ¢ a matriz P, que deverd ser
encontrada pelo solver. Para definir uma variavel no Yalmip usa-se o comando sdpvar.

Esse comando tem os seguintes argumentos:

sdpvar (n, m, 'field', 'type'), onde:



n : nimero de linhas da matriz;
m : niumero de colunas da matriz;

field = {'real', 'complex'} : diz se a matriz varidvel ¢ real ou se assume numeros

complexos;

type = {'symmetric', 'full', 'hermitian', 'toeplitz', 'hankel’, 'skew'} : diz se a matriz variavel

¢ simétrica, completa, ...

Os argumentos field e type foram omitidos no exemplo. Na verdade, esses
argumentos sdo muito pouco usados. Por exemplo, se a matriz varidvel ¢ quadrada,
entdio o Yalmip entende que sdpvar (2, 2) ¢ equivalente a: sdpvar (2, 2, 'real,

'symmetric').

Linha 3: mostra como se deve armazenar as restricdes do problema. Todas as
restricoes (LMIs) do problema devem ser escritas dentro do comando set ( ) e
armazenadas dentro de uma variavel, nesse caso a variavel Restr. Essa variavel € usada

na linha 4 para resolver as LMIs.

Linha 4: a funcao solvesdp ¢ o comando que diz para o Yalmip resolver as
LMIs. O solvesdp ¢ usado para resolver qualquer problema de otimizagdo. Os

argumentos dessa fungdo sdo:
sol = solvesdp(Restr, obj, opts)

sol: estrutura contendo as principais informagdes sobre o processo de resolucdo das
LMIs. Por exemplo, a estrutura mostra se o solver teve algum problema numérico
durante os calculos, se o solver encontrou uma solucdo factivel, tempo gasto pelo

Yalmip para montar as LMIs e o tempo gasto pelo solver para resolvé-las.
Restr: essa variavel contém todas as LMIs do problema (ver linha 3).

obj: essa varidvel representa a funcdo objetivo do problema. Por default o Yalmip
entende que a variavel obj ¢ uma fun¢cdo de minimizacdo, quando o problema for de
maximizagdo multiplica-se a variavel obj pelo sinal negativo (-obj). Esse argumento
também pode ser vazio ([ ]), como na linha 4 desse exemplo, como o objetivo do

exemplo era apenas a obten¢ao de uma solugdo factivel, entdo a variavel obj ¢ vazia (obj

=[D.



opts: essa variavel contém uma estrutura do tipo sdpsettings. Com ela pode-se alterar o
solver usado pelo solvesdp, para resolver o problema. O Yalmip suporta varios solvers,
dessa maneira pode-se escolher qual solver serd usado para resolver as LMIs. Quando o
Sedumi estd instalado, o Yalmip automaticamente o transforma no solver padrdo.
Contudo, o Yalmip também permite que as LMIs sejam resolvidas com o solver do
matlab (LMILab). Para fazer isso basta usar os comandos: opts = sdpsettings e
opts.solver = 'Imilab'. Esses comandos criam uma varidvel com a estrutura do tipo
sdpsettings, essa estrutura permite escolher o solver, e alterar alguns dos seus

parametros.

Linha 5: a fun¢do checkset obtém os residuos das restrigdes do problema de

otimizagdo Primal e Dual.

Linhas 6: mostra como verificar se a solugdo obtida pelo solvesdp realmente

satisfaz as restricoes LMI através do lago if.

Linha 8: a fungdo double converte a estrutura P (matriz variavel Yalmip) em

uma matriz numérica.

Resolvendo o exemplo proposto usando o algoritmo 1 obtém-se os seguintes

valores:

1,2633 0,3646
= , autovalores de P =0,3943 ¢ 1,4163 (B.5)

0,3646 0,5473

Os autovalores da matriz P sdo positivos, logo a matriz ¢ definida positiva, além disso,
os autovalores da matriz A'P + PA sdo negativos (-1,4603 e -0,72904). Entao, existe
uma matriz P satisfazendo as condi¢des de Lyapunov (B.4) e, portanto o sistema (B.1) ¢

estavel.

Exemplo B.2: O exemplo anterior, sobre a solu¢do da equagdo de Lyapunov, pode
também ser resolvido por meio de um procedimento de otimizagdo envolvendo LMIs,
onde se define Tr(P) como o trago da matriz P, dadas as matrizes A ¢ Q = Q' > 0,
formulando assim, o seguinte problema (Oliveira et al., 2008)
min Tr(P)
P

(B.6)
sujeito a P>0, AP+PA+Q=<0



Portanto, utilizando os dados do exemplo anterior, temos o seguinte algoritmo de

solucdo via Yalmip e Sedumi (Assungdo e Teixeira, 2001):

ALGORITMO 2:

e Primeiramente as matrizes que sdo dados do problema sdo criadas:
A=[0 1;-1 -2];

Q = eye(2);

e A variavel que armazenard as LMIs do problema ¢ inicializada:
LMIs = set([ ]);

O nome LMIs ¢ opcional, pode-se usar qualquer nome aceito para a declaragdo de

variaveis no matlab.

e Na sequéncia ¢ feita a declaracdo da matriz de Lyapunov usando o comando sdpvar,

que cria uma variavel matricial simétrica de dimensao 2 x 2:

P = sdpvar(2, 2, 'symmetric');

e As LMIs a serem resolvidas sdo acrescentadas na variavel LMIs:

LMIs = LMIs + set(P > 0) + set(-A"*P-P*A-Q > 0);

As operagdes de transposicao e multiplicacdo de matrizes sdo feitas de maneira direta.

e Como ultimo passo antes da resolugdo, a fungdo objetivo do problema a ser resolvido

¢ declarada:
obj = trace (P);

O commando trace do matlab pode ser aplicado normalmente em uma variavel do tipo

sdpvar.

e Finalmente, o procedimento de otimizacdo ¢ executado por meio do comando

solvesdp e, neste caso, o resolvedor de LMIs escolhido foi o Sedumi (Sturn, 1999):

sol = solvesdp(LMIs, obj, sdpsettings ('solver', 'sedumi'))



Outros resolvedores poderiam ser escolhidos, como por exemplo o LMI Control
Toolbox (substituir sedumi por Imilab) ou o SDPT3 (substituir sedumi por sdpt30 (Toh
et al., 1999). Mais detalhes sobre resolvedores de programacao semidefinida podem ser

encontrados no website do Yalmip, se¢cdo solvers.

O valor da fung@o objetivo pode ser conferido aplicando a fun¢do double na

varidvel que armazena os dados da funcao objetivo:
double (obj)
ans =

2.0000

Similarmente, o valor da matriz de Lyapunov também pode ser conferido:

double (P)

and =
1.5000 0.5000
0.5000 0.5000

O valor, a menos de uma precisdo numérica, ¢ igual ao valor obtido usando a equagao
de Lyapunov. Portanto, comparando os valores da matriz P, obtida usando os algoritmos
1 e 2, tem-se que o método do algoritmo 2 via procedimento de otimizagdo convexa €
mais eficaz que o método do algoritmo 1 visto que se iguala aos resultados obtidos se

fosse utilizado um método analitico para resolugao.

Exemplo B.3: Projeto de controladores usando realimentagdo de estados.
Seja o sistema dindmico

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (B.7)

m nxm

sendo x(t) e R" os estados do sistema, AeR™" ¢ Be matrizes conhecidas e

u(t)e R™ a entrada de controle. O projeto de controladores com realimentagdo de



estados consiste em encontrar uma matriz L € R"™" tal que ao realimentar o sistema (B.7)

com a entrada u(t) = -L x(t), o sistema em malha fechada
x(t) = (A-BL)x(t), (B.8)
¢ assintoticamente estavel.

O controlador L que garante a estabilidade assintotica de (B.8) pode ser

encontrado com as LMIs

X=0
| 1 1 (B.9)
AX+XA -BM-MB <0

Sendo que o controlador L desejado é dado por L = MX'. Para resolver esse problema,

seja o seguinte sistema dinamico

PRI M o0

Os autovalores desse sistema s3o: 1 e 4, logo o sistema ¢ instavel. O objetivo ¢ projetar
um controlador L que seja capaz de estabilizar o sistema (B.10). Um algoritmo para
solucionar esse problema no matlab usando Yalmip e Sedumi ¢ descrito a seguir

(Assuncdo e Teixeira, 2001) .

ALGORITMO 3:

HA=[1 2;0 4];

2)B=1[0;1];

3) X =sdpvar(2,2);

4) M = sdpvar(1,2);

5) Restr = set(X > 0) + set(A*X+X*A' — B*M — M"*B' < 0);
6) solvesdp(Restr, [ ]);

7) [r, d] = checkset(Restr);

8) if sum (r < 0) == 0



9) disp('O sistema pode ser controlado')

10) X = double(X);

11) M = double(M);

12) L = M*inv(X)

13) Autovalor = eig(A-B*L)

14) else

15) disp('O sistema ndo pode ser controlado')
16) end

COMENTARIOS SOBRE ALGUMAS LINHAS DE COMANDO:

Nas linhas 3) e 4), como ja foi comentado antes, quando a matriz ¢ quadrada o
Yalmip automaticamente entende que a matriz ¢ simétrica, na linha 3) o comando ¢
equivalente a: X = sdpvar(2, 2, 'real', 'full'). Na linha 4) a matriz possui o numero de
linhas diferente do numero de colunas, dessa forma o comando da linha 4) ¢ equivalente

a: M = sdpvar(l, 2, 'real’, 'full").

Resolvendo o algoritmo acima no matlab obtém-se os seguintes valores:

[0.8397 -06
| -0,6 1,4397
M =[-0,1206 6,2589] (B.11)

L=MX"1=[4219 6,1056]

com os autovalores da matriz A — BL iguais a: -0,5528 + 2,455i.



B.3 Algoritmo utilizado para a simula¢io do processo no tanque

close all,

clear all,

clc

% SIMULACAO DO PROCESSO DE 2a ORDEM MIMO DO TANQUE
% DADO AS SEGUINTES MATRIZES DE EQUACAO DE ESTADOS
r1=[0.15 0.25]; r2=[0.2 0.3]; cl1=5; c2=cl;

% OBTENDO AS INCERTEZAS DO PROCESSO

for i=1:2

for j=1:2

a{2*(i-1)+j}=[-r1(i)/cl ri(i)/cl; ri(i)/c2 -((r1(1)/c2)+(r2g)/c2))1;
end

end

b(1,1)=1/cl; b(2,2)=1/c2; b(1,2)=0; b(2,1)=0; c=eye(2); d=zeros(2);

% APLICACAO DO CONTROLE LQR-LMI NAS INCERTEZAS
for i1=1:4

ahat{i}=[a{i} zeros(size(b)); -c zeros(size(d))]:
end

bhat=[b; zeros(size(d))];

% PARAMETROS DAS MATRIZES DE PONDERACAO
R=100*[1 0;0 1]; Q=[1 0 0 0;0 1 0 0;0 0 0.1 0;0 0 0 0.1];

% % gerando matrizes simetricas

LMIs=set([D:;

X=sdpvar(2,2, "symmetric");

Y=sdpvar(2,4, " full™);

P=sdpvar(4,4, “symmetric");

for i=1:4

LMIs=LMIs+set(P>0)+set([X sqrt(R)*Y; Y"*sqrt(R) P]>0);
LMIs=LMIs+set(ahat{i}*P+P*ahat{i}"-bhat*Y-Y"*bhat"+eye(4)<0);
end

obj=trace(Q*P)+trace(X);



sol=solvesdp(LMIs,obj);
khat=double(Y)*inv(double(P));

k=khat(1:2,1:2); ki=-khat(1:2,3:end);

rl=mean([0.15 0.25]); r2=mean([0-2 0.3]); cl1l=5; c2=5;
aa=[-rl/cl r1/cl; r1/c2 -((r1/c2)+(r2/c2))];
A=[aa-b*k b*ki; -c zeros(size(d))]:;
B=[zeros(size(b)); eye(size(d))];
C=[c zeros(size(d))];
D=d;

Xx0=zeros(4,1); t=0:1:400; nit=length(t);
r=[0.2*ones(1,ceil(nit/2)) 0.15*ones(l,ceil(nit/2)-1);
0.1*ones(1,ceil(nit/2)) 0.15*ones(l,ceil(nit/2)-1)];

sys=ss(aa,b,c,d);

sysc=ss(A,B,C,D);
[v,t,x]=Isim(sysc,r,t,x0);
y=y+(1+2*rand)*1le-3*randn(size(y));
x=x+(1+2*rand)*1e-3*randn(size(x));
u=(-khat*x")";

% Respostas no tempo

figure(l),subplot(2,1,1), plot(t,r(1,:)", "k-.",t,y(:,1), k-
*,"linewidth",2), axis(J[O nit-1 0 0.25]),

set(gca, "fontsize",10, "fontname”, "Times New Roman®™)

xlabel ("Tempo(s) ", "fontsize",12, "fontname”, "Times New
Roman*®, "fontangle®, "normal "),
ylabel ("Altura h_1 (m)", "fontsize",12, " fontname®, "Times New
Roman*®, "fontangle®, "normal *)

legend("ref","saida h_1"); grid
title("ALTURAS DO TANQUE", "fontsize",12,"fontname”,"Times New
Roman*®, "fontangle”, "normal *)



subplot(2,1,2), plot(t,r(2,:)", "k-.",t,y(:,2),"k-","linewidth",2),
axis([0 nit-1 0 0.25]),
set(gca, "fontsize",10, "fontname”, "Times New Roman®)
xlabel ("Tempo(s)~, "fontsize",12, "fontname”, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *),
ylabel ("Altura h_2 (m)*, fontsize",12, " fontname®, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal ")
legend("ref","saida h_2"); grid

figure(2),

subplot(2,1,1), plot(t,u(:,1),"k-","linewidth",2), axis([0 nit-1 -0.01
0.05]), grid

set(gca, "fontsize",10, "fontname”, "Times New Roman®)

xlabel ("Tempo(s)*, "fontsize",12, "fontname”, "Times New

Roman*, "*fontangle®, "normal *),

ylabel("g_1 (m"3/s)", "fontsize",12, "fontname®, "Times New

Roman®, "fontangle®, "normal ")

title("VAZOES DO TANQUE","fontsize",12,"fontname”, "Times New

Roman®, "fontangle®, "normal *)

subplot(2,1,2), plot(t,u(:,2),"k-","linewidth",2), axis([0 nit-1 -0.01
0.05]), grid

set(gca, "fontsize",10, "fontname”, "Times New Roman®)

xlabel ("Tempo(s)*, "fontsize®,12, " fontname®, "Times New

Roman*, "fontangle®, "normal *),

ylabel("g 2 (m"3/s)", "fontsize",12, "fontname®, "Times New

Roman®, "fontangle®, "normal ")

% Respostas na Frequencia

% Obtencdo das incertezas na frequéncia
sysd4=ss(double(a{4}),b,c,d); T4=sys4; Sd=eye(2)-T4;
sys3=ss(double(a{3}),b,c,d); T3=sys3; S3=eye(2)-T3;
sys2=ss(double(a{2}),b,c,d); T2=sys2; S2=eye(2)-T2;
sysl=ss(double(a{l}),b,c,d); Tl=sysl; Sl=eye(2)-T1;

sys_ma=ss(aa,b,c,d);



T=sysc; %sensibilidade complementar
S=eye(2)-T; %sensibilidade
w=logspace(-3,2,200); %faixa de frequencia

M1=(sysl/sys _ma)-eye(2);
M2=(sys2/sys_ma)-eye(2);
M3=(sys3/sys_ma)-eye(2);
M4=(sys4/sys_ma)-eye(2);

s=tf("s");

Dm1=M1l.c*inv(s*M1l.e-M1l.a)*M1.b+M1.d;
Dm2=M2.c*inv(s*M2.e-M2.a)*M2_.b+M2.d;
Dm3=M3.c*inv(s*M3.e-M3.a)*M3.b+M3.d;
Dm4=M4 .c*inv(s*M4.e-M4.a)*M4 .b+M4 _d;

figure(3),

sigma(T, "k-",T1, "k--",T2,"k--",T3,"k--",T4, "k--");
set(gca, "fontsize",10, "fontname”, "Times New Roman®)
xlabel (*Frequéncia“, "fontsize®,12, "fontname®”, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *),

ylabel ("Amplitude®, "fontsize®,12, " fontname®, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *)

title("SVD Aplicado a T(s)", "fontsize",12, "fontname”, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *)

legend("MTMF", “MTMA®);

grid;

figure(4),

sigma(S, "k-",81, "k--",S2,"k--",83,"k--",54,"k--");
set(gca, “fontsize",10, "fontname”, "Times New Roman®)
xlabel (*Frequéncia“®, "fontsize~",12, "fontname®, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal "),

ylabel ("Amplitude”, "fontsize",12, "fontname®, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *)



title("SVD Aplicado a S*,"fontsize",12, "fontname®, "Times New
Roman*, "fontangle”, "normal ™)

legend("MTMF", “MTMA®);

title("SVD Aplicado a S(s)");

grid

figure(b),

sigma(T/S, "k-",T1/S1, "k--",T2/S2,"k--",T3/S3, "k--",T4/54, " k--");
set(gca, "fontsize",10, "fontname”, "Times New Roman®)

xlabel (*Frequéncia“®, "fontsize",12, "fontname®”, "Times New
Roman*, "fontangle®, "normal *),

ylabel ("Amplitude®, "fontsize",12, "fontname®, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal ")

title("SVD Aplicado a S*,"fontsize",12, "fontname®, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *)

legend(" |CGK]|", "G_i");

title("SVD Aplicado ao modelo controlado em MTMA®);

grid

figure(6),

sigma(1/T,"k-",M1, "k--",M2,"k--" M3, "k--",M4, "k--");
set(gca, "fontsize",10, "fontname®, "Times New Roman®)
xlabel ("Frequéncia“®, "fontsize",12, "fontname”, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *),

ylabel ("Amplitude®, "fontsize®,12, " fontname®, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal *)

title("SVD Aplicado a S*,"fontsize",12, "fontname”, "Times New
Roman®, "fontangle®, "normal ")

legend("1/T7", "M(j\omega)");

title("Analise de Estabilidade Robusta®);

grid
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