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RESUMO

Sejam M uma variedade compacta com bordo e f : M — R uma funcao Morse-Smale,
tame e com campo gradiente tangente ao bordo. O fluxo ¢ : Rx M — M do campo —V f

é completo e para w € QF(M) seu limite pode ser escrito como

o= X ([o)-[3)

pECry( P

onde Crg(f) sdo os pontos criticos da f de indice k,

[(74 =[U)— Y 7lp.q) U]

q€Cri(f)
e Ti(p, q) é a soma de todas as trajetérias quando atribui um sinal que vem a partir de uma
convencao de orientacao que relacionam as orientacoes das variedades estaveis e instaveis.
Definindo P := ¢} : Q¥(M) — 2/, (M) e Q5(M) = {w € Q¥(M) | w|srr = 0},

a imagem do limite das restrigcoes

Pr. QM) — 2, Pe: QM) — D
w — /g&tw/\ w — / ;)"

serao denotadas por Ll,:/ “ e o par (Ul:/ “ d) sdo complexos isomorfos a complexos que
realizam a homologia absoluta e relativa de M. Além disso, os operadores P™/¢ sao quase
isomorfismos. Resultados andlogos também podem ser refinados para coeficientes inteiros

usando simplices suaves no contexto de correntes integrais.

Palavras-chave: Correntes. Condi¢ao-Tame. Transversalidade. Morse-Smale.



ABSTRACT

Let M be a compact manifold with boundary and f : M — R a Morse-Smale function,
tame and with gradient field tangent to the boundary. The flow ¢ : R x M — M of the
field —V f is complete and for w € QF(M) its limit can be written as

o= X ([o)-[3)

pECry( P
where Cry(f) are the critical points off with index k,

[(74 =[U)— Y 7lp.q) U]

q€Cri(f)
and 72(p, q) is the sum of all trajectories when it assigns a signal coming from an orientation
convention relating the orientations of stable and unstable manifolds.
Defining P := o} : Q¥(M) — 2!, (M) and Q%(M) = {w € QX (M) | w|onr =

0}, the image of the limit of restriction

Pr. QN (M) — 9 Pe: QYM) — 2
w — /gptw/\ w — / gpt

will be denoted by Z/l,z/ “ and the pair (U,:/ “ d) are isomorphism complexes that perform
the absolute and relative homology of M. Furthermore, the operators P'/® are quasi-
isomorphisms. Analogous results can also be refined to integer coefficients using smooth

simplex in the context of integral currents.

Keywords: Currents. Condition-Tame. Transversality. Morse-Smale.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese temos como objetivo estender resultados de HARVEY and LAW-
SON JR| (2001) para fluxos induzidos pelo campo gradiente de uma fungao de Morse defi-
nida em uma variedade Riemanniana compacta com bordo. No caso sem bordo, Harvey e
Lawson mostraram que o complexo deRham ¢ homotoépico ao complexo de Morse-Witten
via uma homotopia explicita. O complexo de Morse-Witten pode ser realizado como um

subcomplexo do complexo de correntes Z; (M) = (QF  (M))* da variedade e a homotopia

cpt
¢é construida através da familia de morfismos de cadeias

(M) 3 Py(w) := pjw € (M)

onde ¢; é o fluxo do campo gradiente negativo. Quando ¢t = —oco aimagem doP_,, :=P ¢
o subcomplexo gerado pelas variedades instaveis e este pode ser naturalmente identificado
com o complexo de Morse-Witten.

De fato, no lugar de "fazer correr”formas suaves a teoria pode ser feita para
cadeias (singulares) suaves que também sao correntes. Uma contribuicao desta tese é dar
uma apresentacao rigorosa nos dois casos (com e sem bordo) da deformagao do complexo
de cadeias suaves. Detalhes importantes que tém a ver com intersecoes de correntes
nao sao feitos no artigo de HARVEY and LAWSON JR] (2001) e serao discutidos aqui.
Evidentemente, essa situacao pode ser vista como o caso dos coeficientes inteiros enquanto
a primeira parte (com formas) representa o caso com coeficientes reais.

Quando M ¢é uma variedade com fronteira, ha pelo menos duas possibilidades
de tratar a teoria de Morse: a versao cldssica que considera a fronteira como nivel regular
da fungao e a versao mais recente dos matematicos Kronheimer e Mrowka onde o gradiente
é tangente a fronteira. E é essa segunda abordagem que estamos assumindo aqui.

Na construcgao de Teoria de Morse sobre variedades com fronteiras, Kronheimer
e Mrowka classificaram os pontos criticos da fronteira em dois conjuntos. Verifica-se que
a normal exterior é um autovetor associado a um autovalor a # 0 da Hessiana da fungao
de Morse f. Os pontos criticos do bordo serao aqueles para quais o autovalor da normal
exterior é o > 0 chamado de estdveis (denotado por Cr®(f)) e a < 0 chamado de instéveis
(denotado por Cr“(f)). Juntando a cada um desses conjuntos os pontos criticos do interior
(Cr¥(f)), pode-se construir dois complexos. As diferenciais sdo dadas pela contagem
cuidadosa das trajetorias entre dois pontos de indices consecutivos como veremos mais na
frente. E importante enfatizar que uma certa condicao de transversalidade tipo Smale é
necessaria também na teoria de Kronheimer e Mrowka.

Em cada caso tratado aqui (com coeficientes reais ou inteiros) vamos fazer
correr dois complexos. Um que calcula a cohomologia absoluta e um que calcula a coho-

mologia relativa. Um ponto delicado dessa tese foi encontrar os complexos de formas que
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sao canonicamente isomorfomos aos complexos Morse-Witten construidos por Kronheimer
e Mrowka.

Uma vez encerrado o caso com bordo voltamos para analisar uma situacao
nova no caso de fluxos de Morse em uma variedade compacta sem bordo. A novidade
vem do fato que o campo gradiente serd tangente a uma hipersuperficie dada. Isso requer
uma outra condicao de transversalidade Smale, porque aquela padrao nao pode ser satis-
feita. Ha variedades estaveis e instaveis contidas na hipersuperficie e por isso nao podem
ser transversais dentro da variedade ambiente. Ha um complexo de Morse associado a
essa situacao que calcula a homologia da variedade. Uma das novidades é que a diferen-
cial desse complexo conta também trajetorias quebradas entre pontos criticos de indice
consecutivo. Isso é uma manifestacao da falta de transversalidade classica Smale.

Faremos agora parte informal dos resultados obtidos nesta tese.

As linhas de fluxos do campo gradiente negativo que chegam ou partem de
um ponto critico p dao origem a duas subvariedades mergulhadas de M chamadas de

variedade instavel U, e estavel S,

U, = {:B € M; lim ¢ (x) = p}
t——o0

Sp = {:L’ € M; lim ¢y (2) = p}
onde ¢, é o grupo a 1—parametro de difeomorfismos gerado pelo campo gradiente negativo.
A dimensao de U, é a quantidade de autovalores negativos da matriz Hessiana de f assim
conhecida como indice do ponto critico e denotada por A, e a dimensao de S, ¢ m—A,. O
subscrito k& na notagao Cri(f), Cry(f) e Crg(f) significa o conjuntos dos pontos criticos
de indice k.

Em pontos de Cr®(f) as variedades instéveis estao totalmente contida no bordo
enquanto as variedades estaveis sdo subvariedades com bordo. J& para pontos de Cr*(f)
temos uma situacao oposta, pois as variedades estaveis estao inteiramente contidas no
bordo.

Seja A o anel dos coeficientes. Defina

@Ap, C’k—@ApeCk—@Ap

peCrd(f) peCri(f) peCry(f)

e denote por n(p,q) o nimero (com sinal) de trajetérias entre p e ¢ e 7(p,q) o nimero
(com sinal) de trajetérias entre p e g que estao contidas no bordo. O sinal é dado por

certas consideragoes ligadas as orientagoes de U, e S,. Para detalhes veja a Subsecao .



11

Considere os complexos Cy = CY @ Cf, C' = O @ O} e as diferenciais

5[ -
97 95— 0Ly

oo | XA
—0300 —0y — 9308

cujas entradas dessas matrizes sao operadores de contagem. Devido ao fato que um ponto
critico instavel tem indice um a menos quando visto como ponto critico da restricao do
gradiente a fronteira, ha situagdes que entre pontos criticos de indice consecutivos ha
trajetérias quebradas. Por exemplo, o operador com a barra em cima 9, : C§ — C¥ é
responsavel pelas trajetérias no bordo de M que ligam pontos criticos de mesmo indice
e a composicao (9;”52 considera trajetorias quebradas cuja diferenga entre os indices dos
pontos criticos é igual a 1 e que ligam um ponto critico instavel a outro ponto critico
instavel

Os complexos (C,,d) e (C’*,é) calculam a homologia absoluta e a relativa,

respectivamente, ou seja,

Kronheimer e Mrowka esbocaram uma demonstracao desses isomorfismos que também
sao produtos secundario dos nossos resultados.
Iremos deformar dois espacos de formas: Q5 (M) := {w € Q*( ) | w’aM =0}

usando o fluxo para obter complexos de correntes isomorfos a (é .0, R) e M) usando o

~

fluxo restrito ao interior e obter subcomplexos de correntes isomorfos a (C J,R). Faremos

isso através dos operadores

Pr. QM) — 2 Pe: QFM) — 2! (M)
w — /SOtw/\ w — () wA -

onde ¢} := @] pe. Os limites desses operadores

P/ .= lim P}

t——o0

sao quasi isomorfismos. Sua esséncia esta na dualidade de Lefschetz que vem do pairing

nao degenerado
L QF (M, 0M) x Q"F(M) — R, (w,y;n)i/ w/\'r]—i—/ YA (2)
M oM
Esse pairing induz dois operadores

L QMM OM) = 2, (M), Zi(w.7) ={n = Ly}
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L QM) = Z(M,0M),  ZLi(n) = (w—>/ WAN ;Y= 7/\L*77>
M oM

que geram isomorfismos a nivel de cohomologia/homologia. O primeiro operador P} usa a
aplicacao -Z7 com o fato que a homologia do complexo (2},(M), d) é isomorfa a homologia
do complexo (Q*(M,0M),d) e o segundo operador P* usa .%Z;; e a Proposi¢do 3.2 em
CIBOTARU] (2016), isto ¢, aplicagao Z,(M,0M) — Z.(M \ OM) definida por (T, S) —
induz um isomorfismo em homologia.

Os operadores Ty : Q¥(M) — 2, _, (M) e Sy : Q*(OM) — 2/, ,.(OM)

definidos por
Ti(w) = / p'w  S(y) = / il
[t,0]x M [t,0]xOM

dOTt‘f—(—l)*Ttod—f‘St:]I—]P)t. (3)

T‘M\@M

satisfazem a igualdade

Estamos adotando a convencao classica da Teoria de Morse que assume o
campo gradiente negativo, pois é a mesma convencao adotada em KRONHEIMER and
MROWKA|(2007)). Isso justifica o porque estamos considerando a integragao sobre [t, 0] x
M no operador T;.

Note que a equacao [3| implica em
r/a _1\*7/a _ 1 _mr/a
doT," + (=1)"T," od =1-P,", (4)

onde ']I‘:/ ® é obtido da mesma maneira que P"/¢.
Passando ao nucleos de Schwartz, a férmula de homotopia se transforma

nas equagoes de correntes em M x M
dT,+S, = A - P, (5)

onde A C M x M é a diagonal e P; = [gréfico reverso de ¢;]. Lembremos como isso

funciona. Para um kernel qualquer R o operador associado e R definido assim:
R(w)(n) = R(mjw A m3n), (6)

onde 71, my sa0 projecoes em cada fator de um espaco produto.

Os nucleos dos operadores T; e S; sao:
Tt:¢([t,0] XM) St:®<[t,0] X@M)
onde ® : R, x M — M x M é o grafico reverso do fluxo, isto é, ®(t,z) = (¢s(x), x).

Via um processo bastante laborioso (chamado de resolu¢ao do fluxo por D.
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Cibotaru em |CIBOTARU (2017))) dar para mostrar que os fechos dos suportes dos nicleos
T, = ®([t,0] x M) S; = ®([t,0] x OM) sao imagens via aplicagoes diferencidveis de
variedades compactas com cantos T e S de dimensoes n + 1 e n respectivamente. Além

disso, a corrente T tem medida Hausdorff n+1 dimensional finita o que implica em
T=lim T, e S= lim S;
t——o0 t——o00

existem em norma massa (i.e. T e S sdo correntes de massa finita). Isso implica na

existéncia do limite em norma flat das correntes da relagao (5)):
dT+S=A-P.

Lembremos que um fluxo ¢; do campo gradiente negativo é chamado de
f—tame se em torno de cada ponto critico p € Cr(f) existe um sistema de coordena-
das (u,v) tal que a métrica seja flat e f(u,v) = f(p) + 2(Jul* — |[v|?). Como consequéncia
disso, o fluxo do campo gradiente negativo é da forma ¢;(u,v) = (e tu, e'v).

Para analisar os lim,_, ., P"/® (w) a ideia é olhar lim; , P;/ “. Uma vez mos-
trado que os limites existem, queremos descrever o resultado final de P e é isso que o
préximo resultado diz.

Antes precisamos introduzir as correntes abaixo. Para p € Cri(f) definimos

[ﬁp} =0l = Y npa) U], a=p

q€Cry (f)

O simbolo 72(p, q) é o valor com sinal das trajetorias entre p e ¢ que estdo no bordo. Note

que o suporte dessa corrente esta contido em

nul U U
geCr (f)

Teorema 1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta orientada com bordo de di-
mensao m. Se f : M — R uma funcao de Morse-Smale com condi¢cao tame em uma
variedade Riemanniana compacta orientada com bordo e campo gradiente tangente ao

bordo, entao vale a sequinte iqualdade de nicleos:
dT+S=A—-P (7)

em M x M.O niucleo P que satisfaz as restrigoes
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em M x M.
Os operadores associados aos kernels P™/ admitem descricio explicita em

fungao das correntes [ﬁp} .

Corolario 1 Nas mesmas condi¢oes que no Teorema anterior, os operadores que corres-

pondem aos niicleos P® sio os sequintes:

P () = Zf) (/Sw> AR Zf) (/Sw> . [ﬁp} , 9)

pECrO( peCrs(
P(w) = ( W> Up] + ( _ W> [Uy] - (10)
pec;)(f) /Sp pe§(f) /Sp

Além disso, vale a igualdade

do T/ w) + (=1)*T"* od(w) =d (/ gp*w) + (1)*/ Y dw
[t,0]x M [t,0]x M

= I(w) — P/*(w)

A imagem dos operadores limite P'/* serdo denotadas por

m P =1y = @@ RU,] P R[ﬁp}, (11)

PECH () pECT(f)
Im P* === P R[U,] P R[U,) (12)
peCY(f) pECTY(f)

As restrigoes ao codominio P : Q¥ (M) — U, e P : QF(M) — U2, satisfazem as
igualdades doP"/* = P"/* o d. E mais, U/ sdo invariantes pela diferencial d. Isto significa

que o bordo das correntes U, sao combinagoes de variedades instaveis.

Teorema 2 As aplicagées lineares P™ - Q5 (M) — UT,_, e P : QF(M) — U _, induzem

0s isomorfismos

BT HY Q3 (M) = Hyop(UD) P2 HS (M) — Hypo (U,
N———

~HEk. (M,0M)

Os complexos (U], d) e (U?,d) sao de fato iguais aos complexos de Kronheimer
e Mrowka pela associacao de cada gerador Up ao ponto critico p e observando que o
operador de bordo d pode ser descrito como um operador que conta trajetérias entre

pontos criticos de indices consecutivos, da mesma forma que os operadores de contagem
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5, d foram definidos mais cedo. Note que o complexo U" é gerado somente pelos correntes

U, com p ou interior ou estavel da mesma forma que o complexo C. Uma observacao

similar vale para o outro caso. Assim
Hy(C) = HyU])  Hy(C) = H(U2).

Corolario 2 O fluxo do campo gradiente induz isomorfismos:
a) HE(M,0M) ~ H,, (C,R);
b) Hk (M) ~ H,, (C,R).

Até agora todos os isomorfismos sao obtidos no contexto dos coeficientes reais.
Para obter resultados com coeficientes inteiros as formas diferenciais serao substituidas
por cadeias suaves. No caso, o complexo de formas sera substituido pelo complexo de
cadeias suaves e o pullback do fluxo sera substituido pelo pushfoward.

Considerem
CM(M,Z) = @Z{c : A¥ = M | o é suave , O',O'|AF M Sy},

CMM\OM,Z) = CNM,Z) N {0 € Cu(M,Z) | o(AF)noM = 0},

onde AF sdo as faces de AF e
CR(M,0M,Z) = CR(M, Z) & Cf_,(0M, Z,)

o mapping cone da inclusdo canonica CT(OM,Z) — CT(M,Z). Repare que Cj(M,Z) e
CMNM,0M,Z) sao subcomplexos de correntes de 7, (M) e Z),(M,0M). Técnicas classica

de topologia algébrica mostram que o complexo formado por C’,T(M \OM,Z) calcula a ho-
mologia absoluta Hy(M) e C§(M,0M, Z) calcula a homologia relativa de Hy,(C{(M,0M,Z)) =
Hy(M,0M). Defina os operadores

P CN(M\OM,Z) —s  Iu(M)
o — ", (o) QF(M

) — R
n *—>/so*_m

P CN(M,OM,Z) —s  T(M\OM)

(0,0") — (¢2)" (0,07) 1 Q&

cpt(Mo) — R

7 — / %

onde ¢f = ¢¢| e € Iy (+) representam correntes integrais no sentido de FEDERER] (2014)).

/

. h, . ~ . .
Os niticleos dos operadores P,""/* continuam os mesmos e sao obtidos a partir
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da férmula |§| Para calcular os limites de lim P/ a/ "(0), quando t tende ao infinito, é

fundamental a seguinte relagao:

~

P{(0)(n) = [P, | (v A mim). (13)

Note que o lado direto precisa uma interpretacao, desde que 7jo A w31 nao é uma forma
suave. Daremos detalhes disso na subsegdo [£.1] Uma vez analisado o caso sem fronteira,
para o caso com fronteira as contas funcionam da mesma forma. Os limites dos operadores

P'/* converge na norma flat e satisfazem as férmulas de homotopia
Trh,a/r od+do Trh,a/r . - Pm,a/r
e as expressoes de P™/" sqo

Po)= S (S, o)Ul+ Y (S, 0T

peCro(f) peCTs(f)

P (0,0 m) = Y (S U]+ Y. (S 0)[Uy).

peCrO(f) peCT(f)

Repare que nas expressoes dos limites aparecem a intersecao das variedades
estdveis com simplice, ou seja, Sy, - 0. Isso faz sentido devido a condicao de transversalidade
da definicao de o.

Definimos os complexos

= @ zu)+ P Z[ﬁps]zlm phe

pPeCrO(f) pECT(§)

ur= @ zlu)+ @ Z[Uyx]=ImP".
pPeCro(f) preCr(f)

Os pares (U%*%/", d) sdo subcomplexos dos complexos das correntes integrais.
Além disso,

Teorema 3 As aplicacoes
Phe . eNM\OM,Z) —» U%* PN . CN(M,0M,Z) — U
mduzem 0s isomorfismos
P Hy(M,Z) — Hy U%) P Hy(M,0M,Z) — H, (U>")

E razoavel se questionar sobre a existéncia do outro limite, lim ]P’I/ *(w). Fa-
t—r00
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zendo a modificacao no grading da definicao de correntes é suficiente calcular o limite
tlim P,"/%(w). Nesse caso estamos invertendo a orientacdo do fluxo, ou seja, alterando o
(o0}
sentido das variedades estaveis e instaveis que passam a ser instaveis e estaveis respecti-
vamente.
De resto, tudo funciona da mesma forma: os limites P/% := lim, . P"/%

existem e sao

P (w) :pgoj(f) ( / ,, w) 8] +pecgr;(f) ( /U p w> 5],
P () :peg;(f) ( /U ,, w) - 15,) +p602r;(f) ( /[7 w) 1S,

onde

Note que, para p € Crj(f), o suporte da corrente [gp} estd contido no fecho de

ssul U S

q€Cry(f)

Note que estamos usando as seguintes notacoes:

P:= lim P P := lim P,.
t—o00

t——o0

A imagem de P/ sdo subconjuntos de

S = @ R[S,] @ ]R[gpL

pECIY(f) peCry(f)
St P Ris,] @ RIS,
peCr(f) peCri,(f)

Os pares (S}, d"/*) sio subcomplexos de (27F(M), d™/).
Teorema 4 As aplicacoes P/ induzem isomorfismos
P’ : Hb (M, OM) — H" (S7%)

P HY (M) — H" (59%).

onde P/ := Tm P/, Além disso, os isomorfismos I?)T/“, P/ ddo uma nova formulacao
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da dualidade de Lefschetz:
H*(S™%*) ~ H,, _(UT%).

Suponha agora que M é uma variedade Riemanniana compacta e orientada
de dimensao m sem bordo e N é uma hipersuperficie, compacta mergulhada em M tal
que M\N é uma variedade sem bordo e a normal da hipersuperficie é compativel com a
orientacao de M e N. Se f : M — R é uma fun¢ao de Morse com campo gradiente tangente
a uma hipersuperficie NV, vamos classificar os pontos criticos ao longo da hipersuperficie
da mesma maneira que no caso com bordo, quer dizer pontos estaveis e pontos instaveis,
dependendo se a normal da orientacao é autovetor para autovalor positivo ou negativo de
Hess f no ponto e o representaremos por Cr'¥*(f) e Cr™*(f), respectivamente. Para os
pontos criticos que estdo em M\N escreveremos Cr\V( f). Repare que uma funcéo deste
tipo nao é Morse-Smale, pois a condicao de transversalidade nao é satisfeita.

Nessa situacao descrita acima nao tem-se como pedir universalmente transver-
salidade de U, N S, dentro da variedade M, porque ha casos quando tanto U, quanto .S,
estao contidos dentro da hipersuperficie, isto é, quando p e instavel e g e estavel. Quando
isso acontece faz sentido pedir somente a transversalidade dentro de NN.

Nessas condigoes prosseguimos para definir operadores como antes: os opera-

dores
PM =P, : Q¥ (M) = 2/, (M) PN:.QNM)— 2, _(M\N)

onde Py = pjw e PN = ¢, := got| A\ Possuem limites e satisfazem as equagoes
doT+ (=1)Tod=1—-P doT" + (=1)*TY od =1 — PV,
para os operadores de homotopia T, TV com grau +1.

Teorema 5 Sejam M wma variedade Riemanniana compacta orientada sem bordo e N
uma hipersuperficie mergulhada em M tal que M\N € uma variedade. Se f: M — R for

uma funcao de Morse-Smale na hipersuperficie N, valem as equacoes:
dT=A— P dT = A — PV (14)

em M x M e M\N x M\N, respectivamente. As correntes T, TV possuem volume finito,

A € a diagonal e

P = Z [Sp] % [ﬁp] (15)

peCr(f)

PY = Z [Sp] x [Up] + Z [Sp] X [Up]. (16)

peCrM\N (1) peCrN-v(f)
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Consequentemente, se w € QF(M) valem as igualdades

PYw)= ) (/Spw)-[UpH > (/gpw)[Up]- (18)

peCrM\N(f) peCr™u(f)

Além disso, existe dois operadores T, TN de grau +1 tal que
doT+ (—=1)Tod=T—-P doTV + (—1)'TN od =1 —P".

As correntes U, e S, do Teorema acima sao definidas no mesmo espirito do

caso com fronteira. Os subgrupos

U =u = P RrI[T,;

peCry(f)

uliv = EB R[U,] EB R[U,)

peCri\V () peCry (f)

sao as imagens dos operadores P, PV, Desta maneira, como anteriormente, podemos con-

siderar as restricoes de P, PV aos codominios por U, U".

Teorema 6 As aplicacies P, PV induzem os isomorfismos com coeficientes reais
P, : H*(M) — H,, () PY . H*(M\N) — H,,_(UN).

Uma consequéncia do Teorema acima é a possibilidade de calcular a homologia
de certas variedades com a condicao de transversalidade fraca. Por exemplo, seja M o

toro em pé e f: M — R a funcao altura, conforme a figura abaixo.
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Note que f nao é Morse-Smale, pois os pontos criticos b, e possuem indices
igual a 1 e existem duas trajetdrias que os ligam. O circulo menor N que contém o ponto
b e o ponto e é uma hipersuperficie de dimensao 1, seu campo gradiente é tangente a N
e contém as linhas de fluxo que ligam esses pontos criticos. Dessa maneira, b ¢ um ponto

critico estavel a N, o ponto e é critico instavel a IV e a corrente [Ub} é por definicao

(0] = W)+ n(v,e) - U]

Assim, obtemos os complexos

Uy = R[U,] Uy = R[Uy] + R[U] Uy = R[U,].
Dessa maneira, identificando R[U,| com (p) escrevemos os complexos abaixo:
0 — (a) = (be) -5 (g) — 0 (19)

As diferenciais desses complexos sdo iguais a zero, veja o Exemplo [I8 Portanto, calcu-

lando a homologia do complexo de correntes (U, d) e usando o Teorema acima temos:

H“<M>:Hk<u*>:{ AP

ReR sek=1

O aparato técnico para desenvolvimento dos resultados desta tese foram forte-
mente influenciado pelas técnicas desenvolvidas por HARVEY and LAWSON JR] (2001)),
LATSCHEV/ (2000) e CIBOTARU  (2016).
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A funcao ser Morse-Smale garante a existéncia de uma resolucao para o grafico
T ={(z,ps()) | 0<s <t} C Mx M.

Grosseiramente falando, por meio de um processo indutivo, podemos obter uma variedade
com cantos compacta da mesma dimensao, isto é, n + 1, que se projeta no fecho de 7.
Esse processo faz T' possuir medida Hausdorff n 4+ 1 dimensional finita.

No célculo lim ]P’:/ *(w), os elementos envolvidos sdo formas diferenciais e o
t—o0

, < :
contexto torna-se bastante natural. Nas correntes P, o/ " nao temos a mesma coisa: elas

sao obtidas pelo push-foward de simplices o : A¥ — M pelo grifico de fluxos e o seu limite
existem por causa da continuidade da intersecao de 7o e I, ou seja, mio A [. Detalhes
sao encontrados na Subsecao [4.3]

A variedade M(p,q) = U, NS, pode ser vista como linhas de fluxos que
ligam p a q. Como a condig¢ao padrao de transversalidade nao acontece no bordo existem
trajetorias ligadas por dois pontos criticos de mesmo indice, isto é, existe p € Cri(f)
e ¢ € Cri(f) com p < q. Nessa situacao M(p, q) estd totalmente contida no bordo e a
transversalidade nao pode ser vista com respeito a inteira variedade. Sua dimensao é dada

pela sentenca

A=A+ 1 peCri(f)eqeCry(f) comp =<gq.

Ap — Aq caso contrario

dim M(p, q) = {

Por fim, observe que para esses pontos criticos de bordo, podemos interpretar
as variedades instaveis de duas formas: relativa a variedade ou ao bordo. Nessa situacao
as variedades instaveis possuem a mesma dimensao o que justifica a corrente ﬁp.

O contexto topoldgico dos resultados do Harvey e Lawson é a dualidade de
Poincaré. E natural esperar que por tras dos nossos resultados ha uma manifestacao da
Dualidade de Lefschetz e isso nos guiou para achar os complexos de formas e posterior-
mente os complexos de cadeias suaves a ser corridas pelo fluxo.

Uma necessidade nas provas que fizemos foi obter dualidades de Lefschetz nas
versoes nao-compactas que de fato faltam na literatura. No contexto deRham, elas tomam
a forma seguinte. Considera os pairings:

B:QF

cpt

(N,ON) x Q" *(N) — R B:QFN,0N) x Q- F(N) — R

cpt

definidos por

B,B *
((w,n),v)ﬁ/w/\w/ nACy.
N ON
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Estes pairings sao nao-degenerados. Isso decorre do fato que o quase-isomorfismo

QkD,cpt (N) — Qk

cpt

(N,0N)
w o (w,0)

transforma o pairing B na dualidade de Poincaré no complemento do bordo e o outro
pairing B’ é uma encarnagao diferente da Dualidade de Poincaré para o caso nao compacto.

Em particular, obtemos os isomorfismos

He(2p(+) = Hyni(EL(-))  H () = H™ M (1)) (20)
enquanto
Hey () = H"MQp())* H*Qp(") = Hyni(Z:())- (21)

Ao longo da tese trabalhamos com diversos espacos de formas e correntes. Em
especial, com as formas Q*(M), Q*(OM), Q*(M,0M), Q5 (M) e Qf (M,0M) e seus

cpt
duais. Podemos Inserir dois novos espagos de formas:

QF (M \ OM) = {w € Q" (M \ 0M) | spt & [|nam =0}
QM \oOM) :={we Q" (M \ OM) | spt @' ¢ compacta em M}
seus espacos duais serao representados por
ED L (M\OM) :={T € 2,(M\ OM) | spt 7" ¢ compacto em M},

EDY (M\OM) :={T € Z.(M\OM) |spt T"' NoM = 0}.
Se M for uma variedade compacta, entao Qp(M\OM) = Q7 (M\OM), Q7 (M\OM) =
Q*(M\OM) e a aplicagao bilinear

QF (M \ OM) x Q= (M \ OM) — R, (w,n)r—>/ WAD

é nao-degenerada. Para o caso nao compacto, ainda permanece verdadeiro esse fenomeno.

Isso acontece, pois as aplicagoes de extensao
Qi (M \ OM) — Q5 (M,0M)

e de restricao
Q*

cpt

(M) = Qp(M\ OM)

s30 quase-isomorfismos, transformando o pairing do tipo Q¥(M\OM) x Q72*(M\OM) no

1 ZM é o fecho de A em M.
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pairing Q% (M) x QZP_tk(M ) e este 1ltimo j& provamos anteriormente que é nao degenerado.

Projetos: Mudando um pouco os objetos, considere o par (M, N) onde M é
uma variedade e N C M uma subespago fechado tal que M\ N é induzido com um atlas
de uma variedade. A variedade N pode ser hostil e cheio de singularidade. No mesmo

espirito que Q¥ / 11 (M\OM) podemos definir dois espacos de formas mais gerais:
Q(M\N) :={weQ(M\N)|spt @ NOM = 0};

QEMA\N) ={we Q(M\N) | spt @' é compacta em M}.

A mesma pergunta pode ser feita para este caso: o pairing
QEM\N) X UHMAN) SR (@) — [ wig
M

¢ nao degenerado? Por exemplo, se N = () e M for compacta caimos na Dualidade de
Poincaré. A mesma coisa acontece quando N = M e temos a Dualidade de Lefschetz.
Um projeto que pode ser desenvolvido é estudar em quais casos o pairing acima é nao-
degenerado.

Muitas fungoes que surgem naturalmente nao sao de Morse. Em particular,
existem fungoes que os conjuntos criticos sao unioes disjuntas e finita de subvariedades
conexas como por exemplo a func¢ao altura no toro deitado: seus conjuntos criticos sao dois
circulos. Fungoes desse tipo sao chamadas de Fungoes Morse-Bott e foram introduzidos
nos meados dos anos 50 devido a |[BOTT| (1954). Outra linha de estudos seria trabalhar
com fungoes Morse-Bott, usando as mesmas ideias que |[LATSCHEV| (2000) para buscar
deformagoes entre espacgos de formas e complexos que calculem a homologia Morse-Bott.
Um complexo de Morse-Witten para fungoes de Morse-Bott foi construido por Banyaga
e Hurtubise e temos a esperanca que possamos resgatar a construgao dele no contexto de

correntes.
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2 CORRENTES E COMPLEXOS EM VARIEDADES SEM BORDO

O objetivo desse capitulo consiste em dar uma demonstracao alternativa ao
resultado principal encontrado em HARVEY and LAWSON JR] (2001) para o caso com
coeficientes reais. Contudo, antes iremos fazer um breve comentarios sobre a Teoria de

Morse para variedades sem fronteira. Maiores informagoes podem ser encontradas em

MILNOR]J (2016]) ou em BANYAGA and HURTUBISE (2013).

2.1 Teoria de Morse para Variedades sem Bordo e Homologia

Em todo o desenvolvimento desta Subsegao, adotaremos M como sendo uma
variedade Riemanniana compacta orientada de dimensao m e f : M — R uma fungao
suave.

O conjunto de todos os pontos de M tal que a diferencial de f em p é nula é

denotada por Cr(f), isto é,

Cr(f) = {p € M | df, = 0}.

Se p € M dizemos que p é ponto critico. Por sua vez, o conjunto Cr(f) é chamado de
conjuntos dos pontos criticos.

Para cada p € M a métrica Riemanniana g, : T,M x T,M — R estabelece
um isomorfismo entre o espago tangente 7,M e seu dual T,M*. Isso permite definir o
operador linear V : C®°(M) — X*°(M) que a cada funcao real f de classe C*° associa o
tnico campo de vetores V f € X*°(M) tal que

9(Vf(p),v) = (Vf(p);v)p = dfp(v)

para todo x € M e todo v € T,,M.
Definigao 1 O campo V f € chamado de campo gradiente de f (com respeito a métrica g.)

Note que
e O gradiente de f ¢é igual a zero no ponto p se, e somente se, p é um ponto critico;
e Se p nao ¢ ponto critico, entao df,(—V f) = —||Vf]]* < 0.

Seja ¢ : M — M o fluxo gerado pelo campo gradiente negativo V = —V f.
Por definigao, para t € R temos

d

%%(%) = =V (p()).
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Nesse caso, o fluxo ¢; decresce ao longo das linhas de fluxos. Com efeito, denotando 7,

como sendo a linha de fluxo do campo gradiente (curva integral) temos que

CHoat) = S(f o)

= forwy © 7 ul)
= df o) (= V f(01()))

= —[l(VH)(@e(@)|I* < 0.

Observagao 1 Poderiamos considerar o fluro do campo gradiente. As mudangas em

suma acontecem nas linhas do fluro de p; que passam a crescer nessa situagao.

Observagao 2 Embora | HARVEY and LAWSON JR (2001) tenham trabalhados com a
convencao do fluzo com o gradiente positivo, iremos adotar o gradiente negativo, pois essa

¢ a condi¢cao mais usada classicamente na teoria de Morse, inclusive por Kronheimer e

Mrowka.

Se p € M é um ponto critico, de f : M — R, entao existe uma forma bilinear
Hess, f : T,M x T,M — R

definida como segue: para quaisquer vetores V, W & T,M escolha extensoes V, W em

um aberto de p e defina

Hess, f(V, W) (W - ))(p)

—wel (22)
=V, (W-f)
A expressao acima independe das extensoes dos vetores V e W. De forma alternativa,

podemos ver a hessiana como uma aplicacao Hess f : T,M — T,,M definida por
Hess f(V) = Vy(Vf), V eT,M, (23)

onde Vf é o gradinete de f. Em coordenadas, a Hessiana ¢ dada pela derivada segunda

da expressao de f na imagem da p.

Definicao 2 Seja p um ponto critico da func¢ao f: M — R.
a) Se a Hessiana Hess f : T,M — T,M for uma forma bilinear nao degenerada dizemos

que p € nao degenerado.
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b) O indice do ponto critico p é dimensdo mdxima do subespa¢o onde a restrigao da

Hessiana é negativa definida e vamos denotar esse indice por Ap.

Observacao 3 O conjunto Cri(f) serd denotado pelo pontos criticos de indice k, isto €,

Cri(f) :==A{p € Cr(f) [ Ap =k}

A aplicagao Hessiana quando é nao degenerada no ponto critico p permite o
split
T,M=T;M&T;M

onde Hess f

Tsm € positiva definida e Hess f |T;; M € positiva definida.

Definicao 3 Uma funcao suave f : M — R diz-se uma funcao de Morse se todos 0s seus

pontos criticos forem nao degenerados.

Os pontos criticos nao degenerados nao se acumulam, isto é, nao sao isolados.
Em particular, supondo que M é compacta seus pontos criticos sao finitos.
O comportamento local de uma funcao em um ponto critico nao-degenerado

é completamente determinado, a menos de difeomorfismos, pelo chamado Lema de Morse.

Lema 1 (Lema de Morse) Seja M uma variedade Riemananiana e f: M — R uma
fungao de Morse. Se p € M é um ponto critico nao-degenerado de f, denotando )\, seu
indice em p, existe uma vizinhanca U de p e uma carta suave ¢ : U — R™, centrada em

0 tal que se ¢(x) = (v1,...,Tm) para x € U, entao
(fod™ ) (@1, . @m) = f(P)+ai+a3+ a0y, — Tt~ Tmrpq2 =~ T (24)
Observacgao 4 Por simplicidade, vamos escrever a fun¢ao da equagao por
1 1
flu,v) = f(p) + luf* = S vl
2 2
onde u = (Ur,..., Un-x,) €V = (Um-ry41,--->Um)-

Seja v, : (a,b) — M dada por 7,(t) = ¢i(z) a linha de fluxo do campo
gradiente. A compacidade de M garante que as linhas de fluxos 7, estao definidas para

todo tempo. Com argumentos sequenciais podemos verificar que

m < f(u(0) = lim (V) @) =0

t—}:l:oo dt

Isso significa que as linhas de fluxos do campo gradiente comegam e terminam em pon-
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tos criticos, isto é, dado © € M temos que os limites 1tligcn v:(t) existem, e sdo pontos
—4oo

criticos de f. Supondo que . lim ~,(t) = pem tlim v:(t) = q vamos escrever ¢ < gou p > q.
——00 —00

Definigao 4 Dado o ponto critico p € Cr(f) podemos associar as variedades estdveis e

istaveis do fluxo definidas por

Sp ={x e X | lim ¢(z) = p}

Up={ze X | lm ¢z)=p}

As variedades estaveis S, e U, sdo subvariedades mergulhadas de M (nao ne-
cessariamente fechadas) com dim U, = dimTyM = ), e dim S, = dimT;M = m — A,,.
Para p € Cr(f) a variedade instavel U, é tangente em p ao subespaco linear Ty M. Além
disso, U, ¢ contrdtil e assim induz uma orientagao em 7TyM. Fixamos uma orientacao
para todas as variedades instaveis U, e induzimos uma orientacao em S, pela convencao
T,S, +T,U, =T, M.

Definicao 5 Uma funcao de Morse f : M — R € dita satisfazer a condig¢ao de trans-
versalidade de Morse-Smale se as variedades instaveis e estdveis sao transversais, isto €,

U, 1 S, para todo p,q € Cr(f). Nesse caso dizemos que a fungao é Morse-Smale.

Argumentos de transversalidades garantem que:
Proposicao 1 Se f : M — R € uma fungio Morse-Smale e p,q € Cr(f) sao pontos
criticos tal que Up NS, # 0, entdo U, NS, é uma subvariedade mergulhada em M com

dimensao igual a Ay — \,.

Em particular, se a intersegao U, N S, # 0, entao U, NS, contém pelo menos
uma linha de fluxo que vai de p até q. Como a linha de fluxo do campo gradiente tem
dimensao igual a 1 segue que A\, > A,. Isto significa que numa funcao de Morse-Smale
nao existe linha de fluxo entre pontos do mesmo indice. Outro fato importante é: se
Ag = A\p — 1, a compacidade de M garante que a intersegao U, N S, ¢ formada por uma

quantidade finita de linhas de fluxos. Veja a Observagao

Exemplo 1 A funcdo altura no toru T? verticalmente sobre o plano z = 0 em R® nao
¢ uma func¢ao Morse-Smale, pois existem duas trajetorias (do campo gradiente negativo)

que parte do ponto ponto critico b para o ponto critico ¢ e seus indices sao iguais a 1.



28

Vamos agora, utilizando o fluxo do campo gradiente negativo associar um
complexo de cadeia (Ck(f), Ok)rez a funcdo Morse-Smale f : M — R o qual é chamado o
complexo de Morse-Witten para f.

Como mencionado anteriormente, dois pontos criticos p,q € Cr(f) tais que
U,NS; #0e ), — )\, =1 a transversalidade garante que U, NS, sdo linhas de fluxos
do campo gradiente negativo. Vamos agora orientar esse espaco: para x € U, NS,

considerando a sequéncia exata
0 — T,(U,NS,) — T,U, = N,S, — 0, (25)

seja {wy,...,wxg_1} C T,U, com a propriedade que suas imagens {m(w;), - ,m(wr_1)}
¢ uma base orientada em N, S, e {v;} é uma base de 7, (U, N S,). Entao, declaramos que

{v1} é uma base orientada de U, N S, se

i(v1), Wiy e W

é uma base orientada de T,,U,. O espaco das trajetdrias nao parametrizadas (U,NS,)/R é
uma variedade compacta de dimensao 0 e consiste de um nimero finito de elementos (que
sao a quantidade das linhas de fluxos que vao de p até ¢). Cada fluxo pode ser associado
ao sinal 1 ou —1 usando a orientagao do fluxo gradiente.

Consideremos o conjunto C,(f) dado por

onde A é R ou Z. Dados p,q € Cr(f) com N\, = k e A\, = k — 1, defina o operador
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O Cr(f) = Cr-1(f)
(@) >, nlapp

q€Cr;_1(f)

onde n(p, q) é a soma algébrica dos sinais das linhas de fluxos.

Observagao 5 Como p e q da forma acima tem indices consecutivos, o valor n(p,q) €

finito. Isso acontece por causa da tqualdade:

M(p,q) = M(p,q) U{p,q}.

Note que M(p,q) U{p,q} C M € fechado e nao existe ponto critico entre p e q. Assim,
M(q,p) U{p,q} C M é compacto. Além disso, as linhas de fluros que liga p a q formam
uma cobertura aberta de M(p,q) que pode ser estendida para uma cobertura aberta de
M(p,q) U {p,q} tomando a unido de linha de fluro com pequenos conjuntos abertos em
torno de p e q. Como toda cobertura aberta num conjunto compacto tem subcobertura finita
o numero de linhas de fluxos que ligam p a q € finito.

Teorema 7 O Complexo de Morse- Witten calcula a homologia da variedade com coefici-

ente inteiros, isto €,

Hp(M, A) = Hi(C.(f), 0y).

Demonstracao: Veja SCHWARZ| (1993) ou BANYAGA and HURTUBISE] (2013)). W

A homologia do complexo de Morse-Witten independe da escolha das ori-
entagoes da variedade estaveis e instaveis. Uma mudanga na escolha das orientagoes afeta

somente o sinal do operador de bordo.

2.2 Pullback de Fluxos Morse-Smale e Correntes em Variedades sem Bordo

Nesta subsecao vamos considerar M uma variedade Riemanniana, orientada
e compacta de dimensao m e f : M — R uma funcao de Morse.

Considerando ¢, : M — M como sendo o fluxo gradiente negativo da funcao
f estamos interessado em estudar quais condigoes o limite abaixo existe:

w = lim ofw.
oo t—>:|:o<>%0t

A escolha de calcular esse limite é feita com um olhar para o caso com fronteira. Por este
motivo exibiremos uma outra demonstracao conforme pode ser vista no Teorema (10
Inicialmente calcularemos o limite quando ¢ — —oo enquanto o outro limite

t — oo sera encontrado no Apéndice.
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Sendo mais preciso, devemos calcular em quais condicoes o operador

P, QMM) — 2. (M)

(26)
w — Yiw

possui limite P := lim P;. Para isso, vamos utilizar Teoria das correntes para dar um
t——o0

significado fraco a esse limite.

(M))*. Desta maneira,

o espago das formas suaves de grau k pode ser visto como um subconjunto do espagos

O espaco das correntes serd considerado Z; (M) = (QF,

das correntes de grau m — k, isto é, temos uma imersao Q*(M) — 2/, (M) que associa
w € QF(M) a corrente [w] € Z/,_, (M) definida por

wl(n) = /M WA, ¥ e QnR(M). (27)

Repare que o operador P; aplicado na forma w é a corrente [pjw] dada por

[%M@Fi@wMAn

O operador da equagao no tempo t = 0 sera denotado por Py :=1 = A.
Ademais, o operador I é um isomorfismo. Com efeito, pelo Teorema de Rham (LEE

(2010)) temos que o pairing

QF(M) x Qmk(M) — R
(w;n) H%t/wAn
M
é nao-degenerado. Assim,
HE(M) = HH(M)* = Hy o 2L(M)), (28)
——
(Q*(M))*

Em relagao aos operadores P e I, existe uma familia de operadores T, : Q¥(M) —

i1 (M) que satisfaz a férmula

dOTt+(—1)*TtOd:]I—IPt. (29)
A expressao explicita do operador T; é

T,: QM) — Z, (M)
w — Tt(CU) . mek+1(M) — R (30)
n — © w A pan
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onde py : [t,0] x M — M é a projegao na segunda coordenada.
Conforme veremos na proxima secao, o operador T; estd intimamente relacio-

nado com a familia de variedades:
T, = {(s,ps(x),2);t <s<0ex€ M} CRx M x M. (31)

Obviamente, T; é compacta com bordo. Suas componentes de bordo estao nos tempos
s=t<0es=0.
Como M ¢ uma variedade orientada, considere a orientacao do bordo de T}

como sendo

T, = {0} x A = {t} x T

(2%

onde I'y,, representa o grafico reverso da aplicagao fluxo.

Defina a corrente
T, = (pr).(Ty). (2)

onde
pr: RxMxM — MxM
t.pa)  —  (p9)
é a projecao. Por definigao, a diferencial d comuta com (pr),, isto é, d(pr).(T;) =
(pr).(9T}). O bordo da equacao é

dT; = (pr).({0} x A = {t} x Ty )

= (pr)«({0} x A) = (pr).({t} x T'y,)
=A-T,,.

A corrente T; poderia ser definida equivalentemente como sendo
T, = &.([t,0] x M), (33)

onde
d: RxM — MxM

(s,2) = (ps(2),7)

Observacao 6 O fluzo do campo gradiente negativo na variedade compacta M € com-

(34)

pleto. Portanto, p; estd definido para todo t € R. Desta maneira, se y = @i (x) parat < 0,

entao vale a 1gualdade

(pe(2), ) = (y, p—1(y))

e sey = _(x) para t > 0, temos

(p—t(),2) = (y, p:(y))-
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2.3 Existéncia e Calculo do Limite

Para que possamos calcular o limite da corrente P; e encontrar sua expressao,
precisaremos construir uma resolugao. Essa construcao é um processo técnico onde ma-
peamos as trajetorias em uma vizinhanca de cada ponto critico. Por esse motivo vamos

supor que localmente a métrica seja flat. Dessa maneira, segue a definicao abaixo.

Definicao 6 O fluro ¢; do campo gradiente negativo € chamado de f—tame se em torno
de cada ponto critico p € Cr(f) existe um sistema de coordenadas (u,v) tal que a métrica

seja flat € o fluzo € da forma pi(u,v) = (e tu, e'v).

Suponha que f: M — R é uma fungao Morse-Smale numa variedade Rieman-
niana, compacta e orientavel de dimensao m. Dado p € Cri(f), a condicao f—tame se
faz essencial para construir uma resolugao das variedades estaveis (ou instéveis) de f no
ponto p do fluxo do campo gradiente negativo. Essa Resolugao é uma variedade compacta
e com cantos de dimensao m — k (ou k) que se projeta no fecho das variedades estdveis
(ou instéveis) e que possui medida Hausdorff m — &k (ou k) dimensional finita. Como

consequencia dessa resolucao obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 8 Se f ¢ Morse-Smale com campo gradiente tangente ao bordo e fluxo f—tame,
pode-se verificar que:

1.U,=JU;, S,=|]Ss

a=p p=q
2. U, e S, tem volume finito.

Demonstracao: Detalhes no Apéndice de CIBOTARU (2016|) H

Teorema 9 O grdfico reverso do fluxo

T pi(x),2) | © ¢ Cr(f), —oo <t <0}

= {(
={(y.v-¥)) | y ¢ Cr(f), —o0 <t <0}
={(p—t(2),2) | = ¢ Cr(f),0 <t < oo}
={(w, (W) [y ¢ Cr(f), 0 <t < o0}

satisfaz as sequintes propriedades:

a) T tem medida H" ' —finita;

b) T\T C A Upecs(p) (Sp x Up) ;

c) A corrente representada por T é de massa finita com a orientagdo dada pela con-

vencao do fluxo gradiente negativo.

Demonstracao: O item a) decorre do Teorema 3.25 em (CIBOTARU] (2016) e da Secao
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14 em HARVEY and LAWSON JR| (2001), o item b) é consequéncia da descri¢ao explicita
da compactificagdo do espagos moduli trajetérias e o item c¢) é consequéncia imediata do
item a). W

O préximo Teorema € o resultado principal dessa se¢ao, mas antes precisamos

inserir a notacao:
ﬁp:UUq:{x€M|x4p}.

q=p

Observacao 7 Note que fjp ¢ formado pelas trajetorias (simples ou quebradas) que se
ligam a p. Nesse situacao em especial, caso sem fronteira, temos que ﬁp = Up. De forma

andloga, podemos considerar

§p:USq:{x€M]p<x}

p=q

e portanto, vale a igualdade §p = S_p.

Para o préximo resultado e seus corolarios vamos desconsiderar as orientagoes,

pois iremos dedicar um capitulo em especial para o mesmo.

Teorema 10 Seja f: M — R uma funcao de Morse-Smale em uma variedade Rieman-
niana, compacta com dimensao igual a m com fluxo do gradiente negativo satisfazendo a

condicao f—tame. Entao exriste uma equagao de correntes integrais
dT =P - A (35)

em M x M, onde T é uma subvariedade mergulhada em M x M com medida Hausdorf

(m + 1)—dimensional finita, A C M x M € a diagonal e

P= ) [S]x[U,l. (36)

peCr(f)

Demonstragao: Considere a subvariedade mergulhada

T ={(¢if2),2) |« & Cr(f), —o0 <t <0}

em M x M. A Observagao [0 permite identificar 7' como

T ={(z,¢:(2)) | = ¢ Cx(f), 0 <t < o0}

A demonstragao dada por HARVEY and LAWSON JR/ (2001)) tem como parte
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principal encontrar a equagdo dT = P — A numa vizinhanca de (p,p) com p € Cr(f).
Para o caso com fronteira infelizmente essa técnica nao ¢é suficiente. Vamos dar uma nova
demonstracao que serd o alicerce para o caso com fronteira.

Se p é um ponto critico de f com indice m, entao a medida Hausdorff de
dimensional m de ﬁp é finita, ou seja, H™ <(7p> < o0. Caso p nao seja ponto de maximo a
medida Hausdorff m dimensional é nula, isto é, Hm(ﬁp) = (. Como o conjunto dos pontos

criticos de f ¢ finito, o subconjunto

p nao é ponto maximo

Y= U {p} x U,

peCr(f)

de M x M ¢é fechado e possui medida Hausdorff m dimensional igual a zero.
Vamos dividir os pontos de ¥¢ em 3 tipos:
L. {(p,q) | p é ponto critico ndo maximal, ¢ ¢ ﬁp};
II. {(p,q) | p é ponto regular, ¢ € M };
III. {(p,q) | p é ponto critico méximal, ¢ € M}.
Por sua vez, esses pontos dao origem a uma cobertura de 3¢ como segue:

a) vizinhangas D C X° com (p,q) € D onde p é um ponto critico ndo maximal, ¢ ¢ [7},
e DNspt T = (). Essas vizinhancas existem pelo seguinte motivo: o suporte de
correntes, por definigao, é fechado e se (p,q) € spt T entao (p,q) € §p, X (~]p/ onde
p € Cr(f). Isso implicaria que g € (7}, o que nao pode acontecer;

b) abertos B x M, onde B ¢é uma vizinhanga que contém apenas pontos regulares tal
que f(B) C (c1,c2) onde ¢; e ¢y sdo valor criticos consecutivos;

c) abertos B x M onde B é um aberto de ponto de méximo contido na vizinhanca
tame.

[remos mostrar que T' fornece a equacao de correntes

IT=A- Y (8] % U] (37)
pECT(f)

em cada aberto do tipo a), b), ¢). Como ¥ C M x M é um conjunto fechado e possui
medida Hausdorff m dimensional igual a zero e as correntes sao flat, o Teorema de suporte
do Federer (Teorema aplicado a corrente

dT — A+ ) [S,] x [U,),
peCr(f)

cujo suporte esta contido em 3, implica que

dT = A - Z [Sp] % [Up]
peCr(f)
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em M x M.
Note que para os abertos do tipo a) temos que DNspt P = () e DNspt A = ).

Por outro lado, a igualdade

vale trivialmente. Isso mostra que as equagoes [35] e [36] valem no aberto D.

Para demonstrar a identidade

P = Z [Sp] x [Up]

peCr(f)

para abertos de tipo b) e ¢) a ideia e olhar com atencao os detalhes da construgao do
Cibotaru no que diz respeito a resolucao da variedade 7.

Vamos repetir em breve os principais passos dessa construcao. A ideia principal
é a construgao de uma variedade com cantos W de dimensdo m + 1 munida com uma
"projecao”’o : W= BxM que é propria e tal que

1) a imagem de sigma contém o fecho do T
2) ¢ é um difeomorfismo de uma parte aberta densa de 1% para uma parte aberta densa
de T.

Segue dessas propriedades que T'|gxpr = U*W. Podemos assim calcular dT'|gx s
utilizando o fato bem conhecido que d comuta com push-forward. Por isso que e impor-
tante identificar a fronteira de codimensdo 1 de W.

A construcao de W é feita por indugao comegando com a diagonal em B x M.
Temos duas situagoes a analisar correspondendo as abertos de tipo b) ou ¢). No caso dos
abertos de tipo b) a diagonal nao toca nos prontos criticos e basicamente a construgao
do Cibotaru pode ser repetida aqui. No caso de abertos de tipo ¢) precisamos de uma
alteracao para realizar o primeiro passo da construcao de W, ja que esse tipo de situagao
comporta um outro tipo de anélise em Cibotaru. Nas duas situacoes esclarecemos quem
é a fronteira de codimensdo 1 do W.

Para a conveniéncia do leitor repetimos agora os passos dessa construcao. O

seguinte Teorema contém informagoes mais detalhada sobre W.

Teorema 11 Seja B um aberto do tipo b). Entdo
Tp ={(z,p(2)) | € B,0 <t < o0}

admite uma resolucao @ : IXW — B x M tal que
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a) I € um intervalo compacto;

b) W e IxW sao variedades com cantos;
c) m € uma aplicagdo propria;

d) Im7 = Thp;

e) Tintrxw) € um difeomorfismo sobre um conjunto aberto e denso.

Nao pretendemos dar uma demonstragao completa desse resultado, ja que
ele é o caso particular do Apéndice em [CIBOTARU| (2016), mas é importante entender
a estrutura da demonstracao, pois nela envolve um processo indutivo laborioso. Para
entendermos melhor como funciona a identificacao da fronteira de codimensao 1 em I xW
vamos olhar para os detalhes do passo de indug@o. Isso permitiria finalizar o Passo 2)
da demonstracao.

A construcao da aplicagao 7 acontece por meio de um processo iterativo onde
a transversalidade ¢ importante.

Para abertos do tipo b), vamos discutir o primeiro passo da resolucao.

Defina a funcao

fi MxM — R
(z,y) +— f(y)

onde f é a funcao de Morse original.
O fluxo gradiente de f tem como variedades criticas as variedades M x {p}
onde p € Cr(f), a variedade estdvel é M x S, e a variedade instével é M x U,,.

Nosso interesse é fazer correr
A(ByC BxBCBxM

via o fluxo gradiente da f para obter Tg5. Como os difeomorfismos do fluxo deixam a

primeira variavel fixa, segue que existe
c:B—BxM

suave tal que
e 0(B) C f~!(d) para um d regular;
o o(b) = (b, py)(b)) para algum t(b) > 0.
A maneira de obter o(b) é deixar correr (b,b) no sentido do fluxo até intersectar f~'(d).
Nada interessante acontece até encontrar o primeiro nivel critico. Utilizando
novamente os difeomorfismos do fluxo e diminuindo eventualmente B podemos supor que
a imagem de o esta contido em B x B; onde B; é uma vizinhanca tame de um ponto

critico p tal que f(p) = ¢ e d > ¢ (lembramos que utilizamos o fluxo do campo gradiente
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negativo).
Seja d = ¢+ 6 com 0 pequeno e @(z) = (x,¢(x)) o fluxo do gradiente
negativo da funcao f . Na primeira fase da resolucao é produzida uma variedade com

cantos [c¢ — d, ¢+ 6] x Wy de dimensdao m + 1 que se projeta sobre o fecho de

$([0,00) x o(B)) N f~H([e = 8,¢ +4])

onde § ¢é escolhido de forma que existe apenas um nivel critico no intervalo ¢ — d, ¢ + 9.

A 7projecao”
(3'1 : [C—(S,C+5]>~<W1—>BXBl

dessa resolugao tem a propriedade que o, 5 é 0 blow-up orientado de (6*) ™' (B x S,) dentro
de B. O fato que o intersecta B x S, transversalmente é consequéncia da propriedade
Smale do fluxo.

Mais ainda, &} s tem a propriedade de ser transversal a todos B x S, para ¢

critico com

flq) < f(p).

Agora, o fluxo do campo gradiente negativo pode ser usado para estender '
a uma aplicagao [c; + 6, ¢+ 6] xW — B x M onde ¢; é o préximo nivel critico na diregio
no fluxo (evidentemente ¢; < c).

A transversalidade é preservado pelos difeomorfismos do fluxo e desde que
6;1 s M B xS,
o processo anterior pode ser repetido, isto é, existe uma aplicacao
6% [cy — O1,e0 + 0] xWo — Bx M
que se projeta no fecho de
3([0,00] x G4 45 (W1)) N f1([er — 61,1 + 0])

onde W5 ¢é o blow-up de (6. ;)" (B x S;) dentro de W.

O intervalo que aparece em no dominio da aplicacao m do Teorema é da
forma I = [min f,d], e IXW ¢é uma variedade com cantos obtido por uma sucessiao de
Blow-ups.

De fato, na notacao introduzida mais cedo W = W; onde W é o ultimo
Blow-up necessario. Como o nimero de pontos criticos é finito, esse processo acaba.

Olhemos agora com detalhes para o passo indutivo da construcao da resolucao.
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Como todos os passos, de fato, repetem as mesmas ideias, é instrutivo olhar para a
construcao de Wi.
Vamos supor que o nivel critico é 0. Lembramos que o : B — f “Y6)NB x By.
O modelo bi-dimensional de um fluxo tame serve de inspiracao para as aplicacoes

posteriores. Cada elemento do conjunto

H_s55:= {(r,s)€eR*|r >0, s>0,rs=1, =0 < =(r* — 5%) <6}

N | —

pode ser associado de forma bijetiva com o valor t = $(r? — s?) € [=0,6]. O espaco H_s4
pode ser visto como um pedaco de uma hipérbole em R? situada no primeiro quadrante
entre os niveis de energia —9 e . Como adotamos o fluxo do campo gradiente negativo
iremos considerar a orientagdo do intervalo [—d, ] como sendo a negativa, isto é, vamos
considerar o inicio do intervalo ¢ percorrendo os valores reais até chegar em —d.

Seja a aplicagao

77/1 : H_(g,g X [0,8} — R?

ta) (¢m+t,¢m_t).

A imagem (Im vg)4e(0,¢], quando varia o valor ¢, nos dar uma familia de curvas que pode ser
interpretada como a deformagao continua da hipérbole zy = ¢ para a trajetéria quebrada

xy = 0, ou seja, projetamos as hipérboles sobre a uniao dos eixos
{r=0,0<s<vV2i}U{s=0, 0<r<V25}.

Observe que, denotando (z,y) := ¥(t, q) temos

1 |
w=q e t=g@—y’) =507 =)

A aplicagao 1 nao é diferenciavel em (0,0). Podemos resolver o problema da
diferenciabilidade neste ponto mudando a estrutura suave do produto H_ss x [0, €] intro-
duzindo cantos o que torna a aplicagao ¢ suave. Com efeito, como 1 é um homeomorfismo

sobre sua imagem com inversa

v (@) = (%(9[32 — %), xy)

a estrutura de cantos é dado pelo atlas maximal induzido pela a (inica) carta . Deno-
taremos essa estrutura suave por H_s5 X, [0, €].
O que fizemos com uma unica trajetéria quebrada, desejamos fazer com uma

familia dessas trajetérias quebradas. Vamos escolher coordenadas tame. Nessas coorde-
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nadas

f(baxla"'vxlaylw"ayﬁ) :f(ny) =

-~ -~

T Y

N —

l r
(z . zyf) ,
i=1 j=1

onde [ +7r = m. O fluxo de —Vféaaplica(;éo O :Rx BxR"™ — B xR™ dada por

P(t,b,x,y) = (b,e "z, e'y).
Seja

BXV:BX{(mla"'axlayla"wyr)ERm; —5§f(flf,y)§5,’l“|y‘§€}
—— ——

z Y

uma vizinhanga da variedade critica B x {z =y =0} C B x R™ e seja
Vo =A{(z,9) | |2 - |y =0} nV

como sendo a uniao das variedades estaveis e instaveis.
Se V = H 55 x S"™1 x [0,€) x S"~! considere x’ como sendo a operagao

Bx'V:=H s55x BxS"™x[0,¢) x S, A aplicagao

VA Bx'V — B xR x R"

(t,b,v,q,w) +—> <b7v\/\/t2 +¢° +t,w\/\/t2 +¢% — t)

satisfaz as propriedades:
i) Im V=B xV;
) Im (¥),_,) = B x Vg;
iii) W , ¢ um difeomorfismo sobre (B x' V) \ (B x Vp);
)

iv) Para b,v e w fixados, a aplicacdo W(-,b,r,-,s) leva esses pontos para uma certa

1

hipérbole indexada por ¢ que estd no nivel de energia t.

As propriedades acima torna ¥ em uma espécie de blow-up de B x V' ao longo
de B x Vy. A restricao | _, pode ser considerada como uma projegao de |z| - |y| = 1
(situada entre os niveis —d e §) sobre os eixos |z| - |y| = 0.

O fluxo ¢(t,b,z,y) = (b,e 'z, ely) tem a seguinte relacao (para b fixo) com
a curva t — W(t,q,b,v,w) : ela é uma reparametrizacao da trajetéria conservando os
valores de energia. Se ¢ # 0 esta trajetdria é simples e se ¢ = 0 ela é a uniao das variedades
instaveis e estaveis.

Escrevendo ‘N/t cVv para fixar a primeira coordenada igual a t, em H_; 5, temos
que

W(B ') f).
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O conjunto B x By, onde
Bs = {(x,0); |z|*> =26} c R x {0}
é a intersecio da variedade estével B x S, com o nivel f~1(4).

Observagao 8 Seja Vs :=V N f—l((;)_
1. ‘Ij|t:53 B x'Vs — B x Vs ¢ um blow-up de B X Bs dentro de B X V5 C f—l(d).
2. Y B x Bs) ={(6,0)} x B xSt xSt ¢ o fibrado esferico normal a B x Bj.

Agora que descrevemos o modelo local em torno da variedade critica, vamos
discutir o primeiro passo da resolucao.

Voltamos para o : B — B x B; ~ B x R™. Note que pela transversalidade
ot B xS, apréimagem (B x S,) = A™YB x S,) = S, N B é uma subvariedade de
B com codimensio igual a codimensio de B x S,. De fato, (B x S,) N f~'(8) é fechada
e entdo 0 (B x S,) é fechado em B. Considere a aplicagao Bl : Blg np B — B onde
Bls,ns B € o blow-up de S, N B dentro de B.

Observagao 9 Por defini¢ao
Blg,ns B = B\(S,NB)U[0,1) x S(v(S, N B))/ ~*P

onde S(v(S, N B)) € o fibrado esférico normal e exp € a exponencial definida em [0,1) x
S(v(S, N B)) sobre B. Observe que a exponencial satisfaz as propriedades abaizo

(i) exp |o,1)xsw(s,nB)) € difeomorfismo sobre U\(S, N B), onde U ¢ uma vizinhanga

tubular de S, N B;

(11) exp(0,-) : S(v(S, N B)) = S, N B.
FEssa relagao de equivaléncia ~%P funciona da sequinte forma: p ~*P (t,q,v) se, e so-
mente se, exp(t,q,v) = p. Dessa maneira o Blow-up é construido colocando junto a in-
clusio B\(S, N B) < B com a exponencial exp .

Efdcil verificar que a projecao Bl € propria.

Definamos o conjunto
E, := BI"'(S, N B) := S(v(S,N B))

que chamaremos divisor de excecao.
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Ei

3 S B
ﬁ\.
| B

Existe um levantamento o5 : W, — B x’ ‘75 de o tal que o diagrama abaixo

W

comuta

Gs

W, = Blg,np B B x'Vj (38)

Bl L\Pa

B B x Vs c f1(9)

(e

Esse levantamento funciona da seguinte forma: em W;\E; é definido pela igualdade &5 =
(\115_7; ;éo) oo o Bl e ao longo do divisor de excegao E; ela é a composicao do isomorfismo
do : v(S, N B) — o*v(B x S,) restrito a S(v(S, N B)) com a projegao radial v(B x
Sp)\{0} = S(v(B x S,)) para obter uma aplicagao de S(v(S, N B)) para S(v(B x S)).
Da forma que se é construida, &5 aplica o divisor de excecao E; (que é o novo bordo) para
o divisor de excecio B x V5N {q = 0}.

O diagrama acima permite estender a aplicagao 65 definindo 6 : [—d, ] x W, —
B x' V como sendo 6(t, @) = (t,65(@)). Note que & nao é suave no ponto (0,%) onde
w € BI™Y(S, N B), mas podemos refinar uma estrutura em [—d,d] x W, introduzindo

cantos no ponto onde a func¢ao nao é diferenciavel. A aplicagdo que no interessa é
6l :=Vo5:[-58xW, — Bx f(-6,96)),
pois é o passo inicial da construcdo e encerramos o Passo 1) para abertos do tipo b).

Vamos agora encontrar a fronteira de codimensao 1 que aparecem no primeiro
passo da construgao, isto é, analisemos a restrigao 6| a((=5,6)xwy)- Note que vamos consi-

derar o intervalo (—d,9) ao invés de [—0, d], pois a fronteira de
O((—0,0) x Wy) = (—0,0) x OWy = (—0,9) x Ey

o que facilita na hora de usar o Teorema de Stokes.

A construcao garante que para w € W, a aplicacao o'

, apeia a curva
ag(t) == (t, W) numa trajetéria quebrada do campo gradiente negativo de f. Dessa forma,

se w ¢ E; entdo a trajetéria é simples (determinada por o(Bl(w))) e caso w € E; entao a
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trajetéria é quebrada.

Agora veremos o que acontece com a restrigao

~1
G |(=6,8)xEs -

Dado @ € E; entdo 6(t, @) € B x' VN {q=0} o que implica em (¢, @) = ¥ o 5(t, W) =
U(t,a5(w)) € B x Vp. Primeiramente, observe que E; pode ser interpretado como o bordo
de W; e para @ € E, temos que ¥ o & aplica a curva ag(t) = (t,w) para uma unica
trajetéria quebrada do campo gradiente negativo de f.

E mais, supondo sem perda de generalidade que todos os elementos de B se
liga pelo fluxo ao ponto critico p, a imagem da restri¢ao de W oG ao conjunto (—d,0] x E;
é

Uog((—6,0] x Er) = (S, N B) x (U, N f((—6,0])).

Na verdade a restricio ¥ o 5 : (—§,0) x E; — f7(—4,0) é um difeomorfismo entre
(S,NB)x (Up,Nnf~1((—46,0))). Vamos analisar Wod | 5xx, : [0,0]xE; — (S,NB)x(S,Np).
Para isso, é necessario entender como funciona os pontos no bordo de Wl. Supondo sem
perda de generalidade que B é uma vizinhanca contida na aberto tame do ponto critico,
o ponto (¢, (m,v)) € Ey onde t € [0,6] e ||v]] =1 é mapeado, via a restri¢do W o & 5)xE, ,

em (m, Qymy(m)) € Sp X Sp.

Afirmacao 1 Supondo que p nio € ponto de minimo, a corrente gerada por W o G| ) xE,
tem medida Hausdorff m dimensional nula.

Esse afirmacao deve ser dividida em duas etapas: Se p nao é ponto de minimo,
analisemos quando dim S, < m — 1 e dim S, = m — 1. Dado a € Q2 (B x f~1((—9,9)))
temos que

a) Se dim S, < m — 1 a dimensao da imagem da aplicacdo ¥ o & ¢ igual a dim S, + 1,
isto é, dimIm W o &|j 5)xg, = dim S, + 1. Assim, a corrente de grau m associado a

WU o 7|5 xE, ¢ a corrente nula, pois dada qualquer forma de grau m temos

/ Fa=0
[0,5)><]E1

b) Suponha agora que dim S, = m—1. Nesse caso, o fibrado esférico normal é composto
por duas componentes: {1} x (S, N B). A construgao do Blow-up garante que a

orientacao dessas duas componentes sao opostas. Dessa maneira,

/ &1*042/ 61*a—l—/ Y a=0
[0,6) xEq [0,6)x {1} % (SpNB) [0,6)x{—1}x (SpNB)
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O processo iterativo garante que a existéncia da aplica¢ao 7 : [min f, 6] x Wy, —
B x f~!([min f, §]) onde Wy, ¢ o resultados de vdrios blow-ups e satisfaz as condigoes do
Teorema . Em particular, Im min 0] xEg, (S, N B) x (U,N f~*([min f,0))) onde Ey,
¢ o blow-up excepcional de Wy, . Note que o divisor excepcional E; de cada Blow-up W;

inseri uma nova fronteira de codimensao 1.

E, L,
\ A
w., B,

Portanto, se B for um aberto regular e p € Crg(f) tal que p < = € B,
isto é, existe uma trajetoria que se inicia em B e termina em p, entao para toda forma

a € QF (B x M) com suporte contido em B x f~!([min f, §]) temos
d[Tp] (o) = [Tp](der) = [m((min f,6) xint(Wi, ))}(d(a))
= [(min f, §) xint (W, ) (7" de)
= [[min £, 6] x Wy, (dr*a)
— {6} x Wy, ] (7" @) — [[min f, 6] x OWy, | (7*a)

Suponha sem perda de generalidade que se x € B entao p < x, ou seja, todos os valores

regulares de B ”correm” para p.

d[Tp] (@) = [{}xWy,](m"a) — [[min f, 0] x Wy, | (")
= {0} x Wi, (7" ) — [[min £, 0) xEq] (7" )

= A(B) = [(S, N B) x (Up N f~!([min £, 0]))](a).

Observacao 10 Quando dim S, = m, isto €, quando p é um ponto de minimo ndao
fazemos nenhum Blow-up de vizinhanc¢a reqular. Sendo assim, considere a aplicacao

p:]0,00) x B = B x M dada por p(t,m) = (m,e 'm). Note que a imagem de p €
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T\gxum- A aplicacio p' : [0,1] X B — B x R" dada por p*(s,m) = (m,sm) onde s = e™*

satisfaz

a) p*(0,m) = (m,0) € (S, N B) x {p};
b) p'(1,m) = (m,m) € (AN B);
¢) Im p' = Imp.

Portanto,

d[Tp] (o) = [Tp](de)

:/ pl*da:/ P

0,1]xB 8([0,1]x B)

:/ pl*a_/ a
{1}xB {0}xB

= (A(B) = 5 x {p}) a.

Para abertos do tipo c), o fluxo do campo gradiente negativo da fungao f é

@i(x) = e'z e o grafico de T pode ser parametrizado pela aplicagao

0 : RZQXRm — R™ x R™
(t,x) —  (x,e'r)

Denotando P = {(s,t) | s € [0,t]} C R x (R\{0}) a aplicagao

gt PxS™! — R™xR™

39
(s,t,v) —  (sv,tv) (39)

¢ o primeiro passo para a resolucao, pois satisfaz as seguintes propriedades
a) sua imagem é o fecho da imagem de 6, isto é, Im#' = Im 6;
b) para s # 0 é um difeomorfismo sobre sua imagem, isto é, um cone triangular sem a
origem,;
¢) fixando t em (s,¢,v) a imagem de 0 aterriza em um conjunto de nivel (a saber —3t?);

d) 04(0,t,v) € {0} x R" e 0'(t,t,v) € ANIm8.
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Como a fronteira de P x Ss™ sao as componentes s = 0 e s =t temos que

d[Tp] (@) = [Tp](de)

:/ 01*da:/ 01" o

PxSm A(PxS™)

:/ 6’1*@—/ oY o
{s=t} {s=0}

= (A= {pt xUp) (@)

Préximo passo seria continuar o processo para um nivel regular numa vizi-
nhanca do proximo ponto critico e repetir os argumentos acima. No final conseguimos
uma aplicacdo no mesmo espirito do Teorema [I1] O resto sai de forma idéntica ao que

foi feito nos abertos do tipo b).

Portanto, em qualquer caso, no aberto >¢ temos a corrente

Assim,
P= > [S]x[U,] em ¥
peCT(f)

Logo,

spt P — D[S x [U,] p CX.
pECr(f)

Pelo Teorema de suporte do Federer segue o desejado. W

Observagao 11 Todo o trabalho de separar M x M em conjuntos do tipo ¥, a), b) e
c) se deve ao fato de ndo ter resolugao local explicita do fluro da diagonal ao redor de
pontos criticos nao maximais. De fato, a existéncia de uma tal resolugao mesmo quando
ela for somente Lipschitz teria pelo menos dois efeitos imediatos: Volume de T finito e

simplificaria muito encontrar a expressao da corrente P.

2.4 Homotopia entre Complexo de Rham e Complexo de Morse com Coeficientes

Reais em Variedades sem Bordo

Uma vez garantido a existéncia do limite e encontrada uma expressao para

ele, vamos construir uma homotopia que vai relacionar a expressao do limite e o complexo
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de Morse. Antes devemos estabelecer uma relacao entre os operador P; e a corrente
P.(w) := [pw]. Utilizando o Kernel de Schwartz, podemos associar de forma biunivoca

operadores a correntes e vice-versa. Isso permite calcular o limite num ”sentido fraco ”.

Teorema 12 (Kernel Schwartz) Sejam M e N wariedades suaves com ou sem bordo.
Eziste uma correspondéncia biinivoca entre K : QF(M) — Z/(N) e K € Z;,,(M x N)
dada pela formula

K(w)(n) = K(mjw Amyn). (40)

onde m, e my sao projecoes de M X N em M e N respectivamente.

Exemplo 2 Pelo o que foi visto acima, o operador Py se associa, via equagao (@), ao

kernel P, = [I'y,]. De fato, como [I'y,] € imagem da aplicagdo |34 temos

Py(miw Amsn) = L] (miw A msn)

/{} y (P*miw A D min)
t}X

Computacoes semelhantes mostram que o operador T, estd associado a cor-
rente Ty = ®([t, 0] x M).

Exemplo 3 Sejap € Cri(f) um ponto critico de indice k da fungdo de Morse f : M — R

definida como na se¢ao anterior. A corrente P = [Sy] x [U,] € 2! (M x M) estd associada

P(w) = (/w) (U]

para todo forma w € prt(M). Com efeito, considerando n € Qgt_k(]\/[) temos que

[ monmin (L2)-(f0)

Veremos agora o Kernel que serd responsavel pela a homotopia do complexo
de Rham e Morse.

ao operador

Proposicao 2 Suponha que o operador K : Q¥(M) — Dl,_, 1(N) tem Kernel K €
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D,,_.1(M x N) entdo o operador

doK+ (-1)'Kod

tem Kernel dK.

Demonstragao: Sai da igualdade

dK (miw Amn) = K(d(miw Amsn))
= K(7}(dw) A mw) + (—1)“K (] (w) A m3dn)

= K(dw)(n) + (=1)"d(K(w))(n). W

A relagao operadores/kernels podem ser organizados na tabela abaixo:

Operadores kernels
Py P,
(41)
K K
doK+ (=1)'Kod | dK

Resumindo os fatos escritos acima, o operador IP; satisfaz a férmula de homo-
topia
dOTt‘f—(—l)*Ttod:]I—Pt

que pode ser associada, via kernel de Schwarz, a corrente
th = A - Pt.

Com a condigao de volume finito é possivel calcular o limite quando t — —o0. Isto significa
que existem correntes
T:=lm T, e P:= lim Py
t——00

t——o0
satisfazendo
dT = A — P.
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Consequentemente a equacao de homotopia possui o limite:
doT+ (—=1)'Tod=1-P.

O Exemplo |3 garante que a corrente

se associa ao operador
Pw) = ( / w) A
per(f) \"%

para toda forma w € QF(M) onde 0 < k < m.

Como consequéncia temos:
Teorema 13 Seja f : M — R uma funcao de Morse com fluro gradiente negativo ¢,
Morse-Smale com condi¢io f—tame. Entdo para toda forma diferencial w € QF(M), 0 <

k < m, vale
Plw) = lim ¢jw = Z rp(w)[Upl,

t——o0
peCr(f)

onde o nimero ry(w) € chamado de residuo de w em p que € definido por

0  selw|#m—A
rp(w) = /w se lw|=m—\,
Up

Além disso, o operador T € definido por

tal que
doT+ (-1)"Tod=1-"P. (42)

Observacao 12 (Propriedades da P) A aplicagio P satisfaz as propriedades abaizo:
1. A diferencial d comuta com P. Isso pode ser verificado pela equagio [45;
2. A imagem de P: QF(M) — 2!, (M) ¢

mP= P R[] =U.
peCT(f)

De fato, para cada p € Cr(f) basta construir uma forma suave w € QF(M) tal que
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spt w C S, N O, onde O, €é uma vizinhanca de p, e

/wzl;
Sp

3. O item 1. e 2. implicam U, € invariante pela diferencial.

2.5 Isomorfismo com Coeficientes Reais da Homologia do Com-
plexo de Correntes com o Complexo de Morse - Caso sem
Bordo

Esta subsecao é reservada para verificar o isomorfismo
HYo (M) =~ Hy (U, R) =~ HM¢(M,R). (43)

O primeiro isomorfismo da equacao [43] sai do Teorema abaixo.

Teorema 14 A aplicacao

P:QYM) = Uy
definida por P induz o isomorfismo

P, : H*(M) — H,,_(U.).
Demonstracao: Da formula

doT+ (-=1)"Tod=1-P

segue que
I, =P, : H* (M) = H,_1(Z.(M)).
Pela equagao (28)) temos que I, é um isomorfismo e assim P, também é um
isomorfismo.

Além disso,

i (M)

o diagrama acima comuta, ou seja, P = i o P e portanto P, = 7, o P,, o que implica que

P, ¢ injetiva, pois

P[] = P.Jws] = ¢ (ﬁn* [w1]> — (ﬁﬁ* [WQ]) = P.Jwi] = P.[ws)]
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= L [wi] = Ljws] = [wi] = [wa].

Vamos mostrar agora que Pé sobrejetora, isto ¢, dado U € U,,,_ com dU = 0,
existe v € Q™ *(M) com dw = 0, tal que P(w) = U.

Dado p e ¢ dois pontos criticos de indice m — k temos que

i) U,NaS, = 0;
i) U,NS,=0sep+#q;
iii) Up A §p = {p}
Escrevendo

pecrmfk(f)
existe uma vizinhanca N que contém o suporte da corrente U, isto é, N D spt U e satisfaz

a condicao
NN 8Sq =0V qc Cl"m_k(f).

Pelo Teorema de Rham, existe uma forma suave w € QF (N) comdw = 0ey € £, _, 1 (N)
tal que

w—U =dy.

Para cada ¢ € Cry,—x(f) temos que S, N N ¢ uma subvariedade fechada de dimensao k.

Seja uma familia de formas de Thom {7{} suaves e fechadas em N tal que

—0
7o = Sy em &, (N).
Denotando o colchete (-,-) como sendo a intersegdo das correntes flat temos
que

(w—=U,8,) =lm (w—-U,7;) = li_r)r(l)dy (77) =lim~ (dr;) = 0.

e—0 e—0

Agora iremos calcular os residuos do operador IP:

Sqrw

(U, 5,)

= Z npUp, S

peCr(f)

:’]’Lp
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Dad,

O préximo resultado servird para identificar o subcomplexo (U, d) de (Z,(M), d)

com o complexo que calcula a Homologia de Morse, ou seja, vamos mostrar que
HyU,,d) ~ HM"¢(M,R).

Isso se dar pelo fato que a variedade nao compacta U, tem resolugoes, isto ¢, existe uma
variedade compacta com cantos [71, e uma aplicacao R : (72, — M tal que a imagem de R

éImR = ﬁp = Fp e Rlipt 7, ¢ um difeomorfismo sobre algum subconjunto aberto e denso.

Teorema 15 (Latschev) Seja M uma variedade Riemanniana, compacta e f: M — R
uma fungao de Morse-Smale com fluzo do campo gradiente negativo f—tame. Se p €

Cr(f), entdo existe uma variedade compacta com cantos U, e uma aplicag@o suave
R:U,—-M

tal que
i) R : int (/jp — U, € um difeomorfismo sobre algum subconjunto aberto e denso da
magem,
i) Tm R="U, =0,
Demonstracao: Vamos descrever de forma sucinta o processo usado por Lastchev. Esse
método consiste em fazer Blow-up das esferas estaveis dos pontos criticos para fazer o
fluxo fluir sem paradas. Primeiramente organize os pontos criticos de ordem decrescente

a partir do niveis de energia, isto é, pg, p1, po, ... com

f(po) > f(p1) > f(p2) > ---.

Isso é possivel, veja MILNOR]/ (2016]). Suponha, sem perda de generalidade, que o ponto
critico pg esteja no nivel zero.
Supondo que dy < 0 é um valor regular suficientemente préximo de f(py) =

co = 0, existe uma aplicagao sobrejetiva [dg, 0] x W1 — f~1([do, 0]) N U, onde

Wy :=U> =U,N f~(g)
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e que preserva nivel de energia. A variedade [y, 0] x W; é o primeiro passo da resolugao
de U,.
Denotando S,, N W, := @) considere WI como sendo o blow-up de () dentro

de Wi. O segundo passo da construcao é a aplicacao
R2 : [Cl + 51,50] X Wl — f_l([Cl + 51,50])

onde ¢; = f(p1) < 0e d; < 0 tal que ¢; + d; é um valor regular maior que ¢, = f(p2).
Fixando &y temos a igualdade Ry(dy) =i o Bl onde i : Wy < f71(d) é a inclusao. Além
disso, Ry leva trajetérias t — (¢, w) para trajetorias do campo gradiente negativo (preser-
vando nivel de energia) da seguinte maneira: se w estd no interior de Wl entao a trajetoria
é simples e ndo passam por p; e se w € 8/1/171 leva em trajetérias quebradas que passam
por p;. E mais, a propriedade Smale do fluxo garante que Ry(c; + 01) é completamente
transversal a S,, com 7 > 2. O processo se repete ao considerar Wy = Wl e WQ = Blg, W,
onde Qy = Ry (1 + 01)(S,,). No final, como os pontos criticos estido numa quantidade
finita, obtemos a aplicagdo R : ﬁp = [min f,0] x Wy, — f~*([min f,0]). ®

Corolario 3 O wvolume de uma variedade instdvel (estdvel) do fluzo gradiente negativo

de f com condicdo f—tame € finito.

Demonstracao: Basta observar que

/w:/ w:/ R*w:/R*w<oo.
Up R@int T,) int U, U,

O Teorema [15] pode ser elaborado para as variedades estdveis, isto é, existe uma varie-
dade com cantos Sp que se projeta sobre M com imagem igual S = S e sua restricao
ao interior ¢ um difeomorfismo sobre algum aberto denso da imagem. Por fim, de forma

analoga ao que foi feito para as variedades instaveis podemos mostrar que o volume de
Sy ¢ finito. A

Teorema 16 (Harvey-Lawson) A aplica¢ao que leva a base do complezo correncial de

Morse U, na base do complezo cldssico de Morse p, via
U, —p

mduz uma identificacdo dos complexos, isto €, a derivada correncial corresponde a deri-

vada dada pela contagem de trajetorias.

Demonstragao: Vamos continuar com a notacao do Teorema que utilizamos para

construir a resolugao de U, incluindo uma hipdtese adicional: Existe apenas uma tnico
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q € Crp_1(f) tal que ¢ < p.

Portanto, para a € pr_tl(M) temos

d[UpKW) = [Up](dw)
~ R, ([im 17,,]) (dw) = [int ﬁp} (R*dw) = [Ap} (dR*w)

= [8(7,,] R*w

Nesta ultima igualdade, vamos integrar o pullback da R sobre 8[7p. A variedade

com cantos ﬁp ¢ da forma [min f, 0] x Wko. Como
0Uy = ({0} x W) U ({min £} x Wiy) U (fmin £,0] x W),

a integragao do pullback da Resolucao ao longo de GUP ¢ a soma ao longo dessas trés com-
ponentes. Por construcao R(min f,-) = pmin € R(0, -) = p. Agora analisemos R|min FO]x Wy,
Suponha, sem perda de generalidade, que ¢ é o tinico ponto critico com indice

Ap — 1. A resolucao leva trajetérias o(t) = (¢,w) da variedade ﬁp em trajetéria do campo
gradiente negativo. E mais, dado (¢,@) € [min f,0] x W,

e set € [cg,0] entdo R(-,w) parametriza as curvas U, N Sy;

e se t € [min f,¢;] entdo R(t,w) pertence a uma trajetérias quebrada de U, que se

quebra em q.

Além disso, observe que

/ R'w=0,
[e1,0]xOW;

pois Im R, . a7, = Up N Sy e dimU, NS, = 1.

Usando o mesmo argumento do paragrafo acima temos que

/  Rw=0
[min f,ea] x OW7

onde ¢; = f(q).

Pelo o que foi comentado na Subsecao 2.1, a quantidade de linhas de fluxos
que ligam p e ¢ (denotada por I',,) é finita. Portanto as linhas de fluxo a(t) = (t,w)
que ligam {0} x OW,, a {c1} x OW,, (denotada por La(0)a(e)) também sao finitas.

Consequentemente, a intersecao de I'y(0)a(e,;) com Uy é uma colecao finita de pontos:
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Loae) NU, = {w?, ..., wl}. Entao

[[min f,0] x Wy, |(R*w) = [(ca,c1) x W, [(R*w) = [(ca, ¢1) x Eq](R*w)

= Ru(fez, ] x Ey)(w) = ngn(w?)[Uq] (w)

onde sgn(w?) é o sinal +£1 que vem na integragiao. No capitulo [5| serd explicado que esse
sinal serd o valor n(p, q) como feito em [2.1]

No caso geral,

dU)w) = |00,] (Rw) — [[e2. 1] x Ea)(R*w)

- L Ywea v = ¥ et

=Ap—1~€l Uq =Ap—1 7€l
P Pq

= > npgUw). u

Ag=Ap—1
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3 CORRENTES E COMPLEXOS DE MORSES PARA VARIEDADES COM
BORDO

Nesta secao vamos mostrar os resultados obtidos na se¢ao anterior para va-
riedades com fronteira e com topologia finita. Iniciaremos comentando as principais mu-
dancas que a Teoria de Morse sofre. Os pontos criticos que estao no bordo acarretam mo-
dificacoes nas variedades estaveis e instaveis por causa do vetor normal que aponta para
fora. Grande parte da proxima Subsecao é baseada no KRONHEIMER and MROWKA
(2007).

3.1 Teoria de Morse para Variedades com Bordo e a Homologia Absoluta e Relativa

Em todo o desenvolvimento desta Subsecao, adotaremos M como sendo uma
variedade Riemanniana compacta orientada com bordo de dimensao m e f : M — R uma
fungao suave com campo gradiente tangente ao bordo dM.

O conjunto dos pontos criticos ainda continua sendo representado por Cr(f),

mas como a variedade tem bordo podemos dividir esse conjunto como
Cr(f) = C°(f) U Cr(9f) (44)

onde CrY(f) é o conjunto dos pontos criticos de f que estdo no interior, enquanto Cr(9f)
¢ o conjunto dos pontos criticos de bordo e 0f := f’aM : OM — R. Note que df é uma
fungao de Morse.

Para pontos criticos do bordo p € M, a hessiana de f no ponto p é invariante
pelo bordo, isto é,

Hess, (T,0M) C T,0M. (45)

Com efeito, se V € T,0M e N é um vetor ao bordo a expressao abaixo no ponto p

%((vf)pa Np> = <VVp(Vf)p> Np> + <(Vf)pa VVpr>

implica que

<va (Vf)pv NP> = 0.

Além disso, o vetor normal 1 no ponto critico de bordo p € Cr(df) é um au-
tovetor de Hess, f. Dessa maneira, o autovalor associado a 1 ¢ nao nulo e é ponto central

para distinguir pontos criticos de bordo.

Definicao 7 Os pontos criticos de uma funcao f: M — R de Morse se dividem em

Cr(0f) = Cr*(f) U Cr* (), (46)
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onde Cr"(f) sao chamados de pontos criticos instdveis (e nesse caso o vetor normal n é
um autovetor de Hess, f pertencente a T)M) e Cr®(f) sio os pontos criticos estdveis (e

nesse caso o vetor normal n € um autovetor de Hess, f pertencente a T;M).

Observagao 13 Usando a equag¢ao , para p € Cré(f) temos o split da forma
T,M =T,0M @ [n], nel;M.

Reciprocamente, se p € Cr(f) temos o split
T,M =T,0M @ [n], neT;M.

As variedades estaveis e instaveis de pontos criticos do bordo se comportam de
maneira interessante. Se p € M é um ponto estavel, entao S, C M é uma variedade com
bordo e seu bordo é 9.5, = S,NIM enquanto U, encontra-se em OM. J& para ponto instavel
de bordo, a variedade S, estda contida no bordo M e a variedade U, tem bordo com
0U, = U,NOM. Desta maneira, para pontos criticos instdveis, a dimensao das variedades
instaveis podem ser vistas de duas maneiras, pois podemos ver como uma variedade que
contém pontos do interior ou como uma variedade que esta totalmente contida no bordo e
nesses casos seus indices se diferem por 1. Vendo 7,0M como um subespago de 7, M, como
f:M—R, f‘aM : OM — R sao fungoes de Morse podemos interpretarmos a hessiana
sob dois pontos de vista: Hess, f : T,M — T,M e Hesspf‘TpaM : T,0M — T,0M. Sendo
assim, faz sentido denotar

o 9.
X = indice de f|,, .

Desse modo, como o indice de um ponto critico p € Cr(df) é a dimensao de
T¥M, no caso em que p € Cr’(f), como U, C M, temos A, = \J e se p € Cr"(f) entao
A=A+ 1.

Exemplo 4 FEsse exemplo pode ser encontrado na disserta¢ao de Mestrado|SILVA| (2010,).

Seja M a variedade suave com bordo desenhada abaizo e f : M — R a fung¢do menos
altura. Seus pontos criticos sao o € Cra(f), B € Cry(f), v € Cri(f) e p € Cry(f).

Dessa forma, a dimensao de Ug é dimUg = 2 e a dimensao de UgNOM é dim UgNOM = 1.
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Assim, em relagao ao bordo o indice de B € 1.

Definigao 8 Se para todo p,q € Ct°(f) as variedades S, e U, sio transversais, dizemos

que f € Morse-Smale no interior.

Quando p € Cr®(f) e g € Cr"(f) a subvariedade M(p, q) = U,N S, C OM estd
inteiramente contida no bordo e a condicao Morse-Smale no bordo nao vale da mesma
forma que no interior. Na verdade o que podemos esperar é que no maximo a intersecao

seja transversal em OM, assim
T,U,+ 1,8, =T,0M.

Este caso é chamado de bordo-obstruido.

Definicao 9 Dizemos que f é Morse-Smale se
M(p,q) =U,NS,

for transversal a M, exceto no caso em que temos p € Cr®(f) e ¢ € Cr*(f), onde vale a

condicao de bordo-obstruido.

Note que M(p, q¢) é uma variedade com ou sem bordo. Caso ela tenha bordo,
entdo M(p, q) intersecta o interior e o bordo de M.
No caso de bordo-obstruido, como a transversalidade é com respeito ao bordo,
temos que
dimM(p,q) =dimU, + dim S, — dim oM
=X+ (m—A) —(m—1)
=\ — A +1

Logo a dimensao de M(p, q) é dada pela sentenca

dim M(p,q) = { Ap — Ay + 1 se é bordo-obstruido '

Ap — g caso contrario

Se p € Cry(f) e ¢ € Cri(f) sdo pontos do caso de bordo obstruido vamos
denotar ¢ < p para representar a linha fluxo que ligam os pontos criticos.

Podemos de forma alternativa considerar M(p, ¢) como sendo uma familia de
trajetérias do fluxo. Isso faz o conjunto M(p,q) ser visto de duas maneiras: como um
subconjunto de M ou como uma familia de trajetorias entre os pontos p e ¢q. O fluxo @, é
uma acao livre em M (p, q) e seu quociente ¢ Hausdorff: M(p, q) := M(p, q)/R sera cha-

mada de trajetérias nao-parametrizadas. Uma trajetéria quebrada nao-parametrizada
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que liga os pontos criticos p a ¢ consistem de uma (n + 1)—upla de pontos criticos
P = Po,P1,---,Pn = q com indices decrescentes ao longo do fluxo e de uma trajetoria

nao-parametrizada I; € ./\;l(pi_l, pi) que é a i-ésima componente da trajetéria quebrada.

Definigao 10 Se p,q € Cr(f), o espaco das trajetorias estritamente quebradas ndo para-

metrizadas serd denotado como sendo o conjunto ./\>l+(p, q).

Em M*(p,q) duas coisas mudam:

1. A primeira mudanca notada é que nem sempre trajetorias estritamente quebradas
sao limites de pontos de uma sequéncia de trajetorias nao quebradas. Suponha, por
exemplo, que p € Cr’(f), r € Cr(f) e ¢ € Cr*(f), entdo a trajetéria quebrada
(Z1,T2) tem duas componentes que vai de p para g via r. Esta trajetéria quebrada
nao é limite de trajetérias nao-quebradas, pois nao existe trajetéria de p até ¢ (a
variedade estavel de ¢ estda contida no bordo, enquanto a variedade estavel em p
estd no interior).

2. A segunda mudanga ¢ que, no caso que A\, — A\, = 2 nao pode haver trajetdrias

quebradas de p até g com mais de duas componentes.

Lema 2 Suponha que p,q € Cr'(f) com Ap =k e Ay = k—2. Entao trajetorias quebradas

em M*(p,q) tem
a) duas componentes: (I1,13) € M(p,r) x M(r,q), onde r € Cx°(f) com A\, = k — 1.
b) trés componentes: (i&y, &y, %3) € M(p, 1) x M(ry,15) X M(ry,q), onde ry € Cr(f)
ery € Cr(f) com Ay, = A\, = k — 1 ¢ 0s espagos de trajetérias M(ri,rs) € de

bordo-obstruido.

/ aMm

Demonstracao: Veja KRONHEIMER and MROWKA (2007). H

Uma consequéncia imediata é a seguinte:
Proposicao 3 Se f: M — R é uma funcao de Morse-Smale numa variedade compacta
com bordo de dimensdo m. Se p e q sao pontos criticos da f, entao M(p,q) # 0 implica em

Ap > Ay, isto €, os indices dos pontos criticos sao decrescente ao longo das linhas de fluzos.

A Resolucao das variedades estaveis em instaveis nos fornecem as seguintes
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informacoes:
L 0,=J1,
q=p
2. 5,=J5,
P=q

Assim como no caso sem frontreira, desejamos orientar o espago M (p, q).
a) Caso bordo-nao-obstruido: Funciona da mesma forma que no caso sem fronteira.

b) Caso de bordo-obstruido: para este caso temos um trabalho extra para orientar
esse espaco gracas a falta de transversalidade que acontece no bordo de M. Na
sequéncia da equacgao a aplicacdo 7 nao é sobrejetiva, pois g € Cr(f) e assim

o vetor normal ao bordo em ¢ nao esta na imagem de 7. Considerando a sequéncia

exata
0 — T.M(p,q) = TU, = NS, =5 R — 0, (47)
onde o tltimo R é a imagem do vetor normal ao bordo de M em x, podemos escolher
uma base orientada Wi, ..., w;, w1 = n de NS, tal que os primeiros j vetores
sao imagem da 7 dos vetores wy, ..., w; e ¢(n) = 1. Entao, como antes, se declara
v, ...,vg de T, M(p, q) como sendo uma base orientada se
i(v1), ..., 1(va), wr, ..., w;

¢ uma base orientada de T, U,,.

Para orientar as variedades instéveis no bordo, se p € Cr(9f) defina
T2U, = T,U, N T,0M.

Desta maneira, se p € Cr®(f) entao T,U, = Tf U, e sua orientacao ¢ escolhida como antes.
Caso p € Cr(f) vamos adotar, para orientar TI? Up, a convencao do vetor normal que
aponta para fora.

Para definir os complexos de Morse no bordo precisamos ignorar as trajetérias

que vao para o interior de M. O complexo C, de M definido como soma direta
Cy= Cr @ Cia

permite interpretar o operador de bordo como uma matriz 2 de forma sugestiva

- | % %
o oy
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onde as entradas desta matriz sao os operadores

95 Cp — iy

05 . Cp — O}

u . O s .
9y k+1 >Ck717

S

w . u u
Esses operadores tem definicoes bem sugestivas. Por exemplo, o operador 9% conta as
trajetorias de bordo entre pontos criticos de indice consecutivos quando vistos em relagao
ao bordo. Por isso a diferenca de indice na aplicagao C},; — C}_;.

Exemplo 5 Ainda no exemplo m temos que Co =0,C1=A-BeCy=A-p.

Considere os trés grupos graduados:

Y B zp|eA CG= P zp|oA = @B Zp|eA (48

peCr(f) peCri(f) peCri(f)

onde A é Z ou R e Cri(f), Cri(f), Cri(f) sdo, respectivamente, pontos criticos do inte-

rior, estaveis e instaveis com indices iguais a k.

Exemplo 6 Do ezemplo[] temos os sequintes grupos:

CY=A-«a CY=A-v Cy=0
y=A-p Cr =0 § =
C5=0 C;=0 Cs=A-p

Os operadores de bordos que contam as trajetérias do interior é definido como
sendo
o Cp — P
p o Op= > nlpad
qecrzé_l (f)

onde % como sendo o ou u e * como sendo o ou s.

Observagao 14 Note que existe uma diferenca entre as aplicagoes 0 e (9_;‘:

1) 0v: O — CF € definido pela contagem de trajetérias isoladas em OM;

2) 0¥ : C} — C;_, conta trajetorias isoladas no interior de M.
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Considere as somas diretas: Cy = C) @ C¥, C = Cp & C}, e os respectivos,

operadores de bordo

0 __ qu9s N 0 i
g | b o b—| & % (49)
2% 05 — 0vos —050° —0u — 930"

Observacao 15 Os operadores que fazem parte das matrizes que envolvem as definigoes
de 8,0 e O dependem da dimensdao dos espacos envolvidos. O operador 52 considera as
trajetorias contidas no bordo de M que liga pontos com indices iguais e a composi¢ao 8;@2
considera as trajetorias com indices com diferenca igual a 1. Por esse motivo consequimos

fazer a composicao 8;@2 na defini¢ao de um operador entre os grupos Cry(f) e Cry_,(f).

Exemplo 7 Considerando a variedade M do Ezemplo 4] temos os sequintes grupos:

Ch=A-adA- 8 Ci=A-7®0 Co=0®0

Nosso alvo, entre outros, serd dar uma outra prova para o seguinte Teorema.

Teorema 17 Seja M uma variedade Riemanniana, compacta, com bordo e f : M — R
uma funcao de Morse com campo gradiente tangente a bordo. Os operadores da equacdo
(@ tem quadrado igual a zero. Além disso, os complezos (Cy,d) e (Cy,d) calculam

respectivamente, homologia absoluta e a relativa, ou seja,
a) Hy(C.,0) = Hy(M, A);

b) Hi(C.,0) = Hy(M,0M, A).

Exemplo 8 Usando os Exemplos[j e[7, as homologias H,(OM, A), H.(M, A) e H,(M,0M, A)

sa0

0, k=2
Hy(OM,A) = H,(C)=<¢ A, k
A, k=0
0, k=2 . k=2
Hy(M,A) =H,(C)={ 0, k= Hy(M,0M,A) = H,(C) =X 0, k=
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3.2 Existéncia e Calculo dos Limites no Caso com Bordo

Nesta subsecao, vamos assumir que M ¢é uma variedade Riemanniana, com-
pacta orientada com bordo e f : M — R é uma funcao Morse-Smale com campo gra-
diente tangente ao bordo. Da mesma maneira que no caso sem fronteira, a aplicacao
¢ : R x M — M serd o fluxo do campo gradiente negativo.

Anteriormente, usamos um operador de homotopia para deformar o espaco das
formas diferenciais QF(M) em correntes de 2!, (M). Agora, as variedades possui bordo
e vamos impor certas condicoes sobre o espaco das formas e o espago das correntes para

conseguirmos resgatar informacoes topolégicas.

Definicao 11 Seja N uma variedade com bordo orientada de dimensao n. O espaco das

formas que se anulam no bordo de N é o conjunto
O5L(N) = {w € Q"(N) | w|on = 0}. (50)

As formas com suporte compacto que se anulam no bordo € denotado por Qgcpt(N), ou
seja,
Q]B,cpt = Q8 (M) N {w € QF(M) | spt w € compacto} (51)

O ponto de partida serda calcular o limite quando ¢t — —oo dos operadores

Py QM) — 7, (M)

. ; (52)
w = giw)
Pe: QFM) — 2! (M°
w — (W)
onde ¢} := @|p0. Para isso, devemos primeiramente calcular o limite de
Pi(w) = [prw].
O operador P; satisfaz a féormula
Tt0d+(—1)*dOTt+St:A—Pt (54)

onde T; ¢ definido como em [30|e S; = T;|qr@anr). Observe que a férmula acima, nao é uma
homotopia entre P e A, pois temos o fator S; que é definido na fronteira. A verificagao

dessa igualdade ¢ feita usando Stokes. Com efeito, se py : [t,0] x OM — OM é a projegao
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no segundo fator temos que

o5(w) () — / ot A — / ol A
M M
/ 0w A pan + / @ w A pyn
o([t,0]x M) [t,0] xOM

/ d(p*w A pyn) + / ©*w A pan
[t.0]x M [t,0] xOM

= / dp*w A psn + (—1)M! / p*w A dpin
[t.0]x M [t,0]x M

- A,O]Xc'?M PP
= Ty(dw)(n) + (—=1)*d o Ty (w)(n) + S¢(w)(n).

Os operadores P;, T, estao associados aos mesmos kernels do caso sem fron-
teira. A corrente associada ao operador S; ¢ ®([t,0] x OM). E mais, se w € Q% (M) e
n € QM k(M) entdo a equagao |54 se transforma em

T? (dw)(n) + (=1)*d o Ty (w)(n) = I(w)(n) — P;(w)(n)

onde T" = T|gx (1) € se w € QF(M) e n € Q2 (M°) temos que

cpt

T (dw)(n) + (=1)"d o T{(w)(n) = L(w)(n) — P§(w)(n)

onde T* é o operador associado a corrente T® = Ty« ase.
Além disso,

é a corrente associada a equagao de operadores em [54]

Queremos garantir a existéncia do limite da equacao [59}, isto é,
dT+S=A-P (56)

com também encontrar uma expressdo para a corrente P’/ No caso sem bordo, vimos
que o limite, a nivel de correntes, pode escrito como combinagoes lineares das variedades
instaveis. No caso com fronteira, iremos ver que a mesma coisa acontece com uma pequena

diferenca.
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Lembremos que,

U= JU;={zeM|z=<p}

q=p

Isto significa que U, ¢é formado pela uniao de U, com as variedades instaveis que formam
trajetérias quebradas que se ligam a p. No caso de bordo obstruido, as variedades instaveis
tem um comportamento atipico: elas possuem as mesmas dimensoes. Por esse motivo, se

p é um ponto critico de indice k, a parte de dimensao k de ﬁp é constituido por

Up, se p € Cr(f) U Cr*(f);

Lul U | Us se M2(p,q) #0. 57)

q€Cr(f)

Da mesma forma que no caso sem bordo iremos ignorar as orientagoes, pois

dedicamos uma secao para seus esclarecimentos.

Teorema 18 Sejam M uma variedade Riemanniana, compacta, orientada com bordo de
dimensao m, f : M — R uma funcao Morse-Smale com campo gradiente tangente ao

bordo e fluxo ¢ do campo gradiente negativo com condi¢ao f—tame. O grdfico reverso

T {(wt(l’)w) | # ¢ Cr(f), —oo <t <0}
{(<P ( ), z) |« & Cr(f),0 <t < oo}
={(y, () |y ¢ Cr(f),0 <t < oo}
em M x M satisfaz a equagao onde

P= > 1S]x |0, (59)

onde
0] = 0] = > 7ln, )

€ uma corrente com suporte contido em e n(p,q) € definido como na Subse¢ao .

Demonstracao: Detalhes e notagoes serao esclarecidos no Apéndice. A demonstracao
segue no mesmo espirito do Teorema [I0] Como a variedade agora possui fronteira a dife-
renga consiste no fato que temos um novo tipo de aberto (abertos relativos) da cobertura
de M x M.
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Faremos os detalhes que sofrem alteracoes. Consideremos f como no Teo-
rema . O conjunto ¥ sofrerd uma pequena modificacdo (mas sua medida Hausdorff m

dimensional continua sendo igual a zero):

Si=1 J i x0,

peCr(f)

p nao é ponto maximo p ;

Dessa maneira, vamos analisar as situacoes: o aberto B que intersecta a fron-

teira é uma vizinhanca do
i) ponto regular (que nao contém nenhum ponto critico);
ii) ponto critico maximal.

Para o caso i) suponha que 0*/* : B — B x f~1(6*/*) ¢é a diagonal corrida, B
é uma aberto contido numa vizinhanca tame onde todos os pontos de B vao pelo fluxo
para o ponto critico p € Cr®/ “(f) e o ntimero ¢*/* é um valor regular préximo de p. Note
que a restricio de o a fronteira é o|yp : B — OB x 0f~'(§°/"), pois o fluxo é invariante
em OM . Falaremos agora da construcgao local da resolucao de T'. Por causa da condicao de
transversalidade no bordo fazemos um tipo de blow-up de acordo com a classificacao do
ponto critico. Mais informacoes sobre as propriedades de o*/* e como funciona o Blow-ups

nas vizinhancas de cada tipo de ponto critico podem ser encontradas no Apéndice.

a) Caso p € Cr®(f) entdo a variedade estavel S(F*) = B x S, é uma variedade critica.
Lembrando que S, é uma variedade com bordo, e seu bordo é 95, = S, N IM,
o produto B x M é uma variedade com cantos e um estrato de codimensao 1 é
B x 05,. Se B é um aberto relativo do bordo entao um outro estrato de codimensao
16 OB x M. A condigao de transversalidade garante que (o%) "1 (B x (S,N f~1(6%)) =
S,NBe () (B x (S,Nnaf1(6%)) = S, N IB ¢ uma subvariedade com bordo e

assim podemos tomar o blow-up de B ao longo de S, N B, isto é, Wy = Blsg npB.

L B S,
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De forma similar ao caso sem bordo, podemos construir um levantamento 6° que

faz o diagrama abaixo comutar

B x'Vj (60)

V"

—= B x [7(0°)

O levantamento & ¢ definido da seguinte maneira: tal que §|w,\g, = Uloo® o Bl
e olg, ¢ a composicao do isomorfismo do|s, ((s,np)) com a projegao radial v(B x
S,ON\{0} = S, (v(B x f7(6%))). Existe um outro divisor excepcional que vamos
definir por E? := BI"' (0B N S,). A restri¢do &, : E? — B x’ Vs como sendo a com-
posi¢ao do restrito a S(v(S, N dB)) com a projecao radial v(B x df~1(6%))\{0} —
S(v(B x 9f~(6%))).

A aplicacao que nos interessa é
65 :=Wog®:[-0°0°] x W, = B x f1([-6%,6%),

onde ¢°(t,w) = (t,65(w)). A construgao garante que Ima® = T'|pys-1(_ss 595
restri¢do de ¢° ao interior é um difeomorfismo sobre a imagem e se F' = B x {p'}
onde p’ é outro ponto critico que vai abaixo do fluxo, a aplicacdo 6° ;. é transversal
a S(F"). Os dois divisores de exce¢io E, = BI"'(S, N B) e E? = BI"'(S, N 0B) vio
parametrizar as trajetérias que se quebram em p. Mais explicitamente, se w € E;
entao 7 (t) estd no interior quando t € (0,0] e 3 (t) estd contida no bordo para

t € [-4,0], enquanto, se w € E? a curva 62 (¢) estd contida no bordo para todo

€ [-6,0].

Além disso, a imagem das restricoes de 6° aos conjuntos [0,5°] x E, e [0,5°] x E?
possuem medida Hausdorff m-dimensional igual a zero e as restri¢oes 65|(_5S,O)X]E5 e

7°|(_se,0)xme sao difeomorfismos sobre as imagens
Im 6°|(_ss 0y, = (S, N B) x (U, N f71(=6%,0)) (61)

Im 6°|(_s: 0)xmo = (S, NOB) x (U, N f~1(=6°,0)). (62)

Note que a variedade estavel na equacgao [61] possui bordo esté contida no aberto re-
lativo do bordo, enquanto a variedade instavel esta inteiramente contida no bordo.
Ja na equacao [62| temos que tanto a variedade estavel e instavel estao inteiramente

contida no bordo.
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b) Caso p € Cr"(f) sabemos que a variedade estavel S, estd contida no bordo. Por
esse motivo, vamos considerar B um aberto relativo ao bordo. A diagonal corrida
o“: B — B x Bx f71(§%) é transversal a S(F*) = B x S, C B x OM e por
isso fazemos o blow-up de B ao longo de (o*)~'(S(F")) = S, N dB. No apéndice

explicaremos melhor como é feito esse Blow-up.

Eu BB (’\Sp

O levantamento da aplicagao ¢* é construido como no caso acima e vamos denotar

ele por o§. Por construgao, o diagrama abaixo comuta

Fu
O§u

W, B x' Vyu (63)
Blu] l\péu
B——= B x f71(6%)

Note que como p € Cr(f) entao S, C OM. Assim, o divisor excepcional de W,
¢ E, =Bl 1(Sp N 0B) e aplicagao que fornece a resolugao local de T' é construida
da mesma maneira que anteriormente: ¢* := W¥og"* : [—0%, 0% x W, — B X
fH([=0",0%]).
Comentaremos as principais propriedades de " :
— No nivel —0* temos a transversalidade com as variedades estaveis, isto é, 6%, M
S, onde g vem abaixo de p pelo fluxo;
— Se w € W,\E, entao ¢%(t) é uma trajetéria simples para ¢t € [—9, §], enquanto
ol (t) é uma trajetéria quebrada em p caso w € E,;
— Se w € BI,'(0B) entdo %(t) representa uma trajetéria inteiramente contida
na fronteira;
— A medida Hausdorff m—dimensional da imagem das restri¢oes Im &u‘[o,éu}xlEu e
Im 6o sujxgo S20 iguais a zero;
— A imagem das restrigdes "|[_su 0)xE, € 0"||_su0)xma 580 difeomorfismos sobre

(S,NIB) x (U,N f~1[=6,0)) e (S,NIB) x (U, N f~1[=6%,0) NOM).
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Uma vez encerrada o primeiro passo do caso i), vamos para o caso caso ii),
isto é, na situacao em que B é um aberto relativo ao bordo que contém o ponto critico
de méximo p € Cr(df). Note que p é ponto critico instdavel e uma resolugao local numa

vizinhanca de B ¢é a aplicacao

0: PxS™' — H"xH"
(s,t,v) +—  (sv,tv)

onde P = {(s,t) | s € [0,t]} C R x (R\{0}).
Repare que numa vizinhanca B do ponto de maximo, o grafico de T'em B x B

pode ser parametrizado pela aplicagao

0 : RZQXRn — H" x H"”
(tz) +— (z,¢'7)

Além disso,

a) A imagem de 6 éo grafico local de T', ou seja, Imf =Imé;
b) Se v e St entdo A(0,t,v) € {0} x R™ ¢ (t,t,v) € AN B.

c) Se v € S™? entdao a imagem de 0 parametriza a parte da variedade instavel que
estd na fronteira de M. E mais, 6(0,t,v) € {0} x H™ e 0(t,t,v) € ANIB.

Esses abertos B do caso i) e ii) sdo o pontapé inicial para a construgdo da
resolucao local numa cobertura de M x M. Comentaremos agora como funciona o processo
indutivo para o caso de Bordo obstruido e em seguida para os outros tipos de pontos
criticos. Para esse momento, vamos considerar p = p; e py pontos criticos estavel e
instavel, respectivamente.

A carta tame ao redor de um ponto critico estavel na fronteira que vamos
considerar sera do tipo

Rm—k % Rk

onde
R :={z e R? | 2, <0}

Vamos escolher B, vizinhanca do ponto regular ¢ € S, como sendo da forma
Bm—k % Bk

com B™* € R™* uma bola centrada no ponto ¢ € R™* (¢, # 0) de raio menor do que
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q

\

B=B'xB'

O ponto regular g pode ser escolhido no interior de M ou na fronteira M.
Se estiver em OM entdo consideremos a semi-bola B™*. O processo de construcao da
resolucao ¢ a mesma nessa situagao.

Comecamos com algumas observagoes

(a) Se B ¢ totalmente contido no interior entao a aplicacao
6% : {—0} x Blpng, (B) = B x f~'(=0)

tem a propriedade que leva 9 Blgng, (B) para BN S, x (U, N f~1(=0)) C BN S, x
OM N f=H(=0);
Por outro lado 6° 5 restrita Blgng, (B)\ 0 Blgns, (B) nao toca em pontos de B x dM.
Consequentemente (6% 5) ! (BxS,,Nf~1(—d)) é um conjunto completamente contido
em 0 Blpns,(B). De fato, pela transversalidade (restrita a fronteira - um dos casos
discutidos) esse conjunto tem que ter codimensao k em 0 Blpgng,(B) sendo que a
variedade S, N f~1(—4§) tem dimensdao m —k — 1 em f~1(=0).
Agora, como 6°4 restrito a dBlpng,(B) é um difeomorfismo sobre BN S, x U,
temos que

(6%5) ' (Bx S,0)=BNS, x{q,...q}

onde {qi,...q} = U, N So, . Sabemos que tem somente um ntmero finito de
trajetorias ligando p; a ps.
Com outras palavras para construir o proximo passo da resolucao precisamos fazer

o blow-up do conjunto
(@7 Bm_k X {qla s 7ql})

dentro do par
(Bls,na(B), dBls,m(B)) = (B" x [0,¢) x S+, B"—* x §51),

Vamos descrever esse blow-up no Apéndice.



70

(b) No caso quando B tem fronteira 9B C dM podemos tomar B = B™ *(q) x B*
onde ¢ € {0} x R™* é um ponto regular e B™ *(g) é uma semi-bola centrada na
origem em R™F.

Entao Blg,np B vai ser uma variedade com cantos e sua expressao ¢
B™(q) x [0,€) x SF*

com fronteira destacada
Sm_k_l(q) x [0, €) x Skt

A aplicacdo o®; (que age no nivel —¢§) vai levar os pontos da inteira fronteira de
novo em S, N B X U, 9. Vai levar os pontos da fronteira difeomorficamente para
S,NOB x U,

E preciso entender nesse caso que a pré-imagem o* 5_1(3 X Sp,) contém pontos nao
somente na fronteira destacada, mas também pontos em B™ *(q) x {p = 0} x SF!
e o blow-up que tem que ser feito é o blow-up de uma subvariedade contida em
duas faces da variedade com cantos B™ *(q) x [0,¢) x S¥~'. Lembramos que é um

blow-up referente a inteira variedade B™*(g) x [0, ¢) x Ss*~1.

ALl
s ~-. azws

su

: Esu
) _1
Esu Eq[[ (6;) (B Xsz>

A Imagem acima retrata como se comporta o blow-up numa Vizinhanca de EJ"

E importante entender a estrutura do blow-up de Wy := Blpng, B ao longo
da pré-imagem o* 5_1(B X Sp,). Lembremos que estamos olhando para p; estével e po
instavel ligado a p; via trajetorias com os indices dos dois pontos iguais.

Na situacao que estamos querendo analisar é mais completo considerar B sendo
uma variedade com fronteira, i.e. uma vizinhanca de um ponto regular ¢ na fronteira OM
que fica no S, . A situacao de B sendo vizinhanca de um ponto regular ¢ no interior esté

no S,, é tratada similarmente.
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Entao consideramos 6_s : W, — B x f~!(=§) onde —§ é um nivel regular
abaixo do p;. A variedade W, é uma variedade com cantos que tem duas fronteiras de
codimensao 1.

(i) Uma fronteira que é difeomorfa no interior dela, via a aplica¢ao do blow-up Wy — B
com 0B \ 0S,,; denotamos essa fronteira por 0, W,
(i) Uma fronteira que se projeta via a mesma aplicacao sobre pontos de S, que estao
no interior de B . Denotamos essa fronteira por d,W;.
A intersecao das duas fronteiras se projeta sobre 9B N d.S,, via a aplicacao do blow-up.

E bastante ficil ver que _5(B x Sp,) val ter pontos somente nessas duas
fronteiras, quer dizer nao tem pontos no interior do W. De fato a transversalidade de
o_s com B x S, vale somente dentro de cada uma das duas fronteiras.

Os pontos de 6_5(B x S,,) N 01 W, que nao estao no divisor excepcional de
Bls,~np B correspondem a pontos de B que irao correr para p, com outras palavras os
pontos de 6_5(B x S,,) N &, W, sdo os pontos do fecho de BI™' (B \ Sp, N S,,).

Vamos lembrar agora que 6_; leva o divisor excepcional do blow-up de Blg,~p B
(que é ele mesmo uma variedade com fronteira de dimensao m — 1, m = dim M) para

BNS, x Up_f. Entao claramente
OA':;(B X Sp2) N 82W5 = 5'_5(3 N Sp1 X {q1; . QZ}) N 62W5

onde {q1,...q} =5, N Up_l‘s.
O blow-up dentro do W dessas duas subvariedades das duas fronteiras distintas
de W é especial. Vamos chamar de W, o resultado desse segundo blow-up. A parte da

fronteira de codimensao 1 de Wy, que se projeta sobre
6~ 5(B x Sp,) N O, W

é responsavel na construcao da resolucao da diagonal corrida pelo B NS, x U,,, ou seja
quando considerado no intervalo de energia adequado essa fronteira de codimensao 1 se
projeta sobre BN S,, x U,,. Ao mesmo tempo a outra fronteira de codimensao 1 de W,

que se projeta sobre
6,5(3 X Sp2) N (92W5u

é responsavel na resolugao para
BN Spl X n’Y(plvPQ)Upz

onde n.,(p1, p2) é uma funcao contagem de trajetérias v € I';, ,, que associa o sinal £1 a
cada curva que passa por g;.

Fica claro agora que nao importa se B tem fronteira ou nao tem. O que nos
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interessa nao ¢ ligado a fronteira de B mas sim ao divisor excepcional de BleSp1 B. Entao
¢ mais facil raciocinar no que segue comecando com B sem fronteira, i.e. B é vizinhanca
de um ponto ¢ interior. O pedacao B N S,, x U,, nao aparece mais na resolugao da
diagonal porque BN S,, = (.

O segundo blow-up que gera Wy, nessa situagdo nao ¢ mais um blow-up es-
pecial. Na Subsecao |5[ vamos explicitar os sinais ao descrever W, dentro da carta tame
de p; para determinar as orientagoes da fronteira de codimensao 1 de W, que se projeta
sobre 6_3(B x Sp,).

O processo garante a existéncia de uma aplicagao 6% : [cy — 2,0] X Wy, —
I Y([e2 — 82, 0]) onde c3 = f(p2), 62 > 0 é um valor pequeno e Im 55 é localmente o fecho

de T. O bordo da corrente T produz as correntes P e R tais que
spt P C (M x M)\(OM x OM)

spt R C OM x OM

e a expressao local para P é
[Sm n B] X [Upl N f_l([0270])] + [Spl N B] X nw(pbp?) ' [Um N f_l([CQ - 52702])] =
=[S NV B] X [Ty 01 f 7 ([e2 = 6,0])]

onde [ﬁpl] = [Up,] + n(p1,p2) - [Up,).

Outra situacao a considerar é quando p; for um ponto critico instdvel ou do
interior que esta no nivel zero. Podemos supor que B esta contido na vizinhanca tame
desse ponto. Se p € Cr(f), entdo B ¢ disjunta da fronteira, Wy = Bls,np B ¢ uma

variedade com fronteira e a aplicacao
0% : {—6} x Blpng, B — B x f'(—0),

¢ transversal a S,,, onde py é um pontos criticos abaixo de p. Caso que py seja um ponto
no interior que vem logo apds py, o processo ¢ idéntico ao caso sem fronteira descrito na
Secao anterior. Sendo assim, suponha que p, € um ponto critico estavel. A fronteira OWys
que se projeta em

(6%) " (B x S,,) NOW,

é responsavel na resolugao por
S,NB x U,

e ela ndo aparece na integragao. Suponha agora que p; € Cr*(f). O aberto B é relativo

ao bordo, o blow-up agora é W, = Blg, np B e o resto sai quase da mesma maneira, pois o
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proximo blow-up a considerar vai depender do tipo do préximo ponto critico ps, que pode
ser do interior, estavel ou instavel. Mais informacoes sobre esse blow-up é encontrado na
Subsecao [6.3]

Independente do tipo de ponto critico p; € Cr’(f) ou p; € Cr¥(f) que vamos

considerar, a resolucao local da fronteira de T produz a corrente
[Spa] X [Up,]-

Note que aparece somente parcelas desse tipo, pois se )\, = k, a medida Hausdorff
k—dimensional de U,, quando \,, = k — 1 é igual a zero, o que produz a corrente [U,,]
nula.

Portanto, para qualquer tipo de aberto B, temos que

P= 3 [S]x |0 em >

peCr(f)

Logo,

spt ¢ P — Z [Sp] [ﬁp} C X
peCr(f)

e o resto sal de forma idéntica ao caso sem fronteira. H

Observacao 16 Note que para encontrar a expressio de P

P = Z [Sp] X [ﬁp]

peCr(f)

usamos oo grdfico do fluxo @y, isto €, (x,¢(x)), quando t — oo. Por outro lado, se

usarmos o grdfico reverso (pi(x),x) quando t — —oo vamos obter a corrente

onde Sy, € definido como sendo

§p:USq:{x€M]p<x}

p=q

e a corrente

com q =X p.
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3.3 Isomorfismo com Coeficientes Reais da Homologia do Complexo de Correntes

com o Complexo de Morse - Caso com Bordo

Lembremos que estamos interessados nos limites das restrigoes do operador

P as formas que se anulam no bordo ou ao fluxo ¢, restrito ao interior. Dessa forma, a
equagao [H6| se transforma em

dT"=A —-P" (64)

quando consideramos no primeiro fato de M x M as formas Q% (M). Por sua vez, ao res-
tringir o fluxo ao interior no segundo fator de M x M, ou equivalentemente, considerando

a restricao da equacao [p6|a M x M° obtemos
dT* = A — P“. (65)

A passagem do limite P := lim P; para a corrente P : Q¥(M) — 2/ , (M)

t—0o0
acontece pelo Kernel de Schwarz e sua expressao é

Pa)= 3 (/Spw)[ﬁp}: ) </§w>-wp1

peCr(f) peCr(f)

A expressdo das restrigdes P’/ do operador P : QF(M) — 2/, (M), podem
ser simplificada. De fato,
i) Como o dominio de P" sdo formas que se anulam na origem, para pontos critico

instavel p* € Cr'(f), as variedades estéveis estao inteiramente contida no bordo da

/ w =0,
Spu

P

variedade e portanto se w € Ok (M)

para todo p* € Cr,.,_.(f). Desta forma, a expressao de P" é

Pr(w) = Z)(/gw) [ﬁp}

peCr(f
_ pgw) < /S p w> A +p€;ﬂ ( /S p w) 7).

ii) No caso do operador P?, como o fluxo é restiro ao interior, o contradominio sdo

correntes definida no interior e que possui suporte compacto (veja o Apéndice).
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Assim, se ¢ € Qg’gt_k(Mo) entao

[Up] (€) = 0.

Isso faz com que a imagem do operador P* seja combinacoes das correntes [Upy] e
[Ups] com p® € Cr,_,.(f) e p* € Cry_(f). Logo,

Pw) = 3 ( /w> U,

pECr(f)
— w|[U)] + ( i w) U,].
peg‘)(f) </SP ) pe;“'(f) /S”

Organizando todas as informagoes temos

Teorema 19 Seja f : M — R € uma funcao de Morse-Smale numa variedade Rieman-
niana, compacta com bordo de dimensao m e com campo gradiente tangente ao bordo. Se
o fluzo ¢, do campo gradiente negativo tiver volume finito e for f—tame, entdo para toda

forma diferencial w € Q% (M), 0 < k < m, temos o operador

Pw) = lim o= > @)U+ Y @) |G (66)

peCr’(f) peCr(f)
onde
rg(w) :/ w, se pe Cri(f) ro(w) = / w, se pe Cr(f) (67)
Sp Sp
Se w e Q¥(M), 0 <k <m, o operador
P'(w) = lim ¢f'w = W) U+ DD rw) - [ (68)
peCr’(f) peCr®(f)
onde
(W) :[ w, se péeCr'(f) (69)
5

Além disso, os operadores T"/* tem grau +1 com valores nas correntes flat satisfazendo
as igualdades
doT/* 4+ (—=1)'T/"od=1—-P"/" (70)

Observacao 17 Com respeito aos operadores P/ destacamos

1. A formula implica que os operadores P™/® comutam com a diferencial, ou seja,
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Pr/aod=dolPr/e,

2. A imagem dos operadores P™/* sdo

m P'=ty = P R-[U,] P R-[T,] (71)
peCT(f) p€eCri(f)

Im P*=Ug = P R-[U,] P R-[U,], (72)
peECY(f) peCry(f)

onde Cri(f), Cri(f) e Cri(f) sdo, respectivamente, os conjuntos de pontos criticos
interiores, estdveis e instdveis de indice igual a k. A priore temos que apenas as
inclusoes Im P/ C L{,:/a. A inclusao oposta U] C P seque de forma similar ao
caso sem fronteira. Para a inclusao U C P, note que no caso de bordo obstruido

existem trajetorias que ligam pontos criticos de mesmo indice, mas isso nao afeta a

/@;,':/sp' + ﬁ(]%(l)/s'

q

esséncia, pois

onde q € Cr’(f) e p < q. Portanto com o mesmo argumento consequimos cons-

truir uma forma suave com suporte contido numa vizinhang¢a desse ponto que nao

intersecta nenhuma variedade estdvel de um outro ponto critico de mesmo indice.
3. Os dois item acima nos dd um subcomplezo i : (Z/L:/a, d) C (Z,(M),d).

Teorema 20 As restricoes ao codominio de M;/fk nos P"/% induzem isomorfismos

P’ H5(Qp(M)) — Hppey, (UT) (73)
N e’
~HF(M,0M)
P : H*(M) — Hpp, (UY). (74)

Demonstragao: A injetividade das aplicagoes P/ decorre dos diagramas comutarem

(M) —=ur, OF (M) — 1,
=N N
(M) s (M)

Para a sobrejetividade, faremos por etapas as demonstragoes. Primeiramente
vamos mostrar que dado U € U’, , com dU = 0 existe w € Q% (M) com dw = 0 tal que
P (w) = U.

Podemos escrever U como

U= Z np[Up] + Z myp [ﬁp]~

peCTY(f) peCri (f)
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Desta maneira, vamos analisar separadamente as correntes [U,] se p € Cri(f) e |:l7p5i| ,

para p € Cri(f).
Observe que se p € Cr’(f) entdo U, NS, # () para todo ¢ € Cry(f). Agora se
p € Cr’(f) entao
ii) Para ¢ € Cr(f) U Cri(f) temos U, N IS, = 0;

ii) Caso g € Cry(f) tal que ¢ £ p entdo U, NS, = 0.

Assim, para ¢ € Cr(f) nas condi¢oes acima existe um aberto N com N D S, tal que

NNoS, =0

N Dspt U.

Como U € & ,(N) é uma corrente com suporte compacto, pelo Teorema de duali-
dade de Lefschetz para o caso nao compacto, Coroldrio m, temos que Hp, (Qp(N)) ~
H™ *(N)* ~ Hy,_(E'(N)) e portanto existem uma forma w € Qf (M) fechada e uma

corrente o € £, +1(N ) com suporte compacto em N tal que
w—U =do.

Usando intersecao de correntes, o mesmos argumentos do Teorema I3 mostram
que

(w—=U,8,) =0

o que implica em

e portanto P"(w) = U.

Escrevendo

U= Z npUp) + Z myp Uy,

peCr® _ (f) peCrl, . (f)

m—k

existe uma outra vizinhanca que, ainda denotaremos por N e da mesma forma que ante-

riormente, contém o suporte da corrente U e satisfaz a condicao

NNaS, =0V qe Crlf).
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Note que U € H™ *(Qp(N))*. Pelo Corolériovale o isomorfismo HEF

cpt
H™ "(Qp(N))*e assim existe w € QF,

(N) =
(N) comdw =0e¢o €&, ,,1(N)uma corrente

flat com suporte compacto tal que
w—U =do.

Mais uma vez, utilizando intersegao de correntes flat vemos que (w—"U, S,) =0

e portanto w ¢ a forma que satisfaz a igualdade P*(w) = U. B

De forma alternativa, podemos escrever a parte de dimensao A\, = k de 171,
como

A expressao do limite P"/® faz com que os complexos (U™ d) possam ser
naturalmente identificados com os complexos (C' = CY @ C%,8) e (C = CY @ Cf, 9), onde
d e O sdo definidos na equacao . Isso acontece, pois, como visto na subse¢ao , esses
operadores sao descritos por meio das contagens de trajetérias (quebradas ou nao) entre
pontos criticos com indices consecutivos.

Antes de Enunciarmos o Teorema Principal dessa Subsecao, vamos definir
uma aplicacado que associa um numero inteiro as trajetorias entre dois pontos criticos.
Dados p,q € Cr(f) com indices consecutivos, denotaremos I', , como sendo o conjunto
das trajetorias que ligam p a ¢. Na situacao descrita acima, note que #I', , < 0o. Defina
a aplicacao

ny: Cr(f) x Cr(f) — 7
(p, q) — 1y(p, )

onde n.(p, g) é a soma alternada de valores £1 atribuidos a cada curva vy € I', ;. Quando

nao existir trajetérias que ligam p e ¢ o valor de n.(p, ) é zero.

Teorema 21 Os complexos (U™/*,d) podem ser naturalmente identificados com os com-
plexos (C = CY @ C;,0) e (é =CY) @ C’}j,é), onde 9 e O sio definidos na equacdo (@)
Consequentemente, valem os isomorfismos
a) Hy_ (M) ~ H*(M,0M) ~ Hy,_,(U") ~ Hp_1(C.);
b) Hpw(M,0M) ~ H*(M) ~ H,,_(U*) ~ H,,_(C.).
Demonstragao: Os primeiros isomorfismos
H, (M) ~ H*(M,0M) H,_ (M, 0M) ~ H*(M)

vem pela Dualidade de Lefschetz, enquanto os isomorfismos

H*(M,0M) ~ H,,_,(U") H*(M) ~ H,,_(U*)
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vem dos operadores P™/¢. Para provar o terceiro isomorfismo dos itens a) e b), isto é,

Hyp x (U]) = Hy, 1 (C.) Hpy(U) = Hm—k(é*>7
iremos agora identificar as diferenciais dos complexos de correntes (U, / * d) com os opera-
dores de bordo dos complexos (C,,d) e (C,,d). Vamos primeiros mostrar o isomorfismo da
letra b) e para isso construiremos a resolugao das variedades instéveis nos pontos criticos
instaveis e do interior.

Comegaremos provando o item b), isto é, faremos primeiro a resolu¢do das
variedades instaveis em pontos criticos instaveis e depois em pontos criticos do interior,
pois a imagem do operador P* é combinagdo linear de U, para p € Cr’(f) U Cr*(f). Em
seguida, vamos comparar os operadores de bordo dos complexos (UZ, d) com (é , é)

Suponha que p; € Cri(f) estd no nivel 0. Para 6; > 0 pequeno denote U;f‘;l
como sendo a variedade com bordo Ul‘lei = Up N f ~1(—4;). Considere agora a projegao
natural

R : [=61,0] x U, — f7H([=61,0)) N U,

induzida pelo fluxo da seguinte forma: um par (t,v) € [—dy,0] x Up_llf% ¢ projetado para
um ponto sobre a trajetoria que estda no nivel de energia ¢t determinada pela direcao v.
Suponha que p§ € Cr;_;(f) é o préximo ponto critico que vem pelo fluxo. A variedade
estdvel Sps possui fronteira, mas Up_qlfl N JSps = B, isto é, Up_qlfs1 M Sy intersecta apenas o
interior (numa quantidade finita de pontos no nivel f~!(—d;)). De fato, se existisse uma
trajetéria no bordo (que é uma variedade sem bordo), entao existiria trajetérias entres
dois pontos criticos de indices iguais.

Denotando por Wy := Up_zlfsl, a inclusao Rlél =1: Wy = f1(=d0) eW,o0
Blow-up de Wy ao longo de ¢™(Sys) = Sps N Wo.

s
2

k

Bl

C a,Ws o W

Note que o divisor excepcional

Es 1= Sv(Sps N W) = Bl ' (S N Wa)



80

e a pré-imagem

Bl H(0W)) == 0, WV,

¢ uma subvariedade de W, com codimensao 1.

Seja dy > 0 tal que f~1(c—d2) intersecta a vizinhanga tame de p§ e f(c5) = p3,
entdo existe uma aplicacdo (o qual serd dado mais detalhes sobre sua constru¢ao no
Apéndice)

R? : [c5 — 69,0] x Wy — f([e5 — 02,0])

tal que
L. ImR* =Uye N f7([c§ — 62,0));

2. Im R2 [c5,0]xEs = M(qu,pg) e Im R2 [c5—02,c5]xEs — U_pg N f—l([cg - 527 C;]);
3. Im R2 [€5—02,0]x 1 Wy, = Up? N f_l([Cg - 52, 0]) N GM,
4. R*: (c5 — 03,¢3) x Eg — f~((c5 — 02, ¢2) é um difeomorfismo sobre Uys N f~1((c5 —

92, 2)).

O divisor excepcional E; que se projeta em Spsnw, ¢ responsavel pelas tra-
jetérias que se quebram em pj. Mais precisamente, se w € W2 entao a trajetéria R (1)
nao se quebra em pj e estd contida no interior quando t € [c§ — d5,0) e se w € h Wy
a trajetéria RZ%(t) estd na fronteira de M e também nao se quebra em p§ para todo
t € [c5 — d9,0].

Suponha agora que py € Cry_,(f) é o préximo critico que vem abaixo de p}
pelo fluxo, isto é, p5 e p} sao pontos criticos na situagao de bordo obstruido. A construcao
da aplicagdo R* garante que R, 5, M Spy.

A construcao da resolucao continua considerando agora
W = Bly oW,
onde Q5 = Rigféz_l(Spg N f~1(c5 — d2)). O divisor excepicional de Wy, serd denotada
E., = Sv(Q.) = B3 (Q.).
E mais, existe uma aplicacao
R? ;¢4 — 03,0] x W, — f1([c4 — 65,0])

que se projeta em Uy N f~([c4 — 63,0]), onde ¢ = f(p4) e 63 > 0 com f~'(c4 — b5)
intersectando uma vizinhanga tame de p§. Note que como a pré-imagem de @), via Rgg_ 5

intersectam as dua fronteiras E; e 0;W,, o processo de Blow-up garante que a E,, se

projeta sobre E; e 0, W.
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WSU WS

E L

. Bl
T
azwsu“ E:u (a;Ns

Esu Q
Como a imagem acima sugere, podemos dividir [E,, em trés partes disjuntas:

Es .= Bl (E, N Rgs,g;l(spg)) E* =BL'(OW,NQ,)  E:, :=BlI"YE\Q,)
N e’
Qs

0s quais serao responsaveis pelas trajetdrias que se quebram via R? em dois pontos criticos:

no ponto critico instavel p§ e no ponto critico estavel p;, respectivamente. Note que

ESU

su?

ES, e EY, possuem dimensao m — 1. Uma outra subvariedade com codimensao 1 em

W, sera
0o Wiy := BLH (1 W\Qy).
Assim,
L Tm R%|ies ojxes, = M@V, p3)  Im R®|iy es)xpe, = MO(p5,p%)  Tm R?|jcy_s, c5)xmsy =

Upy N f ([ = 05, ¢3));
2. Im R3|[c§‘753,0]><82W5u = Uplf N fﬁl([cg — 03, 0]) NOM C OM;

3. R (4 —d3,¢4) x ES — f~1((c4 — 3, c3) é um difeomorfismo sobre Ups N f~((c} —
03, Cg))

Por fim, seja py € Cry_;(f) o préximo ponto critico que vai pelo fluxo. A
construcao garante a transversalidade de ng_ 5, com S, e seguindo o processo iterativo,
o préximo Blow-up sera

WsuO = B13 QSquu

1 , . s e
onde Qg = Ri’gfég (Spy) € Eguo := Sv(Qs) é uma nova fronteira que ¢é adicionada no

interior de Wy,.
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Ezu ESU

As subvariedades de dimensao 1 de Wy, sao Eg,o, E3,, EY,,
Bl (8,Wou).

A nova projecao sera

Ezz € 83W5u0 =

R4 : [04 — 54, 0] X Weno — f_l([04 — 54, OD

onde Im R* = Uy N f7*([c4 — 64, 0]) € R* restrito ao interior ¢ um difeomorfismo sobre um
aberto e denso da imagem. Além disso, a restrigao R* : (cq — 04,¢4) X Ego — f (s —
04, ¢4)) é um difeomorfismo sobre U,, N f~((cy — 04, c4)) € R* : (c4,0) X Ego — M(pY, pY).

O processo pode ser continuado até o ponto de minimo obtendo a aplicacao
R : [emin, 0] X W = f7Y([emin, 0]) tal que cpin é o valor de minimo e W é o resultado
dos sucessivos blow-ups. A imagem de R é U_plla e a restricao de R ao interior é um
difeomorfismo sobre um aberto denso da imagem.

O préximo passo agora ¢ encontrar o bordo da corrente Uy: e para isso é
necessario analisar as subvariedades de codimensao 1 em [¢iin, 0] X W e usar o Teorema
de Stokes em [cpn, 0] X W. Com intuito de nao sobrecarregar a notagao iremos supor que
Cri_1(f) = {p5, p4%, ps} € nos restringir a encontrar o bordo da U,N f~![c4+ 33, 0], pois caso
contrario terfamos que introduzir na notagao novos pontos criticos e novas possibilidades
de trajetérias tornando a expressao da integracao maior e confusa. Por esse motivo,
usaremos a aplicagao R : [cq — 03,0] X Weyo — f71([c4 — d4,0]) no lugar da aplicagao R.

Essa alteracio de R para R* deve ser naturalmente acompanhada de uma
mudanca na forma suave que vamos considerar na integracao. A troca sera feita mediante

a seguinte motivacao: como R, . (W) = {pmm } temos

/ R'n=0.
{Cmin} xOW
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Por isso, vamos supor que 7 é uma forma no interior com suporte compacto tal que

/ RYn =0. (75)
{ca—64} X Wisno

Faremos agora duas observagoes:
e Como as variedades instaveis de pontos criticos com indice menor que k—1 possuem
medida Hausdorff k£ — 1 dimensional igual a zero, a diferencial de [Up.] é dada em
funcao das variedades instéveis dos pontos criticos de Cri_1(f);

e Dadow € Q]C“I;l(]\/[") temos que

[Upg](w) = [UPS](W) + n,(p, q) [Upg](w) = n,(p, q) [Upg](w)

pois spt w NIM = ().

Partiremos agora para o célculo da diferencial de Upu em f~'([cs — d4, 0])](7).
Se n € QF 1 (M°) que satisfaz a equacio , entao

cpt

d[Ups 0 f~H([ca — 04,0D)](n) = dn

R4((C4*6470) XWSuo) (04*64,0) XWeouo

[ca—04,0] X Wsno O([ca—064,0] X Wsuo)

{ca—=84}xWisuo {0} xWsuo
_/ R4*T]
[c4—64,0] X OWsuo
— _/ R4*T]
[ca—84,0] X OWsyo

Portanto é suficiente analisar a integral

/ R4*’)7
[04_54 ,0] X OWsno

Note que a subvariedade J5W,o possui codimensao 1 e

/ R¥n =0,
[c4a—84,0] X3 W0
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pois spt nNOM = () e R*([cq — 04,0] X 3Wyy0) C OM. Outro pedaco que dar zero é a
integral

/ 0
R*((ca—0a,c3)xES,,)

pois a restricao de R* a (¢4 — 04, ¢5) x EZ, se projeta em Uy C OM.

1 e X S u Su
Os pedagos de codimensao 1 de Wy, sao compostas pelos pedacos E? ,, EY , E

e Equ0. Escreveremos agora os pedacos que nao se anulam

[c4—064,0] X OWsyo [ca—b4,c4] XEsuo [ca—d4,cy]x EY,

+ / RYn
[64 —54,65} XEZ%

R4((C4_64:C4)XEsuo) R4((C4—54,Cg)XEgu)

+ / RY%n
[84 —54,65} X Eg}f

= n,(pY,pa) - [Up, N f~H(lea — b4, ea])](n)

+1 (Y, 25) - [Upy 0 ([ea = 8, 5])] ()

+ / R%n
[0475470‘5] XES"

u

Por fim,

/ R4*77 :/ R4*n+/ R4*77
[ca—04,c5]x E5Y [ca—da,cy]x EY e}, c3]x Esy

N

-~

=0

R4((C4—§4,C§‘) XES“)

su

=1, (p}, p3) - 10 (95, P5) - [Upy] ()
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Logo
d[Upy 0 7 ([ea = 04, 0D)](n) - = 1y (pY, pa) - [Upy 0 f 7 ([es = 04, ca])](m)
+ny(pY, p5) - [Upy N 71 ([ea = 64, 5])](0)

+n(pY, p5) - 1y (3, %) - [Upz](n)

Na Subsecao [5| vamos discutir as orientacoes e provar que

n (p Q) :{ _n(p,Q); se p,q € CI‘O(f)UCI'S<f) '
W’ n(p,q), seqeCr(f)

d[Upy N f 7 ([ea = 04, 0)](m) - = n(pY, pa) - [Up, N f 7 ([ea = 0a, ca])](n)
—n(pt,p5) - [Upy N f 7 ([ea = 04, 5])](n)

—n(pY, p3) - 1y (P35, p5) - [Ups](n)

De forma geral, ou seja, considerando R em vez de R* e as véarias possibilidades

de trajetorias entre pontos criticos temos

AUy ](n) = (38 [U) + (=0; = 0,04 [U]) ().

De maneira similar, fazendo o mesmo processo para os pontos criticos do in-

terior, temos que
dUp)tn) = (B1Up) = D,00U]) ().

Isso mostra que a diferencial do complexo (U?,d) é isomorfo ao operador de
bordo do complexo (é ,0) 0 que prova o item b). A lembrar o operador C é definido pela

matriz
5 88 g '
—030) —0¢ — 330!

Para a prova do item a) segue fazendo o mesmo processo que acima. Em

esséncia o que vai mudar é que vamos utilizar o mesmo tipo de Blow-up usado no Teorema

18 m
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4 COEFICIENTES INTEIROS

Nas subsegoes [2.5] e [3.3] foram encontrados isomorfismo para coeficientes reais.
Considerando o push-foward de simplices transversais as variedades estaveis iremos encon-
trar o limite quando ¢t — 0o e vamos conseguir os mesmos isomorfismos para coeficientes

inteiros. Daremos detalhes a seguir.

4.1 Coeficientes Inteiros para Variedades sem Bordo

Nesta subsecao vamos considerar M como sendo uma variedade Riemanniana,
orientada, compacta de dimensao m.
Seja o : A¥ — M uma simplice suave. Iremos (sob algumas hipéteses) calcular

o limite quando ¢ = —oo de ¢*, definido por

(p—-0)* ([o]) (n) = (we)i ([0]) (n) = [o](im)
:/M o pin (77)

= /Ak(SOtOU)*U

Argumentos de transversalidade permitem substituir o conjunto
Cx(M,Z) := {mdbdulo livre sobre Z dos k — simplexos singulares},

pelas simplices que sao transversais as variedades estaveis no seguinte sentido: se o :
AF — M é uma simplices suave e p € Cr(f) entdo o e U}aA ¢ transversal a S,. Este
conjunto serd denotado por CJ'(M,Z). Note que a homologia do complexo (C{(M,Z), d)

é isomorfa a homologia de M, isto é,
H(M,Z) ~ Hy(M,Z).
Definamos o operador com imagem contida nas correntes integrais por

P CP(M) — Tp(M)
o — 0", (o) OFM) — R (78)
= (@) (o)) ()

Estudaremos condigoes de transversalidades que relaciona simplices e varieda-

des estaveis.
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Proposicao 4 Se o for transversal a S, entao o € transversal ao fluzo ;.

Demonstracao: Como S, M o por definicao de transversalidade temos
dO’S(TSAk) + TU(S)SP = Ta(s)M-
Dado g € S, N o(A*) existe s € A* tal que o(s) = g e r € M tal que ¢ = ¢,(r). Por

definicao,
T,M =doy(T,.A%)+T,S,

= daS(TSAk) + T%(T)Sp

C doy(T,AR) + d(g,), (T,M). W

A corrente [fw} onde

A

'y, := gréfico reverso do fluxo ¢
é o kernel do operador P". Para ver isso, basta verificar a igualdade
P{(0)(n) = |F, | (v Aim), (79)

mas antes precisamos definir o que significa a corrente 7jo.

Definindo
A ={(s,m,n) € A* x M x M | o(s) = m(m,n) =m}
={(s,0(s),n) | s € A*,n € M}

=T, x M

considere o diagrama abaixo
P

A AF
o
Mx M- M

onde P, : A — A%, Pi(s,m,n)=sePy: A— MxM; Py(s,m,n)=(m,n). A corrente
mjo sera definida como sendo
o = Py, [Al
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Por abuso de notacao, em alguns momentos vamos considerar 7jo como sendo a aplicagao

O A — MxM
(s,0(s),n) +— (o(s),n)

A igualdade do lado direito da expressao pode ser vista da seguinte forma
0] (rio A mgm) = (w0 AT, ) (m5m). (80)
Proposicao 5 Sdo equivalentes

oty o iy,

Demonstragao: Suponha inicialmente que o h ¢;. Assim, dado ¢ € M com () = ¢ =

o(s), onde s € A* temos que

dos(T,AF) + d(py), (T, M) = T, M. (81)

Vamos mostrar que 7o M T,,. Com efeito, dado n € M com (p(n),n) = (o(s),n)
provaremos que

A0 (s o)) (Lisrts)m) A) + Tigtmym Lo = Toumy M X T, M (82)

Temos que a diferencial da aplicagao o é
d7T>1k0' : T(&U(S))FU x T,M — TU(S)M x T,M
e sua matriz é

dos 0
0 I

d(ﬂ-ra)(s,a(s),n) = [

Assim,
d(ﬂfg)(sp(s)’n) (T(Svg(s)’n)A) = das(TpAk) X TnM.

A

Ademais, dado v € T(,, Iy, existe u € T, M tal que

43
=o(s)

v = (d(or)ru, u).

Para mostrar a equagao ([82]) resta provar que vale a inclusdo D, ou seja,

An10s,0(5)m) (T(s,0(5)mA) T Ty Lo D TomyM X T, M
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D: Dado (wy,ws) € T,,n) % T, M pela transversalidade de ¢ rh ¢, existe x; e x5 tal que

w1 = dO’S(.Tl) + (dg@t)n(l’g)
Deste modo,

= (w1,0) + (0, w2)

= (w1,0) + (0, wy — 29 + x2)

= (dos(x1) + (dipi)n(2),0) + (0, ws — 25 + 25)
= (dos(x ) wy — x2) + ((dpy)n(22), 22)

-~

€ dou(TLAF)X T, M € Tio,mymPer

wl,O

Logo

A0 (s,0(5),m) (L(s,0(5).mA) + Tigemymloe = LoyyM x T, M

Reciprocamente, supondo que 7o th I',, vamos mostrar que o M ;.

ot
Por hipétese, temos que

A0 (s,0(s)m) (T(s.0(s)m)A) T gy Lo = Tpyny X T M (83)
Para mostrar que
T,M = doy(T.AF) + d(p:)n (T, M)

mostremos a inclusédo O .

D: Dado wy € Ty, (n)M, para qualquer wy com
(w1, ws) € Ty, myM x T, M
como pode ser escrito
TosmyM x TyM = doy(T,AF) x T, M + Tipymym Lo
existe z; € T,A*, 2 € T,M e x5 € T,M tal que
(w1, w2) = (dog(x1),2) + (d(e)n(w2), 72)

= (dog(z1) + d(@)n(2), 2 + 22).

Logo o ;. A
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Para calcular o limite do operador P{" precisamos verificar a igualdade
] (rio Amgm) = (mio AT) ()

=P} (0)(n)

Observacao 18 Para a primeira igualdade fazer sentido, precisamos usar intersecao de

correntes e por isso € essencial que acontega
mom IA“%.
Por definigao a expressdo 7o AT, é (7}0) ((ﬂa)_l <f¢t>) . Assim,
(ni0) " () = {(s,0(s),m) | (wio)(s,0(5),m) = (o(s),m) € T}

={(s,0(s),n) ‘ (0(s),n) = (pi(n),n),n € M,s € A*}

~ Bt
CAYx M x M
e (wio) ((ni0)™ (£) ) = {(0(s). palo(s))) | s € A7}
Considerando
P By = {(s,0(),04(0() | s€ Y} — M x M
(5.0(5), -4l () — (o(s), pa(o(s))

¢ AF — AF x M x M

s > (s,0(s),p4(0(s)))
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temos que

(84)
— [ P
Ak
= P{(0)(n)
Sabemos que a corrente associada ao limite do operador P} ¢
P’ — Z [Sp] x [Uy] s
p€eCr(f)
ou seja,
> S x U] (wio Amgn) =P (0)(n). (85)
peCr(f)
Note que
[Sp] % [Up] (w0 Amsn) = (710 A (S, X Up))(m3n)
= (m70). [(WTU)_I(SP x Up)] (m3m),
mas

(m70) 1 (Sp x Up) =A{(s,0(s),n) € A | (w50)7(s,0(5),n) = (0(s),n) € S, x Up}

= AF x (o(A*) N S,) x U,

o que implica que

(mi0). [(m10) (S, x Up)] = (0 - S,) x U,

onde o - S, ¢ o nimero de intersecao da simplice o com S,,.

Observagao 19 Como o € transversal as variedades estdveis e diim A*+dim S, = dim M

temos que o 1(S,) possui um nimero finito de pontos, cada um dos quais com um nimero



de orientacao +1 induzido pela orientacao de M.
Portanto,

Po)= ) (0-5,) x U,

peCr(f)

Proposicao 6 Temos que

ol P ohS,

Demonstragao: Suponha que o P". ou seja,

TpimyM x T, M = d110(s5.0(5),m) (T(s,0(5),m)A) + Tipr(n),m) (Sp X Up).

Vamos mostrar que
doy(T,AY) +T,S, = T,M

onde g € S, N a(AF).
Como pode ser escrito como

T‘Pt(n)M X TnM = dUS(TSAk) X TnM + T@t(n)sp X TnUP

temos

T

oM x T,M = (dog(T,A%) + Ty, Sp) x T,M

Reciprocamente, se o t S, é claro que vale . ]

Note que o operador

TP: CH(M) — I(M)

o) — TP (o) : QF (M) — R
n — a o™
[0,t]x Ak
onde
g: [0,t] x AP — [0,t] x M
(r,s) = (r,o(s))
satisfaz

TPod+doT=P"—1

92

(86)



Com efeito, lembrando que

k

0o = Z(—l)ia oFjy

=0

onde F;, : A*1 — A¥ é a aplicagao de face (veja |[SPAINNER] (1994))) temos

k
Tf o (90)(n) + do TH(o)(n) =3 (~1) / Fl 6o + / 5" dn
i—0 [0,] x Ak—1 [0,t] x AF

k
- Z(—l)i/ 5 o*n +/ 5o+

k
—/ 5t — Z(—l)i/ ")

onde Fj : R x A1 — R x AF dada por Fj(t,s) = (t, Fix(s)) e iy(x) = (t,z).
Observacgao 20 Note que
(r1o) "1 (@([0,] x M)) = {(s,0(s),n) | (o(s),n) = (p(r,2),2)}

={(s,0(s),n) [ n =2 =¢_(0(s)) = p(=r,0(s)) = p(o(=r,5))}

Assim,

O([0,¢] x M)(mjo Amsn) = (w7 A ([0, 1] x M))(m5n)
= (mjo). [(m1o) = (2([0, 1] x M))] (73n)

=T (0)(n)
4.2 Isomorfismo com Coeficientes inteiros- Caso sem Bordo

Lembremos que
doP] =PMoo.

93
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Pela continuidade do operador de bordo, temos que
doP"=P"0 0.

Pelos mesmos argumentos da se¢ao anterior temos o operador P : Cff (M) —
Zr(M) onde
Pm(g) = Z (Sp - 0)[Up]
peCr(f)

Denotemos
P CNM,Z) — U~

como sendo a restricdo ao codominio. Assim, a imagem desse operador é denotada por

mP"=U7* = € z[u,). (88)
pECry(f)

Como doP =P o d temos que P induz uma aplicacao

Pm.

x

Hy(CM(M,Z)) ~ H,(M,Z) — Hj (U*Z) : (89)

Teorema 22 O par (UZ,d) é um subcomplero de (U,,d). Além disso, para todo k € Z

temos que

Hi(CI(M, Z)) = Hy(U).

Demonstragao: Mostremos a injetividade e sobrejetividade de IEDT

a) A inclusdao 1" : C,(M,Z) < Z.(M) induz o isomorfismo a nivel de homologia
M H,(M,Z) — Hy(Z.(M)).
A injetividade sai da comutatividade do diagrama abaixo:

cp(M,z) B P

b) Sobrejetividade: Dado U € UZ com dU = 0 existe um elemento em o € CM(M)
com do = 0 tal que P"(0) = U.
De fato, seja N uma vizinhanga do suporte de U tal que N D spt U e NNdS, =0
para todo ¢ € Cr(f).
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Sabemos que

Ho(N,Z) = Hy(L.(N)).

Como U € H,(Z(N)) existe 0 € H,(N,Z) e v € Ij41(N) tal que
o—U=d.

Podemos supor (usando um argumento de transversalidade) que o é uma cadeia
transversal as variedades estaveis. O resto sai igual a demonstracao do Teorema

substituindo a forma w pela simplice . B

4.3 Isomorfismos com Coeficientes Inteiros - Caso com Bordo

Com a mesma notagao usada na Subsegao [4.1] serd adicionada a hipétese de
M ser variedade com fronteira.

Definindo o conjunto
CHr(M,Z) ={o: A" = M | o(A")NOM =0, o,0| NS, VpeCr(f)}

onde AF sdo as faces de A*, temos que:

Hi(C} (M, Z)) = Hi(CR(M\OM, Z)) = Hy(M\OM,Z) = H(M,Z).

Agora, escrevendo

CM"(M,0M,Z) = CN"(M,Z) ® C"_(0M,Z)

como sendo o mapping cone para i, : C"(OM) — C"(M) com operador de bordo

C™(M,0M,Z) — C%_ (M,0M,Z), (0,0") — (0o —i0’,—00"),
sua homologia é igual a homologia relativa da variedade, ou seja,

Hi(CR(M,Z) ® C{_(0M, Z)) ~ H,(M,0M,Z).
Esses dois conjuntos serao utilizados para definir os operadores

PP O (M) —  Iy(M)
o — @, (o) QFM) — R (90)
n o (e (o) (0)
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P CN(M,Z) & CP (M, Z) —  Ti(M°)
(0,0") — 92 (0,07) 0 Qe (M) — R (91)
" — (#})« (o) ()

onde Z,(-) sdo as correntes integrais e (o). (o) (n) = [o](¢in).
As Proposigoes[d] 5] e[6] ainda continuam vélida para esse contexto. Além disso,
as correntes associadas aos operadores JP’T’“ e ]P’T’T sao [f%} e [ﬁpg} .
Pelos mesmos argumentos da Subsegao [4.1] podemos encontrar os limites de
PP ¢ P A diferenca consistem nos seus residuos:
a) O dominio do operador IPT’“ ¢ formado por simplices que nao intersecta o bordo.

Isso implica que a intersegao o - Sy« = 0 para todo ponto critico p* € Cr*(f);

b) O fluxo do operador ]P’;h " 6 restrito ao interior e portanto a imagem de PT " sa0 as
correntes integrais no interior de M. Assim, dado um pontos critico estavel p® &
Cri(f) temos que [Ups|(n) = 0 para toda forma 1 € QF, (M°).

Diante disso, podemos escrever seus limites como sendo

Pm’a(‘ﬂ = Z (Sp0 - ) [Upo] + Z (Sps 'U)[ﬁps]

pPeCrO(f) p°eCrs(f)

P (0,0) = 3 (Sp-0)Ul+ Y (5,-0)U,):

pPeCro(f) peCTU(f)

Observe que

U= @ ziu)+ P Z[fjps]zlm phe, (92)

p0eCr(f) p*ECr®(f)
U= @ zZlupl+ @ Z[Uy]=Im P (93)
PECHO(f) preCr(f)

. .. ~ . . 7 , . .
Teorema 23 As diferenciais d sao invariante por U, T Além disso, temos 0s isomor-

fismos
Hy(UE d) ~ Hy(M,Z)  Hp(U2",d) ~ H,(M,0M, 7).

Demonstracgao:
i) O operador P™ ¢ um isomorfismo:
a) Por FEDERER) (2014)), a inclusdao I : CJ(M,Z) — I;(M) induz o isomor-

fismo a nivel de homologia

L' Hy(M,Z) — Hy(Z.(M)).
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A injetividade sai do diagrama

ORI EE

NG

(M)

b) Sobrejetividade: Queremos provar que dado U € Z/{kZ “ com dU = 0 existe um
elemento em ¢ € C'(M,Z) com do = 0 tal que PM(0) = U.
Observe que

U,N8S, =0

para todo ¢ € Cr)(f) N Cri(f) e g € Cri(f) com q £ p*.
Seja N uma vizinhanga do suporte de U tal que N D spt U e NNadS, =0
para todo ¢ € Cr’(f) U Cri(f) e para todo q € Cry(f) com q £ p°.

Sabemos que

Ho(N,Z) = Hy(I(N)).

Como U € Hy(Z(N)) existe 0 € Hg(N,Z) e ~y corrente flat com suporte com-

pacto tal que
o—U=dy.

Podemos supor (usando um argumento de transversalidade) que o é uma cadeia
transversal as variedades estdveis e o resto sai como na prova do Teorema [22]
ii) Provemos agora que P™" é um isomorfismo.
a) Injetividade: Por FEDERER (2014)) sabemos que a inclusao

[MOM — M @ 19M . ON(M, Z) @ CF_(OM,Z) — Tiy(M) & T_1 (OM)
induz o isomorfismo
MM [ (M, 0M, 7)) — Hy(Z.(M,0M)).

Se U = ZaiUpi € UP" C T,(M°) é uma corrente fechada podemos associar
i

um par de correntes (U, S) em Z,(M) @ Z,_1(OM) satisfazendo as igualdades:
9S8 = 0ei,S = 0U. Note que essa condicao significa que o par (U, S) é fechado.

Pelo diagrama abaixo

Cu(M,Z) ® Cpr (OM, Z) — 7 11" LT (M)

M /

T (M) ® Ly—1 (OM)
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Como IMM - [, (M,0M,Z) — Hy(Z(M,0M)) é injetiva, temos que P™" é
injetiva.

b) Sobrejetividade: Se p° € Cri(f) e p* € Cri(f) temos que Uyp NS, = 0 e
Upe N IS, = 0, para todo q € Cr(f).

Escrevendo

U= > alU)+ Y blU,], abeZ
()

pi€CrY(f) p;eCr¥

existe uma vizinhanca N que, da mesma forma que anteriormente, contém o

suporte da corrente U e satisfaz a condigao
NNaS, =0V qe Crp(f).

Note que podemos ver a corrente U como uma corrente integral no interior de
N, isto é, U € Z,(N°). Denotando por U a extensdo para Z,(N) da corrente
U (conforme mencionamos acima) associamos U € Hy(Z,(N°)) — (U, S) €
Hy(Z.(N,ON)) com 4,S = oU.

Pelo isomorfismo

Hy(N,0ON) ~ Hy(Z,(N,0N))

existe 0 € Hy,1(N,0N) tal que
o—U=dy,

onde 7 é uma corrente flat com suporte compacto.

Seguindo 0s mesmos passos que usamos no operador P™¢ temos o desejado. W

4.4 Continuidade

Existe um ponto delicado, que embora nao tenha sido esclarecido em HARVEY'
and LAWSON JR| (2001) deve ser mostrado. Provemos a continuidade da intersegao das

correntes mio e I'y,, ou seja, mjo AI'y,. Na verdade, devemos mostrar que
: ~1f ) p-1
lim P, (T,,) = P, g Sy x U,
t—o0
peCr(f)

Para isso usaremos o Teorema 4.1 em |CIBOTARU] (2016), porém num contexto

mais particular.
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Considerando a secao

¢: T, T, x M

_>
(s,0(s)) = (s,0(5), p4(0(5)))

queremos mostrar que ¢y é s—normal, ou seja, ¢ é transversal a S(F'). Com efeito, seja

Ffi TuxM — R

(s,0(s),n) — [f(n)
e X(y,m) = X(m) = —=Vf. Note que X ¢é vertical e seu fluxo é dado por

o: RxI'yxM — ', x M
(t,(s,0(s)),n) > ((s,0(5)), p-t(n))

Se F' é uma variedade critica da fungao de Morse f , observe que a variedade
estavel S(F') é
S(F)=T, x5,

onde p € Cr(f).
Vamos mostrar agora que ¢o M S(F).

Note que a imagem de ¢q é
Im ¢o = {(s,0(s),0(s)) | s € A*}.

Devemos verificar que dado (s,0(s),n) € S(F)NIm ¢q, ou seja, para pontos da forma
(s,0(s),0(s)) € S(F)NIm ¢, temos a igualdade

Tis oo (T X M) = do(s o)) (Tis0) o) + Tis.o().09Lo X S(p).
Com efeito, considerando a aplicacao

a AP —  MxM
s > (o(s),0(s))

temos que
T(S,O’(S))FO' X TO’(S)M = Fdas + chrs X Ta(s)Sp-

Desta maneira pelo Teorema 4.1 em (CIBOTARU (2016) temos que tlim oe(T5)
—00
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existe. Note que

P(o)(n) = (p-0)"(0)n) = [T (mio A mg)

o que implica em

=P, (P2—1 (f@t>> = P, (Py (9 (1))

Note também que Py ' (S, x U,) =T |

x U, e como P, é um mergulho,
ag
Uﬁl(sp)

temos que

Como

lim Py (¢ (T)) = Py ' (S, x Up) =T

t—o00

x U,

Ulg—l(sp)

A

seque que a intersecao entre as correntes 7o e [F@t} é continua, pois

|:f‘50t:| - Z (0-8,) X U] = 7io A [f‘%} — ng/\Pm,
peCr(f)
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5 ORIENTACOES

5.1 Orientagao do Limite no Caso sem Bordo

Lembremos que inicialmente foi escolhida orientacoes para U,, as variedades

instdveis e definimos orientagoes sobre S, via a regra
or Sy Nor U, =or M

Se I'y, = {(q, ¢+(¢))}, vamos mostrar que o limite de nicleos

lim Ty, = Y 8, x U,

t—o00
peCr f

considerando também as orientagoes.

O fato que isso é verdade sai também da demonstracao do Teorema Principal
em HARVEY and LAWSON JR/ (2001)), mas queremos ver que isso também aparece na
resolucao.

Sejam ¢ um ponto regular e B uma vizinhanca pequena ao redor do ¢ tal que
f(q1) > 0 > 0 para ¢; € B e suponha que o ponto critico lim; o, ¢;(q) = p € Cri(f) estd
no nivel 0. Queremos rever o primeiro passo da resolucao da diagonal AN B x B = A’ B

Denotemos por A C B x f~1(§) a variedade n-dimensional que resulta fazendo
cada ponto (b, b) € AN B x B correr via o fluxo na segunda coordenada até o nivel 6. Em
outras palavras, A é o grafico da fungao definida sobre B que pega um ponto b e leva ele
para a interse¢ao da linha do fluxo correspondente com f~1(4).

O primeiro passo da resolugao é considerar a aplicacao inclusao o : A —
B x f~Y(5) e fazer blow-up de 0=}(B x S3) dentro do A, onde 53 := f~(8) N S,,.
Fica mais facil entender esse Blow-up se consideramos a aplicacao grafico que

mencionamos mais cedo, isto é, via o difeomorfismo

a:B— A

A pré-imagem o~'(B x S7) é difeomorfa a (S, N B) desde que todo ponto de S, N B vai
passar pelo S[‘f . Além disso « preserva a orientacao onde a diagonal e a diagonal corrida
A recebem a orientacio candnica e a orientacdo induzida, respectivamente.

Agora teremos uma aplicacao

(~6,8] x Blg,np(B) — B x f~'[—6,0]
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obtida atraves do lifting
Bl,-1(pxsy (A) = B x {6} x S™ 71 x [0,¢) x S

Lembra-se que temos um ”blow-up”dos eixos |z|-|y| = 0 dado em coordenadas

tame da forma seguinte

Y [=6,6] x S"FLx [0,€) x SFT - R™F x RF,

(s,v,q,w) — (v\/\/32+q2+s,w\/\/s2~l—q2—s).

Repara que a primeira componente e a variedade estavel enquanto a segunda e a variedade

Sm=k=1 utilizando a normal interior primeira e a orientacao do

instavel. Se orientamos
intervalo [—d, ] é oposta a aquela candnica a aplicagao 1) preserva a orientagao nos pontos
onde e difeomorfismo, isto é, para g # 0. Isso se verifica facilmente em um ponto s = 0,
q#0.

A aplicacao ¢ no nivel s = § com dominio {§} xS™*~1x[0, €) x S*~! representa
a parte do Blow-up da esfera estdvel SO dentro do conjunto de nivel f~!(§) na carta
f—tame.

Lembramos que em geral se ¢ : N — P é uma aplicacao transversal a uma

subvariedade S C P entao existe um ”lift”
6 : Bly,-15y N — Blg(P)
Conseguimos dessa forma obter o lift:
G : Blo—(mxsp) (A) = B x {6} x §™F71 x [0,¢) x §*7

mencionado acima. Fazendo a composi¢ao com o difeomorfismo induzido pelo I',, obtemos

uma aplicagao (utilizaremos a mesma notagao)
65 : Bls,np(B) = B x {6} x S™* 1 x [0,¢) x S*1.

E importante ter uma descricao mais explicita dessa aplicacao. Nos pontos

interiores da variedade com fronteira Blg, np(B) essa aplicacao ¢

0‘1(Z> ooz 02(2)
532 (2 2o o 255 )

e a imagem é um ponto com g = |o1(2)| - |o2(2)| # 0. Denotemos por (01(2),02(2)) as

componentes do ponto que resulta intersectando a trajetéria de z com f=1(4).
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Para ver como essa aplicacao se estende a 0 Blg,ng(B) primeiro reparamos que

o2(2)
lo2(2)]

Mas podemos mostrar que para z; € S,NB e u € S(vS,NB) o préximo limite

faz sentido para z € S, N B, enquanto nao faz sentido, pois o denominador é zero.

existe

o GO (B)) L oafexp, (b))  t d()(w)

=0 |oy(exp,, (tu))| =0 t oa(exp,, (b)) 1d(02)-, (u)

Da transversalidade sabemos que essa ultima fracao faz sentido.

Concluimos que G5 tem a seguinte expressao na fronteira 0 Blg,p(B)

d(02)= (1)
|d(2)2, ()]

0'1(21)

|o1(2)]

Lembramos que existe uma aplicacao:

(z1,u) = (21,0,

7Oa )

[—0,6] x Bls,n5(B) = B x [—0,6] x S™F1 x [0,¢) x S" 1,

dada por (t,w) — (t,0s(w)). Fazendo a composi¢ao com o Blow -down idp X ) obtemos
uma aplicacao
[—0,8] x Blg,n5(B) = B x f~1([-4,4])

que restrita a [—6,0] x 0 Blg np(B) tem a expressao:

- don), ()
(s,21,u) — (21,0, \/_2|d(02)21 (u)|) (94)

e fora de {0} x dBlg,np(B) é um difeomorfismo sobre S, N B x U, N f~1([—0,0)).
Podemos supor sem perda da geralidade que B esta contido na carta tame.

Entéao S, = R™* e podemos realizar Blgm-» R™ que vem com uma projegao:
Bl : Blgm-x(R") — R"

Se escolhemos B = B™* x B* produto de bolas abertas (com B* centrada na origem e
B™ % centrada num ponto ¢ longe da origem e de raio menor do que d(g, 0) — &) entao é
facil ver que de fato

Bls,np(B) = BI"!(B)

Por outro lado

Blgm-«(R™) = R™™ x [0,¢) x S¥7' = R",  (z,p,u) — (2, pu).
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E a aplicacdo preserva a orientacao quando S¥~! é munido da orientacdao canonica.

E importante enfatizar que a orientacdo do [—9,0) x 0 Blg ~p(B) nao é a
induzido pelo produto das orientagdes mesmo com a convenc¢ao que o intervalo [—d,0)
tem orientagao anti-canénica. A orientagao de [—6,0) x 0 Blg,np(B) ¢ a orientacao como

fronteira exterior de
[—0,0) x Blg,np(B) = [—6,0) x B™ % x [0,€), x S",

onde o subindice ¢ é o nome da coordenada correspondente. Isso diz que o vetor —d, é o

vetor normal exterior e uma base —9, 21, . . ., Zm—k, V1, - . . Vg_1 de [—6,0) x R™™F x T, Sk~1
onde p = (1,0,...,0) é positivamente orientada se
_8(17 _857 Rly e v Bm—k; ULy« Ug—1

é positivamente orientada. Lembrando que a orientagao de B™ % x [0,¢) x S¥! é dada
pela base

21y Zm—k, Ogy U1, - - . Up—1

onde 21,...zm_, ¢ uma base positiva R™* e vy,...v,_; é uma base positiva de S¥~!
(tanto R™* quanto S*~! tem as orientacdes canonicas) segue que a orientaciao positiva

de [—6,0) x B™* x Sk=1 ¢ dada por (—1)™* vezes a orientacio da base
_887 By ey Zm—kyUly - Uk—1

onde agora 2y, ..., Zm_k ¢ ,V1,... V51 s40 as bases positivas de R™* e S¥~1. Fica ébvio

agora que a aplicacao
[—6,0) x B™ % x ¥t — B™F x R* (s, 2, 1) = (21, vV —2su)
preserva a orientacao.

5.2 O Bordo de U, como corrente no caso Morse sem fronteira

Ja é sabido que para um ponto critico p de indice k

U, = Z n(p, Q)Uq

Ag=k—1

onde n.(p, q) é o nimero de trajetérias contadas com sinal que vao de p a q. Queremos

entender n,(p, q). Na verdade, queremos mostrar que

n,(p, q) = n(p, q).
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A convencao de orientacao aqui é a mesma que na secao anterior para as
variedades estaveis e instaveis.
Na teoria classica de Morse o sinal de uma trajetéria v entre p e ¢ pode ser
descrito de varias maneiras equivalentes.
Seja M(p,q) :=U,NS,.
Proposicao 7 Os sinal obtido através de cada um dos sequintes processos é o mesmo
(a) comparar a orienta¢io da variedade 1-dimensional M (p,q) dada pela dire¢io do

fluxo gradiente negativo com a orientacdo obtida via a sequéncia exata
0—T1T,M(p,q) = T1,U, - T,M/T,S, — 0

ondea € M(p, q) e a convengao € que v € vetor positivamente orientado em T, M (p, q)
se {v,wy,... w1} € uma base positiva para T,U, dado que {wy,...wi_1} indu-
zem uma base positiva de T,M/T,S, via a projecao. (convencao do Kronheimer e
Mrowka)

(b) comparar a orientacao sobre TaU;,S induzida pelo isomorfismo natural (o lado direto
¢ orientado):

T,U) — T,M/T,S,

onde US = U,N f~1(8) € a esfera instavel no nivel § = f(a) e a aorientacao de T,U?

iduzida pelo fluxo com a convencao
or (=Vf)Aor TaU;,S = oriT,U,
Demonstracgao: Imediato.

Seja o : Ug — f71(9) a aplicagio de inclusdo. Sabemos que se W; é o blow-up

de Ug nos pontos U]g M S, obtivemos uma resolucao local do fecho do U,:
(=0,0) x Wi — f71((~9,0))

Em particular (—§,0) x W, fica mapeado sobre U, N f~((—4,0)) e de fato cada com-
ponente conexa de (—6,0) x W, vai ser mapeada difeomorficamente sobre o mesmo
conjunto. Tem uma componente conexa para cada trajetoria entre p e q.

Vamos supor que so tem uma trajetoria e queremos determinar o sinal desse
difeomorfismo em termos das orientacoes naturais dos dois lados. A orientacao do W;
¢ aquela induzida da orientagao de Ug . Lembramos que sobre Uz‘f a orientagao é aquela
obtida de U, via o vetor menos gradiente (primeiro). A orientagao de U, é escolhida no
inicio. Queremos mostrar que o sinal do difeomorfismo é exatamente o mesmo sinal que

aparece na descricao equivalente da Proposicao anterior.
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Para simplificar ainda mais, vamos pegar uma carta orientada V*~! ~ RF!
ao redor do unico ponto U;j N Sy dentro de U;f . Lembramos que U;j ¢ uma esfera mas a
analise ¢ feita ao redor do ponto de intersecao.

Vamos trabalhar nas coordenadas tame do ponto ¢ de indice k — 1. Entao a

situacao é a seguinte. Temos uma aplicacao
o kal N Rm7k+1 % Rk*l

cuja imagem aterriza no nivel §; da fungao f — f(q) (isso para lidar com niveis de energia
entre (—dy,01) ao redor de ¢). Mais ainda, a aplicacio o é transversal a R™ 1 x {0} e
nos supomos que o H(R™ 1 x {0}) =0 e 0(0) = (61(0), 02(0)) = (b,0) com b # 0.

Fazendo o processo de blow-up teremos uma aplicacao (tomando Bly(VF~! =
[0,¢€) x S(V)):

6:(=6,0) x Bly(VF 1) — (=4,0) x S™ % x [0,¢) x S¥*

S v S —01<pv) o V)| |0 v —0_2(pv)
.0 > (s O nlpolloatooll 200 ) o0

(
01(0) d(o2)o(v) _
o) rd<az>o<v>\) =0

0 e nos leva de (—4,0) x S(V)

(s,0,0) —> (3

A aplicagdo que nos interessa e aquela obtida para p =

para U, quando composta com a resolucao
Y (=6,0) x S™F x [0,€) x S — R™FHL R

Essa aplicacao é

(=0,0) x S(V) = R, (s,0) — (\/—23M) (95)
|d(2)0(v)]
Agora a orientagao de (—d,0) x S(V) visto como fronteira de : (—4,0) x Blo(VF1) ¢ a
orientagao produto
or~ (=6,0) Nor S(V)

onde or~ sinaliza a orientacao anticanénica (sempre utilizada nos intervalos de energia),
enquanto a esfera S(V') é orientada canonicamente como a fronteira da bola em V' via
a normal exterior primeira. Isso vale porque S(V') tem a orientagdo anti-canénica como
fronteira do blow-up Bly(V*71) mas aparece mais um sinal quando temos que mudar a
normal na frente de (—0,0).

Nao é dificil ver que o sinal do difeomorfismo da relagao (95) é o mesmo que
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o sinal do isomorfismo linear
V — RFL v — d(o3)o(v) (96)

Sabemos que esse é um isomorfismo por causa da transversalidade de o em 0 que se traduz

pelo fato que a composicao
Pyodyo : V — RFY v — d(oq)o(v)

¢ um isomorfismo onde P, é projecao sobre a segunda componente.
Agora o isomorfismo do ¢ de fato, voltando para a notacdo original, o
isomorfismo

T,U) — T,M/T,S,

que aparece na Proposicao.

Concluimos que o sinal do difeomorfismo (—9,0) X aBlUngq(U;j) — Uy N
f7Y(=0,0) para uma trajetéria so é o mesmo que o sinal da trajetéria na teoria de Morse
classica.

Isso completamente identifica a fungéo n.,(p, ¢) com a contagem das trajetérias.

5.3 Orientacao das Componentes de [7,, no Caso com Bordo e o SInal de 8(7,, como

Corrente

Suponha que p é estavel. Como o complexo gerado pelos (ij ¢é invariante pela
diferencial, temos que dU, é uma combinagao linear dos U, N M com ¢ ponto critico na
fronteira. E conhecemos essa combinacao linear da teoria de Morse sem fronteira. Isso
justifica o porque de todas as componentes de U,NIM com ¢ € Cr"(f) aparecerem com o
coeficientes 7i(p, ¢). Lembremos que nenhum U, NOM com ¢ instével vai aparecer no 8Up,
pois esses vao se cancelar por causa da expressao de OU, e da invariancia da diferencial.
Entdo a multiplicidade de todos os U, para ¢ instavel serd —n(p, q).

Analisemos agora as diferenciais de ﬁp. Os sinais do primeiro complexo de

Kronheimer e Mrowka sao explicados pelo fato que
U,=U, — Zﬁ(p, qQ)U,.
q

No segundo complexo tem que considerar a resolugao de U, com p instavel. Entao 0U, vai
consistir de varios pedagos, um deles sendo uma combinacao linear de variedades instaveis
U, com ¢ instaveis de indice um a menos. Como a resolucao de U, quando restringida a
uma fronteira de codimensao 1 vai render uma resolucao de U, N dM e a multiplicidade
de um tal U, serd ligada a multiplicidade de U, NJM no fecho de U, NIM. Assim, temos

exatamente sinal oposto por uma razao analoga com o que foi feito anteriormente.
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6 APENDICE

6.1 Correntes

Nesta Apéndice vamos desenvolver defini¢oes e resultados usados ao longo da
tese. Apesar de ser muito curta e nao ter demonstragoes, mais informacgoes podem se en-
contrada nos livros de Teoria Geométrica da Medida FEDERER]| (2014)) ou |GIAQUINTA
(1997).

Uma corrente de grau k definido por Georges de Rham é uma funcional no
espaco das formas diferenciais de suporte compacto. Formalmente as correntes se com-

portam como distribui¢oes de Schwartz em um espaco de formas diferenciais.

Definicao 12 O conjunto de todas as k—formas suaves no aberto U C R™ € denotado por

QF(U), e o seu dual serd denotado por QF(U)* = & (U) que serd chamado de k— correntes

k

com suporte compacto. O espago dual de 1,

(U) ¢ 2,(U) que chamaremos de espago das
k— correntes, ou seja,
Zi(U) = (Q(U))".

Uma sequéncia T; € Z;,(R™) converge fracamente para a corrente I’ € Z; (R™)
se
lim Tj(w) = T(w), we Z,(R™).

1—00

Nesse caso, escrevemos 1; — T
Seja M uma variedade com ou sem bordo de dimensao m. Podemos supor,
pelo teorema do mergulho de Whitney que M é uma subvariedade de algum R™. Desta
maneira, o espaco das correntes em M ¢é definido da mesma forma que no caso de con-

juntos abertos do R™.

Exemplo 9 Seja M uma subvariedade e orientada com volume finito (ou compacta) de
dimensdo m e a € QF(M). Definimos as correntes [M] € Z,(M) e [a] € 2! (M) da

sequinte maneira:

[M] : Q’gpt(M) — R
y — M) = /M w;
’ [a] QQ;;’“(M) — R

8 — [a](ﬂ)z/Moz/\B.
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Se uma corrente T' € 2, (M) é igual a zero numa vizinhanga de cada ponto em
um conjunto aberto, com um argumento de particao da unidade podemos provar que 7" é
identicamente nula. Isso sugere pensar na existéncia de um conjunto aberto maximal em
que T'= 0. O complementar desse conjunto é chamado de suporte de T.

Desta maneira, dada uma variedade suave M (com ou sem bordo), o suporte

de uma corrente T' € Z; (M) é o conjunto

spt T = {x € M/V vizinhanca O, C M, 3w € QO (M) tal que spt w C O e T(w)#0 }

cpt

=M\J{V C M, onde V é aberto e spt wCV = T(w) =0}.

Vamos comentar sobre homologia de espagos. Para isto, precisamos definir um

operador de bordo:

d=dp: (M) — 2, (M)
T — dT: QY M) — R

cpt

Claramente d> = do d = 0.

Observagao 21 A igualdade d*> = 0 implica que
e spt 0T Cspt T,
o I, ~T = 0T; — OT.

Exemplo 10 Continuando com o Exemplo (@, temos que

[dw](n) = (=1)*"[a](dn).
Supondo agora que M possua bordo, a diferencial da corrente [M] € 2, (M) é

d[M](w) = [OM](i*w).

Variedade M com bordo OM A corrente [M] mostrando a orientagdo de

[M] e [OM]



110

Se T € Z,(M), e a € Q(M) entao o produto wedge T Aw € Z;,(M) é
definido por:
(T'Aw)(n) = T(w An). (97)

para toda forma n € Q7 * 7 (M).

Sejam M e N variedades suaves com ou sem bordo e f : M — N uma aplicacao
suave e propria. Como a pré-imagem de f leva conjuntos compactos em compactos, faz
sentido tomar o pull-back

o () —

cpt cpt

(M).
Dessa forma, podemos definir f*: 7, (M) — Z;(N) como sendo
(D) (w) =T(f'w).

Como o pull-back da funcao f comuta com a diferencial de formas, temos que
of. T = f.0T, pois

Of.T(w) = f.T(dw) =T (f*dw) = T(df*w) = 0T (f*w) = f.0T (w).

Sejam T' € Z,(M) e S € 9/(N). Considerando cordenadas locais (xy,...2,)
em M e (y1,...,y,) em N, se w € Q¥FH(M x N), é tal que

cpt

w = aaﬁ(x,y) dr™ A - A dximek /\dle Ao A dxj"*lﬂ
dre dyP

onde aqap € Cgyy

(M x N). Defini-se
(T x S)(w) =T (S (ans(z,y)dy”) dz®) .

Caso contrario

(T x S)(w) = 0.

A corrente produto T' x S € 7, ,(M x N) é definida por linearidade.

Proposicao 8 Nas condigcoes acima , temos que
T x S)(w) =0T x S+ (=1)"(T x 9S).

Demonstracao: Veja FEDERER) (2014). H

Definicao 13 Se M ¢é uma variedade suave orientada com ou sem bordo, a massa de
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uma corrente T' € P, (M) € definida por

M(T) = sup{T(w) | w € QL (M), |w(z)|| <1, Vo € M}

cpt

onde [[w(x)|| = sup(w(z), w())?.

Definicao 14 Uma corrente T € 2, (M) € dita ser retificdvel se existe uma familia
enumerdvel de subvariedades { My} mutuamente disjutas e orientdveis e inteiros positivos

o
ny tal que an vol(My) < oo e
k=1

T(w) :ink/mw.

Caso T e OT seja retificdvel, dizemos que ela é integral e vamos representar pelo simbolo

T, (M),

Exemplo 11 O bordo de um conjunto retificdvel nem sempre € retificavel. Por exemplo,

considerando a colecao infinita enumerdvel de discos de raio %

E=J{+y <k 2=k}

kE€Zy

Isto € um exemplo de uma corrente retificdvel que ndao é uma corrente integral. De fato,

essa corrente tem drea total finita, mas o comprimento total do bordo € infinito.

Definicao 15 Uma corrente T € 2, (M) em M, variedade com ou sem bordo, tem massa

localmente finita se para todo W conjunto aberto com fecho compacto temos

My (T) = sup{T(w) | w € QL (M), spt w C W, ||w(z)| <1, Vo € M} < .

cpt

Com essa definicao de Massa localmente finita temos os seguinte resultado:

Teorema 24 Se T € 2, (M) é uma corrente em M, variedade com ou sem bordo, € dita

ser de massa localmente finita entao T pode ser representada por integra¢ao.
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Demonstracao: Veja FEDERER) (2014). H

Se (T7) € Z;,(M) é uma sequéncia de correntes de massa localmente finita com
sup; My (1) < oo para todo conjunto aberto limitado de W e T; — T, entdo T tem massa
localmente finita em U e My (T) < liminf; ., Mw (T}).

Definicao 16 Dizemos que uma corrente T € 2 (M), com k > 1, é dita localmente
normal se T e OT € representado por integracao. Caso spt T seja compacto, isto €,

T e& (M) eT seja localmente normal dizemos que T' € normal.

Definimos

M(T)+ MOT) se0<k<n

N(T) = { M(T) se k=0

Proposigao 9 Se N(T) < oo, entao T ¢é localmente normal. Se T € normal entdo
N(T) < 0.
Demonstracao: Veja FEDERER| (2014)). W

Definamos
Vi (w) = sup{|lw(z)|; = € K}

onde w é uma forma M, e defina
Fi(w) = sup {V?((w), V?{(dw)} )

Para cada funcional linear sobre Z; (M) definamos a norma

Fi(T) = sup T (w)| = sup T (w)]
w € QIF(M) w € Q7 (M)
Fr(w) <1 max{||w(z)|, |dw(z)]], z € K} <1

Proposicao 10 Se Fi(T) < oo, entio T € P.(M) com spt T C K.
Demonstracao: FEDERER! (2014). W

Proposicao 11 Se T € Z,(M), com spt T'C K com K compacto, entao

Fr(T) =inf {M(T — 05) + M(S); S € Z,,(M) e spt S,C K}.
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Além disso,
Fr(0T)Fr(T) < M(T).

Demonstracao: Veja FEDERER| (2014). H

Para cada conjunto compacto K C M associamos o espago vetorial
—]:K /
T (M) =Nix™ " C Z(M),

onde
N = Npe(M)N{T € 9,(M); spt T C K}.

Defini¢ao 17 O espaco Fi(M) definido por

FM)= | Fux)

KCM
K ¢é compacto
¢ chamado de espacos das correntes flat de grau k e seus elementos sio chamadas de

correntes flat em M.

Exemplo 12 Umas das vantagens na norma flat € que ela dar um boa identificacdo de
quando dois conjuntos retificaveis estao geometricamente prozimos. Por exemplo, os dois
disco unitarios Dy e Do (conforme a figura abaizo) estao suficientemente prézimos na
norma flat, pois sua diferenca T = Dy — Do, junto com a parte lateral A, € o bordo de uma
regido cilindrica B de volume pequeno. Por outro lado a norma da massa M (D; — Ds) =
2.

v" |'||' /

.vll 'l". I,|'||"I'| ;

/
{ | / '|f|,'l f’ IF‘ I,Jlll' I ‘.'I. "lll".'

A D,

I'I /A
f

Por fim, temos o lema abaixo:

Teorema 25 (Federer) Se T' € Fi,(M) com k > 0, entao

H:(spt T)=0=T =0.

Demonstracao: Veja FEDERER| (2014). H
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6.2 Dualidade de Lefschetz para Variedades nao Compactas

Para provar os isomorfismos do Teorema [14] utilizamos resultados de dualida-
des que reservamos nesta Subsecao para prova-las.

Seja N uma variedade suave orientada e com bordo de dimensao n e topologia
finita. Vamos calcular a homologia do complexo (2p(M),d).

As sequéncias

0— Qgcpt(zv) 5Ok

cpt

(N) % Q8 (ON) — 0,

0— QE(N) 5 QF(N) 5 QF(ON) — 0,
onde z é a aplicacao inclusao e y é a restricao ao bordo da N sao exata. Desta maneira,
considerando z* e y* como sendo os duais de x e y, respectivamente, as sequéncias

(N)* < QF

0« QIB,cpt(N)* — QF cpt

cpt

(ON)* «+ 0,
0 Q5 (N)* &5 QF(N)* <= QF(ON)* « 0,
sao exatas, mas observe que

. 9
() e (V) :% ()" = 2 om)

o que deixa a topologia deste espaco nao muito amigével de se trabalhar.
Por esse motivo, vamos introduzir uma nova familia de formas e calcular sua
cohomologia. De forma geral, seja ¢ : A — B uma aplicagao entre cocadeias. O mapping

cone, C, de ¢ ¢ um complexo de cocadeias dados por

(Cp)™ = A™ & B™!

a™ —dyq O a™
de bm—l - d ' bm—l
¥ B

No mapping cone C,, a sequéncia curta e exata

0 — Bt Looym L Am 5

b — (0,b)
(a,b) — a

onde A™1 6 A™~! com a aplicacao diferencial mudada para —d induz uma sequéncia
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longa e exata

— H™'B — H™C, — H"A —

— H™B — H™'C, — H™'A —

Considerando o pullback t* : Q*(N) — Q*(ON), o mapping cone C,+ dar origem
as formas Q*(N,0N) e um operador diferencial d.
Definigao 18 O complexo (Q*(N,0N),d) das formas relativa a N € definido por

QF(N,ON) = QF(N) @ Q"1 (ON)

com diferencial
d: QF(N,ON) — QFI(N ON)
(w,7) — (—dw, fw + d)

onde 1 : ON — N € a inclusdo. As formas relativa com suporte compacto € o conjunto
QF (N, ON) = Q5 (N) @ QFL(ON) com o mesmo operador diferencial.

cpt

k
cpt

Observacao 22 A diferencial do espago QF (N,0N) estd bem definida, pois nesse caso

a inclusao € uma aplicacdo propria.

A cohomologia dos complexos (Q2*(N,dN),d) (QF

cpt

(N,0N),d) sao denotadas
por

H*(N,ON) := H" (Q*(N,0N),d);  HE(N,ON):= H" (0

ot (N,ON), d)
Definicao 19 Definamos agora os complexos (E,,(N,0N),d), (Z,(N,0N),d) por
Iy (N,ON) = Z1(N) © Z;,_1(ON)  E(N,IN) = &,(N) & &,_,(ON)
com diferencial
d: 2,(N,ON) — 9, ,(N,0N) d: &(N,0N) — & _,(N,ON)

(T, S) = (i,S — dT, dS)
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Proposicao 12 Supondo N uma variedade (ndo necessariamente compacta) com bordo,

as aplicacoes

ke Qp i (N) — Q5 (N,0N) kK QF(N) — QF(N,ON)
w — (w,0) w — (w,0)
o: QL (N\ON) — QF,(N,0N)
W (w,0)

sdo quase isomorfismos, isto €, induzem aplicacoes K, K e & a nivel de cohomologia

definidas por K([w]) = [r(w)], F'([w]) = [F'(w)] e o([w]) = [o(w)].
Demonstragao: Dado &([w]) = 0 existe n € Q¥ H(N) e v € Q5 2(ON) tal que

cpt cpt
(w,0) =d(n,v) = (—=dn, " n + dy).

Usando particao da unidade, podemos extender v para uma forma v € fop_f(N ) tal que

t*4 = . Definindo a forma 17 =7+ d¥y € Q’C“gtl(N) temos que:
Vo= 4 dAy dn = dn+ d*y
=N+ dry = —w
=0

Assim, [w] =0 com w € Qf (N).

Provemos a sobrejetividade. Seja [(n,7)] € HY,(N,0N) queremos encontrar

cpt
[w] € He (25 (N) tal que &([w]) = [(n,7)].
Afirmagao 2 Eriste w € Qf, . (N) tal que:

A([w]) = [(n,7)] = =d(7,0).

De fato,
(n,7) —d(%,0) = (n,v) — (=d¥,7)
= (n+dy,0)
= (w7 0)
= K([w])

onde w =1+ dy € QF ,(N) e satisfaz 1*w = 0, ou seja, w € Qf, . (N).
Substituindo o que foi feito acima para formas (sem suporte compacto) segue
de forma igual o isomorfismo de x'.

Agora vamos mostrar que ¢ é um quasi-isomorfismo.
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Como k é isomorfismo ¢ suficiente provar que a aplicacao

2o Qk (N\aN) — Q]B,Cpt(N)

cpt
w — ext w

onde ext w é a extensao de w por 0 em N induz o isomorfismo

/]“ : Hécpt (N\@N) — H(]fpt (QD(N))
[w] — W) = [p(w)] = lext W]

Seja V., C V., duas vizinhangas tubulares do bordo dN tal que V., C V,,. Considere a
aplicacao suave 7 : M — M tal que

o 7|y, : V., — ON ¢ a projecao radial;

° 7~T|N\V€2 = Z'dN\VEQ;

e 7 é homotdpica a idy.
Para mais detalhes sobre essa aplicacao veja |CIBOTARU] (2017).

Para mostrar a sobrejetividade de ¢ dado w € Qf, .,,(N) com dw = 0, como

Tlnwv., = idyy., existe 8 € Q,’;Clpt(]\f) tal que T*w — w = df. Como w|sy = 0 temos que
7*w|y,, = 0 0 que implica que 7w € QF  (N\ON). Por fim, note que ji([r*w]) = [w].

cpt
Para provar a injetividade, dado w € Qf(N\ON) com ¢([w]) = [o(w)] = 0,
entao existe n € Q) (V) tal que dn = w e *n = sy = 0.
Considerando a retragao 7 : U — JN do teorema da vizinhanga tubular, ela
induz um isomorfismo

mt HE(ON) — HE,(U) (98)

onde HE ,(U) é a cohomologia do complexo
Qb n(U) = {w € Q*(U) | m(spt w) é compacto}.

Isso decorre do fato que existe um operador de homotopia K : QF, (U) — pr_tlh(U ) tal
que

* * k
IdQ;Ccpth(U)—ﬂ o =(=1)"(Kod—doK)

(ON), onde ¢
é a inclusdo AN < U. Como, dnly = 0 e t*n = 5|y = 0 pelo isomorfismo H ((ON) =~
H o (U) existe um tnico a € QF2 (U) tal que doe = 7 em U. Considere ¢ : U — R

cpt h

o que faz a equagao ser isomorfismo com inversa * : HE  (U) — HE,

suave com suporte compacto tal que ¢ = 1 em vizinhanca de ON e defina, 7 = n—d(pa) €
QFL(N). Note que

cpt

o di) = w;
e spt 7 C N\ON.
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Logo
ilw)) = [pw)] =0 = [w]=0. W

Nesta Subsecao, estamos interessados em verificar que os pairing abaixo sao
nao-degenerados

B: QL (N,ON) x Q" *(N) — R (99)
(§
B : QF(N,ON) x Qi F(N) — R (100)

definida por

B,B "
((w,n),v)H/w/\w/ nACYy.
N ON

O pairing da equacao 99| dar origem as aplicagoes continuas e injetivas:

B OF (N, ON) — &, (N)

(w,n) — Br(w,n): Q"FN) — R
7 Bun()
b)
Bi: QVF(N) — ZL(N,ON)
Y —  Brr(7) : QF (N, ON) — R ,
(w,n) > Blw,n)

onde Brr(7)(w,n) se associa da seguinte maneira:

(w—>/ WAY; 77—)/ nAL*'y).
M oM

Os dois operadores definidos, By e Bj;, comutam com a diferencial a menos

de sinal conforme abaixo
1. Se (w,n) € Q% . (N,0N) temos

cpt

By(d(w,n)) = (=1)"dB1(w,n),

2. Se vy € QU FL(N),
dBr1(y) = (—=1)*Byr(dv).
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A primeira igualdade vale, pois

Bi(d(w,n)) :fN—dw/\v—l—/ (w+dn) ANy
ON

= (—1) (/]Vw/\d7+/aN77/\L*d7>

= (=1)*dB(w,n),

enquanto a segunda igualdade vem

/ L*w/\L*’y—/dw/\’y:(—l)k/w/\d’y
ON N N

/ dn N1y = (—1)’“/ nAdy
ON ON

Como consequéncia, o pairing B desce a nivel de cohomologia para

B: HF

cpt

(N,ON) x H¥(N) — R

([(w,m], 7)) — B ((w,n),7)

Seguindo os mesmos passos, que acima, o pairing da equagao [100] induz duas

aplicacoes continuas e injetivas

a)
Br: QFN,ON) — Z'_.(N)
(w,m) — Bi(w,n): Q*N) — R

Y — B(cu,n) (7)

Brr: QLFE(N) — &L(N,0N)
v —  Br(7) : Q’gpt(N,aN) — R ,
(w,n) — By (w,n)

onde Bj;(7)(w,n) é dada por:

(w—>/w/\'y; 77—)/ 17/\L*’}/>.
N ON
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e assim B desce em cohomologia para

B: H*(N,ON) x HE

cpt

(N) — R

([w, m], [v]) — B((w.m),7)

Provaremos que B e B’ (equa(;()ese respectivamente) sao nao-degeneradas.
Para isto, a Proposicao |12| permite visualizar B e B como sendo simplesmente o pairing

a nivel de cohomologia das formas bilineares da aplicacao

(w,n) — / w A
N
dos seguintes pares de espagos

QF(N) x QI (N) QX (N) x Q™ F(N).

cpt

Proposicao 13 A inclusao
Q(N\ ON) — Q*(N) (101)

€ um quasi-isomorfismo.

Demonstracgao: Considerando V. o colarinho no bordo construido a partir do vetor nor-
mal ao bordo tem-se que N\V. é homotépica a N e N\V. é um retrato por deformagao
de N\ON o que prova o quasi-isomorfismo da inclusao . |

Agora iremos definir o que significa uma variedade ser de Lefschetz e ver, pos-

teriormente, que as variedades com bordo se encaixam nessa definicao.

Definicao 20 Uma variedade N nao compacta orientada com bordo de dimensao n € dita

ser variedade tipo Lefschetz se para cada 0 < k < n a aplica¢do

LN HEMN) — HFQ(N)*

cpt

W= Bl [wnn) (102)

€ um isomorfismos.

Exemplo 13 Todo conjunto aberto e convexo U C H™ tipo Lefschetz.

De fato, suponha sem perda de generalidade que U = H" e considere a sequéncia
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exata curta
0 — QFIOH") —% QFHE"OH") -5 QFHM) — 0
Y — (0,7) (103)
(w,7) — W

Ela induz uma sequéncia longa e exata

0 — 0 2N HO(HM, OHM) X HOHM) 2%
20y HO(OHM) % HY(HM,0HM) -2 HU(HM) 2
BN

2y HYOHM) s HEHR,OHM) -2 HE(HR)

)

(104)

Do gl eHY) S He(HP,OHY) Pt HR(HP) — 0.

Lembrando que a cohomologia de um conjunto contrdtil é igual a zero, temos que H*(H™) =
H*(R™1) = 0 para todo 0 < k < n e para k =0 temos H°(H") = H(R"1) = R. Assim,
a sequéncia se reduz a

0 — 0 =% HOH"oHY) X R 2%
Loy R Y HYHMOHM) 2y o0 2
20 M HHMOHM) 2 o0 2 (105)
220 2 H3HMOHM) 2 0 2
Mo M g, OHY) P 0 — 0.

Desta maneira, a equagao nos diz que H*(H", 0H") = 0 para 2 < k < n.
Além disso, H°(H", OH") = H'(H", 0H"), o que nos dar a sequéncia

a—1 b [
0 0

0 HO(H", OH") R 2% R -2 H'(H"0H") -2 0 (106)

A aplicacdo by € injetiva e ay € sobrejetiva. E mais, o nicleo de §g € 0. De fato,
como 0y = agloaloba1 =i* e H(H", OH") sdo os espacos das aplica¢oes constante definida
em H" que anula em OH". Portanto, H°(H",0H") sdo as fun¢des identicamente nula.
Assim, Tm by = ker g = 0 e como ker by = 0, seque que H°(H",0H") = H'(H", 0H") = 0.
Portanto H*(H", 0H") = H*(Q%(H")) = 0 para todo k.

Agora, para todo k € 7, temos igualdade H (U x R) = HY'(U). Dessa

cpt cpt
forma, para k < n temos que
Hy (H") = Hé, (B x R) = HE (H') = - = H, (H').
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Sen —k > 1 temos que

Hk

cpt

(H") = H?

cpt

(H"™%) = H_L(H"*1) =0

cpt
Sen — k=1, entao

Hn—l (Hn) _ HO

cpt cpt

(H') = Hep(Ry.).

Nesse caso, as formas de grau zero fechadas em R sao as fungoes diferencidveis f : R, —
R suaves com diferencial igual ao zero e que se anulam fora de um intervalo [a,b]. Assim

as formas fechadas de grau zero em R sao as constantes, e como o suporte é compacto, a

constante 0 € a forma procurada. Portanto, HY, (Ry) = 0.

Por fim, se k =n temos que

He, (H") = H,

cpt

(H') = Hope(Ry).

Da sequéncia exata e longa (Veja |SPIVAK| (1970)) temos

0 — ngt(R) — ngt(R-f—) — ngt({o}) —
=0 0 =R
— HclptGR) — Hclpt<R+) — H(}pt({o}) — 0
=R =0

implicando em H) (R,) = 0.
Caso U nao seja um aberto do H"™ o resultado seque da dualidade de Poincaré.

Isto encerra a demonstracgao. [

Dizemos que N' = {N;},ea ¢ uma cobertura de N do tipo Lefschetz se a in-
tersecao finita N;, ;= N; N---NNj, for uma variedade de Lefschetz, isto ¢, a aplicacao
#Nivie for um isomorfismo. Caso N seja uma base para a topologia de N, dizemos que

N é uma base tipo Lefschetz.

Exemplo 14 Se N ¢ uma variedade suave orientada com bordo que admite uma cobertura
finita de Lefschetz entao N uma variedade de Lefschetz. Para ver isto, suponha sem perda

de generalidade que N' = { N1, No} € uma cobertura de N, denote por exty, N como sendo
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a extensao de N; para N e considere as sequéncias

0 — Q5N) % Qb (N) @b (V) 25 QN (NI NN, — 0

w — (w|Nl,w|N2) (107)

(w,n) — W‘NmN2 B n’NmNQ

F G
0 — Q]gpt(Nl N NQ) =2 ngpt(Nl) D Qﬁpt(NQ) LN Q]gpt(N) — 0
w — ext%im\,? w® ext%fm\,2 w
(w,n) — ex‘c%1 w — ext%2 n

(108)

para obter as sequéncias exatas e longas

S YN N Ny) - BHE(N) IS HE (V) @ HE(Ny) S5 HE(N, N Ny) 25 -+ (109)

Gy gy 2 gt

F: G A
cpt cpt(NlmN2) i)prt(Nl)@prt(]\&) —2>Hk

Cpt(N) — (110)

Considerando a sequéncia dual da equagao , para k +r =n, o diagrama abaixo

Go A Fy
k+1 k41 k+1
——> HE (N1) @ HE, (N2) = HE (N) ——> HEX (N1 0 Ny) —— BEL (V) @ HER (Vo) ——
sN1 . N2 SN >N1NNgy sN1 . N2
ZrleZ; l 27 l Z; L ZrleZ; L
F¥ 5* GT

—> H} F(N)* @ HL (N2)* — H(N)* —> Hp; "(N1 N N2)* ——> Hp, "(N1)* @ Hpy ' (Ng)* ——>

é comutativo. O Lema dos Cinco garante que LN é um isomorfismo. Em geral, para uma

cobertura qualquer o processo sai por inducao sobre a quantidade de elementos da base.
O

Exemplo 15 Supondo agora que N possua uma base de Lefschetz entao N € Lefschetz.
Isso se prova usando exaustdo de funcoes para N, isto €, uma funcdo suave f : N — R
com a propriedade que o conjunto f~1((—o0,c]) é compacto para todo ¢ € R. E sabido que
N admite uma fungao exaustdao, veja|LEE (2010).

O conjunto

Ap={z €N |m< f(z) <m+1}
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¢ compacto, pois ele € fechado contido no conjunto f~((—oo,m + 1]) que é compacto. O

conjunto definido por

1
A’m:{xeN|m—§<f(x)<m+g}DAm

¢ aberto e dado x € A, existe um aberto UX, € N tal que U: C Al .

Note que {UZ} forma uma cobertura aberta de A, pois

AnC |J UL A,
€A,

=B

Pela compacidade de A,,, ela possui uma subcobertura finita. Defina

no

B, = U Ui

=1

a uniao dessas subcoberturas finitas. Pelo Exemplo anterior temos que B, € uma varie-
dade de Lefschetz.
Além disso, observe B,, C Al e B, N B, # (0 se, e somente se, n € {m —

I,m,m+ 1}. Assim, as unioes disjuntas
Ml - U B’m7 M2 = U Bm
m impar m par

sao de Lefschetz (unido disjunta de uma colegdo enumerdvel de variedades de Lefschetz é
uma variedade de Lefschetz). A cobertura N = {My, My} € de Lefschetz, pois o conjunto
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M 0 My pode ser escrito da sequinte maneira

MiN My = | J(BuN B,) = ( U (BmﬁBm_1)> U ( U (BmﬂBm+1)> (111)

m,n m impar m impar

Por sua vez, observe que

B,N B, = (O Uﬁ;) N (O Urin—1> = (U(Urjn N Urin—1)>

Jj=1 1,]

e cada Ul MU, | ¢ uma variedade de Lefschetz. Isso implica que By, N By,_y também
¢ uma variedade de Lefschetz. Analogamente temos que B, N B,,.1 € uma variedade de
Lefschetz. Dessa maneira, My N My é uma variedade de Lefschetz e assim, N é uma

cobertura de Lefschetz. O resto sai do exemplo anterior. [J

Teorema 26 Toda variedade com bordo ¢ de Lefeschetz.

Demonstracao: Observe que todo conjunto aberto U contido em H" ou R™ tem uma
cobertura de bolas que sao convexas como também suas intersecoes. Isso implica que U
é uma variedade de Lefschetz pelos Exemplos [I3]e[15 Por fim, como toda variedade ori-
entada com bordo possui uma base de cartas coordenadas difeomorfas a uma vizinhanca
do R™ e do H" (que sao variedades de Lefschetz) segue que N tem base de Lefschetz pelo
Exemplo [15 W

Teorema 27 Os pairing B e B definidos nas equacoes @ e a nivel de cohomologia
sao nao-degenerado.
Demonstragao: Comecemos com a seguinte afirmacao:
Afirmagao 3 A nao-degeneracidade do pairing B : Q’gpt(N, ON) x Q" F(N) — R equi-
vale a nao-degeneracidade do pairing da Dualidade de Poincaré.

Lembremos que a Dualidade de Poincaré aplicada a variedade N\ON diz que
0 pairing

QF(N\ON) x Q™ F(N\ON) = R

cpt

/ wAn
N\ON

é nao-degenerada em cohomologia, isto é, ela desce a nivel de cohomologia para a aplicacao

dado por

nao-degenerada

PD: HF(N\ON) x HF(N\ON) — R
([w], [7)) — w A1),

N\ON
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Pela Proposicao [12] temos que ¢ é um quasi-isomorfismo, isto é,
He, (N\ON) = H, (Qp(N)).
Agora, pela Proposicao [13| temos o isomorfismo
H™ " (N) ~ H™*(N\ON).

Portanto, acabamos de provar a afirmacao.
Por fim, mostremos agora que o pairing B : QF(N,ON) x fop_tk(N) — R é

nio degenerado. Note que B induz o isomorfismo .V definido na equagao . Como N

tem topologia tipo finita, segue que B é um pairing nao-degenerada. Wl

Corolario 4 Os pairings B e B induzem os isomorfismos

Hey (Qp(N)) — (H"H(N))*; (112)
H" (N) — (H (Qp(N)); (113)
Hept(N) — (H" ™ (Qp(N)))*; (114)
H"(Qp(N)) — (Hg ()" (115)

6.3 Blow-up no Interior e no Bordo

Esta Subsecao tem objetivo de tentar esclarecer e simplificar os Teoremas
e Antes devemos fazer algumas consideragoes e inserir certas notagoes.

Seja W um espago topoldgico de dimensao m. Dizemos que W é uma variedade
(topoldgica) com cantos se para cada p € W existe uma vizinhanca U C W que é

homeomorfa ao subespaco

Ry := (—o00,0]F x R™7* (116)

para algum 0 < k£ < m. Um atlas como também uma estrutura para as variedades com
cantos sao definidos da mesma forma que para variedades com bordo.

Note que o modelo de fronteira sera fazer k = 1 na equacao [116)], isto é,
RY =H" := {(x1,22,...,2m) | 1 <0}

Estamos adotando essa defini¢ao, pois consideramos a convencao da normal que aponta
para fora.
Definigao 21 Denotamos por S' (W) o estrato de codimensdo i. Esse estrato é uma va-

riedade de dimensao m —i. Chamamos W de tipo j < n se j = max{i | S*(W) # 0}.
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Exemplo 16 Uma variedade sem cantos ou fronteira tem tipo 0. Uma variedade com
fronteira tem tipo 1. O quadrado tem tipo 2. Um cubo tem tipo 3. O tipo de W x R* ¢ o

tipo de W. O tipo de W x Ri € a soma entre o tipo do W com o niumero k.

Definicao 22 Uma face de codimensao i do W € o fecho de uma componente conexa de
SYW). Vamos denotar essa face por F'(W).
A fronteira de codimensao i, W é a reunido das faces de codimensao 7. Em
geral nao é uma variedade com cantos, mas é uma reuniao finita de variedades com cantos.
Toda face de codimensao 7 é uma variedade com cantos entao tem um fibrado
tangente bem definido.
Definicao 23 Dizemos que P C W € uma subvariedade com cantos se
(i) P € variedade com cantos ;
(ii) para todo b € P eziste uma vizinhanca aberta U > b em W e um difeomorfismo de
variedades com cantos:

0: (UNP)xRF 5 U

tal que o((UNP) x {0}) =UnNP.

O principal interesse é nas subvariedades com cantos que sao proprias, i.e. a
aplicacao inclusao P — W é proépria. Isto é uma outra maneira de dizer que P é fechado
em W.

Observagao 23 Nota-se que essa definicio implica imediatamente S'(P) C S*(W). Entao
o tipo de P nao pode ser maior do que o tipo de W.
Como toda subvariedade com cantos é uma variedade com cantos entao tem

um fibrado tangente que vai ser subfibrado de TW|, e por isso vai existir um fibrado
normal vP := TW‘P/TP.

Proposicao 14 Uma subvariedade com cantos propria P C W admite uma vizinhanga
tubular, i.e. existe uma vizinhangca U D P e um difeomorfismo ¢ : U — vP.
Demonstragao: E para definir uma métrica Riemanniana sobre W com uma certa
relacao de compatibilidade com respeito as varias normais que podem ser definidas em
um ponto b € S*(P). Por exemplo, o fibrado normal de S*(P) in S*(W) tem que coincidir
com o fibrado normal de P in W com respeito a essa métrica.

Comecamos com S*(P) onde k é o tipo de P. Coloca uma métrica qualquer
sobre a k-face F*(P) de W que contém S*(P). Tem-se que

TW‘Sk(P) = TP‘Sk(P) +TFk(P)‘P

k k
TP|Sk(P) NTF*(P)|, =TS*(P)
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Por isso dar para completar a uma métrica sobre TW‘S’f(P) tal que TP’Sk(P) e TF*(P) |P
se encontram ortogonalmente em T'S*(P). De fato tem que fazer isso para cada face que
contém S¥(P). Como nio tem exatamente k obtém-se k condigoes de ortogonalidade que
tem que ser tomadas em consideragao para construir a métrica sobre TW’ Sk(P)

Estende-se isso para todas as faces de W'.

A condicao de compatibilidade implica que a aplicacao exponencial normal
¢ bem definida sobre D(vP) onde vP é o complemento ortogonal de TP em TW‘ P
Lembramos que a aplicagao exponencial para qualquer métrica é definida somente sobre
o cone dos vetores interiores, onde um vetor ¢ interior se é obtido como a derivada em 0
de uma curva em W. Com outras palavras, a condi¢ao de compatibilidade faz que D(vP)
sejam vetores interiores. W
Definicao 24 Seja W uma variedade de tipo 0. Dizemos que F' : W — P ¢é transversal
a B se para todo j e para todo a € F~'(S7(B)) tem-se

do F(T,W) + Tp)S? (B) = Tr(.)S” (P).
Exemplo 17 A aplicacao F : R* — R x [0, 00)
F(z,y) = (z,y°)

¢ (completamente) transversal a B := {x = 0}, que é uma subvariedade com cantos de
P. A pré-imagem de B € o eizo vertical em R? e portanto uwma subvariedade.

Definigao 25 Dizemos que F' é (completamente) transversal a subvariedade com cantos
BCPseF Si(W)

Teorema 28 Para toda aplicacao F': W — P completamente transversal a B o conjunto

¢ transversal a B no sentido da definicao anterior.

F~YB) € uma subvariedade com cantos de W .
Demonstracao: Seja b € B e seja U 2 b um aberto em P. Primeiro mostramos que
F~Y(U N B) é subvariedade em F~1(U).

Repara que se P, : U N B x R¥ — R* é a segunda projecao entao

FH(UNB)=g"(0)

onde g := Pyop o F. Mais ainda, a condicdo de transversalidade é equivalente com o fato
que nos pontos de a € g~1(0) N S{ (W), a diferencial d,g : T,S*(W) — R* é sobrejetora.

Com outras palavras reduzimos a andlise da situacao geral para o caso parti-
cular em que P = R* e B ¢ a origem.

Aqui aplica-se a demonstracao do Teorema do Apéndice em CIBOTARU| (2017)).
|

Falaremos agora do Blow-up de subvariedades. Relembremos como funciona

no caso sem bordo. Se M for uma variedade sem bordo e P uma subvariedade de M
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vamos lembrar como funciona o Blow-up de P ao longo de M. Nesse caso, por definicao,
o Blow-up é

Blp W = M\P Uexp [0,€) x SvP

onde vP — S ¢é o fibrado normal, S(vP) — S é o fibrado esférico normal e exp :
[0,6) x S(vP) — M é a aplicacao exponencial. Observe que a exponencial satisfaz as
propriedades abaixo
(i) exp|1)xswp) € difeomorfismo sobre U\ P, onde U é uma vizinhanca tubular de P;
(ii) exp(0,-): S(vP) — P ¢é a menos de difeomorfismo uma projecao de fibrado.
Essa relacao de equivaléncia ~®P® funciona da seguinte forma: p ~*? (¢, q,v) se, e somente
se, exp(t,q,v) = p. Dessa maneira o Blow-up é construido colocando junto a inclusao

M\P < M com a exponencial exp, isto é,

Bl(p) = D, se p € M\P;
P exp,(t,v), sep=(q,t,v).

w M
S‘JPT)E BI 5
o A / . /

Note que o resultado final quando fazemos blow-up de P dentro de M é uma

variedade com bordo e seu bordo pode ser identificado como sendo o conjunto E :=
{0} x S(vP) o qual chamaremos divisor de excegao. Dessa maneira, cado ponto de p € P
¢ associado a circulo esférico normal {0} x S(v,P).

O passo inicial da construgao do blow-up no caso com fronteira que foi feito
na Subsecao [3] Foi transformada uma variedade com bordo numa variedade com cantos.
Dessa maneira, como queremos ilustrar o processo iterativo dessa construcao, assumiremos
que M é uma variedade com bordo e P é uma subvariedade de M. Vamos comentar agora
como funciona o Blow-up de M ao longo de P nas situacgoes abaixo

1. P é uma subvariedade contida na fronteira;
2. Suponha que P é uma subvariedade tal que 0P = PN W.
Na primeira situacao, apesar de P esta totalmente contida de M, devemos

levar tomar em conta o efeito que o Blow-up faz no interior. Assim, vamos explicitar o
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conjunto

W :=Blp M = Blp(M,OM).

O fibrado normal de P pode ser visto em relacao a M ou ao seu bordo. Con-

sequentemente temos dois fibrados esférico normais: S?(vP) e S(vP) que sao
S(wP)={vevP||v]|="1e(v,n) <0}

S@'P)={vevP ||| =1e (v,n) =0}

onde 7 é a normal exterior ao bordo.

O blow-up vem com a aplicagao

Bl: W = M\P Ugp [0,2) x S@P) — M
M\P;
) . P, se p € M\P;
exp,(t,v), sep=(q,t,v).

Note que o fibrado normal v?P estd associado com o fibrado tangente TOP
enquanto vP se associa com o fibrado tangente T'P. Por esse motivo, uma ”fronteira
destacada”de W é

OW = OM\P Uy [0,€) x S(1PP).

P

Para a segunda situacao, temos dois fibrados normais que satisfaz a igualdade
VOP = vP|on = vOP.
Uma subvariedade de codimensao 1 é

"W = OM\OP Ueyp [0,€) x S(PP).
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Bl M

Quando a variedade possuir cantos, a explosao de subvariedades funciona da
mesma maneira. O que em esséncia muda é que existe um tipo de blow-up que é o blow-up
de uma subvariedade com cantos dentro de uma componente da fronteira de codimensao
1 de uma variedade com cantos. Uma situacao andloga é a uniao de dois segmentos que
sao contidos um duas faces diferentes de um cubo e se encontram em um ponto dentro da
aresta comum das faces. O blow-up dessa subvariedade da fronteira do cubo que substitui
cada ponto da uniao dos segmentos com um semi-circulo. Isso vale também para o ponto
da intersecao dos segmentos. E fundamental que o blow-up é uma variedade com cantos
e nao algo mais complicado. Quer dizer que a familia de semi-circulos é suave em todos

os pontos interiores.

6.4 Coordenadas Tames dos Pontos de Bordo

Sejam M uma variedade Riemanniana compacta orientavel e com bordo e
f M — R uma funcao de Morse-Smale no sentido de KRONHEIMER and MROWKA
(2007). Usando a notacio do Teorema [10| considere B é um aberto de M e defina f :
B x H™ — H™ por f(z,y) = f(y). Note que f é Morse-Bott-Smale. E mais, se p é ponto
critico de f entdao F' = B x {p} é uma variedades criticas. Considerando ¢; o fluxo do
campo gradiente negativo da fungao f entao @u(z,y) = (x,pi(y)) é o fluxo do campo
gradiente negativo da f. Suas variedades estéveis e instéveis sdo da forma S (F)=BxS,
e U(F) = B x Uy, respectivamente. Esbogaremos as trajetérias do campo menos gradiente
da funcdo f em torno dos pontos criticos de bordo. Para o que segue, consideremos o
semi-espago H™ = {(x1,...,zy) | 21 <0} C R™.

Se p € Cri(f) o modelo local para a fun¢ao f: B x H™ — R é

m—k
1
f(b,rl,...,Tm_k,sl,...,sk)25( T?—ZS?), r < 0.

s S
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r=(rgo...., fmi) & >

Assumindo que o fluxo do campo gradiente negativo seja f—tame, em torno de
p, podemos escrever o fluxo ¢ : R x B x H™ — B x H™ como ¢(t, z,r,s) = (z, e 'r, e's).
Observe que o hiperplano r; = 0 é o modelo para a "fronteira”de B x M e ela contém a
variedade instavel.

Seja agora
Ve ={(r,s) e H™F x R¥; —6% < f(r,s) < 6% |r|-|s| <&}
uma vizinhanca do ponto critico estavel e defina
Vi =il Isl =0} v

como sendo a unidao das variedades estdveis e instaveis.

Definindo a aplicacao

U H 55 % [0,e] x BxS™F1xst — B x H™* x R

-~

:=Bx'Vs

(t,4,5,0, ) — (b VETE Ve 1)

satisfaz as seguintes propriedades:
i) Im V° =B x V*;

Im (\Iffqzo) =B x Vy

¥} é um difeomorfismo sobre (B x V) \ (B x V¢);
#0

iv) Fixando b,v e w, a aplicacao ¥*(-,-,b, v, w) leva os pontos para uma certa hipérbole

ii)
iii)
)
indexada por ¢ e esta no nivel de energia t.

Observacao 24 Fizando ¢ = 0 obtemos uma trajetoria quebrada comecando no nivel
FUO) NV e termina em f~1(=8) NVg. O pardmetro que varia nessa curva é o valor

t € [<6,6]. Para valorest > 0 temos que U(t,0,b,v,w) = (b,vv/2t,0) e para t < 0 temos
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Us(t,0,b,v,w) = (b,0, w\/—2t).
Escrevendo 17{9 c Ve para fixar a primeira coordenada igual a t, em H_s;,

obtemos a inclusao

V(B X' V7)€ ).

A bola
Bi. = {(b,r,0); |r]* =26°} € B x H"* x {0}*
é o fibrado esférico estavel no conjunto de nivel f = ° que pode ser interpretado como
Bi, =Ven (%) c Vi =Ven f1(6).

A aplicagao V®|;—s : B X' ‘7;55 — B x Vy’ funciona como um blow-up da subva-
riedade B§ dentro de B x Vi e (W*)™"(Bg) = S_(vBy).

Observacao 25 A aplicagao V* ndo é diferencidvel nos pontos (0,0,b,v,w) € B x’ ‘78,
mas podemos introduzir uma estrutura suave em B x’ V¢ tomando a estrutura de cantos

de H 55 xys [0,¢] com a estrutura de B x S™ 1 x Sk-1,

Agora, se p € Cr*(f) como a variedade estdvel estd inteiramente contida no

bordo e o modelo local para f é

1 k m—k
f(b7T1a"'7rk7$1a"'7Sm—k):_<_ E TZQ‘I' 3%), TlSO.
2 =1 7j=1

T S
~ S=(51....,5m4)
N7

r=(rgo....,1n) &
N

A variedade estavel estd contida no plano r; = 0 e o fluxo na vizinhanca
f—tame é ¢ : R x B x H™ — B x H™ dada por ¢(t,b,r,s) = (b,e'r,e's). Definindo

Vi = {(b,r s) € BxH x R™"™* —5* < f(b,r,s) <o |r| |s| <e}
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Vo' =Alrl-[s| =0} n V"
a aplicacao ¥* também sofre modificagoes:

U¥: Bx H_g5x[0,e] xS xsm=b-l B x HF x Rm—*

(t.q,b,7,5) — <b,7“\/\/m—t78\/\/m+t>

mas a essencia das propriedades continuam as mesmas:
ImVUy* =B x V"%
(\If“ ) =B x Vg

i)
i) I

i) ¥ ¢ um difeomorfismo sobre o conjunto (B x V%) \ (B x Vj');
)

ii

iv leando as varidveis b, v e w, a aplicagao U*(-,-, b, v, w) associa os pontos para uma
certa hipérbole indexada por g no nivel de energia ¢.
Da mesma forma que no caso estavel citado acima, escrevamos V;* C V" para

fixar a primeira coordenada igual a ¢, em H_s4 e portanto W*(B x' V) C f=1(t).

A bola
BL. =V
C Ve =ven f~1(6v)
é o fibrado esférico estdvel entre o conjunto de nivel f = §* e a aplicagao WU"|_s :

B x! 17521 — B x Vji funciona como um blow-up da subvariedade B§ dentro de B x Vi e
(U) 7 (Bj) = S-(vB}.).

6.5 Hipersuperficies e Homologia de Morse

Suponha que M é uma variedade Riemanniana, compacta e orientada de
dimensao m e seja N uma hipersuperficie compacta mergulhada em M tal que M\N ¢é
uma variedade nao compacta. Vamos dotar /N com uma orientacao que sera induzida pela
a orientacao da variedade M.

Seja f : M — R uma funcdo de Morse com campo gradiente tangente a
hipersuperficie. Inspirado na construgao de Kronheimer e Mrowka podemos dividir os
pontos criticos de f de duas maneiras: pontos criticos de N e pontos criticos de M\ N e
representaremos por Cr™ (f) e Cr™\V(f), respectivamente.

Se p € Cr'V(f) e 7, a normal em p de N que induz a orientacio em M entdo
(VxV f,n), =0 para todo X, € T,N. Isso mostra que Hess, f(T,N) C T,N. Consequen-
temente o vetor normal é um autovetor nao-nulo da hessiana e o split T,M = T, M &T, M
permite distinguir esses pontos criticos em dois tipos. Se o autovalor for positivo dizemos
que p € Cr'¥*(f) e caso contrario p € Cr™*(f). Os conjuntos Cr™**(f) serdo chamados de

estdveis a N e Cr™V""(f) serd chamado de instavel a N.



135

Em resumo, os pontos critico de f possui a seguinte decomposicao:
Cr(f) = e () U Cr™(f) U Cr™ ().

As variedades estaveis e instaveis em N herdam propriedades semelhantes ao
caso com fronteira. Se p € Cr™¥*(f) entdo U, estd totalmente contida em N, enquanto .S,
sdo subvariedades com que intersectam M e N. J4 para o caso em que p € Cr™*(f), Sp
estd inteiramente contidas em N e U, possui trajetérias que saem de p e intersecta M e
N. Além disso, existem p € Cr™*(f) e ¢ € Cr™*(f) com ¢ < p tais que U, e U, possuem
a mesma dimensao. Tudo acontece no espirito da Teoria de Morse para variedades com
bordo desenvolvida em KRONHEIMER and MROWKA| (2007)).

Um fato a ser considerado nessa construcao é que f nao satisfaz a condicao
de transversalidade Morse-Smale, pois existem trajetéria que ligam pontos criticos com

mesmo indice. Mais precisamente, a hipétese de transversalidade em M falha nos pontos
pE Crév’s(f) eqe Crg’”(f) tais que

T.U, +T,5, =T,N, q=p
para todo x € M(p, q). Tal situagao serd chamada de caso de transversalidade Smale fraca.

Definigao 26 Nas condi¢oes acima, dizemos que f: M — R é Morse-Smale se M(p,q)
for transversal a M, exceto para o caso em que p € Cr™*(f) e ¢ € Cx™"(f), onde vale a

condicao de transversalidade Smale fraca.

Continuando a denotar por ¢; o fluxo do campo gradiente negativo da fungao

f, vamos calcular os limites dos operadores P = ¢*, e

PN . QfM) — 2/, (M\N)

w — /gbfw/\n
M

onde ¢, = Sot|M\N.
Vamos supor que ¢, ird satisfazer a condicao da transversalidade fraca de
Smale. Dessa forma, o operador P;(w) = ¢;(w) é quase o mesmo tratado na Subsegao

ﬂ (nesse caso, temos pelo menos uma trajetéria que liga pontos criticos de mesmo indice).

Observacao 26 A diferenca entre os operadores P e PV consiste no fluro: em um o fluzo
¢ definido em toda variedade, enquanto no outro o fluro é considerado no complemento

da N. Isto faz que as mudancas acontecam no contradominio do operador PP.
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A férmula de Homotopia continua a mesma
dOTt+<—1)*TtOd:H—Pt

com

Seu kernel
th - A — Pt

também é o mesmo.

Apesar M ser uma variedade sem bordo, a fungdo nao é Morse-Smale. Isso
impossibilita aplicar diretamente os resultados de HARVEY and LAWSON JR/ (2001)).
Porém com as mesmas técnica utilizadas nas Subsegoes e os limite existe no
mesmo espirito do operador P*. Portanto, ainda vale a hipdtese de volume finito o que
faz os limites

P:=1lmP;,, T:=1limT,

t—o0 t—o00

existirem na norma flat. Além disso, vale a equacao
dT=A —-P

em M x M.
De maneira similar ao que foi provado na Subsegao [3.2] conseguimos o resul-

tado abaixo:

Teorema 29 Sejam M wuma variedade Riemanniana, compacta e orientada e N uma
hipersuperficie mergulhada em M tal que M\N seja uma variedade. Se f : M — R
for uma funcao de Morse com campo gradiente negativo tangente a N e seu fluro p;

satisfazendo a condigcao de transversalidade fraca Smale, entdo vale a equacgao:
dT=A—-P (117)

em M x M, onde
P= Y 181 (0] = > SIx 0. (118)

peCr(f) peCr(f)

Consequentemente, se w € QF(M)

Pw) = Z)(/Spw)-[ﬁp}: > (/gpw)wp]. (119)
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Além disso, existe o operador T de grau +1 tal que

doT+ (-1)"Tod=1-"P.

Observacgao 27 A corrente [Up] nesse caso de hipersuperficie € definida da mesma ma-
neira que no caso com fronteira. Por exemplo, se p e ¢ com q < p sdo 0s unicos pontos

criticos nas condicoes de transversalidade fraca, entao
0] = 0] = 7. q) - [U,].

Usando a equacao conseguimos encontrar a expressao do operador PV :

PY(w) = Z </s w)-[Up]+ Z </~w>'[Up], (120)
() \7% S

peCrN:0 pECrN’“(f)

onde w € QF(M). Basta considerar a restricio do fluxo ¢; a variedade M\ N.

*

Note que dado p* € Cr™*(f) e qualquer forma 1 € Q% (M\N) temos que

[%MWZL;HZO

Portanto,

[Ups]() = [Upn](n)

onde p* € Cr™V™(f), Aps = Apu € p* = p°.
Vamos encontrar complexos de correntes que sao isomorfos com a cohomologia

de M e M\N. Observe os operadores P e PV comutam com a diferencial e suas imagens

.= @ R P R[ﬁp]; (121)

sao subgrupos de

peCrt\N (1) peCry (f)
uy= @ Ryl @ RU). (122)
peCrt\N (1) peCry “(f)

Teorema 30 As aplicagoes
P:Q"M) = Upne  PYarann : Q"M\N) = U,
mduzem o0s isomorfismos
P, : H*(M) — H,,_.U,)  PY.H*M\N) — H,_,(UY).

Demonstragao: A mesma prova do caso sem fronteira (Teorema pode ser repetida de
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modo idéntico para mostrar que P é um isomorfismo. Vamos provar agora que a aplicacao
PY ¢ injetiva. Isso segue imediatamente do isomorfismo Q*(M\N) — 2/(M\N). Com
efeito, dado w € QF(M) — QF(M\N) temos que

(PVlopnm),la] = PVaanm), 18] =i (PN apnm),[a]) =i (PY|annn),[6])

= P[] = PY[5]

(123)
Para a sobrejetividade, dado um conjunto aberto K tal que K D N precisamos
da dualidade:
Hé'pt(K\N) ~ H,, (EL(K\N)).

Maiores informagoes pode ser encontradas em CIBOTARU (2017).

Observe que dado p e ¢ dois pontos criticos de indice m — k

i) U,Nas, =0;
i) U,NS, =0sep#q;
iii) U, NS, = {p}

Dada a corrente dado U € UN_, fechada dU = 0, escreva

U= Z npU] + Z myp[Up).

peCr® _ (f) peCrl . (f)

m—k

Considere K como sendo uma vizinhanga que contém S, tal que

KnNnas,=10

K Dspt U.

Note que U € H,,—(E,(K\N)). Pelo isomorfismo HY (E,(K\N)) ~ Hy,_(K\N)

existem w € Q% (K\N) com dw=0e o €&, _, . (K\N) uma corrente flat com suporte

cpt
compacto tal que

w—U =do.

Construindo formas de Thom (da mesma forma que no caso sem bordo) vemos

que (w— U, S,) = 0. De resto, tudo sai da mesma forma conforme o Teorema . [ |

O Teorema acima garante que a condi¢ao de transversalidade fraca é suficiente
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para calcular a homologia da variedade. Por exemplo,

Exemplo 18 Seja M o toro em pé (sem a pertubagao) descrito no exemplo ef: M —
R a funcgao altura. Denotando por N o circulo interno por onde passa os pontos criticos
b e e de indices 1 temos que b € Cr¥N(f) e e € CrY(f).

Para cada k € {0,1,2}, temos os grupos

L Ca=0

/

-+ Ce

o

Para a € Créw\N(f) podemos construir a resolugcao no mesmo espirito do Te-
orema . Assim, obtemos uma variedade com cantos e uma proje¢ao m : [ce,0] X W —
f (e, 0]) tal que Im7m = U, e
disso, se n € QY (M) entdo

(o0 xw € um difeomorfismo sobre T*\{b,d,e}. Além

BIU)m) = ny(a,b) - |[T] (n)

= 1y(a,0) - [Ub] (n) +n4(a;b) - (b, d) - [Ue] (1)

Agora, sen € QY(M) temos que

i [O] () = 0 [Us] (m) + s (b,) - DU )

=n,(b,e) - ny(e,g) - [Ug (n)
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d [Ue] (n) = n,(e,9) - [Ug] (n)

Para facilitar a notagdo, vamos identificar R[U,| com (p). Assim, podemos

escrever o complexo (Us,d) como:

0 = (a) & (e I (g0 — 0. (124)

O cdlculo dos sinais das trajetorias seque de forma similar ao caso com bordo. Como
n(a,b) =n(e,g) =0 (veja| BANYAGA and HURTUBISE (2013)) os operadores de bordo
dy,ds, dy sao tquais a zero.

Portanto,

R, sek=0,2

H> M (M) = H(U,) =
(M) = Hitd.) {R@R, sek=1.

Exemplo 19 Considerando M uma variedade suave difeomorfa ao S?, como no desenho
abairo, e a funcao f : M — R de Morse dada pela funcao altura. Note que f nao é
Morse-Smale, pois 0s pontos q e t possui mesmo indice e existem trajetorias que ligam
esses pontos criticos. Considerando N a hipersuperficie dada pelo circulo que passa pelos
pontos q et temos que g € Cr™*(f) et € Cr™(f).

o)

+1 +1

Os pontos criticos acima possuem os sequintes indices: N\, = A\, = 2, \y = \y = 1 e
As = Ay = 0. Para k = 0,1,2, a imagem do operador P : Q¥(M) — U, é gerada pelas
correntes

U, = R[U,] ® R[U,]

U, = R[U,| + R[UY]



141

Fazendo a correspondéncia U, com (p) podemos escrever :
0 = (1) B (at) 5 (su) = 0 (125)

Note que Hy(U,) = kerdy = (p — r) ~ R. Além disso, Hy(U.) = 0, pois kerd; = Imdy =

{q}. Por fim, como a imagem de dy € gerada por (u — s,u + s) >~ (u — s) temos que

HyU,) = (s, u) =(s,u| s=u)~R.

Logo
{ R sek=0,2

0 caso contrdario
6.6 Novos Complexos e suas Dualidade

Nessa Subsecao vamos supor que M é uma variedade Riemanniana, compacta
com bordo de dimensao m e f : M — R uma funcao de Morse-Smale com campo gradiente
negativo tangente ao bordo.

Anteriormente, para w € Q¥(M) ou w € QF

ept(M?) calculamos o limite

lim @;w (ou lim ¢*,w).
t——o0 t—o0

Uma pergunta natural seria investigar o que acontece com o limite

. * . *
lim ¢jw (ou lim ¢*,w).
t—o0 t——o0

Nesta Subsecao vamos considere o espaco da correntes com uma pequena mo-
dificagao:
7" (M) = ("M (M))"

Para t > 0 defina a corrente
T, := 0.([0,¢] x M),
onde ®(s,z) = (¢s(x),x). Com isso, obtemos a equacao
0T, —S: =P, — A,

onde S; := &,([0,t] x OM).
Além disso, com as mesmas hipdteses vistas anteriormente (condi¢do f—tame
e volume finito) temos que
lim T, =T tlirgost =S,

t—o00
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onde T = ®,((0,00] x M) e S = P,((0,00] x IM). Assim, pela continuidade do operador
de bordo temos que

T —-S=P—- A
onde
lim P, =P
t—o0
na norma flat.

Assim como no Teorema [18] para o fluxo ¢, do campo gradiente negativo com

condicao f—tame, a variedade

T

{(pe(@), @) [ 2 ¢ Cr(f),0 <t < oo}
{(y.o-(y)) | y ¢ Cr(f),0 <t < oo}
{(p—e(z),z) | @ ¢ Cr(f), —0c0 <t <0}
{(W,¢e(y) | y ¢ Cr(f), 00 <t <0}

satisfaz a equacao
OT-S=A- 3 []x |5,
p€eCr(f)
em M x M.

Dessa maneira, a expressao da corrente P é

Os operadores P_ sao

oY Wk Y 0k [5)]:

peCr?(f) peCr*(f)

P* = Z [Up] % [Sp] + Z [(717] x [Sp].
peCrO(f) peCrs(f)

Observagao 28 As correntes [Sp] € [(7,)] sao definidos no mesmo espirito das Subse¢oes

anteriores.

Em resumo,
a) Para toda forma diferencial w € Q% (M), 0 < k < m,

P'(w) = lim gjw ="} (/Upw>-[5p]+ > (/UW>[§p]

peCro(f) peCr®(f)
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b) Sew € Q¥(M), 0 < k < m,
P*w) = tlim () 'w = < w) - [Sp] + ( 5 w) - [Sp]
o peg(’:(f) /U” peg;(f) /U

Por sua vez, as férmulas de homotopia
doT™* 4+ (=1)*T"/*od = A — P/, (126)

garante a comutatividade dos operadores d e P.

Usaremos agora as notacdes S¥7/¢ para ser as imagens dos operadores P7/¢
definidos por

S*= P RS,] P RIS, =ImP

pECr%(f) peCrii(f)
st = B RS P RS, =Im P
peCIY(f) peCr;(f)

As aplicacoes P (M) — S™F, P - Q" (M) — S"* garantem que os pares (S*7/%, d)
sdo subcomplexos de (2*(M),d), pois P™/* comuta com a diferencial, o que permite

descer a nivel de cohomologia para as aplicacoes
P HY Q5 (M)) — H* (S™)  P*: HY(QF(M)) — H* (8%).

Observagao 29 A nocgao de corrente que usamos nas subsecoes anteriores foi a defini¢ao
classica: o dual das formas com suporte compacto. Na situacdo dessa Subse¢ao, estamos
alterando o grading do espacos das corrente. Isto gera uma mudancas na diferencial, pois
ela aumenta o grau da corrente. Isto justifica o motivo de consideramos a Cohomologia
dos complexos (S*"/%,d).

Os mesmos argumentos do Teorema prova o seguinte:

Teorema 31 As aplicacoes P/ induzem 1somorfismos
P’ : H*(M,0M) — H* (8™)
P H*(M) — H* (8.
Usando os Teoremas 20| e B1] temos as dualidades:

H*(ST/9%) & Hyp (UM,

Na situacao das hipersuperficies (Subse(;éo o limite do operador PY quando

t — oo pode ser desenvolvido da mesma maneira que acima. A saber, se w € Qp(M)
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entao

lim P (w) =PV (w) = Y (/ w)w

peCrN (f)

e se w € QF(M) o limite pode ser escrito como
mee - T ([u)sie X (fo)s
peCr™O(f) P peCT™*(f)

onde ﬁp e gp sao definidos de maneira andloga (lembre que M nao tem fronteira e o campo

gradiente é tangente a hipersuperficie N). E mais, temos a dualidade

H*(SN*) ~ Hp 1 (UN).
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7 CONCLUSAO

Nesta Tese concluimos que os resultados obtidos por HARVEY and LAW-
SON JR/ (2001) podem ser estendidos para variedades com bordo e que possuem fluxo
gradiente tangente ao bordo para resgatar determinadas dualidades. Isto é, dada uma
variedade Riemanniana compacta com bordo, uma funcao Morse-Smale como em KRO-
NHEIMER and MROWKA| (2007) e uma métrica plana numa vizinhanca dos pontos
criticos, conseguimos os isomorfismos com coeficientes reais: H¥(M) ~ H,, (M,0M) e
H¥(M,0M) ~ H,,_,(M) e consequentemente podemos concluir que Hy,(C)) ~ Hy(M, M)
e H,(C) ~ Hy(M). Para isso, se fez necessario ”correr”certas formas suaves que podem
ser vistas como correntes obtendo dois tipos de operadores que a nivel de cohomologia sao
responsaveis pelas dualidades acima. Também conseguimos refinar os resultados para co-
eficientes inteiros, s6 que nesse caso vamos fazer push-foward de simplices de suaves. Por
fim, também concluimos que numa hipersuperficie mergulhada numa variedade Rieman-
niana compacta sem bordo e uma funcao suave que satisfaz a condicao de Morse-Smale
fraca conseguimos resgatara mesma dualidade abordade em HARVEY and LAWSON JR)

(2001).
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