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RESUMO

Esta tese apresenta alguns resultados sobre dois temas importantes para a teoria da informacéo
quantica: entrelacamento quantico e algoritmos quanticos. Com respeito ao entrelagamento, ¢é
estabelecida uma relagcdo entre a negatividade e os menores principais de matrizes
Hermitianas, o que permite analisar o entrelacamento para estados de dois qubits e estados
puros de trés e quatro qubits, usando os menores principais. Foi proposta também uma nova
medida para o calculo do entrelacamento de estados puros de seis qubits, usando a
negatividade. Para ambos os casos, o calculo da variacdo do entrelacamento de estados
parametrizados foi realizado através de formulas analiticas e simulagdes numéricas. Por fim,
com relacdo aos algoritmos quanticos é proposto um algoritmo de busca capaz de achar o
minimo de uma funcéo realizando apenas uma medic¢do ao final do algoritmo. O algoritmo é
descrito e um exemplo de utilizacdo do mesmo no célculo do periodo de uma funcéo

periddica é apresentado.
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ABSTRACT

This thesis presents some results about two important subjects of the quantum information
theory: quantum entanglement and quantum algorithms. Regarding the entanglement, a
relationship between negativity and minors principals of Hermitian matrices was stablished,
allowing the analysis of the entanglement of two qubits states, three and four qubits pure
states, using the minors principals. It was also proposed a new measure, using negativity, for
calculating the entanglement of pure states of six qubits. Finally, with respect to quantum
algorithms it was proposed a quantum search algorithm able to finding the minimum of a
function by performing only one measurement. The algorithm is described and an example of

its usage in the calculation of the period of a periodic function is presented.

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 14
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INTRODUCAO

O entrelagamento é uma propriedade da fisica quantica que desempenha um papel
importante em informacdo quantica [1]. Reconhecido, inicialmente, por Einstein, Podolsky,
Rosen e Schradinger [3], o entrelagamento pode ser utilizado na realiza¢do de protocolos de
comunicacgdo, como teleportacdo de estados quanticos e criptografia quantica, e em algoritmos
de computacdo. A forma bésica de entendé-lo é caracteriza-lo, classificad-lo e medi-lo. Esta
tarefa ndo € simples, pois a medida que o nimero de bits quanticos aumenta, tipos diferentes
de entrelacamento podem surgir e ndo € claro que uma medida atil para um determinado tipo
de entrelagcamento seja Util para outro. Quando os estados a serem considerados sdo mistos, o
problema fica ainda mais dificil, surgindo assim a necessidade de criar técnicas para a solucéo
do mesmo.

Genericamente falando, o entrelacamento identifica uma correlacdo marcante entre
alguma propriedade observavel de estados quanticos que nao estd sujeita a limitacGes de
distancia, sendo por isso, considerado um conceito ndo local. Matematicamente, tais estados
ndo podem ser completamente decompostos na soma de produtos tensoriais de suas partes.

Todo estado quantico é plenamente representado por uma matriz Hermitiana, positiva
semi-definida e de traco igual a 1, chamada matriz densidade. Ela carrega toda a informacéo
disponivel no estado quéantico. Portanto, do ponto de vista estritamente matematico, estudar o
entrelacamento significa estudar as propriedades da matriz densidade que sejam Uteis para a
classificacdo e quantificacdo do entrelacamento. Nesta direcdo, este trabalho faz uma analise
da utilizacdo dos menores principais de matrizes Hermitianas, objetivando obter informacdes
sobre o entrelacamento de alguns estados quanticos. Dessa forma, alguns resultados
importantes foram obtidos.

1) Para estados quanticos de dois qubits, foi obtida uma expressdo para o célculo
da negatividade, envolvendo as somas dos menores principais da transposta
parcial da matriz densidade do estado quéantico.

i) Para estados puros de trés qubits, uma relacdo entre o quadrado da
negatividade de 1 qubit com um par de qubits e a soma dos menores principais

de ordem 3 da transposta parcial da matriz densidade foi obtida.

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 15
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i) Ja& para estados puros de quatro qubits, obteve-se também, uma relacéo entre o
quadrado da negatividade de 1 qubit com um terno de qubits e a soma dos
menores principais de ordem 3 da transposta parcial da matriz densidade.

iv) O resultado mais expressivo, proposto nesta tese, € uma medida para o calculo

do entrelagamento em estados puros de seis qubits, o y,, via negatividade.

Os itens i), ii) e iii) juntos permitem reescrever medidas de entrelacamento baseadas
em negatividade para estados de dois a cinco qubits, como medidas baseadas nos menores
principais.

Por outro lado, com o uso de algoritmos quanticos é possivel resolver alguns
problemas de forma mais rapida do que as suas melhores contrapartidas classicas. O
algoritmo de Grover, por exemplo, € um resultado importante em informagdo quantica: ele
prova que propriedades da informacao quantica (superposicdes) podem melhorar a velocidade

do problema de encontrar um valor especifico em uma lista desordenada com N elementos,

por exemplo. A busca quantica, pelo algoritmo de Grover, realiza O(\/ﬁ) operagdes, em

média, enquanto o melhor algoritmo classico realiza O(N) operagdes, indicando, assim, um

ganho de velocidade quadratico [55]. Além disso, importantes problemas em Matematica
podem ser modelados como uma busca, como por exemplo, o problema de calcular o minimo
ou 0 maximo de uma funcdo. Neste sentido, esta tese também propde um algoritmo quéntico
para achar o minimo de uma funco, realizando apenas uma medicao.

Assim, o presente trabalho tem como objetivos:

i) Fornecer algumas ferramentas que, adicionadas as ja existentes, auxiliam no

calculo do entrelacamento de alguns estados quanticos;

i) Apresentar uma nova medida de entrelacamento para estados puros de 6 qubits;

iii)  Apresentar um algoritmo quéntico para determinar o minimo de uma fungéo

com apenas uma medig&o.

O mesmo esta estruturado da seguinte forma: o Capitulo 1 trata da revisao de alguns
critérios de separabilidade e medidas de entrelagamento quantico. Os Capitulos seguintes ja
trazem alguns resultados que deram origem ao trabalho, de modo que no Capitulo 2, os
menores principais de matrizes Hermitianas e a negatividade sdo apresentados. Ja o Capitulo
3, trata do entrelagamento de estados tripartes e quadripartes puros de qubits, usando os
menores principais de matrizes Hermitianas. No Capitulo 4, uma medida de entrelacamento

para estados puros de seis qubits, via negatividade € apresentada. Finalmente, no Capitulo 5, é

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 16
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apresentado um algoritmo quéantico para achar o minimo de uma funcdo realizando apenas

uma medigao.
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CAPITULO 1

CRITERIOS DE SEPARABILIDADE E MEDIDAS DE
ENTRELACAMENTO QUANTICO

Resumo

Neste capitulo, inicialmente sdo dadas algumas defini¢cbes e generalidades
sobre estados quanticos. Em seguida sdo revistos alguns critérios de
separabilidade para estados quanticos bipartes e a decomposic¢do de Schmidt.
Com o objetivo de esclarecer brevemente a discussao sobre entrelagamento,
algumas medidas de entrelacamento sdo revistas. Por fim, alguns aspectos do

entrelacamento em sistemas quanticos multipartes também sdo apresentados.

1.1. Separabilidade

Dado um espaco de Hilbert H (ver Apéndice 1), o estado de um sistema quantico é

identificado, matematicamente, por um operador linear p:H —H, que € Hermitiano,

positivo e cujo traco é unitario. Isto é, p descreve um estado quantico, se
"=p, p20, Tr(p)=L1. (1.1)
p =p p20, Tr(p

O operador p, satisfazendo as condi¢BGes acima, sera chamado de operador densidade ou

matriz densidade do estado quéntico o . Além disso, p pode ser descrito como

pzzi: pi|l//i><l//i |, (1.2)

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 18
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emque p,>0e Z p, =1. Os estados p da forma (1.2) sdo chamados estados mistos.

Quando p, =1, para algum i, tem-se

p:|‘//i><Wi|' (1.3)

que é a matriz densidade do estado puro |1,//i> (representado pelo proprio vetor de estado no

espaco de Hilbert associado).
Foi visto acima, que a um sistema quéantico pode ser associado um espaco de Hilbert,
gue € o espaco de estados do sistema. Para estados compostos, o espaco de estados é formado

pelo produto tensorial dos espagos de estados dos sistemas individuais. Assim, 0 espaco de

Hilbert associado a um sistema quantico S composto pelos subsistemas S, S,,...,S,, pode ser
escrito como H="H, ®H, ®...QH,, sendo H, o espaco de Hilbert associado ao subsistema
S,i=12,..,n.

Com base no que foi exposto acima, um estado puro |1//> EH=HOH,®..QH,, ¢

totalmente separavel, se
v) =v1) ®ly,) ®..8|y,), (1.4)

em que |y;) e H, é o estado puro do subsistema S, com i=1,2,...,n. Caso contrario, o estado
é dito entrelacado (ndo, totalmente entrelacado; o estado |://) possui algum entrelagcamento).

J& para um estado misto pe H="H, ®H, ®...®@H,, diz-se que p é totalmente separavel, se

p=20vi)(wi|®vs)(vi|®..®|wi) (Wil (1.5)

Os estados entrelacados, por sua vez, ndo podem ser escritos na forma (1.5), acima,

por isso diz-se que 0s seus subsistemas sdo correlacionados.
Os estados separaveis bipartes, compostos pelos subsistemas S, e S;, por exemplo,
podem ser construidos através de operagdes locais (LO) em S, e S; e comunicagéo cléassica

(CC) entre as partes. Surge assim, uma no¢do de fundamental importancia no estudo do
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entrelacamento: as operacfes locais e comunicagdo cldssica - LOCC. Assim, estados

r=l
compostos da forma p=> pp,®pL, p,>0 € D p =1, séo estados que podem ser
=1 i

construidos por LOCC. Enquanto os estados separaveis podem ser construidos através de
LOCC, o mesmo nédo acontece com os estados entrelacados, pois estes contém correlacdes néo
classicas, as quais sdo chamadas correlagdes quanticas. Como serd visto a seguir, 0s estados
entrelacados tem um comportamento diferente dos estados separdveis com relagdo a medicdes
feitas em seus subsistemas, ou seja, 0s estados entrelacados se comportam como 0 estado
1

o) \/5(

|OO>+|11>), para medicGes feitas em seus qubits. De fato, uma medicdo feita no

primeiro qubit de |p) fornece |0) com probabilidade % e |1), com probabilidade %

deixando |¢) nos estados |¢')=|00) e |¢')=|11), respectivamente. Medindo-se o segundo

qubit dos estados resultantes, obtém-se com probabilidade 1, os resultados [0) e [1),

respectivamente, isto é, os resultados séo correlacionados.

Como visto no pardgrafo acima, o entrelagamento é uma correlagdo ndo local (aspecto
fisico) entre as partes individuais de um sistema quantico composto. Assim, o completo
entendimento da variacdo do entrelacamento quando do processamento de um estado quantico
composto, seja em um computador quantico ou na propagagdo em um canal de comunicacéo,
é imprescindivel.

O primeiro passo para entender o comportamento do entrelacamento é identificar
guando um estado quantico composto possui entrelacamento ou nao, isto €, determinar regras
(critérios) para saber se esse estado quantico é ou ndo entrelacado. Feito esse estudo, surge a
necessidade de quantificar o entrelagamento, isto €, determinar o qudo entrelagado tal estado
quéantico é. Os estados quanticos compostos mais simples, onde ha possibilidade de algum
entrelacamento ser detectado, sdo 0s estados quanticos de sistemas de dois qubits. Séo
exatamente nesses estados onde foram concentrados os primeiros esfor¢os na tentativa de
quantificar o entrelacamento. Por isso, a maior parte dos critérios e medidas de
entrelacamento existentes se refere a estados de sistemas de dois qubits. Como conseqiiéncia
dessa investigacdo surgiram alguns critérios e medidas de entrelacamento para estados
bipartes de dimensdes arbitrarias.

Basicamente, um estado quantico puro de dois qubits, o, é desentrelagado ou

separavel, se e somente se,
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P=pPr® pg, (1.6)

emque p, =Tr, (p) (P =TI’A(p)) é o trago parcial da matriz p em rela¢do ao subsistema

A (B). Enquanto que, um estado misto, p, é desentrelacado ou separéavel, se
p=2.PPn® P, (1.7)

onde p,>0e p, e p, sdo matrizes densidade dos subsistemas A e B, respectivamente.
Ainda, em relacdo a um estado puro de dois qubits, uma condicéo de separabilidade
pode ser obtida. Considere o estado |y) =z, |00)+ e |01) +, [10) + ¢, [11), com o, e C e
3
|| =1. Entdo, |y ¢ separavel, se e somente se, |y) =(a]0)+b|1))®(c|0)+d 1)), com
i=0

|a|2 +|b|2 =1, |c|2 +|d|2 =1e a,b,c,d eC, ou seja,
v ) eseparavel & a,a, = aa,. (1.8)
03 172

A sequir sera feito uma revisdo sobre alguns critérios de separabilidade existentes na

literatura.

1.1.1. Critério de Separacao de Peres-Horodecki

Um critério de separacdo para estados em sistemas C* ® C? (dois qubits) e C*®C?

(um qubit e um qutrit) foi proposto por Peres [2] e Horodecki [3]. Peres provou uma condicéo

necessaria para a separabilidade de estados em sistemas C*®C? e C*®C?® (este critério é
conhecido como condigdo necessaria de Peres) baseada na positividade da transposta parcial
da matriz densidade do estado.

A seguir sera apresentada a definigcdo de transposta parcial da matriz densidade de um

estado quantico, antes de rever o critério de Peres.
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Seja p a matriz densidade de um estado em um sistema quantico composto de dois

subsistemas, A e B, com matrizes densidade dadas por p,=Tr;(p) e pz=Tr(p),

respectivamente. Sendo {|m)} e {| )} bases ortonormais arbitrarias para A e B, nos espagos

de Hilbert H,=C" e H,=C", respectivamente, tem-se que {| m>®|u>} é uma base

ortonormal para o espaco H=C" ®C" (ver Apéndice 1). Assim, p pode ser escrito da

seguinte forma

p=3 [ma)(mulo|nw) ] 1.9)
ou ainda,
p= Z <m,u|p|nv>|my><nv|. (1.10)

Como |mu)(nv|=|m)(n|®|u)(v|, tem-se

p='3 (mul ol m)(n[]) ] 1)

m, Ny

Na base {|m)®| )}, os elementos da matriz densidade o, sdo da forma

Pare ={Mae| p|1w). (1.12)
Segue, entdo, que a transposta parcial de p em relacdo ao subsistema A, indicada por p™ , é
definida da seguinte maneira
P = m;y<nulplmV>(lm><nl)T B[ (v, (113)
ou seja,
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= " (np| p|mv)[ng)(my|. (1.14)

m,u,n,v

yo,

Assim, usando (1.14), os elementos da transposta parcial de p em rela¢do ao subsistema A,

séo dados por

pr-;/;mw = Iony,mv’ (115)
isto é,
Patne = (ntt| p|mv). (1.16)

Em relagdo ao subsistema B, a transposta parcial p" , é definida assim

Pt = 3 (v plng)|m)(nf (| ) (v) (1.17)
ou seja,
P = 3 (] p| )| mv){na, (1.18)

Logo, os elementos da transposta parcial de o em relagéo ao subsistema B, sdo dados por

pr:fu,nv = pmv,n,u' (119)

Para sistemas C*> ® C?, a matriz densidade do estado p, 4x4, escrita na base computacional

{/00),|01),|10),[11)}, é dada por
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Poo,00
Pot,00
P10,00
P11,00

Pooo1
Po101
Pro,01
P01

Poo,10
Pot10
P1o,10
P10

Poo1
Pora1
Proa1 .
P

Usando (1.12), a matriz p, em (1.20), pode ser reescrita como

(00| p|00
01/ p|00
10| p|00
(11| p|00

~—
—

K
771

~ ~ —
o~~~

Assim, de (1.15) segue que

Poo,00
7, | Potoo

Poo.10

Po11o

00| p|01)
01| p|01)
10| p|01)
11| p|01)

Poo,o1
Po1,01
Poo1
Po111

(00| p|10
(01| p|10
(10| p|10
(11| p|10

Pl1o,00
P11.00
P1o,10
P1110

~

00| p|11)
01| p|12)

~ ~—~ —
o~~~

11| p|11)

Pro,01
P01
Pro11 ’
P

10|p[12) |

(1.20)

(1.21)

(1.22)

ou seja,

(10| p[00) (10 pfo1)
a1]pjo0) {11]plon)
10|p}10) (10|11 |
a1lpfo) (1] o1y

(1.23)

Para tornar mais claro o que foi exposto acima, considere a matriz densidade p

formada por blocos. Para um sistema M x N, ja foi visto que os elementos de o sdo dados
POr .0 =(Mu|p|nv), onde {|m)} e {|u)} sko bases ortonormais para os espagos de
Hilbert H, =C" e H, =C", respectivamente. Seja, entdo, a matriz do estado p atuando em

Cc" ®C", dada por
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Ar o Ay
p=| i . (1.24)

AI\/Il AMM

onde as matrizes A , de ordem NxN, atuam em C". Os elementos da matriz p, em

(1.24), séo dados por
{Ann}ﬂv :pm,u,nv’ (125)

onde 1<m,n<M e 1< u,v<N. Dessa forma, os elementos da transposta parcial o', sdo

definidos por
A} = Prov e (1.26)
Isto significa que p™ pode ser obtida de p, transpondo-se cada uma das matrizes A,,,

mantendo-se a posi¢do que cada uma ocupa na matriz p, em (1.24), o que é equivalente a

permutar os indices do segundo subsistema. Isto €,

pe=l i i (1.27)

Quando a transposta parcial é calculada em relagdo ao primeiro subsistema, p'*, 0s seus

elementos séo dados por

A}y = Py (1.28)

Neste caso,
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Ta

A o An
ph=l 1 :

o (1.29)
AiM AMM

Isso significa que p™ pode ser obtida de p, permutando-se os indices do primeiro

subsistema.

Considere, por exemplo, um estado em C*®C?, com matriz densidade p , definida
em (1.20),

Poooo  Looot Pooio  Pooat
Poroo  Poror Porio Poraa Aw i A
P Puoo i Puoo Pow Ao A,
Pioo Pl P Puu

sendo

Poo,00 Pooo1 Poo10 Poo11 P1o,00 Proo1 P1o.10 Proa1
py=|S2n fon ]  [fme fun ) (Pom Bon | See fen)
Poroo ; Poror Porio ; Poun Pioo ; Puo P Pun

Assim,

Poooo  Poroo Pooo  Poro
: T | AT
ot =| P Lo | Lo Lowas | a:Na (1.31)
P Puowo P P P 0 A
Poor Pt P Puu

Poooo  Pooor : LPoge  Piom

7, | Poroo  Poor | P Puo | AboAlO
Poio  Pooar } Poio Pou 1y M
Poiio Porat | Pue Pun

(1.32)

Agora, o critério de Peres:
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“Se p € um estado separavel em C*®C? e C*®C?, entfo a transposta parcial da matriz

densidade, p™ , néo tem autovalores negativos; caso contrario, o estado é entrelacado.”

Suponha que p é separavel, ou seja, p=2pip‘A®p;. Por (1.12), tem-se que

Py = <m®,u|z oy ® oy [IN®V), oUSeja, p,, ., = Z p; (M| pa|n)(u| ok |v) . Portanto, os

elementos da matriz p podem ser escritos como

Prun=2Pi(02),, (95), (1.33)

={u| pL|v). Neste caso, usando a Eq. (1.15), p™ pode
(] g |v)

v

onde (piA)mn =(m|pj|n) e ('OiB)y

ser escrita assim
i\ i
p = § P; (pA) ® P (1.34)

Como p! é uma matriz densidade, tem-se (p;) =p., P\ >0 e Tr(p})=1. Dai, (pL)T >0,

H - - H H ~ - . i T ¥ i T . i 7
Tr(p.)" =1 (as diagonais de p! e (pL)T s30 iguais) e ((PA) ) =(p) . ou seja, (p;)T é
uma matriz densidade. Portanto, o™ é também uma matriz densidade de um estado quantico
e, como tal, ndo pode ter autovalores negativos.

Observe-se, ainda, que os autovalores de p™ e p sdo invariantes mediante
transformacdes unitérias locais feitas em p. De fato, as operagBes unitarias U, e Ug,

aplicadas aos estados dos subsistemas A e B, respectivamente, transformam o estado o no

estado
P =(U,®U,)pU,®U,)". (1.35)

Como, p=)_ p,os® pf , tem-se
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p’z(uA®UB)(Zpip;®p‘8)(uA®uB)”, (1.36)
ou seja,
p'=2 PV (Ua) ®Ugph (Ug)'- (1.37)
Segue-se dai, que
REICACHAC W) ©Uae4(Us)' (1.38)
ou seja,
=300 ((Us)) (2h) (V) ®Uap (Us) (139)
Como U' = (UT) tem-se:
Sp ( )T((UA)*> ®U,pk (U,)', (1.40)
ou ainda,
(o) =V (VL)) JZp () @rifUaeUa)). @
Fazendo U" =U , tem-se
(P')* =(U,®Ug)p™ (U, ®U,) (1.42)
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Mostrou-se acima que se p sofre uma transformacdo unitaria local, entdo p™ também
sofrerd. Note que p foi afetado pelas transformacdes U, e U, enquanto p'» foi afetado

pelas transformagdes U, =U (unitéria) e U, e, portanto, os autovalores de o™ sdo
invariantes mediante transformag@es unitéarias locais. Assim, é possivel aplicar o critério da

transposta parcial em qualquer representacdo da matriz densidade p, ndo importa a base em

que p esta escrita, pois, embora, a matriz p™ dependa das bases usadas, seus autovalores,

nao.

Como foi visto, Peres fornece apenas uma condi¢do necessaria para a separabilidade

de estados em sistemas C* ®C? e C*®C®. A sequir, sera visto como os Horodecki, usando a

teoria de mapas positivos, forneceram também uma condicao de separabilidade para estados

em sistemas C°®C? e C*®C®, mostrando que a transposta parcial é uma condigdo
necessaria e suficiente para a separabilidade. Para outras dimensdes, 0 uso da transposta

parcial é apenas uma condi¢do necessaria.

1.1.2. Critério de Horodecki

Peres conjecturou que a condicdo necessaria fornecida acima seria também suficiente.
Mas coube aos Horodecki, usando a teoria de mapas positivos, mostrarem em que condicéo, 0

que Peres conjecturou era valido. Com isso, os Horodecki estabeleceram um critério de

separacdo para estados em sistemas C" ® C" | via mapas positivos. Foi entdo que, usando a

positividade da transposta parcial, que é um mapa positivo, mostraram que 0 critério
(condicdo necesséria e suficiente) vale apenas para estados em sistemas C*®C? e C*®C>.

Para os sistemas C¥ ® C", M >2 e N >3, eles mostraram que a positividade da transposta
parcial é apenas uma condicdo necessaria.

Como o critério de Horodecki é baseado em mapas positivos, algumas definigdes de

tais mapas sdo necessarias. Seja A, o conjunto dos operadores lineares atuando no espago de
Hilbert H,, i=12. A é um espago de Hilbert (espaco de Hilbert-Schmidt) com produto
escalar definido por <A, B>=Tr(BTA). Denotando por E(Ai,Az) 0 espago dos mapas
lineares de A, em A,, diz-se que um mapa A € L£(.A,A,) é positivo se A(p)=0, para todo

p=0em A.Ummapa AeL(A,A) écompletamente positivo se a aplicagio A®1, de
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A M em A &M, ¢é positiva para todo neN, em que M, representa o conjunto das

matrizes complexas nxn e |, o mapa identidade. O produto tensorial de um mapa
completamente positivo pelo mapa identidade € um mapa positivo, isto é,

p=0=(A®I,)(p)=0, paratodo neN e A um mapa positivo. Existem mapas positivos

que ndo possuem essa propriedade, ou seja, ndo é verdade que 0s mapas positivos preservam a

positividade de um operador: (A®1)(p)#0, quando p>0. Este fato é importante para o

problema da inseparabilidade quantica, pois, para estados produtos, o produto tensorial de um

mapa positivo pelo mapa identidade é também um mapa positivo, ou seja, se p >0, entdo

(A®1,)(p®p)=A(p)®p=0.E, pelo teorema seguinte, isto vale para estados separaveis.

A. Teorema (Horodecki)

“Seja p um operador densidade que atua no espaco de Hilbert H="H, ® H,. Entdo, p €

separavel, se e somente se, para qualquer mapa positivo A: A — A, , o operador | ®A(p) é

positivo.”

E assim, quando p néo é separével, tem-se que (A®1)(p)#0, onde A é um mapa

positivo. Assim, os estados inseparaveis podem ser reconhecidos através dos mapas positivos.
Existem mapas positivos que ndo podem ser usados para verificar a inseparabilidade. Quais

sdo, entdo, 0s mapas positivos que podem ser usados para a caracterizacdo de um estado

inseparavel? Os Horodecki ja sabiam que para os sistemas C*®C? e C*®C?, apenas a

transposta parcial era o tal mapa. E 0 que mostra o préximo teorema.

B. Teorema (Critério de Horodecki)

“Um estado p atuando em C*®C? ou C*®C® é separavel, se e somente se, sua transposta

parcial é um operador positivo.”

A transposta parcial p™, é dada por p® :(I®T)p, em que 7 é 0 mapa

transposicdo [5]. Assim, sempre que P #0, 0 estado p € entrelagado, sendo que pe >0
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ndo garante a separabilidade. Apenas nos casos C2®C? e C2®C?, p"™ >0 é condicio
necessaria e suficiente para a separabilidade.

Aqui, é importante observar [4] que qualquer mapa positivo A: A —A,, com p

atuando em C?®C? ou C*®C?, é da forma
A=A +ATT, (1.43)

onde A" é um mapa completamente positivo e 7~ é o mapa transposicao.

Agora, com 0 objetivo de entender o critério que foi estabelecido acima, alguns

exemplos seréo considerados.
A. Inicialmente, considere o estado [3],

p=pya) (v |+ A= p)|v,) (wa ), (1.44)

em que 0< p<1, |y,)=al00)+b|11) e |w,)=a|01)+b|10), com a,b>0 e a*+b*=1. As

representaces matriciais de p e p™ sdo dadas, respectivamente, por

pa’ 0 0 pab
— 2 —
e 0 (I-p)a® (1 p)a? 0 | (1.45)
0 (1-p)ab (1-p)b* 0
pab 0 0 pb?
pa’ 0 0 (1-p)ab
. 0 (1-p)a’ pab 0
8 = . 1.46
r 0 pab  (1-p)b? 0 (1.46)
(1-p)ab 0 0 pb?
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E, assim, P(/‘L):/1“—/”t3+p(l—p)/lz+(1—2p)2azbz}t—(l—Zp)za“b4 é o polindbmio

(- p)£/(1- p)’ - 4(1-2p)a’d’
2

caracteristico de p'®, e seus autovalores s&o A, = e

+p?+4(1-2p)a’d’
Ay = P \/p ( p) . Observe, agora, as seguintes situacdes:

. 1

(1) ab¢0,p>5:>21>0,/12<0

.. 1

(i) ab¢0,p<§:>23>0,/14<0

1 . . : 1

Portanto, para ab=0 e p# > p € insepardvel. E, finalmente, para p= > tem-se
p™® =p>0 e, pelo Teorema B, Segdo 1.1.2, p é separavel.

B. Considere, agora, o estado de Peres-Horodecki [3],

p=ply_)w_|+(@-p)|00)(00|, (1.47)

1
2

estado e de sua transposta parcial séo dadas, respectivamente, por

com 0<p<1 e |y )=—=(]01)—[10)). Assim, as representagdes da matriz densidade do

1-p 0 0 0
o P, P2 o
p= ; ;é : (1.48)
o -% ) 0
0 0 0 0
_ _p
1-p 0 O 4
0 p2 0 0
pr = ) : (1.49)
o o B o
_p
/é 0o 0 o0
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1-p)+4(1- p) + p?
Portanto, os autovalores de p® séo 21,2:£>0, ﬂgz( P) (2 Py +P

>0 e
L _@=p)-J@-p)+p’
-

<0, pois, 1— 1-p)’+p?, Vp, 0<p<l. Assim, é
5 p p<«j( p) +p p p P

entrelacado. E, se p=0, p é separavel.

C. Considere o estado de Werner [2],

p=plw ) |+(1-p)y, (1.50)

em que, |z//_>:%(|01>—|10>) e | éamatriz identidade de elementos &,,6,, . Assim, p e

p™* sdo dadas, respectivamente, por

=P 9 o o0
4
o P —g 0
p= 4 . , (1.51)
. P P
2 4
o o o =P
4
1-p 4, o _P
4 2
o P o g
. 4 . . (152)
o o =P
4
P, o L
2 4
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1 1- 1
Os autovalores de p™ sdo /11,2'3=+—p>0 e 4, =%. Se 0<p<—, entdo todos os

3

autovalores de p™ sdo ndo negativos, e assim, pelo critério de Horodecki, o é separavel. E,

<0, ou seja, p € entrelacado.

1 1-
se —< p<1,entdo 3p
3 4

D. Por fim, considere o estado de Gisin [2],

p=ply)w|+(1- IO)[|OO><OO|2+ Ly <11|} (153)

onde 0<p<1 e |y)=al01)+b10), com abeR e a’+b*=1. Assim, as representages

matriciais de p e o™ sdo dadas, respectivamente, por

i1-p 0 0 0
2
0 pa’> pab O
p= 2 : (1.54)
0 pab pb 0
0 0 0 1—_p
2
1-p
— 0 0 ab
> p
0 pa® O 0
= . 155
L 0 0 pb2 0 (1.55)
1-p
ab O 0o —
P 2
1-(1+2ab 1-(1-2|ab
Os autovalores de p' sdo A = pa®, A, = pb?, 4, = ( 2| |)p e A, = ( 2| |)p

Assim, para p>(1+ 2|ab|)_1, tem-se p'* }40, ou seja, um dos autovalores é negativo e,

portanto, p é entrelagcado. Se p=1, entdo p é entrelacado se ab <0, e separavel se ab>0.

E,se p=0,entdo p é separavel.

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 34



Ferramentas Algébricas para o Estudo do Entrelagamento Quantico

O critério de Peres-Horodecki usa a transposta parcial da matriz densidade para dizer

se um estado nos sistemas C* ®C? e C*®C?® é ou nfo entrelacado. Entretanto, para sistemas
de dimensdes diferentes, a condicdo da transposta parcial da matriz densidade € apenas
necessaria. No entanto, € possivel obter estados insepardveis com transposta parcial positiva.

E 0 que estabelece o critério que sera estudado na proxima subsecao.

1.1.3. Critério de Separacao Baseado na Imagem do Operador Densidade

Outro critério de separacdo, agora baseado na analise da imagem do operador
densidade do estado, através da decomposicao de estados separdveis em produto tensorial de
estados puros, é apresentado. Em seguida serdo mostrados exemplos de estados inseparaveis
com transposta parcial positiva, construidos a partir desse critério. Antes de enuncia-lo,

algumas definicdes e teoremas serdo apresentados.

Seja p um estado separavel em um espaco de Hilbert H="H, ® H,, dimH=m< o
e Z={(i,k);1<i,k<m}, com n(Z)<m’. Entdo existem n(Z) produtos de projetores

F, ®Q, e probabilidades p, tais que

P= Z pik7jl//i ®Q¢K- (1.56)
(i,k)el

Isto significa que qualquer estado separdvel em um espaco de Hilbert H="H, ®H, de
dimensdo finita m, pode ser escrito como uma combinacdo convexa de um numero finito
n(Z) de produtos de estados puros, com n(Z)<m’,

Agora, o critério de separabilidade baseado na imagem do operador densidade,

apresentado em [7], € o seguinte:

A. Critério de Separabilidade

Seja o um estado em um espago de Hilbert H=H,®H,, dimH=m<w. Se p &

separavel, entdo existe um conjunto de vetores do tipo {|z//i>®|(/jk>} e probabilidades p, ,

com (i,k)e Z e n(Z)<m?, tais que:
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(i)  Oensemble {|y,)®|4 ), by} ({|v,z/i)®‘(/j:>, pik}) corresponde & matriz p (pTB);
(i) Os vetores |y;)®|d,) (|l//i>®‘¢[:>) geram a Im(p) (Im(p™)). Em particular,
qualquer um dos vetores |y;)®|d, ) € Im(p) (|y/i)®‘¢:>e Im(pTB)).
Isto significa que Im(,o) é 0 subespago de H gerado pelos autovetores de p, cujos

autovalores associados s&o ndo nulos, ou seja, Im(p)={|w’) e Hp|4)=|w).3|4) e H}.
Todo estado separavel p pode ser escrito na forma (1.56), ou seja,

P:(Z): Pic |‘/’i><‘//i |®|¢k><¢k|:(z): Pic |Wi ®¢<><‘/’i Q¢ |’ (1.57)
ik)el i,k)el
usando somente n(Z)<m?* produtos de estados puros 7, ®Q, .

Agora, para a transposta parcial, como Q; =Q (|¢k><¢ﬁ(| ‘ ><;Ak ‘ =Q ., tem-se

P = PR, ®Q, ,ouseja,

(I k)el

P = Z pik“//i ®¢:><‘/li ®¢$‘ (1.58)

(i,k)el

Por (ii), qualquer vetor |y)eIm(p) (Jy)e Im(pTB)) é uma combinacéo linear dos vetores

pertencentes ao conjunto {|y;) ®)|4, )} ({|l//i>®‘¢;>} ).
Para calcular o conjugado complexo, ‘40*2), de |(p> procede-se como no exemplo. Se
0 vetor |p), na base {|0),|1)} de C?, é escrito como |p)=(a|0)+ B3|1))®(»]0)+5|1)),

entdo,

((«]0)+ A1) ®(#]0)+5[1)))”
(«]0)+BID)@(r|0)+5[1))
(a]0)+Bl1)®(r"|0)+5°[1).

[77)

(1.59)
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O critério apresentado em A, Secdo 1.1.3, é apenas uma condicdo necessaria para a

separabilidade. A seguir dois exemplos de estados inseparaveis com transposta parcial

positiva sdo apresentados [7].

A. Sistemas C*®C?

Considere o espaco de Hilbert H=C’®C®. Sejam P, =|4)(4| e {e} uma base de

C®, onde i=1,2,3. Defina, ento, o projetor

=10l —(i(? ®73ei)+7363®731j (1.60)
e 0s vetores
W= i(el®e1+e e, +e, ®e,), (1.61)
Na
P, :e3®(\/12ael+\/1_2ae3}0£asl. (1.62)

. 1 1 . .
Os autovalores de 7,° s80 4, ,,, =0, A4 =3 e A :—§< 0, eassim, B, eum

estado puro entrelagado. Combinando os estados 7, =|¥)(¥| e Q, define-se o estado

3 1
pinsep :§7DJ/ +§Q’ (163)

cuja transposta parcial, plnsep possui um autovalor A = 1_£/§ <0. Logo, P.nsep #0, ou seja,

Pisep € Inseparavel. Considere, agora, o0 estado

8a 1
Y _P) 1a >O’ 164
e ga+1 ™ gay1 % (164)

resultado da mistura dos estados p,., € 7, , em que 7, =|®,)(®,| é separével. Observe que
37
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H
om‘+
QD

1-a®
2

0
2
0 0
0 1-a
2

(1.65)

O estado em (1.64), como sera visto a seguir, é inseparavel, embora sua transposta parcial seja

positiva. As representactes matriciais de p, e pl* sdo dadas, respectivamente, por

a 000 a§o o 0 0 a
0 a0O0@ 0P O 0 0 0
0 0ao0O0@ 0 0 0
0 00 ado0O@ o 0 0 0
1 |@ 0 00 ao 0 0 a
= : 1.66
Pa=g"7/00000a 0 0 O (1.66)
000000 Z(a+2) O%l—az
0 00O 0 a 0
a 00@0ado0 % 1-a> 0 Z(a+2)
a 0 0o0@O00@ 0 0 0
0 a0ado0d 0 0 0 0
0 0a0O0O@PO a 0 0
0 a0ado00od 0 0 0 0
1 0 000 a§o 0 0 0
= 1.67
Pi=g—7/00000a 0 a 0 (1.67)
00ao0 00 Z(at+2) 0%1—:;12
0 0 a 0 a 0
0 00O0OTPO % 1-a*> 0 —(a+2)
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. . ) 2a a
A matriz p'® possui 0s sequintes autovalores =0, 4,,=—>0, = >0,
Pa P g /21,2,3 5~ 8a+l ﬂ'ﬁ,? 8a+1
2 2
A :1+2a+«/1—2a+2a S0 e A4 :1+2a—x/1—2a+2a >0, pois (1—a)2 +a2>0 e

2(8a+1) 2(8a+1)

1+2a>+1-2a+2a® e, portanto, p* >0. Sera verificada, agora, a inseparabilidade de p, ,

fazendo-se uma analise da Im( pa). Deseja-se, entdo, determinar todos os vetores produtos
que pertencem a Im(p}), com a=0,1. Para isto, suponha que Uelm(p}), com

U=(Xx % X X X X X X X)) .Assim, existe um vetor u'eC*®C?, de modo

que pu'=u.Sendo U'=(Y, Y, Vs Yo Y5 Yo Yo Yo Vo) .tem-se

u=(AB,C;B,D,E;C+F,E,xF), (1.68)

_a
8a+1

a
V2t C=x (Ys+¥7), D=x, Yo,

:8a+1

E:xezi(yﬁyg) e xF-—" [ 1-a y7+1;ay9J, com AB,C,D,E,FeC e

Por outro lado, u e C* ®C? deve ser da forma
Uprod :(r,s,t)®(A,I§,C~):(r(A, é,é);s(A,é,C);t(A,é,é)), (1.69)

rs,t,AB,CeC.
Os casos possiveis parar e s, sao:
(1) rs=0
Neste caso, r=0 e s=0. O problema ndo perde a generalidade se r =1, A=A, B=B ¢

C=C. Assim,

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 39



Ferramentas Algébricas para o Estudo do Entrelagamento Quantico

Upog = (A B,C;sA, 5B, SC;tA tB,IC). (1.70)

Resulta da comparacdo entre (1.70) e (1.68), as seguintes equagbes: B=sA, E=sC,
C+F=tA, E=tB e xF =tC.De B=sA e E=tB, vem E=stA, ecomo E =sC, tem-se
C=tA, com A=0, caso contrario, u,,=0. De C+F=tA e C=tA, vem F =0.

pro
Finalmente, de XF =tC e C=tA, segue XF =t*A, ou seja, t?’A=0. Como A=0, tem-se

t =0, resultando C =0. Assim, os estados u_, tém a seguinte forma:

prod

u, =(15,0)®(A A 0)=u, =A(L5,0)®(1s,0),AseC. (1.72)
(i) r=0
Neste caso,
Upe =(0,0.0;5(A B,C);t(AB,C)).st,ABCec, (1.72)
ou seja,
Uyog =(0,0,0;0,D,E;F,E, xF),D,E,F €C, (1.73)

devido a forma (1.68). Se s=0, entdo D=E =0. Logo,

Upreg =(0,0,0;0,0,0;F,0,xF), (1.74)
eassim, u,, tema forma:
=(0,0,1)®(F,0,xF)=u, =F(0,0,1)®(1,0,x),F eC. (1.75)
Se s#0, colocando s =1, resulta:
Upoa =(0,0,0;A B,C;tAtB,1C),5,t, AB,CeC (1.76)
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Para t =0, tem-se por (1.73), u ., =(0,0,0;0,D,0;0,0,0), e assim,

u, =(0,1,0)®(0,D,0)=u,=D(0,1,0)®(0,1,0),DeC. (1.77)
Suponha, agora, t = 0. Da comparagéo entre as Egs. (1.78) e (1.79), a seguir
Uprod :(0,0,0;S(A, ~,C~2);t(,5\,l§,é)),s,t,,5\, B,C eC, (1.78)
Uprod =(0,0,0;0,D,E;F,E,xF),D,E,F €C, (1.79)
resulta B=D, C=E, F=tA, E=tB e xF=tC. De B=D e E=tB, vem E=tD; de
C=E e xF =tC, vem, xF =tE, e como A=0 e F =tA, tem-se F=0. Como xF =tE,
F=0et=0,tem-se E=0;logo, de E=tD, segue que D=0. Portanto, u,,, =0.
(ii) r=0es=0

Como no caso (i), pondo r=1, A=A, B=B e C=C, tem-se:

Upros = (A B,C;0,0,0;tAtB,C). (1.80)

Comparando (1.80) com (1.68), resulta: B=D=E=0, tA=C+F, tB=E=0, tC=xF.
Dai,

U,eg =(A.0,C;0,0,0;C +F,0,xF). (1.81)
Set=0,entdo C+F=0¢e xF=0.Dai, F=C=0. Assim,
u, :(J,O,O)®(A,O,O):>u4 = A(l,0,0)®(1,0,0), AeC. (1.82)

E,parat=0, tA=C+F e xF =tC . Dai, A:(x‘1+t‘1)C.Assim,
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Uy =(10.1)®((x*+t7)C,0,C) = U, =C(LO)®(x*+,01),,CeC,t#0. (1.83)

Os conjugados complexos parciais dos vetores U, i=1,2,3,4,5, séo:
u? = A(Ls,0)®(1s",0),As€C,s %0, (1.84)
u> =F(0,0,1)®(10,x),F €C, (1.85)
u;>=D(0,1,0)®(0,1,0),DeC, (1.86)
u;? = A(L0,0)®(10,0),AeC, (1.87)
U2 =C(1,0,t)®((t*)1+x‘1,0,1),C,t cCt£0. (1.88)

Os vetores u™?, acima, ndo podem gerar Im(pa), pois sdo ortogonais ao vetor
0=(0,0,1)®(0,1,0) e Im(p,) (1.89)

e, portanto, u? ¢ Im(,o;B ) Isto significa dizer que p,°* ndo satisfaz a segunda condigdo do

critério A, Segdo 1.1.3, para a#0,1, e assim, p, € inseparavel.

B. Sistemas C*®C*

Sejam os vetores

v, :%(e1 ®e +6,®¢,,),i=123, (1.90)
¢b:ez®(\/1;bel+\/l;b83}0£b£1. (1.92)
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O estado definido por

Cinsep = Z +2 P, (1.92)

. 1-+/5 L .
possui um autovalor A = 2\/_ <0, ou seja, o;® é inseparavel.

insep

#0. Portanto, o;

insep

Considere agora os estados da forma

7b 1
b+l "™ Th+l'h (1.93)

Assim, as matrizes de o, € o,° sdo dadas, respectivamente, por

b 000 0 b o 0
0boO0oO 0 0 b 0
00boO 0 00 b
000D 0 00 0
Oy = - 00001(1+b) 0 0o 1ip?|, (1.94)
7b+1 2

000boO %x/l—bz 00 %(l+b)
b 0 0O 0 0 0 0
0O b 0O b 0 0 0
0 0b O 0 b 0 0
0 00D 0 0 b 0
T, 1 1 1 >
: : 1.95
" =7pr1|0 P 0 0 (1+b) 0 0 ZN1-b (1.95)
0 0b O 0 b 0 0
0 00D 0 0 b 0
0 00O %Jl—bz 0 0 %(l+b)
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2b b
—>0, 4. =
7b+1 % 7b+1

Calculando-se os autovalores de o,° , obtém-se 4,,, =0, 4,5 = >0,

1+2b+,/(1-b)’ +b? 1 2b—1[1—b2 b?
A, = +20+\(1-b) + >0 e A= i (1-b)"+ >0, pois (1—b)2+b220 e

2(7b+1) 2(7b+1)

1+2b>«/(1—b)2+b2 , e assim, o,° >0. Para determinar todos os vetores produtos

pertencentes a Im(oy, ), seja velm(o,). Entdo existe vV'e C*®C* tal que o,v'=V, e dai

segue que

\"

(A/B,C,D;E, A B,C+YE), (1.96)
1—b 2 4 ~

com AB,C,DEcCe y= ﬁ;tO,l. Por outro lado, se ve C*®C", entdo
+

Virod =(r,s)®(A, B,C, 5)=(r(A, B,C, Ij);s(A, B,C, 15)),r,s,A, B,C,DeC. (1.97)

Analisando os valores de r e s, 0s casos a serem considerados sdo 0s seguintes:
(1) r<0es=0
Como no Exemplo A, caso (i), pode-se supor sem perda de generalidade que r=1,

A=AB=B,C=C,D=D. Assim,
Voroa = (A B,C, D;sA,sB,sC,sD). (1.98)

Comparando (1.98) e (1.96), tem-se E=sA, A=sB, B=sC e C+yE=sD. De E=sA e
A=sB, vem E=s’B. Como B=sC, seque que E=s°C. Substituindo E=s’C em

C+YyE=sD, vem D:s*1(1+ys3)C.E, de B=sC em A=sB,vem A=s°C.Assim,

v, =(1,s)®(szc,sC,C,s’1 (1+ ys3)C)=C(L s)®(sz,s,1,s’1 (1+ ys3)),C,s eC,s#0. (1.99)

(i) r=0es=0
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Neste caso, v ., =(0,0,0,0;E,0,0, yE), por (1.96). Assim,

prod

v, =(0,1)®(E,0,0,yE)=E(0,1)®(10,0,y),E cC. (1.100)

(iii) r=0es=0

Supondo r =1, tem-se v, =(A,B,C,D;0,0,0,0)=(0,0,C,D;E,0,0,C+YyE). Dai, E=0 e

prod —
C+YE=0; assim, C=0. Portanto, v, =(0,0,0,D;0,0,0,0), ou seja,

v;=(1,0)®(0,0,0,D)=D(1,0)®(0,0,0,1),DeC. (1.101)

Os conjugados complexos parciais de v, € Im(ab) , S80:

V2 =C(1, s)®((s*)2 s" L (s )_1 (1+ y(s*)s)),C,S eC,s#0, (1.102)
V2 =E(0,1)®(10,0,y),E€C, (1.103)
V2 =D(1,0)®(0,0,0,1), D eC. (1.104)

Por outro lado, se we Im(agB ) entio

w=(A,B',C,D;B'+yE',C",D',E'), (1.105)

com A,B,C'D'E'eCey= ﬂ;«»&0,1.
V1+b

O problema, agora, é saber quando Vv* e Im(agﬂ), isto é, quando eles podem ser

colocados sob a forma (1.105). Para o vetor v;?, suponha v;> =0 (C #0). Entdo, v;* é da

-1

forma (1.105), se C'=C, C'=Css", B'=5s", B’+yE’=Cs(s*)2, E'=Cs(s") (y+(s*)3),
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-1 3
D’:(s*) (y+(s*)) e D'=Cs. De C'=C e C'=Css", vem ss" =1 Tomando-se as
equacdes B'=s", E’:Cs(s*)l(y+(s*)3) e B'+ yE’:Cs(s*)z, e as duas equacdes que

envolvem D', combinando as equacdes resultantes e usando ss* =1, obtém-se ys*=0.
Como, s=0, segue que y =0, e isso contradiz o fato de ser y =0. Ja o vetor v;” é da forma
(1.105) se YE'=E e yE=E"'. Dai, E=0, e assim v;*> =0. Agora, o vetor v;> é da forma
(1.105) se D=0 e, entdo v;* =0. Portanto, nenhum dos vetores v;* pertence ao Im(aJB).

Assim, o, ndo satisfaz a condicdo (ii) do critério A, Se¢do 1.1.3, sendo, portanto, um estado

inseparavel.

Os exemplos acima fornecem estados inseparaveis com transposta parcial positiva. Na

linguagem dos mapas positivos, sendo p, e o, estados inseparaveis devem existir mapas
positivos A, :C°—>C® e A;:C* > C*, tais que (1®A,)(p,)#0 e (1®A;)(0y)#0,
isto €, cada um deles possui um autovalor negativo. De acordo com os Horodecki, os mapas
A, e Ay ndo podem ser da forma A=A +AST , onde AS" é um mapa completamente

positivo e 7 é o mapa transposigao.
A seguir serd visto a decomposicdo de Schmidt e como essa decomposicdo pode ser
considerada um critério de separabilidade.

1.1.4. Decomposic¢ao de Schmidt

A decomposicdo de Schmidt tem um papel fundamental no estudo do entrelagamento
de estados bipartes puros, sendo considerada um critério de separabilidade para tais estados.

Seja |1//>eHA®HB um estado puro de um sistema biparte. Entdo, existem bases

ortonormais {‘1//'A>} e {‘1//'B>} para H, e H;, respectivamente, tais que

n

)= Alwi)lve) (1.106)

i=1
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onde n<min{dimH,,dimH,} e > A>=1, com 4 >0. Quando um estado puro |y) esta

escrito na forma (1.106), diz-se que esta € a decomposicdo de Schmidt para |1,y> e que 0s
coeficientes 4, sdo chamados coeficientes de Schmidt e as bases {‘1//'A>} e {‘1//,;>} , chamadas

bases de Schmidt. A quantidade de A’s necessarios para decompor |x//> é chamada nimero

de Schmidt.

Como exemplo, considere o estado [10]:

B, 2+\3

1+x/_
00) + 01)+ 10)+ 11 (1.107)
)= 100+ o Y2100 S22y
Assim, a decomposicéo de Schmidt para o estado |y/), é
= A|wa)|ve)+ 2 wi)|ve), (1.108)

em que

{M)=%|o>+%|1>,\wf\>:%m)—%m}, (1.109)

{M}=%|o>+%|1>,\y/§>=%|o>—%|1>}, (1.110)

N

. 1 . .
sdo as bases de Schmidte 4 = > A= 2 sdo os coeficientes de Schmidt para o estado |1,y>

Nesse caso, o nimero de Schmidt de |y/) é igual a 2.

Para verificar a relacdo entre a decomposi¢cdo de Schmidt e o entrelagcamento,

considere um estado puro de dois qubits |1//> gue segundo (1.106), pode ser escrito como

W)= A [1)] )+ Ao |ia)] o) (1.111)
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A2, >0e A2+ 22 =1.
Seja U =U,®U; uma transformagéo unitaria local, onde U, =|0)(i,|+|1)(i,| e
Uy =[1)(j,|+|0)(j,|. Aplicando U em |y}, tem-se |y')=U |y) = 4|01)+ 4,|10) . Como as

transformacoes unitarias locais preservam o grau de entrelacamento de um sistema quéantico,
todo estado entrelacado de dois qubits possui dois coeficientes de Schmidt ndo nulos. Se um
dos coeficientes fosse igual a zero, entdo o estado seria separavel. Isto mostra que a
decomposi¢cdo de Schmidt pode ser considerada como um critério de separabilidade para
estados bipartes puros. Observe, neste exemplo, que o nimero de Schmidt é preservado por

transformactes LU. Observa-se, ainda, que para descrever |1//> em geral, seriam necessarios
dimH, xdimH, coeficientes 4;. A decomposicéo de Schmidt reduz esta quantidade para no

maximo, min{dim?,,dim?;}. Se o nimero de Schmidt ¢ igual a 1, entdo o estado é

separavel. Se a quantidade de A’s € maior ou igual a 2, o0 estado é entrelagado.

1.2. Medidas de Entrelagamento Quéantico

Até aqui, a preocupacdo foi determinar se um estado quantico possui ou nao
entrelacamento, ou seja, definir critérios para decidir sobre a existéncia de entrelacamento em
um dado estado quantico. Mas, isso ndo € tudo, mais importante do que apenas determinar se
um estado quéantico possui ou ndo entrelacamento é saber quanto entrelacamento ele possui,
isto é, medir (quantificar) o seu entrelagcamento. Obviamente toda medida de entrelacamento
exprime também uma condicdo de separacdo. Uma boa medida de entrelacamento E, para

um estado quéantico p, deve obedecer a alguns requisitos [12]:
a) N&o negativa
E(p)=0,Vp;E(p)=0< p é desentrelagado. (1.112)

b) Invariante mediante operagdes unitarias locais

Se U,,U;,...,U, sdo operagBes unitérias locais atuando em p, entéo
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E(p)=E|(U,®U, ®..0U,)p(U,®U,®..8U, )" | (1.113)

¢) Monotonicidade sob LOCC

O entrelagcamento do estado o ndo pode ser aumentado através de operagOes
quanticas locais e comunicacdes classicas. Isto significa que se for realizada uma

operacdo em qualquer um dos subsistemas de p, resultando em um estado total o,
com probabilidade p,, entdo o entrelagamento do novo estado n&o pode crescer em

média, ou seja,

> pE(c,)<E(p), (1.114)

com p,>0e > p =1.

d) Convexidade

O entrelagamento do estado p € decrescente mediante combinagdes convexas, isto e,

e

<> pE o, (1.115)

onde p;>0¢e > p =1.

Satisfazendo a), b), c¢) e d), existem boas medidas de entrelacamento para estados

bipartes puros e mistos. Quando o estado biparte é puro, denotado por |y/> tendo matriz

densidade p =|y)(w|, o entrelagamento pode ser quantificado pela entropia de von Neumann

de uma das partes individuais do sistema. Sendo A e B as partes individuais do sistema, tem-

Se
E(p)zS(px), (1.116)

em que S(px)=-Tr(plogp,) e py é a matriz densidade reduzida do sistema X,

X e{A,B}. A decomposicio de Schmidt para |y) é dada por |y) =Zn:ai lwi)|ws ), em que
i=1
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ﬂzym e {‘1//'B>} sd0 bases ortonormais para os subsistemas A e B, respectivamente, e

Zaiz =1, ¢, >0. Dai,

E(jw)(v|)= Za log, a?. (1.117)

Esta quantidade é a Entropia de von Neumann da matriz densidade associada a cada um dos

subsistemas e os valores de « sdo os autovalores ndo nulos de cada uma dessas duas

matrizes densidade. Por exemplo, se |z//_>=i(|01>—|10>) (maximamente entrelagado),

NA
entdo E (Jw_){w_|)=1, enquanto, E(|y)(w|)=0, se |y) for separavel.

Quando o estado de um sistema quantico composto € misto, a tarefa de medir o

entrelacamento é mais complexa. Foram propostas medidas na tentativa de quantificar o

entrelacamento: entrelagamento de formacgdo, E;, o entrelagcamento destilavel, E; [14], e 0
custo de entrelacamento, E., que é definido de maneira dual ao entrelagamento destilavel

[15]. A primeira, E;, como o préprio nome sugere, diz como construir estados quanticos, e é
definida como segue. Considere todas as decomposicdes possiveis de p em estados puros,

isto é, todos os “ensembles” de estados |z//i>, com probabilidade p,, tais que

p=>.p|wi)(w;|. Para cada estado puro |y;), o entrelacamento E, ¢é definido como a

entropia de um dos seus dois subsistemas, E(|w;))=S(|w;)). Assim, o Entrelacamento de

Formacdo de p é definidko como o entrelacamento médio dos estados puros da

decomposigédo, minimizado sobre todas as decomposicfes de p :

E(p)= inf Zp, (Jvi)). (1.118)

{(pifw))} i

sendo que os estados puros |l//i> em (1.118) ndo sdo necessariamente ortogonais.

Para determinar o custo de entrelagamento, E. , é necessario determinar o nimero de

pares EPR que devem ser compartilhados entre duas partes A e B, para produzir um estado p,
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de dois subsistemas, A e B, através de LOCC. Definindo o entrelagamento de um par EPR

como 1-ebit, tem-se que o custo de producdo de p € dado em ebits. Suponha, entdo, que

exista um protocolo P que, através de LOCC, leva m pares EPR em n pares do estado p.
m . . o

Tem-se que E(p) =—ebits, sendo n— oo (regime assintotico). O custo de entrelagamento,
n

E. , é definido, portanto, como

E.(p)= inf lim™. (1.119)

Rocec N>* N

J& para determinar o entrelacamento destilavel de p, é preciso saber quantos pares EPR
podem ser extraidos (destilados) de n pares de um estado p, também no regime assintético,

através de um protocolo P que usa somente LOCC. Sendo assim, o entrelacamento que pode

ser destilado de p, é

Ey (p)=sup lim (1.120)

m-—oo
7)LOCC m

desde que m pares possam ser obtidos por LOCC.
Para o calculo do entrelacamento de formacdo de um sistema biparte de dois qubits,

existe uma formula analitica relacionada com outra quantidade, chamada de concorréncia.

Considere, por exemplo, |y) =a|00)+b|01)+c|10)+d [11), um estado biparte puro de
qubits, com a,b,c,d >0 e a’*+b?+c?+d?=1. Usando a decomposicdo de Schmidt, |y)

pode ser escrito como |y) =, |01) +¢,[10), oy, 0, >0, &l +af =1 e o 2 a,. Assim, por

(1.116),
E (| 7 <l//|) =—a/ log, o’ —(1—ai2 ) log, (1—0{i2 ) (1.121)

Ser4 mostrado a seguir que E(|z//><z//|) pode ser escrito como uma funcdo da

concorréncia que, neste caso, é definida por
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) =liw19) w122

na qual |(/7>20'y®0'y‘!//*> ¢ a transformacdo “spin-flip”, l//*>=061*|01>+0{;|10> é o

y

. . 0 i .
complexo conjugado de |y) na base canonica {|00),|01),[10),12)} e & :(i Oj.Assm,

C(y)=2u0,. (1.123)

Considere, agora, uma funcdo E definida por

E(v)=£(C(v)). (1.124)
£(C)= h[ﬁ} (1.125)
h(x)=-xlog, x—(1—x)log, (1-x). (1.126)

De fato, substituindo o valor de C em (1.125), tem-se £(C)= h[

2
Le\ic? J:h(af). Mas
2

por (1.126), h(a)=—cf log, & —(1- e )log, (1-<f ), ou seja, €(C(w))=E(|y)(w]). por
(1.117). Assim, E(l//)zS(C(z//)) e, portanto, E é uma funcdo monotonicamente crescente

de C,para 0<C<1.

A seguir uma expressdo analitica que permite determinar a concorréncia do estado
lw), quando |y)=a|00)+b|01)+c|10)+d[11), com a,b,c,d>0 e a*+b’+c®+d”=1.
Usando (1.122), obtem-se:

C(w)=2lad —bc|. (1.127)
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De (1.8), segue que o estado |y) =a|00)+b|01)+c|10)+d |11) é separavel, se e somente se,
ad =bc. Neste caso, C(y)=0, eassim, E(y)=0. Para ad =bc, tem-se E(y)>0.

Para estados mistos bipartes de qubits, o entrelacamento de formagdo pode ser

calculado analiticamente através do uso da equacéo de Wooters [17],
E(p)=£(C(p)), (1.128)

com C(p)=max{0,4 -4, -4 —4,}, onde 4 >4, >4, >4, sdo os autovalores da matriz

Hermitiana R =/\/p:\[p ou, equivalentemente, 4 >4, >4 >4, sio as raizes quadradas
dos autovalores da matriz ndo Hermitiana pp. Aqui, p € o0 estado definido por
p=(c,®0,)p"(c,®0,) e p" € 0 complexo conjugado do estado p na base canonica
{00} 03 10), 18}

Por [14], qualquer outra medida E, satisfazendo a), b), c), d), que é baseada em
entropia deve satisfazer E,(p)<E(p)<E:(p). Entre estas, uma das mais diretas e

utilizadas ¢ a entropia relativa do entrelagcamento, que foi introduzida por Vedral e Plenio [18]

e, de forma simplificada, pode ser descrita da seguinte maneira:

“O entrelagamento de um estado quéantico p pode ser dado pela minima distancia entre o

mesmo e um estado desentrelacado, ou seja,
E p =mind p”a , (1.129)
oeD

onde D é o conjunto de todos os possiveis estados desentrelagados.”

Para a distancia d, ndo necessariamente usa-se uma métrica, pode-se usar a entropia

relativa quéntica, dada por

d(p”O')ES(p”O'):Tr(plnp—pan'). (1.130)
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A minima distancia, dada por (1.129), pode ser obtida numericamente. Outras medidas de
distancia tém sido testadas, como a métrica de Bures e a norma de Hilbert-Schmidt (ou norma

de Frobenius) que sao dadas, respectivamente, por [18]

dB(p||0')=2—2Tra,x/;p\/;=2—2F(p,0'), (1.131)

dys (p”O'):»\,TI’(p—O')Z. (1.132)

Uma vez que se precisa calcular (1.129) e (1.130), dentre todos os possiveis estados
desentrelacados, torna-se necessaria a formula geral dos estados bipartes de qubits

desentrelacados [19]. Para tais estados essa formula é dada por

p=3p (k@) (1.133)

i=1

com Z p, =1 e pl, estados puros da forma

P cos’ (6) cos(,)sin(, )exp(i&)
Pn _(cos(a)sin(ei)exp(—i;) sin”(6)) J (1.134)
| cos® () cos(q, )sin(¢, exp(id; )
_(COS((pi)Sin((pi)eXp(—iqil) sin” (¢, J (1.135)

A (ltima medida a ser aqui considerada € a Negatividade. O critério de Peres-
Horodecki é uma condig@o binéria: a transposta parcial da matriz densidade tem ou néo
algum autovalor negativo? Uma versdo quantitativa deste critério foi proposta por Vidal e
Werner atraves do uso de uma nova quantidade baseada na norma trago da transposta parcial,

chamada Negatividade [20]:

Tall —
N(p)= H’OTll (1.136)
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f .
1:Tr (pT“) p™™ € a soma dos valores absolutos dos autovalores dep™ .

em que HpTA
Basicamente, a negatividade mede o grau em que a matriz p'» falha em ser positiva

semidefinida, pois N(p) é o valor absoluto da soma dos autovalores negativos de p'™. A

negatividade ndo é baseada em destilacdo e diluigdo assintotica de estados entrelagados puros,
como E., E, e aentropia relativa do entrelacamento. Devido a este fato, a negatividade ndo

se reduz a entropia parcial de von Neumann quando aplicada a estados puros, 0 que ocorre
com as outras medidas citadas. Além disso, um ponto interessante é o fato de que a

negatividade e o entrelacamento de formacdo, por exemplo, ndo preservam a mesma

ordenagdo, isto é, se p, e p, séo dois estados quanticos, entdo E.(p,)>E.(p,) néo
necessariamente implicaem N'(p,)> A (p,). Se para duas medidas de entrelacamento, E, e

E,, ocorrer

E:L(pl)>El(p2)<:>E2(pl)>E2(p2)' (1.137)

para quaisquer operadores densidade p, e p,, diz-se que E, e E, preservam a mesma
ordenacdo de operadores densidade.

Como exemplo, considere p, =|y)(y|, onde |y) é um estado puro de dois qubits,
cuja decomposicéo de Schmidt é dada por |y) = ;,|00)+a, |11), com «,,«, >0. Neste caso,
E-(p)=S(p) ¢ N(p)=aye, :al\/l—_af, que decrescem monotonicamente com ¢ .
Logo, para estados puros, (1.137) é satisfeita. Tem-se, também, que C(|z//><z//|) = 2a1\,l1—_af.

Assim, para estados puros arbitrarios p=|y){(y|, C(p)=2N(p). Considere agora o estado

de Werner [21], p: =%_1‘t//><t//‘+%l , onde %S F<le ‘y/‘>=%(|01>—|10>).

1 . ) ,
Entdo, C(pp)=2F-1, para FzE (caso contrario, p- € separavel), enquanto

1 .. .
E (o )=—nlog, u—(1-pu)log, (1- u), /,z=§+ﬂ/F(l— F). A negatividade de p. é dada
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1 . T
por N'(p:)=F — eassim, a equacdo C(p)=2N(p), também, é valida para os estados

de Werner. Como essas decrescem monotonicamente com F , (1.137) é satisfeita.

Agora, se, por exemplo, p, € puro e p, é o estado de Werner, (1.137) pode néo ser
satisfeita. Como & é wuma fungdo monotonicamente crescente de C, tem-se
C(p)>C(p,) AN (p,)>N(p,), que ndo pode ser satisfeita para todo F .

Na secéo seguinte, algumas medidas de entrelagamento em sistemas multipartes seréo

apresentadas.

1.3. Entrelacamento Multiparte

Nesta secdo serdo apresentadas duas medidas de entrelacamento para sistemas

multipartes: o entrelagcamento livre e o entrelacamento residual.
1.3.1. Entrelagcamento Livre para Estados Quanticos Multipartes Puros

Seré visto a seguir que um estado em um sistema multiparte puro pode ser escrito
como um estado em um sistema biparte. Em sistemas bipartes algumas medidas de
entrelacamento j& sdo conhecidas. Sendo assim, uma medida de entrelagamento multiparte,
pode ser obtida de uma medida de entrelagamento biparte correspondente a cada agrupamento

biparte.

Sejam A, A,,..., A, os subsistemas de um sistema de n partes de qubits. Como foi
visto na Segéo 1.1, um estado |y/) em um sistema de n partes, € completamente separavel se
ele pode ser escrito sob a forma |y) =|y,) ®|y,)®...®|y, ), naqual |y,),|w,),...|w,) sdo os

estados dos subsistemas A, A,,..., A, respectivamente. J& um estado misto, o, de n partes é

completamente separavel, se p=zpi‘l//1i><l//1i‘®...®‘l//:]><l//:] , onde Zpi =1, p,>0 e

‘l//']><l//;‘ sd0 as matrizes densidade dos estados puros dos subsistemas de p, j=1,2,..,n.

Para que estas definicdes sejam operacionais, serd feita uma classificacdo dos estados
multipartes, a partir de uma classificacdo para estados tripartes, que se encontra em [23]. Os
estados tripartes, conforme eles sejam separaveis ou ndo, em relacdo aos seus qubits, podem

ser escritos em uma das formas:
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p=ini\wi}(wi\®\w£><w§\®\w§><w§\, (1.138)
p= Z o) (v | ®|was) (w3, (1.139)
p=Zi)pi\l//£><w£\®\t//1‘3><l//{3\, (1.140)
p= Z oi|ws) (v | ®|wia ) (v, | (1.141)

sendo ‘y/l'> ‘z//;> e ‘1//3'> estados dos subsistemas 1, 2 e 3, respectivamente, e ‘wli2>, ‘z//;3> e

‘1//{3> sdo estados de dois subsistemas juntos. Para os estados acima, tem-se as seguintes

classes disjuntas:

1. Nesta classe, os estados ndo podem ser escritos em nenhuma das formas acima, isto é,
sdo estados completamente inseparaveis;

2. (1-qubit separavel) Esta classe é formada pelos estados biseparaveis com relacdo ao
qubit A, ou seja, sdo os estados separaveis em relagdo ao primeiro qubit, porém néo
separavel com relacdo aos outros dois. Sao, portanto, estados que podem ser escritos
na forma (1.139), mas ndo podem ser escritos nas formas (1.140) ou (1.141).

3. (2-qubits separaveis) Sdo os estados biseparaveis com relacdo aos qubits A e B, ou
seja, sdo o0s estados separaveis em relacdo ao primeiro e segundo qubits, porém nao
separavel com relagdo ao terceiro. Sdo, portanto, os estados que podem ser escritos nas
formas (1.139) e (1.140), porém nédo na forma (1.141).

4. (3-qubits separaveis) Sdo os estados que podem ser escritos como (1.139), (1.140) e
(1.141), porém ndo como (1.138).

5. (Estados completamente separaveis). Sdo os estados que podem ser escritos na forma
(1.138).

Para efeito de entrelagamento livre (que é uma espécie de entrelagamento em sistemas

multipartes), ndo serdo considerados estados que pertencem a classe 4, na classificagdo acima.
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Nesse caso, sO serdo considerados estados multipartes que se reduzem a estados bipartes de
dimensdes arbitréarias, isto €, no agrupamento biparte resultante, o primeiro e segundo
subsistemas devem ter dimensGes maiores do que 2. Para isto, considere um estado |y/), puro
de n partes, em H=H ®H,®..®H,. Se dimH, =d,, entdo dimH=] [d, . Portanto, um
i=1
estado multiparte, tendo a dimensdo de cada um dos subsistemas fixada, pode ser escrito
como um estado mais simples em que cada subsistema do novo estado tem dimensdo maior
do que a dimenséo dos subsistemas do estado original. Assim, se um estado puro de n partes,

lw), em H, é tal que dimH=s, entdo, usando a decomposicéo generalizada de Schmidt

[25], escreve-se
V) anp, = Zﬁ“”il>®“”i2>' (1.142)

onde {‘z//'A>} e {%}} sdo bases dos espacos de Hilbert 7, e M, respectivamente,

dimH, =n,, dimH; =n, e nn,=s. Logo, um estado puro, |y ), de n partes pode sempre
ser escrito na forma de um estado biparte, que corresponde ao agrupamento biparte do sistema

de n partes, e {‘1//;>} e {‘://g>} correspondem a cada grupo, respectivamente. De maneira

analoga, um estado misto, p=>_p, ‘l//}%%m%><1//L~1A2A3m,3h ‘ de n partes, pode ser escrito da
i

mesma forma, pois cada estado é um estado puro de todos os subsistemas de p .

i
‘l//AiAQAS.../-\H>
Como foi feito para os sistemas de trés qubits e considerando agrupamentos bipartes de um

sistema de n partes, tém-se as trés classes seguintes:

p=2bilwi) (vi]®..®wy) (v, (1.143)
p=2.P \t//éj ><l//izj ®\l//iz,zj ><V/£,zj : (1.144)
pP= Z p; ‘l//iAlAzl’eml‘n ><WiA1A2A3H.An ‘v (1.145)
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onde X; =X, (i.e, X; € qualquer um dos subsisttmas A,A, A,...,A)), {‘1//;1 >} uma base

para os estados dos subsistemas X, {‘winj >} uma base para os estados dos subsistemas

restantes e representa os estados completamente inseparaveis de todos os n

i
“/’ AiAzA3---Ah>
subsistemas. Para ficar claro como serdo feitos os agrupamentos bipartes, note que se, por

exemplo, 0 X; representasse apenas um dos n subsistemas, ou seja, se 0 primeiro subsistema

. s n . .
tivesse apenas uma parte, existiriam (lj =n maneiras de escolher uma das n partes, ou seja,

0S N subsistemas de p podem ser divididos em dois grandes subsistemas, Ps, € Psy onde

0 primeiro inclui um dos n subsistemas (X; = A, por exemplo) e o outro inclui os n-1

subsistemas restantes. Isto significa que

p=2.Pp ®py s (1.146)

n
e valida para =, = A, ou seja, existem ( ]: n maneiras de formar o agrupamento biparte.
1

Neste caso, 0 estado p € semiseparavel. Entretanto, se ndo existir £; = X tal que (1.146) seja

satisfeita, isto ndo necessariamente implica que o seja completamente insepardvel. Por

exemplo, para o estado de 4 qubits, |l//>=‘l//+>®‘l//+>, ‘1//+>:%(|00>+|11>), tem-se

1 . .
) =§(|0000>+|0011>+|1100>+|1111>), que ndo é possivel escrever como um produto,
onde o estado do primeiro fator tenha apenas 1 qubit e, no entanto, ele ndo é completamente
inseparavel. O estado p pode ser incompletamente separavel. Até aqui, o ; denotou apenas

um subsistema. Agora, para verificar a completa inseparabilidade do estado de n partes,

melhora-se a condicdo acima, isto é, considera-se que 0 X; possa denotar ndo mais apenas um

dos n subsistemas e, sim, X; = A, A,,..., A\ ;, onde o nimero de partes do primeiro estado
o . . |nj_n . ni n-1 .
em todos os possiveis agrupamentos bipartes, é 5|75 se né par, e o175 se n é

impar. Desta forma, uma condicdo de separabilidade mais forte que a dada em (1.146), é:
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“O sistema de n partes p, o qual pode ser dividido em dois subsistemas, p, e p;_; . de

e
Z( ] maneiras diferentes, é:

izt \

0] Semiseparavel, se e somente se, (1.146) é satisfeita para todo X,

el d )

(i) ~ Completamente inseparavel, se somente se, ndo existir X,

I e {A, A,.. A{N/z]}’ tal que (1.146) seja satisfeita.”

Usando a definicdo acima, a medida de entrelacamento multipartes E, proposta em
[25], é dada por

_ M9
E= ZMEJ., (1.147)

j=1

el
sendo E; o entrelagamento biparte do j-ésimo agrupamento biparte e M :Z_;‘(i J Se o

estado multiparte é puro (misto), entdo os estados bipartes, obtidos pelos agrupamentos
bipartes correspondentes ao estado multiparte, séo puros (mistos). Esta medida, para estados
puros de dimensdes arbitrarias, pode ser, por exemplo, a entropia reduzida de von Neumann, a

concorréncia, ou ainda, a negatividade.

1.3.2. Entrelacamento Residual

Seja papn . @ Matriz densidade de um sistema de n partes, AAA...A,, com
dimensBes dos subsistemas A arbitrarias, ou seja, o, o € UM estado em um espaco de

Hilbert H=H ®H,®..®H,, em que os H, tém dimensbes finitas. Para estudar o
entrelagamento residual em tais sistemas, consideram-se 0s mesmos como se fossem estados

tripartes do tipo A A, (A,...A,),onde A,...A é considerado como um Unico subsistema.
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Para estados de n partes de qubits, vale a desigualdade generalizada de Coffman-
Kundu-Wootters [28],

7(Pan )+ 7(0nn )+t 7(Pan ) < (p/-\(AzA.s /-\1)) (1.148)

onde r(pAl(AzAB“M) é o tangle que mede o entrelagamento da biparticdo A : A A,...A . No

Capitulo 3 sera visto a desigualdade CKW, Ci;(p)+Cac (p)sc,f(sc) (p), para sistemas

tripartes de qubits.
Para estados tripartes o, de dimensdes arbitrarias, com subsistemas A, B e C, a

desigualdade CKW, também ¢é valida [26]
Cis () +Cac () < Ciiscy (P)- (1.149)

Para um estado misto o, biparte de dimensdo arbitraria, a concorréncia é dada por [29]

= ZpC(|w,) (1.150)

{(pifwi))}

para todos os ensembles {|1,//i>, pi} tais que p=>_ p;|w;){w;|, onde p, =0 e > p =1.Se

|1//> é um produto de estados puros, entéo C(p) =0. Logo, p é separavel, se e somente se,
C(p):O. Assim, p pode ser representada como uma combinagdo convexa do produto de

estados como p = Z p.o’ ®p?, onde p* e p° sdo as matrizes densidade dos subsistemas
i

A e B, respectivamente. Observe-se que em (1.149) o qubit A foi tomado como foco, sendo
que a desigualdade continua verdadeira, independente da escolha do foco. Portanto, as outras

desigualdades analogas, sao:

Con (P)+Cc (P) < Capacy (P), (1.151)

Cen(P)+C (£) < Ciasy (P)- (1.152)
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Para cada uma dessas desigualdades se introduz uma quantidade z correspondente a cada

foco possivel. Neste caso, obtém-se as seguintes igualdades:

Ta(Be) +C§B (P)"‘C/ic (,O)ZCE(BC)(/)), (1.153)
Tg(ac) +Con (p)"‘céc (P) :CS(AC) (,0)’ (1.154)
Tc(aB) +CCZA (p)+CéB (,O)ZCé(AB) (P) (1.155)

Em [26], Tusc) TEPresenta uma propriedade global de 3 qubits que é usada para medir o

entrelacamento residual em um estado puro de 3 qubits de um sistema triparte. Aqui, ja ndo é
facil dizer se 7, 5c), Tg(uc) © 7(as) S80 IgUAIS OU N&0, pois, 7,, onde a corresponde a cada
foco em A(BC), B(AC), C(AB), inclui uma quantidade comum que representa uma
espécie de propriedade global, independente das permuta¢des dos qubits e que pode ser usada
para medir o entrelagcamento residual. N&o importando se os 7, 's séo iguais ou ndo, define-
se 0 minimo de 7, como o entrelagamento residual.

Agora serd calculado o entrelagamento residual em um estado AAA;...A de n partes
de dimensdes arbitréarias. Considere que o estado dado pode ser escrito como um estado
triparte da forma AA, (A;...A,), onde A,..A é considerado como um Unico subsistema, ou
seja, o estado original possui, agora, trés partes: A, A, e A,...A, . Aplicando a desigualdade

CKW, para estados tripartes de dimensdes arbitrarias, ao estado AA, (A,...A,), tem-se

Can, (P)+Coann.n) (P) S Coann.n) (P)- (1.156)

Considere, agora, 0 estado A (A/AA...A,) em C’fl( , Na desigualdade (1.156). Escreva

oA A, )
0 mesmo como um estado triparte da forma AA,(A/A...A,). Aplicando a desigualdade

CKW, tem-se
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Can (P)+Cian.n) (P) < Cyann..n) () (1.157)

De maneira analoga, para o estado AL(A4A5...AJ em Cfl( na desigualdade (1.157),

A A

obtem-se
Con, (P)+Chn.n) (P) S Can. (P): (1.158)
Continuando este processo, que € finito, chega-se a desigualdade de ordem n—2:
Can, (P)+Can (P)ZChin ) (P): (1.159)
Somando, membro a membro, as n—2 desigualdades acima, obtém-se
Can, (P)+Can (P) o+, (P) < Cpapn.a (P): (1.160)

De maneira analoga a construgéo feita na se¢do anterior, obtém-se
2 2 2 a2
Ta(am.a) T Can, (P)+Cas, (P)+--4Cip (p)= Ca(mman) (p). (1.161)

Observe-se que para chegar a (1.160) e (1.161), tomou-se como foco o subsistema A . Se o
foco é mudado, obtem-se as outras n—1 desigualdades restantes, analogas a (1.160), e as
outras n—1 igualdades restantes, andlogas a (1.161), correspondentes a cada foco, pois
existem n desigualdades e n equagOes, analogas, correspondentes a cada foco. Até agora, 0

foco foi tomado como sendo apenas um dos subsistemas. E importante observar que AA,,
AAA, ..., considerados como se fossem um Unico subsistema, também podem ser usados

(o n .
como focos. Desta forma, cada foco pode ser representado por no maximo [5} subsistemas,

[n/2]
e assim, existem M = Z(j desigualdades analogas a (1.160), considerando o foco como
i=1

uma sequiéncia de subsistemas, onde cada seqiéncia é considerada como se fosse um Unico
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subsistema, podendo ser formada por 1 subsistema, 2 subsistemas, e assim por diante, até no

- n .
maximo |:E:| subsistemas.

Seja 7, (o pertencente ao conjunto de todos os focos possiveis) uma quantidade cujo
valor minimo sera usado como o entrelacamento residual, correspondente a cada foco,
analogo ao caso dos sistemas tripartes. Entdo, existem M 7,'s, independentes da escolha do
foco (ou permutacdes). Como o entrelacamento residual pode ser escrito de uma maneira
geral, considerando o caso triparte, de forma mais rigorosa, tem-se a seguinte definicao:

“O entrelagamento residual = de um sistema de N partes p,, o » € definido por [26]

ARphs. Ay

Tama.a, =Min{z, |a=12,.,M}, (1.162)

onde « corresponde a todos os focos possiveis.”

A seguir, alguns exemplos que sdo apresentados em [26].

_ L

2

A. Como primeiro exemplo, considere |y) |00..0)+11...1) | o estado GHZ

n qubits n qubits

generalizado para n qubits. Como p =|y ) (|, tem-se

Yoo o
Voo 1 0 00 O
Pn = 0 % ’pAiAz:TrAa--A(P):§(|OO><OO|+|11><11|): 0 00 0
0 00 Y
€ Pan = Pan == Pas =Pas - COMO p=(0, ®0c,)p"(c,®0, ), tem-se:
Yoo o
) ) y . 0O 00 O
Pan, = Pua, == Pan, = Pan, = 0 00 O
0 00 ¥

Dai,
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% 00 0

] ) ) ) 0 00 0
PanPan = PanPar == Par Pan = PanPan = '

amPar, = PanPas, I

0 00 %

2 2 2 _ H _
Portanto, C., (p)=..=Cs, (p)=0e CA(AZAS“.A”)(p)—l, eassim, 7,,, , =1.

B. O estado |w)=4|10..0)+a,|01...0)+,|001...0) +...+,|0000..1) de n qubits,

gque € um caso particular dos estados de n partes estudados aqui. Como

Co+ G+t G =Gy ), tem-se 75, =0.

C. Seja pzz,oli ® p, , um sistema de N partes em que p, corresponde a N, partes e

0, corresponde a n, partes. Se as partes correspondentes a p,, por exemplo, sdo tomadas

como foco, tem-se anlnz ( p) =0 (o mesmo ocorre se as partes de p, sdo tomadas como foco).

Como 7 >0 é o minimo de todos os z,'s, entdo 7 =0, neste caso.

1.4. Conclusao

Neste capitulo foi feita uma revisdo de alguns critérios de separabilidade baseado na
analise dos autovalores da transposta parcial da matriz densidade. Algumas medidas de
entrelacamento para estados bipartes, tripartes puros e multipartes puros, também foram
apresentadas.

No capitulo 2, a seguir, mostra-se como calcular a negatividade de um estado quéantico

biparte a partir dos menores principais de matrizes Hermitianas.
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CAPITULO 2

Os MENORES PRINCIPAIS DE MATRIZES HERMITIANASE A
NEGATIVIDADE

Resumo

Este capitulo tem como objetivo mostrar o calculo da negatividade de
estados quanticos bipartes de qubits a partir dos menores principais de

matrizes Hermitianas.

2.1. Menores Principais de Matrizes Hermitianas

Uma matriz Hermitiana é positiva semidefinida, se todos os seus autovalores sdo ndo
negativos. Mas, outro critério baseado na positividade semidefinida de uma matriz Hermitiana

esté relacionado aos seus menores principais. E o teorema de Sylvester [30].

2.1.1. Teorema de Sylvester

“Uma matriz Hermitiana p é positiva semidefinida se todos os seus menores principais sdo

ndo negativos.”

Na verdade, para verificar a positividade semidefinida de uma matriz Hermitiana, é suficiente
testar apenas 0s menores principais lideres.

Sendo A uma matriz nxn, uma submatriz principal kxk, 1<k<n, de A, é uma
matriz que pode ser obtida de A, eliminando-se n—k linhas e n—k colunas. Em outras
palavras, uma submatriz principal de A, é uma matriz cuja diagonal esta contida na diagonal

de A. Assim, um menor principal de ordem kxk, de A, é o determinante de uma submatriz
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principal kxk. Seja M;‘ 0 j-ésimo menor principal de ordem k, com 1<I<m,

n I o _ _ o
m:(kj: k—'( = k) Isto significa que para matrizes nxn, existem m menores principais
I(n—k)!

de ordem k, e o nimero total de menores principais € igual a 2"-1. Desta forma, o

polinémio caracteristico da matriz A, é dado por

P(A)=A"=SA" +5,0" S, 2" 4+ (-1) S A ..+ (-1)"S,, (1)

n

m
onde S, = Z M} é a soma dos menores principais de ordem i, 1<i<n, de A. J4 os menores
j=1

principais lideres de A, sdo os determinantes das submatrizes de A obtidas eliminando-se as

ultimas k colunas e as Gltimas k linhas, para k=n-1,n-2,...,0.

Para uma matriz Hermitiana p = (pij )4 . 1<i, j <4, os menores principais sao:

Ordem 1:
M; = o, M; = oy, Mg = oy, Mg = . (2.2)
Ordem 2:
Mlzz Pun Po , M22: Pu Pi , M32: P Pu ,Mf: P2 pzsl M52: P pZA, Mezz Pz ,034. (23)
P Py P P P Pua P Pz P Pu Prz Pus
Ordem 3:
Pu Po Pis Pu Pz Pu Pu P Pu P P P
Mf =P Pn Pl M; =1Pn P Pul Me? =\Ps1 Piz Pl Mf =Py Pu Pul(24)
Pa Pn Ps Pun Piz Pu Pu Paz Pu P Piz Pu
Ordem 4:
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M = det(p). (2.5)

Os menores principais lideres de p = (,oij )4 . séo:

P p Pu P P
10 H 2 v P P Pl det(p). (2.6)
21 P
Pa1 P Pas

Ja foi visto acima, que a positividade semidefinida de uma matriz Hermitiana pode ser
verificada usando-se o teorema de Sylvester. Veja, agora, 0 resultado da comparagdo do
critério de separabilidade de Peres-Horodecki e o teorema de Sylvester.

2.1.2. Critério de Peres-Horodecki segundo o Teorema de Sylvester

“Se a transposta parcial da matriz densidade de um estado em C*®C? e C*®C® nio tem
menores principais negativos, entdo o estado é separavel; caso contrario, o estado é

entrelacado.”

Neste caso, a fim de verificar a separabilidade dos estados bipartes, ao invés de
calcular as raizes do polinémio caracteristico da transposta parcial da matriz densidade, e
checar se alguma delas é negativa, calculam-se os menores principais lideres da transposta
parcial e verifica se um deles é negativo. Entretanto, diferentemente da ideia de negatividade,
o valor absoluto da soma dos menores principais negativos ndo é uma medida de
entrelacamento.

Com o objetivo de estabelecer uma medida de entrelacamento para sistemas de dois

qubits, usando os menores principais, considere o polinbmio em (2.1), com n=4:
P(A)=A"-SA°+S,4* —S,A1+8S,. (2.7)
O polindbmio em (2.7) tem quatro raizes e, se o estado quantico p é entrelagado, entdo uma

delas é negativa. O valor absoluto dessa raiz é a negatividade dada em (1.136). Assim, a

negatividade pode ser estabelecida como
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N (p)=—min{0, A}, (2.8)

em que A araiz minimade (2.7).

min
A seguir serd apresentado o principal resultado do capitulo: uma rela¢do entre a

negatividade e 0s menores principais de uma matriz Hermitiana.

2.1.3. A Negatividade como Func¢éo dos Menores Principais

Seja p a matriz densidade de um estado quantico de um sistema biparte de dois

qubits, cujo polindmio caracteristico da transposta parcial de o é dado pela Eqg. (2.7). Como a

equagdo A*—SA°+S,4>—S,A+S, =0 possui uma Unica raiz negativa, a saber

_%(_Sl_'_\/m)_%\/%(_sl-i_ SZ—4S, +4y)2 —Z(y—«/y2—484), (2.9)

tem-se que a negatividade como fungdo dos menores principais da transposta parcial de p, é

dada por

R e e R T R e

em que

y=2\/—_Qcos(§j+%, (2.11)
0= cosl[ R J (2.12)
_Q3

Q- , (2.13)
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o 98, (8,8, —-4S,)—27(4S,8, - S; —S7S, )+ 2S;
- 54 '

(2.14)

Veja, agora, como ficam os Exemplos A, B e C, da Secédo 1.1.2, Cap. 1, usando-se 0s

menores principais.

A. Considere o estado

p=2lw) i+ lva) vl (215)

em que 0< p<1, |y,)=al00)+b|11) e |y,)=a|01)+b|10), com a,b>0 e a*+b*=1. O

polindmio caracteristico de p™ é dado por

1

P(A2)=2"-2° +Zzz. (2.16)
Assim, S =1, §, :1, 5;=5,=0 e, dai =—i, Rzi, =0 e y=1.
4 144 64x 27 4
Substituindo esses valores nas Egs. (2.10) - (2.14), obtem-se N (p)=0.
B. Estado de Peres-Horodecki
Considere 0 estado
p=ply_)(w_ [+~ p)[00)(00|, (2.17)
emque 0<p<le |gy_> = iz(|01)—|10>). O polinémio caracteristico de p™ é dado por
P, P
P(1)=24*-2+p(1- p)/lz—(l—Zp)T/l—E. (2.18)
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2 4

Assim, S,=1, S,=p(1-p), SB:(l_Zp)pT e 34:_{)—6:M14<0' Substituindo-se esses
p’(1-p)’ p*(1=p)°
valores nas Egs. (2.10) - (2.14), obtém-se Q=—————, R=———= fO=rx e
4x9 4x54

y:@. Portanto, N (p)= p—1+y1-2p+2p?, com 0<(p—1)+y1-2p+2p* <1.

C. Estado de Werner

Por fim, considere o estado

p=plw ) |+(1-p)y, (2.19)

em que |1//>=%(|01>—|10>) e | é a matriz identidade de elementos &_.6, . O polindmio

mn~ uv

caracteristico de p™» é

. .3 3 2\ 12 1+pY ., 1-3p(1+pY
P(2)=A'-4 +§(1—p )2 —(1—2p)(+—pj At p(““ij . (220

3 1+pY 1-3p(1+pY
Logo, S, =1, S2:§(1— pz), ng(l—Zp)(ij e S4=Tp(ij , Vp, 0<p<1.

1-p? ; 3p-1
. Portanto, usando as Egs. (2.10) - (2.14), obtém-se N('O):T’

Dai, Q=0e y=

1 1 .
com §< p<l.Se 0< psé, entdo o estado p € separavel, ou seja, ' (p)=0.

2.2. Conclusao

Apdbs a comparacdo do teorema de Sylvester e o critério de Peres-Horodecki, mostrou-
se como calcular a negatividade de um estado biparte de dois qubits em fungcdo dos menores
principais. A vantagem deste método, que utiliza o teorema de Sylvester, é que ao invés de
calcular os autovalores da transposta parcial da matriz densidade, aqui se calculam os S;, em

(2.7), que sdo as somas dos menores principais de ordem 1, 2, 3 e 4 do polinémio
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caracteristico da transposta parcial da matriz densidade, sem necessariamente ter que calcular

€SSes menaores.
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CAPITULO 3

ENTRELACAMENTO DE ESTADOS QUANTICOS TRIPARTES E
QUADRIPARTES PUROS DE QUBITS

Resumo

Neste capitulo, ap6s uma revisdo sobre o entrelagamento residual em estados

tripartes e quadripartes puros de qubits, 7z, e =, , respectivamente, mostra-se

como este entrelagcamento pode ser medido pela negatividade, usando-se 0s

menores principais. Especificamente, o resultado principal deste capitulo,
mostra uma relacio entre N7 e S,(py ara os
¢ X (X X4 X g X)) 3\ Pxp Xy X XX, |0 p

casos N=3 e n=4, nas Secdes 3.3e 3.4.

3.1. Entrelagamento Residual de Estados Tripartes Puros de

Qubits com Tangles

Seja |y) um estado puro de trés qubits, A, B e C e sejam |y,), |w,) e |w;) estados
dos subsistemas A, B e C, respectivamente. Segundo [24], |://> pode ser escrito como um dos

estados pertencentes as seguintes classes inequivalentes:

1. A classe formada pelos estados |l//> desentrelagados (estados tripartes separaveis),
isto &, |y) =[w1) ®yz) ®|ws)

2. A-BC dos estados bipartes separaveis, se [y) =|y,) ® |y, );

3. B-AC dos estados bipartes separaveis, se |y) =|y,) ®|w,);

4. C-AB dos estados bipartes separaveis, se |y/) = |y, ) ®|w;);
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5. Estados da classe GHZ, com entrelagamento genuino triparte, da forma
|ly) = 2,|000) + 2,€"|100) + 4, [101) + 4, [110) + 4, [111);
6. Estados da classe W, com entrelacamento genuino triparte, da forma
|w) = 2,]000) + 4,|001) + 4, |010) + 4, 100 .
Para quantificar o entrelagcamento existente nos estados pertencentes as classes acima,

usam-se os tangles, representados por 7y, 7 XY, Z e{A, B,C}, € Tpge OU 7. Antes

X(vz)!
de calcular essas medidas, que estdo relacionadas com a concorréncia, dados os qubits A, B e
C, como ¢ a relacdo entre o entrelacamento de A com B e o entrelacamento de A com C? Ja foi

visto na Secdo 1.3 que para um sistema com dois qubits, A e B, a concorréncia é dada por

Chg =Max{0,4, -4, -4, —4,}, na qual A4 >4,24>], sdo as raizes quadradas dos
autovalores ndo nulos da matriz ndo Hermitiana p,;0,5 - NO caso do estado AB ser um estado
puro, tem-se que C,g = 2,/det p, , onde p, =Tr, (4s)-

Um estado puro em C*®C*Q®C? (i.e., um estado triparte puro de trés qubits), é

representado por

|W>:_ aijk|ijk>l (3.1)

1
i,j.k=0

1 2
no qual o, €C, i, ]j,keZ,, tais que a,.| =1. A matriz densidade associada ao
q ijk 2 q ijk P
i,j,k=0

estado |1//> é p:|w><t//|,

1

P = Z Ly e | ijk> <i'j’k'

i,jk,i'j'k'=0

. (3.2)

A fim de tornar a notagdo mais simples, o estado |1//> em (3.1), pode ser escrito na forma:

lw) =, |000) + o, |001) + ez, | 010) + 3| 011) + @, [100) + a5 |101) + ez, [110) + e, [111) , (3.3)
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7
sendo ;€ C, ieZ, 0<i<7,taisque Y |o| =1.
i=0

Segundo a referéncia [31], existe uma relacdo entre o entrelagcamento do qubit A com o

qubit B e do entrelacamento de A com o qubit C, conhecida como desigualdade CKW, dada
por

Caz +Cac < Crecys (3.4)

sendo
Cro =TV (PrePre )= 24" 25" (3.5)
Coc =TV (Pachuc) — 244, (3.6)

AB AC i _ 5 ¢ ; 5 ~
emque 4™ e A7, 1=12, sdo as raizes quadradas dos dois autovalores ndo nulos de g Ons

€ PacPac respectivamente, p,s =Tr. (Paac) € Pac =Trs (Pasc ) S40 estados mistos, e
Coec) = 4det p,. (3.7)

3.1.1. Exemplos

Considere o seguinte estado puro de trés qubits, em que cada qubit corresponde,
respectivamente, a cada um dos subsistemas A, B e C,

|w) = |100) + 8| 010) + | 001). (3.8)

Usando as Egs. (3.5) - (3.7), encontra-se Cs =2|af|, Coc =2|ay]| € Caec) = 2|a|4/|,8|2 +7]" -
Substituindo esses valores em (3.4), obtem-se C2, +C,fc =C§(BC). Este exemplo mostra que

para o estado (3.8), a desigualdade CKW torna-se uma igualdade.
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Existem estados para os quais a desigualdade CKW ¢ estrita. Por exemplo, para o

estado |¢) =|010)+5[101), tem-se Cpg =Cyc =0 € C,g) =2||. Substituindo-se esses
valores em (3.4), encontra-se Cpg +Cuc <Cyge)-

Dos exemplos acima, conclui-se que é de grande importancia estudar a diferenca

CE(BC) —C2, —CZ%., pois € nela que se encontra uma maneira de verificar que o entrelagamento

entre A e BC pode ndo ocorrer pelo entrelagamento entre A e B e o entrelacamento entre A e

C, separadamente. Esta diferenca, chamada de entrelacamento residual, é dada por
Caae) —Ca —Cic =4|d, —2d, +4d,|, (3.9)
onde
d, =aldl +alal +dial +dial, (3.10)
d, = o, 00, + oo, + 0oL 00 + L0, + e, 00 F Oy, (3.11)
d, = oy o0, + 0,0, (3.12)

Observe gue a diferenca acima independe do qubit escolhido como foco. Por exemplo, nessa
disposicdo o qubit A foi tomado como foco, como pode ser observado na Eq. (3.9). Se os
qubits focos forem B e C tem-se, respectivamente,

Caicn ~Coc —Con = 4|d, —2d, +4d,|, (3.13)
Cone) — Con— Co = 4|d, —2d, + 4. (3.14)

Assim, o entrelacamento residual medido com concorréncias representa uma propriedade
coletiva de trés qubits que é invariante mediante permutacGes desses qubits. Ele mede

essencialmente o entrelacamento em estados com trés qubits. Representando essa quantidade

pOr 7,5, tem-se
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Tasc = C/i(sc) ~Cas ~Cac- (3.15)

Isto significa que o entrelacamento do qubit A com o par BC se manifesta de trés maneiras: o
entrelacamento de A com B, o entrelagamento de A com C e um entrelagamento em trés vias.
E, essas trés maneiras devem compartilhar o entrelagamento total [31]. Por exemplo, para o
1
2

Para medir o entrelagamento entre os qubits X e Y, usa-se o tangle z,, , que é definido

estado GHZ, |p) = —=(]|000) +|111)), Cyg =Cpc =0 € Cpp) =1. LOGO, Tpgc =1.

por

Txy = C)%Y ' (3.16)

onde Cg, =Tr( oy Pxy ) =24 A", X,Y €{AB,C} e 4", sdo as raizes quadradas dos dois
autovalores ndo nulos de py, Py , 1=1,2, de acordo com as Egs. (3.5) e (3.6) [31].

O entrelagamento do estado X(YZ) pode ser calculado usando-se Tx(vz) definido por

Tyvz) = Cx(vz) » OU SEfa,
Tx(vz) = 4det p, , (3.17)

sendo p, =Tk, (py,) @ matriz densidade associada ao qubit X, onde X,Y,Z e{A B,C}
[31].
Agora, de Cy, +Cy, <Cypyys Ty =Ciys € Tyyz) =Cyzyr X,Y,Z€{AB,C}, segue

que

(3.18)

Tag t7ac < Tpey

isto é, a soma do entrelacamento de A com B e do entrelacamento de A com C €, no maximo,

0 entrelagamento entre A e 0 par BC. Se OCOITer 7,5 +7,c =7, ), define-se a classe dos

estados tripartes maximamente entrelacados aos pares; €, Se 0COITer 7,5 +7,c <7y, (EM-Se
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o0 entrelagamento residual (entrelagamento em trés vias), que é medido pelo tangle 7,;., ou

seja,
Tac = Taec) ~Fa ~Pac = Tg(ac) ~ %8~ Tec = Tc(ms) T Fac T ae: (3.19)

Quando os qubits A, B e C, em (3.18), estdo em um estado maximamente entrelagado,
tem-se z,, =1, 7,0 =0 e, portanto, z,,) =1, transfomando (3.18) numa igualdade. E,
assim, A e B atingem seu entrelagamento maximo, ndo compartilhando qualquer correlacdo
quéantica com C. Este resultado é conhecido como monogamia de entrelacamento [32].

As duas proximas subsecdes sdo dedicadas a verificacdo dessas relacdes para estados
das classes GHZ e W.

3.1.2. Estados da Classe GHZ

Considere os estados tripartes de qubits pertencentes a classe GHZ [34],

lw) = 7,|000)+ 2,€"|100) + 4, [101) + 4, [110) + 4, |111), (3.20)

4
com A4 2>0, d 42=1e 0<6<x.Usando-se as Eqs. (3.16) e (3.17), obtém-se as seguintes
=0

relacdes

The =4(Aos)’ (3.21)
Toe =4(Ah,)’ (3.22)
toc = 4|28 2~ 20| (3.23)
Ta= AR (B + X+ ), (3.24)
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ro = 4| 45 (2 +22) +[2°, ~ 2 | (3.25)

. =4[z§ (2 +Zj)+‘ﬂiei9/14—/12/13‘2] (3.26)
Substituindo (3.21) - (3.26) em (3.19), obtém-se

Tasc = 4(1014)2- (3.27)

Assim, para os estados da classe GHZ, a desigualdade CKW ¢é estrita, ou seja,

Tpec (GHZ)>0.

3.1.3. Estados da Classe W

Para os estados triparte da classe W,

|w) = 4,|000) + 4, |002) + 4, |010) + 4,|100), (3.28)

com 4 eCe 23:|/1,,|2 =1, tem-se
i=0

Tos = 4|24, (3.29)
Toe =80 A[ (3.30)
Toc =44k [, (3.31)
o =4[ (14 +[2 ), (332)
7o =4[ (A +|4[ ) (333)
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ro =44 [ (] +[4f) (3.34)
Substituindo (3.29) - (3.34) em (3.19), obtém-se
Tpgc =0. (3.35)

Neste caso, a desigualdade CKW torna-se uma igualdade, ou seja, 7,qc (W)=0.

3.2. Entrelagamento Residual de Estados Tripartes Puros de

Qubits com Negatividade

Pode-se medir o entrelacamento residual em estados tripartes puros de qubits através
da negatividade usando-se 0 7, OU 75, que Serd definida mais adiante. Antes, € importante

observar que existe uma desigualdade semelhante a desigualdade CKW, chamada

desigualdade monogamica em termos da negatividade [35]

Nig + N N se), (3.36)

onde Nyg <Cyg, Nic <Cyc € Nyae) =Cracy- AQUi, Ny & N sdo as negatividades dos

estados mistos p,; € pP.c. respectivamente. E, se AB e um estado puro de qubits, entdo
NAB =Cpg -
Na desigualdade (3.36), foi considerado como foco o qubit A. Mudando-se o foco,

obtém-se as demais desigualdades monogamicas:

Naa + Nic £ Nyiney: (3.37)

N+ NG SN gy (3.38)
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Tomando-se a diferenca entre o primeiro e o segundo membros em cada equacdo acima,

define-se uma nova medida de entrelagamento envolvendo a negatividade:

1
T pac :§(7Z'A+7Z'B +7¢), (3.39)
7n :NE(BC)_NEB -~ N (3.40)
4 :NBZ(AC) ~Ng = Nge, (3.41)
e = Né(AB) - N =Nee, (3.42)
em que
N o) =Choa) = 2(1—Tr( o’ )) (3.43)

é a negatividade do sistema composto pelo subsistema simples X e o sistema biparte YZ,

enquanto N, =Tr4fp;¢ (P>T<¢ )T —~1 é a negatividade do subsistema XY, X,Y,Z e{AB,C}.
Em geral, 7, # 7y # 7. (isto significa que o entrelagamento residual correspondente aos
diferentes focos varia mediante permutagdo dos qubits), ao passo que 7z, em (3.39), ndo
varia mediante permutacdo de qubits. Em [35], mostra-se que 7, € uma medida de
entrelagcamento, isto é, 7,5 € invariante mediante operacdes LU, ndo cresce em média com

LOCC e é positiva. Para os estados das classes GHZ e W, 7, é maior do que zero, isto &, para

tais estados sempre existe o entrelagamento em trés vias.

3.2.1. Exemplos

Como primeiro exemplo, considere o estado da classe W, dado na Eq. (3.28), 4 >0.

Usando a Eq. 1.136, obtém-se
Nio =402 +228 =220 [ +42223
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Nie =4A205 422 =228 2 + 42175,
Nio =402+ 2 =220 \[23 +420 ¢ .
E, por (3.43), obtém-se
NE(BC) =4/13'2 (]12 +/122)! NBZ(AC) :4122 (&2 +132) € NCZ(AB) :4212 (’122 +;is-2)
Assim, de (3.39) - (3.42), segue que

= (BT + A 02 4 2B AR 2= 2 - 28 ) > 0.3.40

Portanto, 7z,gc (W)>7sec (W)=0, € assim, 0 7,,. ndo mede o estado W, enquanto 7.
mede W.
Para os estados da classe GHZ, (3.20), tem-se 7, (GHZ)> 7,5 (GHZ)>0,

enquanto que para os estados |<I>> pertencentes as classes que ndo incluem os estados GHZ

ABC

e W, ou seja, estados do tipo A-B-C, A(BC), B(AC) ou C(AB), tem-se 77,sc (P) =755 () =0.

Nas secOes 3.4 e 3.5, sera calculada a negatividade para estados puros de 3 e 4 qubits,
usando-se um novo recurso: 0s menores principais da transposta parcial da matriz densidade
desses estados. Antes, serd obtida uma expressdo para a soma dos menores principais de
ordem 3 da transposta parcial de uma matriz densidade de n qubits.

3.3. Menores Principais de Ordem 3 de p}¢

X Xia X Xpyg X

Para um estado puro de n qubits, o polindmio caracteristico da matriz p;j'...X.,mX. X

NxN, N=2" pode ser escrito como
P(A) = A" + o A" oy AN P o AN oy AN (3.45)

ou ainda,

N

P(A) = AN =S AN +5,A4M 2 S AN 4 (1) S AN  +..+(-1)"S,,  (3.46)
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em que
@y =T (P, )8 D= (347)
. =T (P s, )D (3.4
com
D, = (P2 s, ) Dra + @il 22 (3.49)

De uma comparacao direta entre as Egs. (3.45) e (3.46), resulta
ay 3 =—S;. (3.50)

De (3.49) segue que

2
_ Tx — TXI TXI
D, =% x xxx, Tl D, = (/Oxl...x,,lx,x,ﬂ...xn TN PXp X X XX, +tay,ly e

3 2
% D, =(py" ray,(py +ay,(py
PXpe XXX Xo |3 TP XX XX, N | Py XX X X, N=2 | PXp XX XXy | -
T T
Por (3.47), aN—l:_Tr(ple...x,,lxlxm...xn):_81:_]ﬂ logo Tr(pxj'.__xl,lx,xm...xn):1- Como

TXl T><|

Tr (/Oxl...x,,lxlx,ﬂ...xn )2 =1, tem-se Tr ((p;jl...x,,lx,xm...xn ) D3) =Tr <,0x1...x|,1x,x,+1...xn )3 -1.

Assim,

1 . 3
ay 5 :5(1—Tr< X j (3.51)

Substuindo «,_, =-S, em (3.51), tem-se

1 Y, 3
S, = —5(1—Tr( P s ) (3.52)
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Na préxima secdo, sera apresentado o primeiro resultado do capitulo: a relagdo entre a
negatividade de um estado puro de 3 qubits e a soma dos menores principais de ordem 3 da

transposta parcial da matriz densidade do estado.

3.4. A Negatividade para Estados Tripartes Puros de Qubits

O estado puro triparte de qubits A, B, C, em (3.1), com os indices das amplitudes na

base 10, pode ser escrito como

w)=2 ali), (3.53)

,
emque o, eC € Z|oci|2 =1. Assim, p,,, =|w){w| e py, ¢éatransposta parcial de p,,, em
i=0
relacdo ao subsistema X .
A seguir sera calculada a negatividade do estado p,,, em termos das amplitudes do

estado |y).

3.4.1. A Negatividade de pxyz

Determinando-se a matriz p% , apds alguns calculos, obtém-se o valor de 1—Tr(pf< )

Como A%, =2(1-Tr(p%)), X,Y,Z {A B,C}, tem-se

2 2 2
NAZ(BC):4>< |a0a5—ala4| +|a00!6—0620!4| +|a0a7—a3a4| + . (354)

+|CZ10{6 —0620!5|2 +|ala7 —0{30(5|2 +|a2a7 — 00

2 2 2
ay0, —0!10(2| +|0500£6 —0640£2| +|0(00£7 _a5a2| +
NBz(AC) =4x , | (3.55)

+|a1a6 —a4a3|2 +|a10(7 —a5a3|2 +|C¥40£7 — 00
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2 2 2
Né(AB) _an o0ty — | +|agos — | + g, —agen| + (356)

2 2 2
+|0{20{5 —CZ46¥3| +|CZ26¥7 —OKGCZ3| +|a4a7 —a6a5|

As Eqgs (3.54) - (3.56), com os indices das amplitudes na base 2, sdo escritas,

respectivamente, como

2
N/i(BC) :4>{ L 7‘a0jkalj’k’ _aoj’k’aljk‘ J’ (3.57)
jk=j'k', j'k'=00
2
NBZ(AC) = 4’{ 2 7|ai0kai’1k’ _ai’ok’ailk| j’ (3.58)
k#k" 7K' #00
2
NCZ(AB) = 4>{ 72 7‘aij0ai’j'1_ai’j’0aijl‘ J (3.59)
ij19 1]/ %00

Agora, observe que o niimero total de menores principais de ordem 3 da matriz pJ,

8
é igual a (3} =56, sendo que o ndmero de menores principais de ordem 3, nulos, de py, , é

: 4 : o .
igual a Zx[g =8. Assim, o nimero de menores principais, ndo nulos, de py:, , é igual a

8 4
(3}— 2x[3} =48. Paraa matriz p,5. , cada um desses menores pode ser escrito como

2 2
_‘aijk‘ x( 2 7‘a0jkalj'k’ —aoj,k,aljk‘ j (3.60)

i, j,ke{0,1}. A quantidade de somas do tipo (3.60) é igual a 8 e cada uma dessas somas

possui 6 parcelas. Somando, membro a membro, essas 8 igualdades, obtém-se

S3 (P/T\Ec ) == 727 7‘a0jka1j’k' ~ Gojie A 2 (3.61)

jk=]k', j'k'=00
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De modo analogo, obtém-se para 83( p,TfBC) e 83( P ) as expressoes:

S (p/Tx?ac ) == 2 7|ai0kai'lk' ~ Kok Aink |2’ (3.62)

ik=i'k’,i’k’#00

2
TC —
S, (pABC ) = 72 7‘%‘00‘”"1 - ai’j’oaijl‘ .

ij£0, =00

(3.63)

A notacdo ab, usada em (3.57) - (3.63), significa que ab=ax 2" +bx2°.
De (3.54) - (3.56) e (3.61) - (3.63), e considerando 0s menores principais, se

T * HAH I 4 H H H
oy :Zijk,i'j'k'aijkai'i'k' ik)(ij’k’| é a transposta parcial da matriz densidade p,,, com

relacdo ao subsistema X , entdo
N)f(vz) =—43, (pk(z )! (3.64)
em que

S, (Pliz ) =5 (t-Tr (o3 ) (3.65)

é a soma dos menores principais de ordem 3 da transposta parcial py,, em relagdo ao

subsistema X, com X,Y,Z e{A, B,C}, X2Y 2Z.

Nos exemplos a seguir, serd calculada a negatividade para os estados puros de trés

qubits W e GHZ, usando-se os resultados obtidos acima.

3.4.2. Exemplos

A. Inicialmente, considere estados puros tripartes pertencentes a classe W,

|w) = 4,|000) + 2, |002) + 4, | 010) + 4,]100), (3.66)
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3
com 4 >0e Z A? =1.Paraos estados (3.28) e X =A, Y =B e Z=C em (3.54), depois de

alguns célculos, pode-se achar:
N =2(1-Tr(p2)) = 4% (2 + %), (3.67)
enquanto que
Sy (prac ) == (A +47). (3.68)
Substituindo (3.68) em (3.67), (3.64) € obtida.
B. Agora, para os estados puros pertencentes a classe GHZ [31],
|w) = 7,|000) + 2,€"|100) + 4, [101) + 4, [110) + 4, [111), (3.69)

4
com Z|ﬂ,,|2:1 e 0<O<r. Para os estados (3.20) e X=A, Y=B e Z=C em (3.55),
i=0

depois de alguns célculos, pode-se achar
Ny =2(1-Tr(02)) =4 23 (28 + 20 )+ A2 + 232 =24 n 2 008(0) |, (3.70)
enquanto que
Ss(Pc )= =43 (15 + A8 ) =| A48 + A2 =22 2,242, c0s(6) | (3.71)

Substituindo (3.71) em (3.70), (3.64) € obtida.
Portanto, a medida de entrelacamento residual dada em (3.39) - (3.42), pode ser
calculada usando os menores principais de acordo com (3.64), (3.65) e (2.10) - (2.14).
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3.5. A Negatividade e os Menores Principais para Estados

Quadripartes Puros de Qubits

Agora, 0s menores principais serdo usados para calcular a negatividade em estados
quadripartes puros de qubits.
Um estado puro quadriparte de qubits, tem a forma
l -
ayq |1iKI), (3.72)
k

1=0

lw)=

ik,

2
sendo que ¢, €C e Z ‘aijk,‘ =1. Colocando-se os indices das amplitudes do estado em
i,j.k,1=0

(3.72) na base 10, tem-se

|w) = a,|0000) + &, | 0001) + &, | 0010) + ez, | 0011) + 2, | 0100) + ez | 0101) + 7| 0110) + ez, | 0111) + (3.73)
+ 0t5|1000) + 0y [1001) + [ 1010) + ez, |[1011) + @, | 1100) + ;5 [1101) + e, [1110) + a5 [1111),

15
emqueos o; € C, com ieZ e 0<i<15, sfo tais que > |o[ =1.
i=0

O entrelagamento em quatro vias pode ser medido usando 7, OU 75, UMa eXtensdo

de 7,, definida em [36], como

VARV N 2 A A (3.74)

sendo
7n :N/f(BCD)_N:B_N/-Z\C -No (3.75)
7y :NBZ(ACD)_N,iB_NéC - N (3.76)
e = NCZ(ABD) ~Nie ~Nee =N (3.77)
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ﬁD:Né(ABC)_NAZD_NéD_NCZD' (3.78)

Como se V&, 0 7, usa a média aritmética, enquanto o z, usa a média geométrica. Essa
mudanca se deve ao fato de que a media aritmética em 7, leva a resultados errados, ou seja,
estados sem entrelagamento em 4 vias, tem =z, maior do que zero se for usada a media
aritmeética. Para mais detalhes sobre a medida de entrelagamento z,, como uma extenséo de

74, pode-se consultar as Referéncias [36,37].

3.5.1. A Negatividade de pywxyz

Determinando-se a matriz p%, apds alguns calculos, determina-se o valor de

1-Tr(pf ). Como A2 ) =2(1-Tr (%)), W, X,Y,Z €{AB,C, D}, tem-se

|(100[9 —0!10!8|2 + |0[0(Zlo - 0!20!8|2 + |0{0(le - 0!30{8|2 + |0[00!12 —0!4(18|2 +
+|0600!13 —0!50{8|2 +|a0a14 —0660!8|2 +|0(OO!15 —a7a8|2 +|0[10[10 —0!2059|2 +
+|0(10{11 - 0[30£9|2 +|0610612 - 0[40!9|2 + |0[16{13 —0!5069|2 + |(11(114 - 0(60{9|2 +

N:(BCD) =4x +|a1a15 - a7a9|2 + |aza12 - a4a10|2 + |0!20t13 - 0‘50‘10|2 + |0£2a14 - a6a10|2 + (3.79)

2 2 2 2
+|0£20515 - (Z70£10| + |0£30£10 - a2a11| + |0!30£12 - (Z40£11| + |053(Z13 - 0550!11| +

2 2 2 2
+|a3a14 - 0(60(11| + |a7a11 - 0‘30‘15| + |a4a13 - 0‘50‘12| + |a4a14 - 0‘60‘12| +

2 2 2 2
+|(Z40515 - (Z70£12| + |0£50!14 - a6a13| + |0!5(Z15 - 0{70(13| + |a6a15 - 0570514|

|tz —a1a4|2 +|aryxs —a2a4|2 +|age, - 053054|2 +|ogan, - a8a4|2 -
+|0‘oals _a90‘4|2 + |0‘00‘14 - a1oa4|2 + |0500!15 - 0‘110‘4|2 + |a10‘e —0520!5|2 +
+|(Zla7 - 0530(5|2 + |0!1(le - a80{5|2 + |0!1a13 —059055|2 + |0!10£14 - 0{100£5|2 +

(3.80)

NBZ(ACD) =4x +|a1a15 _a11a5|2 + |a20‘7 - a3a6|2 + |a2a12 - asae|2 + |0520(13 - 0‘90‘5|2 +
|0£20{14 - a10a6|2 +|0£20515 - a11a6|2 + |(Z30512 - a8a7|2 + |a3a13 _aga7|2 +

|0‘30‘14 - 0!100!7|2 + |a3a15 - 0‘11057|2 + |a80‘13 - a9a12|2 + |a80‘14 - 0!100{12|2 +

|a8a15 - 0!110{12|2 + |0£90514 - a1oa13|2 + |a9a15 - 0!110{13|2 + |0£100£15 - 0{110!14|2
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g2 —ala2|2 + g - a4a2|2 +|orger; - a5a2|2 + oo, - 058052|2 +
ety — oty + |ty — || |ty — | s -y +
+|051057 —a5a3|2 + |0£10£10 - 058053|2 + |0£10£11 - 059053|2 + |0£10£14 - a12a3|2 +
Ny =471 +Hlonons - 0(13053|2 +loya; - 055056|2 +oya, - 058056|2 +oya, - a9a6|2 + ¢t (3.81)
+|0540£14 - a12a6|2 + |a4a15 - 0{130(6|2 + |0£5a10 - a8a7|2 + |a50£11 - a9a7|2 +

2 2 2 2
+|0‘50‘14 - 0‘120‘7| +|0‘50‘15 —a13a7| + |a8a11 - 0‘90‘10| + |0‘8a14 _a12a10| +

2 2 2 2
+|0‘80‘15 - a13a10| + |0£90514 —05120{11| + |0£90515 - 0‘130‘11| + |a12a15 _a13a14|

|yt — eyt | +|tgts ||+t — | +|agay g +
o — o]+, — e[|+ — | +oes —a,af +
o, | +|oya, -y +ana, — e ey, - o +
Nosec) =41 +aons —0{14013|2 +loya, —056015|2 eyt —058055|2 +layo, —0510015|2 +  1.(3.82)
oy, — | +loas — | +|aga — | +aga, — e[ +

2 2 2 2
+|a6a13 - a12a7| + |0‘60‘15 - 0‘14a7| + |a80‘11 - 0[100!9| + |0‘80‘13 - 0!120!9| +

2 2 2 2
+|a8a15 - 0!140{9| + |0{100£13 - 0!120(11| + |0£100£15 —0!140(11| * |a12a15 —0!140513|

As relagdes em (3.79) - (3.82), escritas na base 2, tornam-se, respectivamente:

2
2 —
NA(BCD) =4x| L ‘anklalj'k'l'_an’k’I'aljkl‘ : (3.83)
K< 7K1, JKT2000
N2 =4x |a Oins — Oy OL |2 (3.84)
B(ACD) — L iok Tk ~ Kok i | |» -
iKI7K1 TKT2000
2
2 —
NC(ABD) =4x 7 72 7‘aijOIai'j'll’ _ai’j'OI'aijll‘ ' (3.85)
771 7] 1000

ik K, i'j'k'000

2
NIZZ)(ABC) = 4X[ ‘aijkoai’j’k’l - ai'j’k'oaijkl‘ J (3.86)
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Considerando os menores principais, se g, =z iy Oy € a

k1) (iK1

ijkl ik

transposta parcial da matriz densidade p,,,, com relacdo ao subsistema W, entéo o total de

16 8
menores principais de g%, € igual a [3j:560, sendo que deste total, 2{3]:112 sdo

16 8
nulos. Assim, o nimero de menores principais, no nulos, de o, , € (3)—2{3]:448.

Para a matriz p.,, cada menor principal é do tipo

2 2
—‘aijkl‘ X Z ‘aojklalj’k’l’ —jrr @yl - (3.87)

ikl e{O,l}. Cada uma das 16 somas, em (3.87), possui 28 parcelas. Somando, membro a

membro, essas 16 igualdades obtém-se

(3.88)

Usando o mesmo raciocinio determinam-se as outras igualdades S3(p,T\BBCD), S3(p,T\°BCD) e

S5 (IOZ\DBCD ) :

T\ 2
S (IOABCD) == 2, 7|ai0kl Ry — Lok K | (3.89)
iKI£7K17, 7K T000
2
T —
S, (PACBCD ) == Z 7‘aijolai’j'll' — o1 Giju ‘ ; (3.90)

ijl=i’j1",i’1'~000
S, (P, )= - ’ (3.91)
3s\Preco ) = 2. |%ko%ijrr T Hijreoija| - :

A notacdo abc, usada em (3.83) - (3.91), significa que abc =ax2?+bx2 +¢x2°.
De (3.83) - (3.86) e (3.88) - (3.91), vem
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Nvi(xvz) =—45, (/O\I/vng)' (3.92)
em que
S (ALV;(YZ):_%(l_Tr(A-II\-IVg(YZ )3) (3.93)

é a soma dos menores principais de ordem 3 da transposta parcial ap.,, em relagio ao
subsistema W, com W, X,Y,Z € {A,B,C,D}, W= X =Y #Z.

Portanto, o entrelacamento em quatro vias de estados puros quadripartes de qubits

pode ser calculado usando os menores principais de acordo com (3.92), (3.93) e (2.10) -
(2.14).

3.5.2. Exemplos

A. Como primeiro exemplo, considere o estado quantico |‘P> dado por

NA

|‘P> _ (ei9X®X ® i027X8X )|0>(|OO> +|11>J|0>' (3.94)

1( cos(6)[0000)—icos(6)|0011) —icos(6)|0101)+ cos(6)|0110)
|T>:E(—sin(9)|1001>—isin(9)|1010>—isin(9)|1100>—sin(9)|1111>]' (395

Os polindmios caracteristicos de pip, Pricor Prico » Prdcp SAO:

Prsep —> A° =2 +(sin (9)003(8))2 A% —(sin (49)005(49))4 A2, (3.96)
T, T, T, 16 15 1 13 1 12
Prdcor Pascos Pazco 2> A — 4 +Zﬂ' _E/I - (3.97)

Usando (3.92) em (3.94), obtéem-se:
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. 2
Nieco) = 4(sin(0)cos(0)) NS acpy = Neaeo) = Noasc) =1 (3.98)

Observando (2.10) - (2.14), pode-se ver que N =0 se S;=S,=0. Os polindbmios

- o 1 .
caracteristicos de Opg, Pacs Pap: Pec Pep+ Pep SA0 iguais a /1“—/13+Z/12. Assim,

NAZB:N/iC:NiD:NéczNSD:NéD:O' (3.99)

Agora, substituindo (3.96) e (3.97) em (3.74) - (3.78), tem-se:

7, = Jz‘sin(e)cos(e)‘. (3.100)

Na Figura 3.1 é mostrada a morte e a ressureicdo de , de (3.94), quando & variadeOa 7

(rad). O estado (3.95), com & = % se reduz ao produto tensorial de um qubit com um estado

de trés qubits, ou seja, |‘I’>=%(|1>®(|001>—i|010>—i|100>—|111>)). E, portanto, sem

entrelacamento em 4 vias.

Four-way Entanglement

Figura 3.1. Entrelagamento do estado (3.94) medido por 7, versus & .

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 93



Ferramentas Algébricas para o Estudo do Entrelagamento Quantico

B. Como segundo exemplo, considere o estado

¢)

¢ )+|o7 ) )+ )

W+>+‘V/7>‘l//7>)ABCD . (3.101)

|F>=(|2 R XX ® |2) (

Em (3.101) tem-se

+[11 D+l
=M e ‘wi>=w. Os polinbmios caracteristicos da

YR 72

transposta parcial dos estados bipartes reduzidos de |F> sdo:

1 4
Pl = P> = PR = Pl > p(X){X—zj ' (3.102)

2

Pre = pay = P(X)=x"=x° +%(1—cos4e)+§(1+cos49)—3—12(1+ cos46).(3.103)

Usando (2.10) - (2.14), obtém-se N, =N,p =Nz =N =0 e N, =Ny, =|cos26)|. Por

outro lado, os polindmios caracteristicos de pi-p, Lo, Praco € Priep SAO:

1 1
p;ABCD ) p/T\EECD ' p;CBCD ’p;[éco — P (i) S e e

2 e A7, (3.104)

e assim, usando (3.92) obtém-se N gon) =Ngaco) =Nc(aso) = Nppascy =1. Entdo o

entrelacamento em quatro vias e o entrelacamento biparte do estado (3.101), séo:
x, =1-cos® 26, (3.105)
Nye =Ny =|cos 26). (3.106)

Observando (3.105) e (3.106), vé-se que existe uma troca entre o entrelacamento em quatro

vias e o0 entrelacamento biparte. Quando um é méaximo, o outro € minimo.
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C. Agora, considere o estado [38],

|Wis) =—=(|1100) +]0011) + £* (]1010) +|0101)) + £(]1001) +|0110))), ~ (3.107)

&l

com ‘52‘:1. Os polinbmios caracteristicos da transposta parcial dos estados bipartes

reduzidos de |/ ), s&0
1
P = P = pit = p —>%(G/H2Re(§)—1)(6/1—2Re(g‘)—l)(Gﬂ—Z)z ,(3.108)

pI = pl. —>ﬁ(esm2Re(<§2)—1)(6/1—2Re(§2)—1)(6/1—2)2. (3.109)

Usando (2.10) - (2.14) e &=a+i(1-a’ )UZ , obtém-se:

NAB:NCDZNAC:NBD:E_E’ (3.110)

Ny =N, ==~ . (3.111)

Por outro lado, os polindmios caracteristicos de oA, Pricns Pracp € Lo SA0 0S Mesmos

em (3.104). Assim, usando (3.92) obtém-se N, ep) = Ngacn) = Neasn) = Noaae) =1-
Portanto, o entrelagamento em quatro vias do estado dado por (3.107), €
1 ) (1 21
7w, =1-2x| =——=| .| =—— | . (3.112)
6 3 6 3
O entrelagamento de quatro vias € maximo se |a|:%; logo, 7, =1, se §=i%+i§. O

mesmo resultado foi obtido em [38].
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3.6. Conclusao

Neste capitulo, foram mostradas relacfes entre a negatividade e a soma dos menores
principais de ordem 3 da transposta parcial da matriz densidade, para estados tripartes e
quadripartes (puros) de qubits. Ou seja, foram obtidas formulas para o célculo do
entrelacamento de estados tripartes e quadripartes (puros) de qubits, usando os menores
principais. Em ambos os casos, a caracteristica relevante ¢ a soma de todos os menores
principais de ordem 3. Assim, é suficiente determinar o polinbmio caracteristico e tomar o

termo S, .

No capitulo seguinte serd apresentada uma medida de entrelagcamento para estados

puros de seis qubits.
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CAPITULO 4

MEDIDAS DE ENTRELACAMENTO PARA ESTADOS QUANTICOS

PUROS DE SEIS QUBITS

Resumo

Neste capitulo propGe-se uma medida para o calculo do entrelacamento em
um estado puro de seis qubits. Tal medida, baseada na negatividade, € usada
para quantificar o entrelagamento em alguns estados de seis qubits que sdo
Uteis no processamento da informacdo quantica e na analise da variacdo do
entrelacamento de alguns estados parametrizados de seis qubits. O
entrelacamento residual em alguns estados de seis partes também é medido
usando-se a negatividade.

4.1. Medida de Entrelacamento para Estados Puros de Seis
Qubits

6
Um estado puro em (Cz)® (i.e., um estado puro de seis qubits), é representado por

|l//>: Z aijklmn|ijk|mn>! (4.1)

i,j,k,1,mn=0

1
COM @y, €C tal que ‘aijklmn

i,j,k,1,mn=0

2
=1. A matriz densidade p associada ao estado |y),

p=|y){w|, é dada por
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1
pP= Z al]klmn |jk|mn ||Jk|mn><i'jlkll'm,n’|' (42)

i,j,kIL,mn,i’,j k' I"m,n'=0

No Capitulo 3, mais precisamente nas Egs. (3.39) - (3.42) e (3.74) - (3.78), foram
vistas formulas para o célculo do entrelacamento de estados puros de trés e quatro qubits,

respectivamente, usando a negatividade.

Uma medida de entrelagamento para estados puros de cinco qubits, chamada de 7., se

estende de maneira natural do 7, , e é definida por [36,37]

T = «SIﬂAEBﬂCﬂDﬂE , (4.3)

sendo, por exemplo, 7, = Ny gone) =N g = Nic =N = Ne
Para estados puros quaisquer de seis qubits, |V/ABCDEF> (que, por simplificagdo de

notacao, sera descrito apenas por ABCDEF ), vale a desigualdade monogamica [35]

N+ Nie + N + N + Nje <N e (4.4)

Assim, se for possivel estender naturalmente o 7z, como foi feito para 4 e 5 qubits,

para estados de seis qubits, nesse sentido, tem-se

g = \6/7ZA7Z'B7ZC o TTE (4.5)
onde, por exemplo,

7Z'A=N/§(BCDEF)_N§B_N§C_NED_NEE_NEF- (4.6)

Mas, para estados de seis qubits, o procedimento de extenséo de 7, falha. Por exemplo, para

0 estado desentrelagado
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o) = 1(|000> +|111))(]000) —[111))
2 (4.7)
:r%(|oooooo>—|000111>+|111000>-¢111111>y

tem-se Ny peoer) =1, Nag = Nac = Ny = N = N =0, e assim, a desigualdade em (4.4)
é estrita, 0 que mostra que o candidato a 7, na Eq. (4.5), ndo é uma extensdo natural do ..

Basicamente, para um estado puro de seis qubits do tipo |w xscoer ) =|€pac )| Toer ) tem-se
N/-Z\(BCDEF)_NAZ\B_N/-Z\C_N/-Z\D_NEE_NAZ\F>O’ (4.8)

(o mesmo acontece quando qualquer outro qubit é tomado como foco) quando os estados

|s6c) € |Ooer) SHO entrelagados em trés vias: 7, (|pc)) >0 € 75 (|opee ) > 0. Isto conduz
a0 resultado 7y (|£sc)|Oper)) >0, quando na verdade, o resultado deveria ser

705 (| £asc )| Ooer ) ) = 0. PropBe-se, portanto, uma modificagéo no calculo de 7, com o objetivo

de evitar esse tipo de erro, inclusive mudando a notagcdo para essa medida, para evitar
confusdo e melhorar o entendimento. Uma nova medida de entrelagamento em seis vias, 7,
sera introduzida e usada para quantificar o entrelagamento de estados puros de seis qubits,
Uteis no processamento da informacdo quéntica.

A fim de evitar o erro descrito anteriormente, propGe-se 0 seguinte conjunto de

equacOes para medir o entrelacamento de estados puros de seis qubits:

Ve =YV VeVcVoVee (4.9)

sendo
VA :NE(BCDEF)_Nj(BC)_NliD_NliE ~ N, (4.10)
7B :N§(ACDEF) _NS(AC)_NSD_NBZE —Nép, (4.11)

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 99



Ferramentas Algébricas para o Estudo do Entrelagamento Quantico

Te = NCZ(ABDEF) _NCZ(AB) ~Nep =N - N, (4.12)
7p :N;(ABCEF)_NS(EF)_NED_NBZD_NéD’ (4.13)
Ve =NEZ(ABCDF)_NEZ(DF)_N/§E ~Nee =N, (4.14)
Ve :NIE(ABCDE)_NFZ(DE)_NiF_NéF_NgF’ (4.15)

de acordo com [37].
A seguir serdo verificadas as condi¢Oes que fazem de y, uma medida natural de

entrelacamento.

4.1.1. ys € uma medida de entrelacamento

De acordo com [18], para mostrar que y, € uma medida natural de entrelagamento

para estados puros de seis qubits |z//> é preciso provar as seguintes condi¢oes:

ABCDEF ’
L 7(w)=0;
2. 7, éinvariante mediante transformagdes unitarias locais (LU);

3. 7, ndo cresce em meédia através de LOCC.
Para provar a condicéo 1), é preciso mostrar que em (4.9) - (4.15), cada yy (|!//>) >0,
com X {AB,C,D,E,F}. Inicialmente, prova-se que ,(|w))=0. De fato, um estado

ABCDEF de seis qubits pode ser escrito como um estado triparte do tipo A((BC)(DEF)).

Aplicando a desigualdade monogamica a esse estado, tem-se:

N/f(sc) + Nj(DEF) = Nj(BCDEF)' (4.16)

O estado A(DEF), em (4.16), pode ser escrito como A(D(EF)), um estado triparte.

Aplicando novamente a desigualdade monogamica ao estado A(DEF), obtém-se
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Nio +Naery <N joer)- (4.17)
Finalmente, para o estado A(EF), em (4.17), tem-se
Nie + Nag < Nier. (4.18)
Somando, membro a membro, as trés desigualdades acima, chega-se a

Nise) TN + Ng + Nig < N geoer, (4.19)

ou seja, }/A(|l/l>) >0. De maneira analoga, mostra-se que 7g,%c,/p: /e, /¢ S80 N30 negativas,

€ COMO 75 = §/¥aVe¥coYe?r » CONClUi-se que (Jw))=o0.

Agora, para provar a condigédo 2), considere o estado puro

|¢>:UA®UB®UC ®UD®UE®UF|‘//> (4.20)

de seis qubits, obtido de |W> através da aplicacdo de transformacdes unitarias locais. Para
mostrar que y, € invariante mediante LU, é preciso mostrar que cada y,,
X e {A, B,C,D,E, F}, é também invariante mediante LU, ou seja, que todas as negatividades
em y, sdo invariantes mediante tais operag@es. Inicialmente, é necessario mostrar que

N, aecoer) € Invariante mediante LU. De fato, como a operagdo traco (soma dos autovalores) €

invariante mediante uma transformacdo LU e N7 gcoer (|9)) = 2(1—Tr(pf\(|¢>))), tem-se

Ncose) (1) =2 1-Te|(Uapa (9))UL) } ). Dot M cner (1)) = 2(1=Tr (s (1)) @

portanto,

N seoee) (1)) = Nageoer) (1¥)): (4.21)
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De maneira analoga, mostra-se que Ny coer)+ Ne(asoer): Nogascer)+ Neascor) € Ne(ascoe)

séo invariantes mediante transformagfes LU. A negatividade biparte proposta por Vidal e

Werner é por si mesmo, uma medida de entrelagamento, portanto, invariante mediante

transformacdes LU, isto &, N, (ops)=Nps ((UA ®Uy) pas (Ua ®UB)?). Tomando o estado

|¢)=U, ®U, ®U, ®U, ®U_ ®U_|y), tem-se NAB(pAB(|¢>)) AB(pAB(|1//>)), sendo

Pae (|9)) = Treper (|8)(8]) =(Ur ®U¢ ) pre (Jw)) (U, ®U, ). De maneira analoga, mostra-se
que Ny, Neo Nugw Nog, Neey Ngey Ny N & N sdo também invariantes

mediante transformacgdes LU. Finalmente, mostra-se que /\/ (pABC) é tambem invariante

mediante LU, quando pyee =Ty (|4)(¢]) € um estado misto. Um estado misto, pg, €

descrito da seguinte forma

pABC Zpl Z amnl( mnl ) |mn|><mn I’| (422)

m,n,I,m’,n",I'

Seja agora o estado &, =U, ®U, ®U_p, Ul ®U! ®U[, obtido de p,s. através de

transformacdes locais unitarias, ou seja,

m,n,I,m",n",I"

gAB(;:uA@uB@uC(Zpi > mn|)|mnl><mnl|j f®uleu!, (4.23)

ou ainda,

A ®Ug ) (0’

Uz ®U {1

I (4.24)

Snsc = Zp. Z amnl( mnl) A|m><

m,n,I,m",n",I"

Assim,

U}) ®Ug|n)(n|u} ®U,[1)(I'|U}. (4.25)

=20 Y d (o) (Ul

m,n,l,m’,n",l"
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Como
(Uam)(m|ug)" =((mUl) (UaJm))" =(UL) [m)(m|u} = |m'){m]uf =U,[m)(m|u;, (4.26)

U,=U;eU/=U,, tem-se

,T\QC:Ua®UB®UC[Zpi > ar‘n.n,(a;n,,,)*|m'n|><mn'|'ju;®ug®ug.(4.27)

i m,n,I,m’,n", I’

Portanto,
NA(BC) (§ABC ) = NA(BC) (pABC ) (4.28)

O mesmo procedimento pode ser usado para mostrar que Ny o) (Paac): Nepas) (Paec )

Noer) (Prec)r Neor)(Pasc) € Neoe)(Paec) S0 também  invariantes mediante
transformacdes unitarias locais. Desde que todas as negatividades usadas para a definicdo de
7s Sa0 invariantes mediante transformagdes LU, tem-se que y, é também invariante mediante
transformacdes LU.

Antes de provar a condi¢do 3, considere o estado |W) de seis qubits,
| 1,//> = a|100000> +p | 010000) + 7| OOlOOO) +0 | 000100> + 6?| 000010) + 77| OOOOOl) , (4.29)

com O0<a,fB,7,8,6n<l e o’ +p>+y*+5°+6°+n°=1. Para este estado, tomando-se

como foco o qubit A, tem-se
N ecoer) =40 (B +77+5+1°). (4.30)

Os quadrados das negatividades dos estados bipartes reduzidos, AD, AE e AF, sdo dados,

respectivamente, por
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NjD:4a252+2(ﬂ2+y2+92+n2)2—2(ﬂ2+72+92+n2)J(ﬁ2+y2+92+1;2)2+4a252, (4.31)

/\/,iE=4a292+2(ﬂ2+y2+52+772)2—z(ﬂz+y2+52+q2)\/(ﬁz+y2+52+n2)2+4a292, (4.32)

N:F:40(2772+2(ﬂ2+72+52+02)2—2(,82+;/2+52+92)\/(ﬂ2+72+52+92)2+4a2772. (4.33)

E, para o estado reduzido A(BC), por exemplo, tem-se

N:(BC)=4a2ﬁ2+4a2;/2+2(52+92+772)2—2(52+6’2+772)\/(52+02+r72)2+4a2ﬂ2+4a27/2. (4.34)

Finalmente, mostrar a condicdo 3), significa provar que se uma operacdo € realizada
em uma das partes do sistema, em média o entrelacamento do estado resultante ndo pode

crescer. Para isto, usando um procedimento descrito em [35], considere elementos de
POVMs, ou seja, operadores A'A tais que A'A >0, (AIAA)T:AIAK e A'A+AIA =1
Pela decomposicdo em valores singulares, A, pode ser escrio como A =U,D,V, onde U, e

V sd0 matrizes unitarias e D, sdo matrizes diagonais com entradas (a,b) e

X

(»\/1—a2,«/1—b2 ) nas quais 0<a,b<1. Os operadores A, atuardo apenas sobre um qubit,

aqui o primeiro qubit de (4.1), por exemplo. Assim, aplicando A, em (4.1), obtém-se o estado

1 Assim,

¢,)=Ay), cuja forma normalizada é |g,) =

> J—AXIW

75(14.))= 7/6(\/—““%”OauklanxDV|i>®||j>®||k>®||l>®||m>®||”>}f(4-35)

com p, = (¢

#)=(w|AAly) e p,+p,=1. Mas, y, € invariante mediante LU, logo,

76(U,DV|4,))=7(DV|4,)), e assim,
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1

7/6(|¢X>)=}/{% > aijk,mnDXV|i>®I|j>®||k>®||I>®I|m>®||n>]. (4.36)

i,j,k,I,mn=0

A média de y,(y) é dada por

(6(¥))) = (| 4))+ Pori (1)), (4.37)

Usando o fato de que y, € uma fungéo quartica de seus coeficientes, como pode ser

visto no estado da Eq. 4.29, tem-se

75(14)) =%’276 (Jv)), (4.38)
ArNE (1_a2)p(21_b2) 75 ([w))- (4.39)

Agora, substituindo-se (4.38) e (4.39) em (4.37), obtém-se

<76 (|‘/’>)> = Pe (|¢1>)+ P27 (|¢2>)

a2V (1-b2Y (4.40)
i iy <)

0 que significa que y, (|z//>) ndo cresce em média com LOCC. E, portanto, y, € um monétono

de entrelagcamento.

Um estado puro de seis qubits que ndo é completamente entrelacado é descrito de uma
das formas:

L |l//> :|l//X>®|l//YZWKL>'

Neste caso, 7, (|y))=0, pois Ny yuq) =0, com X,Y,Z,K,W,Le{AB,C,D,E,F}, isto ¢,

7 (lw))=0.
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2. w)=[wx ) ®fwan) ou W) =[wye) © Vi) -
Aqui, tem-se também y, (|)) =0, porque Ny yuuq) = Nyiz) € Naw =Ny =Ny =0, €
assim, 7y (|w))=0. Portanto, y,(|w))=0, quando |y) é um estado produto.
Reciprocamente, se  y,(|lw))=0, entdo y,(jw))=0, para algum X,
X e{AB,C,D,E,F}, (7.(|w))=0, por exemplo). Neste caso, |y) néo pode ser

completamente entrelacado. Da desigualdade monogdmica para estados tripartes tem-se

C)f(yz) > C;, +CZ%,, onde a igualdade ocorre, se e somente se, X ndo é entrelagado com Y e/ou
Z [28]. Portanto, desde que NX(YZ) <Cv) Ny <Cy (Ny, <C,, ) para qualquer estado
misto m®n, m<n (a igualdade ocorre para estados puros), obtém-se N)f(YZ) > NE, + N2,

[35]. Agora, considerando X = A, Y =BC e Z = DEF, tem-se
N/i(BCDEF) = N/i(Bc) + Nj(DEF)’ (4.41)

na qual a igualdade em (4.41) ocorre, se e somente se, 0 sistema A nédo é entrelagado com 0s
sistemas BC e/ou DEF. Em outras palavras, a igualdade em (4.41) significa a auséncia de
entrelacamento genuino em seis vias. De maneira similar e usando a generalizacdo do

entrelacamento residual [26], obtém-se

N o) 2 N + Mg + N (4.42)
De (4.41) e (4.42), segue
N wscoery = Nase) 2 Naoer) 2 Nop + Ng + N (4.43)
Agora, se y, =0, entdo
N wscoer) = Naee) = N + Mg + N (4.44)
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Comparando (4.43) e (4.44), vé-se que y, =0 implica Ngener)—Naee) =Naoer)s 2
igualdade em (4.41). Portanto, como visto anteriormente, isto significa a auséncia de
entrelacamento genuino em seis vias para o estado |W> ou seja, |1//)=|V/X)®|V/YZWKL>,
W) =W ) ®|Wamw ) OU W) =Wy ) ®| Wi ). Uma afirmagdo similar pode ser obtida
quando outros qubits sdo tomados como focos. Assim, y, =0, se e somente se, 0 estado
|W>ABCDEF ndo tem um entrelacamento genuino em seis vias.

Um ponto fraco de y, € o fato de que ela ndo é invariante com relacédo a algumas

permutacdes dos subsistemas. Somente as permutacdes dentro dos subsistemas ABC e DEF,

separadamente, ndo mudam o . Por exemplo, ;/6(|GHZ)3®|GHZ)3):O, enquanto,

1

72

75(1 ®1®8, ®1 ®1(|GHZ), ®|GHZ), )) =1, sendo |GHZ) (|000) +[111)), Sy, e I,

as portas swap e identidade, respectivamente.
A fim de resolver esse problema, deixando a medida de entrelagamento em seis vias,

invariante mediante permutacOes dos subsistemas, considere o estado |y) de seis qubits,
A,B,C,D,E,F,emque p=|y)(y| éamatriz densidade desse estado. Deseja-se obter todas
as bipartices de 3 qubits, |xyz)®|wvt), a partir do estado |y), permutando-se os
subsistemas de |xyz) com os subsistemas de |wvt). Dessa maneira, obtém-se as seguintes

biparti¢des, p,, de acordo com [37]:

Ul = ABCDEF
US =(sa°)us

U =(S€)U) (S0€) = EBCDAF
U =(suF)us) (s47) = FBCDEA
Ug) =(5°)ul) (s°) = ADCBEF (4.49)
UE) =(S5)ULs) (S8E)' = AECDBF
UG =(S5F)ul) (s&) = AFCDEB
U& =(5°)ul) (s°) = ABDCEF
UE) =(s&)ul) (s&)' = ABEDCF
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de modo que cada porta Ué{}, e aplicada ao estado p, para obter o estado p,.

As equacOes (4.9) - (4.15) fornecem os valores de y, e y,, para cada um dos 10

estados em (4.45), com X e {A, B,C,D,E, F}. Assim, para cada estado Ug{A), , tem-se

7 =8Oy, (4.46)
onde
72) :N/i(BCDEF)_N/i(Bc)_N/fD ~ N =N, (4.47)
71(;) = NBz(ACDEF) _NBZ(AC) ~ Nao = Ngg = Nee, (4.48)
7g) - Né(ABDEF) _NCZ(AB) ~ NG~ N =N, (4.49)
J/g) :NS(ABCEF)_NS(EF)_NAZD ~Ngo = Nop, (4.50)
VS) :NEz(ABCDF)_NEZ(DF)_NjE ~ Nage =N, (4.51)
7l(=i) = NIE(ABCDE) _NFZ(DE) _NAZF _NéF _NCZF' (4.52)
comi=12,..,10.

Considere, agora, a matriz [, :(;/S))G ,»ou seja,
x1

o @ .6 4 06 e (7 6 0 @10)
Hx Yoo Yeo Y Ye Y Yo Yoo Ve Yo Ve (4.53)

A L S B B I, U2

U Y S A R N Lo

U Y B O L
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em que o0s seus elementos sdo dispostos de maneira que, cada 753” é igual & média geométrica

dos elementos da coluna de ordem i, e cada linha é formada pelos »\ =y, (Ué‘m), (o, )) com

X e{AB,C,D,E,F} ei=12,..,10. Para calcular a quantidade de entrelagamento do estado

P, Usa-Se a expressao
76 (P) =max( 7, (US) (1)< . (4.54)

em que D é o critério de separabilidade dado por D=0, se a matriz [, tem no minimo uma
linha ou coluna formada apenas por zeros, caso contrario, D =1. Além disso, 0 maximo é
tomado sobre o conjunto de portas de seis qubits Ué'm), , em (4.45).

Agora, para testar essa medida, alguns exemplos séo considerados.

4.1.2. Exemplos

A. Considere, inicialmente, os ja conhecidos estados GHZ e W, e 0 estado CZG de seis

qubits proposto em [41],

GHZ,) = |000000) +|111111) | (455)

2

. |200000) +|010000) +| 001000) +| 000100} +| 000010} +| 000001)

N3

|w

6

(4.56)

| 000000) +|011100) +|111000) +|100100) +|001111) +| 010011 +|110111) +|101011) (4.57)

N

|czGg) =

Medindo-se o entrelagamento dos estados (4.55) - (4.57), obtém-se 76(|GHZ6>):1,
76(|W,))=0,5019 e y,(|CZG;))=1. Usando a medida proposta em [42] obtém-se, para o

mesmo conjunto de estados: EY(|GHZ,))=1, EY’(|W,))~0,556 e EJ’(|CZG,))=1.
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Outros trés exemplos para estados de seis qubits Uteis no processamento de

informacdo quantica sdo dados em [43-50].

B. Considere os estados:

|C.)= %(| 000000) +|000111) +|111000) —|111111}), (4.58)

1 (| 000111) +|111000)

1, — _
)= )2 1), (459)

onde |W,) = (]001) +]010) +]100))/+/3 € |W,) = (|110) +|101) + [012))//3 .

1000} (J0)]47)+[1)]w))+[00)(|0)|w ) ~|1)|¢ ) +
|010) (o)) -[B]47)) +[011)([0)|¢7) +[1)]w "))

(=10 )=[0)]¢ ))+[0n) ([0} )+ (D] ))+ |
(10|} -[9w)) +l11n) (o) [y ) +[D]97)

+

1 (4.60)
4|]100

)
)

110

onde |¢*) = (|00) £[12))//2 e |y*) = (|01) £[10))/V/2.

Para esses estados, tem-se 7, (|C;)) =1, 7, (|ws))=0,6667 e y,(|<,))=0,6667 .
C. Por fim, o estado

Va8 )+ ENw )+ ENv ), (4.61)

€)= (Is‘o

onde |&,)=(]0000)—|0011)—|0101)+|0110))/2, |&)=(]1001)+|1010)+|1100)+|1111))/2,
X&) =|&) e X®|&)=|&), é também maximamente entrelagado, y,(|Q))=1. Em

(4.61), X é uma porta bit-flip.
Na secdo seguinte serd feito uma anélise da Variacdo do Entrelacamento, observando-

se a dindmica do entrelagcamento de alguns sistemas particulares de seis qubits.
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4.2. Andlise da Variacao do Entrelacamento

Inicialmente, serdo considerados os seguintes estados de seis qubits:

Considere o estado:
|D(0)) =1 ®exp(IOX ®X ®X ®X)®1|W,), (4.62)

ou

(cos6)|000000) +( cos #)|000001) +( cos #)|000010) + ( cos & )| 000100) +
|(6)) = —=| +(cos 0)|001000) + (c0s6)|010000) + i (sen6) 001110} + i (sen6) [011100) + |. (4-63)

6
+i(5end)|010110) +i(send)|011010) +i (send)|011110) +i (send)| 011111)

A variagdo de yG(‘d)(@))) versus &, pode ser visto na Figura 4.1, enquanto oS

entrelacamentos bipartes, A7, e N2 podem ser visto na Figura 4.2.

0.09 T T T T T T

O m

0.07 -

0.06 - g

0.05 -

0.04 M B

Entanglement and Negativities

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Figura 4.1. Entrelacamento e negatividades do estado (4.62), medido por y¢10 (1), Nagc)’ (1) € Nap® + Nag” +

Nag? (111) versus .
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Bipartite Entanglement

3.5

Figura 4.2. Entrelagamentos Bipartites N7, e N2 do estado (4.62) versus 6.

O comportamento suave de y, visto na Figura 4.1 contrasta com a morte stbita de N7, e

N7 mostrada na Figura 4.2. O valor maximo de y, ocorre quando sz, neste caso

(o)

Como segundo exemplo, considere os seguintes estados de seis qubits:

|G,) =U,,U,U,U,U, U, (cos(6)[0) +sen(9)|1) ™, (4.64)
|G,) =U,U,U,U 05U, U ,0U U, (c0s(6)|0) + sen(6) 1)), (4.65)
U, =[0)(0] ®1, +[1)(1] ®Z,. (4.66)
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1 2
6 G) 3
\—//
5 i

Figura 4.3. Grafo correspondente ao estado grafo |Gl> .

Figura 4.4. Grafo correspondente ao estado grafo |G2> .

Em (4.66), U; € a porta de fase controlada aplicada aos qubits i e j. Os entrelagamentos do
estado |Gl> versus @ podem ser vistos na Figura 4.5, enquanto os entrelacamentos do estado

|G,) sdo mostrados na Figura 4.6.
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0.2

0.15 -

Entanglement

0.1

Figura 4.5. Entrelacamentos de |G1> versus 6:1) %; 1)) N:(BC) = NCZ(AB) :NDZ(EF) = NFZ(ED); 1)}

2 N[22 O NF2 O AF2_AS2 . 2 _ Ar2
AB —YVar =4Vec =“/Vep TYVDE T EF’IV)NB(AC)_NE(DF)'

0.1 T

0.09 -

0.08 -

0.06 [~

0.05~

Entanglement

0.04 -

0.03 -

L[\
0.1 |4

Figura 4.6. Entrelagamentos de |Gz> versus 6
s . .
) ﬁ, ) N,i(Bc) = Né(Ac) = Né(AB) =./\/D2(EF) :NEZ(DF) = NFZ(ED)' 1)

2 Af2 NP2 AF2 NP2 A2 2 A2 A2
AB —“Vac =“Vec —YVDE —YVDF — EF'IV)NAF_ BE — “VeD -

Como esperado, para os estados |G,) e |G, ), o entrelacamento em seis vias é maximo
(7, =1) para 6 =% e f= 37” , Visto que, nesses casos, |G,) e |G,) sao estados grafos de seis

qubits representando completamente os grafos conectados. Uma diferenga clara entre |Gl) e
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|G,) aparece nos entrelagamentos biparte (ndo nulos). Para |G,), os entrelagamentos X(YZ)

podem ser divididos em dois conjuntos, as curvas Il e IV na Figura 4.5, enquanto 0s
entrelacamentos bipartes XY pertencem a um conjunto simples, a curva Ill na Figura 4.5.

Para o0 estado |G2> , acontece o oposto, os entrelagamentos bipartes XY , podem ser divididos

em dois conjuntos, as curvas Il e IV, na Figura 4.6, enquanto os entrelacamentos X(YZ)

pertencem a um conjunto simples, a curva Il na Figura 4.6. Esta diferenca entre o0s
entrelagamentos biparte de |G,) e |G,) é esperada, visto que |G,) e |G,) ndo sdo

equivalentes mediante transformacdes LU e isomorfismos de grafos.

4.3. Conclusao

Neste capitulo foi introduzida uma medida de entrelacamento, y,, para estados puros
de seis qubits: o entrelagamento residual baseado na negatividade. Ao contrario de =, e =z, 0
quadrado da negatividade entre um qubit simples e dois qubits tem que ser considerado.
Existem duas vantagens importantes, quando se considera 0 y, como uma medida de
entrelacamento: ela é facil de ser calculada, visto que ndo é necessario proceder a nenhuma
minimizagdo, e mede exclusivamente o entrelagamento em seis vias. Assim y, pode ser

realmente usada para estudar a dinamica do entrelacamento em sistemas de seis qubits, como

mostram os exemplos apresentados na Se¢éo 4.2.
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CAPITULO 5

UM ALGORITMO PARA ACHAR O MINIMO DE UMA FUNCAO
REALIZANDO APENAS UMA MEDICAO

Resumo

Vaérios problemas mateméticos podem ser modelados como um processo de
busca em um banco de dados. Um exemplo € o problema de achar o minimo
de uma funcdo. Algoritmos quanticos para resolver este problema foram
propostos e todos eles usam um algoritmo de busca quéantica como uma sub-
rotina e varias medigBes intermediarias sdo realizadas. Neste trabalho é
proposto um novo algoritmo quantico utilizando amplificacdo de amplitude
para achar o minimo de uma funcdo em uma busca quantica, no qual tal
busca ndo é usada como uma sub-rotina e apenas uma medicao é requerida.
Como exemplo, é proposto um algoritmo quantico para encontrar o periodo

de uma fungdo periddica.

5.1. Introducéo

O algoritmo de busca quéantica de Grover € um importante resultado em computacédo

guéantica que prova gque uma superposicao quantica pode acelerar a tarefa de achar um valor

especifico em um banco de dados ndo ordenado. A busca quantica usa em média O(\/W )

operacOes do oraculo (em comparacdo com as O(N) operacdes do melhor dos algoritmos

classicos), indicando ganho de velocidade quadratico [56-58]. Varios problemas matematicos
podem ser modelados como uma busca, por exemplo, o problema de achar o0 minimo (ou o
méaximo) de uma funcdo. Assim, alguns algoritmos para achar 0 minimo ou maximo usando
busca quéantica tém sido propostos [59,60], nos quais a generalizagdo da busca quéntica

proposta em [61] é usada como uma sub-rotina que é requerida vérias vezes. Nestes
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algoritmos, a cada momento que a busca quantica é chamada, no fim uma medicdo é

realizada. O nimero de medigbes propostas em [59] é O(Iog2 N), sendo N o nuamero de

elementos no banco de dados. Objetivando reduzir o nimero de medicdes, Kowada at al [62]
propuseram um novo algoritmo quéntico para achar o minimo de uma funcdo que realiza
O(Iog N) medic¢des. Aqui, 0 objetivo € ir mais longe, propondo um algoritmo quéantico para
achar o minimo, efetuando apenas uma medicdo no final do algoritmo. Ele é chamado de
busca quantica assintotica. O algoritmo € descrito e um exemplo de sua utilizacdo é
demonstrado.

A seguir serd feita uma revisdo sobre amplificagdo de amplitude.

5.2. Revisdo de Amplificacdo de Amplitude

Uma vez que o algoritmo de busca assintética proposto é baseado na amplificacdo de
amplitude, uma breve revisdo desta é apresentada seguindo o tratamento do tema descrito em
[10]. Seja A um algoritmo quantico capaz de produzir a resposta procurada codificada em um
estado quantico. Por exemplo, o algoritmo de Grover usa um conjunto de portas Hadamard
como A. Neste caso todas as possibilidades (respostas corretas e erradas) sdo geradas e todas
possuem a mesma amplitude. Um algoritmo A mais geral produz também uma superposicao
com todos 0s possiveis resultados, mas com amplitudes diferentes para diferentes resultados.

Ou seja,

¥)=A000...0) =3 e, ] i(¥) = T ex]i(0)+ T e lo]i(x).

Xexgood XeXpad

Pgood = Z |CX|2' (5.2)

XeXguod

Em (5.1) a solucdo procurada (|x)) é codificada em um namero de qubits menor que o

numero de qubits do estado total. Os demais qubits (\ j(x)>) sdo irrelevantes e chamados de

lixo. Xgood © Xbad S80, respectivamente, os conjuntos das solugdes que resolvem (good) e néo

resolvem (bad) o problema. Por fim, pgooq € @ probabilidade de uma solugdo correta ser obtida
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em uma medicéo do estado |y/) = A|000...0). Dois novos estados podem ser escritos a partir

de (5.1):

XeXgoud

Vo) = 2 J:gjlm (X)), (5:3)

ea) = T =030} 5.4

Portanto, o estado total pode ser reescrito como

l//good > + \/ pbad |V/bad > = Sin (9)‘l//good > + COS(0)| l//bad > - (55)

1) =\ oo

Agora, é possivel definir o operador Q= AU;A"U, =U_ U, , para o qual Uy |x)=—|x), se
x=0, e Uy|0)=|0). Portanto, U |w)=|w) e U |#)=—|4) para qualquer |¢) ortogonal a
lv), (lw)=0. Por fim, U, & o operador orculo que faz U, |x)|b)=|x)|b® f(x)) e

f(x)=1, se x é a solucéo buscada, e f(x)=0, se ndo é. Pode ser mostrado que

Q) =05((2K +1) 0)[Wpug ) +5IN (2K +1) 0) |1 gy )- (5.6)

Portanto, o menor valor de k que da uma alta probabilidade de obter uma solugédo correta em

uma medic&o é obtido fazendo-se (2k +1)6 =% .

A seqguir sera apresentado um algoritmo para achar o minimo de uma funcéao, usando

recursos da mecanica quantica.

5.3. Algoritmo Quantico para Achar o Minimo de uma Funcéo

Seja f(x) uma funcéo em que x é uma string binaria de N bits. A meta é determinar o x

que minimiza f. O algoritmo quantico capaz de resolver este problema é mostrado na Fig. 5.1.

Nesta figura Us é a porta quéntica que implementa a fungéo f, U |x)|0) :|x>\ f (x)} a porta
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QBSC é um comparador quantico de strings [63], QBSC|x)|y)|0) =|x)|y)|b}, sendo b =0, se

Xx>y,eb=1se x<y.

ol = ol
]y Y O B N
U = | 18] | | |
—u, Ull—
AL i I S
——— X}
‘%) \l//2> “/’3> "/’4> |vs) "/’e) “/’7>
1 2 k
ECX‘X>1 _
o), —
o), — U U U
oY), — ——
10)~ I N l AN l

Figura. 5.1. Circuito quantico para busca assintotica.

A operacdo do circuito quantico U pode ser entendida seguindo os estados nas

posicdes marcadas, |y;),...|w;) .

i) =[ e, [0), oo, o)., 6

= e %, [0), (" [o), o™ o,

:[Zx“cdx)l\f(X)>2j£zy:\/;_N|y>4j‘o®N>3|o>5, (5.8)
(e o S e, o 55

(Sl 51, | Zheloh 1), o
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lv)= D, CxN|x>1|f(x)>2|y>4|f(y)>3|1>5+ Y CXN|X>1|f(x)>z|y>4|f(y)>3|0>5 (5.10)
“Xx)’sy‘(y)\/z_ f(xx)’iuy)ﬁ
ou seja,
- §°X'X>1lf<X>>z%lvj>4\f<vj>>3]|1>5{;cx|x>1|f<x>>sz”f%|yj>4\f<yj>>3 0, 610

Em (5.7) - (5.11), N é o nimero de qubits, portanto, existem 2" elementos na base de dados.

Em (5.11), 1<n(x)<2" € o nlmero de elementos que obedecem f(x)< f(y) para um dado

valor de x e todos 0s y’s. Assim, quanto melhor a solugdo, maior ¢ o valor de n(x). No
primeiro termo de (5.11), os y; sdo ordenados de forma que f(y,)<f(y,,) e f(x)="f(y,). No

segundo termo de (5.11), os y; sdo ordenados de forma que f(yj)> f(ym) e f(x)>f(y)-

Continuando, tem-se que

o= Ze 0, Z el Jo ), |
o (5.12)
[ o100, 3 J;—N\y,>4]\ow>3]|o>5,

f (Xmi” )>2 ‘O®N >4 ‘O®N >3 +

_mein | Xmin >1

= (5.13)

il e

ou seja,
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C X

min >1 f (Xmi“ )>2 ‘O®N >4 ‘O®N >3 *

VTl S en(2 " ), f (), o) o), e

X#X,

Xmin

min

n(x) 1
+ ZX: ¢ %), F (), j; FH®N‘yj>4 ‘0®N>3 1), + (5.14)
| o)
f Bl H®N 0®*™) 1|0
* ZX: CX|X>1| (X)>2 |Z:1: \/Z_N |yl>4 ‘ >3 | >5'

A expressio H®N|yj>¢‘o®“‘> significa que o termo ‘0®N> no resultado de H®"|y;) ja foi

levado em conta no primeiro termo de (5.14). Por fim, o Gltimo estado marcado na Fig. 5.1, é

=0 (e hlo), o), oo ol -
[Sent0z 0o Jo), o7, o

: (5.15)
o T e, X eH), o), ol
><¢X><min H®ny:jl>¢0®'“ 2

on 2N —n(x) 1
o Talom),) X

X
| %#Xin

H™ [y, >4]|0®“>3}I1>5-

Quanto pior for a solucdo, ou seja, quanto maior for a solugdo, menor é o valor de n(x) e mais
rapido € o decaimento da amplitude. Agora, usando k vezes a porta U junto com portas

CNOTs multicontroladas, como mostra a parte de baixo da Fig. 5.1, o estado quantico final é

S [n00z" T ), [0, J0)Jo), o)+

. r— n(x)
+§ ZX: e, [n(x)2 " 7|, o). J; %H®N‘yj>4 07, |j0), + (5.16)
X#Xmin H@N‘yj >¢‘O®N>

+rzkl: XZCx[n(X)ZN1r1|X>1‘0®N>2(2NIZZ(X)%H®N|yl>4]‘O®N>3]|l>5.
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Olhando mais atentamente o primeiro termo de (5.16), pode-se observar que a amplitude da

resposta procurada é c, , uma vez que n(x)=2" para x = X, . O segundo termo com maior
amplitude tem n(x)=2" -1, portanto, apés a k-ésima aplicacdo de U sua amplitude sera

C, (1—2‘N)k. Assim, se k é grande o suficiente, somente o termo correspondente a resposta
procurada tera uma amplitude consideravel.
Considerando k grande o bastante para que (1—2‘N )k seja suficientemente proximo de

zero para ser desconsiderado, a equacéo (5.16) pode ser reescrita na forma dada em (5.1)

Z dZ|Z>45| >123 Z d | >45| >123 mem 0®N>4|0>5|Xmin>1|o®N >2|0®N>3+

Zezgood 2€Zyg (5.17)

2( N+1)

+ Z dz | Z>45| j(z)>123'

220008

Uma vez que o estado (5.17) esta escrito na forma (5.1), uma amplificacdo de amplitude é

suficiente para encontrar o valor de x_;, . Neste caso, a resposta procurada pelo algoritmo de
amplificacdo de amplitude é uma sequéncia de N +1 zeros nos registradores 4 e 5, ou seja,

‘O®N >4|0)5. Ao final desta busca o estado quantico obtido sera

[0, [0} Xmia ), [0°), [0°), (5.18)

min

e, portanto, uma medicdo no primeiro registrado revelara, por fim, o valor do minimo

procurado. Esta é a Unica medicdo a ser realizada.

Por exemplo, escolhendo c, :]/xIZN para todo x, a maior amplitude ap6s usar a porta
U (na Fig. 5.1) k vezes (antes da amplificacdo da amplitude) € c, :l/\iz’“ , enquanto a
segunda maior amplitude sera c, =C, (1—2N )k . O oréculo na amplificagdo de amplitude é

aplicado % vezes, sendo [10]:

N

$eNOd = [ Pyoog =2 2. (5.19)
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A fim de fazer a anélise da complexidade do algoritmo proposto, é necessario contar
quantas aplicagdes de U (Figura 5.1.) sdo necessarias para deixar a segunda maior amplitude
dentro do primeiro termo de (5.16) muito préxima de zero, considerando que o estado inicial é

uma superposicao igualmente pesada, c, :]/\/2'“ , para todo x. Para um nimero ¢ <1 muito

pequeno, tem-se que

(1-2") <s k=2 |og[1j. (5.20)
&

Assim, o nimero de vezes que U é usada é da mesma ordem do tamanho do banco de dados.
Uma vez que a Ultima aplicacdo de U foi realizada, a amplificacdo da amplitude é executada

e a resposta correta pode ser obtida, numa medicéo simples, com probabilidade préxima de 1,
apos O(«/W) vezes. Como os termos que ndo sdo solugdes do problema de busca tendem a
zero assintoticamente, o circuito da Fig. 5.1 é chamado de busca quéntica assintética (BQA).

Uma comparacdo da busca quantica assintdtica com os algoritmos quanticos LM e DH

propostos em [62] e [59], respectivamente, podem ser vistos na Tabela 5.1.

N N, N3 Probabilidade de sucesso
BQA | 2Mog(1/e) | ™) | 1 1-0(2™)
LM[7] |0 0(2") | O(log(2")) | pelo menos Y2
DHI[4] | O 0(2") | O(log*(2") | pelo menos Y2

Tabela 5.1 — Comparacao entre os algoritmos quénticos BQA, LM [62] e DH [59].

Na Tabela 5.1, N; é o numero de operacdes realizadas antes da aplicagdo da
amplificacdo de amplitude (ou do algoritmo de Grover), N, é o nimero de consultas ao
oraculo durante a amplificacdo de amplitude, e N3 € o nimero de medi¢Bes executadas.
Observando a Tabela 5.1, pode-se ver que o custo a ser pago a fim de se ter uma grande
probabilidade de sucesso em apenas uma medicdo é o numero de operagOes realizadas antes

da amplificacdo da amplitude.
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5.4. Algoritmo Quantico para Encontrar o Periodo de uma

Funcao Periddica usando a Busca Quantica Assintdtica

A transformada quéantica de Fourier (TQF) estd no coracdo de algortimos quanticos
importantes, como o algortimo de fatorizacdo de Shor [64] e algoritmo quantico de contagem

[10]. A tarefa mais bésica da TQF é encontrar o periodo de estados periddicos. Sejam o estado

quantico periédico |y) e sua TQF dados por

M/r-1

lw)=U,]|0*")=r/M Z | jr), (5.21)

Uoer [0) =123 iM /), (5.22)

j=0

sendo Uqrr 0 operador unitario que implementa a TQF, M =2" (N é o nimero de qubits) e r
é o0 periodo, um namero inteiro que divide M. Medindo s cépias of (5.22), a probabilidade de
obter M/r como o maximo divisor comum do conjunto composto pelos resultados das
medig@es é, pelo menos, 1—r/2° [65]. Aqui, o calculo do periodo r é transformado na busca

de um minimo, e entdo o algoritmo de busca quéantica assintotica € utilizado para encontrar r

realizando apenas uma medi¢do. Para isso, pode-se observar que 0 minimo de

f(x)=(x-1)modM, xe[0,r-1], é M/r-1. Portanto, usando (5.22) como estado de
entrada, Y c,| \/_Z | iM/r), f(x)=(x-1)modM e a porta U mostrada na Fig.

5.1, a busca assint6tica pode ser usada para encontrar o periodo r. O circuito quéantico é

mostrado na Fig. 5.2, na qual A=U U, .
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] e (S S S o [
| | | |
: U, : | | : | UI|
1 | | | | | I
| | 1o | | |
— g
U=__r—s— 1 |
Y YT
Al s
| | |
B —— T
| | | | | | |
|vs) |lw,) vs) i) |ws) |v6) |v7)

Figura 5.2. Circuito quantico para encontrar o periodo de uma fungéo periddica, usando a busca quantica
assintdtica.

Seguindo os estados quanticos nos pontos marcados, como feito anteriormente, chega-se a

M 1 i)| jMm
vo)=| = T>1|o®N>2|o®N>4|o®N>3+ZT“E” ‘T>1|0®~>2|o®~>4|o®N>3]|o>5+
r 5.23
+ZLM> o= (ZJ) ey 0=M)_[|o), + o
i \/F r /. 2 t=1 ‘/F e : )
i j#1 A®N\y[>¢‘O®N>
. r—n(j)
o 3 ) o o
i 1 1=1

Em (5.23) tem-se que 1<n(j)<r, em particular n(1)=r. Apos k aplicacdes de U, o estado

final antes da amplificacdo de amplitude €

1

i

0o o) T T B 1) o o), o+

Ll Lr o et MY e (T N
-I-; Zﬁ[n“)/r} JT>1‘O >2 t; WA |yt>4 ‘O >3 |0>5+ (5.24)

A®N‘yl>¢‘0®N>

r-n(j

+i§%ﬁmﬂ“ﬂﬂwxz o),

1=1
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Observando (5.24), pode-se notar que apo6s a amplificagdo de amplitude uma medi¢do no

primeiro registrador fornecera o resultado

M> com probabilidade proxima de 1.
r

5.5. Conclusao

Foi proposto um novo algoritmo quéantico para achar o minimo de uma fungdo que
exige apenas uma medicdo. Isto é importante, uma vez que medi¢cdes de qubits ndo estdo
livres de ruidos. Este algoritmo é uma busca quantica assintotica. Suas vantagens sdo a alta
probabilidade de obter o resultado correto e o fato de que a busca quantica e as medicdes sao
realizadas apenas uma vez. A desvantagem é o nimero de operacdes a serem realizadas antes
da amplificacdo de amplitude. Como exemplo de sua aplicacdo, construiu-se um algoritmo

quantico, para encontrar o periodo de uma funcédo periddica.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Os trés focos principais desta tese sdo:

)} O célculo da negatividade de estados quanticos via menores principais;

i) A proposicao de uma medida para o célculo do entrelacamento de seis qubits.
iii) A proposi¢do de um algoritmo quéantico que permite encontrar 0 minimo de

uma funcdo com apenas uma medicao.

Neste sentido, as contribuicdes desta tese foram:

1. A determinacdo de uma relacdo entre a negatividade e 0os menores principais da
transposta parcial da matriz densidade de um estado quantico de dois qubits, que
permite que os problemas onde a negatividade é usada, possam ser abordados
pelos menores principais, em particular, as medidas de entrelacamento (Capitulo
2).

2. Para estados puros tripartes de qubits, mostrou-se que o quadrado da negatividade
do estado X(YZ) é igual a soma dos menores principais de ordem 3 da transposta
parcial da matriz densidade do estado. Para estados quadripartes de qubits, tem-se
também que o quadrado da negatividade do estado W(XYZ) é igual a soma dos
menores principais de ordem 3 da transposta parcial da matriz densidade do estado.
Em ambos os casos, a soma de todos 0os menores principais de ordem 3, é a
caracteristica relevante. Assim, é suficiente determinar o polindbmio caracteristico e
tomar o termo S, (Capitulo 3).

3. A principal contribuicdo desta tese é a proposta de uma medida de entrelagamento
para estados puros de seis qubits: o entrelagamento residual baseado na
negatividade, y,. Esta medida se apresenta com duas vantagens importantes: ela é

facil de ser calculada, visto que ndo é necessario proceder a uma minimizacao, e

mede exclusivamente o entrelacamento em seis vias (Capitulo 4).
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4. Foi proposto um novo algoritmo quantico, que é uma busca assintética, para achar
0 minimo de uma funcdo que exige apenas uma medi¢do, com uma alta
probabilidade de obter o resultado correto. Este algoritmo tem uma desvantagem: o
numero de operacdes a serem realizadas antes da amplificacdo de amplitude que é
da ordem do tamanho da base de dados (Capitulo 5). Como exemplo foi descrito

um algoritmo para encontrar o periodo de uma funcéo periddica.

As perspectivas de continuidade deste trabalho sdo:

1. A generalizacdo das relagcOes entre negatividade e menores principais para estados
de n qubits;

2. Obter uma medida de entrelacamento para estados de 5 qubits;

3. Obter medidas de entrelacamento baseadas em negatividades para estados com
mais de seis qubits;

4. Fazer uma andlise de complexidade do algoritmo de busca proposto.
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APENDICES

Resumo

Nos Apéndices a seguir serdo apresentados alguns topicos de Algebra
Linear, junto com a notacdo usada em Mecéanica Quantica (Apéndice 1),
alguns Fundamentos de Informacdo Quantica (Apéndice 2), Algoritmo de
Grover, Amplificagdo de Amplitude e a Transformada Quantica de Fourier
(Apéndice 3). A insercdo desses Apéndices no referido trabalho tem como
objetivo facilitar a leitura do mesmo, fornecendo uma fonte de consulta

auxiliar aos que vierem a se interessar pelo tema.
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APENDICE 1

ALGEBRA LINEAR

I.1. Numeros Complexos

O conjunto € ={a;a =x+iy,x,y €R,i’ =—1} ¢é denominado conjunto dos ntimeros

complexos. O médulo de & =x+iy, ||, é definido por || :\/m. Se p<[0,27), entdo
aeC pode ser escrito na forma o =|a|e” =|a|(cosp+senp). O nimero complexo a”,
chamado conjugado de o € C, é definido por o = x—iy =e ™. Observe que:

(i) |05|2 =aa’ ,VaeC;

(i) |a+ﬂ|£|a|+|ﬂ|,‘v’a,ﬂe(€.

1.2. Espacos de Hilbert de Dimensao Finita (Sistemas Quanticos)

O conceito de espaco de Hilbert é extremamente importante em Computacdo Quantica
e Informagdo quéntica. Isto deve-se ao fato de que o estado de um sistema quantico é descrito
por um vetor ou um operador densidade em um espaco de Hilbert. Um espaco de Hilbert N-

dimensional é um espaco vetorial H, complexo de dimensdo N, com produto interno. Um

vetor |¢,//> € 'H é chamado vetor de estado, e H , 0 espago de estado. Para representar um vetor
de estado, |z//> € H, a notacdo padrdo utilizada em mecénica quantica, é a notacdo de Dirac:

um vetor linha é denotado por (| (bra de ), e um vetor coluna, por |y) (ket de ). Sendo

B uma base de H, um estado quantico, que é uma superposicdo de todos os estados dessa

base, € representado por um vetor de norma 1, em 7. De acordo com a definicdo de espacgo

de Hilbert, H=C",com N=2"e neN. Se B={|O>,|1>,|2>,...,|N—1>},entéo,

v)=Sali 0
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N-1
onde ||> eB, aeCe Z|oci|2 =1. Dado um vetor coluna |y/> 0 vetor linha correspondente
i=0

de |w), € o vetor (|, dado por (| :(|://>)T. Assim,

<W|:Za{“<i|, (1.2)
onde a; é o conjugado complexo de «; e <i|=(|i>)T.

1.2.1. Produto Interno

O produto interno em CV,

(s|-):C¥ xCY > C

(Jva).lwa)) o (wiva). (1.3)

é uma aplicacdo de C"xCM em C, que transforma o par de vetores (|1//1>,|1//2>) eCNxC"
(dois vetores de dimensdo N) em um nimero complexo <://1|1//2> , chamado produto interno de

lw,) e |w,). E este produto interno que torna C" um espago de Hilbert de dimenséo N. Se

N-1 N-1

lwi) =D i) e |y,) =D B]i) sdo vetores em C", entdo, o produto interno de |y) e |w,)

i=0 i=0

¢ obtido assim

N-1

<W1|W2>:Zai*ﬁi :<‘//2|l//1>*- (1.4)

i=0

Voltando as equagdes (I.1) e (1.2), os vetores |y) e (/| podem ser escritos na base

B= {|O>|l>|2> ..... IN —1>}, podem ainda ser escritos, respectivamente, como
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% a,
« a

|V/>= El e(|l//>)T= E1 =(a§ a 06:,_1)=<l//|, (1.5)
O AN

onde ¢ =(ily), i=0,12,..,N-1.
Cada um dos vetores na base B :{|0>,|1>,|2> ..... IN —1)} pode ser escrito como uma

sequiéncia binéria de n=log,(N) bits, assim: |000...0),/000...1),/000...10),...,[111...1).
%/_/

n

Entdo, os vetores acima correspondem aos vetores colunas:

1 0

1000..0)=| ° |V 2"51000..2) =| T |;..q111..2)=| ° |. (16)
| — . . .
"o 0 1

A norma de um vetor |y') e C" é definida por H|!//>H = J(w|y) . Se o vetor de estado é
unitario, entéo [|y)|=1 (condicdo de normalizag4o). Para os vetores |y, ),|y,) e C", vale a
desigualdade triangular |c|w,)+ B|v, )| <|e|w )| +|B|w.)|. @ BeC.

1.2.2. Produto Externo

O produto externo em C",

CVxCc -»c™
(|W1>’|W2>)'_>|V/1><W2|’

DIS

(1.7)

é uma aplicacdo que transforma um par de vetores de C" (dimensdo N) em uma matriz

NxN, denotada por |w,){w,| (produto externo de |w,) e |w,)). Usando-se
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B={]0).[1),|2),...|N-1)} como uma base de C", o produto externo |y, )(w,| € obtido da

seguinte maneira |y, ) (w, | = (Nzlai ||>j[NzlﬂJ (j |J , OU seja,

i=0 j=

N-1

ARSI (1.8)

i,j=0

onde a;,f5; €C, |i)(j| é uma matriz NxN, com os elementos da i-ésima linha e j-ésima

coluna iguais 1, e os demais elementos iguais a 0.

Se |w),|w1).|w,) e C", entdo, o produto externo tem as seguintes propriedades:
) (wlw)=lw)wl;
() )l )) =lw) vl +w)(v.|;

i) (Jw)lwal) () (W) =lw)(w |, pois, (wafys)=1.

1.3. Medidas

Dados os estados |y),|¢) € C", de acordo com a mecanica quantica, a probabilidade

de se obter o resultado “|1//> ” quando o estado observado € “|¢> ”, ¢ dada por

Pusse =W 1) =(w|9)(dlw) . (1.9)

Verifica-se que:
() oslyle) <t;
(i)  Se (y|p)=0,entdo |y) e |¢) sdo ortogonais;
(iii)  Se (y|¢)=1, entdo |y) e |#) sdo idénticos a menos de um fator de fase geral.

Embora, matematicamente presente, tal diferenca de fase nunca pode ser observada na

realidade, e assim, ele ndo tem relevancia fisica.

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 133



Ferramentas Algébricas para o Estudo do Entrelagamento Quantico

1.4. Construcéo do Produto Tensorial

Dados dois espacos de Hilbert, usando a operagdo “® ”, que serd chamada de produto

tensorial, é possivel construir um terceiro espago de Hilbert, que € o produto tensorial entre os
mesmos. Isto significa que, se os espagos considerados sdo C" e C", entdo eles podem ser

combinados para formar um novo espaco, representado por C"™ =C" ® C", e chamado

produto tensorial dos espagos C e CY. Sejam B ={0),[1),[2),...[N-1)} e
62:{|0>,|1>,|2>,...,|M—1)} bases de CM e CM, respectivamente. Assim, o conjunto

B ®B,={i)®|]);0<i<N-le0< j<M-1} éumabasede C"" =C" ®C",

1.4.1. Produto Tensorial
O estado produto tensorial,

®:C"xC" > Cc"ecC"

(v |w2)) = [w) ®lws), (1.10)

dos estados |y,)eC" e |w,)eC", é uma aplicacio de C"xC" em C"®C", que

transforma (|z//1>,|w2>)e(CNx(CM em |y,)®|y,)eC"®C" (produto tensorial). Se

v)=Yali e lv.)-

seja,

M-1

j=0

Bili), entéo |w1>®|wz>=|w1,w2>=(N21ai|i>][M_:ﬁj|j>j, ou

i=0 j

) ®lw, )= D, aBij)eC™ =C"eC". (1.11)
ich,, jeb,

1.4.1.1. Conjugado Transposto do Produto Tensorial

O conjugado transposto do produto tensorial |y,)®|y,)e C" ® CM ¢ obtido da

seguinte maneira:
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(jv)®w)) = (.| ®(w]. (112)

Se B,={0),|1),|2),...[N-D)} e B,={0),]1),|2),...|M —1)}, entdo o produto tensorial, na

B,
" 5 %:,31
e ﬁf | afy. | (1.13)
) \Bus) | PP

ay1Pua

SelJu)]|=lv2)] =1 entéo [l @) -1
O produto tensorial tem as seguintes propriedades:

() |‘//1>®|‘//2>¢|l//2>®|‘//1> (|l//11‘//2>€<cNM € |‘//2"//1>ECMN);

(@) [p)®(w) ®lys)) =((wa) ®lwo)) ®lws) . [wa) | wo) lws) € €
(i) |p)®(a|w,)+Blws)) =|vi) ®aly,)+|w,)® Blw,) = alw,v, )+ Blw,v;) , para
|l//1>e(CN, |l//2>,|1//3>e<CM ea feC.

1.4.2. Produto Tensorial entre Matrizes

O produto tensorial definido acima pode ser estendido para matrizes. Para isto,
considere as matrizes AecC™ e BeC"™, de ordens mxn e px(, respectivamente (m, n,p e

q sdo poténcias de 2). O produto tensorial entre as matrizes A e B é a matriz

A®B e C™" ™ definida por

AB AB - AB
A®B-= AZ}B A{ZB A{”B , (1.14)
AuB  A,B o ALB
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onde A; é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de A. Os elementos da matriz AQ B

sdo dados por

(A®B)_=AB,, (1.15)

onde r=(i—1)p+k e s=(j—1)g+I,com1<i<m,1<j<n,1<k<pel<l<q [55].

1.5. Matrizes Unitarias

Considere u(n):{U eC"X”;UUT:I}. Este conjunto de operadores lineares

preservando norma em C" é um grupo de matrizes U € C™ complexas, chamadas matrizes

unitarias. O conjugado Hermitiano ou transposto conjugado de U , indicado por U', é

definido por

Ul =U; (1.16)

jir

1<i,j<n e | éamatriz identidade de ordem n.

Seja |y)eC", |y)= Za i), |i){]0).]1),...|n-1)} . Como U eC™ & um operador

linear, tem-se
u|w>=u(iai|i>j=iaiu|i>. (1.17)

Assim, se s&o conhecidos os valores de U nos estados da base |i) e {|O>|1>| n—l)} , entdo

os valores de U sobre todos os estados quanticos em C" sdo também conhecidos.

Toda matriz U e 4 (n) pode ser escrita como uma soma de produtos externos.
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De fato, sendo |w>:§ai|i>, com [i)e{|0),[1),.../n-D)} e (ily)=c;, tem-se,

5001 )= 30l e ) =), ou s

2=t (1.18)

Agora, como U =1,Ul,, tem-se que

U :_"_Z_Ou”|i><j|, (1.19)
onde U, =(i|U]j).

Da linearidade de U , segue que:

)= Syl Sa)- Sav, 0 (120)

i,j=0 I,x=0

As matrizes unitarias preservam produto interno (portanto, preserva norma). De fato,

definindo |y,)=U|w) e |¢)=U|g), com |y),|#)eC" e U eC™", tem-se

(Wl d) =i VU |d) = (w[1]4) = (v|g)- (1.21)

Isto significa que U é unitéria se, e somente se, os vetores linhas de U formarem uma base
ortonormal de C" (de modo analogo para as colunas de U ). De fato, a entrada na i-ésima
linha e j-ésima coluna de UU" é o produto escalar do i-ésimo vetor linha de U com o j-ésimo
vetor coluna de U”*. No entanto, a menos da notagdo, o j-ésimo vetor coluna de U" é o j-

ésimo vetor linha de U . Assim, se {|y,).|v,)....|w,)} sd0 vetores linhas de U, entdo o

produto UU" pode ser expresso por
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<‘//1|l//1> <l//1|l//2> <lr//1|l//n>
UL — <l//2:|w1> <l//2!v/2> <l//2!wn> | (1.22)
Walvn) (walws) - (walv.)
Portanto,
o [lmr i)
UU =1l < o (1.23)
<l//i‘l//j>=0, sei+# |

ou seja, UU" =1, se e somente se, {|y;,),|w,),....|w,)} éuma base ortonormal C".

O conjunto das matrizes unitarias de ordem nxn é um subconjunto do conjunto das
matrizes quadradas de mesma ordem nxn. Devido a importancia destas para a mecanica
qguantica, o produto tensorial de matrizes unitarias é, em particular, destacado aqui.

n-1
Especificamente, sejam U e2/(n) e W e{/(n) matrizes definidas por U =Y U;]i)(j| e

i,j=0

W= 5 W k)], com i) ) {10} 1) .| 1)} € [K)1) {0). ... -1}

k,1=0

Entdo, para o produto tensorial

® : (Cnxn X (mem RN (Cnmxnm — CI"IXH ® (CIT]XITI

i,j=0

=~

.24
(UW)-UewW (129
tem-se
n-1 m-1
UBW => > UW,]|i,k)(jIeC™™. (1.25)
i =0

Esta matriz, como foi visto acima, atua no espago C"™™ =C™ @ C™" gerado pelos estados

da base {|0),|1),...,n—-1)} ®{|0),|1),....[m—1)}. Para os estados |y) e C" e |¢) e C", tem-se

(UW)(lw).|4))=U|w)®U|g)eC™. (1.26)
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Supondo A ={[1),|2),...|n)} e B={]1),|2),...|m)}, o produto tensorial de duas matrizes

unitarias é descrito por

U11W U12W o Uan U11W11 U11W12 e Ulnwlm
U W — U21W ' : _ Uzl}Nzl Uln\:N2m (|27)
Unlw UnnW Unlwml UnnWmm

Observe que:

() USW=W®RU,UW el(n);

(i)  U,®(U,®U,)=(U,®U,)eU,, U, U, U, eU(n);

(i) U, U, eU(n) e W,W, eU(n) = (U, ®W,)(U, ®W, ) =U,U, SWW, ;
(iv) UU'=1eWw'=1=U®W éunitariae (U®W) =U"@W".

De fato, por (jii), (U ®W )(U®W) =(U @W)(U'@W')=UU'@WW' =1®1 =14,

1.6. Decomposicao Autovalor/Autovetor

Seja U eU(n), em que |w,),|W,)...|W,) € A4y, 4, € C sdo, respectivamente, os
seus autovetores e autovalores. Entdo, o operador U pode ser expresso da seguinte forma

n-1

U :Zﬂ’||l/ji><l/li|’ (1.28)

i=0

em que |4|=1 e {ly;).|w,),...|w,)} € uma base ortonormal de C". Em particular, para a

matriz identidade | tem-se que 4 =1.

O conjugado transposto de U ¢ dado por:

n-1

ur=>x

i=0

Wi><‘/li|! (1.29)
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em que

//Li*

=1e {|y).|w,),m|w,)} € uma base ortonormal de C".

Quando U tem a forma (1.28) e W e L{(n) tem decomposi¢do em autovetores dada

m-1
por W = Z,uj ‘¢j><¢j ‘ entdo para o produto tensorial de U e W, tem-se
j=0

>

-1 m-1

U®W:_ Zﬂ’lﬂj‘l//i’¢j><l//i’¢j ‘ (1.30)

i=0 j=

Il
o

Observe que se {|1),]2),...|d)} é uma base ortonormal de H e se {|1),]2),...|k)} &

uma base ortonormal de um subespago W de H, entdo um projetor P sobre W é definido

por
k - -
P=>[i)il. (1.31)
i=1
Um projetor P em 7 é um operador que satisfaz P> =P .
Um projetor P em 7 é um projetor ortogonal que satisfaz P'=P, isto é, P ¢
Hermitiano.
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APENDICE 2

FUNDAMENTOS DE INFORMACAO QUANTICA

I1.1. Fundamentos Basicos: Bits Quanticos

Em computacdo classica, o conceito fundamental é o bit, ou seja, o bit € a menor
porcdo de informacdo disponivel, assumindo apenas dois valores, 0 e 1, por exemplo [1]. A
versdo quantica do bit classico é o bit quantico, chamado de qubit. Sendo assim, o bit é

substtituido pelo qubit e, os valores 0 e 1 de um bit, sdo substituidos, respectivamente, pelos
1 0
vetores |0) e |1) :|0>:(OJ e |1>=[1j.

Um qubit genérico |y) é uma combinagdo linear dos vetores |0) e |1), ou seja,

) =a|0)+Bl1), (11.)

com ¢, e C. Usando a notagdo de vetores, tem-se:

M:[Z]. (11.2)

No Apéndice | foi visto que os vetores |0) e [1) formam uma base ortonormal do espago
vetorial complexo C?, chamada base computacional. Neste caso, o vetor (estado) |z//> é
denominado superposicao dos vetores |0) e |1), com amplitudes « e . O sentido fisico do
qubit é que ele esta simultaneamente nos estados |0) e |1), e isso faz com que a quantidade

de informagdo armazenada no estado |z//> seja infinita, informacdo esta que se encontra no

nivel quantico. Para ter acesso a essa informacgdo no nivel classico, é preciso fazer uma

medicdo. E, assim, feita a medicdo, define-se de forma irreversivel o valor do qubit, obtendo-
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se |0) com probabilidade |a|2 e [1), com probabilidade |ﬂ|2. Como s6 existem duas
possibilidades, [0) ou [1), tem-se || +|A =1, ou seja, lw)|=1, e isto significa que,
matematicamente, um qubit é um vetor de norma 1, em C?. Fisicamente, o sistema se

comporta como se estivesse em sobreposi¢do até que uma observacao seja efetuada. Nesta

situacdo, a informagdo colapsa definitivamente para um dos dois estados, |0) ou |1}, de

forma que ndo é possivel descobrir para um qubit arbitrario, os valores de « ou /. Isto
significa, que apesar desse comportamento, usando medigdes sO € possivel extrair do qubit
apenas um dos estados da superposicao.

Como foi visto acima, a unidade de informagdo quantica, se comporta

matematicamente como um vetor unitario. Os valores « e S sdo as projeces da

representacdo desse vetor sobre 0s eixos ortogonais, e definem as amplitudes para |O> e |1> ,

respectivamente (Figura 7.1). Veja, por exemplo, o estado |+>=i2(|0>+|1>), uma

2

- . . 1
superposicado particularmente interessante, em que a = f=—=

> (Figura 7.1).

V2

Figura 7.1. Representacdo geométrica de um qubit.

Em R®, a Esfera de Bloch (esfera unitaria), é a representacio geométrica de 1 qubit.

Na Figura 7.2, a projecdo da representacdo do vetor |1//> forma um angulo 8, 0<@ <z, com
0 eiXo z, e a sua projecdo sobre o plano xy forma um angulo ¢, 0<@ <27, com 0 €ixo X.

Passando a unidade de informagéo quantica |y)=«|0)+ B|1), de coordenadas cartesianas

para coordenadas polares e considerando-se e =a+ib e fg=c+id, tem-se a:|a|e‘7 e
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B =|ple"?, com 0<|a|<1 e 0<|p|<1. Tomando |a|=2arccos(8) e |f|=2arcsen(8),

obtém-se cos(g):w e sen[gj:w. Se p=arg(B)—arg(a), com y =arg(«), entdo:

ly)=¢e" [cos[gjw)+e“”sen(§j|1>). (11.3)

Como |e”| =1, |w) pode ser escrito na forma

|://>:cos(§j|0>+e“”sen(§j|1>. (11.4)

Assim, a representacao polar de |z//> em RR®, é dada por:

x| (cos(¢)sen(8)
y |=| sen(¢)sen(9) |, (11.5)
z cos(6)

onde 0<@<r7 e 0<p<2r.E, portanto, os vetores da base computacional de C?, na Esfera

de Bloch, séo escritos como

0 0
0)=|0|e)=|0 |, (11.6)
1 -1

em que |0) é o pdlo Norte da Esfera de Bloch, e |1), o pélo Sul.
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Figura 7.2. Esfera de Bloch do qubit |l//> .

O conceito de informacdo quantica pode ser ampliado para varios qubits, gerando
assim uma superposicao de estados com mais de 1 qubit. As operacdes sdo feitas através do

produto tensorial entre os qubits envolvidos no calculo. Assim, para 2 estados

)= |0)+ B [1) e |w,) =a,|0)+ B,|1), da Secéo 6.4 segue que

|4) = a2, |00) + @, 3, |01) + B, [10) + 3, [12). (11.7)

Note-se que os valores das componentes de |¢> ddo as amplitudes para todos os estados
possiveis de 2 qubits, de forma que |00) pode ser obtido com probabilidade |a1a2|2, 101) com

probabilidade |o,f3,

|2

, |10) com probabilidade |,Bla2|2, e [11) com probabilidade |3,5,

|2

Agora, generalizando esse conceito para um estado |¢> de n qubits, tem-se:

) = ,|0...00) + 4 |0..00) +...+ a,,_|1...11), (11.8)

2"-1
onde Z‘“J“Z =1. Ou seja, para cada j, 0<j<2"-1, ‘aj‘z é a probabilidade de se
=0

encontrar cada um dos estados da superposicao |¢) no estado | j) .
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Independente da notagdo, o que é importante é deixar clara a idéia do paralelismo
intrinseco definido pela superposi¢do dos estados quénticos. Isso implica que, sob o ponto de
vista de implementacdo, um registrador quantico de tamanho n permite armazenar um total de
2" diferentes estados. E neste ponto que reside a diferenca, quando comparado com o modelo
classico. Entretanto, ap6s uma medicdo, todo o estado colapsa de maneira irreversivel para
apenas um determinado valor, passando a operar classicamente. Isto reforga a idéia de que
operacdes destrutivas como esta devem ser feitas somente em certos momentos nos
algoritmos, a fim de permitir que somente certos estados possam ser encontrados com a maior

probabilidade possivel.

I1.2. Portas Quanticas

Uma porta l6gica quéntica é representada por uma matriz unitéria. As portas quanticas
mais comuns operam sobre 1 ou 2 qubits. Sendo assim, podem ser representadas por matrizes
2x2 e 4x4, respectivamente. Uma porta que atua em n qubits é representada por uma matriz
unitaria 2" x2". O nimero de qubits na entrada da porta é igual ao nimero de qubits na saida.
A acdo de uma porta é determinada multiplicando-se a matriz que representa essa porta pelo
vetor que representa o estado.

Os qubits podem ser manipulados atravées das portas quanticas, ou seja, a evolucao no
tempo de um sistema quéntico isolado é feita por portas quanticas. Estas, assim como as suas
analogas classicas, constituem as unidades fundamentais para a construgdo de circuitos. Ao
contréario de algumas portas classicas, as portas quanticas, além de unitarias, sdo reversiveis.

Isto significa que, se U é uma porta quantica, entdo

U'u=uuU’ =1, (11.9)

onde U* :(U*)T (ver Segdo 1.5).
Assim, uma vez que as portas definem a evolucdo do sistema, todo o processamento

executado pode ser desfeito. Por exemplo, sejam U uma porta unitaria e |z//> um estado,
ambos com dimensbGes compativeis. Aplicando a porta U em |¢//> obtém-se o estado
lw,)=U|w). Agora, para obter o estado |y/), a partir de |y, ), aplica-se a porta quantica U™,

pois,
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U'ly) =UU|yw)=1y)=|y). (11.10)

Isto significa que, sem operacdes de medicdo, a aplicacdo da porta U ndo causa perda de
informacdo. Fisicamente, isto significa que o sistema perde menos energia, se aguece menos
ou, em outras palavras, pode ficar mais econdmico.

Dentre as portas elementares de 1 qubit, podem ser citadas:

1. Porta Identidade (| ou o)

E uma porta que atua nos estados |0) e [1): 1|0)=|0) e 1]|1)=|1). Assim,

| (a]0)+b|1)) =a|0)+b]1), (1.11)

1 0
com | = .
o)

2. Porta inversora de bit ( X ou o) ou Porta NOT Quantica

Esta porta é dada por um operador X que satisfaz X |0)=|1) e X |1)=|0). Assim,

X (a|0)+b[1))=b|0)+al1) (1.12)

0 1
e X= .
o

3. Porta Y ou o,

0 i
A matriz associada a porta Y € dada por Y = (i j e

Y (a]0)+b|1))=i(a|0)—b]1)). (11.13)

4. Porta inversora de fase ( Z ou o)
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10
A matriz associada a porta Z ¢é dada por Z = (O J, e

Z(a|0)+b|1))=a|0)—b1). (11.14)

As portas I, X, Y e Z s&o também conhecidas como “matrizes de Pauli”. As
portas X, Y e Z definem as rotagdes de 1 qubit na Esfera de Bloch, respectivamente, nos eixos
X,y e z. Além disso, as quatro portas acima formam uma base para o conjunto das matrizes de
dimensdo 2x2, jaque toda matriz U pode ser descrita como

3
U=>co, (11.15)
k=0

onde k=0,1,2,3.

A seguir, outras portas de 1 qubit de grande importancia em Computagdo Quantica.
5. Porta Hadamard ou Porta H

11
Esta porta definida pelo operador H =%(1 J, gera igual superposicdo entre 0s

qubits, ou seja,

1
H[0) =—=(]0)+[1)) =),
\f (11.16)
H|L)=—(|0)-|1))=|-).
H=5(9-1)=)
6. Porta Fase ou Porta S
. - 10
E uma porta definida pelo operador S :£O ij’ sendo
S(a|0)+b|1))=a|0)+ib|1). (1.17)
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T
7. Porta é ouPorta T

. 1 0
E uma porta definida pelo operador T = [0 e‘”/“]’ de modo que

T (a]0)+b[1))=a|0)+e'"*b|1). (11.18)

Outras portas podem ser obtidas a partir destas portas. Por exemplo, H =(X +Z)/J§ ,

S=T? e XYX=-Y, de maneira que a quantidade de portas necessarias a computacdo de
circuitos universais pode ser reduzida.

Portas de mais de 1 qubit podem ser arbitrariamente criadas, desde que respeitem a
hermiticidade e a reversibilidade. Contudo, enquanto a simples utilizagdo do produto tensorial
de portas de 1 qubit possa gerar circuitos de dimensdes superiores, 0 que € normalmente
interessante é a utilizacdo de portas ndo decomponiveis. Essas portas possuem uma
importancia fundamental porque sdo responsaveis por gerar entrelagamento entre o0s estados
quanticos, propriedade fundamental aos algoritmos quanticos. Em particular, um conjunto

universal minimo utiliza a chamada porta CNOT ou de inversdo controlada

1000
Ucyor = 0100 (11.19)
NrTo 00 1) '
0010
que pode ser obtida da seguinte maneira
CNOT i, j) =|i,i®j), (11.20)

onde ¢ é aadigdo modulo 2.
A representacdo cléssica desta porta envolve dois qubits: um controle e um alvo. Estes

dois qubits trabalham da seguinte forma: a operagdo NOT é realizada sobre o segundo qubit
(alvo), isto &, o qubit alvo é invertido quando o valor do primeiro qubit (controle) for |1), caso

contrario, ele permanece inalterado. Esquematicamente, tem-se:
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|2) |2)
|b) |a®b)

Figura 7.3. Circuito para a porta CNOT Quéntica

De maneira geral, as portas controladas atuam sobre 2 ou mais qubits, onde um ou

mais qubits atuam como um controle para a mesma opera¢dao. Se U € uma porta que atua

Ay Ay

sobre um qubit, U :(
Gy

J , entdo a porta controlada C(U) é uma porta que atua sobre

dois qubits de modo que o qubit de controle é o primeiro. Ela mapeia os estados da base da
seguinte maneira:  |00) > |00), [01)+>[01), [10)+>|DU[0)=|1)( e |0)+x[1)) e

|12) > [U|1) =|1) (e, |0) + 2, | 1)) . A porta controlada C (U ) é representada pela matriz

1 0 0 0
0 1 0 0
C (U ) = . (11.22)
0 0 o, oy
0 0 o, a

E gracas a esta propriedade condicional, dependendo do valor do qubit de controle,
que se cria uma porta l6gica capaz de gerar estados ndo decomponiveis em produtos
tensoriais. O exemplo classico para a criacdo de um estado de Bell é indicado na Figura 7.4:

0) — H T
|Boo)
|0)

L

Figura 7.4. Circuito para gera¢do do estado de Bell

Note-se que a aplicagdo da porta H faz com que em 50% dos casos, a CNOT atue.

Assim, a saida é representada pelo estado |ﬁ00>=(|00>+|11>)/J§ que possui como

caracteristica o fato de ndo poder ser escrito como produto tensorial.
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Além disso, a porta CNOT é fundamental para a construgdo de muitas outras portas,
tais como a de permutacdo de qubits (SWAP) e, em particular a Toffoli (T), que pode ser

usada para simular circuitos classicos.

A porta SWAP é definida por SWAP [i, j) =|j,i), sendo sua representacéo matricial

dada por

SWAP = (11.22)

o O O -
o —» O O
o O+ O
O O O

Basicamente, a porta T corresponde a uma inversora duplamente controlada: ela

inverte um qubit alvo se os dois qubis de controle estiverem ativados. Assim,
Tli, j.k)=|i, j,k ®ij), (11.23)

onde i, j,k e {0,1} e @ é aadicdo modulo 2. Uma forma de construir a porta T é a partir de

portas universais de 1 qubit e CNOT’s quanticas.
Vale a pena mencionar que portas controladas podem efetuar qualquer operacéo (e ndo
apenas a inversao de qubits). Uma generalizacdo para portas multicontroladas foi proposta por

Deutsch e consiste na seguinte porta

icos(0)|a,b,c)+sin(8)|a,b,1-c),a=h=1

|a’b’C>HD(0):{|a,b,c>, azloub=1 (11.24)

Quando 6= % a porta de Deutsch reduz-se a porta Toffoli classica, mostrando que todas as

operacdes logicas podem ser realizadas sobre um computador quéantico universal.
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APENDICE 3

ALGORITMO DE GROVER E TRANSFORMADA QUANTICA DE
FOURIER

Nesta secdo, sera apresentada uma aplicacdo da amplificacdo de amplitude, mostrando

que, no caso em que a lista apresenta apenas uma entrada no estado ‘(//good > , a amplificacdo de

amplitude reduz-se ao algoritmo de busca de Grover.

I11.1. Algoritmo de Grover

Considere uma lista desordenada com N elementos, N =2", para algum neN, e

uma fungéo oraculo f, que pode reconhecer as entradas no estado ‘(//good > durante a busca. Se
a busca ¢ feitaem uma lista 0,1,2,...,N —1 e se existem G entradas na lista, inicializadas no

estado |OOO...O>, entdo elas podem ser achadas alterando-se esse estado para formar uma

N-1
superposi¢do uniforme |W>=i2|x> de todos os elementos da lista. Assim, a
\/ﬁ x=0
probabilidade de se encontrar os estados |y, ) € igual a frequéncia das entradas |y, ) na

o G . : L e
lista, isto é, o® = N Portanto, se @ <1, 0 niimero aproximado de iteracdes necessarias é:

o H s e

Realizando uma medida no estado Q*(|y/)), a probabilidade de a entrada ser o estado ‘l//good>
sera muito alta. Desde que cada iteracdo necessite de uma simples consulta ao oraculo, €
possivel encontrar a entrada no estado ‘(//good>, com O «/N consultas ao oraculo,

aproximadamente, obtendo assim, um ganho de velocidade quadratico em relacdo ao melhor

algoritmo cléssico.
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Observe que, se G =1, entdo a amplificacdo de amplitude reduz-se ao algoritmo de

Grover.

I11.2. Transformada Quantica de Fourier

A revisdo feita a seguir sobre Transformada Quantica de Fourier (TQF) segue o
tratamento da mesma, descrito em “Notes for the graduate course “Quantum Computation and
Quantum Information” (290A), Spring 2005. v1.”

Seja Z, 0 conjunto de todos os inteiros modulo N, denotando o espaco de estados.

Neste caso, os estados da base sdo os inteiros modulo N . Outras notagdes para Z,, : %Z

ou %N) ou%.

A Transformada Quantica de Fourier (TQF) sobre Z, € uma transformag&o unitaria

definida por

TQF(IX>)=LN > exp[z”ixyjlw, (11.2)

yeZy N

paratodo xeZ, . Pondo &= exp(%j , tem-se que

o« [N, d=0
;g _{o,d;&o' (111.3)

Assim, a matriz da Transformada Quantica de Fourier, é:

1 1 1 - 1
1 1 é: 52 é;N—l
== |1 &2 Lo 2N-2 1.4
1 ngl §2N—2 é:(N—l)(N—l)

ou
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UTQFzﬁ > EY )X (111.5)

X,YeZy

O conjugado Hermitiano de U . e C™™, é

(111.6)

Ly' =y

Oy %y’ tem-se que U, U =1, isto €, U, € unitaria.

Como (y’|y):{

111.2.1. Implementacao Eficiente de Urqr

Para programar U, eficientemente, € necessario mostrar que ela pode ser
implementada (aproximadamente) como um circuito quantico de tamanho o( poly (log N)).
Para N =2", U, pode ser implementada como segue.

Cada numero xeZ, € representado por n bits x,,Xx,...,X, , tais que, por exemplo,

n-1

y= Zijj . A Transformada de Fourier de x €Z, pode entdo ser escrita como o produto

j=0

tensorial de n qubits. Ou seja,
N-1
Usore (X)) = ®lz),, (11.7)

onde o indice em |b>j indica a posi¢do do j-ésimo qubit. Agora, como exp(27ri~xk 25)=1

para todos os inteiros s >0, veja que o qubit z; na j-ésima saida, € de fato:

|2), :%DO)J_ +exp(27zi (xozj‘” +x, 217" +...+xn_1_j2‘1))|1>j] (111.8)

e assim, depende somente dos n— j bits Xy, X, ...,X,, ; de entrada.

Universidade Federal do Ceard - Departamento de Engenharia de Teleinformatica 153



Ferramentas Algébricas para o Estudo do Entrelagamento Quantico

Para descrever o circuito quantico que implementa a Transformada Quantica de

Fourier, define-se as seguintes rotacdes de fase de um qubit simples,

1 0
R :(O exp(Zni/Z“)J’ (I1L.9)

e a rotagdo de dois qubits, R, controlada, com C(Rr)|a,b>Hexp(zﬂia%r)h,b), para

a,be{0,1}, tal que

1 0 0 0
0 1 0 0

C(R)= . (1.10)
0 0 1 0
0 0 0 exp(z%,)

O circuito a seguir (de tamanho O(nz)) usa essas portas combinadas com n portas Hadamard

para implementar a Transformada Quantica de Fourier sobre Z_, .

|xo) |2i—1)
) S I ——

|-rn -3 >

R E-© - —E-Fy - ——————
|»‘7u—l>9>—®'— @@ |20)

Figura 7.5. Circuito para Transformada Quéntica de Fourier.
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Em resumo, tem-se um eficiente (tamanho O(nz)) esquema de implementacdo da

Transformada Quantica de Fourier sobre o grupo Z . Note que a ordem dos n qubits de

saida z,,z,,...,z, , € reversivel em compara¢do com a ordem dos bits de entrada x;, X,,..., X, ;.
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