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Resumo

Neste trabalho, estudamos o modelo de percolagao em redes com ligagoes direcionadas
preenchidas aleatoriamente em um estado intermedidrio entre o modelo de percolacao
padrao e o modelo de percolacao direcionada. Em especifico, estudamos o caso isotrépico,
no qual as ligagoes direcionadas sao conectadas em um sentido ou em sentido oposto com
a mesma probabilidade. Noés derivamos resultados exatos para a probabilidade critica de
percolacao isotropicamente direcionada para a rede honeycomb e a rede triangular que
seguem a condicao critica py + p1/2 = p., onde p. é fragao critica de percolagao cléssica
para as respectivas redes, p; é a probabilidade de ter uma ligacao direcionada e py é a
probabilidade de ter uma ligacao nao direcionada em que essas redes chamamos de redes de
ligacoes mistas. Nos identificamos os expoentes criticos universais de agregados fortemente
conectados, incluindo a dimensao fractal, para redes planares e cibicas. Estes expoentes
criticos sao diferentes da percolagao classica e da percolacao direcionada. Em outras
perspectiva, partindo de redes quadradas de ligagoes mistas, estudamos o problema de
caminhos 6timos e a fratura de caminhos 6timos. Encontramos que os expoentes criticos
de caminhos étimos sao os mesmos de redes com ligagoes nao direcionadas. No entanto,
os expoentes da fratura de caminhos 6timos sao diferentes para as redes nao direcionadas
e redes de ligacoes mistas.

Palavras-chave: Percolacao. Redes Isotropicamente Direcionadas. Componentes Forte-
mente Conectados. Caminhos Otimos.



Abstract

We investigate percolation on a randomly directed lattice, an intermediate between stan-
dard percolation and directed percolation models, focusing on the isotropic case in which
bonds on opposite directions occur with the same probability. We derive exact results for
the percolation threshold on honeycomb and triangular lattices, and present a conjecture
for the value the percolation-threshold for in any lattice os given for ps +p; /2 = p., where
pe € standard critical percolation, p; is the probability of the lattice have a directed link
and py is the probability of the lattice have a undirected link that we call mixed-link
lattices. We also identify presumably universal critical exponents, including a fractal di-
mension, associated with the strongly-connected components both for planar and cubic
lattices. These critical exponents are different from those associated either with stan-
dard percolation or with directed percolation. In another perspective, begin mixed-link
square lattices, we study the optimal paths and optimal crack paths in the lattices with
directed links and undirected links and we found that optimal path critical exponents are
the same for both standard percolation and isotropically directed lattices. However, the
critical exponents from optimal path cracks are completely diferent in both lattice types
and energy landscape disordered.

Keywords: Percolation. Isotropically Directed Lattice. Strongly Connected Compo-
nents. Optimal Paths.
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1 Introducao

A teoria de percolacao é uma das técnicas mais utilizadas na Fisica Estatistica e
possui muitas aplicagoes que sao estendidas em teoria de redes complexas [2, 3]. A teoria
pode ser usada para determinar transicoes de fases de agregados de sitios percolantes em
sistemas fisicos de trafego de veiculos [4, 5, 6], propagagao de tendéncias sociais [7], ataque
de redes de internet [8, 9], deteccao de padroes climéticos [10, 11, 12, 13] e espalhamento
de doengas [14].

A percolagao pode ser estudada através do agregamento de sitios, de ligacoes ou
ambos. O agregamento de sitios (uma representagao grosseira de particulas) tem uma
aplicabilidade grande em vérias dreas da Fisica [2, 15, 16]. Tratando-se do agregamento
de ligacoes, o trabalho pioneiro de Broadbent e Hammersley [17] criou a teoria de per-
colacao de ligagoes. Quanto a classe de universalidade, a percolacao de ligagoes pode ser
classificada em trés tipos: percolacao classica, percolacao direcionada e o caso transitério
entre os dois regimes - a percolacao de ligacoes com direcoes aleatérias. A percolagao
de ligagoes direcionadas com sentidos aleatérios em regime transitério foi estudada por

Redner em trés trabalhos [18, 19, 20] no modelo de resistor-diodo-isolantes.

Quando um conjunto de ligacoes e sitios esta conectado formando um agregado, este
pode ser classificado em trés tipos: o tipo in-component, o out-component e o agregado
fortemente conectado SCC [21, 22]. Para compreender a diferenca entre eles, escolha um
sitio u qualquer em uma rede G: o agregado out-component é formado pelo conjunto
de sitios ligados que podem ser acessados partindo de u, o agregado in-component é
formado pelo conjunto de sitios que podem acessar o sitio genérico u. A intersecao entre os
agregados in-component e out-component é denominado de agregado de sitios fortemente

conectados - strongly connected components - SCC.

Uma rede isotropicamente direcionada é composta por um conjunto de sitios em que
cada ligacao direcionada inserida tem a mesma probabilidade de se conectar com um

sentido contrario. Este caso de percolacao pode ser importante para a compreensao de
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varios sistemas fisicos. Por exemplo, compreender interagoes nao simétricas em redes
direcionadas aleatoriamente [23], compreensao do conceito de controlabilidade [24] e ob-

servabilidade [25], identificando ruas criticas em redes de trafego em cidades [6].

Este trabalho tem o objetivo de entender o comportamento de agregados fortemente
conectados em redes planares e cubicas através da teoria de percolacao e determinar os
expoentes criticos e a dimensao fractal. O SCC em redes isotropicamente direcionadas
- quando uma ligagao em um sentido tem a mesma probabilidade de ser conectado no
sentido contrario - exibe um novo conjunto de expoentes criticos e de dimensao fractal
que nao estao na classe universalidade de percolacao de ligacoes classica ou na percolacao
direcionada, embora a fracao de ligagoes critica p. seja a mesma da percolacao classica de
ligacoes. Uma rede quadrada que contém uma probabilidade de ter ligacoes direcionadas
p1, ligacoes nao direcionadas p, e de nao ter ligagoes py apresentam os mesmos expoen-
tes criticos quando obedecem a reta critica py + p1/2 = p., onde p. = 1/2 é a fracao
critica de ocupagao da rede quadrada. As redes que permitem as fracoes (po,p1,p2) serao

denominadas de redes de ligagoes mistas (RLM).

Outras propriedades que foram estudadas em redes de ligacoes mistas foram os cami-
nhos 6timos e a fratura de caminhos 6timos. Para isso, valores de energia (pesos) foram
gerados obedecendo uma distribuicao de lei de poténcia em regime de desordem forte e
fraca ajustados por um parametro § como realizado em Andrade et al [1, 26, 27] e inseri-
dos em cada ligagao das redes isotropicamente direcionadas. Simulagoes foram realizadas
e os caminhos 6timos e as fraturas de caminhos 6timos (OPC) foram determinadas. O
OPC foi desenvolvido por Andrade et al [1] e consiste em um modelo iterativo de fratu-
ras de Caminhos Otimos onde sitios ou ligacoes sao removidos até que nenhum caminho

atravesse a rede.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: os conceitos elementares de redes sao
descritas no Capitulo 2, a teoria de percolagao em redes isotropicamente direcionadas é
apresentada no Capitulo 3, as propriedades de caminhos 6timos e de fraturas de cami-
nhos 6timos no regime de desordem forte e desordem fraca de pesos sao apresentados no

Capitulo 4, e as conclusoes e perspectivas sao apresentadas no Capitulo 5.
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2 Teoria de Redes

Aqui sao apresentados os conceitos fundamentais para a compreensao das propriedades

de redes regulares de ligagoes e sitios.

2.1 Matematica de Redes

Uma rede, ou um grafo, é uma colecao de sitios e de ligagoes, também chamados de

vértices e links, e de atores e de vinculos em Sociologia [16].

Neste trabalho, a notacao utilizada para o nimero de sitios de uma rede é n e o
numero de ligacoes é m. Uma rede pode conter mais de uma ligagao para o mesmo par de
sitios, sendo esta situacao denominada de multiedge e quando ha uma ligacao no mesmo

sitio, essa configuragao é denominado de self-edges ou self-loop.

Redes que nao contém multiedges ou self-loops sao denominadas como redes simples,

veja a Figura 1. No caso contrario, a rede é definida por um multi-grafos.

Aresta

Vértice
Figura 1: Exemplo de uma rede simples com ligacoes nao direcionada.
Um tipo de rede simples é denominado de rede em grade — lattice network, neste
tipo de rede, os sitios estao localizados em pontos no plano e as ligagoes se limitam aos

primeiros vizinhos. Neste trabalho, redes em grades serao utilizadas na realizagao dos

experimentos numéricos com fracoes de ligagoes direcionadas.
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2.1.1 Matriz de Adjacéncia

A matriz de adjacéncia é uma forma de representar matematicamente qualquer tipo

de rede.

Considere uma rede G nao direcionada com n sitios definida com nimeros inteiros de
(1,--- ,n) valores, a atribuigao de nome é exclusiva a cada sitio, e uma colegao de ligagoes
(,7) entre os sitios i e j. Por exemplo, a Figura 1 apresenta uma rede de 6 sitios e 12
ligagoes. A lista de ligagoes é (1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,4),(4,2),(3,5),(5,3) ,(3,6) e (6,3).

A matriz de adjacéncia A de uma rede G é descrita pela equacao,

1, se d(2,7) : Aij
Ay = (,5) : A (2.1)

0, caso contrério
onde 7 e j sao os sitios de G. Os pesos de uma rede podem ser representados pela matriz
de pesos e dada por,
w;j, se 3 (4,7): Wy,
Wij = (2.2)

0, caso contrario

Por exemplo, a matriz de adjacéncia da Figura 1 é definida pela matriz de pesos

unitarios,

—_ = = O = =

o O O = = O
o O = = O
o O O = = O
o O O = O O
o O O = O O

Observe que os elementos da diagonal de A sao zeros e que nao ha valores maiores que
1, assim, configurando uma rede simples. Na rede nao direcionada, quando uma ligacao

(i,7) é criada, dois elementos na matriz de adjacéncia recebem valor um, A, ; = A;,; = 1.

2.1.2 Redes Direcionadas

Uma rede de ligagoes direcionadas contém apenas uma ligacao direcionada entre um
par de sitios (4, 7). Se entre dois sitios i e j existem duas ligagoes com sentidos contrarios,

entao é dito que entre os sitios i e j existe uma ligagao bi-direcionada (nao direcionada).
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A matriz de adjacéncia A de uma rede direcionada G é representado por,

1, sed (i—j): A

0, caso contrario

onde 7 e j sao os sitios de uma rede G.

Aresta

Vertice e
Figura 2: Exemplo de uma rede de ligagoes direcionadas.

Por exemplo, a matriz de adjacéncia de pesos unitarios da Figura 2 é definida por,

o O = O O o
o O O o o O
—~
[\)

Ot
~—

o o o O = O
_ O O O = =
o O o = O O
o O o = O O

Percebe-se uma diferenga entre as matrizes 2.3 e 2.5: a matriz de adjacéncia da
Figura 2 nao é simétrica, enquanto a matriz de adjacéncia da rede apresentada na figura

1 é simétrica.

2.1.3 Grau de um Sitio

O grau (degree) de um sitio é o nimero de ligagdes que se conectam a ele. Em uma

rede nao direcionada, o grau do sitio 7, denominado k;, ¢ definido por,

j=1
onde n é o nimero de sitios e A;; ¢ a matriz de adjacéncia da rede G,,.

Uma rede nao direcionada (undirected) contém entre dois sitios i e j duas terminagoes

em cada ligagdo. O ndmero de ligagdes (m) de G é definido pela soma dos graus dos i-



ésimos sitios k;, logo, o niimero de ligagoes é dado por,

2m = i ki,
i=1

e usando a equacao 2.6 em 2.7, é obtida a equacao,

1 n n
m=2 > Ay

i=1 j=1

O grau médio (c) de G é
1 n
= - kiv
c=- ;

e usando a definicao da equagao 2.7 , o Grau Médio é

C= —,
n
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(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Para uma rede direcionada G4, o grau de um sitio pode ser classificado em dois tipos:

grau de entrada k" e grau de saida k;?“t. O grau de entrada é a soma de todas as ligagoes

que convergem a um sitio ¢, enquanto o grau de saida é a soma de todas as ligagoes que

divergem de um sitio 7.

O grau de entrada de um sitio ¢ é
n
ki = E Ay
J=1
e o grau de saida de um sitio j ¢é

n
out §
i=1

O numero de ligagoes de G é

m=3 K=Y =YD A
i=1 j=1

i=1 j=1

O grau médio de G, é

n n
1 : 1
mn out
Cin = — E k@ = - E k@ = Cout,
n < n <
i=1 j=1

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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onde, por uma equacao mais simples, o grau médio de um sitio numa rede direcionada é

CcC =

m
= 2.15
j (215)
O grau médio de uma rede com ligagoes nao direcionadas (equagao 2.10) é o dobro do
grau médio de uma rede direcionada (equagao 2.15) devido ao preenchimento das duas
pontas do sitio (in e out) quando uma ligacdo é conectada na rede nao direcionada, pois,

a ligacao nao direcionada tem o mesmo significado de duas ligacoes de sentido contrario.

2.2 Caminhos e Distancias

Em Fisica, caminhos e distancias téem um papel importante em determinar as in-

teragoes e definir propriedades de sistemas fisicos.

Um caminho (path) é uma sequéncia de ligagoes que conectam dois sitios de uma rede
e a distancia de um caminho, denominado de comprimento de caminho (path length) é a

soma de todas os pesos do caminho dado por,

I=> w; (2.16)

path

onde w;; é o peso de uma ligacao (i, 7).

2.3 Agregado Fortemente Conectado

A presenca de ligagoes direcionadas com probabilidade p; em redes torna necessario
usar um conceito de agregado de sitios diferente da percolacao classica - o agregado forte-
mente conectado - Strongly Connected Component (SCC) [28]. O agregado é fortemente
conectado S, devido a presenca de ligagoes direcionadas, quaisquer dois sitios (u,v) con-

tidos em S possuem no minimo dois caminhos distintos entre u e v.

O maior SCC de uma rede ¢é definido como agregado gigante fortemente conectado -

Giant-Strongly Connected Component (GSCC) [22].

Existem dois conceitos de agregados de sitios conectantes em redes de ligacoes direcio-
nadas. O primeiro é conhecido como Weakly Connected Component (WCC) - agregado de
sitios fracamente conectados e Strongly Connected Component - agregado de sitios forte-
mente conectados. No primeiro tipo, um sitio do WCC é acessivel por um outro sitio que

esteja contido no WCC, entretanto, nem todos sao acessiveis a partir dele. Complementar
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Ligacao
T
Sitio /

Figura 3: Amostra de trés agregados de sitios fortemente conectados (SCC) que sao
{1,2,3,4}, {5} e {6}. Considere um sitio 4, por exemplo, o sitio 3 na rede de ligacoes
direcionadas ilustrada. O conjunto de sitios que podem alcancar 3 é definido como o
agregado in-component. O conjunto de sitios que sao acessiveis a partir do sitio 3 é
definido como o agregado out-component e a intersecao do conjunto in-component e out-
component ¢ denominado de agregado fortemente conectado do sitio 3. Com esta defini¢ao
é possivel repartir uma rede sem ambiguidade entre os agregados. No SCC {1,2,3,4}, o
caminho de 2 até 3 é composto pela ligacao (2,3) e o caminho de 3 até 2 é composto pelas
ligagoes (3,4) e (4,2).

Figura 4: Rede quadrada de tamanho L = 8 com condi¢ao de contorno periédica com o
conjunto GIN (azul + preto), GOUT (vermelho + preto) e GSCC(preto) que ¢ a interse¢ao
dos conjuntos GIN e GOUT.

ao SCC, um par de sitios que estejam contidos em um SCC sao acessiveis mutuamente

por pelo menos um caminho.

Observe que no caso de uma rede que contenha apenas ligacoes nao direcionadas, a
definicao de componente conectado da percolagao classica de ligacoes tem equivaléncia ao

agregado fortemente conectado.
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3 Percolacao em Redes de Ligacoes
Direcionadas

3.1 Percolacao Classica

A teoria da percolagao é um dos modelos mais simples que apresenta uma transicao
de fase. O modelo tem uma construgao simples e descrita a seguir. Considere uma rede
de n sitios e com uma capacidade de m ligacoes. Para cada par de sitios i e j, existe
uma probabilidade p de existir uma ligacao ndo direcionada (i,7). A partir do agregado
de ligagoes ou sitios formados, as propriedades desses agregados podem determinar como

ocorrem as transicoes de fases e definir as classes de universalidades desses sistemas.

A compreensao da teoria da percolacao facilita o entendimento de muitos outros sis-
temas fisicos que exibem transigoes de fase [2, 15, 29]. Sobretudo, o conceito de fractais
também estd relacionado com a teoria da percolacao e se apresenta em muitas partes
da natureza. O conhecimento sobre percolacao, fractais e scaling é importante em mui-
tas areas das ciéncias e suas aplicagoes, como por exemplo, escoamento em meios poro-
sos [30], condutividade elétrica em materiais [31] e transi¢oes de fases em redes comple-

xas [32, 33, 34, 21].

A percolagao classica pode ser de dois tipos: percolacao de sitios e percolagao de
ligacoes. O modelo de percolacao tem como varidvel fundamental a fracao de ocupacao p.
Uma transicao de fase ocorre quando a fracao de ocupacao p = p.. Abaixo desse ponto,
todos os agregados ocupam uma fracao desprezivel da rede [2]. No ponto critico, em p,,

outros expoentes criticos podem ser determinados como descrito a seguir.

O parametro de ordem da transigao do agregado gigante é definido por,
lim - = (p — p.)°, (3.1)

onde d é a dimensionalidade da rede e 5 é o expoente critico para o parametro de ordem

que depende apenas da dimensionalidade para d < 6 [35].
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Para verificar a independéncia dos efeitos de tamanho finito dos experimentos numéricos,

o finite size scaling para o parametro de ordem é dado por

(S) s v
L L (0= po)] (32)
onde v é o expoente critico do comprimento de correlagao & ~ [p — pc\_l/ ¥ que depende da
dimensionalidade e fi(x) é uma fungao de escala. No ponto critico, temos que o parametro

de ordem obedece a equacao ()

S) o
TRl Bl (3.3)
O segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado

gigante fortemente conectado é definido por,

L—o0

lim (5%) = (Y Sy = Sn) = (p—pe) 7, (34)

onde o somatério » (S2) — S2

2 .« € sobre todos os agregados n. Isso é, (S?) é a média

do quadrado do tamanho de todos os agregados finitos, ja que maior agregado S,.a. €
subtraido explicitamente. O segundo momento esta associado com a suscetibilidade no
modelo de Ising e v é o expoente critico do segundo momento, que depende apenas da

dimensionalidade.

O finite size scaling para o segundo momento da distribuigao de tamanhos de agre-

gados, excluindo o agregado gigante fortemente conectado é dado por

<SQ> ~ LV/VfQ [(p _pc)l/y} ’ (35)

onde f; é uma outra fungao de escala. No ponto critico de percolagao, o segundo mo-
mento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado gigante fortemente

conectado obedece,
(8% ~ LV, (3.6)

No ponto critico de percolacao, o tamanho do agregado gigante escala com o tamanho

linear da rede com o expoente da dimensao fractal, dado por,
S~ L%, (3.7)

onde df ¢ a sua dimensao fractal.

Finalmente, os expoentes 7 e o para a distribui¢ao de tamanhos de agregados p(.S)
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sao definidos segundo,
p(S) = 577 f3(p — pe)S7], (3.8)

onde f3 é outra funcao de escala e no ponto critico de percolacao, temos que,

p(S) =S (3.9)

No ponto critico de percolagao, muitos sistemas obedecem as relagoes de hiper-escala
dados por,

dy :d+§, (3.10)

onde dy ¢ a dimensao fractal, 8 é o expoente critico do parametro de ordem e v ¢ o

expoente critico do comprimento de correlacao. O expoente critico de Fisher ¢é

d
T=—41, (3.11)
ds

3.1.1 Simulacoes em redes bidimensionais

Inicialmente, simulacoes de percolagao classica foram realizados para checar o com-
portamento do agregado gigante fortemente conectado (GSCC) para redes com ligagoes
nao direcionadas (p; = 1). Espera-se que o GSCC deverd ter a mesma estrutura de um

agregado gigante da percolagao classica e os expoentes criticos devem ter o mesmo valor.

Os resultados do tamanho médio do agregado gigante conectado (S) e do segundo
momento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado gigante forte-
mente conectado (S?) em fungao de p sao apresentados na figura 5 para a rede honeycomb,
quadrada e triangular. Em todas as redes, o agregado gigante conectado tem o mesmo

ponto critico de percolacgao.

Os expoentes criticos para (S) e para (S?) foram determinados no ponto critico de
percolacao, f/v = 0,10 e v/v = 1,79 confirmam os valores encontrados em trabalhos
relacionados [2] como apresentados nas figuras 6 e 7. Por ultimo a dimensao fractal do
tamanho médio do agregado gigante conectado é apresentado na figura 8. Na figura 9, o
colapso do tamanho médio do agregado gigante conectado < S > e do segundo momento

< S? > foi obtido usando os expoentes criticos e que as curvas passam pelo ponto critico

Pe-
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Figura 5: Média do tamanho do maior agregado fortemente conectado (S) e a média do
segundo momento da distribuigao de tamanhos de agregados excluindo o agregado gigante
fortemente conectado (S?) como fungao da probabilidade de ocupagdao p com tamanhos
diferentes de L para a rede quadrada em (a) e (b), honeycomb em (c) e (d) e triangular
em (e) e (f).
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Figura 6: Média do tamanho de maior agregado fortemente conectado (S) como fungao
do tamanho linear da rede L no ponto critico de percolagao para a rede honeycomb (a),
a rede quadrada (b) e a rede triangular (c).
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Figura 7: Média do segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados, ex-
cluindo o agregado gigante fortemente conectado (S?) como fungao do tamanho linear da
rede L no ponto critico de percolagao para a rede honeycomb (a), a rede quadrada (b) e
a rede triangular (c).
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Figura 9: Finite size scaling para a média do maior agregado fortemente conectado (S)
e a média do segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o
agregado gigante fortemente conectado (S?) como fungao da probabilidade de ocupagio
p para diferente tamanhos L - rede quadrada em (a) e (b), rede honeycomb em (c) e (d)
e rede triangular em (e) e (f).
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Os expoentes obtidos nas simulacoes de percolagao classica de ligagdes em redes bi-
dimensionais mostram que o maior agregado fortemente conectado tem o mesmo ponto
critico de percolagao cléssica e é consistente com os valores dos expoentes na literatura [2].
Aplicando (nao apresentados aqui) pequenas pertubagoes (0) em p. =+ é possivel verificar

o valor correto de p..
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3.2 Percolacao em Redes Mistas

Nesta se¢ao, as redes simuladas possuem ligacoes direcionadas, além das ligacoes nao
direcionadas e de vacancias como na percolacao classica. Portanto, podem ter um estado
misto com vacancias de probabilidade py, com ligacoes direcionadas de probabilidade p; e
com ligacoes nao direcionadas de probabilidade ps. A cada rede simulada, a relagao py +
p1 + p2 = 1 é preservada e cada ligacao direcionada é inserida na rede com probabilidade

p+ = p— = p1/2 de ter um sentido ou outro, garantindo a isotropia nas dire¢oes da rede.

O modelo de percolagao utiliza o mecanismo descrito a seguir. Inicialmente a rede
consiste de n >> 1 sitios e nenhuma ligacao. O modelo de preenchimento de ligagoes é
iterativo e uma ligacao direcionada (i,7) é adicionada entre dois sitios i e j ou entre j e
1. No caso nao direcionado, a informacao pode percorrer os dois sentidos entre os sitios
de i e j. As redes possuem condicoes periddicas de contorno e as ligacoes das bordas

comunicam os sitios do outro lado da rede.

Um dos primeiros trabalhos que tratam de redes com ligacoes direcionadas foi ini-
cialmente proposto por Broadbent e Hammersley [17] que introduzem a percolacao de
ligacoes. Redner et al [18, 19, 20] apresentou expoentes novos quando ligagoes direciona-

das estao presentes numa rede de ligacoes.

Percolacao em redes de ligagoes direcionadas com direcao preferencial foi estudada
por Inui et al [36] e teoria de renormalizagao de grupos foi aplicada para compreensao e
definigao de classe de universalidade por Janssen et al (2000) [37] e Stenull et al (2001)
[38]. Em um trabalho de Zhou et al (2012) [39] o mesmo problema foi estudado em uma

rede cubica com ligacoes direcionadas com sentido preferencial.

3.2.1 Agregado Fortemente Conectado

Como apresentado na segao 2.3, a presenga de ligagoes direcionadas com probabilidade
p1 em redes torna necessario usar o conceito de agregado fortemente conectado - Strongly
Connected Component (SCC) [28]. O agregado fortemente conectado S é um caso geral
do agregado conectado de ligagoes nao direcionadas e quaisquer dois sitios (u,v) contidos

em S possuem no minimo dois caminhos distintos entre u e v.

O maior SCC de uma rede é definido como agregado gigante fortemente conectado -

Giant-Strongly Connected Component (GSCC) [22].

Dorogotsev [22] determinou expoentes criticos do agregado gigante fortemente conec-
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Ligacao
T
Sitio /

Figura 10: Amostra de trés agregados de sitios fortemente conectados (SCC) que sao
{1,2,3,4}, {5} e {6}. Considere um sitio 4, por exemplo, o sitio 3 na rede de ligacoes
direcionadas ilustrada. O conjunto de sitios que podem alcancar 3 é definido como o
agregado in-component. O conjunto de sitios que sao acessiveis a partir do sitio 3 é
definido como o agregado out-component e a intersecao do conjunto in-component e out-
component ¢ denominado de agregado fortemente conectado do sitio 3. Com esta defini¢ao
é possivel repartir uma rede sem ambiguidade entre os agregados. No SCC {1,2,3,4}, o
caminho de 2 até 3 é composto pela ligacao (2,3) e o caminho de 3 até 2 é composto pelas
ligagoes (3,4) e (4,2).

Figura 11: Rede quadrada de tamanho L = 8 com condicao de contorno periddica com o
conjunto GIN (azul + preto), GOUT (vermelho + preto) e GSCC(preto) que ¢ a interse¢ao
dos conjuntos GIN e GOUT.

tado (GSCC), agregado gigante in-component (GIN) e agregado gigante out-component
(GOUT) em redes World Wide Web (WWW). Newman et al. (2001)1 [21] apresentaram
resultados de GOUT em redes correlacionadas e Bogund, M e Serrano M. A. [40] deter-
minaram equagoes para a fragao critica e tamanhos de GSCC, GIN e GOUT para redes

nao corelacionadas e ambas as redes sao de livre escala.
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3.2.2 Reta Critica em Redes Mistas

Redner [18, 19] determinou a reta critica para uma rede com uma fragao de ligacoes

direcionadas p; e fracao de ligagoes nao direcionada ps na rede quadrada, dada por,

P1 1
— = 3.12
P2 + 5 = 3 ( )
Através de um diagrama com p; e ps nos eixos, a linha critica da equacao 3.12 limita a
transicao de agregados finitos para agregado gigante de sitios fortemente conectados para

a rede quadrada de ligagoes.

Uma equacao da linha critica para uma rede triangular e uma rede honeycomb podem
ser obtidas através da transformacao estrela-triangulo. Essa transformacgao é a composta

de um grafo planar como ilustra a figura 12.

C

N
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. ~
. ~
. ~
. ~,
. ~,
. ~,
- ~
iq ~,
. N
. ~,
. ~,
. ~,
Pid .
A ~,

A B
(a) (b)

Figura 12: Ilustracao de um grafo para a transformacao estrela-triangulo. As ligacoes
de linha continua tem probabilidade qg,q1 e g2 e as ligacoes de linha pontilhada possuem
probabilidade pg, p1 e ps de existirem.

A estrela ABC com coordenacao trés, centrada em D, representa uma célula da rede
honeycomb. Entre qualquer par na estrela, pg é a probabilidade de ser uma vacancia, p; é
a probabilidade de ser uma ligacao direcionada e p, é a probabilidade de ser uma ligacao

nao direcionada.

O triangulo ABC' representa uma rede triangular de coordenagao 6 cujas probabili-
dades sao: gy é a probabilidade de ser uma vacancia, ¢q; é a probabilidade de ser uma

ligacao direcionada e ¢y é a probabilidade de ser uma ligagao nao direcionada.

A enumeracao de todas as configuracoes possiveis na estrela para que o sitio A se
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conecte apenas a B é dado por,

2 3 2
Pi=(2)+2(5) o+ (5) +rorb+200 (5) p2 08 (5) (3.13)

onde Py = Pj¢ por simetria.

A probabilidade de que o sitio A se conecte a B e C simultaneamente é

2 3
pusc =it ()43 (%) e ()’ o

onde py é a probabilidade de nao existir uma ligacao (vacancia), p; é a probabilidade
de ter uma ligagao direcionada; devido a isotropia de cada direcao, a probabilidade de
escolher uma direcao e de ser direcionada é p;/2; e p, é a probabilidade de ter uma ligagao
que possa ser percorrida nas duas diregoes, isso é, existe uma ligacao bi-direcionadas (nao

direcionada).

A probabilidade de que A nao se conecte a B e nem a C é dado por

2 3 2
P = (%) Pe+5 (%) pa+5 (%) + pop3 + 8po <%) P2+ 10pg (%) + 3p; <%) + i,

(3.15)

No triangulo, a probabilidade de que um sitio A se conecte ao sitio B ou C é dado por

2 3 2
Qap = (%) 42 + (%) + 2qo <%) g2 + 2qo (%) + 9(2)92 + qg (%) , (3.16)

Devido a isotropia de cada direcao, a probabilidade de escolher uma direcao e de ser
direcionada é ¢q;/2; e gy é a probabilidade de ter uma ligagdo que possa ser percorrida nas

duas diregdes, isso é, existe uma ligacdo bi-direcionada (nao direcionada).

A probabilidade de que o sitio A se conecte ao sitio B e C mutuamente é dada por

2

2 3
Qapc=q +6 (%) ¢ +9 (%) g +4 (%) + 39043 + 690 (%) g2+ 3qo (%) , (3.17)

A probabilidade de que o sitio A nao se conecte ao sitio B e nem ao sitio C é dado

por
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q1\? a\? q q1\? q
Qnuil = (é) Go + 2 (%) + 2qo (é) g2 + 5qo (%) + qaqe + 4qp (é) +q5, (3.18)

No ponto critico, como as redes estao no mesmo espaco topoldgico, as probabilidades
dos conjuntos conectados devem ser iguais, P = Qnui, Pap = Qac € Papc = Qacc €
a completude deve se manter verdadeira py + p1 +p2 = qo + ¢1 + ¢2 = 1. Essas equacoes

podem ser resolvidas considerando as condicoes acima, logo,

1 s
p2 + §p1 - 1 — Sen (1—8) = p?oneycomb (3].9)
[§]
1 )
G + qu — sen (;T_8> — pimangular7 (320)

em que ploneveemb & o ponto critico da rede honeycomb e piriangwar & o ponto critico da

rede triangular.
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3.3 Modelos

As redes mistas foram construidas através de duas parametrizacgoes, tal que a pro-
babilidade de ter uma ligacao direcionada p; e a probabilidade de ter uma ligacao nao
direcionada py seja parametrizada pela probabilidade de ocupagao p. As duas parame-
trizacoes usadas nos experimentos seguem caminhos distintos para ocupacao das fracoes

p1 € po e cruzam a linha critica de percolagao, como é apresentado na figura 13.

P2
A
1

(@}
N
[E—

Figura 13: Diagrama de fases para a percolacao mista e isotropicamente direcionada. p.
é a fracao critica de percolacao classica para a rede honeycomb, quadrada ou triangular.
A primeira parametrizacao consiste em preencher as ligacoes com fragoes p; e po seguindo
aproximadamente o contorno de cor azul. A segunda parametrizacao percorre todo o eixo
p1 € segue até po pela contorno de cor vermelho.

Primeira Parametrizacao

As probabilidades de ter ligacoes direcionadas, nao direcionadas e probabilidade de

nao ter ligacoes ¢ dado pelo conjunto de equacoes.

P2 :p27 (321)

p=2p(l—p)e (3.22)
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po=(1—-p)° (3.23)

As simulacoes da primeira parametrizacao tem as redes construidas com ps = p? sendo
a probabilidade de ter uma ligagdo nao direcionada, p; = 2p(1 — p) a probabilidade de ter
uma ligagao direcionada e py = (1 — p)? a probabilidade de ter uma vacancia entre um

par de sitios, onde p é a chance de um sitio ¢ ter uma ligacao com seu vizinho.
Segunda Parametrizagao

O segundo experimento consiste em adicionar ligagoes direcionadas e nao direcionadas

seguindo as equacgoes a seguir,

po = max (0,1 — 2p), (3.24)
pr=2min(p,1 —p)e (3.25)
pa = max (0,2p — 1), (3.26)

onde p é a probabilidade de ocupar um par de sitios.

A rede inicia com sitios sem ligagoes (vacancias) e na medida que p aumenta, ligagoes
direcionadas (de sentido aleatério) sao inseridas até que em p = 1/2 todos os sitios
estejam preenchidos com no minimo uma ligagao direcionada (p; = 1), em sequéncia, o
valor de p continua aumentando e as ligacoes duplas sao formadas preenchendo as ligacoes
direcionadas até que em p = 1 a rede esteja completamente preenchida com ligagoes nao

direcionadas p, = 1.

Nos experimentos numéricos bidimensionais, no ponto critico, o nimero de amostras
inicia com Nggmpres = 39400 para uma rede L = 32 e é dividida por 2 até nggmpres = 150
amostras para uma rede de tamanho L = 8192. Para simulacoes de p # p., o nimero de
amostras para o tamanho L = 32 é 8192, L = 64 ¢ 4096, L = 128 ¢ 2048, L = 256 ¢ 1024
e L =1024 é 512.

Nos experimentos tridimensionais, no ponto critico p. ~ 0,2488 [12, 41], o nimero
de amostras para o tamanho L = 16 é 9600, L = 32 é 8192, L = 64 é 4096, L = 128
¢ 2048. O numero de amostras é 1000 para cada tamnho L quando para p # p.. Os
experimentos foram realizados com uma rede cubica simples. Para este experimento, a
primeira parametrizacao foi utilizada. Os resultados dos experimentos de percolagao dos

GSCC sao apresentados na sequéncia a seguir.
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O algoritimo 1 ilustra o procedimento de preenchimento de ligacoes.

Algorithm 1 Regra de adicao de ligagoes entre dois sitios para o segundo experimento.

p«[0,1]
lattice < [honeycomb, square, triangular]
para link € G faga
link < 0
fim para
para link € G faca
x < randomUni formReal
se r < 2p entao
w 4— randomUna formReal
se w < 1/2 entao
link(u,v) <1
y < randomUni formReal
se y + 1 < 2p entao
link(v,u) < 1
fim se
senao
link(v,u) < 1
z + randomUni formReal
se z + 1 < 2p entao
link(u,v) <1
fim se
fim se
fim se
fim para
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3.4 Resultados

3.4.1 Primeira Parametrizacao em redes bidimensionais

Em cada rede gerada nos experimentos, o GSCC foi determinado usando o algoritmo
de Tarjan [42]. A figura 14 apresenta ilustragoes de duas redes com o GSCC, GIN e o
GOUT.

Figura 14: Rede quadrada de tamanho L = 8 (a) e L = 128 (b) com condigao de contorno
periédica com o conjunto GIN (sitios de cor azul e preto), GOUT (sitios de cor vermelho
+ preto) e GSCC(sitios de cor preto) que é a intersegao dos conjuntos GIN e GOUT.

As simulacoes da primeira parametrizacao tém as redes construidas com p, = p? sendo
a probabilidade de ter uma ligagdo nao direcionada, p; = 2p(1 — p) a probabilidade de ter
uma ligagao direcionada e py = (1 — p)? a probabilidade de ter uma vacancia entre um

par de sitios, onde p é a chance de existir de um sitio ¢ ter uma ligacao com seu vizinho.

Os resultados do tamanho médio do maior agregado fortemente conectado (S) e do
segundo momento da distribui¢ao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado gigante
fortemente conectado (S?) em funcao de p sao apresentados na figura 15 para a percolagio
de ligacoes direcionadas isotrépicas. Para a rede honeycomb, quadrada e triangular, o
ponto critico de percola¢ao também ocorre quando ps+p1 /2 = p,, onde p. é o ponto critico
da percolagao classica em cada rede. As redes nesta configuracao possuem uma fragao
mista de ligagoes devido ao procedimento de geracao das malhas, a fracao de ligacoes
direcionadas, a fracao de ligagoes nao direcionadas e a fracao de vacancias mantém a

relacao po +p1 +p2 = 1.

Os expoentes criticos obtidos para (S) e para (S?) no ponto critico de percolagao da
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rede quadrada sao Bsee/Vsee =~ 0,196 € Ysee/Vsee =~ 1,60 como apresentam as figuras 16
e 17 e os valores sao iguais dentro da barra de erro para as redes triangular e honeycomb.
Na percolagao classica, esses expoentes possuem os valores /v ~ 0,10 e v/v ~ 1,79.
A dimensao fractal do tamanho médio do agregado gigante conectado é apresentado na
figura 18 e o valor encontrado é d,.. ~ 1,801, diferente da percolagao classica que é dado

por df ~ 1,89.

Usando os expoentes Sgee/Vsce € Vsce/Vsee @justados nos experimentos da primeira pa-
rametrizagao, o colapso do tamanho médio do agregado gigante fortemente conectado (S)
e do segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado
gigante fortemente conectado (S?) é apresentado na figura 19. Mostrando que o com-
portamento do agregado gigante fortemente conectado (GSCC) é invariante de escala no

limite termodinamico.

O expoente v entre a percolagao classica de ligacoes nao direcionadas e a percolacao
isotrépica de ligagoes direcionadas tem o mesmo valor [43]. Os resultados nao sdo mostra-
dos aqui, mas partindo de uma rede hierarquica e construindo o conjunto de equacoes de
renormalizacao de uma célula superior é possivel mostrar que o expoente vy, ¢ 0 mesmo
para a percolagao classica. Usando o v para obter os expoentes [gee € Vsee, € possivel
observar que Bse € Vsee 20 um tipo diferente dos tipos de percolacao conhecidos, a saber
da percolacao classica de ligacoes nao direcionadas e da percolagao direcionadas como foi

apresentado por Redner et al [18, 19, 20].
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Figura 15: Média do tamanho do maior agregado fortemente conectado (S) e a média do
segundo momento da distribui¢ao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado gigante
fortemente conectado (S?) como fungao da probabilidade de ocupagdao p com tamanhos
diferentes de L para a rede quadrada em (a) e (b), honeycomb em (c) e (d) e triangular

em (e) e (f).
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Figura 16: Média do tamanho de maior agregado fortemente conectado (S) como fungao
do tamanho linear da rede L no ponto critico de percolagao para a rede honeycomb (a),
a rede quadrada (b) e a rede triangular (c).
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Figura 17: Média do segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados, ex-
cluindo o agregado gigante fortemente conectado (S?) como fungiao do tamanho linear da
rede L no ponto critico de percolagao para a rede honeycomb (a), a rede quadrada (b) e
a rede triangular (c).
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Figura 18: Média do tamanho do maior agregado fortemente conectado como funcao
do tamanho linear L no ponto critico de percolagdo para a rede honeycomb (a), a rede
quadrada (b) e a rede triangular (c).
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Figura 19: Finite size scaling para a média do maior agregado fortemente conectado (S)
e a média do segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados excluindo o
agregado gigante fortemente conectado (S?) como fungao da probabilidade de ocupagao
p para diferente tamanhos L - rede quadrada em (a) e (b), rede honeycomb em (c) e (d)
e rede triangular em (e) e (f).
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3.4.2 Segunda Parametrizacao em redes bidimensionais

Diferente dos resultados apresentados na secao 3.4.1, na segunda parametrizacao
ha uma ordem de preenchimento das ligacoes. A rede inicia com sitios sem ligacoes
(vacancias) e na medida que p aumenta, ligagoes direcionadas (de sentido aleatério) sao
inseridas até que em p = 1/2 todos os sitios estejam preenchidos com no minimo uma
ligacao direcionada (p; = 1), em sequéncia, o valor de p continua aumentando e as ligagoes
duplas sao formadas preenchendo as ligagoes direcionadas até que em p = 1 a rede esteja

completamente preenchida com ligacoes nao direcionadas p, = 1.

Os resultados do tamanho médio do maior agregado conectado (S) e do segundo mo-
mento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado gigante fortemente
conectado (S?) em funcao de p sdo apresentados na figura 20 para a percolagao de ligagoes
direcionadas isotrépicas. Para a rede quadrada, o ponto critico de percolacao também
ocorre quando p. = 1/2. Os expoentes criticos Ssee/Vsces Vsce/Vsce € Asee €m p = 1/2 pos-
suem os mesmos valores dos expoentes da primeira parametrizacao considerando a barra

de erro e os mesmos valores para as redes triangular e honeycomb.

Os expoentes, Bsce/Vsee = 0,198, Vsee/Vsee = 1,63 € dgee = 1,802 determinados pelo
ajuste nao linear dos dados satisfazem as relagoes de hiper-escala para fenomenos criticos
no ponto critico de transigdo. A primeira equacao é dada por Ty = d/dge. + 1 = 2,1098,
a segunda equagcao é dada por dse. = d — Bsec/Vsee = 1,802 € a terceira equagao é dada por
VseeVsce + 2Bsce/Vsee = d — 1,63 + 2 x 0,198 = 2,02.
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Figura 20: Média do tamanho do maior agregado fortemente conectado (S) e a média do
segundo momento da distribuigcao de tamanhos de agregados excluindo o agregado gigante
fortemente conectado (S?) como fungao da probabilidade de ocupagdao p com tamanhos
diferentes de L para a rede quadrada em (a) e (b), honeycomb em (c) e (d) e triangular
em (e) e (f).
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Figura 21: Média do tamanho de maior agregado fortemente conectado (S) como fungao
do tamanho linear da rede L no ponto critico de percolagao para a rede honeycomb (a),
a rede quadrada (b) e a rede triangular (c).
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Figura 24: Finite size scaling para a média do maior agregado fortemente conectado (S)
e a média do segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o
agregado gigante fortemente conectado (S?) como fungao da probabilidade de ocupagao
p para diferente tamanhos L - rede quadrada em (a) e (b), rede honeycomb em (c) e (d)
e rede triangular em (e) e (f).
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Figura 25: Expoente de Fisher 7 obtido da distribuicao de probabilidade dos componentes
fortemente conectados para uma rede quadrada L = 4096 no ponto critico de percolacao.
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3.4.3 Percolacao de Ligacoes Direcionadas em Rede Cubica Simples

As propriedades e os expoentes criticos do maior agregado fortemente conectado foram
estudados usando uma rede cubica simples. O modelo de construgao da rede considera a

primeira parametrizacao.

Como sugerem os resultados bidimensionais, a fracao critica de percolagao do GSCC

na rede cuibica de ligacoes isotropicamente direcionadas obedece a mesma equagao da linha

cubic
c

cubic

critica ps + p1/2 = p&*”*°, onde o valor de p para a rede cubica na rede de percolagao
cldssica que é pcbic ~ (0,24881 [12, 41] e sao mostrados na figura 26. O argumento para
que a mesma reta critica seja valida é devido a conjectura de Leath-Alexandrowicz [44, 45|
que os agregados de sitios de uma rede cibica tém uma distribuicao semelhante ao da

rede bidimensional.
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Figura 26: A média do tamanho do componente fortemente conectado (SCC) (S) (a)
e o segundo momento da distribuicao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado
gigante fortemente conectado (S?) como fungio da fragao de ligagoes p sao mostrados
para os tamanhos L = {16, 32,64, 128}.

Os expoentes criticos foram determinados para o primeiro e segundo momentos e
sugerem também que a rede de percolacao de ligacoes isotropicas de direcao possuem

outra classe de universalidade como apresenta a figura 27.

Os expoentes, Bsee/Vsee = 0,86, Vsee/Vsee = 4,2 € dgee = 2,14 determinados pelo ajuste
nao linear dos dados satisfazem as relacoes de hiper-escala para fenomenos criticos no
ponto critico de transigdo. A primeira equagao é dada por 7. = d/ds.c +1 = 2,40, a

segunda equagao é dada por dsee = d — Bsee/Vsee = 2,14.
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Figura 27: Média do tamanho do componente fortemente conectado (SCC) (S) e do
segundo momento da distribui¢ao de tamanhos de agregados, excluindo o agregado gigante
fortemente conectado (S?) como fungdo do tamanho linear da rede L no ponto critico de
percolagao da rede cibica. A linha de cor vermelho é a média de (S) obtido com o
expoente (/v da percolagao classica de ligagoes.
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Figura 28: Finite Size Scaling para da média do tamanho do componente fortemente
conectado (SCC) (S) (a) e do segundo momento da distribui¢ao de tamanhos de agregados,
excluindo o agregado gigante fortemente conectado (S?) como fungao da fragao de ligagoes
p sdo mostrados para os tamanhos L = {16, 32,64, 128}.
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3.4.4 Estrutura do GSCC, do GOUT e relacoes entre a Percolacao
Classica de Ligacoes

Uma questao fundamental é se um agregado de sitios fortemente conectado (GSCC)
para uma rede que permite ligacoes direcionadas e nao direcionadas com probabilidades
(p1,p2) tem uma estrutura semelhante de um agregado de sitios conectados no limite de

uma rede que contenha apenas ligagoes nao direcionadas p, — 1.

Um agregado de sitios alcangaveis (GOUT) é o conjunto de todos os sitios que possuem
pelo menos um caminho cuja origem esta em um GSCC [22]. Por outro lado, um agregado
de sitios que atingem um GSCC tem pelo menos um caminho que chega no GSCC e é

conhecido por GIN. A figura 10 apresenta um exemplo de existéncia de um GIN, um

GSCC e um GOUT em uma rede simples.

A dimensao fractal para um agregado GOUT e para um GSCC de uma rede quadrada
com ligagoes direcionadas py+p;1/2 = 1/2 é apresentada na Figura 29. A dimensao fractal
do GIN tem o mesmo valor que o GOUT. A dimensao fractal do GOUT tem o mesmo
valor da dimensao fractal do agregado gigante conectado para a percolagao classica de
ligagoes [2], como esperado, e a dimensao fractal do GSCC é dg.. = 1,802 £ 0,005, como

apresenta a figura 29.
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Figura 29: Dimensao fractal para o GSCC e GOUT. Estes resultados sao para uma
rede quadrada onde todos os vizinhos estao conectados por uma ligacao direcionada.
Esta condigao corresponde para um estado critico quando py + p;/2 = 1/2. Enquanto
a dimensao fractal de GOUT é compativel com a da percolagao classica de ligagoes, a
dimensao fractal do GSCC tem inclinacao diferente.
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3.4.5 Relacao Entre os Expoentes Criticos

Um agregado GOUT ou um GIN é um conjunto de sitios que garante pelo menos
um caminho entre quaisquer par de sitios. No estado critico de ligagcdes de uma rede
P2+ p1/2 = 1/2 e no limite de p; — 0, o conjunto de sitios do GSCC = GOUT = GIN
e compreenderd a definicao de componentes conectados de uma rede que possui apenas
ligagoes nao direcionadas ps e vacancias py. Portanto, na fracao critica de percolagao de
ligagoes direcionadas isotropicamente (pg,p1,p2), 0 agregado de sitios fortemente conectado

tem dimensao fractal diferente do agregado de sitios conectados (pg,0,p2).

A tabela 1 resume os expoentes criticos obtidos para o agregado de sitios fortemente
conectados GSCC para redes 2D (honeycomb, quadrada e triangular e 3D (cibica sim-
ples). Para obter os expoentes, o valor de v para a rede bidimensional é v = 4/3 e para

a rede tridimensional é v & 0,876 [46].

Lattice Bscc Vsce dscc
Triangular (2D) 0,264(8)  2,15(7) 1,804(5)
Quadrada (2D)  0261(5) 2,13(3) 1,801(8)
Hexagonal (2D) 0,27(1)  2,15(7)  1,80(1)

Ctibica Simples (3D)  0,98(2)  1,3(1)  2,13(1)

Tabela 1: Valores dos expoentes criticos do GSCC para as redes honeycomb, quadrada,
triangular e ctibica simples no caso em que cada ligacao é ocupada com probabilidade p.
Numeros em paréntesis indicam o erro estimado no tltimo digito.

Lattice /BSCC ’)/SCC dSCC TSCC
Triangular  0,26(1)  2,16(8) 1,805(8) 2,07(9)

Square  0,26(1) 2,17(4) 1,802(8) 2,11(8)
Hexagonal 0,27(1) 2,16(7) 1,80(1)  2,12(8)

Tabela 2: Valores dos expoentes criticos do GSCC para as redes honeycomb, quadrada,
triangular e cibica simples para a segunda parametrizacao.

A funcao de correlacao define a probabilidade de que dois sitios separados por uma

distancia r estdo no mesmo agregado [47, 29]. Na fragao critica, essa funcao obedece,
g(r) ~ 7’_26/”7 (3.27)

onde r ¢é a distancia de separacao entre os dois sitios.

Seja gi,(r) a fungdo de correlagdo do agregado in-component e g, (r) a funcdo de
correlagao do agregado out-component. Dado que um caminho seja encontrado em uma
direcao, e que o outro no sentido contrario seja encontrado e que sejam eventos nao

correlacionados. Qualquer fratura desse caminho nao interrompera globalmente a rede.
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Portanto, no caso da percolacao isotropica, a funcao de correlagao g,.. determina a pro-

babilidade de dois sitios pertencerem ao mesmo GSCC a uma distancia r dado por,
gscc(r) = gout(r) X gm(r) (328)

Como os agregados in e out estao na mesma classe de universalidade da percolacao
cléssica [39], considerando-se eventos nao correlacionados, o valor de (.. devera ser duas
vezes o valor de 8 (Bs.. = 23) da percolagao classica. Caso contrério, esse eventos possuem
correlagoes, e espera-se que [s../2 seja menor que o expoente 3 da percolacao classica.
Em nossa extensao, na percolagao cldssica, um cutting-bond [48] é uma ligacao que se
removida resulta numa perda de conexao do agregado com uma parte interna. No caso
da percolacao direcionada, um cutting-bond interrompe a conexao do agregado em uma
direcao apenas e no caso de rompimento em duas diregoes esta ligagao é denominada de
double cutting bond. A presenca de um double cutting bond pode indicar correlacoes entre
caminhos dos agregados in-component e out-component ja que essa ligacao é essencial.
Observe que o mesmo evento de remover ou inserir este cutting bond pode determinar a

presenca de um caminho que permite percorrer todo o agregado em ambas as direcoes.

Na percolacao clssica a densidade de cutting bonds decai como L'/*~% [48]. Conside-
rando que cada cutting bond é um evento independente, a densidade destes double cutting

bonds deverd ser o quadrado da densidade dos cutting bonds da percolacio classica L?/V—2¢.

Assim, a densidade decai mais rapidamente seguindo a dimensdo do sistema L~¢, no
limite de redes com tamanho linear L grande, Nesse cado, o niimero de double cutting

bonds tendera a zero rapidamente, indicando que nenhuma correlacao pode ser detectavel.

No caso de simulagoes 2D, esta conjectura [f,.. = 23 é valida dentro da barra de erro.
Observe que fg.. = 0,27 £ 0,01 = 2 x 5/36 = 0,2777. No caso das simuagoes 3D, observe
que Bsee = 0,76 0,08 é menor que 2 x f = 2 x 0,418 £0,001 [46]. No entanto, esse desvio

ainda esta dentro das barras de erro e também pode surgir de efeitos de tamanho finito.
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4 Fraturas de Caminhos Otimos em
Redes Regulares

Este capitulo apresenta resultados das propriedades de fraturas de caminhos 6timos
em redes isotropicamente direcionadas (p1, p2) — (1,0) até o limite da percolagao classica
(p1,p2) — (0,1) em que vacancias nao sado permitidas pg = 0. A construcao da rede
segue 0 mesmo procedimento do algoritimo 1 da segunda parametrizacao apresentado no
Capitulo 3. Antes de apresentar os resultados das simulagoes, a busca de caminhos mais
curtos, as propriedades de caminhos étimos e de fratura de caminhos 6timos sao visitadas

no regime classico da percolacao de ligacoes.

4.1 Busca do Caminho Otimo

No cotidiano, quando voce vai para sua casa ou seu local de trabalho, mentalmente,
voce planeja uma rota que minimize seu tempo de viagem ou a distancia que deve per-
correr. Talvez, o tempo nao seja importante, a escolha seja apenas o caminho mais curto,

mesmo que tenha que enfrentar congestionamentos.

Varios fatores podem determinar a busca do caminho mais curto para atingir seu
destino. Esses fatores podem ser definidos como o custo da viagem: tempo, distancia,
velocidade controlada, etc. Se voceé deseja chegar com o menor tempo possivel, o tempo

¢ a variavel que deve ser minimizada, embora isso nao garanta, a menor distancia.

Um dos problemas centrais em Teoria de Redes é a busca do caminho mais curto. O
problema do caminho 6timo (shortest-path problem) consiste em criar algoritmos eficientes

que determinem o caminho mais curto entre dois sitios em redes com pesos (custo).

Seja G4 uma rede direcionada com n sitios e m ligagoes. Seja w(i,j) o peso entre os
sitios i e j. O peso, ou a energia, acumulado no caminho IT = {wy, wy, ,,,, wx} é a soma

de todos os pesos das my ligagoes que pertencem a este caminho.
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Os pesos das ligagoes podem ser interpretados de maneiras diferentes. Por exemplo,
para determinar o caminho mais curto entre dois sitios de referéncia em uma cidade é
necessario definir qual variavel representa o peso de cada ligacao. Se o tempo é a varidavel
que deve ser minimizada, logo, o tempo serda o peso usado na busca do caminho mais
curto: se, por outro lado, é desejada a menor distancia (geodésica), a distancia serd o
peso utilizado na busca. Os pesos em redes podem ter valores negativos e positivos.
Neste trabalho, os pesos das ligacoes obedecem uma distribuicao hiperbdlica como sera

descrito na secao 4.1.1.

Existem alguns algoritimos que encontram caminhos curtos, sao eles: o algoritmo de
Dijkstra, de Bellman-Ford, A* de Floyd-Warshall, de Johnson e o de Viterbi [28]. Em
especial, o algoritmo de Bellman-Ford pode encontrar o caminho 6timo usando pesos de
valores negativos. O algoritmo de Dijkstra [28] sera utilizado neste trabalho para deter-
minar os caminhos 6timos na rede quadrada. A secao 4.1.2 apresenta conceitualmente o

algoritmo de Dijkstra.

4.1.1 Distribuicao Hiperbdlica de Pesos em uma Rede

O peso de uma ligagao foi definido na equagao 2.1 e tem seu significado associado a
matriz de adjacéncia. A distribuicao de valores de pesos de uma rede desempenha um
papel importante na caracterizacao de redes reais e algumas delas tem sua distribuicao

de pesos na forma de lei de poténcia como visto em Barrat et al (2004) [49].

O peso atribuido a cada ligacao obedece a uma distribuicao de valores na forma de
uma lei de poténcia. Este procedimento é o mesmo realizado no trabalho de Oliveira et
al [1][27].

Seja G4 uma rede quadrada de ligagoes direcionadas com n sitios. O nimero de sitios
n é dado por L x L, onde L é tamanho linear rede quadrada. A distribuicao de pesos é

tal que, ao se escolher uma ligacao na rede, a probabilidade dela ter energia ¢ é dada por,

Ple) = —, (4.1)
onde C' é uma constante de normalizagao da distribuicao e a equagao tem uma forma
hiperbdlica.

E necessario normalizar a Equacao 4.1 definindo o valor maximo do peso €,,,, = 1. A
normalizacao depende, apenas, do valor minimo do peso para a distribui¢ao. Integrando

a Equacao 4.1,
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€maz=1 1
C

P(e)de = / —de; = —Clnepin =1 (4.2)
€

definindo C' = ﬂLD’ a probabilidade é dada por,
P(e) = — (4.3)

onde fp = —Ine,in.

Os pesos das ligagoes na rede terao valores no intervalo [€,,n, 1) e serao distribuidos
conforme a Equacao 4.3. Para se estabelecer uma correspondéncia entre valores aleatérios
x distribuidos uniformemente no intervalo [0, 1) e valores e distribuidos de acordo com a

Equacao 4.3 pode-se utilizar o método de inversao cumulativa, dado pela relacao,
p(€)de = p(x)dx (4.4)

onde p(x) = 1. Integrando a Equacdo 4.4 em ambos os lados,

€ 1 x
—de = / dx 4.5
/ Bpe (4.5)
exp(—Bp) 0
logo, o peso em cada ligagao serd
€ = o@D (4.6)

onde z é um valor aleatério no intervalo [0, 1).

O parametro Sp define o grau de desordem nos pesos do sistema. No limite Sp — 0, a
distribuicao de valores de pesos é estreita e €,,;, — 1. Neste caso, a distribuicao é estreita
com valores de peso em um limite de d¢ — 0. No limite fp — 00, a distribuicao de valores
é larga e €,,;, — 0. Como consequéncia, a dimensao fractal do sistema ¢é classificada como

auto-similar.

4.1.2 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema do caminho 6timo em uma rede direci-
onada G4 com pesos de valores reais positivos ou nulos. O nome do algoritmo é uma
referéncia ao cientista de computagao e fisico tedrico de formagao Edsger Wybe Dijkstra

(11 de maio de 1930 — 6 de agosto de 2002) que publicou seu algoritmo em 1959 [50].

O objetivo do algoritmo é encontrar o conjunto de sitios S que formam o caminho
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Figura 30: Exemplo de execugao do Algoritmo Dijkstra. O sitio origem é o sitio mais
a esquerda (destino). Os sitios brancos sdo o queue, os sitios pretos sdo o conjunto S
- visitados e retirados do queue e o sitio de cor cinza é o sitio visitado na iteracao. No
procedimento de busca, o Algoritmo de Dijkstra armazena em cada sitio o peso do caminho
desde o sitio origem s até o sitio relaxado v. Inicialmente, a lista de sitios visitados esta
vazia S e, consequentemente, a lista de sitios a visitar () compreende todos os sitios de
G. Em (a), a primeira iteragao, o sitio s verifica o peso de seus vizinhos u e z, logo, os
pesos de u e x s@o definidos e s é inserido em S. Em (b), na segunda iteracao e iniciando
com o sitio z, de menor peso, os sitios u e y sao examinados e 0s pesos em u € Y Sao
recalculados. Em (d), na quarta iteragao, o sitio u tem seu peso alterado, pois o caminho
p = {s,z,u} tem o menor valor comparado ao valor armazenado na segunda iteragao (b).

6timo do sitio origem s ao sitio destino v. Logo, para todos os sitios v € S, o peso
do caminho mais curto é representado por wlv] = d(s,v) como é ilustrado na figura 30.
Cormen et al. [28] sugerem um pseudocidigo do Algoritmo de Dijkstra que é utilizado

nas simulacoes.

4.2 Propriedades de Caminhos Otimos em Regime de
Desordem de Pesos

As propriedades de caminhos 6timos tém sido estudadas em muitos tipos de redes, por
exemplo, redes regulares, redes de livre escala etc. Mezard [51] determinou a existéncia
de um parametro de ordem em Spin-Glasses no limite termodinamico. Schwartz [52]
relaciona a determinagao de caminhos com problema do vendedor viajante, conhecido
como travelling salesman problem (TSP) e percolagao invasiva em redes quadradas [53].
Lopéz et al [54] mostraram que o agregado percolante em uma rede regular pode ser

obtido através da determinacao de caminhos 6timos.

Redes de resistores é uma aplicacao comum em problemas de percolacao e deter-
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minagao de caminhos 6timos. Strelniker et al. [55], em redes de resistores com decaimento
exponencial, mostraram a sensibilidade desse modelo sob diferentes regimes de desordem
de pesos. Em redes nao regulares, por exemplo, de escala livre, com distribuicao gaussiana
ou de poisson de pesos, Chen et al [56] mostraram que para essas distribuigoes hd uma
distin¢ao evidente entre os regimes de desordem. No entanto, no limite de P(e) uniforme

nao € possivel distinguir uma transicao entre desordem forte ou desordem fraca de pesos.

Redes em Regime de Desordem Fraca de Pesos

Redes cujas ligagoes possuem valores € no regime de desordem fraca de pesos apre-
sentam flutuagdes de pequenas de pesos. Neste limite, o valor médio do caminho 6timo

escala com expoente dy = 1 [57].

A dimensao fractal de caminhos mais curtos no regime de desordem fraca de pesos
pertence a classe de universalidade de redes direcionadas de polimeros. Schwartz et al. [52]
realizaram experimentos numéricos de caminhos 6timos com redes direcionadas e redes
nao direcionadas considerando uma distribui¢ao uniforme de pesos p(€) = constante, e
encontraram que redes nao direcionadas estao na classe de universalidade de percolagao

direcionada de polimeros.

Wu et al [58] usaram redes regulares de resistores cuja resisténcia tem forma expo-
nencial, r;; = e, nos regimes de desordem alta e de desordem baixa. Em regime de
desordem fraca, o caminho 6timo — caminho de corrente — escala com o expoente d,,; = 1

na rede.

Redes em Regime de Desordem Forte

Redes cujas ligagoes possuem valores e distribuidos numa distribuicao forte de pesos
apresentam valores de dimensao fractal que pertencem a mesma classe de universalidade

de fractais auto-similares [52, 59, 60].

Quando uma quantidade fisica tem um expoente cujo valor é dy = 1,22, um conjunto
de propriedades sobre este sistema pode ser inferida. Este expoente é compativel com
a classe de universalidade que explica varios sistemas fisicos, por exemplo, polimeros

desordenados, watersheds, fratura de caminhos 6timos e percolacao explosiva [26].

Porto et al. [60] encontraram um regime transitério de comportamento auto-similar
(self-similar) em regime de desordem forte para um comportamento auto-afim (self-afine)
em regime de desordem moderada. Para isso, experimentos numéricos foram realizados
com restrigoes na distribuigao de energia p(log,, F) = const quando E,;, < E < Eq, €

no caso contrario p(log;q £) = 0. O valor da dimensao fractal em redes bidimensionais foi
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de df = 1,2240,02 e para redes tridimensionais o valor determinado foi d; = 1,43 £0,03.

Lopéz et al [54] realizou experimentos numéricos em redes regulares e verificou que
nos agregados de percolagao, os caminhos mais curtos entre pares de sitios dentro do
agregado pertencem a classe de universalidade de fractais auto-similares na fracao critica
de ligagoes. Wu et al [58], em regime de desordem forte, verificou que o caminho étimo,

de menor potencial, escala com expoente dp; = 1,22 £ 0,01 em uma rede de resistores.

4.3 Fraturas de Caminhos Otimos

Considere uma rede G com m ligagdes e com uma distribui¢ao de pesos P(e) = 1/¢. O
modelo de fratura de caminhos étimos é definido na seguinte forma: determine o caminho
mais curto que atravesse a rede de um lado ao outro e remova a ligacao que contenha o
maior valor € desse caminho. Repita esse procedimento até que a rede nao esteja mais
acessivel. Quais as caracteristicas que essa rede e as ligacoes removidas podem exibir ao
final deste processo? Esse modelo de fraturas de caminhos 6timos(Optimal Path Crack -

OPC) foi introduzido por Andrade et al. [1].

O objetivo do OPC consiste em construir uma falha macroscépica em paisagens
aleatorias e estudar a evolugao dos caminhos étimos sob essas falhas. O OPC é defi-

nido com a uniao de todos os sitios removidos na rede (falhas), veja a Figura 31.

Figura 31: fratura de caminhos 6timos numa rede de 512x 512 sitios. (a) Sitios bloqueados
em regime de desordem fraca (8 = 0,002). (b) Sitios bloqueados em regime de desordem
intermediaria (f = 6). Linha de cor azul é a fratura de caminhos 6timos, Linhas de
cor vermelho sao os caminhos adjacentes - dangling ends e Linhas de cor cinza sao os
agregados de sitios isolados

Fonte: Andrade et al. [1]
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Oliveira et al. [27] encontraram que as fraturas de caminhos 6timos em redes no
regime de desordem forte possuem valor de dimensao fractal pertencentes a classe de
universalidade de fractais auto-similares. Em redes de desordem fraca, a dimensao fractal
é uma composigao da fratura de caminhos 6timos (backbone), dos caminhos adjacentes
(dangling ends) e dos agregados pequenos de sitios. Em redes bidimensionais no regime
de desordem fraca, a dimensao fractal das fraturas tem valor d; = 2,00+ 0,01, a massa de
bloqueios é a soma do caminho de fratura (backbone), dos caminhos adjacentes dangling
ends e dos agregados de sitios pequenos. Em desordem forte, a dimensao fractal tem

comportamento auto-similar e dy = 1,215 4 0,005.

O OPC foi estudado em outros trabalhos com pequenas variagoes. Voygt A. [61]
estudou fraturas de caminhos 6timos em redes quadradas sob a representacao de redes
nao direcionadas. No regime de desordem forte se observou que os métodos Minmax
e de Widest path possuem a mesma classe de universalidade de fractais auto-similares.
Ferh et al. [62] determinou corregoes de escala para a massa de fratura de caminhos
6timos, de caminho de diviséria de aguas - watersheds, e de bridge lines. Os autores
conjecturaram que todos os trés modelos possuem o mesmo valor de dimensao fractal:
dy = 1,2168 40,0005 para modelos bidimensionais e dy = 2,487 £ 0,003 para modelos

tridimensionais.

O modelo de fraturas de caminhos étimos foi testado em outras topologias de redes,
por exemplo, redes do tipo Barabdasi-Albert. Nunes, T.C.C [63] verificou que, em redes
do tipo Barabasi-Albert, o modelo de fraturas de caminhos 6timos se comporta como um
modelo de ataque de redes e os valores de dimensao fractal para os regimes de desordem
foram: forte - d7"=* = 0,99, fraca - d}=* = 1,05 e moderada - d7"=* = 0,98.

O modelo béasico para o problema de Fratura de Caminhos Otimos usado nos trabalho

de Andrade Junior et al [1] e Oliveira et al [27] é descrito na se¢ao seguinte.
Modelo Geral

Seja G uma rede de N sitios distribuidos em uma rede regular com tamanho linear
L. G possui condicoes de contorno com dois lados periddicos e outros dois lados fixos em

que os caminhos partem e chegam.

Cada sitio i contém um peso € distribuidos através da equacao,

1

P(e) = Gﬂ_D

no intervalo [e=#2, 1).
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Figura 32: Ilustracao de uma rede quadrada L=6 com p = 1 para a fratura de caminhos
6timos. O sitio O é a origem e o sitio D é o destino. Os sitios de cor vermelho foram
removidos através do OPC. Os sitios de cor cinza foram visitados e nao removidos.

Os procedimentos do modelo de Fraturas de Caminhos Otimos consiste nas etapas a

seguir:

1. Escolher um par de sitios como uma origem e um destino na rede G.
2. Encontrar o caminho mais curto (OP,) entre uma origem e um destino da rede G.

3. Remover o sitio de maior peso (€["**) contido em OP,,.

4. Executar os passos 2 e 3 até que nao existam caminhos 6timos entre a origem e o

destino na rede G.

Em cada iteracao da rede, os sitios de maior peso sao removidos até que a rede frature,
ou seja, a busca por caminhos mais curtos ¢é realizada até que nao exista um caminho

6timo qualquer. Um resultado da fraturas de caminhos 6timos é apresentado na Figura
31.

As propriedades das fraturas de caminhos 6timos sdo analisadas monitorando trés
tipos de massas: (i) o numero de todos os sitios removidos (M) da rede, (ii) o nimero
de sitios que forma o maior agregado (M;.) da rede e (iii) a massa do ultimo Caminho

Otimo (M,,) que desconecta a rede G.

4.4 Modelo

As propriedades de fraturas de caminhos 6timos foram estudadas neste trabalho con-

siderando a probabilidade de ligacoes estarem conectados bidirecionalmente (nao direci-
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onadas) ps ou com ligacoes direcionadas p; = 1 — py. As vacancias nao foram utilizadas
neste modelo. Logo, a rede serd completamente nao direcionada no limite py = 1 e

isotropicamente direcionada no limite p; = 1.

Partindo de uma rede de n sitios preenchidas com ligacoes isotropicamente direci-
onadas p; = 1, as ligagoes direcionadas sao substituidas por ligacoes nao direcionadas

aleatoriamente na rede G4 tal que a fracao de ligagoes direcionadas obedega a relagao

p1=1—po.

! § |
o-0-0
tot
o-0-0
Vo4
o-0-0

(a) (b)

Figura 33: Ilustracdo de uma rede quadrada de tamanho linear L = 3 completamente
preenchida de ligagoes nao direcionadas p, = 1 (a) e uma rede completamente preenchida
de ligagoes direcionadas p; = 1 (b).

No modelo de fratura de caminhos 6timos [27], o bloqueio de ligagoes ocorre até que a
rede frature completamente. Quando a rede esta fraturada nao ha mais nenhum caminho
disponivel entre o par de origem e de destino. Neste caso, a falha macroscépica da rede

interrompe o trafego de informacoes entre o sitio origem e o sitio destino, veja a Figura 34.

>
X

X X X

»
X
*
X X
e

Figura 34: Ilustracao de uma rede quadrada L = 6 com p = 1 para a fratura de caminhos
6timos. Os sitios de cor azul representam um par de origem (O) e de destino (D) na rede.
As ligacoes de cor vermelha representam as ligagoes bloqueadas pelo modelo de fratura
de caminhos 6timos. As ligagoes e sitios de cor cinza representam os outros elementos que
foram visitados e nao foram removidos.

Os resultados da fratura de caminhos 6timos na transicao de redes isotropicamente

direcionadas para redes de ligacoes nao direcionadas sao apresentados na secao a seguir.
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4.5 Resultados

O conceito de fratura de caminhos 6timos (OPC), o modelo de distribuicao de pe-
sos nas ligacoes foi descrito na secao 4.3 para as redes simuladas, e estd em acordo
com Andrade et al [1]. O tamanho linear das redes regulares simuladas foram L =
8,16, 32,64, 128,256,512,1024 e para cada tamanho foram realizadas 10? simulacdes de

redes.

O OPC ¢é o mesmo definido nos trabalhos de Andrade et al [1] e Oliveira et al [27]. A
diferenca é sutil, os pesos estao localizados nas ligagdes. Assim, as simulagoes realizadas
que consideram pesos nas ligacoes apresentam os mesmos resultados quando a fratura é
realizada em sitios. Os resultados para os regimes de desordem forte e de desordem fraca

de pesos sao apresentados a seguir.

4.5.1 Regime de Desordem Forte

A Figura 35 apresenta exemplos de falhas macroscopicas de uma rede com fracoes de
ligacoes direcionadas utilizando o OPC. Quando a rede possui somente ligagoes direciona-
das (p2 = 0) poucas falhas sdo necessarias para que a rede seja desconectada. Na medida
em que ligagoes direcionadas sao trocadas por ligacoes nao direcionadas py > 0 o niimero

de falhas aumenta e um caminho de falhas é formado.

A Figura 36 apresenta o valor médio das fraturas de caminhos 6timos como fungao
do tamanho linear L para uma rede quadrada p, = 1. A dimensao fractal correspondente
da figura 36 é dy = 1,2207£0,0009. Esse resultado esta de acordo com o resultado obtido

por Oliveira et al [27] mostrando a equivaléncia entre os modelos.

A Figura 37 apresenta a evolugao da dimensao fractal d; partindo da rede p, =
0 para uma rede p; = 1. Quando py; = 0, a rede estd completamente preenchida de
ligagoes isotropicamente direcionadas. Em py = 1, a rede esta completamente preenchida
de ligacoes nao direcionadas e a dimensao fractal converge para o valor encontrado em

Fraturas de Caminhos Otimos em sitios [27].

No regime de desordem forte, o niimero de ligagoes removidas parte de um valor quase

constante (Figura 38) para um regime auto-similar (Figura 37).

Quando p, = 0, a rede esta em uma fracao critica de ligagoes, como ja discutido no
Capitulo 3. O expoente encontrado d,,; = 1,209 £ 0,001 para o caminho mais curto —

shortest path — coincide com o resultado encontrado por Lopéz et al [54], veja a Figura 39.
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Figura 35: Quatro amostras de fraturas de caminhos 6timos para redes de tamanho linear
L = 128 cujas fragoes de ligacoes direcionadas sdo (a) po =0, (b) p, = 0,3, (¢) po =0,7 e
(d) po = 1,0 no regime de desordem forte de pesos.
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Figura 36: Gréfico log-log da dependéncia do nimero de ligagoes bloqueadas (Mopc) em
fungao do tamanho linear da rede (L). A rede estd totalmente preenchida de ligagoes nao
direcionadas ps = 1. O expoente é o mesmo para as redes nao direcionadas de Andrade
et al [1].
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Figura 37: Dimensao fractal (d;) como uma fungao da fracao de ligacoes nao direcionadas
DP2-
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Figura 38: Grafico log-log da dependéncia do niimero de ligagoes bloqueadas M em fungao
do tamanho linear da rede L. A rede esta totalmente preenchida de ligacoes direcionadas
pe = 0. A rede estd sobre a linha critica py + p;/2 = 1/2.

B I T TTTTI I I ||||||| I I ||||||_

10* = O -

s L ]
T - i
= = /O ]
T L E
el L0 d, =1.209+0.001

e /O =

:OI | ||||||| | | ||||||| | | ||||||:

10° 102 107 10*

L

Figura 39: Grafico log-log da massa M do caminho 6timo em fun¢ao do tamanho linear
da rede L. A rede esta totalmente preenchida de ligagoes direcionadas ps = 0. A rede
estd sobre a linha critica ps + p1/2 = 1/2.
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4.5.2 Regime de Desordem Fraca

No regime de desordem fraca de pesos, o peso € possui flutuagoes pequenas e o niimero
de ligacoes necessarias para fraturar a rede é muito maior que o niimero necessario para o
regime de desordem forte. A Figura 40 apresenta quatro exemplos de fraturas de caminhos
6timos das ligagoes removidas para ps = 0, po = 0,3, po = 0,7 e po = 1,0. Semelhante
ao que foi discutido na segao anterior, na medida que p; (fracdo de ligagoes direcionadas

isotropicamente) sao substituidas por ligacoes nao direcionadas, o niimero necessario para

fraturar a rede é maior e pode ser observado na Figura 41.
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Figura 40: Exemplos de fraturas de caminhos 6timos para redes de tamanho linear L =

128 com fragoes de ligagoes direcionadas para valores (a) po = 0, (b) p2 = 0,3, (¢) po = 0,7
e (d) p2 = 1,0 no regime de desordem fraca. As falhas de cor laranja e preto foram

produzidas pelo OPC no regime de desordem fraca. As falhas de cor preta sao as mesmas

no regime de desordem forte.
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Figura 41: Grafico log-log da dependéncia do nuimero de ligagoes bloqueadas M como
funcao do tamanho linear da rede L. A rede esta totalmente preenchida de ligagoes nao
direcionadas ps = 1. O expoente é o mesmo para as redes nao direcionadas de Andrade
et al [1].

No regime de desordem fraca, o nimero de ligagoes removidas é proporcional ao
quadrado do tamanho linear L, portanto, o expoente dy ~ 2. Esses valores coincidem

com o expoente encontrado por Andrade et al [1].
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Figura 42: Dimensao Fractal dy como uma funcao da fracao de ligagoes nao direcionadas
p2 no regime de desordem fraca de pesos.
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Quando a rede tem ligagoes isotropicamente direcionadas, a massa da fratura de
ligagoes em uma rede isotropicamente direcionada, o expoente da massa fraturada é dife-

rente de zero, veja a Figura 43.
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Figura 43: Grafico log-log da dependéncia do numero de ligagoes bloqueadas M como
funcao do tamanho linear da rede L. A rede esta totalmente preenchida de ligacoes
isotropicamente direcionadas p; = 1. A rede estd sobre a linha critica ps 4+ p1/2 = 1/2.

O expoente do caminho mais curto — shortest path — sobre o agregado percolante na
rede isotropicamente direcionada dp; = 1,133 0,001 esta em acordo com os resultados
de Herrmann H.J et al, Grasberger et al e Zhou Z. et al [64, 65, 39] para a dimensao

minima de caminhos mais curtos em agregados percolantes, veja a Figura 44.

Em redes isotropicamente direcionadas, ha uma combinacao de trés conjuntos de
agregados percolantes: o agregado gigante in-component (GIN), o agregado gigante out-
component (GOUT) e a intersecgao desses dois: o agregado gigante fortemente conectado
(GSCCQC) [22], que foi discutido na se¢@o anterior. A dimensao fractal do GSCC ¢ dife-
rente da dimensao fractal do GOUT. No entanto, quando ha a possibilidade de existirem
caminhos que atravessem uma rede de tamanho linear L, esse caminho obrigatoriamente

estard no conjunto de ligacoes GIN ou GOUT.

Embora existam expoentes sobre o agregado percolante de um GSCC, as propriedades
de caminhos étimos em agregados GOUT e GIN na fracao critica de ligagoes p; = 1
pertencem a mesma classe de universalidade da percolacao classica de ligacoes na fracao
critica. Sobretudo, nao héa correspondéncia para as propriedades de fraturas de caminhos

otimos na fragao critica de ligacoes em redes isotropicamente direcionadas cujos valores
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Figura 44: Gréfico log-log da massa M do caminho mais curto em funcao do tamanho
linear da rede quadrada L. A rede esta totalmente preenchida de ligagdes direcionadas
p2 = 0. A rede estd sobre a linha critica ps + p1/2 = 1/2.

sao significativamente diferentes.

Esta diferenca que ha dos expoentes de fraturas de caminhos 6timos entre as redes iso-
tropicamente direcionadas e redes de ligacoes nao direcionadas sugerem uma sensibilidade
do OPC para medir a eficiéncia de uma rede regular de ligagoes ou uma rede complexa. A
proxima secao apresenta o resultado da aplicacao do OPC para a cidade de Boston, nos
Estados Unidos, considerando a topologia real da rede e o tempo de trafego de veiculos

em um dia congestionado como o peso para cada ligacao.
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4.6 Fratura de Caminhos Otimos Na Cidade de Boston

O modelo de fraturas de caminhos 6timos pode ser aplicado para medir a robustez
de redes com regime de pesos e direcoes nas ligacoes. A cidade de Boston nos Estados

Unidos foi usada como uma aplicacao do OPC em uma rede real.

Os dados de ruas da cidade foram obtidas do OpenStreetMap (OSM) [66]. O OSM é
uma plataforma eletronica de dados abertos que contém informagoes geo-referenciadas de
topografia, de cidades e seus elementos. O dado recebido da plataforma OSM armazena
para cada via (rua principal, rua secundaria, rua tercidria, via de fluxo rapido etc) um
conjunto de esquinas (intersecgdo entre ruas) através de coordenadas (z;,y;) e outras

propriedades de interesse variado.

Os dados de coordenadas dos pontos obtidos do OSM sao convertidos em sitios e o
link entre dois sitios define uma ligacao (trecho da rua) na rede da cidade de Boston e o
conjunto de sitios e ligacoes definem a rede da cidade de Boston. A Figura 45 ilustra a

regiao da cidade de Boston utilizada na aplicagao.

42.6 N

424N

71.2W 71.0W 70.8W

Figura 45: Rede de ruas para a cidade de Boston. As ligagoes direcionadas sao coloridas
em vermelho e as ligagoes nao direcionadas sao coloridas em cinza. A fragao de ligagoes
direcionadas é p; = 0,37. Os dados de ruas e esquinas da cidade de Boston sao obtidas
no ® OpenStreetMap contributors BY-SA.

A conversao dos dados do OSM para uma rede de sitios e ligagdes preserva as propri-
edades de sentido de cada ligacao entre os sitios da cidade. Por exemplo, uma rua que

possui sentido duplo é representada por uma ligacao nao direcionada, pois permite trafego
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de informacao nos dois sentidos, uma rua de sentido tinico é representada por uma ligacao
direcionada e uma via de fluxo rapido corresponde a um par de ligagoes direcionadas em

sentidos opostos desconectados.

O peso ¢ de cada ligacao da cidade de Boston é dado por,

=1

Ek (4.8)

onde t; é 0 tempo necessédrio para atravessar a rua (cruzamento entre duas ruas no mapa)

e [ é o comprimento da rua.

O tempo t;, de triafego e o comprimento [, da rua de cada ligagao foi obtido do
aplicativo do Google Maps [67]. O Google disponibiliza um conjunto de Application
Programming Interface (API) que pode enviar dados conforme a requisigdo do usudrio.
O API utilizado é o Directions API que consiste em determinar rotas entre um ponto de
origem e um ponto de destino em uma cidade. Para cada rota determinada pelo API,
um caminho é indicado e suas respectivas etapas para completar a rota selecionada. Para
cada rua do caminho obtido ha um conjunto de informacoes, dentre elas, o tempo de
viagem da rua t; e o seu comprimento lp. A Figura 46 apresenta a distribuicao de pesos

obtidos dos dados do tempo de viagem e do comprimento de rua para a cidade de Boston.

l

—
ot
ot
—_

0 1 1 1 | s | s | s
0 0.2 0.4 c 0.6 0.8 1

Figura 46: Distribuigao de pesos ¢ para dois horarios de regimes de transito congestionado
(18h) - linha de cor vermelho - e transito livre (4h) - linha de cor verde - para um dia da
semana tipico. A unidade de medida de ¢ é s/m o inverso de velocidade.
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Os resultados apresentados na Secao 4.5 mostram que, no limite de desordem de pe-
sos, a dimensao fractal da fratura acumulada na rede muda significativamente quando os
parametros da desordem de pesos e da fracao ocupada por ligacoes direcionadas. Para
compreender a importancia do OPC para medir a robustez da rede da cidade de Bos-
ton, trés modificagoes artificiais na rede da cidade de Boston foram implementadas. O
experimento 1 consistiu em manter a estrutura original da rede da cidade (p; = 0,37),
o experimento 2 consistiu em tornar aleatorio o sentido das ruas direcionadas das ruas
de sentido tnico (p; = 0,37), o experimento 3 consistiu em trocar ruas nao direcionadas
(sentido duplo) em ruas direcionadas aleatdrias (p; = 1) e o experimento 4 consistiu em

tornar toda a rede em ligagOes direcionadas aleatérias (p; = 1).

A fratura de caminhos 6timos foi realizada utilizando os passos a seguir: 1°) uma
distancia fixa de comprimento (I) é escolhida, 2°) um sitio origem (O) é escolhido ale-
atoriamente no distrito financeiro de Boston - quadrado interno ilustrado na Figura 45,
3°) um sitio destino (D) é escolhido aleatoriamente com distancia [ + 61, 4°) o primeiro
caminho mais curto min(path) entre o par OD é escolhido, 5°) a ligacdo que contém o
maior valor de peso €,,,; no path é removido do caminho, os passos 4 e 5 sao repetidos

até que nenhum caminho entre o par OD exista, observe a figura 47

=

Figura 47: Tlustracao da extensao do modelo de fratura de caminhos 6timos para a redes
de ruas da cidade de Boston. A caixa em cor preto representa a regiao de interesse da
cidade de Boston. O comprimento [ é a distancia euclidiana entre o ponto de origem (O)
e de destino (D). O caminho de cor azul é o caminho que tem a menor soma de pesos € e
a rua que possui o maior peso é removida (bloqueio de cor vermelho).

A massa média da fratura dos quatro experimentos é apresentado na Figura 48. A
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fratura média dos experimentos apresenta que a configuracao padrao (experimento 1) de
ruas da cidade de Boston tem melhor robustez quando comparada aos outros experimentos
2, 3 e 4. Embora nao seja possivel estimar a dimensao fractal no experimento 1, no limite
de p; — 1, os experimentos 3 e 4 mostram que o comprimento médio de fraturas é
aproximadamente constante para qualquer distancia [ e estao em acordo com o resultado

do OPC para regime de desordem forte de pesos no limite p; — 1.

| | |
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Figura 48: Comprimento médio em metros das ruas bloqueadas em Boston como fungao
do raio [ entre o par OD dos quatro experimentos no horario das 18h. O experimento 1
(O) consistiu em manter a estrutura original da rede da cidade (p; = 0,37), o experimento
2 (O) consistiu em tornar aleatério o sentido das ruas direcionadas das ruas de sentido
tnico (p; = 0,37), o experimento 3 (A) consistiu em trocar ruas nao direcionadas (sentido
duplo) em ruas direcionadas aleatdrias (p; = 1) e o experimento 4 (¢) consistiu em mudar
tornar toda a rede em ligagoes direcionadas aleatérias (p; = 1).



76

5 Consideracoes e Perspectivas

Redes regulares (planares ou cibicas) isotropicamente direcionadas foram estudadas e
encontramos que essas redes exibem o surgimento de agregado de ligacoes conhecidos como
agregados gigantes fortemente conectados (GSCC), agregados gigantes in-components
(GIN) e agregados gigantes out-components (GOUT). O objetivo do trabalho consistiu em
determinar os expoentes criticos de GSCC na fragao critica de percolagao e de localizar
a classe de universalidade em que estao presentes os GSCC e de determinar os expoentes
de caminhos 6timos e de fraturas de caminhos 6timos destas redes na fracao critica de

percolacao.

Determinou-se que a reta critica de percolagao de um GSCC em redes é dada por & +
P2 = pe, onde p. € o ponto critico de percolagao de um agregado gigante para a percolacao
classica. Verifica-se que os expoentes Bsee,Vsce € dsee Sa0 diferentes da percolacao cléssica
e sugerem que o GSCC ¢ diferente do GOUT e do GIN, embora, tenham o mesmo ponto
critico de percolacao. Os resultados encontrados sao equivalentes quando as simulacoes da
primeira e segunda parametrizacao sao comparadas. Os expoentes encontrados satisfazem

as relacoes de hiper-escala para as redes planares 2D e a rede cubica 3D.

Verificamos que os expoentes encontrados para o caminho mais curto nas redes iso-
tropicamente direcionadas sao os mesmos valores que encontrados na percolacao classica
de ligacoes, que sao d,,;, ~ 1,205 para a desordem forte de pesos e d,,;, ~ 1,13 para a

desordem fraca de pesos.

No entanto, os expoentes de fratura de caminhos 6timos para redes isotropicamente
direcionadas nao sao os mesmos para as redes de ligagoes nao direcionadas usadas na
percolacao classica de ligagoes. Para o regime de desordem forte de pesos a fratura tem
valor quase constante em redes isotrépica de ligacoes dy,. — 0 € no limite de ligagoes nao
direcionadas d,p. = 1,22, em concordancia com Andrade et al [1]. No regime de desordem
fraca de pesos, a fratura de caminhos 6timos escala com expoente d,,. = 0,38 para redes

isotrépicas de ligagoes e dy,. = 2 para rede de ligagoes nao direcionadas.
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Com esta potencial sensibilidade do OPC quanto aos parametros de fracao de ligagoes
direcionadas e de desordem de pesos em rede de sitios e ligacoes, o modelo de fratura de
caminhos 6timos foi aplicado na rede de ruas da cidade de Boston no Estados Unidos.
Os dados de ruas foram obtidos do OpenStreetMap e os dados de tempo de trafego e de
comprimento de rua foram obtidos do Directions API do Google. Considerando quatro
configuracoes de ruas da cidade de Boston, a primeira - o mapa real - e as outras trés
mudando-se o regime de fragoes de ligacoes direcionadas, verificamos que o valor médio
de bloqueios da cidade é constante quando p; = 1 isotropicamente direcionadas e que a
configuragao original da cidade é a que possui maior valor, assim, é possivel atribuir uma

quantidade de fraturas necessarias para tornar a rede nao transitavel.

Embora a teoria de percolacao seja muito estudada em redes de ligacoes nao direci-
onais, no plano de redes direcionadas, a formacao de agregados gigantes fortemente co-
nectados (GSCC) ainda podem gerar resultados e possiveis aplicagoes em sistemas fisicos
ainda nao bem entendidos - principalmente no caso da percolagao isotrépica de ligagoes
- dada a natureza nao peculiar de como esses agregados podem ser conectados e de como

caminhos podem ser formados dentro deles.

Este trabalho tem como perspectiva resolver exatamente a dimensao fractal do GSCC
em redes hierdrquicas para os trabalhos anteriores de Redner [18, 19, 20] que foram con-
centrados apenas no dominio de GOUT e verificar em dimensoes maiores que d = 6 [35],

os expoentes criticos nao sao funcao da dimensionalidade.
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