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RESUMO

A matematica sempre foi desafiadora. Desde os primordios da ciéncia, varios
pensadores e estudiosos ocupavam grande parte de seu tempo resolvendo
problemas mateméaticos. Quanto mais repostas obtinham, mais iam atras de
novas perguntas. Essa curiosidade trouxe grandes descobertas e,
consequentemente, muitas mudancgas que repercutiram em toda a histéria.
Dentre os varios assuntos que tornam a matematica fascinante, nesse trabalho
iremos nos ocupar em estudar os numeros complexos e algumas de suas
aplicacdoes. Veremos a definicdo, as operacdes e suas propriedades, as
representacbes e 0 uso dos complexos para solucionar problemas. O
conhecimento prévio do conjunto dos numeros reais R e suas opera¢des como
corpo, a representacdo grafica de R? as operagdes entre matrizes, o
comportamento das fungdes trigonométricas e as ferramentas do calculo,
formam o minimo necessério para o entendimento completo dessa dissertacao.

Palavras-chave: Numeros complexos. Formula de Cardano. Trigonometria.
Equacdes algébricas. Férmula de Moivre. Vestibular. Equacgdes diferenciais.



ABSTRACT

Mathematics has always been challenging. From the beginnings of science,
many thinkers and scholars have spent much of their time solving mathematical
problems. The more answers they got, the more they went after new questions.
This curiosity brought great discoveries and, consequently, many changes that
reverberated throughout history. Among the various subjects that make
mathematics fascinating, in this work we will be concerned with studying the
complex numbers and some of their applications. We will see the definition, the
operations and their properties, the representations and the use of the complexes
to solve problems. The prior knowledge of the set of real numbers R and its
operations as a body, the graphical representation of R2, the operations between
matrices, the behavior of the trigonometric functions and the calculation tools,
form the minimum necessary for the complete understanding of this dissertation.

Keywords: Complex numbers. Formula of Cardano. Trigonometry. Algebraic
equations. Moivre's formula. Entrance exam. Differential equations.
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1 INTRODUCAO

Resolver equacfes sempre fez parte da vida de qualquer matematico, ou
até mesmo, dos que gostam de matematica. Seja qual for o nivel: fundamental,
médio ou superior, as equacdes estardo sempre presentes. E altamente
empolgante e gratificante dedicar tempo na resolucdo de uma equacéo e, ao
final, verificar que o resultado esta correto.

Acontece que solucionar uma equacdo nem sempre € tarefa facil.
Equacbes do 1° grau sdo simples. Ndo podemos falar o mesmo das equacoes
do 2° grau tendo o conjunto dos ndmeros reais como conjunto universo.
Tomando, por exemplo, a equacdo x? + 1 = 0, vemos que ela ndo tem solucéo.
N&o h& nenhum nimero real em que o seu quadrado seja igual a —1. O que fazer
entao?

Durante o século XVI, mais especificamente na lItalia, havia uma disputa
entre dois matematicos: Girolamo Cardano e Nicol6 Fontana. O primeiro nasceu
em 1501 e faleceu em 1576. Cardano teve uma vida marcada pelos extremos.
Era um tremendo cientista, a0 mesmo tempo que era invejoso, traidor e violento.
Deu uma imensa contribuicdo para o estudo das probabilidades através do seu
livro Liber de Ludo Aleae.

O segundo, Nicol6 Fontana, ficou mais conhecido como Tartaglia. Isto se
deve ao fato de que, quando crianca, Nicolo foi gravemente ferido por golpes de
sabre. Esse acidente trouxe uma profunda cicatriz na boca que causou um
defeito permanente em sua fala. O nome Tartaglia significa gago. Nicol6 publicou
diversa obras e despontava como um dos principais mateméaticos da época.

Um matematico chamado Scipione del Ferro, por volta do ano 1510,
encontrou uma forma geral de resolver equacdes do tipo x3 + px + g = 0. Apds
a morte de Scipione, Tartaglia se ocupou em resolver tais equacdes. Ele ndo
tinha visto o método de Scipione mas, como ja era de se esperar, Tartaglia
conseguiu resolver o problema e achou uma férmula geral.

Nessa época, Cardano continuava escrevendo sobre algebra, aritmética e
geometria. Ao saber que Tartaglia conseguira uma férmula geral para solucionar
equacdes do tipo x3+px+q =0, Cardano implorou ao “amigo” que lhe
mostrasse a férmula para que pudesse publicar em seu proximo livro. Tartaglia
negou exaustivamente as peticbes de Cardano alegando que ele mesmo iria
publicar. De tanto insistir, Cardano consegue convencer Tartaglia a mostra-lo a
férmula jurando ndo publica-la. Cardano ndo cumpriu com sua promessa e
publicou a formula para desespero de Tartaglia. Ficou conhecida como “Férmula
de Cardano”.

Cardano verificou que uma equacdo do 3° grau x3+ax?+bx+c=0
pode ser escrita na forma z3 + pz + ¢ = 0 em que z se relaciona com x através
da férmula z = x + m para algum m conveniente. Desta maneira, a formula de
Cardano resolve qualquer equacao do 3° grau. Segue a formula de Cardano:
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Seja a equacio x3 + px + q = 0. As raizes dessa equagio sdo dadas por:

Aplicando a férmula de Cardano para x3 — 15x — 4 = 0 vamos encontrar

~ , 3 3 .
como solugdo o numero «/2 +V-121 + «/2 —+/—121. Ao analisarmos essa
solucéo, vemos que o conjunto dos nimeros reais € insuficiente quando tratamos
das mais diversas equacdes algébricas. Mas entédo, o que fazer?

Posteriormente teremos o surgimento de um novo conjunto, 0 conjunto
dos numeros complexos C. Ao longo dessa dissertacdo vamos entender e
descobrir um pouco mais sobre esses numeros e, em seguida, resolver algumas
questdes interessantes.
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2 NUMEROS COMPLEXOS

Para resolver uma equacdo do tipo ax®> + bx + ¢ = 0 (x € R),0ou seja,
para encontrar as raizes reais de uma equacéao do 2° grau, basta usar a formula:

__ —bx+vVb?-4ac

2a

X

Fazendo o estudo das raizes temos que:

) Se b* — 4ac > 0, a equacdo possui duas raizes reais e distintas
1)) Se b* — 4ac = 0, a equacdo possui duas raizes reais e iguais
) Se b? — 4ac < 0, a equacio nao possui raiz real

A concluséo (lIl) acontece pelo fato de que nao ha, no conjunto dos
nimeros reais, nenhum ndmero x que satisfaca equacdes do tipo: x> = —a
coma e R}.

Ao resolvermos, por exemplo, equacdo x> — 4x + 5 = 0 teremos:

2v—1
2-1 2 2

4 +V16—-4-1'5 4+ -4 4
X = = =

-+

=2+ V-1,

portanto, as raizes serdox’ = 2 + Vv—1ex” = 2 — v—1. No conjunto dos
nameros reais essa equacao ndo possui solucao. Agora, ao atribuirmos um

simbolo para o valor de v—1 como se fosse um namero, obtemos duas raizes.
Seja i 0 simbolo adotado (chamado de unidade imaginaria) tal que i =+/—1
com a seguinte propriedade: i = —1 . Dessa forma, as solu¢des da equacgédo
serdo x' = 2 + iex” = 2 — i. Esses numeros sdo chamados numeros
complexos. Eles sédo da forma a + bi em que a € chamado de parte real e

b de parte imaginaria. Essa € a forma algébrica dos nimeros complexos.



2.1 Operacdes entre complexos

Usaremos as seguintes definicdes:

16

)] a+ bi =c+di & a=>bec = d Se dois complexos sdo iguais,

entao suas partes reais sao iguais, assim como suas partes
imaginarias também sdo iguais.

i) (a+ b))+ (c+di)=(a+¢c)+ (b+ d)i

i)  (a + bi)-(c + di) = (ac- bd) + (ad + bc)i. Multiplicando da

maneira usual e usando o fato de que i* = —1

A subtracdo entre complexos fica bem definida quando usamos a

operacao da adicdo e o conceito de oposto. Seja z = a + bi, 0 Seu oposto

sera —z = (—a) + (—b)i. Como exemplo, sez; = a + biez, = ¢ + di,
entao:

zZ1-2, = (a-c) + (b- d)i.

2.2 Conjugado de um complexo

O conjugado de um numero complexo z = a + bi é definido como
sendo z=a- bi,ou seja, obtemos o conjugado de um complexo
z mudando o sinal da sua parte imaginaria.

Sez = 3 + 4ientdao z= 3 - 4i.
2.3 Divisédo entre complexos

Concluindo as operacdes basicas entre complexos, o quociente da
divisdo entre dois numeros complexos é definido da seguinte maneira:

sejazy = a +biez, = ¢ + di,o quocientej—1 é obtido multiplicando
2
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1)

IN)

1)

IV)

Z1 Z3
— pelo fator —.
z
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Z3

Vejamos um exemplo: sejam z; = 5 + 2iez, = 4 - 3i. Teremos entéo,

zi+2z, =6+20)+ @-3i) =2z +2z,=06B+4)+[2+
(=3)]i =9-1i

zZy — 2 =05+ 20))—{@4-3i0) 22z, —2z, =06 -4+ [2 -
(=3)]i =1+ 5i

Zl'ZZ :(5+2l)(4—31) :>2122:[54—2(—3)]+[5
(-3) +2:4]i = 2,2, = 26~ 7i

Z1 5420 4+3i _ (20-6)+(15+8)i _ 14+23i _ 14

Z, 4-31 4430 (16+9)+(12-12)i 25 25

23 .
+ —
25

2.4 Poténcias dei

As poténcias de i possuem um comportamento periodico:

=1

3=i2-i=(-1)i=—i
*=i2-i2=(-1)-(-1) =1

.5=

i itri=1-i=i

Os possiveis valores para as poténcias de i sdo: 1,i,—1e —i.Para



calcularmos uma poténcia de base i, basta dividirmos o expoente por 4 e
pegarmos o resto da divisdo. Observe:

) Calcular o valor de i”*:

P74 — i4-18 . i2 — (i4)18' (_1) — 118 . (_1) =1

l

II) Calcular o valor de i%?

i891 — (i4)222. i3=1- (—l) = —

18
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3 REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UM COMPLEXO

Assim como 0s nUmeros reais possuem representacdo geomeétrica na
reta, os numeros complexos também séo representados geometricamente.
Usaremos o plano complexo para representar os nimeros complexos. Esse
plano é semelhante ao plano cartesiano, onde 0 eixo x (eixo das abscissas) &
chamado eixo real e o eixo y (eixo das ordenadas) é chamado eixo imaginario.
Isso se faz necessario pois, como vimos anteriormente, todo numero complexo
possui uma parte real e uma parte imaginaria.

Vejamos a seguir a representagcdo do nimero complexo

z = a + bi(ae b positivos)

4 representa o
‘= nimero complexo
E ME g b
S5 a i
REY
Tw b + P (a, b)
53
E
=1
: [
>
O a X
OX - eixo dos
numeros reais

FIGURA 1

O ponto P da figura é chamado de afixo. No exemplo dado, a e b sé&o
positivos. O ponto P pertence ao 1° quadrante do plano complexo. Sea < 0 e
b > 0, P estard no 2° quadrante. Casoa < 0Oeb < 0, P estara no 3°

guadrante. Finalmente, sea > 0e b < 0, entdo P estara no 4° quadrante.

. ~ . 3 3.
Abaixo temos a representacao do afixo de z = -5+ ‘/2——1 no plano complexo.
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&y
P [
AR
1
| 2
1
»
X
-3
2
FIGURA 2

3.1 Mddulo de um complexo

O médulo de um namero complexo z € definido da mesma maneira que
0 modulo de um numero real, ou seja, calculando a distancia da origem até o
afixo de z. Vamos denotar o modulo por p. O célculo para obtermos o valor de
p € simples. Acompanhe a figura:

L
a

FIGURA 3

Pelo teorema de Pitagoras vemos facilmente que |z| = p = v a? + b%. O angulo
0 da figura acima é chamado de argumento. Ele é o &ngulo formado pela

semirreta OP e o eixo real, partindo do eixo real e percorrendo no sentido anti-
horario.
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3.2 Formatrigonométrica de um complexo

Usando as razdes trigopnométricas podemos relacionar o argumento de z
com suas partes: real e imaginaria. Pela figura 3 temos:

b
send = — e cosO =
p

Dai,
a= p-cosfd e b=p-senb .

Substituindo as expressfdes encontradas acima, podemos reescrever z da
seguinte maneira:

z=a+bi=p-cos@+ p-senf-i = z=p-(cosO + isenh)

Quando z esta escrito dessa maneira, ou seja, em funcdo do modulo p e do
argumento 6, dizemos que ele estd na forma trigopnométrica. Escrevermos z na
forma trigonométrica facilita bastante alguns célculos entre nimeros complexos.
Vejamos agora como transformar z, inicialmente na forma algébrica, para forma
trigonométrica . Seja z = 2v/3 + 2i. Vamos calcular inicialmente o médulo e o
argumento de z:

lzl=p= [(2V3)?+22=Vi2+4=V16=14

23 _ V3

2 1 . .
ComosenH—Z—E e cosf = 2 = — entdo 6 = 30°.

Portanto, z = 4 - (cos30° + isen30°). De uma maneira geral, 8 = 30° + 2km

comk € Z.
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3.3 Multiplicagdo de complexos na forma trigonométrica

Sejam z, = p; - (cosO, + isenb;) e z, = p, - (cosB, + isend,) dois
complexos escritos na forma trigopnométrica. Ao efetuarmos o produto desses
dois numeros encontraremos:

z, "z, = pp - (cosB, + isenb,) - p, - (cosO, + isenh,) =
Zy "2y = pq - P2 - (cosBicosO, + isenb,cosB, + isenb;cosf, — senf;senb;) =

Zy*Zy = p1 Py [ cosB,cosB, — senb senb; + i(senb,cosf; + senb,cosh,)] =
z1°Z; = Py P2 [cos(01 + 03) + isen(6, + 6>)]
3.4 Potenciacdo de complexos na forma trigonométrica

Na multiplicacdo de complexos na forma trigonométrica basta
multiplicarmos os modulos e somarmos 0s argumentos. Agora, ao elevarmos o
complexo z = p - (cosf + isenf) a enésima poténcia, é natural pensarmos
que

z" = p™ - [(cos(nB) + isen(nf)] . Podemos verificar por indugéo. Se n = 1 ndo
h& o que fazer. Supondo verdadeiro que z™ = p™ - [(cos(nB) + isen(nb)],

precisamos mostrar que vale z"*t1 = p™*1.{cos[(n + 1)08] + isen[(n + 1)6]}.
Teremos entéo:

zM1 =z". z = p" - [(cos(nB) + isen(nf)] - p - (cosh + isend) =

z™1 = p"tl. fcos[(n + 1)8] + isen[(n + 1)0]}a

Portanto, calcular a enésima poténcia de um complexo fica bem mais simples
ao tomarmos sua forma trigonométrica. Se z = p - (cos6 + isenf), basta
aplicarmos:

z" = p" - [(cos(nB) + isen(nBh)]

Esse resultado € conhecido como formula de De Moivre. Vejamos um

exemplo: seja z = 2+/3 + 2i. Vamos determinar o valor de z'°. Sabemos que
|z| = 4e6 = 30°1logo:

z1% = 410.cos(10 - 30°) + isen(10 - 30°)] = 2048 - (cos300° + isen300°) =

1 V3
z'% = 2048 l§+ (— 7) il =1024- (1 —V3i) = 1024 — 1024V3i =
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~ 710 = 1024 — 1024/3i.
3.5 Divisdo de complexos na forma trigonométrica

Sejam z; = p; - (cosO, + isenb;) e z, = p, - (cosB, + isenb,), vamos
determinar uma férmula para o quociente j—l Usando o fato de que ;—1 = 2—1
2 2 2

S

teremos:

z; _ py-(cosb, + isenb;) p, - (cosb, —isend,)

z, py - (cosB, +isenB,) p, - (cosf, —isenb,)

z,  py - (cosO; - cosB, —icos - senf, + isenb - cosh, — i*senb; - send,)

) p2 - (cosB; - cosO, — i>send, - senb;)

zy  pq-(cosBy-cosB, + senb; - senb, + i(senb, - cosf, — cosb; - senb,))

z, p, + (cosB, - cosB, — i*send, - senh,)
z; _ p1-(cos(0; — 6;) + isen(6, — 0,))
Z, p2 * (cosf2 + senf?)

Z1 P

»—=—+(cos(61— 0,) +isen(6, — 0;))
Z; P2

Considerando z; = 6 - (cos% + isen %) ez, =3" (cosg + isen g) teremos:

I)z,-z,=6-3" [cos (%+%) + isen(%+§)] =18- (cos%Tn+ isen%)
Il)i—; = g [cos (%—g) + isen (%—%)] =2 (cos_Tn+ isen_Tn)

Z4 T T
— =2 (cos— - isen—)
Zy 4 4

3.6 Radiciacdo de complexos na forma trigonométrica

Um numero z é dito raiz n-ésima de um certo complexo x quando temos
z" = x. Suponhamos que z =1 - (cosf + isenff) e x = p - (cosO + isenB).
Usando a férmula de Moivre e o fato de que dois complexos sdo iguais quando
tém suas partes real e imaginaria iguais, segue que:

z" =x =21r"-[(cos(nB) + isen(np)] = p - (cosB + isenh) , logo:
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r™-cos(nf) = pcosf e r™ - sen(nf) = psend.

Do exposto acima podemos concluir que r™ = p e nf = 6 + 2km com k sendo
um ndmero inteiro. Usando esses resultados encontramos as raizes n-ésimas
de x através da formula:

n n 0+2knr | 0+2km
Vx="/p (cos————+isen——

Com a férmula obtemos n raizes distintas fazendo o k variar de 0 até

n — 1. Isso se deve ao fato das fung¢des seno e cosseno terem periodo igual a
2. Concluimos entdo que um numero complexo x # 0 possui n raizes

n — ésimas.

Vejamos um exemplo: seja z = 2+/3 + 2i. Vamos determinar as raizes ctbicas
. 3 R . .

de z, ou seja, v 2+/3 + 2i. Primeiramente escrevemos z na sua forma polar:

30° + 2km 30° + 2km
z =4 (cos30° + isen30°) = 3z = V4- (cosT + isen —)

Fazendo k = 0 e nrrad = 180°

30°+2-0-m 30°4+2-0-m
Yz =V4- (cosf + isen f) =V4- (c0s10° + isen10°)
Fazendo k = 1 e nrad = 180°
30°+2-1-m 30°+2-1-m
Vz = V4- (COST + isenT) = V4 (cos130° + isen130°)
Fazendo k = 2 e nrad = 180°
30°4+2-2-m 30°+2-2-m
Vz=V4- (cosf + isen f) = V4 (cos250° + isen250°)

Portanto, as raizes cibicas de z = 2+/3 + 2i s80 V4 - (cos10° + isen10°),
V4 - (cos130° + isen130°) e V4 - (cos250° + isen250°).
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4 OUTRAS APRESENTACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

Nos capitulos anteriores apresentamos 0s numeros complexos da
maneira tradicional, ou seja, como uma extensao do conjunto dos nimeros reais.
No capitulo 4 vamos apresentar os numeros complexos de uma maneira um
pouco diferente. Inicialmente trataremos os complexos como matrizes e, em
seguida, como pontos no R2.

4.1 Complexos como subconjunto de matrizes 2X2

Uma matriz real de ordem 2 é do tipo (Ccl Z) em que a, b, c e d sdo
nameros reais. Sabemos que a unidade em matrizes € dada pela matriz

identidade I = ((1) ‘1)

que ter a matriz X paratermos X - X = —17?

). Sendo X uma matriz real de ordem 2, que entradas teria

Essa pergunta nos liga diretamente ao que foi exposto no capitulo 2: qual
a solucdo da equagdo x? = —1 (x € R)? Precisamos descobrir as entradas da
matriz X e verificar se todas as operacfes e implicacbes vistas anteriormente
para os complexos estao bem definidas.

b
d

€ -G 2=Gia wia)=( 2%

a’?+bc=-1,ac+cd =0,ab+bd =0e bc +d? =—1.

Seja X = (Ccl ) Vamos resolver a equagao matricial X - X = —I:

Resolvendo o sistema de equa¢des acharemosque a = 0,b = —-1,c =1ed = 0.

0 -1

1 0 ) Usaremos a matriz i = (0 _1)

Portanto a matriz X é definida como ( 1 0

para indicar a unidade imaginaria.

Associando a um nimero qualquer b € Ra matriz bl = b ((1) (1)) = (g 2)

teremos que a soma entre dois numeros reais b + ¢ = ¢ + b fica associada a
b+c 0
0 b+c

entre dois nidmeros reais bc = cb fica associada a matriz (

matriz ( ) De maneira semelhante, teremos que a multiplicacdo

bc 0
0 bc

e=( 9 D=5 peee=(5 0 D=5 1)

Portanto, as matrizes com formato (8 2) com b € R, se comportam da mesma

). Veja:

maneira que 0s numeros reais quando se trata de soma e produto.
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Podemos entdo considerar os numeros complexos como todas as

matrizes que sdo da forma bI+ci=(g g)+((c) _Oc)z(lc’ _bc) As

operacoOes séo definidas a partir da soma e do produto de matrizes:

d —e)_(b+d —(c+e)

s =0T b+d)=(b+d)1+(c+e)i,

(bl + ci) + (dI + ei) = (é’ 2+ (

pelo exposto acima vemos que a soma é comutativa. O elemento neutro sera

. (0 0 o . . (10

0l +0i = (O 0), o elemento neutro da multiplicacéo sera 11 + 0i = (0 1) eo
o ~_(—b ¢

simétrico dado por —(bI + ci) = (_C —b)'

Finalmente, o produto seréa dado por:

N ~_ (b —c\y (d —e\_ (bd—ce —(be+cd)\ _
(bl + ci) (d1+el)_(c b) (e d)_(be+cd bd — ce )_
(bd — ce)l + (be + cd)i.

Fazendo agora (dI + ei) - (bl + ci) teremos:

(Cei _de) ' (IZ —bc) - (ZZ_T_EZ —(blzle_-l-cced)) = (bd — ce)I + (be + cd)i.

Concluimos entédo que o produto também é comutativo.

Uma matriz possui inversa se, e somente se, 0 seu determinante é

diferente de zero. Sendo bl + ci = (IZ _bc) a condicao para que bl + ci tenha
inversa é:

b —c 2 _ (. 2\ _ 12 2 2 4 _ 2 i
det c b #0=b*—(—c*)=b"+c“+ 0= b*+ —c”,0Uuseja, 0

determinante s serd nulo se b = ¢ = 0. Um complexo bl + ci tera um inverso
se b # 0 ou ¢ # 0. Equivale a dizer que se bl + ci # 0] + 0i entdo bl + ci tem
inversa. Para achar o inverso multiplicativo basta aplicarmos:

a b
w1 _(a —-by'_ 1 a b\ _|[|a%2+b%2 a?+ b2
(al + bi) _(b a) _a2+b2(—b a)_ —b a |7
a? + b? a? + b2
a —b
1 N1 = 1 .
(al + bi) PR +a2+bzl

Da Algebra Linear sabemos que a soma e o produto de matrizes
guadradas sao operacdes que gozam da associatividade e da distributividade
do produto em relacdo a soma. Por isso, podemos dizer que essas
propriedades sao validas para a soma e o produto dos niumeros complexos.

Portanto, & matriz bl + ci associamos o0 numero complexo b + ci. Desta
forma, podemos apresentar os nimeros complexos como um subconjunto de
matrizes 2x2 com entradas reais.



27

4.2 Complexos como o produto cartesiano RxR

Sabemos que o plano RxR = R* é composto por pontos e que cada ponto
é representado por um par ordenado. Par porque temos duas coordenadas, x e
y, ordenado porque temos uma ordem a ser respeitada, primeiro x e depois y. A
coordenada x chamamos de abscissa e a coordenada y chamamos de
ordenada. Abaixo temos a representacdo do ponto (2,3) no RZ:

FIGURA 4

No topico anterior apresentamos 0s numeros complexos como um
subconjunto de matrizes reais 2x2. N0ssO objetivo agora € apresentar o0s
nameros complexos como sendo o produto cartesiano RxR munido das
operacdes de soma e multiplicacao.

Por definicdo teremos que um nimero complexo z € um par ordenado
(x,y) com as seguintes regras para a soma e o produto:

Sejam z; = (x1,V1) € Z; = (x3,¥,). Teremos,
soma: zy+ 2z, =(x; +x5,¥1 +y2) e

produto: z1Z; = (x1, %) (Y1, ¥2) = (X1X2 — Y1Y2, X1Y2 + Y1X2)

Vamos verificar agora as propriedades: comutatividade, associatividade,
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elemento neutro da adicdo e elemento neutro da multiplicacdo, elemento
simétrico, inverso multiplicativo e a distributividade do produto em relagédo a
soma.

Comutatividade:
Z1+ 2, = (X + X,y +Y2) = (0 + X0,V + 1) =2, + 74

Z1Zy = (X1X3 — Y12, X1Y2 + V1X2) = (XoXq — VoY1, X2Y1 + VaX1) = Z325.

Associatividade:
(z1+2) +z3= (X3 +x2, 1 +¥2) + (x3,¥3) = (X + X2 +x3,91 + Y, +Y3) =

(z1 +23) + 23 = (x,y1) + (X2 +x3,¥, +¥3) = 21 + (2, + 23).

(2122)2z3 = (X1X2 — Y1Y2, X1Y2 + Y1%2) (X3, ¥3) =
(z123)z3 = ((xlxz = Y1Y2)x3 — (X1 + 3’1x2)}’3' (x1%3 — ¥1Y2)Y3 + (X1Y2 + y1x2)x3) =

(21 (X2x3 — ¥2¥3) — Y1(X2Y3 + ¥2X3), Y1 (X2X3 — ¥23) + X1 (X2Y3 + ¥2X3)) = 21(2223).

Elemento Neutro Aditivo.
Ao observamos o resultado da soma (0,0) + (x,y) = (x,y) concluimos que

o par ordenado (0,0)é o elemento neutro aditivo.

Elemento Neutro Multiplicativo:
Ao observamos o resultado do produto (1,0)(x,y) = (x -0,y +0) = (x,y)

concluimos que o par ordenado (1,0) é o elemento neutro multiplicativo.

Elemento Simétrico:
O simétrico de um complexo z = (x,y) sera dado por — z = (—x,—y). De fato,

(x, ) + (=x,=y) = (0,0).

Inverso Multiplicativo:
Sejaz = (x,y) # (0,0) . Queremos um complexo w = (a, b) tal que zw = (1,0).

(x,y)(a,b) = (1,0) = (xa— yb,xb + ya) = (1,0) > xa—yb = 1exb + ya = 0.

x —
Resolvendo o sistema teremos que z~! = w = ( 5 7132 4 2).
x*+yc xc+y
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Distributividade:

z1(zy + z3) = (X1, Y1) (X2 + X3, ¥, + ¥3) =
z1(z, +23) = (xl(xz +x3) = y1(V2 + ¥3), x1(y2 + ¥3) + y1(x2 + x3)) =

(X1X2 — Y1¥2, X1Y2 + ¥1X2) + (X1X3 — Y1Y3, X1Y3 + Y1X3) = 212, + 21 Z3.

Do exposto acima concluimos que os numeros complexos, conforme a
definicdo dada neste topico, formam um corpo. A unidade imaginéaria i € dada
pelo par ordenado (0,1). De fato, (0,1)(0,1) = (0 — 1,0 + 0) = (—1,0). Podemos
associar cada par ordenado (x,y) a sua forma algébrica x + yi definida no
capitulo 2. Portanto, os nameros complexos também podem ser apresentados
como o plano R? munido de soma e multiplicag&o.
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5 APLICACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

A aplicacdo dos numeros complexos ndo se resume apenas a
matematica. Uma area essencial e relevante que podemos usar 0os complexos &
a fisica. Neste capitulo veremos como usar 0S complexos para resolver
problemas ligados a eletrodindmica. Serédo apresentados alguns conceitos que
fazem parte dos circuitos elétricos e em seguida a aplicacdo dos complexos na
resolucao de questdes.

5.1 Conceitos da eletrodinamica

A eletrodinamica é o estudo das correntes elétricas, suas causas e 0S
efeitos que produzem no caminho por onde passam os portadores de carga
elétrica livres. As correntes elétricas tém papel fundamental no mundo moderno,
estando presentes nos sistemas de iluminagdo residenciais e urbanos, nos
eletrodomésticos em geral, na industria, nos computadores etc. O que
aconteceria se as fontes de energia elétrica parassem de funcionar e,
consequentemente, ndo pudéssemos mais gerar correntes elétricas?
Certamente seria um caos generalizado.

Corrente elétrica € o movimento ordenado, isto €, 0 movimento com
direcéo e sentido preferenciais, de portadores de carga elétrica. Ela € gerada por
uma diferenca de potencial elétrico (d.d.p) estabelecida entre dois pontos. Essas
cargas elétricas, que se movimentam gerando a corrente elétrica, sdo chamadas
de elétrons. Eles possuem carga negativa de valor e = 1,6 - 1071°C. A unidade
de carga elétrica € denotada por € em homenagem ao francés Charles Coulomb.
Os elétrons sempre buscam pontos de maior potencial. Usaremos a letra i para
representar a intensidade da corrente elétrica e a letra U para a d.d.p (tens&o).
A unidade de corrente elétrica é dada por A em aluséo ao fisico francés André-
Marie Ampere, e a unidade de tenséo € dada por V de Volts.

Uma corrente elétrica é dita continua quando seu sentido ndo € alterado.
Caso o sentindo da corrente seja alterado constantemente, entdo ela é dita
corrente alternada. Para fornecer energia para as milhares e residéncias de uma
metropole, é necessario uma corrente alternada. Acompanhe o gréfico:



31

/\\ continua
|

alternata

FIGURA 5

Gerador é um dispositivo capaz de manter uma d.d.p entre dois pontos.
Ele tem grande importancia nos circuitos elétricos conforme veremos a seguir.
Como exemplo comum para um gerador temos a pilha, objeto bastante utilizado
no dia a dia.

PILHA GERANDO CORRENTE
EM UM CONDUTOR

=2

e CORAENTE

ELETHICA

O —= CONGUTOR

FIGURA 6

Os resistores sdo componentes elétricos responsaveis em transformar a
energia elétrica gerada pelo gerador em energia térmica. Essa transformacao é
chamada de efeito Joule, em referéncia ao brilhante fisico britanico James
Prescott Joule. Cada resistor possui uma resisténcia R que é medida em
Q(ohms). Podemos citar como exemplos de aparelhos que fazem uso de
resistores os chuveiros elétricos e os ferros de passar roupa. A figura 7
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exemplifica um resistor.

FIGURA 7

Circuito elétrico € a ligacdo de varios componentes elétricos: resistores,
indutores, capacitores, diodos, fontes de tenséo etc. A corrente elétrica percorre
o circuito elétrico alimentando o sistema para alcancar o objetivo para o qual ele
foi construido. A seguir temos um exemplo de circuito elétrico.

FIGURA 8

O fisico alemdo Georg Simon Ohm deu uma contribuicdo gigantesca
guando tratamos de eletricidade. Existem duas leis na eletrodinamica que sao
atribuidas a ele. A primeira lei diz que U = Ri, ou seja, a tensdo estabelecida
entre dois pontos é igual ao produto da resisténcia pela corrente elétrica. Ohm
conseguiu constatar essa relacao através do valor constante que ele conseguia

~ U ~
para a razao -. Alterando a tenséo ele encontrava um novo valor para a corrente

mas a razao desses valores permanecia a mesma. Ele chamou essa razéao de
resisténcia como vimos anteriormente.



33

Podemos gerar correntes alternadas por meio de dispositivos chamados
alternadores. Essas correntes possuem um grafico representativo em formato de
onda senoidal. E possivel constatar esse fato porque ela varia no tempo
proporcionalmente ao seno de um angulo que é descrito por um segmento que
gira em torno da origem com velocidade uniforme. Uma onda senoidal pode ser
representada pelas equacdes:

v(t) =V, sen(wt + 0) ou I(t) = I, - sen(wt + 0), onde:
V é o valor maximo de tensiao
I,, € 0 valor maximo de corrente

w é a frequéncia angular ou velocidade de rotagio

0 é o angulo de fase

A Corrente Corrente alternada

maximo

d
e /_\/_\
0 b :
Tempo

negativo C

FIGURA 9

Os fasores séo vetores que giram numa determinada velocidade em um
ciclo trigopnométrico originando as ondas senoidais. Podemos representar uma
funcao senoidal usando um fasor. Um fasor possui uma frequéncia w, um médulo
igual a tens&o de pico V}, e angulo inicial de fase 6.

Os capacitores sdo componentes eletrénicos constituidos de duas pecas
condutoras chamadas de armaduras. Entre as armaduras existe um dielétrico,
isto €, um isolante que pode ser, por exemplo, papel, 6leo ou o préprio ar. A
func@o dos capacitores € armazenar energia elétrica. Existe uma tensédo entre
as armaduras que vamos chamar de forca eletromotriz (f.e.m). Cada capacitor
tem a uma capacidade para armazenar energia. A essa capacidade damos o
nome de capacitancia que é medida em F (farad). A capacitancia é calculada
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pela formula € = % em que C € a capacitancia, Q é a carga armazenadae U é a
tensao.

FIGURA 10

Um indutor € um dispositivo elétrico passivo capaz de armazenar energia
criada num campo magnético formado por uma corrente alternada. Eles séo
geralmente usados para impedir variacées de corrente elétrica ou para formar
um transformador. A indutancia é a grandeza fisica relacionada aos indutores e
€ representada pela letra L e medida em Henry(H). Podemos calcular a

induténcia de um indutor por: V =L -Z—i onde V é a tensao e L a indutancia.

FIGURA 11

Chamamos de reatancia e denotamos por X a capacidade que um
capacitor ou um indutor tem de resistir a uma corrente alternada que passe por

ele. Como se trata de resisténcia, a unidade de reatancia sera o Q(ohm).0O
) A . 2 ) 1 1 A .
calculo da reatancia X é dado pela formula: X, :—m:—z(reatanua
capacitiva) onde f é a frequéncia da f.e.m, w é a velocidade angular e C é a
capacitancia do capacitor, e pela formula: X; = 2nfL = wL(reatancia indutiva)

onde L é a indutancia.



35

A impedancia elétrica (2) mede a capacidade de um circuito de resistir o
fluxo de uma determinada corrente elétrica quando se aplica uma tensdo entre
seus terminais. Seu valor € dado em fungéo da resisténcia elétrica e da reatancia

. . L , 174 z ~ . z
do circuito elétrico pela formula Z = - onde V é a tenséo de pico e | é a corrente

de pico. A impedancia equivalente de um circuito Zg, corresponde a um nimero
complexo e é escrito da seguinte maneira : (aqui a unidade imaginaria sera
denotada por j e usaremos a forma polar do complexo Z que é |Z|£8)

X
Zgo = R+ jX ouZgy = |Zpo|26, ou seja, Zgy = VR? + X?zarctg <§>

em que R(resisténcia) é a parte real e X(impedancia) é a parte imaginaria.

Vamos usar essa formula da impedancia (escrita como um namero complexo)
para resolver as questdes a seguir.

5.2 Questdes sobre circuitos elétricos

1)Determine a reatancia capacitiva de um circuito que tem um capacitor de

capacitancia C = 5mF e que recebe um sinal alternado de frequéncia

f =100Hz.
< A o 1
Solucao: Sabemos que a reatancia capacitiva é dada por X, = — m .
1
Substituindo os valores teremos que X, = — ~ —0,320Q

2-3,14-100-0,005

2)Qual areatancia indutiva de um circuito com um indutor L = 5mH

Sabendo que ele recebe um sinal alternado de frequéncia f = 1kHz?

Solugdo: Sabemos que a reatancia indutiva é dada por X; = 2nfL.

Substituindo os vlores teremos que X; = 2-3,14-1000 - 0,005 = 31,4Q.



3)Determine a forma polar da impedancia Z = (100 — 50j)Q.

Solugdo: Precisamos escrever Z na forma |Z|46. Calculando |Z|:

|Z| = /1002 + (=50)2 = V12500 ~ 111,800
Agora,o calculo de 6:

0 = arctg (W) = arctg(—0,5) = —26,57°

Portanto,a forma polar de Z é: Z = 111,804 — 26,57° Q)

4)Para o circuito abaixo considere os seguintes dados:L = 20mH,

10000rad . A . . .
R=1000Qe w = P Calcule a impedancia desse circuito e escreva

na forma polar.

®.~,

Solugdo: Usando a formula X; = wL teremos que X; = 10000 - 0,02 = 200Q.

Como R = 1000Q entdo Z = 1000 + 200j. Precisamos achar o modulo de Z e o

seu argumento.

|Z] = \/10002 + 2002 = V1040000 =~ 1019,800Q

36



Agora,f = arctg (%) = arctg(0,2) = 11,31°

Logo,Z = 1019,80211,31° Q

5)Para o circuito abaixo considere os seguintes dados: C = 1uF,

R= 1kO e w = 1000rad

.Calcule a impedancia desse circuito

_I_C

na formapolar.

1
0=
1000-0,000001

1
Solucdo: Usando a formula X, = = teremos que X, = —

X = —1000Q. A impedancia sera entao igual a Z = 1000 — 1000j.

0 calculo do mbdulo sera |Z] = /10002 + (—1000)2 = V2000000 ~ 1414,21Q

—1000
1000

Agora, 0 = arctg( ) = arctg(—1) = —45,0°

Logo,Z = 1414,212 — 45° Q

6)Para o circuito abaixo considere os seguintes dados: C = 1uF,

R=1kQ L=10mHe w = loo(s)—md. Calcule a impedancia desse circuito

na forma polar.

37
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Solugdo: Inicialmente, vamos calcular a reatancia capacitiva e a reatancia indutiva.
XL = wlL = XL = 1000 - 0,01 = 10.(1,

1 1
Xe = =3¢ = % = ~To00-0000001 _ _1000%

A impedancia sera entdo Z = 1000 + (10 — 1000)j = (1000 — 990j)Q.

Segue que |Z| = /1000% + (—990)2 = v/1980100 ~ 1407,16%

0
) = arctg(—0,99) = —44,71°

Agora, 0 = arctg (W

Logo,Z = 1407,164 — 44,71° Q

5.3 Equacdes diferenciais lineares de segunda ordem

Quando estudamos calculo, normalmente no inicio da nossa caminhada
no ensino superior, aprendemos a calcular limites, derivadas e integrais. Isto
permite chegarmos a varios resultados, que outrora dificeis de serem
conseguidos, de maneira bem mais simples. Na verdade, a matematica tem essa
facanha: simplificar a nossa vida.

Como dito anteriormente, as equac¢fes tém um papel fundamental nas
ciéncias exatas. Aprendemos desde o ensino fundamental varias técnicas de
resolucao para os mais variados tipos de equacdes: primeiro grau, segundo grau,
terceiro grau, exponencial, modular, logaritmica, equa¢cdes com duas variaveis,
equacodes irracionais etc.
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Neste toépico vamos estudar um pouco sobre as equacdes diferenciais.
Sao equacgbes em que o termo desconhecido ndo € simplesmente um numero,
mas sim, uma ou Varias func¢des. Estas equacdes possuem derivadas da funcéo
que se esta procurando. Dai o motivo de serem chamadas “diferenciais”.
Vejamos alguns exemplos de equacdes diferenciais:

1 A n !
My =x*  Q)y'= E(y2 -1, @y =2xe (@2y"+y —y=0.

As equacdes (1), (2) e (3) séo ditas de primeira ordem pois envolvem apenas a
primeira derivada da funcéo y. A equacéo (4) é chamada de equacédo de segunda
ordem pois envolve a segunda derivada de y.

Analisando a equacgéao (1), queremos uma fungdo em que sua derivada
sejaigual a x3. Para acharmos essa fungdo basta calcularmos a integral de x3dx.
Veja:

jx3dx—x—4+C
4

4
x
Sy =g + C,onde C é uma constante qualquer.

A equacéo (3) podemos reescrever da seguinte maneira:

dy
=2
ydx x

Resolvendo a equacao teremos:

d 2
yd—i/=2x=~ydy=2xdx=>jydy=J2xdx=>y7+C1=x2+C2=>

y? =2x2+2(C, — C;) >y = +/2(x% + K), onde K é arbitrario.

A equacdo (3) € um tipo de equacdo chamada de equacéo separavel. A equacao
P P d ~
separavel € aquela em que podemos escrever d—z como o produto de uma fungéo

de x vezes uma fungao de y. Vejamos agora um exemplo do uso de equagéo
diferencial para solucionar um problema envolvendo circuito elétrico.
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dl
A equacio L T + RI =V (t) é amodelagem da corrente I(t) para o circuito

elétrico da figura abaixo.Sabendo que a resisténcia é 12(), a indutancia é 4H e a tensao

igual a 60V, determine uma expressao para a corrente elétrica I(t).

S S p

Sr

€
W

ComoL =4,R=12eV(t) = 60 teremos:

2 =605 215 31:>j dl —fdt=> L5 -3l =t+C =
dt = dr 15—31 3" =

1
[15 - 31| = e 3t+0 5 15 - 3] = e 3Ce 3t = Ke 3t 5] =5 — §1<e—3t.

1
Fazendo I(0) = 0 teremos que 5 — §A =0>A4=15.

Logo,a expressio sera: I(t) =5 — 5e 3t

Uma equacéo diferencial de primeira ordem é dita linear quando pode
ser escrita na forma:

dy p _
=Py =0

onde P e Q séo fun¢bes continuas em um certo intervalo. Por exemplo, a
~ T . . 1
equacdo xy' +y = 2x é linear pois pode ser escrita como y' + -y =2

Toda equacao diferencial linear de primeira ordem pode ser solucionada
usando uma funcédo adequada /(x), chamada fator integrante.

Multiplicando ambos os lados da equacgéo y' + P(x)y = Q(x) pelo fator
integrante I(x) = el Pdx o em seguida, integrando os dois membros, teremos
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a solugéo da equacgéao. Vejamos um exemplo:

d
Na equacio % + 3x%y = 6x? temos que P(x) = 3x%e Q(x) = 6x2.Vamos

calcular o fator integrante: 1(x) = e/3**4* = ¢** Multiplicando os membros

d d
da equagio teremos: e’ % +3x2eX’y = 6x2e*’ = a(exsy) = 6x2e*’ =

e’y = f 6x2e* dx =2e* +C =y =2+ Ce ™, com C arbitrario.

Uma equacéo diferencial de segunda ordem é dita linear quando tem o
seguinte formato:

d*y dy
P(x)W + Q(x)a +R(x)y =G(x)

Onde P, Q,R e G séo fungBes continuas. Quando G(x) = 0 a equacéo € dita
homogénea. Se duas funcdes y; e y, sao solu¢cdes de uma equacéo diferencial
linear homogénea de segunda ordem entdo qualquer combinacéo linear

y = c1y1 + ¢, COM ¢ € ¢, quaisquer, também sera solugédo. Agora, se y, e y,
forem solucdes linearmente independentes de uma equacao diferencial linear
homogénea de segunda ordem e P(x) sempre for ndo nula, entdo a solucao
geral dessa equacao sera dada por:

y(x) = c;y,(x) + c,y,(x),com ¢, e ¢, arbitrarios.

Certamente nédo é tarefa simples resolver uma equacéo diferencial linear
homogénea de segunda ordem. Agora, no caso das funcdes P,Q e R serem
constantes teremos a seguinte configuragéao:

ay" +by'+cy=0

Sabemos que a funcdo exponencial y = e com r constante tem a
propriedade de que sua derivada é um multiplo por constante dela mesma.

Vamos substituir a primeira e a segunda derivada da funcdo y = e’ na
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equacao ay” + by’ + cy = 0. Teremos entéo:
y' =re™ e y' =r2e™
ay”" +by' +cy=0=>ar?e™ +bre™ +ce™ =0> (ar*+ br+c)e™ =0

Logo,y = e"™ é solugdo se r for raiz da equacio ar® + br + ¢ = 0.

A equacdo ar? + br + ¢ = 0 é chamada de equacéo caracteristica da equacao
diferencial ay” + by’ + cy = 0. Vamos analisar agora o que acontece com as
solucdes da equacao diferencial nos casos em que a equacao caracteristica
possui discriminante positivo, nulo ou negativo:

I — Discriminante positivo:
Se ryer, sdo as raizes da equacgdo caracteristica, entdo a solugdo geral da

equacio diferencial sera dada por y = c1e"* + c,e"?*, pois c;e™* e c,e"?* sdo LI.

Il — Discriminante nulo:
Ser éaunicaraiz da equagio caracteristica, entdo a solucdo geral da

equacio diferencial sera dada por y = cq1e™ + cy3xe"™,pois c;e™ e c,xe™ sao LI.

Il — Discriminante negativo:
Aqui faremos uso da exponencial complexa.O grande matematico suico Leonhard Euler,
conseguiu chegar ao seguinte resultado usando a série de Taylor:

Seja b um nimero real. A poténcia e’

,em que i é a unidade imaginaria, pode ser escrita
como eP* = cosb + isenb.
Sendo a um nimero real, usando uma propriedade basica da potenciagao teremos que

bi

a+bi ' =e%- (cosb + isenb).Portanto, para

o numero e pode ser escrito como e - e

qualquer complexo a + bi, segue que:

e@tbi — o2. (coshb + isenb).

Esse resultado é conhecido como férmula de Euler.

No caso do discrimanante negativo teremosry =c+dier, = ¢ — di.
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A solugdo geral da equacgao diferencial sera dada por:

y = Cle"® + Cye™* =y = Cec+IDX 4 C,e(c=ddx = ¢ pexpdxi | (¢ poxp=dxi o
ecx(Cledxi + Cze_dxi) = e“*[C;(cosdx + isendx) + C,(cosdx — isendx)] =

y = Cie"* + C,e™* = e“*[(C, + C;)cosdx + i(C; — C,)sendx].

Observe que y; = c,e“*cosdx e y, = c,e“*sendx sio LI.

Fazendo C; + C, = ¢y e i(Cy — C3) = ¢, teremos a solugao geral:
y = e“*[cq cos(dx) + cysen(dx)].

Como podemos solucionar a equagéo y"' — 6y’ + 13y = 0 usando o que
foi apresentado? Veja:

A equacio caracteristica ér? — 6r + 13 = 0. Calculando as raizes teremos

6+V36—-52 6+v-16 6F4i 3+ 2
= = = = l.
2 2 2 -

r

Logo, a solucido geral da equacio serd dad por y = e3*[c; cos(2x) + c,sen(2x)].

Veremos agora algumas aplicacdes das equacdes diferenciais lineares de
segunda ordem na engenharia. O problema a seguir trata da vibracdo gerada
em molas. Um problema classico na mecéanica.

A Lei de Robert Hooke, cientista inglés do século XVII, diz que se uma
mola estiver esticada (ou comprimida) x unidades a partir do comprimento
natural, entdo ela exerce uma forca, chamada forca elastica, proporcional a x
calculada através da formula:

F = —kx,onde k é positivo e chamado de constante elastica.

Aplicando a segunda Lei de Newton na férmula da forca elastica teremos:

4 I =0
Mm—s=—KX=>M——7 X = U.
dt? dt?
Encontramos entdo uma equacéo diferencial linear homogénea de segunda
ordem com equacéo caracteristica dada por mr? + k = 0. As raizes serdo
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L , k A x
iguais ar = twi,onde w = \/% é a frequéncia angular. Portanto, a solugao

geral € dada por: x(t) = ¢; cos(wt) + c,sen(wt). A solucdo também pode ser
escrita como x(t) = Acos(wt + ),onde A = \/c? + cZ é a amplitude e 6

c c
é o angulo de fase tal que cosf = Zl esenf = — ZZ

Essas caracteristicas sao de um movimento chamado movimento harmoénico
simples.

Vamos analisar agora o0 movimento de uma mola presa a uma massa e
que estd sujeita a uma forca de atrito(movimento horizontal sobre uma
superficie) ou forca de amortecimento(movimento vertical dentro de um fluido).
Supomos que a forgca de amortecimento seja proporcional a velocidade da massa
e atue na direcdo oposto ao movimento. Podemos escrever entao:

dx
F= —CE, onde c é positivo e chamado de constante de amortecimento.

Neste caso, a forca resultante serd o somatéria da forca restauradora com a
forca de amortecimento. A segunda lei de Newton nos faz chegar ao seguinte
resultado:

d’x " dx:' d2x+ dx+k — o
S T T A T

Essa equacao diferencial tem como equacéo caracteristica mr? + cr + k = 0.

Vamos agora discutir o problema nos trés casos para o discriminante.

I — Discriminante positivo:

Serier, sdo as raizes da equacgdo caracteristica, entao a solucdo geral da

equacio diferencial serd dada por x = c,e™t + c,e™t.

Quando c? — 4mk > 0 ocorre o superamortecimento. Fisicamente isso nos

mostra que ha uma forte forca de amortecimento gerada por um 6leo de alta viscosidade

ou graxa.

Il — Discriminante nulo:
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c
Ser =— o é aunica raiz da equacao caracteristica, entao a solugao geral da
m

~ . . / —(€
equagio diferencial serd dada por x = (c; + c;)e”/am,
Quando c? = 4mk ocorre o amortecimento critico. Nesse caso,

o0 amortecimento é apenas o suficiente para retirar as vibragoes.

III — Discriminante negativo:

c c
Ser, = — - +wier, =— o + wi sdo as raizes complexas
m m

da equacao caracteristica, entao a solucao geral da equacao diferencial sera dada por

Vdmk — c?

X = e_(C/Zm)t[cl cos(wt) + c,sen(wt)], onde w = =

Quando c? — 4mk < 0 ocorre o subamortecimento . Aqui temos oscilacdes

amortecidas pelo fator e~ (“2m)t. 0 movimento decai a 0 A medida que o tempo cresce.

Vejamos algumas aplicacdes do que foi exposto:

Situacio 1) Uma mola esta presa a uma massa de 2kg e tem um comprimento de 0,5m.
Uma forca de 25,6N é necessaria para manté — la esticada num comprimento
de 0,7m.Se amola distender — se até 0,7m e depois for solta com

velocidade inicial nula,determine a expressio que fornece a posi¢cio da mola.

Solugdo: Pelo enunciado e usando a Lei de Hooke, a forca necessaria para estender a mola é:

25,6
k(0,2) = 25,6. Consequentemente teremos que k = 07 - 128.Usando o valor

2
de k e sabendo que m = 2, teremos: 2 ZT;C + 128x = 0 que nos da como equagao

caracteristica 2r? + 128 = 0. A4 solucdo da equacio sera entio:
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x(t) = cycos(8t) + cysen(8t). Como a condigao inicial é x(0) = 0,2 teremos que

x(0) = c¢,c0s50 + c,sen0 = ¢; = ¢; = 0,2. Para acharmos o valor de c, vamos

derivar a solucdo: x'(t) = —8c;sen(8t) + 8¢, cos(8t).Como x'(0) =0

entdo c, = 0.Logo, a espressao que fornece a posi¢ao da mola é:

x(t) = 0,2cos(8t)

Situacio 2) Suponha que a mola da situacio 1 esteja imersa em um fluido com
constante de amortecimento c = 40.Sabendo que ela iniciou o movimento da
posicido de equilibrio com uma velocidade de 0,6 ™/, determine a expressio

da mola em funcao do tempo t.

Solugdo: Sabemos que a massa é igual a 2 e a constante elastica vale 128. Substituindo

d?x
os valores na equagao moz +c It + kx = 0 teremos:
2d2x+40dx+128 0 _d2x+20dx+64 0.A a teristi
I I x 102 T X equagdo caracteristica

r24+20r+64=0=>0+4)r+16)=0=>r,=—4er, = —16.

A solucio entdo sera x(t) = cie ™t + c,e 1%, Como x(0) = 0 entdo ¢; + ¢, = 0.

Derivando x(t) teremos x'(t) = —4c,e™*t — 16c,e71% = x'(0) = —4c; — 16¢, = 0,6.
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Como ¢, = —c, entdo ¢; = 0,05. Logo, a solugao sera:

x = 0,05(e~* — e~16h)

Situacido 3) A lei de voltagem de Gustav Robert Kirchhof f, mais conhecida como
lei de Kirchhoff,diz que o somatorio algébrico de todas as quedas de voltagem
emum circuito elétrico é igual a voltagem total fornecida para o circuito.

Pode — se traduzir a lei de Kirchhof f através da equacao:

d*Q dQ 1
LW-{_RE-I_EQ_V(t)’

onde L é a indutancia, Q a carga armazenada no capacitor, R aresisténcia,C a
capacitancia eV a tensio (forca eletromotriz). Essa equacao diferencial

éde segunda ordem e faz referéncia ao circuito da figura abaixo:

Vv C) L
. T°

Considere um circuito em que R = 40Q,L = 1H,C = 1600uF e V(t) = 100cos10t.
Calcule a carga armazenada no capacitor e a corrente no instante t sabendo
que a carga inicial e a corrente inicial sio iguais a 0.

Solugdo: Substituindo os valores na equacao dada:
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0 dQ L = 100c0s10t = 22 1+ 4022 1 6250 = 100c0s10¢
dt? 2t T 00016 ¢ = 100cos de? dt Q = 100cos

Essa equagao nao é homogénea, mas é razoavel pensarmos que exista uma solugao

particular Q, que seja do tipo Q,(t) = Acost + Bsent associando a V (t).

Teremos entao:

Q’p(t) = —10Asenl10t + 10Bcos10t e Q”p(t) = —100Acos10t — 100Bsen10t.

Substituindo na equacgao:

(—=100A4c0s10t — 100Bsen10t) + 40(—10Asen10t + 10Bcos10t) + 625(Acost + Bsent) = 100cos10t =

(5254 + 400B)cos10t + (—400A + 525B)sen10t = 100cos10t

Igualando os coeficientes:
525A +400B =100 e —4004+525B =0
21A+16B=4 e —16A+21B=0

Resolvendo o sistema acharemos os valores:

84 5 64
697 697

1
2 Qp(t) = 297 (84co0s10t + 64sen10t)

A equacgio caracteristica no lado esquerdo é r? + 40r + 625 = 0. Resolvendo:

_ —40++v1600 -2500 —-40++v—-900 —40+30i

— —20 + 15i.
2 2 2 0£150

r

Portanto, a solugdo da euagdo caraceristica: Q (t) = e2%¢c, cos(15t) + c,sen(15t)].

A carga total Q(t)sera a soma das duas cargas obidas:
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Q(t) = Q1) + Q.(t) = L (84co0s10t + 64sen10t) + e 29[, cos(15t) + c,sen(15t)]

697

Pelo enunciado temos que Q(0) = 0. Portanto,

0) 84 0 84
= _— = = = - —,
Q C1 + Cq1 697

Para aharmos c, precisamos primeiro derivar Q(t) pois, da eletricidade,

temos que I = ’r ,Segue entao:
dQ 1 —20t

I = T @(84c0510t + 64senl0t) + e [c; cos(15¢t) + c,sen(15t)] =
40

1= @(—21sen10t + 16c0s10t) + e 2% [(—20¢; + 15¢,)cos15t + (—15¢; — 20c¢,)sen15t].

Pelo enunciado temos que 1(0) = 0. Aplicando teremos,

1(0) = —20¢; + 15¢, + 640 _ 164
= — —_— = = = - —
G110 T g7 “2= 73001

Portanto, A carga Q(t) e a corrente I(t) sdo dadas pelas formulas:

—-20t

3

Q(t) =597

1(t) [e~29¢(—1920co0s15t + 13060sen15t) + 120(—21sen10t + 16cos10t)].

~ 2091

(—63cos15t — 116sen15t) + 120(—21sen10t + 16c0s10t)
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6 PROBLEMAS DE OLIMPIADAS E VESTIBULARES

Neste capitulo serdo resolvidos alguns problemas de olimpiadas e outros
de vestibulares. Serdo aplicados os conceitos e resultados apresentados até
agui com o objetivo de justificar a aprendizagem.

Problema 1 (Olimpiada do Peru/2003)

Considere |z+w| =|z—w]|V z,w € C. Achar a parte real do complexo (z - w).

Solucédo

Sendo z =a+ biew = x + yi teremos

lz+w|=z—w|=|(a+x)+ B+y)i|=|(a—x)+ (b—y)il

J@a+x)2+b+y)?2=J(@a—x)2+(b-y)2=(@+x)?*+ (b +y)>?
=(a-x)*+(b—y)*

a? + 2ax + x? + b? + 2by + y? = a? — 2ax + x? + b? — 2by + y? = 4ax = —4by

~ax+ by =0.

Agora, z-w = (a+ bi) - (x —yi) = ax — ayi + bxi — byi?
= (ax + by) + (bx — ay)i

Logo,a parte real do complexo (z-w) é ax + by = 0.
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Problema 2 (Academia da Forca Aérea/2007)

Seja z um numero complexo ndo nulo e i a unidade imaginéria (2 =-1), z#i. O
conjunto de todos os valores de z, para 0s quais 1Z+—tlz € um numero real,
representa um(a) :

a) Elipse

b) Hipérbole

c) Circunferéncia
d) Circulo

Solucédo
zZ+1
1+i-z

Sejaz=a+biew =

Para que um nimero seja real, a sua parte imaginaria precisa

ser igual a zero.

_z+i  a+tbi+i _a+(b+1)i
Vel xi oz 1+i-Ga+b) (A—-b)+ai
(1—-b)—ai

Precisamos mulplicar o resultado obtido pelo fator m.

Teremos entao:

a+((b+1)i (1-b)—ai a—ab—a’i+bi—>b%—abi®+i—bi—ai®

(1-b)+ai (1—b)—ai 1 —2b + b2 — a?i?
_a—ab+tab+a+(1—-a*-b?)i 2a+(1-a®-b?)i
B 1—2b+ b2 + a? ~ 1-2b+b%+a?
(1—-a?-0b?
s =
mw) 1—2b+ b? + a?
(1-a?-b?%

Fazendo Im(w) = 0: =0=>1-a?-b>=0=>a’+b*>=1.

1—2b+ b? +a?
A equagio a? + b? = 1 representa uma circunferéncia centrada
na origem e raio igual a 1.

O item c é o correto.



Problema 3 (Instituto Tecnoldgico da Aeronautica/2003)

Sendo z = % calcule [X82, z"|.

Solucédo

Sejak =

n=1

1+i 1 i

Escrevendo z = =— 4+ —
V2. N2 V2

V2 2i _ o

= + - na forma trigonométrica teremos:
depe (D) +(2) - a1,
2P\ 2 ) 2727

V2 V2
Sene_z——zecosg—Z—E Logo. 8 = 45°
- 1 - 2 - 1 - 2 " g ] —

Portanto,z = cos45° + isen45°.

60

2.7

n=1

Precisamos achar o valor de k = =|z+z>+z3+ -+ 2°|.

Usando o fato de que z" = p™ - [(cos(nB) + isen(nO)] segue que

60

5

n=1

k= = |c0s45° + isen45° + c0s90° + isen90° + --- + cos(60 - 45°)

+ isen(60 - 45°)| =

|cos45° + c0s90° + cos135° + --- + cos(60 - 45°)
+ [sen45° + sen90° + sen135° + --- + sen(60 - 45°)]i| =

60 60

Z cos(n - 45°) + Z sen(n - 45°)

n=1 n=1

56 56

n=1 n=57 n=1 n=57
56 56

Como Z cos(n - 45°) = Z sen(n-45°) =0,
n=1 n=1

60

60
Z cos(n - 45°) + Z sen(n - 45°)i

n=57 n=57

temos que k =

60 60
z cos(n - 45°) + Z cos(n - 45°) + [Z sen(n - 45°) + z sen(n - 45°)]i|.

52
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4
z cos(n - 45°) + z sen(n-45°)i| =
n=1

n=1

|cos45° + c0s90° + cos135° + cos180° + (sen45° + sen90° + sen135° +

senl180°)i| =

‘—+0+<——2>+( 1)+<§+1+£+0) =|-1+ (1 +V2)i| =

2 2

\/(—1)2+(1+\/§)2=\/1+1+2\/§+2=\/4+2\/E.

53
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Problema 4 (Instituto Militar de Engenharia/1997)

az+ [
yz+ 6
que leva os pontos z = 0, -i, -1 paraw =1, 1, 0, respectivamente, bem como, o
valor de z para w = -2 —i, onde i € a unidade imaginaria.

Determine os parametros «, 8,y e 6 da transformacéo complexa, w =

Solucédo
] a0+ p
Tomandoz =0ew = i,teremos: i = =L =0i
y-0+ 6
Tomandoz=—lew =0 Pl S - S SR
omando z = ew = 0,segue: _y-(—1)+0 = —a a=0i=
Tomand i 1,¢t TP ) i+ 8 >
= — =1, r ' = - —_ = —
omando z iew eremos D 10 yi ai

—yi=—0i-i+0i—0=>—-yi=0+0i—0=>—yi=0i=>y=-0.
Portanto, os parametros sdao: a = 0i,f =60iey = —0.

a~z+ B Oirz+ 0i (z+ 1)-i
yz+6 —-6-z+0 1—z °

Substituindo na transformacaow =

Agora,sendow = —2 — i teremos:
Z+ 1)-i ) ) . . )
—Z—i=%=>—2+ZZ—l+Zl=Zl+l=>ZZ=21+2=>Z=1+l

cz=1+1i
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Problema 5 (Instituto Militar de Engenharia/2006)

Sejama;, =1—-i,a,=r+sieay,;=0C—s)+@+s)i (n>1)termos de
uma sequéncia. Determine, em funcao de n, os valores de r e s que tornam
esta sequéncia uma progressao aritmética, sabendo que r e s sdo numeros
reais e i é a unidade imaginaria.

Solucédo

Seja k arazao da progressao aritmética a,.Teremos k = a,,, — a,.Dai,
k=r—s+@+s)-i—(r+si)=r—s+rit+si—-r—si=ri—s=>k=ri—s.
O termo geral de uma P.A édadopora, =a; +(n—1) - k.

Substituindo as expressdes dadas na questao teremos:
a,=a;+n—-1)k=>r+si=1-i+(n—-1)-(ri—s)=
r+si=1—-i+nri—ns—ri+s=>r+si=1+s(1—-n)+nr—-—r—1)i
Igualado as partes reais e as parte imaginarias:
Hr=1+s1—m)e(l)s=nr—r—1.

Substituindo o valor de s na equacao I:

r=1+(mr-r—-1DA-n=1+mr—-n*r—-r+nmr—-1+n=

n
=r2n—-n?-1 > 22 2D)=m>r=——m"7"™7——+.
r=r(2n—n Y+n=>r(n n+2)=n=r R —
Substituindo o valor de r na equagao I1:

n-1)—1 (n—-1)-1 n—n 1
= — — = = — — i ———— =
S=rn s n?—2n+ 2 n n?—2n+2

_ n*-n n®-2n+2  n-2
ST _2n+2 nt—2n+2 nt-2n+2
n—2

NS =

n2—-2n+2"
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Problema 6 (Olimpiada da Australia/2002)

Seja f: C — R uma funcéo definida por f(a+b-i) = f(b) +i-f(a) ondeié a
unidade imaginaria dos complexos. Determine o valor da expressao

2002 .

k=1 f(k +10).

Solucéo
Queremosovalorde f(1+ i)+ f2+i)+fB+i)+ -+ f(2002 + i).
Como o contradominio de f é o conjunto dos nimeros reais, entao temos que
f(b) +i-f(a) éumnumeroreal.Logo, a parte imaginaria é zero.
Portanto, f(a) = 0Va € R.Segue entdo que
f@a+b-i))=fb)+i-fla)=0+i-0=0.

2002

Z flk+D)=fA+D)+f2+i)+--+f(2002+i)=2002-0=0.
k=1
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Problema 7 (Olimpiada da India)

Se z,e z, € C s8o nimeros complexos tais que |z, + z,|= V3 e |z;| = |z, = 1,
qual o valor de |z; — z,]?

Solucéo

Sejam z, = a + bi e z, = ¢ + di. Pelo enunciado segue que

Ja2+b*=Jct+d®=12>a? +b>=c%+d? = 1.

Sabemos que z, + 2z, = (a+c) + (b + d)i.

Consequentemente, |z, + z,|= V3= (a+c)2+ (b +d)2 =3 >

a’?+2ac+c?+b*+2bd+d*=3=(a®?+b?>)+(c*+d?) +2(ac+bd) =3 >

1
2(ac+bd)=1=>ac+bd=5.

Queremos saber o valor de |z, — z,|.Temos que z; — z, = (a —c) + (b — d)i.

Portanto, |z, — z,| = /(a — )2 + (b — d)? =+Ja? —2ac+c? + b% — 2bd + d? =

1
|zl—zz|=\/(a2+b2)+(c2+d2)—2(ac+bd)=\]1+1—2-(§)= 2-1=1

sz — 2z = 1.
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Problema 8 (Instituto Militar de Engenharia)

Determine as raizes de z% + 2iz + 2 — 4i = 0 e localize-os no plano complexo,
sendo i a unidade imaginaria.

Solucéo

Seja z = a + bi. A equagdo pode ser escrita da seguinte maneira:
z24+2iz+2—-4i=0> (a+bi)*>+2i(a+bi)+2—-4i=0>
a’?+2abi —b?+2ai —2b+2—-4i=0=>(a®?—-b%>—-2b+2)+(2ab+2a—4)i=0
Igualando a parte real e a parte imaginaria a zero teremos:
a’?—b%>—-2b+2=0(1) e

2—a 2
2ab+2a—4:02ab+a—2=0:>b=T=a—1(II)

Substituindo (II) em (I):
2 2 2 4 4 4
az—(——l) —2(——1>+2=O:>a2—(———+1>——+2+2=O:>
a a a a

4 .az k=a2
az—ﬁ+3=0:a4—4+3a2=O:’a4+3a2—4=0=k2+3k—4=0.

As raizes ke k, serdo tais que k; + k, = =3 e k; - k, = —4.0s nimeros que
satisfazem essas condicdes sao k; = 1e k, = —4 .Teremos entao:
2 2 2 x
a*=1=2>a=21loua”=-4=a¢& R Comob =-—1segue entio que:
a

2 2
Sea=1 :»b=I—1=1.Sea=—1=> b=—1—1=—3.Logo,asraizesséo

z1=1+iez, =—-1-3i.

Portanto, o complexo z; tem parte real igual a 1 e parte imaginaria igual a 1.

O complexo z, tem parte real igual — 1 e parte imaginaria igual a — 3.

A representacao de z,e z, no plano complexo estdo a seguir.0 ponto A(1,1) representa z,

e o ponto B(—1,—3) representa z,.
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Problema 9 (Olimpiada dos Estados Unidos)

—1+ivV3 —-1-iv3 . .
V3 oy = T”/— onde i2 = —1, determine o valor de x3 + y13.

Sex =

Solucédo

Escrevendo x na forma trigonométrica teremos:

1 V3 , 1\ (V3Y
C0m0x=—§+—l,0modulodexserapx= (——) +l—=| =

2 2

1
Teremos entao que senf, = > e cosO, = —3 .Logo, 8, = 120°.

Portanto,x = cos120° + isen120°.

Escrevendo y na forma trigonométrica teremos:

60

1 V3. , (VB 1
Com0y=—E—Tl,omodulodeyserapy= <_§) =) = [zt

1
Teremos entao que senHy = -5 e cosHy = —3 .Logo, Gy = 240°.

Portanto,y = cos240° + isen240°.

Calculando x13 e y3:

x13 = cos(13 - 120°) + isen(13 - 120°) = cos(1560°) + isen(1560°).
Como 1560° = 4 - 360° + 120° entdo x'3 = c0s120° + isen120°.

y13 = cos(13 - 240°) + isen(13 - 240°) = cos(3120°) + isen(3120°).
Como 3120° = 8- 360° + 240° entdo y'3 = c0s240° + isen240°.

1 V3 ( 1 V3 ) _ 4

Portanto,x® +y3 =x+y= ot

—=——i

2 2

-=1.
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Problema 10 (Instituto Tecnoldgico da Aeronautica)

Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices sao as
solucdes da equacédo z® = 1. Marque as raizes no plano complexo e determine
a area desse poligono.

Solucéo

Resolvendo a equagdo:z =1 =z = Vi=sz=Y1+0i

Queremos entao as raizes sextas do complexo x = 1 + 0i.

Escrevendo x na forma trigonométrica:

Comox =1+ 0ientaop = \/m = 1.Dai, sendo 6 o argumento de x teremos que

cos@ =1esenf =0. Logo,0 = 0°e x = cos0° + isen0°

, n 0+ 2k 0 + 2km
Agora,usando a férmula Vx ="/p - (COST + lsenT) comn =6,

0 = 0°e k variando de 0 até 5, vamos achar as raizes sextas:

parak = 0=z, = Yx = cos0° + isen0° = 1 = ponto A(1,0)

k=1o 2 = 85— 2 271_1+\/§,=> tB1\/§
parak = 7, = Vx = cos—+isen—=—+—-i=ponto B| 5,
4m 4m 1 3 13
— :6 — - 7 - = -7 —_—— —
parak =2 = z3 =x cos —=+ isen— 2+21:>p0ntoC< 2,2>
6 e 61 ]
parak =3 > z,=%x = cos—=+ isen——= —1+ 0i = —1 = ponto D(—1,0)
kmdo 2= V5 cosT 4 isen o L B (L V3
parak = 75 = Vx = cos—+isen—= -5 ——i = ponto 5~
] 100 10m 1 3 1 /3
parak =5= z6=\/§=cosT+LsenT=z—71=> ponto F >

A representacao no plano complexo de todas as raizes segue abaixo:
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@
-1

26 24 22 -2 -18 186 -14 2

Ao ligarmos os pontos, serad formado

com lado medindo 1 u.c.

-08 08 -04 D2 0 02 04 08 08

02

04

06

08 F

—12

um hexagono regular centrado na origem e

o]
&

26 24 22 2 18 16 -14 12 08 08 -04 02

m

De fato,o0s complexos zq,z,, 23,24, Zs

L

e zg posuem modulo igual a 1

e os argumentos medem, respectivamente, 0°,60°,120° 180°,240° e 300°.

0 hexagono, entao, é formado por seis triangulos equilateros de lado 1 u.c .

Portanto, a area do poligono é igual a: A = 6 -

1243 3v3

4 :Tu.a.
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7 CONCLUSAO

Através do que foi exposto nesse trabalho podemos perceber a
importancia dos numeros complexos em varias situacdes. A forma como eles
podem ser apresentados e a maneira como sdo construidos, mostram uma
caracteristica de versatilidade. Nao foram poucos os estudiosos que destinaram
boa parte de seus tempos para estuda-los e aprimora-los.

Os complexos podem ser apresentados como subconjunto de matrizes
2x2 e também como o produto cartesiano RxR. De qualquer uma das maneiras,
teremos a presenca da unidade imaginaria i. Ela possui uma propriedade
estranha aos numeros reais, a saber: o seu quadrado € igual a -1. Isso faz com
que o conjunto dos numeros complexos receba um olhar diferenciado.

O fato é que os complexos podem ser usados para solucionar problemas
ndo sé da matematica, mas também da fisica. Usando os métodos adequados
para resolucdo de equagOes diferenciais lineares de segunda ordem, circuitos
elétricos sdo plenamente determinados com o auxilio dos nUmeros complexos.
Célculo de corrente elétrica, capacitancia e carga elétrica sdo algumas das
grandezas que podem ser calculadas.

No universo da matematica muitas sdo as possibilidades. E necessario
gue o caminho a ser percorrido seja 0 mais simples possivel. Nesta esteira, 0s
nameros complexos fornecem o6timas ferramentas para que, de fato, a trajetoria
a ser seguida seja a menos custosa dentre as opgoes existentes.
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