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RESUMO

A continuidade do operador Laplaciano aplicado em uma funcao u : 2 C R® — R néao
garante que a funcao seja de classe C%(2). Todavia, a teoria de regularidade de Schauder

nos garantird que se Au for a-Holder continuo, entao u serd localmente C%%(Q), isto &,

9%u
Ox;x;”’

estabeleceremos a Teoria C%“ de Schauder por trés métodos: via Principio do Méximo,

1 <14, <n,serd C*. Nesta dissertacao

cada derivada parcial de segunda ordem e

pelo Método da Compacidade e Potencial Newtoniano. Em cada método trabalhamos
suas peculiaridades para obtermos as estimativas almejadas. Algumas técnicas que abor-
daremos aqui podem ser estendidas para operadores mais gerais. No entanto, todas as
dificuldades centrais ja aparecem quando consideramos o operador Laplaciano (Equagao
de Poisson). Por esta razao este é o operador que consideraremos em toda a extensao do
trabalho.

Palavras-chave: Teoria de Schauder. Equacao de Poisson. Continuidade a-Holder.

Principio do Maximo. Potencial Newtoniano.



ABSTRACT

The continuity of the Laplacian operator of a function u : 2 C R® — R does not gua-
rantee that the function is of class C?(2). However, Schauder’s regularity theory will
assure us that if Au is a-Holder continuous, then u will be locally C%<()), this is, each
second-order partial derivative a?ij 1 <i,5 <n, will be C’loo’ca. In this dissertation, we

will establish Schauder’s Theory C*® by three methods: by the Maximum Principle, by

the Method of Newton’s Compassion and by Potential. In each method, we work on its
peculiarities to obtain the desired estimates. Some techniques that we will cover here can
be extended to more general operators. On the other hand, all the central difficulties
already appear when we consider the Laplacian operator (Poisson equation). For this

reason, this is the operator we will consider throughout the work.

Keywords: Schauder’s Theory. Poisson’s equation. a-Hélder continuity. Maximum

principle. Newtonian Potential.
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1 INTRODUCAO

Dentre os interesses no estudo de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), um
dos mais importantes diz respeito a investigacao da regularidade de solugoes de uma EDP,
homogénea ou nao. O presente trabalho tem esse objetivo, lidando com o operador linear
Laplaciano e tratando portanto, com Equacoes de Poisson Au = f.

E sabido que a continuidade do Laplaciano de uma funcao Awu nao implica
u € C?, embora a reciproca seja imediata. Um exemplo disto pode ser construido tomando
uma fungao 7 : R? — R suave satisfazendo n = 1 em By e 7 = 0 em R?\ By, e definindo
flx,y) =32, 2 Aln(z, y)zy](2izy). Verifica-se que f é continua, mesmo nao havendo
solucao u € C? da equacao Au = f.

Em contrapartida, existe uma outra espécie de continuidade para o Laplaciano
de u que implica regularidade de funcao u, a continuidade a-Holder. Dai surge a Teoria da
Regularidade de Schauder. Ela nos garante que se f for uma funcao a-Holder continua,
entao as solucoes da equacao Au = f sao de classe Clzof Em outras palavras, basta que o
traco da matriz Hessiana de uma funcao u seja a-Hélder continua para que cada entrada
dessa matriz seja uma funcao localmente a-Hélder continua.

Veremos isto em trés situacoes diferentes: via Principio do Méximo, pelo
Método da Compacidade e Potencial Newtoniano. Nos dois primeiros estimaremos apenas
em vizinhangas da origem observando que o problema pode ser estendido a outros pon-
tos por meio de mudancas de varidveis, e mostraremos ser suficiente considerar os casos
especiais de problemas em que f(0) = 0, as semi-normas [f]ce(g), | f]ch (0) € as normas
||u|| Lo (By), ||ul|L2(B,) s80 razoavelmente pequenas.

No método via Principio do Maximo obteremos, por argumento de barreira
para subsolucoes e supersolucoes da equacao Au = f, a seguinte aproximacao da solucao
u por uma funcdo harmonica h: [[u — h||=(p,) < %sgp|f|, em que sgp|f| < [flea(o)
quando f(0) = 0. O Polinémio de Taylor da funcao h, delordem 2 e em t(;rno da origem,
estard proximo de u de tal modo que, recursivamente, construiremos uma sequencia de
Cauchy de polinomios quadraticos e harmonicos. O polindmio limite dessa sequéncia nos
dard a regularidade C**(0) de u.

O desenvolvimento do segundo método se dard analogo ao primeiro com suas
devidas adaptacoes. Ao se tratar de solugoes fracas e a-Holder continuidade no sentido
L?, observaremos a estimativa de Cacciopoli, também conhecida como estimativa da ener-
gia, com a finalidade de obtermos limitagao de sequéncias no espago reflexivo H'(B), e
consequentemente, convergéncia (fraca). Isto aproximard (no sentido L?) a solucio u
por polindmios quadraticos e harmonicos. Novamente de modo recursivo construiremos
uma sequencia de polinomios quadraticos e tomaremos o limite como o indicador para a

obtencao do resultado desejado.
Por fim, mostraremos que para {2 C R” aberto limitado e f € Cf.(Q2)NL>(£2),
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o Potencial Newtoniano de f relativo ao dominio €2 é solucao da Equacao de Poisson
Au = f. Isto serd feito por meio de convolugoes, aplicacoes do Teorema da Derivacao
Termo a Termo e estimativas para a Solucao Fundamental da Equacao de Laplace, a
qual dedicaremos uma secao no capitulo de resultados preliminares. Como o Critério
da Comparacao nos fornece a unicidade de solugao, fica provada a Teoria de Schauder
mostrando que o Potencial Newtoniano de f é C’fog

Na verdade, esse mesmo resultado de regularidade ainda ¢é valido para o ope-
rador L(u) := Tr(A(z)D*(z) quando A é continua e uniformemente eliptica, cujo caso
particular é o Laplaciano Au, que é gerada fazendo A = I. Levando em consideragao
que todas as dificuldades centrais ja aparecem quando consideramos esse operador, o

consideraremos em toda a extensao do trabalho.
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2 NOTACAO
1. ©: Subconjunto aberto e conexo de R"™. Quando houver necessidade de alguma
propriedade adicional, ela sera citada no enunciado do resultado;
2. B.(a) ={x e R |z —a| <71}
3. B.={zx e R"|z| <r}
4. Q] = [, dz é o volume de Q C R™;
5. a: Usaremos sempre 0 < a < 1;
6. Laplaciano: Ay := ", ‘32712‘;
7. Equacao de Laplace: Au ZZO;
8. Equacao de Poisson: Au = f;
9. Gradiente: Du = Vu = <8‘9—£1, ey %);
10. Matriz Hessiano de u no ponto z: Hu(x) = [8‘3,?;]_ (a:)] " Quando nao houver risco
de confusao usaremos apenas H ao invés de Hu(x);
11. Valor-médio: f, u(z)dx = ﬁ Jo u(z)dx
12. Semi-norma «a-Hélder de f em xy: [f]co,a(xo) = sup|f(|x)__—f<f0)|;
13. Semi-norma a-Holder: [f]paq) = smlg) W < +00;
z,yeN)
14. Semi-norma a-Hoélder de f em zg no sentido 1L?:
g = 500 = (f, 1F0) = flao)de)
15. Norma do supremo: ||f||r=(q) = sgp]ﬂ;
16, L(9) = {0 — B |/ lsqo) < o0}
17. Norma L*: || f]|z20) = ([ [/ (¥)[*dy) ?;
18, L2(Q) = {/ : © — R[]l (e < o0}
19. C%(x) = {f; [fleo@) < oo}
20. C%(z) = {f; a?ji € C’OO“( )yi,j=1,..,n};
21. C ‘”(Q) ={/ Q@ — R;[flco(q) < oo}
22. C**(Q) ={f:Q — R; (;f,jg; e C%*(Q),i,j=1,..,n};
23. CEQ) ={f: Q—R;fe C”"’ ,suppf é compacto};
24. H'(Q) = W"2(Q) == {u: Q — Ryu, #* € L*(Q),i = 1,...,n}, onde F* é derivada
no sentido fraco;
25. Convolucao f*g: Q — R: fxg(x) = [, f( -g(y)dy.
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3 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo estabeleceremos tudo aquilo que entendemos como pré-requisito
para os capitulos seguintes. Tais como fungoes harmonicas, inclusive estimativas para a

Solucao Fundamental da Equacao de Laplace, o Método de Perron, etc.

3.1 Funcoes Harmonicas

Definigao 3.1 Uma funcao u: Q — R, u € C?*(Q), é dita harmonica (respectivamente,
subharmonica/ superharmonica) no sentido cldssico quando Au = 0 (respectivamente,
Au>0/Au<0)em Q.

Quando temos uma solugao u € C?() para a equagao Au = f diremos que u
¢ uma solucgao classica da Equacao de Poisson.

Chamaremos u de subsolugao (respectivamente, supersolugao) da Equacao de

Poisson Au = f quando Au > 0 (respectivamente, Au < 0) em Q.

Observacgao:(Sobre solugGes fracas - sentido das distribui¢ées) Observando que
nem toda funcao possui derivada no sentido clédssico, surge a ideia de derivada fraca, que

¢ uma funcao que se comporta de modo semelhante a derivada classica, caso ela existisse.

1

1oe(82) € B um multi-indice. Dizemos que v é derivada

Definicao 3.2 Sejam u,v € L

parcial fraca de w com multi-indice 3, e escrevemos DPu = v, quando

/Q u(z) - DPo(z)dz = (—1) / o() - $(x)da

Q

para toda funcao teste ¢ € C§ ().
Tal definicao é motivada pelo Teorema da Divergéncia que diz, no caso de

u € CY(Q), que para qualquer funcao ¢ € C5°(Q) tem-se

[ )o@ == [ o) ota)dn + [ o) w(o)ista)
_ / e (2) - B(x)da.

Aplicando esse a técnica k vezes, teriamos para u € C*(Q2) e ¢ € Cg°(Q),
/ u(z) - DPp(x)dx = (—1)7 / DPu(z) - p(z)dx
Q Q

sempre que |3 < k. Quando nao existe D°u no sentido cldssico mas existe funcio v
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satisfazendo a igualdade

/Q w(z) - DPo(x)dz = (—1) / o() - $(x)da

Q

para toda funcao ¢ € C3°(2), observamos que ela se comporta do modo em que a derivada

de u se comportaria, motivado pelo fato de se
/v-¢:/w-gb,v¢€C§°:>v:gb q.t.p.,

definimos DPu := v e a chamamos de derivada fraca.
Deste modo, diremos que u é solucao fraca da Equacao de Poisson Au = f em
Q) quando u € H'(Q) e satisfaz

/Q Vula) - Volahde == [ f(@)- o).

para toda ¢ € C§°(€2). Se a fungdo f for minimamente regular, digamos f € L?*(2)
podemos usar a partir de densidade de C5° em H{} que as identidades acima sao verdadeiras
para toda ¢ € Hg(Q).

Por fim, diremos que A é harmonica em €2 quando
/ Vh(z) - Vo(z)dx =0,
Q

para toda ¢ € C5°(Q), ou ainda, ¢ € Hj ()

Teorema 3.1 (Propriedade do valor médio) Seja u : Q — R, u € C*(Q), uma

fungdo harménica. Entao u satisfaz a propriedade da média, isto €, dado B,(x) C Q

u@) = ulgasy=f .
OBr(x) B (x)
Prova. Fixado x € Q defina ¢ : (0,0) — R, onde § = sup{r > 0; B,(z) C Q}, por

temos,

o(r) = ][ u(y)dy e perceba que ¢ é constante.
By (x)

Temos por mudanca de variaveis,

1
r)= —--— u(y)d
0 = 0B, @) Jog, "
1
— 0B, '/33 u(z + rw)r"tdSw
1

~|0B1] Js,

uw(x + rw)dSw.

Usando regra da cadeia, mudanca de varidveis novamente, e teorema da di-



15

vergencia para o campo Du, obtemos

&(r) = |a—1191| | (Dute+ 1) whsiy
1 y—x, 1
Du(y), —— as
OB, @) o, DY
1 ou
ds
= B0 s 50
1
Au(y)dy = 0.
SR J
Logo, ¢ =
Por outro lado, ¢(r) = lim ¢(r) = lim u(y) = u(x). Logo,
r—0 r—0 Br(z)
u(z) = ¢(r) = lim u(y)dSy, ¥r e (0,9).
r—0 Br(l’)

Além disso, com respeito a média sob o disco, note que

1
][T( ) uly)dSy = 1B, ()] J B, () uly)dy
1
N |Br ) |/ /BBt y)dyds
’Br(l’ \/ Bl 0B, (x) uly)dydt
- e, B

_ W /O 0B, (0)]¢™dt
_nou(x) t"

rn n

;— ur(f) "= u(x).

u
Corolario 3.1 (da demonstragao) Sejau € C?*(Q) funcao subharmonica, isto é, Au >
0. Entao para todo OB,.(x) C Q vale

u(x) < ]{W@ u(y)dy.

Prova. Vimos que fixado x € €2 e definido ¢ como na demonstracao do teorema acima,

vale ¢/ (r) = 9B.()] o )Au(y)dSy > 0. O que implica ¢ nao-decrescente.
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Dai, pelo Teorema da Diferenciacao de Lesbeque,

ule) =t uy)dSy=limo(t) =info < olr) = {  uly)dy

=0 JoB,(2) t—0 9B, (z)

para qualquer r > 0. [
Analogamente, se u € C*(2) é uma fungao superharménica, ou seja, Au < 0,

entao

u(z) > ]iB oy

sempre que B,.(x) C Q.

Teorema 3.2 (Principio do Maximo Fraco/Forte) Seja, @ C R" dominio limitado
eu:Q— R, uecC*HQ)UC(Q), uma funcdo harmoénica. Entdo,
1. max u = max u
a 50
2. Se existe xp € §2 tal que u(xo) = max u, entao u € constante.
)

Prova. E suficiente provar o segundo item.
Suponha que exista o € €2 tal que u(zg) = M := maxu.
Q

Pelo Teorema [3.1] e por B,(z) C € para algum r > 0,

M = u(xg) = ][ u(y)dy = (M — u(y)]dy = 0.
BT(fEO) Br(zo)
Mas para que isso ocorra é necessario que u|g, () = M, pois M —u > 0 e
continua. Isto significa que X = {z € Q; u(xz) = M} é aberto, fechado em .
Por conexidade, X = Q ou X = @. [

Observacgao:
(a) Observe que vale o Principio do Minimo para fungoes harmonicas. Precisamente:
(1")min u = ng}zn u; (2') Se existe xy € Q tal que u(zp) = minu, entdo u é constante.
Q Q

Isto é consequéncia imediata do Principio do Maximo para a fun¢ao harmonica —u.

(b) Para fungoes subharmonicas também vale o Principio do Maximo.
A conexidade de X = {x € Q; u(z) = M} é mostrada da mesma forma. E fechado

pela continuidade de u, e se g € Q é tal que M = u(xy), entao

M = u(ag) < f u(y)dy = M — u(y)]dy < 0.
OBr(x0) OBy (x0)

Mas M —u > 0. Entdo M —u = 0 em 0B,(zp). E como teremos isto para qualquer

0<t<r,vem M —u=0em B,(x9). Indicando que X é aberto em ).
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(¢) Analogamente, se u é superharmonica, vale o Principio do Minimo.

Uma forte consequéncia desses fatos é o Critério da Comparagcao:
Corolario 3.2 (Critério da Comparagao) Sejam Q@ C R" dominio limitado e u,v €
C%(Q) N C(Q) tais que

Au> Av, em

u<w, em OS.

(1)

Entao, u <wv, em €.
Prova. De fato, aplicamos o Principio do Maximo a fungao subharmonica w :=u — v e
obtemos w < 0, em (). ]

Observagao: Em particular, o seguinte problema de Dirichlet,

Au=f, em
u=g, em 0f),

Tem tinica solugdo em C%(2) N C(Q).

Teorema 3.3 Se u € C(2) satisfaz a propriedade do valor-médio para cada B,(zx) C £,
entio u € C*(Q).
Prova. Seja n € C*°(R"™) definida por

) Cexp (Iz‘\?;—l) , se |z <1
n(x) =
0, se |z| >1,

onde C'= C(n) > 0 ¢é a constante tal que / n(x)dx = 1.

n

1
Dado € > 0 definimos 7.(z) = — - n (£). Veja que n. € C*(R™) e satisfaz

gn

/” ne(z)dr =1, supp(n.) C B(0,¢).

Para u® = n. xu em Q. = {z € Q;d(z,00) > e} tem-se u® € C*(2,).
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Mostremos que u é suave verificando que u|g, = u. De fato,
1 [z — |
) = [ e =ty =% [ () ity
Q Q

o [ () -t Jy MGt
:Eln Oan(g) (/( uly dy) dr——/ 2)|0B,(x)]dr
=@/g ) 0B dr = uto) [t >(/aB(Mdy) ar
_ / /mr Pdydr = u( )/BM n(z — y)dy = u(w).

E finalizamos fazendo ¢ — 0. ]

Em particular, v € C?(Q) é uma func¢ao harmonica, entao u € C*°(). Assim,

faz sentido considerarmos de D®u(xq) para todo zg € £ e todo @ € N™ multi-indice.

Teorema 3.4 (Estimativa das derivadas) Se u é harmonica em Q entdo

|u(o)

1
= ’Br’ HUHLl(BT(xo));

(2n+1nk>k 1
|Bll : rntk : HuHLl(BT(Z’O))

<2n+1nk)k:
=B Ml

| D%u(zo)| <

para toda bola B.(xo) C Q e cada multi-indice o de ordem |a| :== a; + ... + o, = k.
Prova. A desigualdade |u(zg)] < ®||u|| L1(B,(z0)) Vem da propriedade do valor médio e

desigualdade triangular para integrais.

Para as derivadas, perceba que u,, é harmonica para cada i =1,...,n:

n

Auzi - Z(umz)xﬂ:] - Z(uszc]) (AU) -

J=1 J=1

Assim, pelo Teorema |3.1],

1

2’)’L
TS5 7 Uy, (y)dy| =
|B1] (5) /g(fﬂ)

|Bl"]"n

: / uv; (y)dy
OBz ()

T
2
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TL 2n
g, ()] < / ()| dy < / dy - lul| (o5,
| By |rm 9By (x) | By |rm 9By () (085 @)

2" r

— = alB (=)L ~ .
Bl Bl - (5)"7 - llulle=0my @)
2n

= ||U||Lo<>(aB (z))>

mas para y € JB:(r) tem-se B (y) C B,(r). Entao,
1 1
uly)] = < [ )
| B1| (5) By (y)

= u(z)dz
‘Bll(ﬁ) /g(y) %

2" / on
= u(z)|dz = Nl B .
| By |r™ Bole) |u(2)] | B, [rm ull (B, @)

Logo,

(@) < 22 ul <22 sl [lul]
Ug, — |z 0By (2 < — - ——||u = —
i r Le=(0By (x)) ro|By|rm LY(Br(z)) — | By [rm+1 LY(Br(x))-

Segue dai, a estimativa de |D%u(z)| para |a| = 1. Suponha vélido para | DPul|
com || =k — 1.

Para algum i = 1,...,n, faga D®u = (D?u),, e tenha
. 1 5 1
| D%u(z)| = D (w)a; (y)dy| = D uvi(y)dy
% |B | 8Br (z)
1 Douly)ldy < =108y [1D%ull i o, (o)
~ [ B:| OBy (2) |B |
n|Bs| k
DBu| o)
< |B%| ID%ul| =08 ()

Por outro lado, se y € 9Bz (r) entdo B%T(y) C B, (zg) e pela hipdtese de
estimativa para | DPu| obtemos

n+1 k—1 n+1 k—1
s (2"tn(k —1)) (2"t n(k —1))
|D U(y)| < |Bl|<k_;17n)n+k—1 . HuHLl(B(y,%r)) < |Bll(k—;1’l“)n+k_1 ||U||L1(Br(:r0)).

Logo,

N nk nk (2" n(k — 1))kt
k
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N (2n+1)k—1nk<k _ 1)k—1k . k’n+k_1
e TN )
(2n+1)knk /{Zn+k
- |Bllrn+k <(k _ 1)n . 2n+1) ' HUHLI(Br(xo))'

Nos resta mostrar que

kn-i—k knkk k
v < kk o < 27L+1k,k P < 2n+1'
(k — 1)n2ntl — (k—1) — k—1) —

. ko, )
Observe que a sequéncia ay = ] ¢ decrescente (ay)g>2, pois

k(k—2) =k -2k <k -2k+1=(k—1)(k—1)
k k—1

@ak:k_1<k_2:ak_1.

k; n
Como as = 2, teremos a; < 2 = (ﬁ) =ap < 2™ < 2"t

Dai, conclui-se o desejado:

(2n+1nk)k

| D%u(z)| = |By| -tk ull 1B, ()

Observacgao: Essa estimativa da derivada nos fornece analiticidade para fung¢oes harmonicas.

Definicao 3.3 Diremos que 2 C R"™ satisfaz a condi¢do da esfera exterior para todo os

ponto da fronteira quando dado x € 0N existir uma esfera que tangencia 0S) em x.

Teorema 3.5 (Método de Perron) Seja ) dominio limitado satisfazendo a condi¢ao
da esfera exterior para todo ponto da fronteira. Entdo para cada funcdo g € C(Q), o
problema de Dirichlet

Au=0em €
u =g em 02

admite uma solugao u € C*(Q) N C(Q).

Prova. Demonstracao pode ser consultada em: HAN, Qing. A basic course in par-
tial differential equations . Providence, Rhode Island: American Mathematical Society,
2010.pag.132 ]

Para mais informagoes sobre func¢oes harmonicas, vide:
1. EVANS, Lawrence. Partial differential equations. 2 ed. Providence, Rhode Island:
American Mathematical Society, 2010.
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2. HAN, Qing. A basic course in partial differential equations . Providence, Rhode
Island: American Mathematical Society, 2010.

3. HAN, Qing; LIN, Fanghua. Elliptic partial differential equations. 2 ed. Providence,
Rhode Island: Courant Institute of Mathematical Sciences, 2000.

3.2 Solucao Fundamental para a Equacao de Laplace

Recordamos que a Solucao Fundamental para a Equacao de Laplace Au = 0
é definida por v : R"\{0} — R,

1
2—log|x|, se n=2
e) =9 1 1

n(2—n)|Bi| Ja]"~?

se n>3

e que pela Representacdo de Green, se u € C%*(Q) N CY(Q) em Q dominio limitado C*,

entao para cada x € () tem-se

o) = [ ste =) dutdr - [ (2= G - 5~ ut) ) aso)

Em particular, tomada uma fungao teste u € C3°(R"™) tem-se

ulw) = [ (e = pul)dy

e consequentemente,

u0) = [ (-p)auwiy = [ 2@)dutg)dy

Denotando Ay = ¢y, onde g é a distribuicao delta de Dirac, fica explicado a
terminologia Solugao Fundamental para o operador laplaciano, pois dp sera o funcional
satisfazendo do[u] = u(0) em C§°.

Para a finalidade deste trabalho com a necessidade de estimar o Potencial
Newtoniano, iremos apresentar estimativas para a solucao fundamental.

Para a técnica de remocao da singularidade 0 da Solucao Fundamental, esti-

0
memos / [v(y)|dy e / !
<(0) B:(0)

(%ci
/ ]dy—// ]dydr—// r)|dydr
BE(O) dBr(O) 8B, (0

= [ b5 >\dr—n|Bl|/ "y o)ldr

(y)‘ dy, para € > 0 dado.



2
/ v ()ldy = c
B.(0)

IA
o | D
—
o
o) =
o 03
+
~__
»
R
3
I
)

(2(n—2)
oy . . .
Agora, para . (y)| dy observemos primeiro as derivadas parciais.
B:(0) i

Quando n = 2 temos

1 1 1
1(x) = 5-logla| = 5 log(a? + )}
oy 1 1 1 1 1
— ()= — ¢ — - — . X1 — = —.
D1 or x| 2 7' x| T 27|z)?
Analogamente
0y T
_ iL‘) —
Oy 27|z |?
Isto é,
Iy Li L 2 2

Entao,

oz, C 27|z T 2n|x]  n|By| - |wmt

Para o caso n > 3,

TL

1 1
) = B B <Z> |

a_yx _ 1 (2 . . z 1
3= s (7) (Z ) REZER

Deste modo, em qualquer caso com n > 2 temos

0y 1
( )‘ < AR rn—1"
0z, n| Byl - |z

Obtendo

22
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oy 1 c 1
o] o [
Ox; B.(o) Bl - [yt o Jog, ) 1Bl - [y["?

€ 1 €
= — - |0B,.(0 d'r’:/dr:s.
/0 e loBioar = |

LE(O)

Nas expressoes com derivadas parciais de segunda ordem do Potencial Newtoi-
ano surgirao parciais de segunda e terceira ordem da Solugao Fundamental. Sendo assim,

também facamos estimativas para tais parciais.

Quando n = 2,
827( ) 2m|x|? — 2z - 7 - 2 1 217
— ) = —= _ — N
dx? 22|z |4 |z |? |z2 )’
0%y () 0—az;-7m-22;2 —2z2;
—(x) = = .
O0x;0x; 22|z |* x|
Dad,
Dy 1 227 1
()] = 2 2 2’
d; ] 2]~ mfx]
82’}/ 1 233‘1 * Lo 1
— (7 — .
Ox;0x; mlz? |zi+ 23| T wlxf?
Para n > 3,

0%y 1 1 X -n 1
Zr) = ) o ——
ox? (@) n|B;| |x|™ + n| B < 2 ) v || t2

B 1 1
nlBil -zl \n faf? )

e com i # j,
o R B T Ve — L
8.1322 (l’) nle| ( 2 ) L |$‘”+2 ‘Bl| . ’$‘n+2
Potanto,
[ x‘ = . -~
e
P R 1
—(x = |— —
Ox? no|z]2| 7 |Byf - |z
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De todo modo,

0%y ‘ 1

— ()| < —.
02| = 1B TP

Analogamente temos

e

—( 1
&xiﬁxl({)xk *

<(n+5H)—-—.
)| <

3.3 Andlise Real/ Andlise Funcional

Teorema 3.6 (Teorema da Derivagao Termo a Termo) Se a sequéncia de aplicagoes
diferencidveis uy : Q@ — R™ convergem em um ponto ¢ € ) e a sequéncia das deriva-
das uj, : @ — L(R™R™) converge de modo localmente uniforme para uma aplicagdo
g:Q — LR™;R™), entdo uy converge de modo localmente uniforme para uma aplica¢do
u:Q — R™, a qual € diferencidvel, com v’ = g.

Prova. Demonstracao pode ser consultada em:LIMA, Elon Lages. Curso de andlise. 11
ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2015. vol 2. [ ]

Teorema 3.7 Sejam H um Espaco de Hilbert e {uy}ren uma sequéncia limitada em H.
Entao existe uma subsequéncia {ug, }jen de {uptren que converge fracamente.

Prova. Demonstracao pode ser consultada em: BOTELHO, G.; PELLEGRINO, D.;
TEIXEIRA, E. Fundamentos da andlise funcional. 2 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2015. m

Definicao 3.4 Dados X e Y espacos de Banach, X C Y, dizemos que X estd compac-
tamente contido em Y, e escrevemos X CC Y, quando:

(a) |lully < C-||ullx, para todo w € X e algum C > 0.

(b) cada sequéncia limitada de X ¢é pré-compacta em Y, isto €, possui subsequéncia

convergente em Y .

Teorema 3.8 Seja Q@ C R™ um aberto limitado onde 02 é C'. Suponha 1 < p < n.
Entao
WhP(Q) cc LYQ)

para cada 1 < g < p* = n”—_";).

Prova. Demonstragao pode ser consultada em: EVANS, Lawrence. Partial differential

equations. 2 ed. Providence, Rhode Island: American Mathematical Society, 2010. [

Observagao: Pelo teorema acima, para n > 3 tem-se H'(Q) CC L*(Q).
Veja também, que se u € H(Q) entao u € W2,



De fato,

onde |u(x)|%l’ € Lr(Q) e % + % = 1.

Como u € L*(Q) fazemos 2

3 p=2=p=

ol

, e assim, 1

/Q|u(x)|§dx <0t </Q |u(a:)|2dm)i < 0.

Similarmente, Vu € L%(Q) e consequentemente, u € ng(Q)
Pelo teorema de compacidade,

}1. Logo,

Whz(Q) cc LY(Q)

quando 1 < % <nel<g< (%)* Em particular, em Q C R? temos (%)*

v
ol o

¥
Nl
I
(@)

@

HY(Q) c Wh2(Q) cC L (9).

Dai, para n > 2, se {uy}ren ¢ sequéncia limitada em H'(f2) entao existem
subsequéncia {u, };en e funcio u € L*(Q) tal que uy, 2y 4 em norma L2(9).

25
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4 TEORIA DE SCHAUDER VIA PRINCIPIO DO MAXIMO

Neste Capitulo desenvolvemos a Teoria de regularidade de Schauder comegando por esta-
belecer estimativas do tipo L*°(B;) produzidas pelo Principio da Comparagao e pelo uso
inteligente do paraboléide |z|>. Desde que o Principio da Comparacio e o Principio do
Maximo sao equivalentes para EDPs lineares, a técnica é conhecida como método via o

Principio do Maximo.

4.1 Estimativas a priori

Proposigao 4.1 Seja u € C*(B,) N C(By) tal que Au > f em By. Entdo para todo
r € By vale

ute) <supu— (5t 1) (1= el

0B1
Prova. A primeira coisa que podemos observar é que se usarmos o Principio da Com-
paragio para funcgoes u e v (um variante de |x|?) encontramos uma estimativa superior
para u em todo o dominio. Essa técnica é conhecida como argumento de barreira.
Construcao da barreira v:
Deseja-se que v > u em 0B; e Av < f < Au em Bj.

Se tomarmos v(z) = supu + g(x), com g > 0 em 0By, ficard garantido que

u < v em 0B;. Por outro lado Av = Ag < f é obtido se tivermos Ag = inf f.

E sabido que a funcao |z|> tem laplaciano constante igual a 2n. Dai, para

f f
g(z) = H;nf ||z||?, obtemos Ag = H;nf

satisfaz Av < f < Au em B;. Resta verificar se satisfaz v > u em 0By, que por sua vez,

-2n = inf f. Deste modo, 0(x) = supu + §(z)
0B,

¢ garantido caso ¢ > 0 em 0B;.

Ora, o sinal de g depende do sinal da constante inf f em B;. Entao para
obtermos essa nao-negatividade, podemos usar o fato de g ser radial e adicionarmos uma
constante C' (que nao interfere no Laplaciano) de modo que a fungao g se anule em 0B;.

Isto é, definimos g(x) = g(z) + C, tal que ¢ = 0 em 9B;. O que equivale a,

inf f
= —a B —
Logo, obtemos v(z) = supu + g(z )—SUPU+—H ! ||[* - m f

0B,
|

Observacgao: Com uma construgao totalmente andloga a feita acima, estimamos infe-
riormente uma supersolucio da equacdo Poisson Au = f, u € C?(B;) N C(B;), encon-
trando uma fungao barreira v que seja subsolugao, tal que v < v em 9B;. Isto porque
Av > f > Auem By e u > v em 0B; implicarda em u > v em Bj.

Perceba que
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(e) = infu— = £l @—1zlf)
’Ul'.—ll[;llu on SU%DI x

satisfaz as condigoes desejadas. Dai surge a versao para supersolugoes:
Proposigao 4.2 Seja u € C?(By) N C(By) tal que Au < f em By. Entdo

u(z) > infu— (i - supf) (1= |Ja).

0B 2n B

Corolario 4.1 Sejau € C*(B))NC(B,), e Au= f em By. Entdo

1
ul|zoo(Br) < [|ul|Leamy) + %||f||L°°(Bl)-

Prova. Conhecendo as Proposigoes [4.1 e [4.2) dado = € By segue que
() < ~inff ) (1 2] 3
u(z) < supu— | — -in — ||z
- 3311) 2n B

1 .
< ||ul[=@B,) — 5, " f

1
< ||ul|ze @) + = - sup | f].

2n
e
(1) > infu— (- supf ) (1 — [la]) (4)
ulx Inru — — - Su — ||
T 0B 2n Blp
1
> —sup |u| — — - supf
dB1 2n B
1
= —||ul|p~oB,) — o |l zoo(By)-

1
Logo, [u(@)| < Ilulls=sy] + 51| llz=(y, para todo & € By
Tomando o supremo obtemos a desigualdade desejada.
[ |

Coroléario 4.2 Sejam u,v € C*(B,) N C(B,) satisfazendo Au = f e Av =0 em By, tais

que u =1v em 0By. Entdo

1
llu = v||pe(B,) < —anHL“’(Bl)'

Prova. Usando a linearidade do operador Laplaciano, fazendo w = u—v tem-se Aw = f.

Aplicando o coroldrio [£.1] para a solugdo w da equagdo Aw = f obtemos

1 1
[u = v|[peesy) < [|u—v]|L(am) + %HfHLoo(Bn = %Hfl\Lw(Bl)-
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Agora apresentaremos os espacos de fungoes que sao tratados no teorema prin-
cipal.
Definigao 4.1 Diremos que uma fungao f : Q — R € a-Hélder (continua) em xy € €Q,
e escreveremos f € C%*(xy), se

|f(x) — f(x0)]
o =sup———m—— < +00.
[f]co, (zo) 17&113 ‘x . xo‘a
e
Quando f é a-Holder continua em todo x € Q diremos simplesmente que f é

a-Holder, escreveremos f € C%%(Q) e definiremos a semi-norma a-Holder de f em © por

[f(x) — f(y)
[f]Ca(Q) = ;}; |Z‘ — y|ay

[f(z) — f(y)]
mca(ﬂ) = 5}; iz — g < 400

Definicao 4.2 Diremos que uma funcdao u :  — R definida no aberto Q@ C R"™ ¢ de

classe u € C** em xg € Q, quando u € C* em alguma vizinhanga de zo € 32 € C%*(zp),
i%j

ij=1,...n.

Observacgao:
1) Uma defini¢io alternativa para que a funcao u € C?(By) seja C%(0) é a existéncia

de um polinémio quadratico P e uma constante ¢ > 0 tais que
u(z) = P(2)] < cll=[|**,

para alguma vizinhanga da origem. Veja que nesse caso, o Polinomio de Taylor de
ordem 2 da funcao u em torno do ponto 0 satisfaz essa condicao em todo Bj.

De fato, tomado = € Bj, temos pelo Teorema do Valor Médio e o fato de que
Pu C%*(0) para cada i, = 1,...,n, existe t € [0, 1] tal que

Ox;x;

=1 2,7=1

" 9u(0 1 = 9%u(0

ju(z) ~ P@)] = |u() - (<0>+283—@+§Z§—§O))‘
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. “ 82 ( ) aQU(O> ) X+ Ty
B —1 8%8% axlaxj

Pultr)  Pu(0)|
ox; al'] 8$16$J

i

3 o

HNEES

n
a:‘. .x,
< Z i,jntas—ona-%.

7j:

~.
—_

Por outro lado, como consequéncia de (a+b)? > 0 para quaisquer a e b reais, temos
i - ;]
2
obtemos,

<af+ai < in = ||z|]*. Entdo, tomando C = n? - max{C;; ; i,j € L,}
k=1

u(a) ~ Pa)] < 3 Cylle —of - 12221

ij=1
<n*maxCy; - ||z]|* - ||z]?

<O la*
Veja que a estimativa
u(z) — P(z)| < C- [[|**?,  Va € By, (5)

equivale & existirem polinomio quadratico P, A € (0,1) e C; > 0 tais que, para todo
keN,
[u(z) — P(a)] < CIAMH)se [ < A" (6)

Que = (6) ¢ imediato, tomando C; = C' e A € (0,1) qualquer, pois para
||| < AP,

u(z) — Pz)| < Cy - ||
< Cl)\k(Q-l—a).

Para a reciproca, dado x € B; tome k € NU {0} tal que \**! < [|z|| < A* e tenha

A#te )\k(2+a)

u(w) = P(a)] < M) — 0, 5o

_ Cl 1 A\ E+D(2+a) <C|’$H2+a

)\2+a
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C
Fazendo C = 12 ia obtemos .

Mas perceba que tanto quanto @ sao estimativas muito rigidas, e o processo de

encontrar P para u pode ser nao trivial. Na pratica busca-se uma versao mais fraca
de @ A seguinte:

Para cada k € N existe em polinomio quadratico Py tal que
lu(z) — Pr(z)] < CyAFEF) - quando l|lz]| < AE, (7)
onde a sequencia { P }ren converge no sentido de
|Peyr () — P(z)] < CLAFCH) - quando ||z|| < AF.

Que @ = é bastante claro, fixando P, = P para todo k € N.

A reciproca se encontra nesse trabalho, na demonstra¢ao do Teorema [4.1]

4.2 Teorema principal via Principio do Maximo
Lema 4.1 (Lema-chave) Seja a € (0,1). Existem constantes Cy = Co(n) > 0, A\ =
A(n,a) € (0,1) e gg = eo(n,a) € (0,1) tais que, se

uwe C*(B)NC(B1), Au=f em By, l[ullrm) <1 e [[fllrem) < <o,

1
entdo existe polinomio quadrdtico e harmonico P(x) = 5 (Az,z) + (B,z) + C' de modo
que
lu(z) — P(x)] < A2t sempre que ||z]] < A

14]lsc + | Bllso + €| < Co.

Prova. Seja h : By — R solugao do Problema de Dirichlet

Ah =0 em B
h=u em 0B,

cuja existéncia é garantida pelo método de Perron por se tratar de uma fungao u € C(9B;)
e o dominio B; satisfazer a condicao da esfera exterior nos pontos de fronteira.
Pelo coroldrio

1
l|w = h||peo(By) < %HfHLOO(Bl)-
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Ora, o polinomio de Taylor no ponto 0 da fungao harmonica h é dado por

P(z) = = (D*h(0)z,z) 4+ (Vh(0),z) + h(0)

Hl\DIH

=3 (Az,z) + (B,z) + C.

Veja que P é harmonica

AP(x) = SA ((D*h(0)x,)) + A ((Vh(0),2)) + A (h(0))

onde:
(1) (D*h(0)z, z),, = (D*h(0)e;, ) + (D*h(0)z, €;)
:>(D2h(0):v,x)x(i) (D2h(0)0, (>)+ (D2h(0)es, e) + (D2h(0)es, ) + (D2h(0)z, 0)
. D20 o
=2<ij1 dxd, ’€1> T
(i) (Vh(0), 2, = {0.2) + (Vh(0),es) = 2O - (Th(0), ), . =0
(i) ((0))as, = 0.

Logo,

AP(z) = % (Z 282];(20)> = AR(0) = 0.

Portanto, P é um candidato para o polindbmio como no enunciado.

Agora perceba que pelo Principio do Maximo, e do minimo, para fungoes
harmonicas temos

suph = suph = supu < 1 e — 1 < infu = infh = infh.
By 0B; 0B1 0B1 0B, By

Logo, ||h||Loo(Bl) S 1.

Por isso, usando as estimativas das derivadas obtemos para ||z|| <

N | —

’Dﬂh(x)] < @2 n- |B|)|/B|

2n+1.n. /8 I/Bl
s, oy < 51

(By () < :
N ! NG

Bil-(= Bil-(=

By (2) By (2)

para todo multi-indice f3.

Entdao Cy = C(n,2) + C(n,1) + 1 nos dé

1-[B] = C(n,f)

||A||oo + ||B||oo + |C| S 60-

Além disso, pelo teorema do valor médio,
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Assim,

u(z) = P()] < |u(z) = h(z)| + [h(z) = P(z)] < %HfHLoo(Bl) +C(n) [zl

1
quando ||z]| < 3
Por outro lado, para C(n)||z|[* < $A?** quando ||z|| < A, é suficiente tomar-

mos A € (0,1) de modo que

C(n)A\* <

N

A2 1 1 \7=
)\2+a /\1704 — < )\ < )
- Xeta = 2C0(m) < —< )

Para A > 0 assim e 0 < gy < nA?>T obtemos

%||f||Loo(Bl) < %60 < %/\Ha-
Logo,
u(z) ~ P@)] < -1 fllzwmy + C0) - llell®,  auando lal] < 3
< %)\2“’ - %)\2“‘ =\t quando ||z]| < A

1 -]
Assim, tomamos A € (0,1) escolhido por A = min { <20(n)) : 5} e obte-
mos
lu(x) — P(x)] < A2t se ||lz|]| < A

Agora estamos prontos para demonstrar a estimativa de Shauder para equagoes
de Poisson. Este Lema nos ajudard a construir, de forma recursiva, uma sequéncia de
polinomios quadraticos que convergira para o Polinomio procurado no teorema principal

do capitulo.

Teorema 4.1 Seja u € C*(B;) N C(By), Au = f em By e f a-Holder continua na
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origem, isto €,

— f(0
flea@) = 4 ‘f(x)maf( ! < too.
20

1
FEziste entao, polinomio quadrdtico P(x) = 5 (Az,z)+ (B, z) +C com AP = f(0) tal que

N | —

lu(z) = P(2)| < D+ ||=][***,  quando |lz]| <

[Allsc + 1[Blloc + [Cl+ D < Co([flaoy + [F(O)] + [[ul[z(s1)),
onde Cy = Cy(n, a) € universal.

Prova. Provemos inicialmente o teorema quando as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1) 1f(0)]=0;
(ii) [f]ga(o) < €0, para g € (0,1) como no Lema ;
(i) fJul o < 1
Afirmacao: Sob essas condigoes, existe uma sequéncia de polindmios harmonicos

1
Pp(x) = 5 (Arz, ) + (Bi, ) + Cy,

tais que:
(a)  |u(x) — Pp(x)| < A+ quando||z|| < AF
[[Ak1 — Aklloo < TN
(0) |Bii1 — Bil|oo < CoAFF)
|Chi1 — Ck| < CokCFe)
onde Cjy > 0 é universal como no Lema
Ora, com as condigoes do Lema vem a existéncia de P; satisfazendo @
Para a construcdo de P, tendo em vista que |u(z) — Pi(z)| < A?T® para
||z|] < A, e a fim de utilizar o Lema [4.1] definiremos w; : B; — R em fungio de u — P,
que satisfaga ||wa||reo(p) < 1 e ||Aws||z(p,) < €0.
Por outro lado, temos estimativa para v — P, apenas em B,. Dai usamos a
renormalizacao By — B) que age x — Ax.

Assim,

wy(x) = p(u = P1)(Ar) = ¢ ((u = P)(Az))

onde

lwa ()] = |[p(u(Ax) — P(Ax))| <1, Vz € By.

Mas sabemos que



lu(A\z) — Pi(Ax)| < A>T, Vx € By.

ju(Az) — Pi(Az)]
= 2ra <1, Vx € Bj.

Entao, a priori, podemos definir ¢(y) = para obtermos

)\2+a

_u(Ar) — Pi(A)
WZ(x) - M\2+a

= |lwallree(s) < 1.

Agora, por P; ser harmonico, teremos

~ NAu(Az)  f(Ax)

Aw2 B A\2+a - e :
Entao,
AT T ) — 0
fenllmiony = supZ O g LI, V0 IO
= A By A By A
x)— f(0
< SupM < [f]ca(o) < 2.

Byl

Pelo Lema exite P polinémio quadrético e harménico tal que

jwa(z) = Pa(z)] < A7, lzf] < A

HZQHOO + HEQHOO + |FQ| < 60-
Escrevendo em termos de u,

u(Az) — Pi(A\x)  — N
e — Pa(w)| < NP la]| < A

= |u(Az) — Pi(Az) — N7 Py(z)| < A2 )] < A

= [u@) = Pu) = 3Py ()] < 02050, laf| < 22

Definindo o polindémio quadratico Py(x) = Py(x) + A>T . P, (%) temos:

@) Ju(z) — Pa(x)] < N¥2F) | caso [|z]| < A2

1 —
(IT) P, harmonica: APy(z) = AP(x) + \>T* - FAPQ <§> =0;

34
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142 = AifJoc < CoA®
III) §[|Bs — Bi||os < CoA'te
[|Cy — Ct]oe < CoA*te,
Usando as notagoes
Pi(x) = 1 (A1z,x) + (B, ) + Cy

2

1
PQ(:E) = 5 <A2x7x> + <B2;$> + ()

— 1 — — —
PQ(LC) = 5 <A2x,x> + <BQ,£E> + CQ

temos 11
A2 == Al + /\2+a . ——ZQ
)1\ A
By = By + \*te. XEQ

Cy=Cp + N O,
Logo,
|42 = Ai]loe = [IA* - Aalloe = [[A2]|oc - A* < Cp - A%

1Bz = Billoo = [N Ballos = || Baloo - A7 < Co - AT
|Cy — C1| = N2 - |Cy] < Cp - A*F,
Prosseguindo por indugao, assumiremos P, como na afirmagao, e encontrare-

mos Ppq.
Para tanto defina,analogamente ao que foi feito para P,, a funcao wg.1 : By —

R em funcao de u — Py que renormaliza By« para By e que esteja nas condi¢oes do Lema-

chave.
(u — Py)(M\ex)

warl(x) = )\k(2+a) S 17 VS Bl-

Entao,

AEAu(Nex) — NRAP(Nfz)  f(\Fa)
Aw(z) = \F(2ta) \ka

Pela construgdo de w e a validade de @ para Py, temos ||w|[z=(p,) < 1.

Ademais,

’J (Akx)‘ |f<>\k$)’ |f(-73) - f(0)|
Aw (B) = SUp———— < Ssup ————— =sup—————-— < arm <€
|[Awga]]1 (B1) 1p A\ea = 1\{%} | Ak | o ||| mc (0) 0
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Logo, novamente pelo Lema obtemos um polinomio harmonico
— 1 — — —
P (r) = 3 (App12,2) + (Bi1,2) + Crpa

tal que
(€)  |wit1(z) = Pror(w)| < A**, quandol|z]] < A
() [[Asilloo + 1 Brtillos + [Cria| < Co.
Reescrevendo em termos de u e, em seguida, fazendo y = Az obtemos

u(\ex) — Po(\rx) = o
e(2+a) — Prya(x)| <A lz| < A

= |u(\z) — P(\'z) — M@+ - Prpa(z)] < ARFDE) ) <X

a) D Yy
= [uly) = Puly) = X2 Py (L) <0 Iyl < X < A

Definindo Py (%) = P(z) + AT . Py < > teremos

x
N

1 — T
APy(z) = APy(z) + AHH) (T) AP (35) =0

[u(@) = Praa| < AFFDERD i) < AR

1
Entao, Pry1(x) = = (Agiz, x) + (Brx, ) + Ciyq, € tal que

2
( 1\’ _
A1 = Aj + A G Apy1 = A + N4y
1\ — _
Bji1 = By + \FGta) . G Bji1 = By, + N+ B,
\Ck—f—l =Cy + A\i(2+a) -UkH.

Logo,

Akt — Aklloo = X - [[Apsa|]oe < M- Cy
| Bis1 — Blloo = AFIFD || By ]| < AFIF) .
|Cls1 — Ci = AN [Crpa| < AHEF) . O,

o que prova a afirmacao de existéncia da tal sequéncia de polinomios harmonicos.
Com a finalidade de obtermos convergéncia da sequencia {Fy}r observemos

que {Ax}, {Bx} e {Cr} sdo sequéncias de Cauchy.

Aktm — Aklloo < Artm — Arsm-1lloo + [[Artm-1 = Arrm—2lloo + -+ [[Arr1 — Akl|so
= Co(\FFtm=D o 1 X)) = Co(Spam—1 — Sk_1)
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o )\a()\oz)k—l o )\ak‘
1 am <
Cog e 1A =G
C -
= R =R
Analogamente,
C N C o
1Birm = Bille <t AT e [Chom = Gl < 750 OFF)% (8)

2 . A~ .
Por serem de Cauchy em R, R™ e R™", tais sequéncias convergem. Defina

1
P(z) = 5 (Az,z) + (B,z) + C
onde A = lilrfn Ag, B = li;n Bre(C = lillgn Cy. Obviamente, P = h,ﬁn Py. Dai, por ser limite
de harmonicos, o polinémio quadrético P satisfaz AP =0 = f(0).

Assim, para que seja como no teorema falta apenas mostrarmos

u(z) = P(x)] < D ||l=[[**,  [lz]l <

Al + 1Bl + O] + D < Co ([flowggy + |FO)] + llulls=mn) -

para D = D(n,a) e Cy = Cy(n, o).
Primeiramente, ja sabemos estimar u — P, em B,r. Procuremos estimativas
para P — P a fim de utilizarmos a desigualdade triangular em |u — P].

Fazendo m — oo em , considerando k£ constante, teremos para cada k € N,

|P(x) = Py(x)] < %I((A — Az, )| + [(B = By, x)| +|C = Cy|

< ||A = Aglloc||2][* + [|1B = Billoollz|| +1C = Ci|
Uo)\ak 60/\19(1-&-04) 60)\16(2-‘,-0[)
<

2 -
< Tl T el T

Assim, dado = € By, tome k € N de modo que A\**! < |z| < A\* e obtenha

u(z) = P(z)] < [u(z) = Pp(x)| + | P(x) = Py(2)]

C
< )\k(2+oz)1 _())\a (/\ak||l‘||2 + )\k—&—akaH + )\k(2+a)>
< \e(2+a) - ?O)\a (}\ak)\k2 + A\rtak ) + )\k(2+a))

3C
— k’(2+o¢) 1 0
A ( +]__Aa)
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3C, | AFZFe)
_ P < (1 2+a
o) - P < (14 200 ) ol

360 )\k(2+a) oia

- (1 + 1— )\a> (A1) (2 Fe) [|]]
360 1 24+«

= (141532 gl

= Dje|[**

para D := (1 + 1330&) . /\2%

Para o caso de A < |z| < 5 teremos

[u(z) = P(@)| < ||ulle=sy) + 1P|z,
<1+ [[Afloo + I Blloo + €]

<1+30C,
T

= (1+3C)

||[[#+e

|2+a

< (143C0) 15yl

)\2+a
< D|z[|**.

Por fim, definindo Cy = 2 - méx{Cy, D} temos
|A]loo + || Bllos + |C| + D < Gy < Co(1 + €0)-

Agora, para problemas em que alguma das condicoes

(i) [F(O) =0
(ii) [flca(o) < €0, para g9 € (0,1) como no lema anterior
(i) [l e (eny < 1.
nao seja satisfeita, na tentativa de voltarmos ao caso particular acima, defina a fungao

auxiliar

1
o () - gt OR) 1
 Wow + O+ [ullzemy M (“‘”) ~ 32/ Ollel )

onde, M := (7 ey © AU@) = S_J\;(A“(fo(O) = 31 F@)=1(0)) = g(a)

Como desejado teremos:

(1) ¢(0) = 0; |f(x) — £(0) — (f(0) = £(0))]
(2) [9]ca) = Mos}glp ||][? R MO

1

<
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1
® Il il < S TN
U||roo () = sup|u| < egsup <1.
50 = I < ST TR+ Tellmcan

Perceba também, que

g(xr) —g(0
(9] = suplg(@)] = suplg(e) — g(0)] < supl 2D =IO _ 1 e,
(B1) B 1 B ||1’|| ©

Entao, como o teorema foi provado para esse caso particular, existird um po-
— 1 — _ _ —
linémio quadrético P(z) = 3 <Ayc,x> + <Bx,:c> +C com AP = ¢g(0) = 0, tal que

[a(z) — P(x)| < Dlz[***,  quandol|z|| <

DN | —

[[A]|oo + ||Bl|oe + |C| + D < C ([Q]Ca(o) + 1g(0)| + HﬂHLoo(Bl))

9 € 9
< Co (57 o + 0+ Sfllulle= + 5517 0)]).

Por outro lado,

[u(z) — P(x)| =

SE

(u60) = 55+ 0) - alF) = Pl

€0 fO)-fl=]]* M
= 2 u(z) - =L — =P(z)|.
7 |4®) o - P@)
Deste modo,
fO) - l=l]* M Mo 5
— P = = _P
o) - HOE - M) = 2 jato) - P
M —
< _.D‘x|2+a
€0
1 < :
quando ||z|| < 3 Entao definindo
fO) =] M
P(e) = 12D 22 p
@) = L 2 Py
1 1 M — M — M —
——<<—f(0)fnxn+—'A>x,x>+<—~B,x>+—~C'
2 n €0 €o €0

% (Az,z) + (Bz,z) + C
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e D := ML yeremos que,
€0

1
lufa) — P@)l| < DllalP*, |lal| < 5,
além de,
Amwzﬂm+£Aﬁm:f@.

Estimativas dos coeficientes:

1 M, — — — =
ATl + 11Blle + 1C1+ D < 25O + 2 (Al + |[Bll + €]+ D)
1 M
< 11O+ —Co ([glono) + 19(0)] + [[El|=s)
0
1 1
< L1+ Co (o + e~ + 51700 )

1 1
= G (Iflony + lullx + 5150+~ 1701 )

< Co ([flono) + llulle +1£0)])

pedindo que Cy > 2.

Observagao:(Consideragoes sobre a renormalizacao)

Sejam u € C?(B, (1)) U C%(B,(x0)), f € C%(wp) e Au = f em B,.

Por meio de mudanca de varidvel, tentaremos trazer o problema de B, (xg)
para Bj e assim, expor um resultado andlogo para Au = f em B,(xy) com f € C*(xg).

Considerando v(z) = u(rx + xy), * € By, teremos
Av(z) = r’*Au(rz + xo) = r* f(raz + xo).

Veja que Av € C%(0) :

A _A 2 .2
sup |Av(x) U(O)|: sup |72 f(rx + 20) — 7% f (20)|
z€B;1\{0} ||| z€B1\{0} |||
2| f(y) — f(z0)]
="
el =T
yE B, (20)\{zo} |y — o]

= sup T
y€Br(z0)\{z0}

= 7"2+a [f]ca(o) < Q.

1
Assim, pelo teorema de Schauder, existe polinomio quadratico P%(z) = 5 (A%, z)+
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(B x) + C°, com:
APY = Av(0) = r2f(m),

o 1
[o(@) = PP@)] < D -[le] [, l=] < 3,

e
1A% oo + [1B%]] 0 + |C°] < Co([v] oo,y + 1A0(0)] + [[A0(0)|] Lo (,))-
Em termos de u obtemos
0 2+« 1
[u(re +x0) = PA(2)l < D -[[2|7%, 2l < 5
o/Y — %o D 2ta Hy—on 1
_ < . _ = < —,
= fuly) = PP < ey = wl e, T <
Defina
_ 1 _ _ _
- (52) 4o (57 (52 ()
r 2 T r T
1 1
ZE : ﬁ (<A0y,y> - <AOI073/> - <AO$07?/> + <A0950,900>)
1 1
+ ; <B0,y> — ; <BO,3?0> + CO
1/1 1 1 1
:i (ﬁ <A0y, y>) + (; <Bo’y> T2 <A0$07 y> T2 <A0y,x0>)
1 1
+ CO + ﬁ <AOJIQ,ZE0> — ; <B0.T0, (L’()>)
e tenha

|2+a

1
lu(y) — P(y)| < e 1y = 2ol 7™, quando [y —zo|| < 5 &y € By(xo).
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5 TEORIA DE SCHAUDER VIA METODO DA COMPACIDADE

5.1 Estimativas de aproximacao e de Cacciopoli

Neste capitulo, para conseguirmos a estimativa de Schauder no sentido L?, iniciaremos
com aproximagoes (no sentido L?) por fungdes harmonicas para solugoes de Au = f,
u € H', tais que a norma || f||2 seja razoavelmente pequena. Isto serd possivel utilizando
a estimativa de Cacciopoli, também conhecida como estimativa de energia associada a
equacao de Poisson Au = f, com a intencao de obtermos limitacdo de sequéncias no
espago reflexivo H'(By).

Teorema 5.1 Dado ¢ < 0, existe § > 0 tal que para qualquer solugdo fraca v € H*(B)
da Equacao de Poisson Au = f tal que

][ w?(z)dr < 1 e f(z)dx < 6°
B1 B

eziste uma fungao h: By — R harmonica tal que / |u(z) — h(z)’dr < e.

B
2
Para provarmos este resultado precisamos da estimativa de Cacciopoli.

Proposigao 5.1 (Estimativa de Cacciopoli:) Sejau € H'(By) solugdo fraca de Au =
f em By. Entdo para qualquer n € Hg(B;) temos

/B ()| Vu(z) Pdr < / () - f(x)de + / (1F(2) + C|Vin(x) ) - o(x) da,

B1

onde C' > 0 € universal.

Prova. Tome ¢ € H} e considere ¢ = n* - u como fungao teste. Neste caso, como

Vi u)=2n-u- Moy, Nen) + 107 Uy Us,)
=2n-uVn+n*Vu

Vu-n*Vu =n* < Vu, Vu >=n* - |Vul?

obtemos por defini¢ao de solugao fraca,

/ Vu-V(n?- u)dx = Vu-VgpcMz—/ fode=— f(n*u)dx
By

By By By

= Vu(2nVnu + 1 - Vu)dr = —/B (f-m)-(n-u)dx

By
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= 2nuVu - Vndx + /

B1 B

7|Vl = / (—fm) - (n- u)d.
1 B1

Pela monotonicidade da integral tem-se

—f.n)? -u)? 1

/ (—f-n)-(n-u)da:ﬁ/ (=f-n)"+ (- dx:—(/ n2f2dx+/ n2u2da:).
Bl B1 2 2 Bl Bl

Entao,

1
2/ (nVu)(an)da:—l—/ n?|Vul’dz < = (/ n? . f2dx+/ n2-u2dx> :
B1 B 2 By By
Assim,

1
/ n*|Vul*dr < = (/ 0’ - frdx —|—/ 7 - uzdx)
B 2 \/g, B

9 / inl - [Vl - fu - [Vlde
1

1
§—/ nz-fzd:)s+—/ n? - uldx
2 By 2 By

1
+—/ 772|Vu|2d$+2/ u?|Vul*dx
2 Bl Bl

1 1 1
= (1 - —)/ n*|Vul*de < —/ n?- frde + —/ 772'u2d$+2/ w?|Vul*dx
2 B 2 B1 2 B1

By
= [ n?|Vul|*dx g/ 772-f2d:1:—|—/

By By By

772'u2da:+4/ u?|Vu|*dx

B

:/ nz‘f2dx+/ (n* + 4|Vul?) - v’dx.
By

By

Isto prova a estimativa com C' = 4. [
Prova do Teorema [5.1k.

Primeiramente, vale ressaltar a equivaléncia das notagoes usadas durante o

texto:
][ u?(z)dr < 1 e P (z)dx < 6?
B, By
() ()
lullz2s,) < |Bilz 1 £1]22(50) < 0| B2,

Agora, suponhamos, por absurdo, que o teorema nao seja vélido. Entao exis-
tiria g¢ tal que, para todo k € N existem uy, fr : B1 — R tais que,

1 2
up € H'(B1), Auy, = fi, ][ up(z)dr < 1 e fi(a)da < (E) )
B1 By
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mas para qualquer fun¢ao harmonica h : B 1 R obtemos

/ lup(x) — h(z)2dz > 20, Vk € N.
B

1
2

Para obtermos convergéncia de alguma subsequéncia de {ug }nen, é suficiente
exibirmos limitagao no espagco H'(B,),0 < r < 1, que equivale a possuirmos limitagoes
de {us nen € {Vurtnen em L*(B,).

A limitagao da sequéncia {uy}neny em L?(B,) é imediata, pois
1
|28,y < [lurllr2s,) < [Bil?.

Pela Proposi¢ao 5.1 obteremos uma limitacao para { Vuy }nen no espago LQ(B%).
De fato, dado uma funciao n € H}(B;) teremos pela estimativa da energia que,

para cada k € N,

/ ﬁwwﬁs/“ﬁwWPs/’ﬁﬁ+/"#@+4/|wﬁ@.
B B1 Bl Bl Bl

1
2
1, se xEB%

Podemos pedir n € Hj(B;) da forma n(z) = ¢ 0, se = € B;\Bs
4

linear em B%\B%.
Para este 1 teremos > < 1 em By, V=0 em BiU (Bl\B_%), e Vn=C, em

oy
ISHY
/

D=

Usando a continuidade de n e Vi em cada compacto, B

[ owup < [ pval < [ v
B Bl By

1
2 2

3/772'f13+/ nup+4 ||V
B1 B1 B

S/ 1-f,3—|—/ 1-uz+4/ C? .l
B1 B1 B

1
< E|B1| + | By | +4C721|Bl|

e Bs\B; teremos

1 1
2 2

< |Bu[(2 +4C7)

1
= [|Vurllr2y < (Ch)2.

Deste modo, sendo H'(B1) espago de Hilbert com produto interno (u, ) =

1
2
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=

1 2
fB1 (up + VuV) e, portanto, com norma ||¢|l1 = ((p, ¥);)? = (fBl ©* + fBl |V<p|2) ’
2 2 2

teremos {uy }nen limitada na norma de HI(B%), ja que

s = /
B

Sabendo que sequéncia limitada em espaco de Hilbert converge fracamente a

ol

NI

ui(z)dz%—/ \Vug(2)|?de | < (|Bi] +Cy)2 .

1 B
3 3

menos de subsequéncias, existird h € H 1(B%) tal que

ur, — h em H'(B.) fracamente .

1
2
Por outro lado, como {ug,}jen € limitada em Hl(B%) e Hl(B%) CC LQ(B%)
A —
obtemos outra subsequéncia {ug; hen tal que ug, Xwe LQ(B%) em norma || - ||r2(p,)-
2
. ~ l— l—
Por maior razao uy,, % w fracamente. Mas como up,, % h fracamente,

da unicidade do limite vem w = h € Hl(B%). Isto é, existe uma fungao h € HI(B%) e
uma subsequéncia {Ukjl}leN tals que uy;, % 1 fracamente em HI(B%) e ug, 2% b em
L*(B 1 ).

Afirmamos que h é harmonica em B 1.

De fato, dada uma funcao teste ¢ € C§°(B1) temos pela Desigualdade de

1
2
Holder para integrais,

Vug(z) - V(z)dr = /

i pla)dr < / fe - ol@dr < lullzz) - el
B B 2 2

3 3
|B1|% k—o0
: H80||L2(B%) — 0.

B
2

<
-k

E ainda, por convergéncia fraca,

Vuy, (z) - Vo(x)dx iy Vh(z) - Vo(z)de.

Isto pode ser visto definindo ¢ : HI(B%) — R por
Y(u) = Vu(z) - Vo(z)dz.

B
2

Primeiro, 1 ¢é linear: Vem da linearidade do gradiente, do produto interno e
da integral.

Segundo, 1 ¢ continua: Dada u € B;(H'(B1)) temos pelas desigualdades de

1
2
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Holder e Cauchy-Schwarz

VuVe|(z)dr < / Vu()| - [Ve(z)|dz

B
2

W) =|[ Vu)- Ve(z)d g/

Bl Bl
2

< [IVullzzsy) - [Vl < 1-1IVellzem,) = Co.

l\?

Deste modo, tendo uy, — k fracamente em H'(B1) e ¢ € L(H',R), obtemos

1
2

[V, @) Vetahde = vlu,) =5 0 = [ Vi) Velw)ds

Por outro lado,

Vui(z) - Vo(z)de =5 0 = Vi, (z) - Vip(a)dz =30, Vo € CF(By).
B1 Bl
2

Portanto,

Vh(z) - V(z)dr =0, Vo € C3°(B1).

By
2

1
2

Pela arbitrariedade de ¢, a funcao h é harmoénica em B:.
2

E como uy,, =% hem L*(By), para algum [ > 1 obtém-se

1

||uk —hl|r2,) < (0)2 = / |uk]l (z)]2dz < eo.

2

O que contradiz a suposta inexisténcia de funcao harmonica como no teorema.
[ ]

5.2 Teorema principal via Método da Compacidade

Definicao 5.1 Uma fun¢ao f: By — R € dita a-Hélder continua na origem no sentido

L? se !
3
[flce, @) = sup — ][ |f(x (0)]*dr ) < +oo.
L2 0<7’<17'

Lema 5.1 (Lema-chave) Dado o € (0,1) existem Cy > 0 X € (0,1) e &y > 0 tais que

quaisquer que sejam u e [ satisfazem Au = f em By e

][ wdr<1 e f2d$§5§a
Bl Bl
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existe um polinomio quadrdtico harmonico
1
P(z) = 5 (Az,z) + (B,z) + C

tal que
][ lu(x) — P(x)?de < N2+
By

e [|Alloo + || Blloo +|C] < Co, com Cy universal.

Prova. Para 0 < ¢ < 1 a ser determinado, tome § > 0 e h : B1 — R harmonica como
2

no teorema [5.1, Isto é, / lu — h|?dr < ¢ e f? <6
Bl Bl
2

Seja P(z) = % (D2h(0)z, z) + (Vh(0), ) + h(0) = % (Az,2) + (B,z) + C.

Por estimativa da derivada temos
[ A]loe < Ca(n) - HhI\Ll(B%)

1Bl < i) - llxcs,
€] < C) - Lo, .

Entao a desigualdade de Holder para h e ¢ = 1 nos d4,

[[Allee + I1Bllee +[C] < (Ca(n) + Ciln) + C (1)) - [|hl[ 1)
< (Ca(n) + Ci(n) + C(n)|Bi|2 - [|hl|12(s, -

1
2

Estimemos a norma L*(B1) de h:

1
2
Veja que, pontualmente
A < |h —ul + |u|
= 1* = |h* < (Jh - u| + [ul)?
= b —ul* + [ul* + 2[h[|: — u|
< 2|h — ul® + 2ul?.

Assim,

/h2§2/ |h—u|2+2/ u2§25+2/ u? < 24 2|B
B B B B;

1 1 1
2 2 2

1
=|Ihll2B;) < [2(1 +|Bi])]=.
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O que nos da independéncia de h na estimativa dos coeficientes
[Alloo + [ Blloc + C] < (Co + Cr + Co) - [ Bl - [2(1 + | Ba)] 2.

1
Além disso, para ||z|| < 3 usando o teorema do valor médio e a estimativa da

derivada,
\h(z) — Z Dh(0zx)zx
\al 3
1 3, 3
< o ul D*h(:)]
~z€ 1
2
< 503( n) - |Ihllos,) -2
2
< Bl Tan) - lhllzscs, - o
03 1
< S B a1 4 B e
= 03<n> ABiER01+ B - [af
Fazendo Cy = (C(n) 4+ C1(n) + Co(n) + Cs(n))-|By|2-[2(1 + | By|)]2 ganhamos
| Alloe +[|1Blls +1C1 < Cy e |h(z) — P(x)| < Collz|]*.
1
Assim, se A < 5 temos pela desigualdade pontual |u—P|?* < 2|u—h|*+2|h—P|?,
que

]{3 lu(z) — P(x)|*dr < 2]€3 lu(z) — h(z)|dx + 2]{3 \h(z) — P(x)|*dx

< |§A| ~e+|2§§| [ ol
2 20
—’B—i‘ﬂL@ BA>\6d93
= |BOO|A6'BA‘
:%+200~>\6.

Sendo assim, para obtermos ][ lu(x) — P(z)’de < A>+) & suficiente que
By

2¢ 1 \2@2+e) 203 < %/\2(2+a)_
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Portanto pedimos

1 o1 1/ 1 \7=
)\§§e)\6 2(2+)§4—Cg:>)\:m1n{§,(@> }
ntd+2a
c S & . )\n+4+2a S i (L) A
4 4 \4C?
|
Teorema 5.2 Seja Au = f uma funcgdao a-Holder na origem no sentido L* em By. Entdo

existem um polinomio quadrdtico
1
P(z) = 5 (Az,x) + (B, z) + C,
com AP(z) = f(0), e D = D(n,a,r) > 0 para cada r € (0,1) dado, tais que

lu(x) — P(x)*de < Dr??+e)
B,
[ All + 1Bl + 11+ D < o (fleny + 1O+ lullzqan).

onde Cy = Co(n,a,r) > 0 € uma constante universal.

Prova. Podemos assumir, sem perda de generalidade que
f(0) =0, ][ wdr <1 e [flea@) <6
By

para 6 como no Lema-chave.

Caso contrario, se adapte a essas condigoes definindo, assim como no capitulo

(vt - 3210

[fleay + 1 £(0)] + ][ u2(m)dm.

Bi

anterior,

v(x) =106

Neste caso, Av = g em Bj, onde

. f(x) — £(0) |
me+WW+éﬁww

Afirmagao: Sob essas condigoes, existe uma sequencia de polinomios

1
Pi(x) = 5 (Arz, ) + (Bp, ) + Cy,



tais que

| Ari1 — Aglloo < Corre
F lu@) = Pu@)fPde <X 8B By < Code
B —
' Gt — Cilloe < ToARCH),

para Cy como no Lema-chave.

Veja que sendo ][ u*(z)dr <1, e

B

(&ﬁumﬂézﬁ(Bymw—ﬂw%Qé

=
< sup —

0<r<1T¢
= [f]ca(o) <9d

= f? <62
By

entao pelo Lema existe P, polinomio quadratico harmonico,

1
Pi(z) = 5 (A1z, ) +(B1,7) + Cy

tal que ][ lu(x) — Py(x)2de < N2+,
By

50

Para a construcao de P, iremos exibir uma funcao w; de u — P; nas condigoes

do Lema-chave. Como temos w; : By — R, e sabemos estimar v — P, em B,, faremos

mudanca de escala.

Deseja-se que wy(z) = p((u — P1)(A\x), x € By, seja tal que

/ wi(z)de < |By] e / (Awy)?(z)dx < 6% - | Byl
Bl Bl

Ora, mas

lu(Azx) — Pl()\m)|2)\” dr = lu(z) — Pl(x)|2 do < \2(2te). | B,\|

Bl Bl
_ 22(2+a) . |B1!)\"

= [ |Ju(\z) — P(Az) > dz < N23F) | By|
By
u(Ar) — Py(\x)?

= \(2+a)

B4
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Entao, a priori, podemos definir ¢(y) = % e, consequentemente
u(Ax) — Pi(\x)
w1 (LU) = )\(2+a) )
e obtermos
/ wi(z)dr < |By.
B
Mas sendo o)
x
Awl( ) >\2+ )\Qf(/\x> = A )

teremos também

(/Bl(Amz(x) dl) - ( 5, fzsjf)dgc); - A_la( 5 fz()\x)dx)%
(% 5 fz(x)dx> :
(An 1 ’

TB)J . . fz(g;')dl'> S [f]CgZ(o) < (50

D=

1
A
1 9 B i
= (E Bl(Awl) (:U)dx) = e

(Aw)?(z)dz < 6%

B1

N |=

Assim w; estd nas condigoes do Lema. Logo existe polindmio quadratico

harmoénico P, tal que

|wr () — ﬁ2($)|dx < \22Ha)
By

e a soma dos coeficientes limitadores por Cj.

Nessas condigoes,

By |WI( ) PZ( ’B)\‘ /

|Bl|)\ /BA

u(Ar) — Pi(Ax) 2

\2+a) —h2 (.I') dx

2

u(Ax) — Py(Ax) — AZT2) Py(2) e

A(2+a)

1 1 — 2
\z) — Py(\z) — NGt P d
|Bl‘>\n>\2 (2+a) /B ‘ (Az) 1(Az) 2@)‘ x
1 x 121
(2+a)P e -
]Bl\)\" A2@ra) / ‘ —ATIRG)] e

2

dx,

—
) )\(2+a)P2(X)

>\2(2+a) |B1 /

onde |wi(x) — Po(z)|?de < N2+ Dai,
By




52

_ 2
u(z) — Pi(z) — A*"P,y (%)’ dr < [/\2(2+a)}2 _ \2-22+a)

f,

Entdo basta definirmos Py(x) = Py () + A2+ . P, (%)
Construimos a sequéncia { P} por inducao em k. Como foi feito, para obtemos

Py.11 definiremos, supondo a existéncia de Py,

_u(Nx) — Py(Nex)

wr(r) = \r(2+a) )
e obtemos
/ W2 () d = ;/ (M) — Po(Ma) 2de = ;/ () — Po(a) P da
B, \2k(2+a) B, A2k(2+a) B, N
~ i [, 1000~ PP € S N B = By

A

Como Awy(x) = NI () = f(X'z)

, temos também

A\e(2+a) T e
1 1 1 1
Awp)? () de = —— —— 2ONeg)de = T)——dzx
f, Qo) o = s [, £00 s = sy ], T3
1 1

2 2
= x)dr < o < 0.

a2 |B)\k| By f ( ) = [f]CLQ(O) = %0
Novamente pelo Lema-chave, existird P, polinomio quadratico harmonico

tal que

|wi () — Prp(2)]2da < N2EH),
B

Escrevendo em termos que u e Py,

]i (i — Poya)()Pda

1 1
= |Bl|)\n 2\Ee(2+a)

! ! k2+a) D x
I TR TR e
A(k+1)

1 1 k(2+a) 5 T2
T B[\ T \Zk(2ta) / ’u(:p) = Pi(w) = NCTI Py, <V>‘ dx

A(k+1)

/ lu(Nez) — Py(MNrx) — ANFCHIP, ()2 da
B

21
de

2

dx.

1 T

e — _ _ YE@+a)D b
= \Zhera) ]iwﬂ) )u(x) Py(z) = A Pri (/\k>
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efinindo o polinomio Py 1(x) = Py(x) + o bl v , e usando o fato
Definind 1 P (7) = Py(z) + NG+ . Py, =
de que ][ |wi() — Py (2)]2dz < A2+ obtemos
B
][ |U(ZL’) . Pk+1(l’>|2d{lf < )\2(2+O¢) X )\2k(2+o¢) _ )\2(k+1)(2+a).
B>\k+1

Ficando provada a existéncia da sequéncia, faltando apenas as estimativas de
seus coeficientes. Uma vez que

( 1Y\ — _
A = Ag + AV W) Apr = Ap + N Ay
1\ — _
Bip1 = By + AFZF) F) B = By + \FUF9) . By
| Crr1 = G+ MEH) O,

chegamos a
[ Aks1 = Alloo <N [[Apsa]loo < Co - A
[1Brs1 = Billoo < XU [[Byia]|oc < T - AMIH)
Ot = Crloo < ACT [Cra]| < Co - AT,
Notando que essas estimativas sao idénticas as feitas para o teorema via

principio do méximo, segue {Ax}, {Bi} e {Ck} sdo de Cauchy.
Sejam liin A=A, liin B,=Be lilgn C,=C.

1
Definindo P(z) = 3 (Az,x) + (B,z) + C, tem-se liinPk = P. Logo, P ¢
polinémio harmonico. Isto é AP =0 = f(0).
Veja que existe D tal que ][ lu(x) — P(z)*dx < D -r** ) para o <t <.
B

Dado r € (0, \] tome k € N tral que M\t < < \* e tenha

f u(z) — P(x)*dz < 2 IU( ) = Pu(x)[* +2 f |Pi(z) — P(x)*dx (9)
_ 2|B>\’€| 2 Q‘BA” 2
=B k lu(z) — Pp(z)|*dx + ]{Bkk |P.(z) — P(x)|“dx

2 \kn 2 \kn

| /\

S \Fte) —n][ |Py(z) — P(z)|*dx.
T T &

A

Ainda pelas estimativas feitas no capitulo anterior, para k, m € N temos



Ape — A < 2 \ok
| k+ k| )\Oc

Co 3
|Bk+m o Bk| S mAk(1+ )

Co N
|Ck+m o Ck| S m)\k(%l— )

Fazendo m — oo obtemos para x € B,

|Pr(z) = P(z)| < CMX"’fH 12 + %A ()| || +— C;ﬂaycma)
< 1 f’/\a (ARNZF T _6)‘\)1+a A\e(Fa) yk . _6;2% \k(2+a)
= CpA\k(te) (1 _1Aa + 7 _iw + 7 —1)\2+a>
= |Py(z) [ (1_)\a 1_1)\1+a + 1_1)\2+a>r_>\2k(2+a)
— O . \2k@2+a)

Portanto, voltando a @,

LA PN
lu(z) — P(2)|?de < 2 <_> A\ZHE+a) 4 <_) O . \2k2+a) ][ I
r B..

By " A
E+1\ " k+1\ "
_ QL A )\2k(2+a) + 2i A 6 . )\2k2(2+0¢)
A\ A" r
2 —
= — (14 C) \%HEFe),
2(2+a)
Mas como \Ft1 < 1, temos A (k+1)2(2+a) < 7,2(24—04 \2k(2+a) < Y
Assim,
2 . T2(2+a) 2(1 _{_6)
— 2dr = — . — . p2(2+a)
5 lu(z) — P(z)|" dx A" (1 +C) \2(2+0a) (/\n ) /\2(2+a)) r ‘

E quando A <r <1 temos

lu(z) — P(z)|*de <24 |u(z)|*dx + 2]{3 |P(z)|? dx

By By

2
u(z)? P(z)* dx
| 7“| /B1 ’Br| By

<

o4
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2 2 2
w(x) — P(z)]?de < ——|Bi| + ——— (||A||c + ||B||s0 + |C /daz
BT! (z) — P(x)] rn\Bly’ 1] r"|Bl|(H [loo + [[Blloc +C1) .
2 2 —
<Z+2.C,
7477, /r-TL
9 —9 r2(2+a)
S F(l + CO) ’ 7’2(2+0‘)
—2
— A7 . )\2(2+) ’

210+C)  2(1+C3)
A \2(2+a) 7 L \2(2+a)

Para concluir, tomamos D = max{ } e observamos

que

lu(z) — P(x)|*dz < D - r22+a)

B

Por fim, fazendo Cy = Cy + D temos ||A||oo + || Blloc + [C] < Co(14+ ). m
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6 TEORIA DE SCHAUDER VIA POTENCIAL NEWTONIANO

6.1 O Potencial Newtoniano

Definicao 6.1 Dada uma funcao f : Q2 — R, definimos a funcdao Potencial Newtoniano
de f relativo ao dominio 2, v: R"™ — R por

v(r) = /Qv(x —y) - f(y)dy,

onde v € a Solu¢ao Fundamental da Equacdo de Laplace Au = 0.

Iremos mostrar que se f : R® — R é uma funcao de classe C? com suporte
compacto, seu Potencial Newtoniano é solucao da equacao de Poisson Au = f. Isto é
motivado pela Representacio de Green para fungoes f € C?(2) N C1(2) definidas em um
dominio limitado 2 C R"™.

Sendo f € CZ(R"), para cada Q C R” limitado tal que supp f C Q tem-se
f e C*Q)NCYQ). Dado x € R™ considere Q2 C R” limitado contendo supp f, com
x € (1, e tenha pela Representacao de Green

(760 = )~ Fgeto =) ) dsi

Z/Qv(x—y)-Af(y)dy—/ (Y@ —y) - Af(y) — fly) - Ay(x —y)) dSy.

o0

f@) = [ sa =) sy - |

o

Pelo fato de que supp f CC Q e a Solu¢ao Fundamental + ser harmonica,

fla) = [ =) Ar)dn= [ 2le=9)-Afay

Assim, se pudermos comutar o operador laplaciano com o sinal da integral
do Potencial Newtoniano v(z) := [,v(z —¥) - f(y)dy, e além disso, tal operador estiver

atuando apenas na funcao f teremos

Bota) = [ A=) Af)dy = f(a).
Mostraremos, no préximo teorema, que isso ira ocorrer.

Teorema 6.1 Para f € CZ(R") defina

ule) = [ 2= )f )y

Teremos u € C*(R™) e solugdo da Equagdo de Poisson Au = f em R™.
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Prova. Por meio de mudanca de variaveis obtemos

u(w)= [ A=) f)dy = [ ) Flz = )y

U .
veja que

0@»

Para o calculo de

u(a:—i—te;-)—u(x) —/nfy(y)-f(ﬁtei_i)_f(x_y)d%
flzttei—y) = flz—y) 1q OF
t dz;

de f e compacidade do seu suporte.

onde (x — y) uniformemente em R"™, pela continuidade

é continua com suporte compacto e v € L}, (R™),

Como cada parcial de
81‘,‘

para cada x € R",

/nv(y)- O (& - yydy = /nv(y)- (Hm flotte ~ y) _f(x_y)> dy

0x; =0 t
. r+te;, —y)— flox—
— R
 lim u(z +te;) — u(x)
t—0 t
ou
= o (x).

, 0 B of , Lo
Isto é, 8_901@) = Jan 1Y) - o1, (x — y)dy. Assim, u € C'(R").

Similarmente,

0*u o*f

Portanto, v € C?*(R"), com u, Du, D*u € L*°(R™), pois sao continuas com

suporte compacto. Ademais,

s = [ WA= [ 20Dyt [ 50)-85 i, (1)

£

para qualquer € > 0. A fim de removermos a singularidade y = 0, estimaremos cada uma
das parcelas.

Em primeiro lugar, se Cy = supg. |D?f|, temos

/5(0) v(y)dy‘ :

/ V(y)'Af(ﬂf—y)dy’ < Cy-n?

€
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Para n = 2,
/()d 1/1|| 1// log |y|dSyd 1/61 0B,|d
=— 0 = — r=— [ logr-|0B,|dr
579 Y o7 gy o7 Jo Jos, glylaoy o J, g
1 3 3
:—/ log'r’-2]B1\dr:/ log rdr = €*|loge|.
2 0 0

Para n = 3,

1 1 1 € 1
~(y)dy = dy:—// ———dSydr
/5 Wy = G B Ly, 2 = n@=mIB] Jy S, T2
1 S | 1 S |
n<2—n>|Bl|/o s 19Brldr n<2—n>|Bl|/o | Bildr

1 /8 d 52
o—n ), T 22 -n)

Logo,

e?|loge|, se n=2

Af(x —y)dy| < Cy-n?-
/swy) e —y) y‘_ S
2(2—n)

Donde concluimos que
e—0
[ )-8t = gay o (1)

Para a segunda parte observamos que v, f € C*(R™\ B,.) e usamos uma Iden-

tidade de Green obtendo

/RH\BE’V(@/)-AJ”(:B—y)dy = ABgv(y)-g—f(x—y)dS(y)—/ Vo (y)-V f(z—y)dy. (12)

Rn\ B,

9]
Fazendo C; = sup |V f], supondo 0 < ¢ < 1, e por [[v]| < 1 e a—f(m,y) =
v
[V f(z —vy),v)| < C; obtemos a desigualdade

/ ) 8f( \ds ‘ o )l nCi|loge|, se n=2
“a-(@—y)ddSy| < n / Y(y)ldy =
aBS7 Y v ! dB. nCy c 5 se n > 3.

Logo,
of
/ Yy) - ==(z —y)dS(y) — 0 quando & — 0. (13)
OB; aV

Por outro lado, usando novamente a Identidade de Green temos que,
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_ V(o — )y = — .2
f, T Vi == [ e sy

4 / f(z —y) - Ay(y)dSy
O(R™\B;)

dy
_— z—y) - <L(y)dSy,
/8 . flz—y) aV(y) y

-y 1 -y . O(y) y -y -1

onde v = — e Vy(y) = W Tl Dali, o <n|Bl|E”’ ?> = DBy quando
y € B..
Entao
dv
- VA(y) - V(z —y)dy = - fle—y)- 5 (y)dSy
R™\ B, O(R™\ Be) v
),
= —— f(x —y)dSy
n|Bile"t Jowm p.) ( )
i,
= flx —y)dSy
0B.] Jogsy ! Y
1
= f(y)dSy. (14)

0B ()| OB (x)

Segue pelo Teorema do Valor Médio para integrais que este valor tende para

f(z), quando ¢ — 0. Logo por , , , , , tem-se
Bufa) = [ AW~ y)dy = )

]
Observagao: Por se tratar de uma fungao f € CZ(R™), o resultado continuaréd valido
para f € C2(U) onde U C R™ é um aberto, pois neste caso, consideramos a extensao
f:R* — R,
_ 0 se x¢U
f
f se xel.

Dai obtemos

solugao de Au = f quando f € CZ(U).

Nesta se¢ao, queremos provar que isto também ocorrerd se f for um tipo de

funcao com menos regularidade e sem suporte compacto.

Antes dos Lemas-chave que nos conduzirao ao teorema principal, a Estimativa



60

de Schauder, examinaremos a existéncia de uma familia de fungoes que irao, por meio de

convolugoes, servir como auxiliares para as provas desses Lemas.

Proposicao 6.1 Para cada € > 0 existe uma fungdao n. € C°(R™) tal que

0, se ||lz||<e 0 C
0<n <1 mnz)= el <
1, se |lz|| >2e¢ O €
Prova. Basta tomarmos uma fungao corte n € C*°(R) satisfazendo
0, se t<1 ,
0<n<1, nt) = e 0<n'<C.
1, se t>2

De fato, definindo n.(z) :=1n (%) temos
(i) n. € C=(R")
(i) 0 < n.(e) =1 U) <1

ne(x) =n =0 se m<1
(i o B
ne(z)=n— ] =1 se —>2
€ €
||
_ le[y, N2/ Ly 22 | <« 2
(iv) 3:131( o) = <5> ox; " (5 >’ 2|z €

Para construir a fungao n comece com a € C*(R)

0, se t<0
a(t) =4 _,
et, se t>0.

Em seguida, defina §(t) = a(t — 1) - «(2 — t). Isto é,

0, se t<1 e 2t

p(t) =

1
et-Di-2) " se 1 <t <2.

Tem-se § € C(R) satisfazendo f =0set < 1e 2 <t. O grafico de § nada

mais é que um ”pulso” positivo suave no intervalo [1,2]. Defina entao

T L
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Observacao: As funcgoes 7. usadas nos préximos resultados serao desse tipo, e nos aju-
darao a exibirmos as parciais do Potencial Newtoniano e concluirmos que ele é solucao da

Equacao de Poisson com a mesma funcao f associada.

Lema 6.1 Sejam 2 C R™ um aberto limitado e f € L>*(2). Se v é o Potencial Newto-
niano de f com respeito ao dominio S0, entao v € C*(R"), assim como para cada x €

e cada1=1,...,n vale
ov (2) = 0y
al’i

—-Q&MQ—y%f@My

Prova. Note inicialmente que a fungao w; : 2 — R dada por

_ [
B o 0z

(z—y)- f(y)dy

wi(x)

esta bem definida.
De fato, sendo () limitado e f € L*®(£2), para = € 2 dado podemos escolher
R > 0 de modo que §2 C Bg(z) e obtenha

()] < /

Oy
<l [ |5 ,<x—y>]dy= e
Br(z) | O Br

< Az @) - B < oo

Oy
8:131-

2o =) s < Wl [ |52 =]

v

,@4@

A fim de obtermos w; = % como consequéncia do Teorema da Derivacao
K3

Termo a Termo, mostraremos que a familia {v.}.~o definida por v, = (y-n.) * f é tal que
e—0 e—0 . , . .,
Ve — U, € que % — w; de modo localmente uniforme. Dai teremos v diferenciavel, e
ainda, 2 = w; € C°(2), como desejado.
7

Para a primeira convergéncia veja que dado = € R",
v@ﬂ—vdﬂ:=K;ﬂx—yiﬂ—wxw—wkf@ﬁw=i/ | Y(@—y)-[1—nlz—y)]-f(y)dy,
r—y|>2¢
de modo que,

o) = w@)] < e [ =yl

|lx—y|>2¢

TR / I (w)ldy,
B25

(1+ 2|log2¢]) - €2, para n =2

2 2

onde [, [(w)ldy <
—=5 - €7, para n > 3.

e—0
O que mostra que v — U em R™.



62

Para a segunda convergéncia, a qual nos interessa que seja localmente uniforme,

observamos que

gﬁ: (z) = /Q 8[2;0:76] (=) f(y)dy.

Entao dado ¢y > 0 tome 0 < € = ¢(z) < ¢y de modo que 2¢ < dist(z,d) para

cada x € R" fixado, obtemos

w;(z) — %(:B) = /Q M(ﬂf —y) - fy)dy

ox; ox;
=/|x yl<2€%ﬂ_m($—y) - f(y)dy
Dai,
e = G| < Wllmeo - ([ |20+ ntlan+ [ bl 5| )
< |[flpee(e) - (2/325 g;(y)‘dwg/&e Iv(y)|dy)7
nde (2f3 )‘dy+ I \dy> 2 2e 4 £(1+ 2|log2e|)4e®, se n =2,

2.2+ S-t-4e?, se n >3

2(n 2)

[e=]

Portanto, para cada x € R" tem-se ‘wl(:c) - g—;’;l(x)‘ < cfe) < cleg) 20, e

; uniforme em R”™.
Logo, v € C1(R"), j& que 8‘9—; =w; € C°(R").

|

Lema 6.2 Sejam Q C R™ um aberto limitado e f € Ct. N L*(2),0 < a<1. Sev €o

Potencial Newtoniano de f com respeito ao dominio §2, entdo v € C*(R"), € solu¢ao da
FEquagao de Poisson Av = f em Q, e além disso, para cada x € Q e i € {1,..n} vale

*v 0%y Oy

r) = (@ —y) - [f(y) = f(@)ldy — f(2)

8xixj Qo 8951-%»

(z —y) - Vi(y)dS(y),
0 Oz; !
onde Qg € qualquer dominio limitado contendo ) no qual vale o Teorema da Divergéncia
com ) CC Qq. Nas integrais acima, € considerada a extensao de f que se nula no com-

plemento de Q.

Prova. Na demonstracao desse Lema serao usadas as mesmas estratégias utilizadas para
o Lema anterior. Na busca de aplicarmos novamente o Teorema da Derivacao Termo a
Termo definiremos w;; : £ — R por

O (o) 1) — @y — f@) [ 22

(z —y) - Vi(y)dS(y),

wij(z) =

Qo OTit; o0 0%
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observaremos que esta bem definida, e em seguida tomaremos a familia de fungoes {z.}e~o
e—0

dada por z, := (g—; . 77) f. Veremos que z —= —”I, e que 8;? = w;; uniformemente

(ndo mais de modo local) em R"™. E assim, obteremos g” diferenciavel, com 88 T =w; €

J

o ().

Para Av = f em Q, dado z € Q consideraremos €y = Br(xz) = Bg,(x) em

busca de simetria, ja que a Solugao Fundamental ~ é radial. Obtemos

n 82’0 n
Av(z) = @(93) = Zwii(l")
i=1 ¢ i—1

Z/B " (z —y) - Vi(y)dS(y)

r(T) Ou;

_ /B ()Av(a:—y)-[f(y)—f(:v)]dy—f(x)-
Z /B a7 =) Vi)

( yz)
/833 ;”|Bl |35—?J|” |z —y] )

— —(z; = y})
— —f(x)- /BBR( Z.Z—mBn v ds(y)

1
I BT
= f().

Agora, para verificarmos que

) = [ P o) )~ SNy 1) [0

o &cizcj 80 6:1:1

(x —y) - V;(y)dS(y)

estd bem definida, perceba inicialmente que a segunda integral estd, visto que x ¢ 0.
Para a primeira, tomaremos ¢ = €(x) > 0 e R = R(z) > 0 a fim de removermos a

singularidade = € Q C Qq, de modo que B.(z) C 2 e Qy C Bg(x). Entao

(=) 1) = S| < [ |- ) 1) - sy
Qo () Qo L]
0%y
<[ |t it - sy

/B x
+
6( )
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0%y

) &Uiacj

[f]C'O‘ Be(x 1 @
n ( <>>/ |z — yl°dy
|Bl Be(z) |x—y|

0%y

Qo 8xixj

(x—y)‘dy

(v =) [f(y) - f(xﬂdy] < 2@ / (o) B

0%y
= 2|[f][L / (1 ’dy
llior - [ |gtw)
[flees (x))/ 1
+ = y|*d
B N ly|*dy

2| fllpwoy [T
< ]|z (9)/ r n|Bl|dy

< |B1
[flee By
dr
|Bl / /33 T 2
= 2n||f||re(0) - (logR — loge)
[flca(s. () / T”’lnlBlldy
0

|B1 rn—a

= 2n||f|L~ (@) - (logR — loge)

+

n
—i—[f] a(Be(z)) * — - e < oo

Portanto, |w;;(z)| < oo para todo x € .

Deste modo, falta-nos tratar apenas das convergéncias de z, := (% . 77€> x f

e azf para as funcoes g e w;j, respectivamente, quando € — 0.
Para vermos z.(v) := |, g;_ (x —y) - n(z —y) - f(y)dy se aproximar ao valor
38—; = Jq 68_;(3: —y) - f(y)dy iniciaremos com € = €(x) > 0 de modo que 2¢ < dist(z, 0f2).

Sob essas condicoes temos

ov
8$i

=| [ w00 e = ) sy

< oo .
<Ilfllimer - [ |52
v
~lflli~ey - [
lz—y|<2e

8x,-
9y
<Ilfllimey - [
ly|<2e
€E—0

(7) = ze(2)

W) -1 ne y)]‘ dy

<x—y>-u—ne<x—y>1\dy

81:1-

< 2¢ - HfHLoo(Q) — 0.

(y)‘ dy

Para o que falta, em busca de uniformidade na convergéncia, dado ¢, >
0 consideraremos 0 < € < ¢ tal que 0 < 2¢ < dist(052,0€) e mostraremos que
g—z(:c) —w;j(x)| < cep para qualquer z € Q.

Primeiro perceba que
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-/ ai axi(x—y)-ne(x—y)}-[f(y)—f(x)]dy

— f(x) /m SZZ (. —y) - ne(z —y) - v;(y)dS(y).

Lembrando que 7(x —y) = 1 quando |z —y| > 2¢, em particular n.(x —y) =1
quando z € Q e y € 0¢)y, tomando x € € obtemos

i) = (o) < ai P o (L= e = )| L) - F(aly
e / ) (1o = ) 5 (0)d5(0)
-If e [ a; (@ =) (1= o= )] - 700) - f(ﬂf)]dy'

N 0y on. o
< [fleaBaca) - (/B 895 )Iyl dy +/B 5 y)’ ’ax,(y)‘ |yl dy)
2e 7’ ] 2¢ )
ly|*—™ / |y|o
< « . s

= [f]C‘l(Bze(x)) : (26)2 (g + 20) = c(e) < c(eo).

Veremos que, como uma consequéncia deste Lema, que o Problema de Dirichlet

Au=f, em
u=g, em OS2

admite solugao (unica, pelo Critério da Comparagao) sempre que f e € possuirem as
propriedades do Lema acima e g for continua. Na verdade, havera solugao sempre que g

for tal que o Problema de Dirichlet para a Equacao de Laplace
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Au=0, em €
u=g, em Of)
apresentar solucao, e assim, a continuidade deixa de ser uma condigao necesséria e passa

a ser uma suficiente para que haja solucao para o primeiro problema, por meio do Método

de Perron.

Corolario 6.1 Sejam 2 C R™ um aberto limitado cuja fronteira satisfaca o postulado da
barreira, f € C2.NL®(Q),0<a <1, ege CIN). Entio o Problema de Dirichlet para

a Equacao de Poisson
Au=f, em €

u=gq, em OS]
possui uma tnica solugdo u € C*(Q) N C°(Q).
Prova. Vimos que v Potencial Newtoniano de f satisfaz Av = f.

Podemos definir v = v + w onde w é uma funcdo harmonica satisfazendo

v+ w = g em 0f). Noutras palavras, tomamos uma solugao para o problema

Aw =0, em (

w=g¢g—wv, em Of),

a qual existe e 6 C=(2) N C°(Q) pelo Método de Perron, visto que g — v é continua em
0N) e ) satisfaz a condigao da esfera exterior nos pontos de fronteira.
Sendo v € C%(Q) N C°(Q), temos u := v +w € C*(Q) N C°(Q). Além disso,

Au=Av+Aw=f, em ()
u=v4+w=v+(g—v)=g, em 0.

A unicidade da solucao vem do Principio do Maximo.

6.2 Teorema principal via Potencial Newtoniano

Nos capitulos anteriores mostramos que a regularidade C% para a funcao f
implicava na propriedade de ser localmente C*“ qualquer solucao da Equacao de Poisson
Au = f definida em B;. Neste, trataremos de uma solucao especifica, o Potencial New-
toniano. No entanto, o Critério da Comparacao mostra que tal solucao é a tnica para a

equacao.

Teorema 6.2 Sejam R > 0,79 € R" e f € C%(Bag(10)),0 < a < 1. Sev é o Potencial



Newtoniano de f relativo a Bygr(x), entdo v € C*° (BQR(JUO)), e

| D?0]| Lo B(ao) + RY[D*V]ceBro) < C (|1f]]1Bro) + B[f]coBaniao) ) -

onde ¢ = ¢(n, a).
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Prova. Que v € C? (B_m(xo)) ¢ garantido pelo Lema 6.2 . Para o que falta, basta

mostrarmos a existéncia de ¢ = ¢(n,a) e ¢’ = ’(n, a) tais que

||DQUHL°°BR(£E0) < d (HfHL"OBR(wo) + Ra[f]CaBzR(ﬁo))

RY[D*v]ceBre) < ¢ (IIf1lzeBr@o) + R[flceBanian)) -

pois as limitagdes da norma e semi-norma de f nos dara limitacoes para as de v, e além

disso, poderemos definir C' = ¢’ + ¢”.

Exibiremos estimativas pontuais que nos levarao as estimativas desejadas.

Para a primeira, lembramos que se © € Bg(zo) pelo Lema 6.1 temos

0% 0%y
r) = r—y)- — f(x)|dy — f(x
(x) /Bm(a:o (@—y)-[f(y) = f(@)]dy — f( )/

aJCil'j ) 8$ixj Ban(zo)
Portanto,
0% 9%~
< — . _
8xixi <x> N /BQR(JCO) axixj (x y)' ’f<x> f(y)ldy
0
+ [f(2)] av(x—y)‘dS(y)
8Bag(w0) | OLi

1 1
é/ o T e -z —yl*dy
Banao) |B1] |z —y|" ®)

1

OBan(zo) M B1| - [z —y["~?

+ 1/ ()]

[flee@) /3R/ 1
< ———dS(y)dr
|B1] o 9B, (z0) |z — y[re )

\f(fﬂ)\/ 1
+ dS(y
n|Bl’ 9Bag(z0) Rrt ( )

3R
i 1
— [f]c ( )/ -T”_ln‘Blde
o rn—o

| B
1
i R B
= [flonen P (a2

< (R*[flee@ + | f(2)]),

dS(y)
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VA | /_ 3%n n—1
para algum ¢’ = ¢/(a, n), como por exemplo, ¢ = =" 4 2"

Tomando o supremo obtemos
ID*0]| 2 Breo) < € (R flowBunteo) + || fllLBrao)) -

Para a segunda estimativa consideraremos z, T € Bgr(x), claramente ficando
subentendido que z # T, que é o Unico caso interessante. Para utilizarmos estratégias de
__ T+

remocao de singularidade iremos escrever o ponto z := *I* e o raio ¢ := |z — T| .

Observe que,

T @) TV ) = f) /8 N (=) Vi(w)aS(y)

&cixj B a%il’j Bar(z0) 8951
_ .
- /(@) 2. (@ =) - Vi(y)dS(y)
8BQR(950) ‘rl
D%y 0%y
1@ [ @-yy~ [ (0 —9)- f(w)dy
BQR(J:O) axlx] BQR(LI)O) axlx]
@27 @27
- f@ [ @ - y)dy+ | @) fw)dy
Bar(z0) Ot Bar(z0) Ox;x;
Fazendo as combinacoes convenientes escrevemos
Pv 0*v
G~ @)

([ Teenveise- [ Pa-n vwasn))

Ban(zo) OTi 0Ban(zo) OTi
vy [ Sw - vimas)
tliw [ Ge—na= [ i) s
+ _—f(f) /B " ailj (T —y)dy + /B " aizj (T—y)- f(y>dy}

+ | - e | "o ]

I Ban(xo)\Bs(z) OTiT;

4l o (- o @=1)) - (@) - S

a{L‘il‘j 8IZ‘{L'J‘

=01 + I+ I3+ I, + I5 + I, respectivamente.

Estimaremos cada parcela I,k = 1,...,6 separadamente usando os seguintes

argumentos:
Teorema do Valor Médio; estimativa para a derivada de segunda ordem da
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solucao ~:
Iy v ,_
L < ) — _
IR N G R X y)‘dS(y)
oy — _
= |f(@) VoL@~ y)|le - FldS(y)
8By (o) T
n 1
< [f(@)]- |z —7| T =—-dS(y)
0B2R(wo) |Bl| |£L’—y|
n|f(z)] _ 1
<—57 -7 —dS(y
| By | |632R(a;0) R" ()
R I
=By T R R (B
SR
r—z\"
< If) 2 (22T
— 2 gn—a ‘x_ﬂa
r—x*
=m0 (@) 2T

Estimativa para o gradiente da Solugao Fundamental ~:

vy

B -s@l [ |FE-)|ds)
SU@—I@I [ sy
SW dBar (o) Ri_ldS(y)
MR

=f(2) = f(@)] - 2"
=oa(n) - |f(2) = f(@)].

Estimativa para a derivada de segunda ordem da solucao ~; continuidade

Holder de f no ponto x:

B [ ot —)| i@ - fldy

Tyl

2

1
< flente / eyl
@ Jos) [Bil - |z — y[»

i 1
< [floe )/ _dy
1Bl Sy @) |z —yl"

2
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(z)
1] < P // dS (y)dr
B, e |a:— e

[fleo@) /32 1
= "l Byldr
Bl Jy e
()"
= nflce) - "
= g . (g) [fleo@) - |z —=|*

= C3(H,Oé) ’ [f]Co‘(z) : |LL’ - T|a‘

Mesma situagao de I3, com T ao invés de x:

«

|| < z. (g) [fleo@ - v —=|*
= ca(n, @) - [flea) - |2 — 7"

Teorema de divergéncia; estimativa do gradiente para ~:

0%y ’
—y)d
/BQR(%)\B6 Iz :E]( )y
0
<@ -s@l- - )\B()aju—y)-w(y)dsw)'

1

15| = [f () = f(@)]

U@ @[ s

@) 1@ [ s

SW OBsn(eo) B g

T R

V) —sta). (Ril OB .n‘31,>

= |f(z) = f(=)]-2"
= cs(n) - [f(x) = f(T)].

Teorema do Valor Médio; continuidade Hoélder de f no ponto T; estimativa

para a derivada de segunda ordem da solucao ~; |x|++ € L'(R"\ By), para todo € > 0:

2 2
1| < / 0°y 0y
Bar(z0)\Bs(z

L (@—y) - e

@ =y 1f@) = fy)ldy

83: i
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Py o N
[ Is| < [flce@) Va T —y)| |z —7| [T —y|%dy
Bar(20)\Bs(2) Likj
1
< [flea@) - |z — 7| n(n +5) _ 7 — y|*dy
Bar(20)\Bs(2) |By| - |T — y|m*t

< [floa@) - [& =] - %/Bg(z) f_—ﬂildy
=%HW@~m—ﬂ~ﬂ%%@A%w(;Y'V—W”E%%%q@

_ nn+5) [3\° 1 / 1
= ol —T ————= (=) vl ——— . - 4
oo -l =2l - =g (2) T Jy a0 Y

’ «

< c(n, @) - [flee@ - [v =7

?

_ n(n+5) 3\« n 1
onde cg(n, ) = BT (3)" .2t fle Wdy-

Combinando essas estimativas obtemos

@) = (o) < e )] T ) + ] 60) - 10
+c3(n, )| fleaq) - [v = Z|* + [ea(n, @) + cs(n, )] - [floo@) - |v — |
Multiplicando a desigualdade por = :‘a obtemos
o (T) = i (2) () — @)

R < e1(n, )| f ()] + ea(n) + com) R -

|z — |

+ea(m )R - [flongs + [ea(n, @) + eo(m, )] R - [flone)

|z —z[*

Tomando o supremo em Bg(xg) e (i,7) € I, X I, vem

RY[D*v]ce(Ba(ae)) < c1(n, @) - || f1]Loe(Baeo))
+ [c2(n) + c3(n, @) 4 ca(n, ) 4 c5(n) + cs(n, )| R* - [ floa(Byg (o))
<c (||f||L°° (Br(z0)) + R* [f]C"‘ BzR(IO)))

Logo,

||D2U||L°°BR(930) + R® [DQU]CQBR(IO) < (C, + C”) <||f||L°°BR(360) + Ra[f]CaBzR(xo)) .
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7 CONCLUSAO

Analisamos, via teoria de Schauder, que a regularidade C%® local das derivadas
parciais de segunda ordem de uma certa fungao é garantida se tivermos para apenas o traco
da matriz Hessiana dessa funcao. Em outras palavras, temos u € C’Z;?(Bl) sempre que
Au € C%*(B1), tanto no sentido cldssico como no sentido das distribui¢oes. Fenomeno
transferido do Laplaciano para todas as suas derivadas parciais de segunda ordem. Fato
interessante é que se o Laplaciano de u for apenas continuo tal regularidade pode falhar.

Os resultados descritos acima foram obtidos de trés formas distintas. Em to-
dos os casos obtivemos o resultado por meio de aproximacoes por fungoes bem regulares.
Nos dois primeiros métodos aproximamos solucoes da equacao de Poisson por fungoes
analiticas, que por sua vez, se aproximam de seus respectivos polinomios de Taylor de
segunda ordem. No primeiro método, usamos como principal ingrediente para tais apro-
ximacgoes o Principio do Maximo para fungoes harmonicas. No segundo nos apropriamos
de resultados de compacidade gozados pelos Espacos de Sobolev para conseguir apro-
ximagoes adequadas. No ultimo método consideramos uma familia de fungoes C'* de
tal modo que elas contribuissem a partir do processo de convolucao. Vimos aqui que o
Potencial Newtoniano ser solu¢ao da Equacao de Poisson é motivado pela representacao
de Green para funcdes C2(Q) N C1(Q).
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