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RESUMO

Esta tese apresenta inicialmente, uma anélise do protocolo de teleportacdo de portas quanticas de
dois qubits, que utiliza um estado entrelacado de quatro qubits como recurso. Serd mostrado que
o conjunto de estados puros de quatro qubits se divide em duas classes: Classe 1 e Classe 2, que
determinam respectivamente, a realizacao de uma teleportacdo deterministica da porta, ou de
uma preparagao remota probabilistica. Ainda é mostrado, que quando ha informacdes adicionais
em problemas de busca, ndo aplicdveis a um algoritmo padrdo de busca quantica, € possivel
obter um desempenho melhor usando um algoritmo quantico em conjunto com um algoritmo
de busca cldssico. Por fim, € proposto um novo modelo representa¢ao de imagens em estados
quanticos, o novo modelo tem uma preparacdo e recuperacdo menos complexa comparado aos
outros modelos atualmente propostos e permite o processamento de imagens tanto em escala de

cinza como coloridas.

Palavras-chave: Teleportacdo de portas quéanticas. Algoritmo de busca quantica. Processamento

de imagens quanticas.



ABSTRACT

This thesis presents, initially, an analysis of the teleportation protocol of two qubits quantum
gates, which uses an four qubits entangled state as a resource. It will be shown that the set of four
qubits pure states is divided into two classes: Class 1 and Class 2, which determine, respectively,
the realization of a deterministic gate teleportation, or a probabilistic remote preparation. It is
still shown that when there is additional information on search problems that are not applicable to
a standard quantum search algorithm, it is possible to obtain better performance using a quantum
algorithm in conjunction with a classical search algorithm. Finally, a new model of image
representation in quantum states is proposed, the new model has a less complex preparation and
recovery compared to the other models currently proposed and allows the processing of images

in both gray and colored scales.

Keywords: Quantum gate teleportation. Quantum search algorithm. Quantum image proces-

sing.
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1 INTRODUCAO

A ideia de criar maquinas, para nos ajudar a realizar cdlculos e solucionar problemas,
de maneira mais eficiente do que poderiamos manualmente, ndo é nova. No comec¢o foram
abacos e calculadoras rudimentares, mas assim como o conhecimento do homem aumentou ao
longo do tempo, também aumentou a complexidade das maquinas que t€m sido criadas para
auxilig-lo.

Desde que o computador moderno comegou a ganhar forma com Charles Babbage e
sua maquina de calculo analitico em 1837 (1), a ideia de uma mdaquina capaz de realizar mais
do que simplesmente calculos aritméticos mudou. Na década de 1930 ja se conseguia construir
circuitos eletronicos para resolver problemas 16gicos e matematicos. Em 1936 (1) ja existiam
maquinas elétricas capazes de ler e gravar informacdes na forma de cartdes perfurados. Nessa
época também, surgiam os fundamentos matematicos da ci€ncia da computagdo junto com a
descricdo da Maquina de Turing (1), que se tornaria um modelo abstrato do computador digital
que conhecemos hoje.

Com o incentivo fornecido pela segunda guerra mundial, surgiram os primeiros
computadores a valvula, como o ENIAC, usados para cdlculos de trajetdrias balisticas, além
do auxilio na quebra de codigos secretos. O proximo grande salto no desenvolvimento dos
computadores veio com a formalizacdo daquela que viria a ficar conhecida como “Arquitetura de
von Neumman”, um projeto 16gico de computador (1), usado ainda hoje.

Na década de 1970 veio a criacdo e popularizacdo dos micro-computadores, maquinas
que se tornaram indispensdveis para o nosso desenvolvimento tecnoldgico e cientifico. Em 1981
o fisico Richard Feynman apresentou em uma conferéncia no MIT, pela primeira vez, a proposta
de utilizacdo de sistemas quanticos em computadores € em 1985 David Deutsch descreve a
primeira méquina de Turing quantica (2).

Ainda que estivéssemos diante de um novo marco na histéria da computagao, a ideia
de computacdo quantica ainda ndo havia tido grande repercussao no meio cientifico. Apenas em
1994, quando o professor de matemadtica aplicada Peter Shor descreveu um algoritmo quéantico
capaz de fatorar nimeros de maneira incrivelmente superior a dos computadores convencionais
(3), € que o interesse por esse novo tipo de computagao realmente parece aumentar.

Dois anos mais tarde, em 1996, o cientista da computacdo Lov Grover, desenvolve
o primeiro algoritmo quantico de busca em base de dados (4). Em um computador cléssico,

pesquisar uma base de dados ndo ordenada requer Q(N) passos. O algoritmo de Grover, que
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realiza uma busca em O(+y/N) passos, é o algoritmo quantico mais rapido possivel para realizar
esse tipo de busca (5). Ele fornece “apenas” um aumento de velocidade quadratico, ao contrario
do algoritmo de Shor, que pode fornecer aceleracao exponencial sobre sua contraparte cldssica
(3). No entanto, mesmo uma aceleracdo quadratica é considerdvel quando N € um niimero muito
grande.

Em maio de 1997, o supercomputador Deep Blue da IBM vence Garry Kasparov
e se torna o primeiro computador a vencer um campedo mundial de xadrez (6). Para muitos
foi um marco na histéria da computacdo e do desenvolvimento dos computadores. Contudo,
ainda no mesmo ano, houve um outro grande acontecimento menos divulgado, mas ndo menos
importante, acontecia a primeira demonstracao experimental de uma teleportacdo quantica (7).

Em 1993 foi elaborada, de forma tedrica, uma maneira de teleportar estados quanticos
de um lugar para outro (8). Quatro anos mais tarde, a equipe do doutor Anton Zeilinger no
Instituto de Fisica Experimental da Universidade de Innsbruck consegue pela primeira vez
realizar experimentalmente a transmissdo e reconstru¢do, a uma distancia arbitraria, de um
estado quantico (7). Esta descoberta teve enormes consequéncias para o desenvolvimento da
comunicacdo quantica e computacao.

No ano de 2011, a empresa canadense D-Wave lancou o primeiro computador
quantico para comercializacdo. Em 2016, a equipe de computacdo quintica experimental da
IBM divulgou a disponibilizacdo de seu proprio computador quantico em um programa para
facilitar a troca de informagdes e os experimentos da comunidade académica. Além do que é
desenvolvido por empresas privadas, novas pesquisas também vém sendo realizadas para tornar
os computadores quanticos vidveis (9, 10, 11, 12, 13).

No decorrer dos dltimos anos o crescimento das pesquisas e o financiamento dado
pelas grandes corporagdes, tem tornado a computacao quantica em larga escala cada vez mais
préoxima. A computacio quantica e a comunicagdo quantica, estdo passando de ramos emergentes
da ciéncia para campos de pesquisa maduros em ciéncia e engenharia. Além dos avancos nos
fundamentos matematicos e fisicos da computacdo e da informac¢do quantica, um ndmero
crescente de cientistas e engenheiros estd dedicando seus esfor¢os de pesquisa para identificar
e desenvolver iniciativas em varios campos, como tecnologias militares (14), aprendizado de
madquina (15), geometria computacional (16) e processamento de imagens (17).

Devido a uma crescente necessidade de extrair informacdes de imagens, o processa-

mento de imagens € um campo difundido em muitos ramos da ciéncia e engenharia, para citar
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alguns exemplos temos dreas como: visdo computacional (18), astrofisica (19), reconhecimento
de padrdes (20) e medicina (21), que usam imagens e informagdes extraidas das mesmas. De-
vido as restri¢des dos computadores classicos e a complexidade computacional dos algoritmos
classicos de ponta no processamento de imagens, € de grande relevancia encontrar algoritmos
mais eficientes para a manipulac¢io da informacao visual.

O intuito deste trabalho é compreender e utilizar os recursos da computacao quantica
para resolver problemas. No Capitulo 2 foi realizado um estudo sobre a teleportagdo de portas
quanticas. Para entender como esse tipo de transmissdo de informacgdo pode ser realizada,
buscamos caracterizar a influéncia do estado entrelacado necessario para a teleportagdo. No
Capitulo 3 a unido dos paradigmas cldssico e quantico foi usada para aumentar a performance
de um algoritmo de busca e no Capitulo 4 foi mostrada a utilizacdo de busca quantica no
processamento quantico de imagens e apresentaremos um novo modelo de representacao de
imagens quanticas.

Esta tese estd escrita de forma tecnicamente sucinta pois assume-se que o leitor

possui conhecimento prévio dos principios de informag¢do quantica.
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2 O PAPEL DO ESTADO DE QUATRO QUBITS NA TELEPORTACAO DE PORTAS
QUANTICAS DE DOIS QUBITS

Uma andlise completa de protocolos quanticos, requer o conhecimento do papel
dos estados quanticos, bases de medi¢ao e portas quanticas, envolvidas no processo. Neste
capitulo, serd analisado o papel do estado de quatro qubits, usado como recurso no protocolo de
teleportacao de portas quanticas de dois qubits. Serd mostrado, que a teleportacao de portas de
dois qubits, divide em duas classes o conjunto de estados puros de quatro qubits. Para uma das
classes, pode ser realizada uma teleportacdo deterministica e probabilistica, enquanto para outra

classe, pode-se realizar uma preparagdo remota probabilistica de uma porta de dois qubits.

2.1 Introducao

A teleportacdo de portas de dois qubits, € um importante protocolo proposto por
Gottesman e Chuang (22), um exemplo de utilizagdo deste protocolo foi apresentado em (23),
na implementacdo de protocolos com portas nao locais. Em seu trabalho, Gottesman e Chuang
demonstraram, que qualquer porta que pertenca ao grupo de Clifford, pode ser deterministica-
mente teleportada por um esquema de teleportacao que utilize um par de estados de Bell como
recurso € a base de Bell como base de medi¢do, o que resulta em uma correcao de erro baseada
em portas de Pauli.

Mais recentemente o papel da base de medicao na teleportacao de portas de dois
qubits foi investigada e as condi¢des para uma teleportagdo deterministica, incluindo portas fora
do grupo de Clifford foi estabelecida (24). No entanto, os estados utilizados como recurso para a
teleportacdo ainda eram um par de estados de Bell, como proposto em (22).

Neste capitulo, analisa-se o protocolo de teleportacdao de dois qubits usando como
recurso um estado puro geral de quatro qubits. Serd mostrado que o circuito quantico para
teleportacdo de portas de dois qubits divide o conjunto de estados puros de quatro qubits em
duas classes, aqui nomeadas de Classe 1 e Classe 2. Ainda serdo apresentados alguns exemplos
usando estados de quatro qubits com entrelagcamento em quatro vias encontrados na literatura.

Os estados de quatro qubits da Classe 1 permitem teleportacdo deterministica e
probabilistica, enquanto os estados da Classe 2 permitem a realizacdo de uma preparagdo remota
probabilistica de uma porta de dois qubits: o estado de saida do circuito nesse caso € a aplicacao
de uma porta de dois qubits (que depende do estado de quatro qubits utilizado) em um estado

que também depende do estado de quatro qubits assim como da porta de dois qubits na entrada.
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Este capitulo estd dividido da seguinte forma: na Secdo 2.2 € introduzida a matriz Y,
que é responsdvel pela defini¢do da porta a ser teleportada e o tipo de protocolo realizado (tele-
portacao deterministica ou probabilistica, ou preparacdo remota probabilistica). Na Secao 2.3,
descrevemos a teleportacao de portas de dois qubits usando estados de quatro qubits da Classe
2. Na Secao 2.4 apresentamos alguns exemplos e finalmente na Secao 2.6 as conclusdes do

capitulo.

2.2 AmatrizY

Seja |o) um estado geral de quatro qubits

1 15
)= Y Oumlklmn) =Y oili). 2.1)
k,l,m,n=0 i=0

Usando os coeficientes do estado |G) pode-se obter a matriz Y

Op 01 Oy O9
0 O3 Ojp0 Oj1
T = (2.2)
04 O5 O12 O3

Os O7 O14 Oj5

Considerando o uso do estado em (2.1) no circuito de teleportagdo de uma porta
de dois qubits, obtém-se duas diferentes situacdes: I) 2Y = Uy, sendo Uy uma matriz unitaria.
Neste caso, o estado o) é da Classe 1. II) Y ndo é normal ([X, Y] # 0) ou Y é normal, mas
2Y ndo ¢ unitdria. Nesse caso dizemos que o estado |o) pertence a Classe 2. Ao invés de uma
teleportacdo, obtém-se uma preparacdo remota de uma porta de dois qubits.

O determinante de YT € um invariante (25) que pode ser usado (junto com outros
invariantes) para definir classes de estados de quatro qubits. Por exemplo, de acordo com a
classificacdo dada em (26) existem 16 classes: 1, 2a, 2b, 2c, 2d, 3a, 3b, 3c, 3d, 3e, 3f, 4a, 4b, 4c,
4d e 5. A Tabela 1 mostra, para cada uma dessas classes, o estado candnico (com os rétulos do
kets representados na forma decimal), o entrelacamento em quatro vias medido por 74 (27), 0

tipo de matriz Y e o valor do determinante de Y.

2.3 Teleportacao de portas de dois qubits: 2Y unitaria

O esquema para teleportacdo de uma porta quantica de dois qubits, considerando um

estado geral de quatro qubits é mostrado na Figura 1.
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Tabela 1 — Classes de estados de quatro gubits de acordo com [26]: I) Estados canénicos; II) Tipo da
matriz Y do estado candnico (U se 2Y é unitdria; N se Y é normal, mas 2Y ndo é unitdria; N
se Y ndo é normal; III) entrelagamento em quatro vias 74; IV) Determinante de Y

Classe Estado candnico /71 Tipo det(Y)
1 1) = (10) +1[7)) /2" 0 N 0
2 |yaa) = (0) +15)) /2! I N0
2b lwap) = (|0) +|5) +[10) — |15))/2 1 Uu 116
2 W) = (10) +16) +19) —|15))/2 1 N 116
2d  [yaa) = (1) +[2) +]4) +[8) +21/2]15)) /6!/2 I N o0
3a \W3a) = (|0) +|5) +[10) +[15))/2 0 u -1/16
3b lwas) = (|0) + [3) +12) +[15)) /2 0 U 116
3¢ [Wae) = (|0) +|5) +6) 4 [9) +[10) +|15)) /6'/2 0,1975 N 0
3 [yaa) = ([0) = [3)+[5) +16) +[9) — [10) + [12) + ]15)) /812 1 N0
3e ly3e) = (|0) +15) —2[6) +[9) +[10) +]15))/3 06243 N -1/27
3f lwsr) = (10) +[3) —2[5) +[10) + [12) +[15))/3 06243 N 1727
4a lWaa) = (|0) +[3) +3|5) +[10) — 2|12) +|15)) /17'/2 0,1217 N -5/289
4b lwap) = (|0) +2|3) +15) +[10) +2|12) + [15)) /121/2 00625 N  1/48
4c [Wae) = (]0) +3) +2|5) +2|10) +[12) 4 |15))/121/2 00625 N  -1/48
4d \Wua) = (210) —|3) — |5) +[10) + |12) +[15)) /3 06243 N 0
5 lws) = (]0) + |3) 4 |5) +2]10) +2|12) 4| 15))/12!/2 0,0560 N 0

Figura 1 — Circuito quantico para teleportagdo de uma porta quéntica de dois qubits usando um estado

geral de quatro qubits.

Py = Tra) (\ Vis) <‘VAB\>

o)

Pa a4

= leio Gi|i> Ucorr

|Wo)

B

Pz B

ly1) ly2) ly3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

O estado de quatro qubits |o) é um estado entrelagado como requer o protocolo

de teleportacdo. Seguindo o procedimento usado em (24), apds algumas operagdes algébricas

obtém-se o seguinte estado de saida antes da etapa de correcdo de erro

o)

3
J:k=0

1
EUTTBjkW/AB)

(2.3)
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(Bj100) (Bil10) | ' 5| (Bel0O) (Bil10)
(B;l01) (B,[11) (Bel0T)  (Bil11)

Em (2.3) e (2.4) a base de medicdo utilizada é {|Bo),|B1),|B2),|B3)}. A novidade neste trabalho,

Bk =B;® B = V2 (2.4)

quando comparado com (24), é a presenca da matriz Y discutida na Secdo 2.2. Nessa secdo
considera-se a situacdo em que Y = 1/2U; (metade de uma matriz unitéria). Nesse caso tem-se

que

W) = UrUsBjk|WaB) (2.5)

&=

3
k=0

e uma teleportacdo serd realizada com sucesso se

Wo) = UrUsBjk|WaB)

(0130 sl

(V; © Vi) UrUs|yag), 2.6)

Em (2.6) V; e Vj sdo portas de um qubit. Aplicando a corre¢do de erro Uy = (VjT ® VkT) obtém-
se como saida o estado UrUg|wap). A Equacdo (2.3) deixa claro o papel do estado de quatro
qubits no resultado final da teleportacdo: a porta teleportada é UrUs onde Ugs = 21 e depende
do estado de quatro qubits. A Equacgdo (2.3) também fornece um outro ponto de vista sobre a
teleportacdo de portas de dois qubits. A probabilidade de sucesso na teleportacdo dependera da
base de medicdo usada, como exposto no Teorema 1 em (24). Assim, a seguir serd considerado
Ur=1.

Pode-se facilmente notar que o estado de quatro qubits necessario para a teleportagdo

da porta Ug € o estado

[0)1234 = (I @ Us ®1) (%) ® (%) (2.7)

De acordo com a decomposi¢do KAK (28), tem-se que
Us = (Us @Up)Un1(Uc ® Up) (2.8)

sendo,

Unp = ¢! (0x0xx+6,0yy +6.077) (2.9)
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e as matrizes Uy, Up, Uc e Up sio portas locais de um qubit, Uy, € a parte ndo local e 0;; =
0;®0j,j=X,Y,Z € o produto tensorial de suas matrizes de Pauli. Os apontamentos seguintes
partem diretamente de (2.7-2.9):

1. O entrelacamento em quatro vias de |o), medido por 74, depende apenas da parte ndo
local de Us. Em particular, se o estado de quatro qubits |o) tiver entrelacamento zero,
entdo a porta Uy tem 6, = 6, = 6, = 0, e, portanto, € separdvel no produto tensorial de
duas portas de um qubit.

2. De acordo com o teorema 1 em (24), a condicdo necessaria para uma teleportacdo determi-
nistica é que Uy tenha os angulos 6y, 6, e 6. iguais a 0 ou (2k+ 1)7/4 (k é um nimero
inteiro). Entretanto, nessa situacdo (exceto nos casos onde 6, = 6, = 6, = 0 e a familia
swap: 0, = 0, = 0, = krn/4) |o) é maximamente entrelagado (7 = 1), consequentemente,
uma condi¢do necessdria (mas ndo suficiente) para uma teleportacdo deterministica de Uy,
€ que o estado entrelagado seja maximamente entrelacado em quatro vias. Observando a
Tabela 1 pode-se notar que o estado |y5;,) permite uma teleportacido deterministica. Por
outro lado, como veremos mais adiante, um estado maximamente entrelagado em quatro
vias nem sempre permite uma teleportacdo deterministica de uma porta quantica Ugs. Além
disso, pode-se também notar pela Equacdo (2.7) ou alternativamente por (2.2) que, se
Us € unitéria entdo pig4 = Try3(01234) = P23 = Tria(01234) = 1/4 (na qual I é a matriz
identidade) que pode ser verdade ou ndo para um estado de quatro qubits maximamente
entrelacado.

O caso em que Y = (1/2)Ug, caso cldssico considerado em (22), onde o estado de
quatro qubits é o produto tensorial de dois estados de Bell |¢) = (|00) + |11))/v/2 ® (]00) +
111))/+/2, que torna Uy = I (matriz identidade). Nesse caso, se Ur = I na Figura 1, entdo h
uma teleportagdo de dois qubits. De outra forma, a porta teleportada é Ur através do estado

(I Ur ®1)(00) +[11))/v2©(|00) +[11)) /v/2.
2.4 Preparacao remota probabilistica de uma porta de dois qubits: 21 nao unitaria

Quando 2Y ndo € unitdria, o circuito na Figura 1 ndo realiza a teleportacao de uma
porta de dois qubits uma vez que o estado de saida ndo € a aplicacdo de uma porta de dois qubits
U no estado de entrada.

Afim de analisar que protocolo € realizado pelo circuito na Figura 1, pode-se pri-

meiramente notar que existem duas diferentes situacdes para Y. Na primeira situacio 21 nao
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é unitdria mas Y é normal assim, Y = WDW 7, sendo W uma matriz unitdria e D é uma matriz
diagonal cujos elementos ndo nulos sdo os autovalores de Y.

Na segunda situagdo, Y ndo € normal. Nesse caso, aplicando a decomposi¢do polar,
pode-se obter Y = UH, sendo U unitdria e H Hermitiana. Uma matriz Hermitiana pode ser
decomposta como H = ODQ", Q é unitdria e D é uma matriz diagonal com os autovalores de
H. Assim, Y = UQDQ" = WDQ". Como a primeira situacio é um caso particular da segunda
situacdo, nds podemos considerar apenas a ultima. Usando (2.3) novamente com Ur = I nds

tem-se

3 YB; 31 .
o) = Z . B{(kW/AB) W Z §|‘V5k>’ (2.10)
J k=0 \/ (Wl B YTY B was) Jr=

0o/ y .
V126(00[V) P+ A1 0LV + [22(10]V) P + |45 (11|V)

V) = VO |Wap).

Na Equac@o (2.10), os valores A; (i =0, 1,2,3) sdo os autovalores de H e Vik = QTBij. Além
disso, usando (2.2) tem-se que Tr(YYT) = Tr(HH') = 1 e, consequentemente, ¥;|4;|*> = 1. Se
Y € normal entdo W = Q em (2.10) e (2.11), pode-se notar que o estado de saida W]w({k> éa
aplicacdo da porta de dois qubits W, que depende do estado de quatro qubits utilizado, no estado
|1;/({k>, da base de medicao escolhida e no estado de entrada de dois qubits.

Assim, pode-se considerar que o circuito quantico da Figura 1, utilizando um estado
de quatro qubits que pertence a Classe 2, realiza uma preparacdo remota probabilistica de uma
porta de dois qubits. Em outras palavras, mantendo-se a base de medi¢do constante, o estado
recurso e o estado de entrada, o estado na saida serd, probabilisticamente, a aplicacdo de W em,

no maximo, dezesseis estados quanticos diferentes, como serd mostrado a seguir.

2.5 Exemplos

Inicialmente, sendo Y normal, mas Y # (1/2)U (U é uma matriz unitdria), conside-
remos as seguintes simplificacdes: 1) A base de Bell é usada nas medicdes e, consequentemente,
Bjx é o produto tensorial de duas matrizes de Pauli. 2) U pertence ao grupo de Clifford. 3)

O estado de entrada |y, ) é escolhido de tal maneira que U |w,p) = |00). Obedecidas estas
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condic¢des, a Equacdo 2.11 se torna

20(0[0x|0)[0) + A1 (10 |0)[1) + A2 (2] 4[0)[2) + A3 (3|0 4|0} |3)
\/|7Lo<0|<fjk|0>|2 + 141 (1] 0) > + [22(2] 0|0} > + |43 (3[ 0 |0) [2

vy =U (2.12)

Afim de facilitar a visualizagdo os rétulos dos kets na Equacdo (2.12) acima foram representados
na sua forma decimal.

A Tabela 2 mostra os possiveis estados de saida quando 4; # 0 (i =0,...,3), de
acordo com os resultados das medigdes.

Tabela 2 — Estados de saida (Equagéo (2.12)) de acordo com os resultados das medi¢oes usando a base
de Bell.

o ) [ ow  lw) [ o Iw) [ ox (v
I®1 U|00) oy ®I1 iU[10) ox ®I U|10)
I ® oy U‘01> Oy @ Oy iU’11> Ox X Oy U|11> 07 X Ox U’Ol
) .
)

I ® oy lU|00> Oy & Oy —U|11> Oy Oy lU|11
I®oz; UJ00) | oy®oz iUJI0) | ox®oz U|10

Como € possivel perceber na Tabela 2, o estado de saida ndo € a teleportacio de
uma porta unitdria aplicada ao estado de entrada |yyp). O estado de saida € (ignorando a
fase global), probabilisticamente, um dos estados: U|00),U|01),U|10) e U|11), sendo que U
vem da decomposi¢do de Y. Assim, o protocolo quantico realizado € uma preparagdo remota
probabilistica de U na base candnica. Também se pode notar que a correcao de erro nesse
caso ndo € necessdria, uma vez que nao se pode escolher qual o estado a ser preparado, pois o
resultado € probabilistico.

O segundo exemplo a ser considerado € o seguinte estado entrelagcado de quatro

qubits

_|0000) +[0011) +[0101) +]0110) + [1001) 4 |1010) +1100) + [1111)

[9 7 :

(2.13)



Para este estado tem-se,

10 0 1
Lforio
V810 1 1 0
1001

(0 1 1 0]
1|10 01
V201 0 o1
0 -1 10

[0
0
0
0

0
0
0
0

—WDW' =

0O O
0O O
1
5 0
1
0 7

Sl =
[\
[S—

I 1
0 O
0 0
-1 1

e usando (2.11) pode-se reduzir a expressao acima para,

0
. 1 [—1
jky T

0

0
0

—1

sendo, |B> = Bjk|‘//AB>-

Escolhendo novamente a base de Bell ¢ |y/j;) = |00), obtém-se os resultados mostra-

dos na Tabela 3.

({00} + (11]) [B)[10) + ({01] + (10[) [B)[11)
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0
1
(2.14)
1
0_
(2.15)

\/I(<00! +(11))|B) I +({01] + (10])|B)[*

Tabela 3 — Estados de saida (Equagéo (2.15)) de acordo com os resultados das medi¢des usando a base

de Bell.

o ) [ ow  Iw) [ ox  lwg) [ ox W)
I®1 W|10) ox®I WIl1) oy ®I iW|11) o071 W‘10>
I ® oy W|1l> Ox X Oy W|10> Oy ® Oy iW|10> O7 ® Oy W‘11>
I ® oy lW‘ll) Ox & Oy lW’10> Oy X Oy —W‘10> 07 X Oy lW’11>
1® oy W|10> Oy & Oz W|11> Oy X Oz iW|11> 07 X Oz W‘10>

W(10) = (]00) —[11))/v2

W11) = (|01) +[10))/v2

Como mostrado na Tabela 3, a acdo remota de W € realizada apenas em dois estados

da base candnica. Isto acontece por que Y em (2.18) tem apenas dois autovalores nao nulos. Em

geral, estados do tipo a|0000) + b[0011) + ¢[0101) + d|1001) + ¢[1010) + b|1100) +a|1111)

(29) produzem uma matriz Y normal.

Agora, consideremos dois casos em que I ndo € normal. Inicialmente, nds conside-

ramos mais uma vez que a base de Bell serd usada como base de medicao, a matriz unitaria Q

pertence ao grupo de Clifford e o estado de entrada | W) é tal que Q| ys) = |00). Assumindo
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estas restricoes, (2.11) fica da forma

20(0|0x|0)]0) + A1 (1|0 |0)[ 1) + A2(2| 0k [0)[2) + A3 (3| 0k |0} [3)
\/|7‘0<0’ij|0>|2 + A1 (1]0%]0)[> + [A2(2[ 0k | 0) |* + |23 (3|0 |0) |2

(2.16)

iy =w

Observando (2.16), pode-se ver a preparagdo remota probabilistica da acdo de W na base candnica
seA; #0 (i=0,...,3). Se algum A; € zero, entdo esta preparagio da acdo de W acontece apenas
em parte da base candnica. Nao existem restricdes a respeito de W, consequentemente, ela pode
pertencer ou nao ao grupo de Clifford.

Por fim vamos considerar o estado de quatro qubits (30)

~ 10000 — 0011) — [0101) + [0110) 4 |1001) + |1010) + [1100) + [1111)

12) NG : (2.17)
Este estado tem a seguinte decomposicio Y = WDQ',
1 0 01
1 [0 -1 1 0
Y=—
V8lo -1 1 0
1 0 01
0+ L o0lfoo o o]0 4+ =+ o
V2 V2 V2 V2
1 1 _ 1 _ 1
| v 0 0 7 00 0 O 7 0 0 7 2.18)
1 1 1 _ 1 L
-7 0 0 NG 00 7 0 7 0 0 7
1 1 1 N B
_0 -5 7 0__000\5__0 ﬂﬁo_
Assim, (2.11) € reescrito como
_ | | -
0 5 7 0
o | 00 | [0V sl 10) + (111VikQ v} 1) .19
0/ 1 1 : 2 . 2 ’
-z 0 0 5 \/\(10|ij@|%3>\ + [(11|V3 Q" |wap) |
o -+ L o
L V2 V2 i

Novamente escolhendo a base de Bell como base de medi¢do e |yyp) = |00), assim obtém-se os
resultados mostrados na Tabela 4.

Como pode ser visto na Tabela 4, o estado de saida € uma preparagdo remota
da agdo de W apenas em dois estados (|10) e |11)) da base candnica. Na saida obtém-se,

probabilisticamente, um dos seguintes estados da base de Bell: (|00) — [11))/+/2 ou (]01) +

[10))/v2.
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Tabela 4 — Estados de saida (Equagdo (2.19)) de acordo com os resultados das medi¢des usando a base

de Bell.
o v | o 1w) | o lw) [ o v
I®1 W’10> ox ®1 W|ll> oy QI iW’ll> o711 —W‘10>
I ® oy W’11> Ox & Ox W’10> Oy & Ox iW’10> 07 X Ox —W‘11>
I ® oy iW|11> Oy & Oy —iW|10> Oy X Oy W|10> 07 X Oy —iW|11>
I® oy W’10> Oy X Oz —W‘11> Oy Q Oz —iW‘]]) 07 X Oz —W‘10>

W/10) = (]00) —[11))/v2

WILL) = (J01) + [10))/v2

2.6 Conclusao

No que diz respeito ao papel do estado de quatro qubits no circuito quantico mostrado

na Figura 1, pode-se definir duas classes de estados de quatro qubits. As defini¢cdes e principais

caracteristicas destas classes sdo:

Classe 1 O conjunto de estados de quatro qubits para os quais Y = (1/2)Us.

1. O protocolo realizado pelo circuito da Figura 1 € a teleportagao de uma porta de dois qubits.

A base de medicao € importante para definir a probabilidade de sucesso da teleportagdo e

da correcdo de erro.

2. Uma teleportacdo deterministica pode ser realizada apenas se o estado de quatro qubits

utilizado é maximamente entrelagado.

3. A porta quantica teleportada é U = 21 e o estado de saida € a sua aplicacdo no estado de

entrada de dois qubits.

Classe 2 O conjunto de estados de quatro qubits para os quais Y é normal, mas 2Y é ndo

unitdria ou Y ndo é normal.

1. O protocolo realizado na Figura 1 € uma preparaciao remota probabilistica de uma porta de

dois qubits. Sendo que esta porta quantica pode, ou nao, pertencer ao grupo de Clifford,

dependendo da decomposicio de Y.

2. A base de medicao e o estado de entrada de dois qubits sdo usados para definir o conjunto

de estados nos quais a porta de dois qubits preparada atuara.

3. Nao ha corregdo de erro.
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3 APLICACAO DA DISTANCIA DE HAMMING EM BUSCA QUANTICA

O uso de uma porta quantica capaz de fornecer informacao adicional a respeito da
solucdo de uma busca, permite aumentar o desempenho do algoritmo de busca, se utilizarmos

uma busca quantica e alterarmos para uma busca cldssica em um momento apropriado.

3.1 Introducao

Em 1996 o cientista da computacdo Lov Grover (4) fez uso de ideias da mecanica
quantica para criar um algoritmo de busca capaz encontrar um elemento em uma base de dados
desordenada de tamanho N, com apenas O(v/N) passos. O algoritmo de Grover vem sendo
extensivamente estudado (31, 32, 33, 34) desde entéo.

Comparado a um algoritmo de busca classico, o algoritmo de busca quantica de
Grover tem um ganho quadrético em relagdo ao nimero de operagdes.

Nas secoes seguintes, serdo descritas as trés etapas necessarias para a realizagao de
uma busca quantica. Sendo a primeira delas a etapa de inicializagcdo, a segunda, que podemos
chamar de marcagdo e uma terceira de amplificagdo. Logo apoés, serd realizada uma comparacio
entre o uso da busca quantica seguida por busca cldssica e o caso em que apenas a busca quantica

¢é usada.
3.1.0.1 Inicializacdo

Esta etapa consiste na gera¢do de uma superposicao, que servird como entrada para
o algoritmo de busca. Abaixo na Equagao (4.13) pode ser vista em detalhes, a criagdo do estado
inicial padrao do algoritmo, uma superposicao completa de n qubits,

1 2"—1

lwo) = H*"|0)" = 3.1)

3.1.0.2 Marcagdo

A etapa aqui descrita como de marcagdo se refere a aplicagdo de um ordculo Uy
capaz de marcar a solu¢do desejada dentro da superposicao inicial. Isto pode ser realizado através

de uma inversdo de fase, como na Equacgdo (3.2):

Us 2 |x) — (=1)7D]x). (3.2)
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Para que essa agdo seja possivel, o ordculo necessita de uma fungio f(x) tal que f(x) =1,sex é
um elemento buscado, do contrario f(x) = 0. Dessa forma, utilizando uma inversio controlada

em um registrador quantico no estado %(|0) —11)), o efeito do ordculo sera:

o (R 2 oyt (21, 33

ou seja, a operagdo de inversao de fase pode ser realizada utilizando uma porta controlada, que
identifica um ou mais estados na superposicao inicial e inverte um qubit alvo adequadamente

preparado

Figura 2 — Exemplo de ordculo para busca quantica.

|z)

0) — 1) I

V2 U

Fonte: elaborada pelo autor.

3.1.0.3 Amplificacdo

A terceira etapa, consiste da amplificagdo de amplitude do item buscado, em uma
implementac¢do padrdo do algoritmo de Grover € utilizado um operador, como apresentado na

Equacdo (3.4) (35), sendo n o numero de qubits da superposi¢do em que se realiza a busca:
H®"(2]0)(0] — 1)H®". (3.4)

Estas sdo as trés etapas necessdrias para a realizagcdo do algoritmo de busca quéntica.
Para que ocorra a amplificacdo de amplitude da solugdo desejada, € necessdria a sucessiva
aplicagdo das etapas de marcagdo e amplificacdo um certo nimero ¢ de vezes, valor dado pela

expressao na Equacgdo (3.5):

T [N

na qual N é o nimero de elementos na superposi¢cdo e M representa a quantidade de possiveis

solucoes.
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3.2 Busca quantica e classica trabalhando em conjunto

Algoritmos que utilizam mais de um tipo de abordagem em conjunto, j4 sao utilizados
para resolu¢do de problemas em diversas areas (36, 37, 38, 39, 40), dessa forma, serd realizada
nesta se¢ao uma andlise da utilizacdo de uma abordagem hibrida quantico-cldssica, na constru¢ao
de um algoritmo de busca.

Inicialmente, considere o seguinte problema: buscar uma string (sequéncia) de bits
X501 que satisfaca f(xy,) = y. Para resolver este problema usando uma busca quantica, serd

assumido que a seguinte porta quantica, que depende da solucdo xg,;, existe:
U1|a>|0> = ’a>|DH(a,xsol>>> (3.6)

sendo Dy (a,xy,;) a distincia de Hamming entre as strings de bits a e x,,;. A distincia de
Hamming foi escolhida neste caso por ser uma medida natural de similaridade em c6digos
bindrios, correspondendo ao nimero de posi¢des em que os elementos de mesmo indice diferem

entre si:
n
DH(a,b) == Z a; 75 bi, (37)
i=1

onde a e b sdo sequéncias bindrias de tamanho n.

Obviamente, U |a)|0) = |a)|0) implica que a = xy,;. Consequentemente, o algoritmo
de Grover pode ser usado para encontrar a solugdo x,; usando um oraculo que reconhece |0) no
segundo registrador. Isto requer r = (7/4)+/2" consultas do oraculo, sendo n o niimero de bits
de xg,;.

Pode-se resolver o mesmo problema da seguinte forma: primeiramente, usa-se a
busca quantica. Neste caso, os estados quanticos reconhecidos pelo ordculo como solucoes,
correspondem a sequéncias de bits contendo no méximo k bits diferentes da solucao x,;, isto €,
Dp(a,xg;) < k. Assim, o estado quéntico de saida é uma superposi¢do de todas as sequéncias de
bits com distancia de Hamming (relativas a x;,;) iguais, ou menores que k. Neste caso, o niimero
de estados marcados é M = Zf:o (’;) e o nimero de chamadas ao ordculo é Ng = m/4./2" /M.
Além disso, o nimero de operac¢des corresponde ao calculo da distancia de Hamming de uma
string de n bits é O(n). Para um estado de n qubits em superposi¢do o calculo da distincia para
os 2" estados é realizado com O(n) operagdes. Dessa forma, pode-se definir um nimero de

n

operacgdes total de Ng = % 5
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Uma medi¢do é realizada e uma sequéncia de n bits € obtida. Neste momento,
sabemos que esta sequéncia de bits € diferente de x,,; em no maximo k bits € uma busca cldssica
pode ser usada para encontrar x nesta nova base de dados com M elementos.

Essa abordagem usa em média No = M /2 consultas. Consequentemente, 0 nimero
total de consultas de um algoritmo quantico-clédssico é Ngc = Ng + N¢ e seu ganho comparado

com uma busca quéntica, G = Ng¢/ (% %—;) , € , respectivamente

mny/2" _l_):f'czo (%)

Nec = (3.8)
a2
k n

G 1 n 2, () ‘ (3.9)

rho() TV

Observando a Equacao (3.9), pode-se ver que k = 0 corresponde a uma busca
quantica pura, enquanto para k = n tem-se uma busca cldssica pura. Existe um valor 6timo para
k = kop: que minimiza G. Além disso, quando n cresce, k,),; também cresce € G tende para zero,
mostrando que o nimero de chamadas de um algoritmo “quantico + cldssico” € muito menor
que o numero de chamadas necessdrio para uma busca quantica trabalhando sozinha. Alguns

exemplos de valores para n, k ¢ G s@o mostrados na Tabela 5.

Tabela 5 — G versus n e k.

n k G

100 6 1,586x107°
200 12 1,536 x 10710
300 18 1,531x1071
400 24 1,576 x 10720
500 30 1,670 1072
600 36 1,817x107
700 43 1,646x 10"
800 49 1,348 x 1074
900 55 1,175x10™%
1000 61 1,094 x 107

O problema descrito anteriormente nao € interessante na pratica, por que existe um
algoritmo classico eficiente capaz resolvé-lo com complexidade O(n): inverte-se o primeiro bit,
se a distdncia de Hamming para a solu¢do diminuir apés a inversdo, entdo o novo valor do bit é o
valor correto e substituira o valor original, do contrario o valor original € mantido. Repetem-se

0s mesmos passos para os bits seguintes até obter-se distdncia de Hamming igual a zero.
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Uma situagdo mais dificil para o mesmo problema é assumir que, ao invés de U
calcular a distancia de Hamming, tem-se apenas uma porta quantica, dependente da solucao
Xs01> que indica se uma sequéncia de bits estd, ou ndo, a uma distancia de no maximo k bits da

solugdo:

Uz|a)|0) = |a) |l (Dy(a,xg01))), (3.10)

0, se DH(LZ,XSOZ) >k
he(Dr(a,xs01)) = : (3.11)
17 se DH(ayxsol) <k
Mais uma vez, os estados quanticos reconhecidos pelo ordculo como solugdes do
problema de busca (bit 1 no segundo registrador) sdo sequéncias de bits contendo no méximo k
bits diferentes de x,,; e, consequentemente, as Equacdes (3.8) e (3.9) permanecem corretas. Por

outro lado, o algoritmo cléssico descrito (puro), ndo pode ser usado uma vez que nao se conhece

a distancia de Hamming para a solucao, mas apenas se esta € menor que k ou nao.

3.3 Conclusao

O uso de uma porta quantica capaz de trazer informacao extra sobre a solucao de um
problema de busca permite melhorar a performance de um algoritmo de busca pela substitui¢ao
de um algoritmo de busca quantico por um classico em um momento apropriado. Contudo cabe
aqui ressaltar que o aumento de performance s6 é conseguido devido a necessidade inerente
do problema de serem aplicadas restri¢des que inviabilizem a utiliza¢do de uma busca quantica

padrdo.
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4 PROCESSAMENTO DE IMAGENS QUANTICAS

O processamento digital de imagens (41) é uma importante drea de estudo e o nucleo
de muitas aplicacdes como, sensoriamento remoto, navegacao automatica, visdo computacional,
diagndstico médico, entre muitas outras.

Neste capitulo serd apresentado um novo modelo de representacdo de imagens
quanticas, que se propode a ser mais eficiente e flexivel na preparacao e recuperacio, além de

técnicas de processamento como a segmentacao de imagens.

4.1 Principais modelos de representacao de imagens quinticas

Diversas abordagens de representacdes de imagens quanticas (QIR’s, quantum
image representations) tem sido propostas (42, 43, 44, 45), cada uma explorando diferentes
propriedades da mecanica quantica ndo apenas para reproducdo dos algoritmos cldssicos, mas
efetivamente criando formas mais eficientes de realizar o processamento de imagens.

Dentre os modelos de representacao quantica de imagens mais explorados estdo o
modelo FRQI proposto por Le et al (2011), MCQI uma extensdao do modelo FRQI proposta por
Sun et al (2013), CQIR descrito por Caraiman e Manta (2012) e NEQR por Zhang et al (2013).

4.1.1 Modelos FRQI e MCQI

O modelo FRQI (flexible representation for quantum images) codifica a informagcao
de cor em um unico qubit, como mostrado em (46). Dessa forma para representar a imagem

usa-se um registrador quantico preparado no estado descrito pela Equagdo (4.1):

221
|1(9)>=ﬁ Z (cos 6;0) +sen 6;]1)) ® i), 4.1)
i=0

0= (60,61,....00m 1),6; [o,g] =01, 1,

na qual 6 é o vetor de dngulos no qual as informacdes de cor sdo codificadas, enquanto |i) sdo
estados da base usados para indexar as posi¢des da imagem. Na Figura 3 € possivel ver um
exemplo de imagem FRQI. A recuperacdo da imagem pode ser realizada pela estimagdo das
amplitudes de probabilidade dos estados que codificam a cor, para isso sdo realizadas medi¢oes
em copias do estado da imagem.

A representacdo MCQI (multi-channel representation for quantum images) proposta

em (48), € uma extensao do modelo FRQI para a representacio de cores, ela define a utilizagdo
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Figura 3 — Exemplo de imagem representada no modelo FRQI.

|I) =% [(cos 6, |0)+sin By| 1)) R |00)+(cos 8, |0)+sin 6;]1))R|01)

6o | 61
00 01
6,

10

+ (cos 6, |0)+sin 6,|1))® | 10)+(cos O3 |0)+sin 65]|1) ) R|11)]

Fonte: encontrado em (47).

de trés canais de cores R, G e B (red, green e blue) através da utilizacdo de trés qubits para

codificar a informacao de cor simultaneamente:

1 21

1) =51 L |Crosa)li: 42)
i=0

|Ciep, ) = €08 6|000) + cos 65|001) + cos 65]010) + cos 4 |011)+

sen 8;/100) +sen 85 101) + sen B[ 110) + sen 6| 111). (4.3)

Em (4.3) {6},65,05} € [0,7/2] sdo os angulos que guardam a cor do i-ésimo pixel e Oy €
configurado com o valor zero para que os coeficientes marcados com esse angulo nio carreguem

informacdo. Pode-se ver na Figura 4 um exemplo de imagem MCQI.

Figura 4 — Exemplo de imagem representada no modelo MCQI.

1 . . .

676265 |1)=Z[(cose,?l000)+c0598|001)+cos€3|010)+sm19,?|100)+sm68|101)+sm03|110))®|00)
00 + (cosB}|000)+costs| 001) +cosh | 010)+sinb| 100)+sinf | 101)+sin3] 110)) @ | 01)

+ (cosB2|000)+cosBZ|001) +coshZ| 010)+sinfz| 100)+sinfZ| 101)+sin63| 110)) @ | 10)

+ (cos633]000)+cosB3| 001) +cosH3| 010)+sinb | 100) +sinf3| 101)+sinf3| 110)) @[ 11) ]

Fonte: encontrado em (45).

Segundo (48), o processo de preparacdo de ambos os modelos FRQI e MCQI
possuem a mesma complexidade computacional O(2*"). O modelo FRQI tem significativa
importancia para a drea de processamento digital de imagens apresentando uma forma de
preparar um estado normalizado representando toda informagao de cor e posi¢cao de todos os
pixeis de uma imagem, o qué permitiu a criagdo de diversas estratégias para o processamento de

imagens por meio de um estado quéntico.
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O modelo MCQI segue o avanco iniciado com a representacdo FRQI e acrescenta
uma forma de guardar a informacgdo dos trés canais de cores R, G e B, com menos recursos

quando comparado a uma imagem RGB clédssica de mesmo tamanho (47).

4.1.2 Modelos NEQR e CQIR

NEQR (novel enhanced quantum representation) é uma forma diferente de represen-
tacdo para imagens digitais proposta em (49). Esta representacdo usa duas sequéncias estados
para representar, respectivamente, o nivel de cinza e as coordenadas de cada pixel na imagem,
como mostra a Equacao (4.4) na qual pode-se ver a expressao representativa de uma imagem

quantica 2" x 2" :

12" 12"—1 2n—12"—14-1
L Z | () [yx) = Z Y Qe b, (4.4)

y=0 x= y=0 x=0 ;=0
> a codificacdo da sequéncia bindria Sx ;x iy ! de um nivel de cinza em uma

escala de 0 a 27 niveis e |yx) a codificagdo de posi¢do de um pixel. A Figura 5 mostra um

Figura 5 — Um exemplo de representagéo de uma imagem no modelo NEQR.

1) =—l(|o)®\oo) +]100) ®|01) +]200) ®|10) +|255) ®|11))

1
=~(/00000000) ®|00) +]01100100) ®[01)

+|11001000) ®|10) +|11111111) ®|11))

Fonte: encontrado em (49).

exemplo de representacdo de imagem segundo o modelo NEQR. Diferentemente do modelo
FRQI que utilizava apenas um qubit para representacio da cor, neste exemplo sdo usados oito
qubits para armazenar os tons de cinza no intervalo de 0 a 255. Dessa forma no modelo NEQR
s@0 necessarios g + 2n qubits para a representacdo de uma imagem 2" x 2" em uma escala de

cinza de 29 tons.
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A principal diferenga do modelo NEQR em relagdo ao FRQI € a distincdo entre
os diferentes tons de cinza, uma vez que usa estados da base para representa-los, ao contrario
do modelo FRQI que usa amplitudes de probabilidade. Esta € a base de todas as melhorias da
representacio NEQR em relagido a FRQIL A complexidade de geracio é O(gn2>") o que lhe
confere um ganho quadrético em relagio a complexidade de preparagio O(2*") do modelo FRQI.

A abordagem para QIR proposta por Caraiman e Manta em (50) conhecida como
CQIR, € muito similar ao modelo NEQR e foi criada para facilitar operacdes de binarizacgao,

negativo e histograma. Na Equacido (4.5) € possivel ver o estado que representa a imagem CQIR:

1 2o12m—d
1) =1C)nlPhan =55 X, X sl (4.5)
i=0 =0

sdo usados m = log, L qubits para representacdo de L niveis de cinza e 2n qubits para codificagdo
das posigdes. Para cada pixel i, os coeficientes ¢;; recebem valor 1 caso a cor do pixel seja j, ou

0 caso contrario. Na Figura 6 € possivel ver o exemplo de uma imagem CQIR e sua codificagao.

Figura 6 — Exemplo de imagem CQIR.

1
I1)=3 (101)®]00)+10)®|01)+11)®[10)+00)®|11))

Fonte: encontrado em (47).
Segundo (50) a preparacio da imagem CQIR é de complexidade O(gn - 2°").

4.2 Um novo modelo de representacao de imagens quanticas

As abordagens mostradas na Se¢do 4.1 buscam formas mais eficientes de processar
imagens. O modelo FRQI utiliza o angulo de fase para diminuir a quantidade de qubits necessaria
para guardar uma imagem, contudo isso torna a recuperac¢do da imagem probabilistica e aumenta
a complexidade de algumas operagdes baseadas em cores mais complexas (49). Por outro lado a
representacdo NEQR torna necessdria a utilizagdo de um nimero maior de qubits, no entanto

tem uma menor complexidade de preparacao e permite operagdes mais complexas.
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Neste trabalho serd proposto um novo modelo de representacdo de imagens quanticas
(NMRIQ), para este modelo serdo utilizados registradores quanticos preparados no seguinte

estado:

\I) =1C),,|P),z2, (4.6)

m

este estado quéntico relaciona as informagdes de cor e posi¢ao da imagem. O estado |C),, usa
uma sequéncia de m qubits para guardar a cor e as posi¢des dos pixeis sdo codificadas em |P),»
usando n? qubits, sendo n> o niimero total de pixeis da imagem. Dessa forma o estado usado
para a representagdo da imagem é:

1 2"=1

|1>:2—m

lei) | pip2-  pp2)- 4.7)
i=0

O registrador |¢;) carrega a informagdo do i-€simo nivel de cinza e |p;p>...p,2) recebe 1 em
cada posi¢do p; que contém o nivel i de cinza. Diferentemente dos modelos apresentados até o
momento, esta representacao nao traz uma relacio 1 para 1, relacionando cor e posi¢do, mas sim
1 para muitos, na qual cada nivel de cinza estd diretamente relacionado a todas as posi¢oes de
pixeis que o possuem.

Como exemplo € possivel ver a Figura 7(a) que apresenta uma imagem 3 X 3 em
escala de cinza, a Figura 7(b) mostra uma tabela na qual se relaciona cada nivel de cinza a
cada posicao em que o mesmo ocorre e a Figura 7(c) o estado que representa a imagem. Neste
caso usamos /m = 8 para gerar 28 = 255 niveis de cinza e n*> = 9 qubits para representacdo das
posi¢des da imagem. Assim como o modelo NEQR, NMRIQ usa os estados da base, em uma
sequéncia de qubits, para representar os niveis de cinza dos pixeis, ao invés da amplitude de
probabilidade de um tinico qubit como no modelo FRQI.

A caracteristica de usar estados ortogonais para representar os diferentes niveis cinza
¢ a alteracdo mais significativa do modelo NEQR com relacido ao FRQI. Contudo, diferentemente
do modelo NEQR nao associaremos os niveis de cinza aos estados que representam as posi¢oes.
Pelo contrério, criaremos uma superposi¢cdo de todos os niveis de cinza da escala selecionada e
relacionaremos a estes, todas as posi¢cdes na imagem que contém este nivel sem redundancias
desnecessarias.

Na Figura 7(a) € utilizada uma escala de cinza com niveis entre 0 e 255, assim sao
necessarios oito qubits para guardar a informacao relativa aos niveis de cinza. Dessa forma sdo
necessarios m + n> qubits para representar uma imagem n X n com uma escala de 2 niveis de

cinza.
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Figura 7 — (a) Imagem 3 x 3 em escala de cinza, (b) tabela de mapeamento entre cores e posi¢des, (¢)
expressdo representativa da imagem.

(a) (b)
b2 p3 cd Cy pP1 P2 P3 Pa Ps Pe Pr P8 P9
223 4 01000000000 0 0 1 0 0 0 0 0 0
3100011111 0 0 0O O O 0 O 1 0O
95| 010111111 0 0 0 0 1 0 0 0
127 |o1111111 | 0 0 0 0 1 0 0 0 0
191 | 101111110 0 0 0 0 O 1 0 0
223 | 110111110 1 0 1 0 0 0O 0 0
955 | 111111110 0 0 0 0 0 0 0 1
(c) X
= (10}/001000000) + [31)[000000010) + [95){100001000) +
1127Y/000010000) -+ [191)[000000100) + [223)[010100000)+
|255>|000000001))
1
== <|00000000>|001000000> +(00011111){000000010) + [01011111)|100001000)+

01111111)|000010000) 4 |10111111)|000000100) + |11011111)|010100000)+
|11111111)|000000001))

Fonte: elaborada pelo autor.

4.2.1 Preparagdo da imagem qudntica

Para preparar o estado quintico que representard a imagem sdo necessarios m + n>

qubits, dessa forma o estado inicial é mostrado na Equacao (4.8):
m I’lz
[yo) = [0)="*"" (4.8)

A partir do estado inicial serd criada uma superposicao de m qubits para representar os 2" niveis

de cinza.
2 2 - 2
ly1) = (HE" Q1) |yp) = (H[0))* @ (110))*" = —= Y |e)®[0)"". (4.9)
] 0 = C;)

A Equacio (4.9) cria um estado intermedidrio contendo a informagdo necessdria sobre a escala

de cinza utilizada. Para essa transformacao sao usadas as portas de um qubit / e H:

[ — , H=— ) (4.10)

O proximo passo € associar o estado em (4.9) com a informagdo de posicao dos pixeis. Para cada

pixel € necessdria uma sub-operagdo, um ordculo que ird marcar o qubit relacionado a posicao.
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Esta operacdo € mostrada em (4.11):

om_ |

ve=( X o)+ (le)edex). @11

J=0,j#c
naqual c ={cjcy...cm}, cx € (0,1), é uma sequéncia bindria representando o c-ésimo nivel de
cinza de uma escala com 2" niveis. A operacao U, corresponde a uma fun¢do de mapeamento
que, a partir de uma cor, retorna uma posi¢do marcada. A Figura 8§ mostra um circuito quantico
capaz de criar a representacdo apresentada na Figura 7(a).

Figura 8 — Exemplo de circuito de gera¢do da imagem em escala de cinza, na qual ¢ representa o valor
bindrio correspondente ao nivel de cinza e p; as posi¢cdes da imagem descritas de forma linear.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Todas as posi¢des precisam ser marcadas, por tanto para criar a representacao da

imagem serao necessarias n operacdes U, como mostrado em (4.12):
0

Ur=[1u:"lw). (4.12)
i=1

Dessa forma, a aplicagéo de U; no estado |y ) realiza o mapeamento de todas as cores presentes

na imagem com suas respectivas posicoes. O passo final resulta no estado apresentado na
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Equacao (4.13).
) = Utlyn)

n? X
— 110 1w)
i=1

? (.)< P
=[1v" (= X 1)10) ")
N\ 7 &

=1

! ﬁzmzl )] 10y
=—= Ue’17)10)°"
V2" i1 2o
1 2m—1
:W Z |C>|p1p2...pn2>. (4.13)
c=0

4.2.2 Complexidade de preparacdo da imagem qudntica

E facilmente percebido que a complexidade de preparacio do estado |y;) em (4.9) é
O(m+n?). No entanto, a operagio U; contém a maior parte do trabalho na operacio total de
criacdo, entdo esta discussao terd como foco o nimero de passos da operacao U apresentada na
Equagdo (4.12).

Afim de descobrir a complexidade da operagdo Uj, € necessério discutir sobre a
complexidade de uma tinica operacio Uc(i). Cada operagao Uc(i) corresponde a aplicacdo de uma
porta CNOT m-controlada usada para inverter o i-€simo qubit da sequéncia de qubits relativa
as posicdes dos pixeis. Portanto tem-se que, para a operagdo Uy, ndo mais do que n> CNOT’s
m-controladas sdo necessdrias como mostra a Figura 9.

Como mostrado em (51) toda porta CNOT k-controlada pode ser decomposta em
(4k — 8) CNOT’s 2-controladas, mais conhecidas como portas Toffoli (52), com presenga de
k — 2 qubits auxiliares. Em outras palavras, uma porta CNOT k-controlada pode ser decomposta
em ndo mais que O(k) operacdes bdsicas. Dessa forma, a complexidade de cada sub-operagio
Uc(i) ¢ de ndo mais que O(m) passos acrescentando-se os m — 2 qubits necessarios.

Assim sendo, a complexidade da operacdo U;, afim de configurar niveis de cinza
para todos os pixeis da imagem, é de ndo mais que O(mn?). Este é o custo de preparagio da
representagao quantica para uma imagem n X n com um intervalo de niveis de 2™, o que mostra
uma ligeira redu¢do na complexidade de preparagdo quando comparada com o modelo NEQR de

complexidade O(mgn?), sendo q = log, n.
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Figura 9 — Sub-operagdes para a criagdo da representagéo quantica de uma imagem.

1) U<2) U(3>
C C

e 2
||
T =
—0-0-0 <

|
ol

Ny
N

Fonte: elaborada pelo autor.

4.2.3 Recuperacdo da imagem

O maior aprimoramento do modelo NEQR em relagdo ao FRQI é que a informacao
pode ser recuperada com precisdo. O que acontece devido ao modelo FRQI precisar usar
um método probabilistico de recuperacdo, enquanto o modelo NEQR usa medi¢des na base
computacional para recuperar os niveis de cinza codificados no estado quantico (49).

No modelo modelo NMRIQ pode-se utilizar uma forma de recuperacdo semelhante
a usada no modelo NEQR para obter a informacao guardada no estado quantico. Neste caso a
informacao de posicao dos pixeis pode ser recuperada através de uma medi¢do como mostrada

em (4.14):
2m—1

Me= Y |e)(c|@1%". (4.14)
c=0

Quando o operador de medi¢do M, € aplicado, a informacao de cor gravada nos primeiros m
qubits do estado da imagem € recuperada. Entdo, podem-se realizar medi¢des projetivas para
recuperar a informagao sobre as posicoes dos pixeis.

As operagOes mostradas acima usam a mesma estratégia usada em (49). Contudo,

neste caso nao ha apenas a recuperacdo da informacdo de um unico pixel. Para cada medicado
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realizada todas as posi¢des que compartilham o mesmo nivel de cinza sdo recuperadas. Para
tornar isto mais claro, pode-se observar a Equacao (4.15), ela representa uma imagem quantica

com 22 = 4 niveis de cinza e n*> = 4 posicdes:

1) = %<IOO>|OOOO> +101)|0010) + |10)|0000) + |11>|1101>). (4.15)
O operador M, relacionado com a Equagdo (4.15) é

M, = (|00><00\ +(01)(01] + |10)(10] + |11><11|) i kad (4.16)

se o resultado da medigdo da cor é por exemplo, a sequéncia bindria (11),, entdo a superposi¢éo
colapsa e como a cor recuperada estd relacionada a trés posicdes da imagem, ndo apenas a
informacdo de um pixel foi recuperada, mas de todos os pixeis da imagem com a mesma

informacgao de cor.

4.3 Recuperacao eficiente de uma imagem quantica usando busca quantica

A recuperagdo de uma imagem quantica € um processo simples uma vez que tudo o
que € necessdrio € a realizacdo de medi¢des do estado que representa a imagem.

Em modelos como FRQI (46) e MCQI (48) € necessdrio estimar a distribuicao de
probabilidade do estado para recuperar a imagem, uma vez que a informagao de cor é guardada
na amplitude dos estados da superposi¢ao, este tipo de recuperagao serd referido posteriormente
como recuperacao probabilistica.

Outros modelos como NEQR (49), CQIR (50) e NMRIQ, codificam a informagao
de cor e posicao da imagem diretamente na forma de estados da base, como estes estados
sdo ortogonais entre si podem ser distinguidos e isto que permite uma recuperagdo precisa da
informacao, a recuperagdo deste tipo serd referida como recuperacio deterministica. A Tabela 6
mostra uma comparacao das principais caracteristicas dos modelos.

Para todos os modelos temos calculos de complexidade de criagdo dos estados
que representam as imagens, contudo a recuperacdo de uma imagem tem sido dada pouca
relevancia. Realizando medicdes na imagem quantica pode-se de fato recuperar a informacgao
nela codificada, porém estamos interessados em analisar formas precisas e mais eficientes de
recuperar a informacao de partes da imagem. Assim, utilizaremos um algoritmo de busca para
aumentar a probabilidade de se recuperar a informacdo de um pixel ou cor especificos, ou ainda

de um conjunto especifico dos mesmos, nos modelos citados anteriormente.
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Tabela 6 — Comparagdo das caracteristicas dos principais modelos de representacio de imagens quantica,
na qual L representa o nimero de niveis de cinza da codificag@o e é considerada uma imagem
de tamanho 2" x 2",

QIR Equacdao Codificagdo de cor Complexidade Recuperacao

FRQI Eq. (4.1) 1 vetor de angulos — escala O(2%") Probabilistica
de cinza

MCQI  Egq. (4.2) 3 vetores de angulos — RGB  0(2*") Probabilistica

NEQR Egq. (4.4) sequénciade qubits — escala O(log,L-n-2?") Deterministica
de cinza

CQIR Eq. (4.5) sequéncia de qubits — escala O(log,L-n-2%") Deterministica
de cinza

NMRIQ Egq. (4.7) sequéncia de qubits — escala  O(log, L-2%") Deterministica
de cinza

Fonte: adaptado de (47).

4.3.1 Busca em uma imagem quantica

O algoritmo de Grover foi inicialmente proposto para ter como entrada uma superpo-
sicdo uniformemente distribuida, mas sua generalizacdo eficiente para distribui¢des arbitrarias ja
foi demonstrada (53). Nesta secdo mostraremos como utilizd-lo para realizar uma busca em uma
imagem quantica.

Inicialmente preparamos o estado contendo a representacdo da imagem, assim como
foi apresentado na se¢@o 4.2.1, e a acdo do operador U; que aparece na equagdo abaixo pode ser
vista em detalhes na Equacao (4.13),

2 2 1 2r-1
11y = Ui(H®" @1°")|0)*" ™ = —= Y |c)|p1p2--.p2). (4.17)

A /2'71 =0

Em uma imagem quantica pode-se buscar elementos de posicdes ou cores especificas, para cada
caso € possivel criar um tipo adequado de ordculo como mostrado na Figura 10(a) um oréaculo
para marcac¢do de uma cor ¢ 10(b) um oraculo para marcagdo de uma posicao.

Para a criagdo de um operador de amplifica¢do especifico para a imagem na qual se
estd realizando a busca serd utilizada a operagio U;(H*™ ® I ®”2). O operador adequado pode

ser visto na Equacdo (4.18):
Ui (H®™ @ 17)(2|0)(0] — I) (H®™ @ I°)U,. (4.18)

Na Figura 11 pode-se conferir a elabora¢do de um circuito quantico reunindo as trés

etapas anteriores.



43

Figura 10 — Tipos de ordculos para busca em uma imagem quantica. (a) ordculo para sele¢do de uma
cor, (b) ordculo para selecdo de uma posicao.

(a) (b)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 11 — Circuito quantico de busca em uma imagem quantica.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Uma vez que tem-se todos 0os meios necessarios para a realizagdo da busca, pode-se

entdo definir o operador G que a realizard
G = U (H®" @ I°")(2/0) (0] — I) (H=" @ I°"")U,U. (4.19)

A quantidade de aplicacdes ¢ do operador G varia em func¢do do nimero de elementos
na superposi¢do, neste caso 2. Contudo o pardmetro m define o nimero de niveis em uma escala
de cinza e possui valor 8 para a maioria das aplicacdes de processamento de imagem, isto torna

o numero ¢ de aplica¢des do operador G praticamente invaridvel ou com uma variagcao pequena,
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dependendo apenas da quantidade de niveis da escala de cinza utilizada e ndo da quantidade de
pixeis da imagem.

Para citar um exemplo, em qualquer imagem em escala de cinza com 255 = 28 niveis,
serdo sempre necessdrias apenas ¢ = 12 aplicacdes do operador G para a recuperacio de todas as

posicdes de uma cor especifica.
4.3.2 Recuperacdo de uma imagem com O(2™) copias

Ao recuperar a informacdo de um estado quantico em superposicao, esse estado
invariavelmente ird colapsar para um dentre os possiveis estados que formam esta superposicao.
Assim, quando se fala em imagens quénticas surge naturalmente uma questao, a respeito de
como € possivel recuperar a imagem a partir do estado.

Em qualquer modelo de representacdo de imagens quanticas é necessario realizar
medi¢des, em um certo nimero de copias do estado que as representam, para que se consiga
reconstruir toda a imagem. Contudo, pode-se reduzir o nimero de estados necessarios, alterando
a probabilidade de efetuar a medi¢do de um estado especifico dentro da superposi¢ao.

Na Secao 4.2.3 foi discutido como preparar um operador de medi¢ao. Por exemplo,
para a recuperacdo de uma cor pode-se utilizar um operador como mostrado na Equacao (4.14).
Contudo, para que se possa medir uma cor com probabilidade 1, ou muito préxima de 1, é
necessario aplicar o algoritmo de Grover e buscar a cor desejada, a busca ird amplificar a

amplitude do estado com a cor e a medi¢c@o ocorrerd no estado selecionado.

Figura 12 — Circuito quantico de busca dos elementos de uma cor uma imagem quéntica.

G
IC) <
) ¢ U, U,
|P) <
|- ——D

Fonte: elaborada pelo autor.
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Uma vez que pode-se selecionar a cor que se deseja recuperar, pode-se recuperar a
imagem com O(2") cépias, uma vez que este é o nimero de niveis de cinza da imagem todas
as posi¢oes para cada cor estdo associadas a0 mesmo estado da superposi¢do que carrega a
informacdo da cor.

Aplicar esse tipo de abordagem nao € vidvel para os modelos de representacao de
imagens quanticas semelhantes ao modelo FRQI, uma vez que a informacao de cor é armazenada
nas amplitudes dos estados. Assim, amplificar a amplitude de um estado alteraria completamente
a informacgdes da imagem.

Modelos de representagcdo como NEQR e CQIR, podem ser usados em conjunto
com o algoritmo de Grover, contudo a quantidade de estados, e portanto o tamanho do espago
de busca para o algoritmo de Grover seria igual ao nimero de pixeis da imagem, dessa forma
o ndmero de cdpias varia com o tamanho da imagem, assim como o nimero de execugdes do
algoritmo de busca, podemos dizer que para uma imagem 2" x 2", sdo necessarias 0(22”) copias

s . ~ n
e um ndmero de iteragdes t = L%J :

4.4 Processamento quantico da imagem

Nesta se¢ao serd discutido como se realizard o processamento de imagens, incluindo
operacdes com cores, estatisticas e espaciais, usando a representacao proposta, além de apresen-

tadas os beneficios provenientes da sua utilizacao.
4.4.1 Obtendo o negativo de uma imagem

Uma das mais simples e basicas operacdes de processamento de imagens envolvendo
os niveis de intensidade em uma imagem € o negativo ou complemento. A operagcdo que
representa esta transformacdo de intensidade para um intervalo de niveis de cinza [0,L — 1] é

mostrada na Equacdo (4.20):
s=T(r)=L—1—r (4.20)

na qual r é o nivel de intensidade de um pixel antes da transformacdo e s o valor apds o
processamento.

Para realizar essa operagdo usando um circuito quantico, é necessario manipular os
qubits usados para guardar a informacgao de cor usando portas X como mostrado na Figura 13.

As portas X no circuito equivalem a portas 16gicas NOT, de forma que X|0) = |1) e X|1) = |0).
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Figura 13 — Circuito quantico para a obtenc¢@o do negativo de uma imagem.

> |Ineg>

el < <[]

Fonte: elaborada pelo autor.

O resultado € que todas as cores s@o substituidas pelo seu complemento produzindo o equivalente
a um negativo fotografico. Este é um tipo de transformacao de intensidade simples, porém usado
com frequéncia para o realce de detalhes brancos ou cinzas em regides escuras de imagens (41).

Este é apenas um exemplo de operagdao com cores que pode ser realizada no modelo,
sem considerar o nivel de cinza dos pixeis individualmente. De fato, podem ser realizadas
quaisquer operagdes semelhantes com cores, seja na imagem inteira, ou apenas uma determinada

area.

4.4.2 Calculando o histograma de uma imagem quantica

Histogramas sdo a base para muitas técnicas de processamento de imagens. O
histograma de uma imagem é basicamente uma fungdo discreta h(ry) = ny, na qual ry é 0 k-ésimo
nivel de intensidade em uma escala de cinza em um intervalo [0,L — 1] e nx € o nimero de pixeis
com intensidade r; (41).

Histogramas sao faceis de serem calculados e provém estatisticas uteis sobre as
imagens, por isso sdo muito usados em aplicagdes como compressdo e segmentacdo de imagens.
Alguns algoritmos baseados em QIR’s para célculo de histogramas podem ser encontrados em
(50) e (54), estes algoritmos utilizam um algoritmo de contagem quantica (55), como mostrado
na Figura 14.

Uma importante caracteristica do modelo apresentado em 4.7 € que ele torna muito
simples o cdlculo do histograma de uma imagem quantica. Para cada cor o operador de Grover é

aplicado 12 vezes (m = 8), portanto, o histograma da imagem inteira € obtido apds ¢t = 256 x 12
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Figura 14 — Circuito quantico que implementa uma iteracdo do célculo do histograma de uma imagem
quantica.
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Fonte: encontrado em (54).

aplicacdes do operador.

A Figura 15, mostra uma operagdo quantica de busca para encontrar o k-ésimo nivel
de cinza. Dessa forma, a informacao para criar o histograma da imagem ¢é obtida usando uma
busca simples para selecionar um nivel de cinza por vez seguida de uma contagem do nimero
de posicdes da cor selecionada. Assim, obtém-se o histograma da imagem com O(n?+/2™M)
operacdes, onde n” é o nimero de pixeis da imagem e 2 o niimero de niveis de cinza.

Figura 15 — Circuito quéntico para a contagem da quantidade de posi¢des da imagem para o k-ésimo
nivel de cinza, na qual |ny) € o seu nimero de ocorréncias e Gy é um operador de busca para

o nivel k.

|C1> ] IZ'

|CQ> ] E|

|Cg> ] IZ'

€. — i

|p1> ] Gk )

|p2> T

|p3> ._ Ll
) — ,

L=

1
~

2
n
ng(|p1p2ps - - Pn2)) = sz'
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Fonte: elaborada pelo autor.
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4.5 Segmentacio de imagens

A segmentagdo de imagens tem por finalidade subdividir uma imagem em regides
ou objetos que a compdem, por esse motivo € uma abordagem bastante utilizada em aplicacdes
como: inspecao automatizada de componentes eletronicos, ou em busca autdonoma de alvos (41).

As técnicas mais basicas de segmentacao se baseiam principalmente em propriedades
simples dos valores de intensidade, como sua similaridade e suas descontinuidades. Algumas
aplicacdes quanticas ja foram propostas para realizar segmentacdo (56, 54, 57, 58) e nesta
secdo serd apresentada de que forma o modelo NMRIQ pode ser usado em um algoritmo de

segmentac¢do de forma eficiente.
4.5.1 Limiariza¢do de uma imagem

A limiariza¢do de uma imagem em escala de cinza é a sua conversao para uma
imagem apenas com niveis de cinza em um intervalo definido por um limiar. Quando € usado
apenas um limiar, teremos a divisdo da escala de cinza em duas partes e dessa forma a imagem ¢é
denominada bindria, com a representac¢do contendo apenas dois niveis de intensidade.

Este método de transformacao de intensidades em imagens é uma forma extrema-
mente simples e eficiente de realizar a segmenta¢do de uma imagem, devido a sua simplicidade e
baixo custo computacional.

Selecionando um limiar 7 uma imagem segmentada g(x,y) pode ser representada
como mostra a Equagdo (4.21):

1 if flx,y)>T

g(x,y) = (4.21)

0 iff(x,y)<T |

na qual, f(x,y) é aimagem original e g(x,y) é a imagem bindria resultante.
Um exemplo de circuito quantico para realizar a segmentagdo por limiarizacio de

uma imagem quantica é apresentado em (58) e € possivel ver um exemplo de sua utilizagdo na

Figura 16.

Onde, a porta Ucysp que realiza a comparagdo de sequéncias de qubits (quantum bit

string comparator) € defindo em (59) e tem o funcionamento dado como mostra a Equacgao (4.22),

Ucwmpla)[b)[0)*"10)]0) = |a)[b)|w)[x)]), (4.22)
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como saida a porta Ucysp possui a, b que s@o as sequéncias de estados de entrada que estdao
sendo comparadas, w qubits parte de seu espago de trabalho, mais os qubits x e y que carregam a
informacao sobre o resultado da comparacdo. Por exemplo, casoa =bentaiox =y=0,sea > b
entiox=1ley=0esea<bentiox=0ey=1(59).

Figura 16 — Circuito quéntico para a limiariza¢do de uma imagem. Onde T € o limiar selecionado e

Ucump é a porta que realiza a comparagio entre a cor, representada pelo estado |C), e o limiar.
x e y sdo as saidas do comparador na qual é gravado o resultado da comparacao.

m

0) —

1) /

IT) ——Ta a

10) A b b %%

}8% : Uenip

10) YT

in{ ;g; 1/1 } out

Fonte: adaptado de (58).

De acordo com a saida do comparador a cor na imagem € substituida pelo estado
10)*" ou |1)®™, tornando a imagem uma imagem binaria. Um problema desta abordagem é que
a imagem ndo poderia mais ser recuperada pelo método descrito na Secdo 4.3, uma vez que a
selecdo de uma das cores resultaria em uma superposicao de estados contendo suas posigdes.
Para recuperar a imagem segmentada neste caso € necessdria a preparagdao de multiplas copias
do estado. Aplicando um operador de medicao apropriado em cada cOpia pode-se recuperar a
informacao de cor e posi¢ao de cada pixel.

Uma outra abordagem para a criagdo de uma imagem bindria pode ser vista na
Figura 17, na qual usamos o mesmo principio do algoritmo descrito em (58), porém apenas
para a marcagdo dos estados de acordo com o limiar 7. Ao circuito de comparagdo em 17(a) é
acrescentado uma porta Gy que representa a aplicacdo de um algoritmo de busca que selecionara
0 k-ésimo nivel de cinza da imagem antes de se realizar uma medi¢do nos registradores que
guardam a informagdo da imagem, bem como no que recebe a marcacdo indicando se as cores e
posicdes lidas pertencem, por exemplo, a um objeto, ou o fundo de uma cena.

Na Figura 17(b) vemos um circuito de criacdo de imagem com apenas dois niveis
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Figura 17 — Circuitos de limiariza¢do. Onde em (a): T € o limiar selecionado e Ucyp € a porta que
realiza a comparagdo entre a cor, representada pelo estado |C), e o limiar. x e y sdo as saidas
do comparador na qual é gravado o resultado da comparag@o. A porta G é um operador de
Grover preparado para buscar o k-ésimo nivel de cinza da imagem. O resultado da medigao
do primeiro qubit b, indica se as posi¢des encontradas pertencem ou nao ao fundo da cena.
Em (b): temos o circuito para criacdo da nova imagem bindria.

W [0) = OP A,
| T) HWZ b b
I 8% UC’MP i
| 0 > m y _O_l
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| |

0) — o 3

g O | |

D2 N

Igs> () g E(loﬂplm D) D pip2 - - pr))
i ————

Fonte: elaborada pelo autor.

de cinza. Uma vez que todas as posi¢Oes P, foram recuperadas usando o circuito em 17(a) as
posicdes sdo somadas de acordo com by, isso agrupard todas as posi¢cdes pertencentes ao fundo e
ao objeto destacado. Esta informacao € usada entdo para a criagdo da imagem novamente como

a imagem segmentada mostrada na saida do circuito em 17(b).

4.5.2 Segmentacdo por limiarizacdo iterativa

Quando temos uma distin¢do clara entre as distribui¢des de intensidade do fundo e
dos objetos presentes em uma imagem podemos usar um tipo de limiarizacdo muito simples para
segmentar a imagem e separar os objetos do fundo. Este é um tipo de limiarizagdo denominada
de global e a selecdo do limiar a ser utilizado pode ser obtida de forma iterativa até que seja
encontrado um limiar adequado. Assim para realizar um algoritmo de segmentacao precisa-se
basicamente da capacidade de calculo de um histograma e da média das suas intensidades.

Como ja discutido em (54) pode-se estimar a mediana e a média através dos al-

goritmos descritos por Grover (60) e os circuitos adequados para sua realizacdo segundo esta



51

implementagdo podem ser vistos em detalhes no Apéndice A.

Algoritmo 1 Algoritmo de segmentacdo

Entrada: imagem

Saida: imagem segmentada

1. Calcular o histograma da imagem usando o circuito apresentado na Secdo 4.4.2.

2. Selecionar o limiar inicial 7 como a mediana do histograma da imagem, calculada usando
o algoritmo descrito por Grover (61).

3. Limiarizar a imagem com o circuito descrito na Secdo 4.5.1 usando o limiar 7" e gerando
assim uma nova imagem com duas regides R € R;.

4. Calcular os valores de intensidades médias m; e my para as duas regides respectivamente
usando o algoritmo descrito por Grover (60).

5. Calcular um novo limiar: T = %

6. Repetir as etapas 2 a 4 até que a diferenca entre os valores de 7' em iteracdes sucessivas

seja menor que o parametro predefinido AT'.

4.6 Representacao de uma imagem no padrao RGBA

O modelo NMRIQ, foi apresentado inicialmente para a representacdo de imagens
em escala de cinza, mas a extensdao do modelo para a representacdo de imagens coloridas pode
ser realizada de forma bastante simples.

Serd usada como referéncia para a codificac@o de cor o padrao RGBA (red green
blue alpha), este padrao permite exibir todas as cores do sistema RGB (red green blue), porém
permite ainda a utilizagdo de um canal de transparéncia, um artificio usado em softwares de
edicdo de imagem com camadas. A ordem dos bytes no esquema “RGBA” € entendida da
seguinte forma: um byte R para a cor vermelha, seguido por um byte G para a cor verde, um
byte B para a cor azul e um byte A referente a transparéncia do pixel.

Partindo do mesmo principio apresentado na Se¢do 4.2.1 para a criacdo da imagem
em escala de cinza, o estado quéntico que representard a imagem conterd m + 2 + n> qubits.

A partir do estado inicial serd criada uma superposi¢do para representar os 2"*2 niveis de

intensidade como mostra a Equacao (4.23).

) = (H®m+2 ®I®n2>|0>®m+2+n2' (4.23)
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O incremento de 2 qubits serd responsavel por um aumento de quatro vezes a quantidade de
estados na superposi¢ao, se comparado a Equagdo (4.9), este aumento serd necessario para
realizar o enderegcamento das novas componentes de cor apresentadas na Equacio (4.24) como /,
na qual {R,G,B,A} é referenciado respectivamente como {0,1,2,3}.
3 2m—1
1) = Ully) = IZO Y, IDle)pipz...ppe)- (4.24)
c=

A Figura 18 apresenta como exemplo uma imagem 3 X 3 representada no padrao

RGBA com a componente de transparéncia inalterada.

Figura 18 — (a) Imagem 3 x 3 RGBA, (b) expressio representativa da imagem.
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RGBA(255, 204, 0, 255)

IRGBA 153, 102, 0, 255)

IRGBA 0, 204, 255, 255)

IRGBA 0, 204, 0, 255)

I RGBA(0, 102, 0, 255)

LU 0255)100000000) + |1)[255)|100000000) + |2)[0)|100000000) + |3)|255)|100000000)
10)]0)[011100000) + |1)|204)[011100000) + |2)]255)[011100000) + |3)[255)|011100000)
10)]0){000011000) -+ |1)|102)[000011000) + |2)[0)|000011000) + |3)|255)|000011000)
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10)]0)|000000110) -+ |1)204)|000000110) + |2)|0){000000110) + [3)|255)|000000110)
|0)|153)000000001) -+ |1)[102)|000000001) + |2)|0)[000000001) + |3>|255>|000000001>)

Fonte: elaborada pelo autor.

4.6.1 Aumento de complexidade do modelo multicanal

A alterac¢do do nimero de canais modifica a preparacdo apresentada anteriormente
devido a necessidade de especificar o nivel de intensidade para cada uma das componentes de
cor, a complexidade é entdo modificada por uma constante relativa ao nimero de canais. Isto
pode ser visto na Figura 19, na qual o mesmo modelo de preparac@o antes usado apenas para um
nivel de intensidade e apresentado na Secdo 4.2.1 € agora replicado para as quatro componentes.

O mesmo principio se aplica a recuperagdo da imagem, bastando alterar o ordculo da

busca introduzindo a componente de cor que se deseja recuperar. A utilizacdo do algoritmo de
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Figura 19 — Sub-operagdes para a criagéo da representacdo quintica de uma imagem no padrio RGBA.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Grover ainda € independente do tamanho da imagem e o acréscimo no nimero de aplica¢des do
oraculo necessdrias para encontrar um elemento na superposicdo é de t = {%\/ ZIOJ =25, um
acréscimo ainda pequeno no esfor¢co computacional tendo em vista o aumento de quatro vezes

do nimero de componentes do espago de busca.
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4.7 Conclusao

Neste trabalho, um novo modelo de representacdo de imagens quanticas foi apre-
sentado. Quando comparado com outros modelos encontrados na literatura, a representacdo de
imagem quéntica proposta tem menor complexidade de preparacio (O(m2%") portas enquanto
o modelo NEQR tem O(mn2%") portas) e recuperagio da imagem (O(2") cépias do estado sdo
necessdrias, enquanto o NEQR requer O(22")). Como referéncia sdo usadas uma escala de cinza
com 2™ niveis e uma imagem 2" x 2". Além disso, € particularmente adequado para o cdlculo
do histograma da imagem. Neste caso, ao contrario dos outros modelos, ndo requer contagem
quantica, apenas a busca quantica € necessaria. Obter o histograma de maneira mais ficil faz
com que outras tarefas de processamento de imagens quanticas, como a segmentacao de imagens,

sejam mais facilmente implementadas em um computador quantico.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Os temas abordados nesta tese foram a teleportacdo de portas quanticas de dois
qubits, o uso em conjunto de algoritmos de busca quantica e clédssica e a apresentacdo de um

novo modelo de representacdo imagens quanticas.

5.1 Conclusoes

e Foi determinada a matriz Y, cujo determinante é um invariante, usado para definir duas
classes de estados entrelacados de quatro qubits. A Classe 1, pertencem os estados
para os quais ¥ = (1/2)Us, 0 que permite a teleportacdo de uma porta de dois qubits
deterministicamente, se estado tiver entrelacamento maximo. Ja a Classe 2 € composta
pelos estados para os quais I é normal, mas 2Y nao € unitdria, ou ainda, para aqueles
em que Y ndo € normal. Nestes casos, nao € possivel realizar teleportacdo, mas sim uma
preparagdo remota probabilistica.

e Mostrou-se um exemplo de utilizacdo em de um algoritmo de busca quantica e cléssica,
em que € mais vantajoso do que usar apenas uma busca cldssica, ou apenas uma busca
quantica. Isto é possivel, quando hd uma porta quantica capaz de fornecer informacgao
adicional sobre a solucdo do problema.

e Foi mostrado que a preparagdo e recuperacdo do modelo NMRIQ sdo menos complexas
que as dos modelos atualmente propostos, mostrou-se ainda, que este modelo pode substi-
tuir outros modelos em aplicagdes especificas e ser facilmente ajustdvel para permitir o
processamento de imagens coloridas. A Tabela 7 apresenta uma comparacao das principais

caracteristicas dos principais modelos mencionados.

Tabela 7 — Comparagao das caracteristicas dos modelos FRQI, NEQR e NMRIQ.

QIR Preparacdo Recuperacdao  Informacgdo recuperada por medicao
FRQI  0(2%) Probabilistica  ndo hd

NEQR  O(mn2*") Deterministica posiciio e cor de um pixel

NMRIQ O(m2%") Deterministica todas as posi¢des de pixeis de uma cor

Fonte: elaborada pelo autor.
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5.2 'Trabalhos futuros

e Realizacdo de um estudo sobre a utiliza¢do do protocolo de teleportacao de portas quanticas
para o processamento de imagens.

e Buscar uma aplicagdo pratica da utilizagdo de um algoritmo de busca quéntico-cléssico.

e Realizar a otimizagdo dos algoritmos apresentados nesta tese e definir formalmente os

melhores cendrios para a aplicacdo do modelo NMRIQ.
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APENDICE A - ESTIMACAO QUANTICA DE MEDIA

O Algoritmo 1 utiliza uma selecao de limiar iterativa, onde sdo necessarias sub-
rotinas para os cdlculos da mediana e da média do histograma de uma imagem. O célculo destas
duas medidas estatisticas vém sido estudado a partir de sua perspectiva computacional e existem
trabalhos abordando formas de realizar suas estimativas por meio de algoritmos quanticos de
forma eficiente (61, 62, 60, 63, 64).

A ideia basica apresentada por Grover (60) consiste na construcao de um operador
de rotagdo U,y). Este operador depende dos valores da fungdo f : {0,1,...,N—1} —[0,1] de

modo que:

(W) =Uip]00...0) = (£)[00...0) + -, (A.1)

sendo que a média da fung¢do f, é dada por (f) e a acdo da operagdo U, (f) consiste em transferir
o valor médio de f para a componente |00...0) da superposi¢do ‘1//< 1) >
Uma vez calculado o histograma da imagem considera-se sua versdo normalizada

s

h(go) =7 k=0.1,....L—1. (A.2)

Em que, ny representa a fracdo do nimero de pixeis N da cor gi. Para encontrar o valor médio
de 0 <h(j)<1parak=0,1,...,L— 1 pode-se definir, como mostrado em (65), a operagdo de

um qubit mostrada na Equacdo (A.3) que depende do valor de h(gy).

2
R, — h(gr) 1—h(gx) _ (A.3)

k 1—h(gr)*  —h(g)

Usando Ry, € possivel construir o operador U, como segue (65):

291
Uty :(H®q®1)_l-<2 |k><k|®th> (H™ 1), (A4)
k=0
sendo,
R,y 0 0 0
2! 0 R, 0 0
Y [k) (k| @Ry, = (A.5)
k=0 0 0o . 0

0 0 0 Ry,
Dessa forma, pode-se usar o operador de amplificagdo de amplitude U, para
aumentar a acurdcia do algoritmo aumentando, uma quantidade previamente conhecida, a

probabilidade de se medir o estado |00...0).
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Realizando O(M) operacdes pode-se estimar () com precisao ﬁ Com a escolha
de M = €2, pode-se realizar a estimativa da média com 0(%) repeticdes e precisio € o que é
um ganho quadratico em relagdo a um método cldssico de amostragem. Usando um processo
semelhante ao de estimacdo da média Grover (61) também propds um algoritmo para a estimar

da mediana com 0 mesmo ndimero 0(%) repeticoes e mesma precisao €.
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Abstract The full analysis of quantum protocols requires the knowledge of the role of
quantum states, bases of measurement and quantum gates involved. In what concerns
the famous two-qubit quantum gate teleportation protocol, the role of the basis of
measurement was considered in a recent work by Mendes and Ramos. In this work,
we analyze the role of the four-qubit state used as resource. We show that the quantum
two-qubit gate teleportation divides the set of pure four-qubit states in two classes.
For one class, deterministic and probabilistic teleportation can be achieved, while for
the other class, probabilistic remote two-qubit gate preparation is achieved.

Keywords Two-qubit gate teleportation - Entanglement - Four-qubit states

1 Introduction

Two-qubit quantum gate teleportation is an important quantum protocol proposed by
Gottesmann and Chuang [1]. It can be used, for example, in protocols for non-local gate
implementation [2]. In their work, Gottesmann and Chuang proved that any Clifford
gate is deterministically teleported by a quantum teleportation scheme employing a
pair of Bell states as resource and Bell basis at the measurements, what results in error
correction based on Pauli gates. More recently, the role of the basis of measurement
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in two-qubit quantum gate teleportation was investigated, and the conditions for a
deterministic teleportation, including gates out of Clifford group, were established
[3]. In this work, however, the quantum state used as resource was still a pair of Bell
states, like proposed in [1]. In the present work, we analyze the two-qubit quantum
teleportation protocol using as resource a general pure four-qubit state. We show that
the quantum circuit used for two-qubit gate teleportation divides the set of pure four-
qubit states in two classes, named Class 1 and Class 2. Four-qubit states from Class
1 permit deterministic and probabilistic teleportation, while four-qubit states from
Class 2 permit the realization of a probabilistic remote two-qubit gate preparation:
The output state is the action of a two-qubit gate (that depends on the four-qubit state
used) in a quantum state that also depends on the four-qubit state used as well on
the two-qubit state at the input. Some examples using four-way entangled four-qubit
states found in the literature are presented.

The present work is outlined as follows: In Sect. 2, the T matrix, that is responsible
for the definition of the gate to be teleported and which type of quantum protocol
is achieved (deterministic or probabilistic teleportation, or probabilistic remote state
preparation), is introduced; in Sect. 3, the two-qubit gate teleportation using four-qubit
states from Class 1 is described. In Sect. 4, the remote two-qubit gate preparation using
four-qubit states from Class 2 is described. In Sect. 5, some examples are presented;
at last, the conclusions are drawn in Sect. 6.

2 The matrix Y

Let |o) be a general four-qubit state,

1 15
) = D Okimn lklmn) = D oili). (1
i=0

k,l,m,n=0
Using the coefficients of |o), one can get the YT matrix

oyp O] 0% 09
02 03 010 O11
04 05 012 013
06 07 014 O15

2)

Considering the usage of (1) in the quantum circuit for two-qubit gate teleportation,
one obtains two different situations: (1) 2T = U,, where U, is a unitary matrix. In
this case, the state |o’) is said to belong to Class 1. (2) T is not normal ([, 1] # 0)
or Y is normal but 27 is not unitary. In this case, the state |o) is said to belong to
Class 2. For the last, instead of a teleportation, a remote two-qubit gate preparation
is achieved. The determinant of Y is an invariant [4] that can be used (together with
other invariants) to define classes of four-qubit states. For example, according to the
classification given in [5], there are 16 classes: 1, 2a, 2b, 2c, 2d, 3a, 3b, 3c, 3d, 3e, 3f,
4a, 4b, 4c, 4d and 5. Table 1 shows, for each one of these classes, the canonical state,
the four-way entanglement of the canonical state measured by w4 [6], the type of Y
matrix and the value of det(7).

@ Springer
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3 Teleportation of two-qubit quantum gates: 2°Y is unitary

The scheme for teleportation of two-qubit quantum gates considering a general four-
qubit state is shown in Fig. 1.

The four-qubit state |o) carries the entanglement required for the teleportation
protocol. Following the procedure used in [3], after some algebra one can get the
following output state before error correction

3
1
Vo) = D> SUrYBjilWan) (3)

J,k=0

=ty 0= A (100 1] o 2 00 G ]
== 2| [ ) @ V2 Gaion (i |- @

In (3)—(4), {|Bo), |B1), |B2), |B3)} is the basis of measurement used. The newness in
the present work when compared to [3] is the presence of the matrix Y discussed in
Sect. 2. In this section, we consider the situation where Y = 1/2U, (half of a unitary
matrix). In this case, one has

3
1
Vo) = D 7UrUsBjk [¥an). (5)

j.k=0

and a successful teleportation is carried out if

3 3
1 1
o) = 2, JUrUsBicWan) = 3 5 (UrUsBuULUT) UrUs Yan)
j.k=0 k=0
s L
= 2. 7 (Vi® Vi) UrUs [¥an). (6)

J k=0
Fig. 1 Quantum circuit for _
teleportation of a two-qubit P =1 (¥4s) W |)
quantum gate using a general P,

four-qubit state /74

Wy ) w)
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where V; and Vi are single-qubit gates. Applying the error correction Ucorr =

(VjT ® VkT), one gets as output state Ur Uy, | Y ap). Equation (13) makes clear the

role of the four-qubit state in the final result of the teleportation: The teleported gate
is Ur Uy where Uy = 27 depends on the four-qubit state. Equation (13) also gives us
another point of view about the two-qubit gate teleportation: One can make Ur = [
(identity) and get a desired quantum gate teleportation by choosing the appropriate
four-qubit state. The probability of success of the teleportation will depend on the
basis of measurement used, as explained by Theorem 1 of [3]. Hence, hereafter we
will consider Uy = I.

One can easily note that the four-qubit state required for teleportation of the gate
U, is the state

|00)—|—|11)) (|00)+|11))
o =UQRQUs N\ ———F—— )| ———)- 7
0)1234 = ( o ®1) ( 7 7 (7)
According to KAK decomposition [7], one has that
Us = (Ua®Up)UnL (Uc ® Up) (8)
UNL = ei(exffxx-i-@yGYH—@zUzz)’ 9)

where Uy, Up, Uc and Up are local single-qubit gates, Uy, is the non-local part,
and 0j; = 0; ®o;(j = X, Y, Z) is the tensor product of two Pauli matrices. The
following statements follow directly from (7)—(9):

1. The four-way entanglement of |0 ), measured by 74, depends only on the non-local
part of Uy, . In particular, if the four-qubit state |o') has zero four-way entanglement,
then the gate U, has 6, = 0, = 6; = 0, and, hence, it is separable in the tensor
product of two single-qubit gates.

2. According to Theorem 1 in [3], a required condition for deterministic teleportation
is U, to have the angles 6, 0, and 6, equal to O or (2k + 1) /4 (k is an integer
number). However, in this situation (except in the cases where 0, =60, =6, =0
and the swap family: 6, = 0, = 0, = kx/4), |o) is maximally entangled (74 =
1); hence, a necessary (but not sufficient) condition for deterministic teleportation
of U, is that it comes from a maximally four-way entangled state. Observing
Table 1, one can note that the state |1,5) permits a deterministic teleportation. On
the other hand, as it will be seen later, a maximally four-way entangled state does
not always provide a deterministically teleportable quantum gate U,, . Furthermore,
one can also note from (7) or alternatively from (2) that, if Uy is unitary then
P14 = Tr3(01234) = p23 = Tria(o1234) = 1/4 (1 is the identity matrix) that can
be true or not for a maximally four-way entangled four-qubit state.

The case T = 1/2U, is the classical case considered in [1], where the four-qubit state
is the tensor product of two Bell states |o) = (]00) +|11))/21/2 ® (]00) +|11))/21/2,
what makes U, = [ (identity gate). In this case, if Ur = [ in Fig. 1, then one
has the two-qubit teleportation. Otherwise, the gate teleported is U7 via the state
(I ® Ur ® 1) (|00) + [11))/2"/> @ (100) + |11))/2"/2.
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4 Probabilistic remote two-qubit quantum gate preparation: 27Y is not
unitary

When 27 is not unitary, the quantum circuit in Fig. 1 does not realize a two-qubit
quantum gate teleportation since the output state is not the application of a two-qubit
quantum gate U in the input state. In order to analyze which protocol is realized by the
quantum circuit in Fig. 1, one should first note that there are two different situations for
Y. In the first situation, 2 is not unitary but Y is normal; hence, Y = WDWT, where
W is aunitary matrix, and D is adiagonal matrix whose entries are the eigenvalues of Y.
In the second situation, Y is not normal. In this case, applying the polar decomposition,
onegets Y = U H,where U is unitary, and H is Hermitean. Now, the Hermitean matrix
is decomposed as H = QD Q, where Q is unitary, and D is a diagonal matrix whose
entries are the eigenvalues of H. Thus, Y = UQD Q0" = WDQ. Since the first
situation is a particular case of the second situation, we will consider only the last.
Using (3) again with Ur = I, one has

0 B 3010 .
o) = Z - Bjk |1¥aB) _w Z _‘ 0]k> (10)
. T yiTa. = 4
02 Jwanl BB [Was) o

W) = <Ao (001 Vit O [¥ap) 100) +21 (011 Vi O [¥r4p) 101 +32 (101 Vi O [trap) 1100423 (111 Vg O [9rgp) 1) )
k)
120 1001 Vi OF [wrap) P+ [1 (011 Vi OF [wiap) 122 (101 Vi OF [wiap) P+ |23 (111 Vi OF i)

(1)

In (10), A; (i =0, 1, 2, 3) are the eigenvalues of H and Vj; = QTﬂjk Q. Moreover,
using (2), one has that Tr(YY") = Tr(HHT) = 1 and, hence, > L2 = 1.1 Y is
normal, then W = Q in (10)—(11) and A; (i = 0, 1, 2, 3) are the eigenvalues of Y.
Observing (10) and (11), one may note that the output state W ‘w(f k> 1s the appli-
cation of the two-qubit quantum gate W, that depends on the four-qubit state used, in
the quantum state ‘woj k> that depends on the four-qubit state used, on the basis of mea-
surement chosen and on the two-qubit input state. Hence, one may consider that the
quantum circuit in Fig. 1 employing a four-qubit state that belongs to Class 2, realizes
a probabilistic remote two-qubit gate preparation. In other words, keeping constant
the basis of measurement, the four-qubit state used as resource and the two-qubit input

state at the input, the output state will be, probabilistically, the application of W in at
most sixteen different quantum states.

S Examples

Initially, taking Y normal but not (half of a) unitary, let us consider the following
simplifications: (1) The Bell basis is used in the measurements and, hence, B is the
tensor product of two Pauli matrices. (2) U belongs to Clifford group. (3) The input
state |¥,p) is chosen such that U'|y,,) = |00). Under those conditions, Eq. (11)
becomes
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Table 2 Output states (Eq. 12) according to the results of the measurements using the Bell basis

Tjk )¢3k> 9jk \¢3k>
I1®1 U100) oy ® 1 iU|10)
I ®oyx U|01) oy ® ox iUu|l1)
I ® oy iU|00) oy ® oy =U|11)
I ®oy U100) oy Q o7 iU|10)
ox ®1 U110) oz Q@1 U00)
ox @ox U|ll) o7 Qoy U|01)
ox @ oy iU|11) o7 Q oy iu|on)
ox oy U110) oz ®oyz U00)

‘W‘k> U (ko (00l 0 jx 100) |00) + A (O1]0ji [00) [01) 4+ A2 (10] 7 [00) [10) + A3 (11| 0jx |00) |11>)
0o/ .
V/p@<00|o,k|ooﬂ2-+|xl<o1|o,k|ooﬂ2«+|A2<10|o,k|00H2-+|A3<11|07k|00ﬂ2
(12)
Table 2 shows the possible output states when A; #0 (i =0, ..., 3), according to the

results of the measurements.

As can be noted in Table 2, the output state is not the teleportation of a unitary
operation applied to the input state |v,5). The output state is (ignoring the global
phase), probabilistically, one of the states: U|00), U|01), U|10) and U|11), where
U comes from the decomposition of Y. Thus, the quantum protocol realized is the
probabilistic remote action of U in the canonical basis. One may also note that error
correction is not necessary. This happens because one cannot choose the state to be
remote prepared; the result is probabilistic.

The second example to be considered is the following maximally entangled four-
qubit state

&) =(|0000) +[0011) +[0101) +[0110) +[1001) +[1010) 4 [1100) 4 [1111))/+/8.

(13)
For such state, one has
1001
1 0110 5
T_ﬁ 0110 = WDW
1001
0 110700 0 0 0o 1107
1 — 00 O 0 1 —
1 001 1 001 (14)

T2 1 ootr||oo/V2 0 || 1 001
0 -110[[00 0 1/v2 0 -110
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Table 3 Output states (Eq. 15) according to the results of the measurements using the Bell basis

Tjk \¢3k> Tjk \¢3k>
I1®I1 W|10) oy ® I iW|11)
I ®ox W(11) oy ® ox iW110)
I ®oy iW|11) oy @ oy —-Wi10)
I®oz W|10) oy ® oz iW|11)
ox ®1 W(11) o7 ®1 W|10)
ox ®@ox Wi10) o7 @0y Will)
ox @ oy iw|10) oz @ oy iW|11)
ox ® 0z WLl o7 ® 07 W]10)

W10) = (|00) — [11))/2'/2; w11) = (j01) + [10))/2!/?

Hence, (11) is reduced to

0 110

K\ 1L 1 -=1001
‘wﬁ >" 21 1 001
0 —-110

) <(<oo Bitc Waw) + (111 Bt 1an)) 110) + ((01] B¢ [ W) + (101 B [ W) 11>) |

10001 B 1ap) + (111 B 1)) [+ [0O11 B 1) + (101 B 1)
(15)

Choosing again the Bell basis for measurements and |,5) = |00), one gets the results
as shown in Table 3.

As shown in Table 3, the remote action of W in only two states of the canonical
basis is realized. This happens because Y in (14) has only two nonzero eigenvalues.
In general, states of the type a|0000) + »|0011) + ¢|0101) + 4|0110) + d|1001) +
c|1010) + H|1100) 4 a|1111) [8] produce a normal T matrix.

Now, let us consider two cases where Y is not normal. Initially, we consider once
more the Bell basis is used at the measurements, the unitary matrix Q belongs to
Clifford group and the input state [y,;) is such that Qleab) = |00). Under these
conditions, (11) is of the form

‘wjk>__‘v <)@(OO|0jk|00)|00)%—11(Ol|oykIOO)IOI)%—Az(1O|OjkIOO)|10)%—A3(11|07k|00)|11)>

) = .
/po«mhykumﬂ2+|m<0uoﬁ|mnf+¢x2uouykm0ﬂ2+¢A3uluUkmmf

(16)

Observing (16), one can see the probabilistic remote preparation of the action of W
in the canonical basis if A; #0( =0, ..., 3). If some A; is zero, then the action of
W in only part of the canonical basis is probabilistically remote prepared. There are
not restrictions about W; hence, it may belong or not to Clifford group.

At last, let us consider the four-qubit state [9]
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Table 4 Output states (Eq. 19)

jk Jjk
according to the results of the Ojk ‘1/’0 > Tjk )WO >
measurements using the Bell
basis IQ1 W110) oy ® 1 iWw|11)
I ®ox WI11) oy & ox iW10)
1®oy W11 oy ® oy W110)
[ ®0y W|10) oy ® oy —iW|11)
ox ®1 W|11) oz ®1 —W|10)
ox oy W|10) o7 oy —W|l1)
WI10) = ox ®0 —iW|10) o —iw
. 7 Q oy iW|11)
(100) — 11))/2"/2 W|11) = e
(101) + |10))/21/2 ox ®oz —WIl1) oz R0y —W|10)

%) =(10000) —|0011) — [0101)4|0110)+[1001) +[1010) 4| 1100) 4 [1111))/+/8.

(17)
Such state has the following decomposition Y = W D QT,
10 01 0 1/V2 1/3420 000 0
r_ L|o-110} _|1/v2 0 0 1/4/2||000 0
T /8| 0=110|" | -1/420 0 1/v2|]1001/4/20
10 01 0 1/N21/820 000 1/v2

0 1/¥2 1420 '

—1/420 0 —1/V2 (18)
—1/420 0  1//2 |

0 —1/v/21/4/20

Thus, (11) is rewritten as

0 1/¥V2 1/¥/2 0
W‘}— 1/vV2. 0 0 1/V2
O/ | —1//2 0 0 1/v2
0 —1/4/21/4/2 0

(10| Vik O 1ap) 110) + (11| V1 OT [9rap) [11)
0L V0 1an) 2+ [(11] Vi OF W)

(19)

Choosing again the Bell basis for measurement and |1,5) = |00), one gets the results
as shown in Table 4.

As can be seen in Table 4, the output state is the remote action of W in only two
states (|10) and |11)) of the canonical basis. At the output, one gets, with the same
probability, one of the bell state (|00) — [11))/2'/2 or (]01) 4 |10))/21/2,
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6 Conclusions

In what concerns the role of the four-qubit state in the quantum circuit given in Fig. 1,
one may define two classes of four-qubit states: Class 1: The set of four-qubit states
for which T = 1/2U,; Class 2: The set of four-qubit states for which T is normal
but 277 is not unitary or Y is not normal. The main characteristics of both classes are:
Class 1:

1. The protocol realized by the quantum circuit in Fig. 1 is two-qubit gate teleporta-
tion. The basis of measurement is important to define the probability of success of
the teleportation and the error correction.

2. A deterministic teleportation can be achieved only if the four-qubit state used is
maximally entangled.

3. The quantum gate teleported is U = 277, and the output state is its application in
the input two-qubit state.

Class 2:

1. The protocol realized by the quantum circuit in Fig. 1 is probabilistic remote two-
qubit gate preparation. Such quantum gate, that can belong to Clifford group or
not, depends on the decomposition of Y.

2. The basis of measurement and the input two-qubit state are used to define the set
of states that will be acted by the two-qubit gate prepared.

3. There is no error correction.

The two-qubit teleportation is a particular case of the two-qubit quantum gate telepor-
tation. When one teleports the identity gate, one is realizing a two-qubit teleportation.
This deterministic teleportation is only possible with a four-qubit state that belongs to
class I (271 is unitary), more specifically, the tensor product of two Bell states. If one
uses, for example, the four-qubit W state, |W) = |0001) + |0010) + |0100) + |1000),
the Y matrix is normal but not unitary; hence, a probabilistic remote gate preparation
is achieved.

Acknowledgments This work was supported by the Brazilian agencies CAPES and CNPq via Grant No.
303514/2008-6. Also, this work was performed as part of the Brazilian National Institute of Science and
Technology for Quantum Information.
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1 Introduction

Different quantum image representations (QIR’s) have been proposed in the lit-
erature [1-4], aiming not only the replication of classical algorithms, but also
effectively creating new and more efficient ways to realize image processing.

Among the most famous quantum image representation models one can find
the flexible representation for quantum images (FRQI) [1], multi-channel represen-
tation for quantum images (MCQI) [5], novel enhanced quantum representation
(NEQR) [6], and color quantum image representation (CQIR) [7]. Each one of
them has its own advantages when compared to the others. The FRQI model en-
codes the color information in a single qubit. Image recovery can be performed by
estimating the amplitudes of probability of that qubits [8]. The MCQI representa-
tion, proposed in [5], is an extension of the FRQI model for color representation.
It codes the three color channels, R, G and B, by using three qubits. The image
retrieval in the FRQI and MCQI models is done by performed by estimating the
amplitudes of probability of the qubits that code the color. In order to achieve this
measurements in many copies of the image state are necessary. According to [5]
the preparation process of both models have the same computational complexity
o(2*™).
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The FRQI model has significant imgateance for the area of quantum image
processing because presents a way to prepare a normalized state representing all
information of color and position of all the pixels of an image, allowing the de-
velopment of several strategies for image processing by quantum operations. The
MCQI model follows the advancement started with the FRQI representation and
adds a way to store the information of the three color channels R, G, and B with
significantly fewer features when compared to a classic RGB image of the same
size [9].

NEQR is a different form of representation for digital images proposed in 2013
by Zhang et al. [6]. This representation uses two state sequences to represent,
respectively, the gray level and the coordinates of each pixel in the image. Unlike
the FRQI model that used only one qubit for color representation, in this example
eight qubits are used to store the gray levels in the range of 0 to 255. Thus in the
NEQR model g+ 2n qubits are required for the representation of an 2" x 2" image
with a gray scale of 29 levels.

The main difference of the NEQR model with respect to the FRQI is the
distinction between the different shades of gray, since it uses states of the base
to represent them, unlike the FRQI model that uses amplitudes of probability.
This is the basis for all improvements in NEQR representation over FRQI. The
complexity of its generation is O(gn2%™) which gives it a quadratic gain over the
complexity of the O(2*™) model of the FRQI model.

2 New model for quantum image representation using a state that maps
all pixels having the same color

The approaches discussed in the previous sections look for more efficient ways of
processing images. The FRQI model uses the phase to decrease the amount of
qubits required to store an image, however this makes the image retrieval proba-
bilistic and it increases the complexity of some color-based operations [6]. On the
other hand, the NEQR representation makes necessary the use of a larger number
of qubits, however it has a lower complexity of preparation and it allows more
complex operations.

In this work we propose a new quantum image representation model using a
state that maps all pixels having the same color, hereafter named SCPM:

1) = 1C) | Pz (1)

The state |C),,, uses a m qubits sequence to code the color while the pixel positions
are encoded in |P),,» using n? qubits, where n? is the total number of pixels in the
image. Thus, the state used for image representation is:

2m—1

1) = 2% > le)lpipz - - pu2)- (2)
=0

In (2) the register |¢;) carries the information of the i* gray level and |pipz .. . p,2)
receives 1 at each position p, that contains the gray level i. Unlike the models
presented before, this representation does not have a relation 1 to 1 between color
and position, but rather 1 to many, in which each level of gray is directly related
to all pixels having the same color.
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An example can be seen in Fig. 1 (a) that presents a 3 x 3 grayscale image,
Fig. 1 (b) shows a table in which each level of gray is related to each position in
which it occurs and Fig. 1 (c) shows the state representing the image. In this case
we used m = 8 to generate 28 = 255 gray levels and n? = 9 qubits to represent the
positions of the image.

Cd Co
0 | 00000000
31 | 00011111
95 | 01011111
127 | 01111111
191 | 10111111
223 | 11011111

31 255 255 | 11111111

Pps

coocor oo
orococo oo
coococoo~F
o—rococooof
cooroool
cocoocoor ool
corocooof
coococor o
—ococooool¥

1

75 (|0>|001000000> + [31)|000000010) + |95)|100001000)+

1127){000010000) + [191)|000000100) + |223)[010100000)+
\255>|000000001>)

(100000000)1001000000) + 00011111)[000000010) + [01011111)[100001000)+
101111111)[000010000) + [10111111)000000100) + [11011111)[010100000)-+
\11111111>|000000001>)

Fig. 1 (a) Image 3 X 3 in gray scale, (b) mapping table between colors and positions, (c)
quantum state that represents the image.

Like the NEQR model, the SCPM uses the base states in a sequence of qubits to
represent the pixel gray levels, rather than the single-qubit probability amplitude
as in the FRQI model.

The use of orthogonal states to represent the different gray levels is the most
significant alteration of the NEQR model with respect to the FRQI. However,
unlike the NEQR model we will not associate the gray levels with the states
representing the positions. Instead, we create a superposition of all gray levels of
the selected scale and relate to them all positions in the image that contains this
level without unnecessary redundancies.

In Fig. 1 (a) a gray scale with levels between 0 and 255 is used, so eight qubits
are required to store gray level information. Thus, m + n? qubits is required to
represent an image n x n with a scale of 2" gray levels.

2.1 Quantum image preparation

In order to prepare the quantum state that represents the image, m + n? qubits
are required, so the initial state is:

o) = |0)&™ ", (3)
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From the initial state a superposition of m qubits that represents the 2" levels of
gray is created with Hadamard gates

m n2 ’ﬂ2 1 ' ’I’LZ
o) = (HE™ 0 17 o) = (1) © (0D = 22 57 @S ()

Equation (4) creates an intermediate state containing the necessary information
on the grayscale used.

The next step is to associate the state in (4) with the position information of
the pixels. For each pixel it is necessary a sub-operation, an oracle that will mark
the qubit related to the position. This operation is shown in (5):

2m—1

ve=( Y Wuler)+ (oo X) )

Jj=0,j#c

in which ¢ = {cic2...cm}, ¢ in(0,1), is a binary sequence representing the cth
gray level of a scale with 2™ levels. The operation U, corresponds to a mapping
function that, from a color, returns a marked position. Fig. 2 shows a quantum
circuit capable of creating the representation shown in Fig. 1(a).

223 255
)
[0)
|0) ——
o d 0)
[0)
|0)
[0)
v o)
[0) p |7)
[0) &
|0) &b
|0) ()
P < 0) &
[0) b
10) &
|0) ()
\ o) &

Fig. 2 Example of a grayscale image generation circuit, where ¢ represents the binary value
corresponding to the gray level and p; the image positions described in a linear fashion.

All positions need to be marked, so to create the image representation n?
operations U. as shown in (6) is required:

Ur = [Tuéwn). (6)
=1
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Thus, the application of U; in |11) makes the mapping of all the colors presented
in the image with their respective positions. The final step results in the state
presented in Equation (7).

1I) = Utly)
= [T & 1)
i1

2m—1

2
n
_ (%) 1 @02
= U, 0
];[1 ¢ o ;) 7)10)

n? 2m—1
1 () 1y ®n°
:ﬁH Z Ue"17)10)
vam j=0
1 2m _q
=—= Y lolpp2-..pn2) (7)
2 c=0

2.2 Complexity of preparation of the quantum image

It is easy to see that the complexity of preparation of |¢1) in (4) is O(m + n?).
However, the U; operation contains most of the work in the total creation op-
eration, so this discussion will focus on the number of steps of the U; operation
presented in Equation (6).

In order to discover the complexity of the operation Uy, it is necessary to
discuss the complexity of a single operation Uci). Each operation Uéi) corresponds
to the application of a m-controlled UC(Z) gate used to invert the it" qubit of the
sequence relative to the pixel positions. Thus, for the operation Uy, no more than
n? m-controlled CNOT’s are required as shown in Fig. 3.

As shown in [10] every k-controlled CNOT gate can be decomposed into (4k—8)
2-controlled CNOT’s, with presence of k — 2 ancillary qubits. In other words, a
CNOT k-controlled gate can be decomposed into no more than O(k) basic opera-
tions. Thus, the complexity of each sub-operation UC(Z) is no more than O(m) steps
by adding the required m — 2 qubits.

Thus, the complexity of the U; operation, in order to set gray levels for all
pixels in the image, is no more than O(mn?). This is the cost of preparing the
quantum representation for a n x n image with a range of levels of 2™, which
shows a slight reduction in the complexity of preparation when compared to the
NEQR model of complexity O(mgn?), where ¢ = log, n.

2.3 Image recovering

The main advantage of the NEQR model over FRQI is that the information can
be retrieved accurately. This happens because the FRQI model needs to use a
probabilistic recovery method, while the NEQR model uses measurements on the
computational basis to recover the gray levels encoded in the quantum state [6].
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=
Q}:
=

9 i

O ¢=0
. ¢=1

@

O
o—

)
|0) o
|0) b
|0) b

10) é

Fig. 3 Sub-operations for creating the quantum representation of an image.

For the SCPM model the information stored in the quantum state is retrieved
through a measurement with the operator M.

om _

1 2
Vo= 3 el o 1" ®)

When the measurement operator M, is applied, the color information recorded in
the first m qubits of the image state is retrieved. Then, projective measurements in
the canonical basis is used to retrieve the information about of the pixels positions.

The operations shown above use the same strategy used in [6]. However, in
this case there is not only retrieval of information from a single pixel. For each
measurement performed all positions that share the same gray level are recovered.
To make this clearer, one can observe Equation (9), it represents a quantum image
with 22 = 4 gray levels and n? = 4 positions:

Iy = %(|00>\0000> + [01)]0010) + [10)]0000) + \11)\11o1>) (9)
The operator M. related to Equation (9) is
Me = (100)(00] + 01) (01] +[10)(10] + [11) (1] ) & 12 (10)

if the result of the color measurement is, for example, the binary sequence (11)2,
then the superposition collapses resulting in |P) = |1101), indicating that pixels 1,
2 and 4 have the same color.
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3 Efficient recovery of a quantum image using quantum search

The recovery of a quantum image is a simple process, since all that is necessary is
the realization of measurements of the state that represents the image.

In models such as FRQI [11] and MCQI [5] it is necessary to estimate the
amplitude probabilities of the state in order to retrieve the image, since the color
information is stored in the amplitude of the superposition states, this type of
recovery is referred as “probabilistic” recovery.

Other models such as NEQR [6], CQIR [7] and SCPM, encode the color infor-
mation and position of the image directly in canonical states. Since these states
are orthogonal to each other they can be perfectly distinguished allowing a precise
retrieval of information. The recovery of this type will be referred to as “determin-
istic” recovering. Table 1 shows a comparison of the main characteristics of the
models.

QIR Color encoding Complexity Recovering

24m) Probabilistic
24m) Probabilistic

FRQI 1 angle vector — grayscale O
MCQI 3 angle vectors -+ RGB (0]

Q

NEQR qubits sequence — grayscale

o

logy L-n-2%")  Deterministic

(

(

(logy L -n-2%")  Deterministic
CQIR  qubits sequence — grayscale (
(

SCPM  qubits sequence — grayscale O(log, L - 2%™) Deterministic

Table 1 Comparison of the characteristics of the main models of quantum image represen-
tation in which L represents the number of gray levels of the coding and it is considered an
image of size 2" x 2" (adapted from [9]).

For all models that are calculations of complexity of creation of the image
states. However the complexity of the recovery of an image has not received much
attention. By making measurements in the image state, one can actually retrieve
the information coded, nevertheless we are interested in analyzing the accuracy
and more efficient ways of retrieving information from parts of the image. Thus, we
will use a quantum search algorithm to increase the probability of retrieving the
information of a given pixel, color, or a given set of them, in the models mentioned
in Table 1.

3.1 Searching in a quantum image

The Grover algorithm was initially proposed having as input an uniformly dis-
tributed superposition, however its efficient generalization for arbitrary distribu-
tions has already been demonstrated [12]. In this section it is shown how to use
quantum search in image processing.

We first prepare the state containing the image representation, as it was pre-
sented in the Section 2.1, and the operator action U; that appears in the equation
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below can be seen in detail in Equation (7),

2m—1
2 2 1
1) = U](H®m ® I%" )|0>®m+n — \/? Z [e)|pip2 - - - Pp2) (11)
c=0

In a quantum image one can look for specific position or color elements. For each
case it is possible to create a suitable oracle as shown in Fig. 4(a) (oracle that
marks a color) and in Fig. 4(b) (oracle that marks a pixel position).

(a) (b)

P) —— —

- —4 ——
Fig. 4 Types of oracles for searching in a quantum image. (a) oracle for selection of a color,
(b) oracle for selection of a position.

T

For the creation of a specific amplification operator for the image in which
2
the search is being performed, the operation U;(H®™ ® I®™") is used. The proper
operator can be seen in Equation (12):

U (H®™ & 19™)(20)(0] — I)(H®™ © 19" )U;. (12)

In Fig. 5 one can check the elaboration of a quantum circuit by gathering the
three previous steps. The Grover’s operator G is given by

G=Ur(H®™ @ 1%")(2/0)(0| — I)(H®™ @ I®™)U;Uy. (13)

The amount of applications ¢ of the G operator depends on the number of elements
in the superposition, in this case 2™. However, the parameter m defines the number
of levels in a grayscale and it is equal to 8 for most common image processing
applications, this makes the number of applications of the G operator practically
invariable or with a variation depending on the amount of gray scale levels used
and not the amount of pixels in the image.

To cite an example, in any grayscale image with 255 = 2% levels, only ¢ = 12
operator G applications will be required for the retrieval of all positions of a specific
color.
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Fig. 5 Quantum search circuit for searching in a quantum image.

3.2 Recovering an image with O(2™) copies

In any model of quantum image representation it is necessary to make measure-
ments in several copies of the image state, until the entire image can be recon-
structed. Using the SCPM model and the Grover’s search only 2" copies of the
image states are required. For example, one desires to know which pixels of the
image has the color number 127. In order to solve this problem the Grover algo-
rithm to find in the image state the element in the superposition for which the
first eight qubits are [01111111). Hence only one image state is necessary for each
color.

G

Q
=
>
>
=

N U €= U

- N

Fig. 6 Quantum quantum circuit search of the elements of a color a quantum image.

Since one can select the color to be retrieved, one can recover the image with
O(2™) copies, since this is the number of gray levels of the image all positions for
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each color are associated with the same state of the superposition that carries the
color information.

This type of approach is not feasible for quantum image representation mod-
els similar to the FRQI, since the color information is stored in the amplitudes.
Representation models such as NEQR and CQIR can also be used in conjunction
with the Grover algorithm. However for these cases the number of elements in the
search space is equal to the number of pixels in the image, hence it changes with
the size of the image, for a 2™ x 2™ image the search space has O(2%") and the

number of iterations ¢ = L%nj.

4 Quantum imaging processing using the SCPM model

In this section discussed how image processing, including color, statistics and spa-
tial operations, can be processing using the proposed representation, as well the
benefits derived from its use.

4.1 Getting the negative of an image

One of the simplest and most basic operations of image processing involving inten-
sity levels is the negative or complement. The operation representing this intensity
transformation for a range of gray levels [0,L — 1] is

s=T(r)=L-1-r (14)

where r is the intensity level of a pixel before the transformation and s the value
after processing.

c <

¢ Mneg)

HEEEERRE

p

\ : )

Fig. 7 Quantum circuit for obtaining the negative of an image.

To perform this operation using a quantum circuit, it is necessary to manipulate
the qubits used to store the color information using X gate as shown in Fig. 7.

The X gates in the circuit are equivalent to NOT logical gate, so that X|0) = |1)
and X|1) = |0). The result is that all colors are replaced by their complement
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producing the equivalent of a photographic negative. This is a type of simple
intensity transformation, but oftenly used for the enhancement of white or gray
details in dark regions of images [13].

This is just one example of color operation that can be performed on the model,
regardless of the pixel gray level individually. In fact, any similar color operations
can be performed, either on the entire image, or only in a certain area.

4.2 Calculating the histogram of a quantum image

Histograms are the basis for many imaging techniques. The histogram of an image
is basically a discrete function h(rg) = ng, where ry is the Kt intensity level on
a grayscale in an interval [0, L — 1] e nj is the number of pixels with intensity ry
[13].

Histograms are easy to calculate and provide useful statistics about images, so
they are often used in applications such as image compression and segmentation.
Some algorithms based on QIR’s for calculating histograms can be found in [7]
and [14], these algorithms use a quantum count algorithm [15], as shown in Fig. 8.

=
=

=
=

—1
Fs,

=
=

oy - -
Gk ... Gk. Gk

Fd L
|

i

Fig. 8 Quantum circuit that implements an iteration of the histogram calculation of a quan-
tum image [7].

An advantage of the SCPM model is that instead of using quantum counting
only quantum search is necessary to calculate the histogram of a quantum image.
For each color the Grover’s gate is applied 12 times (m = 8), hence, the whole
histogram is obtained after ¢t = 256 x 12 Grover’s gate application.

Fig. 9 shows a quantum search operation to find the k' gray level. Thus, the
information for creating the histogram of the image can be obtained using a simple
search to select one level of gray at a time followed by counting the number of
positions in the selected color. Thus we obtain the histogram of the image with
O(n?+/2™) operations, in which n? is the number of pixels in the image and 2™
the number of levels of gray.

5 Image segmentation

The segmentation of images has the purpose of subdividing an image into regions
or objects that compose it, so it is a widely used approach in applications such
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Fig. 9 Quantum circuit for counting the number of positions of the image for the kt"

level, where |ng) is its number of occurrences and Gy, is a search operator for level k.

gray

as: automated inspection of electronic components, or in autonomous search of
targets [13].

The most basic techniques of segmentation are based mainly on simple prop-
erties of intensity values, such as their similarity and their discontinuities. Some
quantum applications have already been proposed for segmentation [16,14,17,18]
and in this section it will be presented how the SCPM model can be used in a
segmentation algorithm in an efficient way.

5.1 Thresholding an image

The thresholding of a grayscale image is its conversion to an image only with gray
levels within a range defined by a threshold. When only one threshold is used,
the gray scale is divided in two parts and the image is called binary, with the
representation containing only two levels of intensity.

This method of transforming intensities into images is an extremely simple and
efficient way of segmenting an image due to its simplicity and low computational
cost.

Selecting a threshold T a segmented image g(z,y) can be represented as

1 if fley) > T
g(x,y>—{0 e (15)

in which f(z,y) is the original image and g(z,y) is the resulting binary image.

An example of a quantum circuit for thresholding a quantum image is given
in [18] and an example of its use can be seen in Fig. 10. Here, the gate Uopsp is
a quantum bit string comparator [19] operation is

Uc i pla)[b)[0)210)[0) = |a)[b) [v)|2)]y).- (16)
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As output the gate Usasp has a, b which are the input state sequences being com-
pared, w qubits part of its workspace, and the qubits z and y bearing information
about the result of the comparison. For example, if a = b then z =y =0, if a > b
thenzx=1andy=0and ifa<bthenzx=0ey=1[19].

m

X I
DS En

m
in |C> 2 ]» out

Fig. 10 Quantum circuit for the thresholding of an image. Here T is the selected threshold
and Uc v p is the gate that compares the colors, represented by the state |C) and the threshold.
z and y are the comparator outputs in which the comparison result is recorded [18].

According to the output of the comparator, the color in the image is replaced
by the state [0)®™ or |1)®™, making the image a binary image. One problem
with this approach is that the image could no longer be retrieved by the method
described in Section 3, since selecting one of the colors would result in a super-
position of states containing their positions. To retrieve the segmented image in
this case it is necessary to prepare multiple copies of the state. By applying an
appropriate measurement operator on each copy one can retrieve the color and
position information of each pixel.

Another approach to create a binary image can be seen in Fig. 11, on which
we use the same principle of the algorithm described in [18], but only for marking
the states according to the threshold 7. To the comparison circuit in Fig. 11(a)
it is added a gate Gy that represents the application of a search algorithm that
will select the k'" gray level of the image before a measurement is made in the
registers that holds the image information, as well as in the one that receives the
mark indicating whether the colors and read positions belong, for example, to an
object, or the background of a scene.

In Fig. 11(b) we see an imaging circuit with only two levels. Once all positions
P, have been retrieved using the circuit in 11(a) the positions are summed accord-
ing to b, this will group all the positions belonging to the background and the
highlighted object. This information is then used to create the image again as the
segmented image shown in the circuit output in Fig. 11(b).

5.2 Iterative threshold segmentation

When there is a clear distinction between the intensity distributions of the back-
ground and the objects present in an image one can use a very simple thresholding
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Fig. 11 Threshold circuits. Where in (a): T is the selected threshold and Ug s p is the gate
that compares the color, represented by the state |C), and the threshold. z and y are the
comparator outputs on which the comparison result is recorded. The Gy gate is a Grover
operator prepared to search the k*" gray level. The result of the measurement of the first
qubit by indicates whether or not the positions found belong to the bottom of the scene. In
(b): Circuit for creating the new binary image.

technique to segment the image and separate the objects from the background.
This is a type of threshold called “global” and the selection of the threshold to
be used can be obtained iteratively until a suitable threshold is found. Thus, in
order to perform a segmentation algorithm, one needs basically the calculation of
the capacity of a histogram and the average of its intensities.

Algorithm 1 Segmentation algorithm

Input: image
Output: segmented image

1. Calculate the histogram of the image using the circuit presented in Section 4.2.

2. Select the initial threshold 7' as the median of the histogram of the image,
calculated using the algorithm described by Grover [20].

3. Limit the image with the circuit described in Section 5.1 using the threshold
T and thus generating a new image with two regions R; e Ra.

4. Calculate the mean intensities values m; and ms for the two regions respec-
tively using the algorithm described by Grover[21].

5. Calculate a new threshold: 7' = ™1t™2,

6. Repeat steps 2 through 4 until the difference between the values of T in suc-
cessive iterations is less than the default parameter AT.
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6 Representation of an image in the standard RGBA

The SCPM was initially presented for the representation of grayscale images, but
the extension of the model to the representation of colored images can be easily
done.

It will be used as a reference for color coding the RGBA (red green blue alpha),
this standard allows to display all the colors of the RGB (red green blue) system,
but also allows the use of a transparency channel, an artifice used in image editing
software with layers. The byte order in the “RGBA” scheme is understood as
follows: a byte R for the red color, followed by a byte G for the green color, a byte
B for the blue color, and a byte A for the transparency of the pixel.

Starting from the same principle presented in Section 2.1 for creating the
grayscale image, the quantum state that will represent the image will contain
m + 2+ n? qubits. From the initial state a superposition will be created to repre-
sent the 272 intensity levels as shown in Equation (17)

) = (HE™H2 @ 187 g) 2 en’, (17)

The increase of 2 qubits will be responsible for a four-fold increase in the number
of states in the superposition if compared to Equation (4), this increase will be
necessary to address the new color components presented in Equation (18) as I,
where {R, G, B, A} are referenced respectively as {0, 1,2, 3}.

3 2Mm—1

=Tl = =3 3 Mielpez .. o) (18)

=0 c¢=0

Fig. 12 presents as an example a 3 x 3 image represented in the RGBA pattern
with the transparency component unchanged.

(a)

RGBA(255, 204, 0, 255)

.-- I RGBA(153, 102, 0, 255)

pizel

I RGBA(0, 204, 255, 255)
I RGBA(0, 204, 0, 255)

I RGBA(0, 102, 0, 255)

(b)

1) = \/%)<|0>|255>|100000000> + [1)[255)|100000000) + [2)[0)|100000000) + |3)|255)|100000000)
0)[0)[011100000) + |1)|204)|011100000) + [2)[255)|011100000) + |3)|255)[011100000)

0)[0)000011000) + |1)|102)|000011000) + [2)[0)[000011000) + |3)|255)|000011000)

)

)

0)]0)[000000110) + |1)[204)[000000110) + |2)[0)[000000110) + |3)|255)[000000110)

|
0)[153)]000000001) + |1)|102)[000000001) + [2)|0)|000000001) + \3>|255>\000000001>)

Fig. 12 (a) Image 3 x 3 RGBA, (b) image state.
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6.1 Increased complexity of multichannel model

The change in the number of color channels changes the preparation presented
previously because of the need to specify the intensity level for each color com-
ponent, the complexity is then modified by a constant relative to the number of
channels. This can be seen in Fig. 13, in which the same model of preparation
previously used only for one level of intensity and presented in Section 2.1 is now
replicated to the four components.

U,m 1) U,
o) S
|0) - -
0) DS
) el
) o

b - Ak

|0) H
0)
|0)

PO— 0000

|0y EEN

Fig. 13 Sub-operations for creating the quantum representation of an image in the RGBA
standard.

The same idea applies to image retrieval by simply changing the search oracle
by entering the color component to be retrieved. The use of the Grover algorithm is
still independent of the size of the image, and the increase in the number of oracle

applications required to find an element in the superposition is t = {%v?loJ = 25,

an small increase in computational effort in view of the four-fold increase in the
number of search space components.

7 Conclusion

In this work, a new quantum image representation model was presented. When
compared with other models found in the literature, the proposed quantum image
representation has lower complexity of preparation (O(m22") gates while NEQR
has O(mn2°™) gates) and image recovery O(2™) copies of the state are necessary
while NEQR requires O(2%"). As reference, a grayscale is used with 2™ levels
and an 2" x 2" image. Furthermore, it is particularly suitable for calculation of
the histogram of the image. In this case, conversely to other models it does not
require quantum counting, only quantum search is necessary. The easier way to
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obtain the histogram makes other quantum image processing tasks, like image
segmentation, eaiser to be implemented in a quantum computer.
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