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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos trés algoritmos enumerativos para o problema da clique
maxima ponderada. Todos eles dependem de uma ordenacao inicial dos vértices do gra-
fos. Duas ordens sao consideradas, em funcao dos pesos dos vértices ou dos pesos de
seus vizinhos no grafo, levando a duas versoes de cada algoritmo. O primeiro algoritmo,
denominado BITCLIQUE, é um Branch é Bound combinatorio. Ele combina de forma
efetiva adaptacgoes de varias ideias ja empregadas com sucesso para resolver o problema,
como a acao de uma heuristica de coloracao ponderada inteira, para definir limites superi-
ores assim como regras de poda e ramificacao, e o uso de vetores de bits, como estrutura de
dados para simplificar operagoes sobre o grafo.O algoritmo proposto supera os algoritmos
de Branch & Bound do estado da arte na maior parte das instancias analisadas tanto na
quantidade de subproblemas enumerados quanto no tempo de computacao demandado.

O segundo é um algoritmo de Bonecas Russas, denominado BITRDS, que
incorpora ao método uma estratégia de poda e ramificacao baseada em coloracao ponde-
rada. Testes computacionais demonstram que BITRDS reduz a quantidade o niimero de
subproblemas quando o tempo de execucao quando comparado com o melhor algoritmo
de Bonecas Russas para o problema em instancias aleatérias com densidade superior
50%. Essa diferenca cresce a medida que a densidade do grado aumenta. Além disso,
BITRDS mostra-se competitivo com BITCLIQUE, obtendo melhor desempenho em
instancias aleatdrias com densidade entre 50% e 80%.

Por tltimo, apresentamos uma cooperacao entre o método de Bonecas Russas
e o método de Busca por Resolugao. O algoritmo proposto, denominado BITBR, utiliza
tanto a coloracao ponderada quanto o limite superior dado pelas bonecas para encontrar
um nogood. O algoritmo hibrido reduz o nimero de chamadas a heuristica de coloragao,
chegando até 1 ordem de magnitude, quando comparamos com BITRDS. Porém, essa
reducao diminui o tempo de execucao apenas em poucas instancias.

Diversos experimentos computacionais sao realizados com os algoritmos pro-
postos e os principais algoritmos do estado da arte. Resultados computacionais sao apre-
sentados para cada algoritmo utilizando as principais instancias disponiveis na literatura.

Finalmente, futuras diregoes de pesquisas sao discutidas.

Palavras-chave: Algoritmos exatos. Coloracao de grafos. Paralelismo em nivel de bits.

Bonecas Russas. Busca por Resolugao.



ABSTRACT

In this work, we present three new exact algorithms for the maximum weight clique pro-
blem. The three algorithms depend on an initial ordering of the vertices. Two ordering are
considered, as a function of the weights of the vertices or the weights of the neighborho-
ods of the vertices. This leads to two versions of each algorithm. The first onde, called
BITCLIQUE, is a combinatorial Branch & Bound algorithm. It effectively combines
adaptations of several ideas already successfully employed to solve the problem, such as
the use of a weighted integer coloring heuristic for pruning and branching, and the use of
bitmap for simplifying the operations on the graph. The proposed algorithm outperforms
state-of-the-art Branch & Bound algorithms in most instances of the considered in terms
of the number of enumerated subproblems as well in terms of computational time

The second one is a Russian Dolls, called BITRDS, which incorporates the
pruning and branching strategies based on weighted coloring. Computational tests show
that BITRDS reduces both the number of enumerated subproblems and execution time
when compared to the previous state-of-art Russian Dolls algorithm for the problem
in random graph instances with density above 50%. As graph density increases, this
difference increases. Besides, BITRDS is competitive with BITCLIQUE with better
performance in random graph instances with density between 50% and 80%.

Finally, we present a cooperation between the Russian Dolls method and the
Resolution Search method. The proposed algorithm, called BITBR, uses both the weigh-
ted coloring and upper bounds given by the dolls to find a nogood. The hybrid algorithm
reduces the number of coloring heuristic calls, reaching up to 1 order of magnitude when
compared with BITRDS. However, this reduction decreases the execution time only in
a few instances.

Several computational experiments are carried out with the proposed and
state-of-the-art algorithms. Computational results are reported for each algorithm using
the main instances available in the literature. Finally, future directions of research are

discussed.

Keywords: Exact Algorithm. Graph coloring. Bit-Level Parallelism . Russian Dolls.

Resolution Search.



RESUME

Dans ce travail, nous présentons trois nouveaux algorithmes pour le probleme de la cli-
que de poids maximum. Les trois algorithmes dépendent d’un ordre initial des sommets.
Deux ordres sont considérés, I'un en fonction de la pondération des sommets et ’autre en
fonction de la taille voisinage des sommets. Le premier algorithme, que nous avons appelé
BITCLIQUE, est une algorithme de séparation et évaluation. Il réunit efficacement plusi-
eurs idées déja utilisées avec succes pour résoudre le probleme, comme l'utilisation d’une
heuristique de coloration pondérée en nombres entiers pour 1’évaluation ; et I'utilisation
de vecteurs de bits pour simplifier les opérations sur le graphe. L’algorithme proposé
surpasse les algorithmes par séparation et évaluation de I’état de 'art sur la plupart des
instances considérées en terme de nombre de sous-problemes énumérés ainsi que en terme
de temps d’exécution.

La seconde version est un algorithme des poupées russes, BITRDS, qui integre
une stratégie d’évaluation et de ramification de noeuds basée sur la coloration pondérée.
Les simulations montrent que BITRDS réduit a la fois le nombre de sous-problemes traités
et le temps d’exécution par rapport a I'algorithme de ’état de ’art basée sur les poupées
russes sur les graphes aléatoires avec une densité supérieure a 50

Enfin, nous présentons une coopération entre la méthode poupées russes et
la méthode de “Resolution Search”. IL’algorithme proposé, appelé BITBR, utilise au
méme temps la coloration pondérée et les limites supérieures donnés par les poupées pour
trouver un “nogood”. L’algorithme hybride réduit le nombre d’appels aux heuristiques
de coloration pondérée, atteignant jusqu’a 1 ordre de grandeur par rapport a BITRDS.

Plusieurs simulations sont réalisées avec la algorithmes proposés et les algorith-
mes de I’état de I’art. Les résultats des simulations sont rapportés pour chaque algorithme
en utilisant les principaux instances disponibles dans la littérature. Enfin, les orientations

futures de la recherche sont discutées.

Keywords: Algorithme Exact. Coloration de graphes. Parallélisme au niveau du bit.

Poupées russes. Recherche par résolution.
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1 INTRODUCAO

O problema da clique ponderada méaxima (CLIQUE PONDERADA) pode
ser apresentado da seguinte maneira: dado um grafo G com peso w(v) associado a cada
vértice v € V(G), encontre uma clique C' (ou seja, um subconjunto de vértices adjacentes
entre si) tal que a soma dos pesos dos vértices em C seja a maior possivel. Este problema
é N'P-dificil, mesmo quando todos os pesos sao iguais Karp (1972). Quando isso acontece,
ele é referenciado simplesmente como o problema da clique maxima (CLIQUE).

O problema CLIQUE é um dos mais estudados em otimizac¢ao combinatéria.
Além de ser equivalente a outros problemas centrais em teoria dos grafos, como conjunto
independente mdximo (Ver Capitulo 2), ele aparece frequentemente como subestrutura
em varios problemas importantes de otimizacao combinatéria.

Em termos praticos, CLIQUE tem um extenso ntmero de aplicacoes em di-
versas areas. A restricao de adjacéncia, que aparece em CLIQUE, pode representar, por
exemplo, a escolha de elementos nao-conflitantes de um conjunto (faixas de frequéncia,
horarios escolares) ou ainda de elementos que compartilhem um recurso (atividades de
um mesmo operador, atores de uma certa comissdao). Dentre as aplicages citadas na
literatura, encontramos:

e Selecao de projetos Christofides (1975).

e Economia Boginski, Butenko, and Pardalos (2006).
Teoria de Cédigos Brouwer et al. (1990); Sloane (1989).
Bioinformatica e Computacao biolégica Tomita and Seki (2003); Butenko and Wi-
Thelm (2005).
e Visao ComputacionalHotta, Tomita, and Takahashi (2003).
RobéticaSegundo et al. (2010).
Determinagao de vencedores em leiloes combinatérios Wu and Hao (2015).
Redes Sociais McClosky and Hicks (2012); Trukhanov et al. (2013); Gschwind et al.
(2015).

Devido a sua grande importancia, existem trés levantamentos bibliograficos

sobre o problema Pardalos and Xue (1994); Bomze et al. (1999); Wu and Hao (2014).

Mais ainda, a versao ponderada de CLIQUE ocorre naturalmente em um

grande nuimero de problemas reais. Nesta tese, estamos especificamente interessados em
resolver o caso ponderado.

Do ponto de vista algoritmico, varios procedimentos, para resolver CLIQUE
PONDERADA de forma exata, ja foram desenvolvidos usando técnicas de programacao
matematica Nemhauser and Trotter (1975); Nemhauser and Sigismondi (1992); Rossi
and Smriglio (2001); Rebennack et al. (2011); Warrier et al. (2005) ou métodos combi-
natérios Carraghan and Pardalos (1990b); Balas and Xue (1991); Babel (1994); Balas and
Xue (1996); Ostergard (1999); Warren and Hicks (2006); Yamaguchi and Masuda (2008);
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Kumlander (2008); Shimizu et al. (2012); Held, Cook, and Sewell (2012).

Em programagao matematica, o estudo do politopo do conjunto independente
(clique em G) foi iniciado em Padberg (1973). Diversas desigualdades vélidas e face-
tas sdo conhecidas para este politopo. Em Rebennack et al. (2011), encontramos uma
lista de desigualdades validas e algoritmos especializados para a separacao delas. Essas
desigualdades validas e suas rotinas de separacao levam ao desenvolvimento de varios
algoritmos de Branch & Cut. Todavia, o tempo exigido para realizar a rotina de se-
paragao e a resolucao das relaxacoes lineares nem sempre justifica a melhoria dos limites
superiores proporcionada pela inclusao dos cortes (exceto para grafos com densidade mais
alta). Dessa maneira, a maior parte dos algoritmos de Branch & Cut sao superados por
algoritmos de Branch & Bound combinatdrios.

O algoritmo Branch € Bound combinatério mais utilizado para CLIQUE
PONDERADA é CLIQUEROstergard (2002). Ele utiliza um método de busca que,
mais tarde, ficou conhecido como método das Bonecas RussasVerfaillie, Lemae, and Schiex
(1996). Um uso interessante dele acontece na resolugao de subproblemas de geragao de
colunas para um modelo de coloracao de grafos Gualandi and Malucelli (2012). Neste
caso, ele pode ser usado tanto como heuristica para encontrar uma clique ponderada com
peso acima de um certo valor ou como método exato para encontrar uma clique ponderada
méaxima. Porém, sua utilizacao fica comprometida devido a seu desempenho abaixo do
esperado em grafos mais densos (com pelo menos 50% das arestas de um grafo completo).

O algoritmo proposto por Yamaguchi e Masuda, denominado aqui por YM Yamaguchi
and Masuda (2008), veio para sanar esse problema. Ele utiliza um procedimento de limite
superior baseado no caminho mais pesado, no grafo direcionado obtido a partir de uma
ordem p dos vértices. Testes computacionais, realizados em grafos aleatérios, comprova-
ram que ele é mais eficiente que CLIQUER para grafos com densidade superior a 50%.
Sua superioridade cresce a medida que a densidade do grafo aumenta. Além disso, ele
também é mais eficiente que o algoritmo proposto em Kumlander (2008), denotado por
DK.

O algoritmo DK ¢é um algoritmo de Boneca Russas que incorpora um limite
superior baseado no que nés chamamos de coloragao ponderada particionada (Ver Capitulo
3). Yamaguchi e Masuda mostraram que seu procedimento de limite superior (caminho
mais pesado) é melhor teoricamente que o utilizado por Kumlander (coloragao ponderada
particionada).

Em 2012, Held, Cook e Sewell Held, Cook, and Sewell (2012) desenvolveram
um algoritmo de Branch & Bound, que identificamos por HCS, adotando as ideias presen-
tes em Balas and Xue (1991); Babel (1994); Warren and Hicks (2006); Sewell (1998). O
algoritmo foi utilizado para resolver o subproblema de pricing do problema de coloracao
de grafos. Nesse trabalho, os autores geraram um conjunto de instancias do problema do

conjunto independente ponderado mdximo, oriundas do subproblema de pricing (algumas
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delas ocorreram depois de centenas de iteragoes do algoritmo de geracao de colunas). Elas
sao denominadas instancias EXACTCOLOR.

O algoritmo HCS foi comparado com o algoritmo CLIQUER e outros dois
algoritmos de Branch €& Cut dos resolvedores GUROBI 3.0.0 e CPLEX 12.2. A perfor-
mance de HCS foi observada no conjunto de 25 instancias dificeis de EXACTCOLOR.
CLIQUER foi o mais eficiente para as instancias com densidade inferior a 50%. Para
densidade maior ou igual 97%, os algoritmos de Branch & Cut foram os mais eficientes.
Porém, os dois falham nas situacoes contrarias, ou seja, CLIQUER falha em densidades
maior ou igual 97% enquanto os algoritmos de Branch & Cut tem um desempenho po-
bre em grafos esparsos. Diferentemente deles, HCS mostrou-se competitivo em instancias
de todas densidades, obtendo melhor desempenho que os concorrentes nas faixas inter-
mediarias de densidade.

Por outro lado, o algoritmo HCS nao foi comparado nem tedrica ou computa-
cionalmente com outros algoritmos de Branch & Bound da literatura, como YM. Mesmo
com varios algoritmos disponiveis na literatura, com comprovada eficiéncia, ainda ha
espago para a proposicao de outros procedimentos que possa apresentar desempenho ainda
melhor. Essa demanda justifica-se pela importancia do problema e sua recorréncia, as-
sim como a necessidade freqiiente de resolucao consecutiva de varias instancias do mesmo,
como ocorre no processo de geragao de colunas para coloragao de grafosMehrotra and Trick
(1996); Gualandi and Malucelli (2012); Held, Cook, and Sewell (2012) ou em procedimen-
tos gerais de geracgao de cortes para problemas de otimizacao combinatéria variadosCorréa
et al. (2015). Essa é uma das motivagoes principais do nosso trabalho.

Apresentamos, nesta tese, novos algoritmos para CLIQUE PONDERADA e
avaliamos seus desempenhos frente aos algoritmos do estado da arte para o problema

No Capitulo 4, apresentamos um algoritmo de Branch ¢ Bound mais eficiente
que HCS e YM, que combina também as ideias presentes Balas and Xue (1991, 1996);
Babel (1994); Warren and Hicks (2006); Sewell (1998) e ainda idéias mais recentes apre-
sentadas em Tomita et al. (2010); Segundo et al. (2010); Segundo, Rodriguez-Losada, and
Jimenez (2011); Corréa et al. (2014), denominado BITCLIQUE. Embora a maior parte
dos ingredientes usados em nosso algoritmo ja esteja disponivel na literatura, a forma
como combinamos foi capaz de produzir melhor desempenho computacional.

Antes da apresentacao de BITCLIQUE, que usa coloracao ponderada inteira
como limite superior empregado na poda durante o processo enumerativo, procuramos
justificar, no Capitulo 3, nossa escolha por esse limite em lugar de outros ja propostos
na literatura. Assim mostramos teoricamente que o limite superior baseado em uma
heuristica de coloragao ponderada inteira é, em potencial, equivalente aquele produzido
pelo caminho de maior peso, como utilizado em YM. Através de testes computacionais,
mostramos que nosso procedimento de limite superior, denominado BITCOLOR, apre-

senta melhor compromisso entre a qualidade do limite superior e o tempo gasto para
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calculd-lo do que seus competidores diretos (YM e HCS). Um dos pontos-chave para
a boa eficiencia computacional da heuristica BITCOLOR . encontra-se na forma como
sao efetuadas as operagoes sobre o grafo, sobretudo cédlculo da vizinhanga dos vértices.
Em nosso algoritmo, implementamos o grafo e as estruturas relacionadas a ele através
de vetores de bits (bitmaps). Essa estrutura de dados possibilita realizar operagoes como
uniao e intersec¢ao de conjuntos com menos instrugoes Segundo et al. (2010); Segundo,
Rodriguez-Losada, and Jimenez (2011); Segundo et al. (2013). Além disso, adotamos
uma ordem fixa p dos vértices, que serd utilizada para organizar os bits nos vetores de
bits e usada para selecionar os vértices durante a heuristica de coloragao. Por isso, nosso
algoritmo BITCLIQUE ¢ apresentado em duas versoes, que variam de acordo com a
ordem inicial dos vértices escolhida. Para avalia-las, realizamos extensos experimentos
computacionais. Ainda no Capitulo 4, apresentamos uma comparacao dos resultados
computacionais entre os algoritmos de Branch & Bound (aqui proposto e da literatura)
tendo como base os principais conjuntos de instancias disponiveis na literatura.

No Capitulo 5, apresentamos a estrutura geral do Algoritmo de Bonecas Rus-
sas para CLIQUE PONDERADA, proposto por Ostergard em Ostergard (2002). De-
pois, mostramos nossas intervengoes na estrutura geral para incorporar eficientemente a
heuristica de coloragao ponderada como procedimento de limite superior e regra de rami-
ficacdo. Aqui, utilizamos uma versao modificada da heuristica BITCOLOR. Geramos um
algoritmo, chamado BITRDS, também apresentado em duas versoes. Uma comparac¢ao
computacional é efetuada entre BITCLIQUE, BITRDS e CLIQUER.

No Capitulo 6, apresentamos o método de Busca por Resolucao proposto por
Chvatal em Chvéatal (1997) para problemas gerais em programagao inteira 0-1. Em se-
guida, apresentamos as nossas adaptacoes ao método para aplicacao a CLIQUE PONDE-
RADA. Uma hibridizagao entre nossos algoritmos de BITRDS e Busca por Resolugao é,
entao, proposta. Testes computacionais sao executados e uma comparacao entre todos os
algoritmos propostos é feita nesta tese.

No Capitulo 7, apresentamos uma conclusao revendo as principais contri-
buigoes presentes nesta tese. Apontamos também perspectivas para aprimoramentos e
extensoes do trabalho.

No Apéndice A, discutimos o problema da enumeracao de cliques com o peso
acima de um limiar. Apresentamos duas variacoes do algoritmo classico de Bron-Kerbosch
para esse problema. Além disso, adaptamos esses algoritmos para resolver o problema
da CLIQUE PONDERADA e comparamos tais algoritmos de enumeracao “exaustiva” de
cliques maximais com o algoritmo BITRDS1, utilizando grafos de conflitos gerados a
partir de problemas de programacao inteira e os grafos gerados aleatoriamente.

No que diz respeito aos resultados desta tese, uma apresentacao inicial do
algoritmo BITCLIQUE foi publicado nos anais do Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Ope-
racional (SBPO) em 2015Tavares et al. (2015). Uma versao estendida do algoritmo BIT-
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CLIQUE foi publicada no ano seguinte nos anais do SBPOTavares et al. (2016). Os
capitulos 4 e 5 formam um tunico trabalho, intitulado ”FExact algorithms for Maximum
Weight Clique Problem” que serd submetido a um periddico. Ressaltamos que parte
deste trabalho foi realizado durante o periodo em cotutela internacional com a Université
D’Avignon sob a orientacao do Prof. Philippe Michelon, pesquisador francés vinculado
ao projeto Solving Combinatorial Optimization Problems with Stable Sets Constraints
(http://lia.ufc.br/sticamsud/) do Programa STIC-AmSud-Capes. Durante um ano
e meio, eu estive afastado das minhas atividades docentes da Universidade Federal do

Ceara no Campus de Quixada para a realizacao desta tese.


http://lia.ufc.br/sticamsud/
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2 DEFINICOES BASICAS

Neste capitulo, revisamos os principais conceitos de grafos e apresentamos a
notagao utilizada ao longo do texto. Além disso, exibimos as principais formulagoes para

o problema da clique maxima ponderada e alguns tipos de coloracoes ponderadas.

2.1 Grafos Simples

Um grafo G é par ordenado (V, E') composto por um conjunto finito V', cujos elementos
sao denominados vértices, e por um conjunto £ C {{u,v} : u,v € V,u # v}, cujos
elementos sdo denominados arestas. Para todo grafo G, denotamos V(G) e E(G), res-
pectivamente, os conjuntos de vértices e arestas de G. Designamos por n = |V(G)| e
m = |E(G)| a quantidade de vértices e arestas, nessa ordem.

Para cada aresta e = {u,v}, dizemos que u e v sdo suas extremidades, e
que u e v sao vizinhos ou adjacentes. A vizinhanca de um vértice v, denotado por
N(v)( Ng(v) quando o grafo de referéncia G precisa ser explicito), é o conjunto de todos
os vértices vizinhos de v. O grau de um vértice v, denotado por d(v), é a cardinalidade
de sua vizinhanca.

Um grafo H é dito subgrafo de G, representado por H C G, se V(H) C V(G)
e E(H) C E(G). Um grafo é dito subgrafo induzido por S C V(G), caracterizado por
G[S], se seu conjunto de vértices é S e o seu conjunto de arestas é formado pela arestas
{i,j} taisque i € S e j € S. Logo, G[S] = (S, EN(S x 9)).

O complemento de um grafo G = (V, E), denotado por G, é o par (V, E),
composto pelo conjunto de vértices V' e pelo conjunto de arestas

E={{i,j}i,jeVi#je{ij}¢E}

Um conjunto de vértices C' C V' é uma clique se todo par de vértices em C' é
adjacente entre si. Uma clique C de G é dita maximal se nao existe uma clique C’ de
G tal que C' C C'. Uma clique C é dita maxima se nao existe uma clique C’ de G tal
que |C’| > |C|. O problema CLIQUE consiste em determinar a clique méxima de G. O
tamanho da clique maxima G ¢é denotado por w(G).

Do ponto de vista tedrico, é interessante notar que o problema decisao associ-

ado é N'P-completo Karp (1972):
ENTRADA:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.

PERGUNTA: Existe um clique C' em G tal que |C| > k7
Do ponto de vista pratico, o problema CLIQUE tem um grande nimero de

aplicagoes préticas em diversas dreas: Selecao de Projetos Christofides (1975), Econo-
mia Boginski, Butenko, and Pardalos (2006), Teoria de Cédigos Brouwer et al. (1990);
Sloane (1989), Bioinformatica e Computagao Biolégica Tomita and Seki (2003); Bu-
tenko and Wilhelm (2005), Visao ComputacionalHotta, Tomita, and Takahashi (2003),
RobéticaSegundo et al. (2010), etc.
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Devido a sua grande importancia, existem trés levantamentos bibliograficos
sobre o problema Pardalos and Xue (1994); Bomze et al. (1999); Wu and Hao (2014).

O problema da clique maxima é estritamente equivalente a outros dois proble-
mas conhecidos de otimizagao combinatéria: problema do conjunto independente maximo
e o problema da cobertura de vértices minima, que serao apresentados a seguir.

Um conjunto de vértices S C V é um conjunto independente de G se todo
par de vértices em S nao é adjacente entre si em G. Um conjunto independente S de G
¢ dito maximal se nao existe um conjunto independente S’ de G tal que S C S’. Um
conjunto independente S é dito maximo se nao existe um conjunto independente S’ tal
que |S’| > |S|. O problema INDEPENDENTE consiste em determinar o conjunto inde-
pendente maximo de G. O tamanho do conjunto independente maximo de G' é denotado
por aG).

Um conjunto de vértices K C V é uma cobertura de vértices de G se toda
aresta {i,j} € F(G) tem, pelo menos, uma extremidade no conjunto K. Dado um grafo
G, o problema COBERTURA consiste em determinar uma cobertura de vértices de G
com a menor cardinalidade.

A seguinte relagao existe entre os problemas apresentados:

e (' é uma clique maxima de G se somente se C' é um conjunto independente maximo
de G

e C é um conjunto independente maximo de G se somente se V \ C' é uma cobertura
minima de G

A Figura 1 ilustra a relacao entre os trés problemas citados.

Figura 1 — A relagao entre a clique maxima, conjunto independente maximo e cobertura
minima de vértices. O grafo da direita, denotado por GG, é o complemento do grafo da
esquerda denotado por G. O conjunto de vértices {4,5,6} define a clique maxima de G e

o conjunto independente maximo de G. O conjunto de vértices {1,2,3} representa a
cobertura minima de G.

@, F—
a 4
- o

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um limite superior para w(G) pode ser obtido através de uma partigdo do

conjunto de vértices em conjuntos independentes. Uma partigao de um conjunto A é



23

Figura 2 — Relagao entre o problema CLIQUE e CLIQUE PONDERADA: o conjunto de

vértices {4,5,6} é uma clique maxima de G , mas nao é a clique méxima de ponderada

de G, que é definida por {1,2}.

.\Q

Fonte: Elaborada pelo autor.

qualquer colecao A, Ao, ..., A, de subconjuntos nao vazios de A tal que U ;A; = A e
A;NA; =0 paratodol1 <i<j<n.

Uma k-coloragao de um grafo G' é uma particao do conjunto de vértices V' em
conjunto independentes S, ..., S,. O menor valor k para o qual existe uma k-coloracao
¢ chamado de numero cromdtico de G denotado por x(G). O nimero cromético de G é
um conhecido limite superior para w(G), ou seja,

w(G) < X(G)

Determinar y(G) é um problema N P-dificil, porém encontrar uma coloragao,
que fornece um limite superior para x(G) e, conseqiientemente para w(G), pode ser feita
por diversos procedimentos polinomiais, comumente chamados heuristicas de coloracao.

Um grafo ponderado, denotado por (V, E,w) ou (G, w), é composto por um
grafo G e uma funcao de ponderacao dos vértices w : V- — RT . O peso de um vértice
v, denotado por w(v), é o peso associado ao vértice v pela funcdo w. O peso de um
conjunto S C V, denotado w(S), representa a soma dos pesos de todos os vértices de S.
O peso da clique com peso méximo de G é denotado por w(G,w). O seguinte problema
sera investigado nesta tese:

Problema 1 Dado um grafo ponderado G = (V,E,w) com w : V. — Z*, o problema
CLIQUE PONDERADA consiste em determinar uma clique de G com peso mdximo.

A Figura 2 ilustra a diferenca entre o problema CLIQUE e CLIQUE PONDE-
RADA.

Uma coloragao ponderada de um grafo ponderado G = (V, E, w) é um par
(S,y) composto por uma colegdo de conjuntos independentes S = {Si,..., Sy} e uma
funcao de ponderacao dos conjuntos independentes y : S — R satisfazendo a seguinte

propriedade

> y(S) = ww) YweV(G) (1)

SeSwes
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Em particular, se a imagem da func¢ao y é Z (Q) chamamos a colora¢ao pon-
derada de inteira (respectivamente, fraciondria).
O peso y(S) da coloragdo ponderada (S,y) é dado pelo somatério dos pesos

dos conjuntos independentes, ou seja,

y(S) =Y _y(S) (2)

SeS

O ndmero cromético ponderado inteiro (fracionério), denotado por x(G,w)
(xf(G,w)), é o peso de uma coloracao ponderada inteira (fracionario) minima. O ntimero
cromdtico ponderado inteiro (fraciondrio) é um conhecido limite superior para w(G,w).

Mais precisamente, temos

w(G,w) < x(Gw) < x(G,w) (3)

2.2 Grafos Direcionados

Um grafo direcionado 8 é um par ordenado (V, A), composto por um conjunto finito
V', cujos elementos sdo denominados vértices, e por um conjunto A C {(u,v) : u,v €
V,u # v}, cujos elementos sdo denominados arcos. Diferentes das arestas, os arcos sdo
pares ordenados.

Para cada arco (u,v), dizemos que u é a extremidade inicial e que v é a
extremidade final; dizemos ainda que v é um vizinho positivo de u e que u é um vizinho
negativo de v.

Para cada vértice v, os conjuntos N7t (v),N~(v) sdo, respectivamente, a vi-
zinhanga positiva de v, definida como {u : (v,u) € A}, e a vizinhanga negativa,
definida como {u : (u,v) € A}.

Um passeio orientado em um grafo direcionado é uma sequéncia finita de
vértices (vy,vg, ..., vx) tal que existe um arco (v, v;41) para todo?=1,...,k—1. Se ndo
houver repeticao de vértices , o passeio é um caminho orientado. Se apenas o primeiro
e o ultimo vértices sao iguais, o passeio ¢ um ciclo orientado. Um grafo direcionado que
nao possui ciclos orientados é um grafo direcionado aciclico.

Um grafo direcionado ponderado, denotado por (V, A, w), é composto por
um grafo direcionado 3 e uma funcao de ponderacao w : V. — R™T.

O peso de um caminho direcionado P em 8 ¢ dado pela soma dos pesos
de todos os vértices de P.

Dados um grafo G = (V, E) e uma sequéncia dos vértices p = [p1,..., pjv(],
o grafo direcionado aciclico induzido por p, denotado Bp, ¢é obtido trocando cada
aresta {p;, p;} € E(i < j) em G por um arco de p; para p;. Logo,

A={(pi.pj)  {pi,p;} € E,i < j}
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A Figura 3 ilustra a obtencao do grafo direcionado aciclico induzido por uma
sequéncia de vértices p.

Figura 3 — O grafo da esquerda é um grafo ponderado utilizado para obter o grafo
direcionado aciclico induzido pela sequéncia (1,2,3,4,5,6) (grafo da direita).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dado um grafo direcionado aciclico 8 e uma vértice v € V, o peso do ca-
minho com peso maximo terminado em v é denotado por 6(8,0). O peso do
caminho com peso maximo de a,denotado 6(8), e portanto max,cy ((G,v).

Em Yamaguchi and Masuda (2008), o seguinte teorema é apresentado, relaci-
onando o caminho com peso maximo em 8p, dada uma sequéncia p dos vértices, e o peso
da clique ponderada maxima em G .

Teorema 1 Yamaguchi and Masuda (2008) Para um grafo ponderado G = (V, A,w) e
uma seqiencia p, w(G,w) < (G ,)

Prova Seja K uma clique maxima em G. Para qualquer sequéncia p, 8 , tem um caminho
que contém todos os vértices em K. Logo, w(G) = w(K) < é(ap).

Dado um grafo ponderado e uma sequéncia p dos vértices, o Algoritmo 2.1

calcula ¢(v, 8,)) para todo vértice v.

Algorithm 2.1 O algoritmo CaminhoMaisPesado recebe um grafo G e uma sequéncia p,
e devolve o caminho mais pesado no grafo Hp terminando em cada vértice
1: function CAMINHOMAISPESADO(G, w, p, {)
2: for v € V do
L(v) < w(v)
for i < 1 até n do
for j < i+ 1até ndo
if (p;,p;) € E(G,) then
((p;) = max{l(p;), {(p:) +w(p;)}
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2.3 Formulacoes

A formulacao mais simples para o problema da clique maxima ponderada é a formulagao
por aresta. Nesta formulagao, uma varidvel x; € {0,1} é associada a cada vértice i. Se

x; = 1 entao o vértice i esta na clique; caso contrario, o vértice ¢ nao esta.

maximize Z w;x; (4)
i=1

sa. r;+x; <1, Vi, j}eFE (5)

z; € {0,1} eV (6)

A restricao (5) garante que, no maximo, um vértice pode ser escolhido em cada néo aresta.
A restrigao (6) garante que todas as varidveis sao bindrias.

Um estudo desta formulacao foi conduzido por Nemhauser e Trotter Nemhau-
ser and Trotter (1975). Eles mostraram que, se © = (z1, 23, ...,%,) ¢ um ponto extremo
da regido vidvel da relaxacdo linear de (4), (5) e (6), entdo cada z; € {0,1,1}. Além
disso, se uma variavel x; = 1 na solucao otima da relaxacao linear da formulacao, entao
x; = 1 em pelo menos uma solucao 6tima da formulacao inteira.

Note que esta propriedade pode ser aproveitada em um algoritmo enumerativo.
Contudo, na maior parte dos casos, poucas varidveis assumem um valor 1 na solucao
6tima da relaxacao linear. A diferenca entre o valor 6timo do problema inteiro e de sua
relaxacao linear é bastante grande. Isso representa uma séria restricao da utilizacao dessa
formulagao em um algoritmo de Branch & Bound.

Uma formulagao alternativa considera uma restricao para cada conjunto inde-

pendente maximal de G. A varidvel x; é definida como anteriormente.

n

maximize Z Wi (7)
i=1
subject to Z <1, VSeS§ (8)
{S:ieS}
i € {0,1} ieV 9)

onde § é o conjunto de todos os conjuntos independentes maximais de G.

A restrigao (8) garante que podemos escolher no maximo um vértice em cada
conjunto independente de G.

Embora a diferenca esperada entre a solucao 6tima dessa formulacao e sua
relaxacao linear seja menor que da formulacao por arestas, resolver o problema relaxado
é N P-dificil em grafos arbitrarios. Porém, qualquer solugao viavel para seu dual é um
limite superior para w(G,w).

O dual da formulacao por conjuntos independentes maximais é definido da



27

seguinte maneira:

minz Ys (10)

Ses

S. a Z ys > w(i), Yi=1,....n (11)
{S:ieS}
ys =2 0 Ses (12)

onde yg é o peso do conjunto independente S.

Note que as desigualdades do problema dual sao exatamente aquelas que defi-
nem uma coloracao ponderada. Logo, este problema determina uma coloragao ponderada
minima, que fornece um limite superior para w(G,w). Na verdade, a coloragao ponderada
do grafo G também gera limites superiores para as cliques ponderadas de cada subgrafo,
como segue:

Proposicao 1 Seja (S,y) uma coloragio ponderada para um grafo ponderado (G,w).
Dado V' C V. Seja S[V'|={S €S:SNV'#0}. Entao,
y(SV']) =z w(G[V'],wV")
onde w|V' € a fun¢ao w restrita ao conjunto V'.
Esse limite superior pode ser obtido através de heuristicas de coloracao pon-

derada. Na proxima secao, apresentaremos alguns tipos de coloragoes ponderada.

2.4 Coloracoes Ponderadas

Uma coloracao ponderada pode ser entendida como uma solucao viavel para o dual da
formulagao por conjunto independentes. Uma solucao viavel pode ser obtida de diver-
sas maneiras. Para facilitar a referéncia atribuimos uma denominacao diferente a cada
coloracao ponderada, de acordo com a forma usada para obter a solucao viavel correspon-
dente. A seguir, apresentamos os seguintes tipos de coloracao ponderada utilizadas para
gerar limites superiores para CLIQUE PONDERADA:

e Coloragao Ponderada Trivial.

e Coloracao Ponderada Particionada.

e Coloracao Ponderada Inteira.

2.4.1 Coloragao Ponderada Trivial

Uma coloracao ponderada trivial de G é uma colecao de conjuntos independentes
= {S1,...,Sk} com uma fungdo de peso y : S — Z* tal que a cardinalidade de cada
conjunto independente é 1 e o seu peso € igual ao peso do vértice que o define.
A Figura 4 ilustra uma coloracao ponderada trivial.

Uma coloragao ponderada trivial pode ser obtida através do seguinte algoritmo:
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Figura 4 — Coloragao ponderada trivial: o peso da coloragao ponderada trivial de G é
13. A clique maxima ponderada de G € 6.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Algorithm 2.2 Heuristica de Coloracao Ponderada Trivial

function COLORAGAOTRIVIAL(G, w, p)

141

UV

while U # () do
Seja v o primeiro vértice em U seguindo a ordem p
Si — {’U}
y(5i) < w(v)
U+ U\{v}
11+ 1

return 3. y(S;)

Observe que o peso da coloracao ponderada trivial obtida pela heuristica nao
depende da ordem em que os vértices sao escolhidos durante a sua execucgao.

O custo computacional para obter essa coloracao pode ser considerado insig-
nificante, porém a qualidade do limite superior é baixa. Apesar disso, essa coloragao foi
utilizada nos algoritmos Branch ¢ Bound para CLIQUE PONDERADA, proposto em
Carraghan and Pardalos (1990a); Ostergard (1999), obtendo bons resultados em grafos

esparsos.

2.4.2 Coloragao Ponderada Particionada

Uma coloragcao ponderada particionada de G é composta por uma particio S =
{S1,...,Sk} dos vértices V' e uma funcao de peso y : S — ZT. O peso de cada conjunto
independente é dado pelo maior peso dos vértices que ele contém.

A Figura 5 ilustra uma coloracao ponderada particionada obtida seguindo a
ordem (6,5,4,3,2,1).
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Figura 5 — A coloracao ponderada particionada de G mostrada na figura tem peso 8 e a
clique maxima ponderada de G ¢é 6.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma coloragao ponderada particionada pode ser obtida através do se-

guinte algoritmo:

Algorithm 2.3 Heuristica de Coloracao Ponderada Particionada
function COLORAGAOPARTICIONADA(G, w, p)

141

U<V

while U # () do
Encontre um conjunto independente maximal S; em G[U] seguindo a ordem p.
y(S;) < maz,es,w(v)
U<+ U\{S:}
1 i+1

Avenali (2007) utiliza uma versao fraciondria da coloragao particionada para
obter limites superiores em seu algoritmo de Resolution Branch € Bound.

Kumlander (2008) usa uma coloragdo ponderada particionada em seu algo-
ritmo de Branch & Bound para CLIQUE PONDERADA. O autor usa a ordem decrescente
de pesos dos vértices para definir a sequéncia dos vértices p. Essa coloracao ponderada
inteira é realizada, uma tunica vez, no né raiz do Branch & Bound e utilizada para deter-
minar os limites superiores, em cada no, da arvore de Branch & Bound.

Em Fang et al. (2014), uma coloragao ponderada particionada é utilizada para
codificar o problema da clique maxima ponderada em um problema de satisfabilidade
maxima (MaxSat) ponderada. Técnicas de resolvedores de MaxSat sao utilizadas para
encontrar um limite superior mais apertado.

Em geral, os algoritmos que utilizam esse tipo de coloracao ponderada conse-

guem obter bons resultados para grafos mais densos.
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2.4.3 Coloragao Ponderada Inteira

Uma coloragao ponderada inteira de G é um conjunto de conjuntos independentes S =

{S1, ..., Sk} juntamente com seus pesos inteiros positivos tais que Z ys = w(v), para

Seswes
todo v € V(G). O peso da coloragdo ponderada inteira é dado pela soma dos pesos dos

conjuntos independentes.

Uma coloragao ponderada inteira pode ser obtida pelo seguinte processo ite-
rativo: Para cada vértice v, uma variavel res(v) representa o peso residual de v, ou seja,
a diferenca entre w(v) e soma dos conjuntos independentes que contém v escolhido até
agora (Veja equagao (13)). Assim, O peso residual de um vértice v é inicializado com o
valor de w(v).

res(v) = w(v) = 3 y(S) (13)

Swes
Em cada iteragao, encontra-se uma conjunto independente maximal S usando vértices
ainda nao totalmente coloridos, ou seja, com o peso residual maior que zero. O peso do
conjunto independente S serd dado pelo menor peso residual de seus vértices. O peso
residual de S é, entao, decrementado do peso de S. O processo de coloracao continua
enquanto existirem vértices com peso residual maior que zero. Os passos anteriores podem

ser vistos no Algoritmo 2.4:

Algorithm 2.4 Heuristica de Coloracao Ponderada Inteira

function COLORAGAOINTEIRA(G, w, p)
for veV do
res(v) < w(v)
10
U«V
while U # () do
1 1+1
Seja u o primeiro vértice de U seguindo p
Encontre um conjunto independente maximal S; em G[U] contendo o vértice u
seguindo a ordem 7
y(S;) <= min{res(v)jv € S;}
for ve S; do
res(v) < res(v) — y(5;)
if res(v) = 0 then
U<« U\A{v}

A heuristica de coloragao ponderada inteira é utilizada como limite superior
nos seguintes algoritmos Balas and Xue (1991),Babel (1994),Balas and Xue (1996), Warren
and Hicks (2006),Held, Cook, and Sewell (2012) e Tavares et al. (2015).

A Figura 6 ilustra uma coloragao ponderada inteira.



31

Figura 6 — O peso da coloragao ponderada inteira de G é 8. A clique maxima ponderada

para G € 6.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

2.5 Importancia da ordem inicial

Neste momento, espera-se que o leitor entenda que o peso da coloracao ponderada inteira
¢ bastante influenciado pela ordem dos vértices p utilizada. Esse critério determina os
conjuntos independentes sao gerados. Consequentemente, a escolha da ordem inicial p
afeta o desempenho do algoritmo que usa a coloracao ponderada para definir o proce-
dimento de poda. Mais recentemente, em Tomita et al. (2010), os autores reportaram
resultados melhores que os anteriores com a adoc¢ao de uma ordem fixa dos vértices para
a heuristica de coloragao para CLIQUE. Em Segundo et al. (2010), esse resultado ¢é ainda
mais potencializado pela utilizacao dos vetores de bits para CLIQUE.

Uma segunda ordem que merece destaque é aquela em que os vértices sao
completamente coloridos, que chamamos de ordem de coloracao, denotada por m. Se
Si, ..., Sk é a sequéncia de conjuntos independentes gerados, a ordem 7 é tal que 7(u) <
7(v) sempre que max{k|u € Sy} < max{k|v € Si}; no caso de empate, u vem antes de v
na ordem p. Note que a ordem 7 depende de p e da politica de atribuicao de pesos aos
conjuntos independentes.

Esta ordenacgao tera influéncia no célculo dos limites superiores para a cli-
que méxima ponderada no subgrafos. Por exemplo, o limite superior para G[m, ..., 7],

conforme a Proposicao 1 é
max{k|m;E€S}

>, S
i=1
No préximo capitulo, mostraremos que, potencialmente, o peso da coloracao

ponderada inteira que escolhe os vértices, seguindo a ordem p, é igual ao peso do caminho
mais pesado no grafo ponderado direcionado Ep . Apresentaremos uma heuristica de
coloracao ponderada inteira que encontra resultados melhores que as principais heuristicas

encontradas na literatura. A nossa heuristica especifica uma ordem fixa p para a escolha
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dos vértices durante o processo e utiliza uma estrutura de dados chamada vetores de
bits para acelerar o processo de determinacao dos conjuntos independentes. Essas duas
caracteristicas combinadas definem uma heuristica de coloragao ponderada que fornecem

um limite superior de qualidade com custo computacional baixo.
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3 LIMITE SUPERIOR

Durante um algoritmo de enumeracao implicita para um problema de maxi-
mizacao, a maneira mais comum de podar um subproblema é calcular um limite superior
e verificar que ele é menor que a melhor solucao conhecida. De maneira geral, um limite
superior é computado a partir de uma relaxacao do problema. Para o problema CLIQUE
PONDERADA, os dois procedimentos principais de limite superior para a clique méxima
ponderada sao:

e heuristica de coloracao ponderada
e heuristica para encontrar o caminho com peso maximo

Os procedimentos de limites superiores podem variar quanto a qualidade do
limite superior e ao tempo gasto para obté-lo. Uma boa estratégia é procurar o melhor
compromisso entre a qualidade do limite superior e o tempo gasto para calcula-lo em cada
subproblema.

Na secao 3.1, fazemos uma comparacao tedrica entre o limite superior dado
por uma coloracao ponderada inteira e o limite superior dado pelo caminho com peso
maximo no grafo ponderado direcionado. Mostramos que os dois limites sao potencial-
mente equivalentes.

Na secao 3.2, apresentamos um procedimento de limite superior baseado no ca-
minho direcionado com o maior peso Yamaguchi and Masuda (2008). Esse limite superior
é utilizado em um algoritmo de Branch ¢ Bound, obtendo bons resultados computacionais
em grafos mais densos

Na secao 3.3, apresentamos a heuristica proposta em Held, Cook, and Sewell
(2012). Nessa heuristica, a ordem em que os vértices sao escolhidos durante a coloragao
ponderada é definida dinamicamente usando os pesos residuais.

Na segao 3.4, apresentamos uma heuristica de coloracao proposta em Tavares
et al. (2015). Essa heuristica utiliza uma ordem inicial dos vértices fixa para gerar os
conjuntos independentes durante a heuristica de coloragao. Nos propomos dois esquemas

de ordenacao, que serao testados computacionalmente.

3.1 Comparacao entre limites superiores

Primeiramente, mostramos que dada uma sequéncia dos vértices p utilizada para induzir
o grafo direcionado pr, podemos encontrar uma coloragdo ponderada inteira (S, y), uti-
lizando o algoritmo 2.4, tal que y(S) < ¢ (8 »). O seguinte lema estabelece esse resultado:
Lema 1 Seja (G,w) um grafo ponderado. Para qualquer seqiiencia dos vértices p, existe
uma coloragdo ponderada inteira (S,y) de (G,w) tal que y(S) < E(ap).

Prova Considere a coloragao ponderada inteira (S,y), S = {Si, ..., Sk}, construida pelo

o Algoritmo 2.4, usando como entrada o grafo ponderado (G, w) e a seqiiencia p . Vamos
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mostrar que existe um caminho direcionado P em 8 » que contém pelo menos um vértice
de cada S;. O caminho serd construido iterativamente considerando os conjuntos indepen-
dentes na ordem reversa, ou seja, Sg, Sp_1, . .., 51. Em Si, escolhemos arbitrariamente um
vértice v, para ser o ultimo vértice de P. Entao para cadai=%k—1,...,1, seja P = vP’
o caminho direcionado formado apds considerar os conjuntos independentes Sk, ..., S;i1,
temos duas possibilidades:
1. Caso PN S; # 0, ndo escolhemos nenhum vértice de S;
2. Caso PN S; = 0, estendemos P para uvP’, escolhendo um vértice u € S; tal que
(u,v) € E(Eﬁ) tal vértice existe porque S; é maximal e foi formado seguindo a
sequéncia p

No final, temos que

TOEDICIES DD DI CED MO EL(ch] (14)

vEP SemathbbS:weSs veP
Os exemplos 1 e 2 ilustram o lema 1.

Exemplo 1 Considere o sequinte DAG obtido pela seqiiéncia p = (1,2,3,4,5,6):

Figura 7 — Grafo ponderado direcionado Bp, onde p = (1,2,3,4,5,6)

(1)

B0, (?
(D[]

O

Fonte: Elaborada pelo autor.
O Algoritmo 2.4 devolve a segquinte colora¢ao ponderada inteira (S,y), onde

y(S)="7:

(51)

o S ={1,4}y(S) =

o S3=1{2,4},y(5s)
(S1)

o S5 = {6},3/(55) 1
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Podemos construir o sequinte caminho direcionado P. Na classe de cor Ss,
escolhemos o vértice 6. Na classe de cor Sy, o vértice escolhido serd o vértice 5 porque ele
¢ adjacente ao vértice 6. Na classe de cor Sz, o vértice escolhido serd o vértice 4 porque
ele € adjacente ao vértice 5. Na classe de cor Sy, nenhum vértice serd escolhido porque o
vértice 4 jd foi escolhido. Na classe de cor Sy, o vértice escolhido serd o vértice 3 porque
ele é adjacente ao vértice 4. O caminho direcionado P serd (3,4,5,6). O peso do caminho
P também € 7. Lembrando que P nao € o maior caminho direcionado em Ep. O caminho

direcionado de peso mdzimo € (1,2,3,4,5,6) e seu peso é 13. Logo,
T=y(S) <Y ww)=7<d,) =13

Exemplo 2 Considere o sequinte DAG obtido pela sequéncia p = (6,2,5,3,4,1):

Figura 8 — Grafo ponderado direcionado 8p, onde p = (6,2,5,3,4,1)

ao)

21
o

Fonte: Elaborada pelo autor.

O algoritmo 2.4 devolve a sequinte colora¢ao ponderada inteira (S,y), onde

y(S) =17
e 51 =1{6,2},y(5) =1
o Sy ={2,5}y(5) =2
o S3={3,1}y(S;) =2
o Sy={4,1}y(5s) =1

Ss = {4},y(S5) =1

Podemos construir o sequinte caminho direcionado P: Na classe de cor S,
escolhemos o vértice 4. Na classe de cor Sy, nenhum vértice escolhido serd escolhido
porque o vértice 4 jd foi escolhido. Na classe de cor Sz, o vértice escolhido serd o vértice
3 porque ele é adjacente ao vértice 4. Na classe de cor Ss, o vértice escolhido serd o vértice
2 porque ele € adjacente ao vértice 3. Na classe de cor S1, nenhum vértice serd escolhido
porque o vértice 2 jd foi escolhido. O caminho direcionado P serd (2,3,4). O comprimento

do caminho P também é 7. Neste exemplo, P é o maior caminho direcionado em G ,.
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Logo,

T=yS) <Y ww) =7=0d,)

veP
No lema seguinte, mostramos que dada uma coloragao ponderada inteira (S, y),
podemos encontrar uma ordem dos vértices p tal que o peso maximo de um caminho
direcionado em 8,) seja menor que o peso da coloragao ponderada inteira (S, y).
Lema 2 Seja (G,w) um grafo ponderado. Dada uma colora¢ao ponderada inteira (S,y)

de (G,w), existe uma sequéncia dos vértices p tal que
(d,) < y(s) (15)

Prova Como |J;S; = V, podemos construir uma particdo do conjunto dos vértices
{51, 5%,...,5.} tal que

St = 81801 = Sit1 \ Ui, 5], parai > 1 (16)

Defina p seguindo S}, S5, ..., S, ou seja, os vértices em S, vem antes daqueles
em S, (dentro do mesma parte, a ordem ¢é arbitraria).
Seja P um caminho de peso maximo em 8[,. Note que P nao contém dois
vértices de um mesmo S;. Do contrario, se u e v sao dois vértices distintos de P em S,
todo o subcaminho de P entre u e v também estaria em 5;, um absurdo pois 5; é um
conjunto independente. Logo,
Z’UEP Zi:veSi y(‘sl) < Zz y(‘sl)
Por outro lado, na coloracao ponderada inteira temos que
Zi:UESi y(SZ) = w(v)
Logo,
(C)) = Toeplv) < T,u(S)
Os exemplos 3 e 4 ilustram o lema 2.

Exemplo 3 Considere o sequinte grafo ponderado:
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i

Considere a sequinte colorag¢do ponderada inteira (S,y), onde y(S) = 7:
* 5 = {1’3}7y(51) =2

o 55— {L4}y(S:) =1
o S3={2,4}y(5;) =1
° 54 = {2,5},y(54) =2

o S5 ={6}y(S5) =1
Defina a sequinte particao de V:

e 51 =1{1,3}
. 5= (1)
. 5= {2)
. Si= {5}
. 51 = {6}

A partir da particao, podemos definir a sequinte seqiéncia p = (1,3,4,2,5,6).

O grafo direcionado induzido por p é:

Figura 9 — Grafo ponderado direcionado 8,0, onde p = (1,3,4,2,5,6)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O caminho mais pesado no grafo direcionado induzido por p é (3,4,5,6), cujo
peso € 7.
Exemplo 4 Considere o grafo ponderado do exemplo 3. Considere a sequinte coloracdo
ponderada inteira (S,y):
o S1={6,2}y(51) =1
o Sy ={2,5},y(S:) =2
o S3={3,1},y(Ss) =2
o Sy=A{41}y(5) =1
o S5 ={4}y(S5) =1
Defina a sequinte particao de V:

e 51 =1{2,6}
. 5= 5)
o S, ={1,3}
. 5= {1}

o 55 ={}
A partir da parti¢ao, podemos definir a sequinte sequencia p = (2,6,5,1,3,4).

O grafo direcionado induzido por p é:

Figura 10 — Grafo ponderado direcionado 8,,, onde p = (2,6,5,1,3,4)

ao)

21
o

Fonte: Elaborada pelo autor.

O caminho mais pesado no grafo direcionado induzido por p € (2,3,4), cujo

peso € 7.

3.2 Heuristica de Yamaguchi e Masuda

Em Yamaguchi and Masuda (2008), é apresentado um algoritmo polinomial que encontra
uma seqiiencia dos vértices 7 utilizada para definir o grafo direcionado 87r. O algoritmo
apresentado é uma variacao do algoritmo de caminho minimo proposto por Djikstra (Ver
Algoritmo 3.1).
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Durante a execucao do algoritmo, as seguintes variaveis sao atualizadas: o
conjuntos dos vértices que nao estao na seqiiéncia, representado por S; a sequéncia de
vértices m que induz o grafo direcionado; e £(v), representando uma estimativa do peso
do caminho até o vértice v no grafo direcionado. Inicialmente, m comeca vazia, S comeca
com todos os vértices e {(v) recebe o peso do vértice v.

Em cada iteracao, o vértice com o menor estimativa do maior caminho é esco-
lhido. Entao, ele ¢ adicionado a sequéncia 7, e o peso do caminho dos vértices adjacentes
ao vértice v sao atualizados. O algoritmo devolve uma ordem dos vértices 7y, ma, ..., T,
tal que £(my) < l(mg) < ... < {l(m,), onde {(m;) é o peso do caminho mais pesado no sub-
grafo G';[my,...,mi_1]. A complexidade do algoritmo utilizado é O(]V[*). Observe que
neste algoritmo nao ¢ dada a priori nenhuma ordem inicial dos vértices, sendo construida

iterativamente a sequéncia m que induz a orientacao do grafo.

Algorithm 3.1 Heuristica proposta por Yamaguchi e Masuda

1: function CAMINHOMAISPESADO(G = (V, E),w, 7, ()

2 for v € V do

3 l(v) + w(v)

4 SV

5: 141

6 while S # () do

7 Encontre o vértice v de S com o menor valor de £().
3
9

S+ S\ {v}
: (1) < v
10: for u € N(v) NS do
11: if {(v) + w(u) > ¢(u) then
12: l(u) < L(v) + w(u)
13: 141+1

Exemplo 5 Considere o sequinte grafo. Os sequintes passos sao realizados pelo Algoritmo

3.1.
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Figura 11 — Grafo Ponderado
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Fonte: Elaborada pelo autor.

(-]

Tabela 1 — Tabela mostrando os vértices selecionados pela heuristica de

Yamaguchi
vetor / Vértice Selecionado | Atualizagoes
((3) =
(3,3,2,2,2,1) | vértice 6 0(4) =
HB) =3
n (M =6
(3,3,3,3,3,1) | vértice 5 (1) =5
(6,3,3,5,3,1) | vértice 2 (3)=5
(6,3,5,5,3,1) | vértice 3 04)="1
(6,3,5,7,3,1) | vértice 1
(6,3,5,7,3,1) | vértice 4

Fonte: Elaborada pelo autor.

A ordem devolvida pelo algoritmo € [6,5,2,3,1,4] e o maior caminho no grafo
G é

Similarmente a Proposicao 7, podemos obter limites superiores para a clique
maxima ponderada em subgrafos de G.
Proposicao 2 Yamaguchi and Masuda (2008) Sejam w e { devolvidos pelo Algoritmo
3.1. Para todoi=1,...,n, .

w(Glmy, ...y m],w) < 6(m;)

3.3 Heuristica de Held, Cook e Sewell

Em Held, Cook, and Sewell (2012), uma heuristica iterativa é usada para encontrar uma

coloragao ponderada inteira de G (Ver Algoritmo 3.2). Durante a execugao do algoritmo,
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as seguintes varidveis sao atualizadas: o conjunto de vértices ainda nao coloridos, repre-
sentado por U; o vetor m, representando a ordem em que os vértices sao coloridos; e o
vetor color|m;], representando o peso de uma colora¢ao ponderada do subgrafo induzido
por todos os vértices coloridos até o vértice m;, ou seja, G|[my, ..., ]; e res(v) represen-
tando o peso residual do vértice v. Inicialmente, o conjunto U recebe o conjunto dos
vértices do grafo, m comeca vazio.

Em cada iteracao da heuristica, um conjunto independente maximal S; é cons-
truido. Os vértices sao adicionados ao conjunto 5;, seguindo a ordem crescente dos pesos
residuais. O peso de S; sera dado pelo menor peso residual dos seus vértices. O peso
residual de cada vértice em S; é decrementado de res(v). Quando o peso residual de um
vértice v torna-se zero, o vértice v é adicionado a seqiiencia m, color[v] recebe a soma
dos pesos de todos os conjuntos independentes gerados e o vértice v é removido do con-
junto U. Note que color|r;] representa o peso de uma coloracao ponderada do subgrafo
G|m1, ..., mj], conforme a Proposigao 1.

Na heuristica de coloracao ponderada proposta por Held, Cook e Sewell, a
ordem de escolha dos vértices para gerar uma conjunto independente é determinada du-
rante o processo, seguindo a ordem crescente dos pesos residuais. Com essa alteragao,
a heuristica de coloracao ponderada tenta maximizar a quantidade de vértices que sao

coloridos inicialmente pelo processo.

Algorithm 3.2 Heuristica proposta por Held, Cook e Sewell

1: function HEURISTICAHCS(G, , color, tamanho)
2 for vV do

3 res(v) < w(v)

4 141

5: tamanho < 1

6 UV

7 UB <+ 0

8 while U # () do

9 Encontre um conjunto independente maximal S; em U seguindo a ordem cres-

cente dos pesos residuais.

10: y(S;) < min{res(v) : v € S;}
11: UB <+ UB+ y(S;)
12: for ue S; do

13: res(v) < res(v) — y(S;)

14: if res(v) = 0 then

15: U<« U\A{v}
16: w[tamanho] = v.
17: color[v] <~ UB
18: tamanho < tamanho + 1
19: 141+ 1

Exemplo 6 A ezecucao da coloracdo ponderada inteira proposta em Held, Cook, and
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Sewell (2012) aplicada ao grafo da Figura 11 estd descrita na Tabela 2. A ordem de
coloragao devolvida pela heuristica é [6,5,5,4,2,1]. O peso da coloragio ponderada € 8.
Note que, diferentemente das heuristicas apresentadas no Capitulo 2, onde uma ordem
wmacial € dada como entrada, na Heuristica de Held, Cook e Sewell, a ordem usada para
selecionar os vértices € determinada durante o processo, escolhendo o vértice com o menor

peso residual.

Tabela 2 — Execucao do Algoritmo 3.2.

Ordem dos vértices Lista dos Conjuntos

Peso Residual | seguindo o peso residual Independentes

(3,3,2,2,2,1) 6,5,4,2,3,1 S1={6,2},y(51) =1
S1={6,2},y(S1) =1

(3,2,2,2,2,0) 54,3,2,1 S, = {5.3}.y(S) = 2
Sl = 6,2 ,y(Sl) =1

(3,2,0,2,0,0) 4,21 S = {5,3},y(S2) =2
Sg = 472 ,y(Sg) =2
S1=16,2},y(51) =1
So ={5,3},y(S2) =2

3,0,0,0,0,0 1 "oy

( ) S5 = {4,2},y(S;) = 2
Sy={1},y(5:) =3

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir da Proposicao 1, temos que:
Proposicao 3 Held, Cook, and Sewell (2012) Sejam 7 e color devolvidos pelo Algoritmo
3.2. Para todoi=1,...,n, .

w(G[m1, ..., m],w) < color(m;)

3.4 Heuristica BITCOLOR

Uma heuristica de coloracao ponderada inteira com paralelismo de bits foi apresentada
em Tavares et al. (2015). Em cada iteragao, um conjunto independente maximal ¢ obtido
seguindo uma ordem inicial pré-estabelecida dos vértices p. A ordem p é utilizada para
organizar os bits nos vetores de bits utilizados e é passada implicitamente juntamente
com os vetores de bits. O peso do conjunto independente S é igual ao menor peso
residual dos vértices de S. O peso residual dos vértices de S é reduzido pelo peso do
conjunto independente S. Quando o peso residual de um vértice v torna-se zero, o vértice
é adicionado a sequéncia 7, color[v] recebe a soma dos pesos dos conjuntos independentes
gerados até o momento e o vértice v é removido do processo de coloragao. Note que
color|n[j]] representa o peso da coloragdo ponderada do subgrafo G[r[1],...,w[j]]. O
processo continua enquanto existir vértice com peso residual maior do que zero.

A heuristica de coloragao ponderada inteira proposta em Tavares et al. (2015)
esta definida no Algoritmo 3.3:

Um passo importante neste Algoritmo é a sequéncia que é seguida para deter-

minar a escolha dos vértices a entrarem no conjunto independente 5;, realizada na Linha
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Algorithm 3.3 Heuristica Coloracao Ponderada Inteira Tavares et al. (2015)

1: function BIiTCcoLOR(V | p, 7, color, tamanho)
2 for v €V do

3 res(v) < w(v)

4 1< 1

5: tamanho <1

6 UV

7 UB <+ 0

8 while U # () do

9 Encontre um conjunto independente maximal S; em G[U] selecionando vértices

seguindo a ordem p.

10: min_res <— min{res(v) : v € S;}
11: y(S;) < min_res

12: UB < UB + min_res

13: for ue S; do

14: res(v) < res(v) — y(S;)

15: if res(v) = 0 then

16: U<+ U\ {v}

17: [[tamanho] = v

18: color[v] <+~ UB

19: tamanho < tamanho + 1
20: 1 i+1

9. Para o caso nao ponderado, as duas estratégias de ordenacao iniciais mais utilizadas
em algoritmos de coloragao seqiiencial sao:

e Maior grau primeiro (largest-first ordering) Welsh and Powell (1967). Uma ordem
(v1,...,v,) dos vértices de G é dita maior grau primeiro se d(vy) > d(vg) > ... >
d(vy).

e Menor grau ultimo (smallest-last ordering) Matula and Beck (1983). Uma ordem
(v1,...,v,) dos vértices de G é dita menor grau dltimo se v; é o vértice com o
menor grau no grafo G[V '\ {vi1,...,v,}], para todoi € {1,...,n}.

No caso ponderado, consideramos duas possiveis estratégias de ordenacao ini-
cial dos vértices:

e A ordem de menor peso primeiro dos vértices de G é uma ordem (vy,...,v,)
tal que v; é o vértice com o menor peso em G[V \ {vy,...,v;,_1}]. Em caso de
empate, o vértice v; é o vértice com a maior soma dos pesos dos adjacentes em
GV \ {v1,...,v;i_1}]. A ordenacao inicial dos vértices baseada na ordem crescente
dos pesos é utilizada em Carraghan and Pardalos (1990b) e com um critério de
desempate em Ostergard (1999). Em Tavares et al. (2015), um algoritmo de Branch
& Bound foi apresentado utilizando esta ordenagao inicial dos vértices com uma
heuristica de coloracao ponderada. Os resultados computacionais mostraram que

esse algoritmo superou os algoritmos de Ostergaard Ostergard (2002) e o algoritmo
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de YamaguchiYamaguchi and Masuda (2008) para grafos com densidade maior que
50%.

e A ordem de maior grau ponderado primeiro dos vértices de G é uma ordem
(v1,...,v,) tal que v; é o vértice com o menor soma dos pesos dos seus adjacentes em
G[V \ {vis1,...,v,}]. Em caso de empate, o vértice v; é o vértice com a maior peso
em G[V \ {vit1,...,v,}]. Essa estratégia de ordenacao foi utilizada para ordenar
os vértices do conjunto de ramificacdo em Warren and Hicks (2006)(Ver Secao 3.6).
Essa ordem pode ser entendida como uma extensao para o caso ponderado da ordem
proposta em Matula and Beck (1983).

Os resultados computacionais das diferentes estratégias de ordenacao inicial

dos vértices serao apresentados na secao seguinte.

3.5 Testes Computacionais

Comparamos o desempenho computacional da Heuristica de Yamaguchi & Masuda (deno-
tada por YM), Heuristica de Held et al (denotada por HCS) e a Heuristica de Coloragao
Ponderada com paralelismo de bits com as ordens iniciais menor peso primeiro (deno-
tada por BITCOLOR1)e maior grau ponderado primeiro (denotada por BITCO-
LOR1). O cédigo da Heuristica YM foi disponibilizado gentilmente pelos autores. Os
demais codigos sao implementacoes proprias. Vale lembrar que tanto a YM quanto HCS
nao utilizam uma ordenacao inicial dos vértices.

Os testes computacionais foram conduzidos num computador com processador
Intel Core i7-2600K 3.40 Ghz, com 16Gb de memdria, utilizando o sistema operacional
Linux.

Avaliamos o desempenho das heuristicas utilizando instancias aleatérias. Para
cada combinagao n (ntmero de vértices) e p (probabilidade de existéncia de aresta),
10 grafos aleatérios foram gerados. Como é usual na literatura, os pesos dos vértices
sao distribuidos uniformemente entre 1 e 10. No total, consideramos 22 combinacoes
(n,p), levando a 220 instancias no total. Para cada (n,p), calculamos a média do tempo
consumido e a média do limite superior obtidos pelas 10 instancias para cada heuristica.

As Figuras 12 e 13 apresentam uma comparagao entre as médias dos limites
superiores das quatros heuristicas para instancias com 200 e 300 vértices, respectivamente.
A comparagao tem por base a Heuristica YM. Assim, para cada grupo de 10 instancias,
calculamos a razao entre a média de cada heuristica e a média de YM. Os resultados
revelam que BITCOLOR1 e BITCOLOR?2 obtém os melhores limites superiores em
média em todas as instancias geradas. Os valores dos limites superiores calculados podem

ser consultados no Apéndice A.
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Figura 12 — Razao entre a média dos limites superiores de cada heuristica e a média do

limite superior de YM, por densidade, para instancias com 200 vértices
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 13 — Razao entre a média dos limites superiores de cada heuristica e a média do

limite superior de YM, por densidade, para instancias com 300 vértices
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As Figuras 14 e 15 apresentam uma comparagao similar , agora com relagao

ao tempo de execucao, tomando HCS como base. Percebemos que BITCOLORI1 e

BITCOLOR2 sao os mais eficientes das 4 heuristicas e ambos consomem uma quantidade
de tempo similar. Além disso, BITCOLOR1 e BITCOLOR2 consomem apenas de

15% do tempo gasto por HCS. Os valores dos tempo de execugao absolutos podem ser

consultados no Apéndice A.
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Figura 14 — Razao entre a média dos tempos de execucao de cada heuristica e a média

do tempo de execucao de HCS, por densidade, para instancias com 200 vértices
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 15 — Razao entre a média dos tempos de execucao de cada heuristica e a média

do tempo de execugao de HCS, por densidade, para instancias com 300 vértices
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3.6 Esquema de Ramificacao

A maioria dos algoritmos de Branch & Bound para o CLIQUE PONDERADA, utiliza o

esquema de ramificagdo proposto por Balas-YuBalas and Yu (1986). Neste esquema, o

conjunto de vértices V' é particionado em dois subconjuntos U e V' tais que

w(GU],w) < LBe V' =V\U

(17)
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,onde LB é o maior peso de uma clique conhecida. O conjunto V' é chamado de conjunto
de ramificagdo. Podemos garantir que toda clique maxima ponderada de G[V], deve
possuir pelo menos um vértice de V’. Desta forma, se (v, vs,...,v,) é uma ordem dos
vértices em V', entdo toda clique maxima ponderada de G[V] estd contida em pelo menos

um dos seguintes subgrafos:

Gl{vn} UN(vn)]

GH{on-1} U (N(vn1) \ {vn}]
G{on-2} U (N(vn-2) \ {tn-1,0n})]

Gl{vi} U (N (v,) \{vs, ., vn1, 0 })]

A Figura 16 ilustra o esquema de ramificacao de Balas e Yu. Dessa maneira, a
estratégia de ramificacao fica responsavel por definir uma ordem dos vértices em V', que

sera utilizada para gerar os subgrafos a serem analisados.

Figura 16 — Esquema de ramificacao de Balas-Yu

vi | Ve | vy | vy | v | Vi | Vi

Fonte: Elaborada pelo autor.

A corretude do esquema de ramificagao esta garantida pelo seguinte teorema:
Teorema 2 Balas and Xue (1991) Seja Ko uma clique mdzima de G[U] ou um limite
superior para ela e seja (vi,...,v,) uma ordem arbitrdaria dos vértices de V. \ U. Se G
tem uma clique Ky tal que w(Ky) > w(Ko)m entdao K, estd contida em uns dos sequintes
m conjuntos V; = {v;} U (N (v;) \ {vi,...,vn}), i=m,... 1

Facilmente, podemos modificar o procedimento de limite superior para encon-
trar um subgrafo G[U] tal que w(G[U],w) < LB, onde LB é um limite inferior conhecido
para o problema.

Em Yamaguchi and Masuda (2008), o conjunto de ramifica¢ao é definido pelos

vértices v tal que o maior caminho no grafo direcionado até v seja maior que um limite
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inferior conhecido LB, ou seja:
V' ={v:{(v) > LB} (18)

Em Held, Cook, and Sewell (2012) e Tavares et al. (2015), o conjunto de ramificacao é
definido pelos vértices m; tal que o peso da coloragao do grafo Glvy, . .., m;] seja maior que

um limite inferior conhecido LB, ou seja, se color|m;] > LB
V' ={m; : color(m;) > LB} (19)

Analisamos agora o tamanho do conjunto de ramificacao para cada uma das
heuristicas. Nos testes computacionais realizados, um limite inferior é obtido heuris-
ticamente em todas as instancias por um procedimento guloso. Esse limite inferior é
utilizado para encontrar o conjunto V’ em cada instancia. O valor reportado é a média
das 10 instancias para cada combinacao (n,p). As Tabelas 3 e 4 mostra a média da
cardinalidade de V.

Tabela 3 — Tamanho médio dos conjuntos de ramificacao gerados por cada
heuristica, por densidade, para instancias com 200 vértices.

Instancia Cardinalidade de V’

(n,p) Yamaguchi & Masuda Held, Cook e Sewell BITCOLOR1 BITCOLOR2
(200,0.10) 67.70 62.40 68.70 93.60
(200,0.20) 84.10 78.70 86.50 119.50
(200,0.30) 91.70 85.80 92.00 131.20
(200,0.40) 93.60 87.90 94.40 134.80
(200,0.50) 96.50 91.10 96.10 138.70
(200,0.60) 94.40 88.30 95.20 138.40
(200,0.70) 91.30 85.10 91.40 134.90
(200,0.80) 82.10 75.70 80.80 122.30
(200,0.90) 65.30 59.60 64.90 101.10
(200,0.95) 45.10 38.10 44.50 66.70
(200,0.99) 13.80 7.10 9.40 12.40

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 4 — Tamanho médio dos conjuntos de ramificacao gerados por cada
heuristica, por densidade, para instancias com 300 vértices.

Instancia Cardinalidade de V'

(n,p) Yamaguchi & Masuda Held, Cook e Sewell BITCOLOR1 BITCOLOR2
(300,0.10) 116.80 110.70 121.90 169.10
(300,0.20) 153.20 143.70 154.00 216.70
(300,0.30) 159.40 151.00 161.40 224.50
(300,0.40) 165.90 156.90 167.30 230.30
(300,0.50) 164.40 155.40 164.40 230.10
(300,0.60) 158.80 150.10 157.40 226.40
(300,0.70) 155.10 146.60 154.70 224.50
(300,0.80) 146.90 137.80 146.90 214.70
(300,0.90) 123.00 114.60 122.80 183.70
(300,0.95) 90.60 81.50 90.20 138.10
(300,0.99) 29.10 17.20 23.20 27.10

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os testes computacionais revelam que a heuristica proposta em Held, Cook,
and Sewell (2012) é aquela que gera o menor conjunto de ramificagdo. Nessa heuristica,
os vértices sao selecionados em ordem crescente de peso residual para cada conjunto
independente S;. Dessa maneira, o algoritmo tem a tendéncia de colorir mais vértices por
cada conjunto independente construido.

Considerando o custo computacional, a heuristica BITCOLOR]1 parece apre-
sentar o melhor compromisso entre o tamanho do conjunto de ramificagao e o esforgo para
obteé-lo.

Se por um lado BITCOLOR1 gera menos subproblemas que BITCOLOR2.
Por outro lado, a ordem BITCOLORZ2 obtém limites superiores melhores que BITCO-
LORI1.

De maneira geral, o tamanho do conjunto de ramificacao dd uma idéia do
numero de subproblemas que serao resolvidos em um Branch ¢ Bound. Entretanto, nao
traz informacao sobre a dificuldade dos subproblemas, que estéa relacionada, por exemplo,
a capacidade de poda.

No proximo capitulo, apresentaremos duas versdes do algoritmo Branch &
Bound utilizando as heuristica BITCOLOR1 e BITCOLOR2 bem como os compara-

remos aos algoritmos de Branch & Bound do estado da arte.
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4 ALGORITMOS DE BRANCH-AND-BOUND

Nesta secao, apresentamos os principais algoritmos exatos de Branch ¢ Bound
para CLIQUE PONDERADA. Embora a maioria deles utilizem a mesma estrutura, tais
algoritmos diferem entre si nos seguintes pontos:

e Procedimentos de Limite inferior
e Procedimentos de Limite Superior
e Estratégias de Ramificagao.

Na Segao 4.1, apresentamos a estrutura geral de um algoritmo de Branch &
Bound para CLIQUE PONDERADA e seus pontos chaves.

Na Secao 4.2, apresentamos os algoritmos de Branch ¢ Bound do estado da
arte para CLIQUE PONDERADA: Algoritmo de Yamaguchi & Masuda (YM) e o Algo-
ritmo de Held, Cook e Sewell (HCS).

Na Secao 4.3, apresentamos o nosso algoritmo de Branch é Bound para a
CLIQUE PONDERADA, chamado de BITCLIQUE.

Na Secao 4.4, os testes computacionais sao apresentados comparando os algo-
ritmos do estado da arte com o algoritmo BITCLIQUE, utilizando as principais instancias

disponiveis na literatura.

4.1 Estrutura geral para CLIQUE PONDERADA

Apesar de sua simplicidade, o algoritmo apresentado em Carraghan and Pardalos (1990a,b)
mostra a estrutura geral utilizada pela maioria dos algoritmos de Branch € Bound para
CLIQUE PONDERADA propostos na literatura. A partir dele, podemos destacar os
elementos chaves que impactam no desempenho de um procedimento utilizando essa es-
trutura, que pode ser vista no Algoritmo 4.1.

Basicamente, ele enumera as cliques de G seguindo a estratégia descrita na
Secao 3.6. Nesse algoritmo ha uma chamada recursiva a funcao CLIQUE, responsavel
por gerar todos os subproblemas da arvore de Branch & Bound.

Cada subproblema é definido pela tripla (C, P,LB), onde LB é um limite
inferior para o problema, dado pela clique com o maior peso encontrada até o momento,
C' = {vy,...,v4} (onde d é a profundidade do subproblema) é a clique atual e P é o
conjunto de vértices que podem entrar na clique atual , ou seja, P C N&, N (v;), chamado
de conjunto candidato.

Seja U B(P) um limite superior para a clique ponderada mais pesada de G[P)].
Para um subproblema (C, P, LB), se w(C)+UB(P) > LB, entao toda clique C" C (CUP)
tal que w(C") > LB deve possuir pelo menos um vértice de P. Usando algum critério,
um vértice v de P é selecionado, para ser adicionado a clique atual. Quando o vértice v é

adicionado, dizemos que o vértice v foi ramificado. Depois que todas as cliques contendo
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C' U {v} s@o enumeradas implicitamente pela chamada recursiva CLIQUE(C U {v}, PN
N(v), LB), o vértice v é removido do conjunto P.
Em cada subproblema, pode-se determinar um conjunto U C P tal que UB(U) <
LB —w(C), de modo que os vértices em U nao precisam ser ramificados. Em outras pala-
vras, apenas os vértices de P\ U sdo ramificados em uma ordem definida pela estratégia
de ramificacao. Esse esquema de ramificagao foi apresentado primeiramente em Balas and
Yu (1986).
No algoritmo Branch & Bound podemos destacar quatro pontos chaves, que
estao destacados nas de caixas:
1. Procedimento de limite inferior.
2. Procedimento de limite superior.
3. Estratégia de ramificagao.

4. Estrutura de dados para representagao do grafo.

Algorithm 4.1 Algoritmo CP Carraghan and Pardalos (1990b)
: function MAIN

CLIQUE(0,V,LB)
: function CLIQUE(C, P, LB)
if w(C) > LB then
LB + w(C)
while P # () do
if | w(C)+ UB(P) < LB |then
return
| v« Selecione um vértice de P |

CLIQUE(C U{v}, |PN N(v)|, LB)
P« P\ {v}

,_.
@

—=
[N

A seguir, apresentamos sucintamente como esses quatro pontos sao tratados
nos principais algoritmos de Branch & Bound da literatura. Ressaltamos que a efetividade
desses procedimentos no processo global pode nao ser a mesma quando observamos cada
ponto separadamente. Por exemplo, o procedimento que gera o melhor limite superior
pode nao ser o mais efetivo para a estratégia de ramificacao escolhida.

O primeiro ponto chave, destacado no Algoritmo 4.1, esta relacionado com a
obtencao de um limite inferior de qualidade. Aqui hé que se procurar um equilibrio entre
a qualidade do limite, que impacta no tamanho da arvore de busca, com o tempo para
calcula-lo. Varias opcoes tém sido propostas na literatura.

Ha também que se decidir se o limite inferior serd calculado no né raiz (Linha
2) e atualizado quando uma solugao for encontrada (Linha 6), ou se vamos tentar melhorar
o limite inferior corrente a cada né da arvore.

Para o problema da clique maxima, onde todos pesos sao iguais, uma heuristica
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de busca local eficiente foi utilizada em Maslov, Batsyn, and Pardalos (2014) para a
obtencao de uma solugao de alta qualidade apenas no né raiz. Sua utilizagao mostrou-se
bastante efetiva em instancias dificeis da DIMACS.

Para o problema com pesos, destacamos os limites inferiores apresentados por
Balas and Xue (1996),Babel (1994), Warren and Hicks (2006) e Held, Cook, and Sewell
(2012).

Em Balas and Xue (1996), o limite inferior ¢ calculado no né raiz, a partir de
um subgrafo cordal maximal. Nos outros nés, uma heuristica gulosa é utilizada.

Em Babel (1994), uma heuristica de coloragao ponderada, inspirada no DSA-
TURBrélaz (1979), é responsavel por gerar um limite superior, e também um limite
inferior em cada subproblema.

Em Warren and Hicks (2006), um limite inferior é obtido a partir de uma
heuristica gulosa do tipo best-in.

Em Held, Cook, and Sewell (2012), o limite inferior é calculado apenas no né
raiz, através de trées algoritmos gulosos. O resultado é entao melhorado por um busca

local proposta em Andrade, Resende, and Werneck (2008).

Tabela 5 — Procedimentos de limite inferior

Algoritmo Referéncia Limite Inferior

BX,BX2 Balas and Xue (1991),Balas and Xue (1996) Um limite inferior inicial é obtido a partir da clique méxima pon-
derada de um subgrafo cordal

Ba Babel (1994) Um limite inferior é obtido a partir de uma heuristica de coloragao
ponderada inspirada no DSATUR

WH Warren and Hicks (2006) Um limite inferior é obtido a partir de uma heuristica gulosa best-in

HCS Held, Cook, and Sewell (2012) Um limite inferior inicial é obtido a partir de heuristicas gulosas e

melhorado por um procedimento de busca local

Fonte: Elaborada pelo autor.

O segundo ponto chave | w(C) + UB(P) < LB | estd relacionado com a poda

de nos, ou seja, a enumeracao implicita de cliques com o peso menor que o limite inferior
corrente. Esta poda depende fortemente do procedimento de limite superior utilizado. A
maior parte dos algoritmos utiliza heuristicas de coloragao ponderada para obter limites
superiores para a clique ponderada maxima em cada subproblema.

Em Balas and Xue (1991), utiliza-se uma heuristica de coloragao ponderada
inteira, onde uma familia de conjuntos independentes é construida iterativamente seguindo
a ordem decrescente dos pesos.

Em Babel (1994), o limite superior é dado por uma heuristica de coloragao
ponderada inteira, baseada no DSATUR, que fornece também um limite inferior.

Em Balas and Xue (1996), uma heuristica de coloragao fraciondria, que po-
tencialmente gera um limite superior melhor, é incorporada ao algoritmo de Branch &
Bound.

Em Warren and Hicks (2006), uma versao otimizada da heuristica de colorac¢ao

ponderada proposta por Babel Babel (1994) é utilizada nos niveis iniciais da arvore de
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busca. Nos outros niveis, usa-se uma variacao da heuristica de coloragao ponderada inteira
de Balas and Xue (1991).

Em Kumlander (2008), uma heuristica de coloragao ponderada particionada é
aplicada no né raiz. A coloracao obtida é reaproveitada em todos os nés da arvore para
tentar reduzir o custo computacional do processo.

Diferente das referéncias anteriores, que usam coloracao ponderada, em Ya-
maguchi and Masuda (2008), o limite superior é determinado a partir de uma orientagao
aciclica dos vértices de GG. Os autores apresentam um algoritmo polinomial para encontrar
um sequéncia dos vértices ,que é utilizada para definir o grafo direcionado aciclico Bﬂ. O
limite superior é dado pelo caminho com o maior peso em 87r.

Em Held, Cook, and Sewell (2012) e Tavares et al. (2015), as heuristicas de
coloracao ponderada apresentadas no Capitulo 2 sao utilizadas como procedimento de

limite superior.

Tabela 6 — Procedimentos de limite superior

Algoritmo Referéncia Limite Superior

CP Carraghan and Pardalos (1990b) Heuristica de coloragao ponderada trivial

BX Balas and Xue (1991) Heuristica de coloragao ponderada inteira

Ba Babel (1994) Heuristica de coloragao ponderada inteira baseada no DSATUR

BX2 Balas and Xue (1996) Heuristica de coloracdo ponderada fraciondria

WH Warren and Hicks (2006) Método hibrido combinando as heuristica de Balas & Xue e de
Babel

DK Kumlander (2008) Uma coloracao ponderada particionada realizada uma tnica vez

YM Yamaguchi and Masuda (2008) Tamanho do maior caminho no grafo direcionado pela sequencia II

HCS Held, Cook, and Sewell (2012) Heuristica de coloragao ponderada inteira

TCRM Tavares et al. (2015) Heuristica de coloragdo ponderada inteira seguindo uma ordem ini-
cial p

Fonte: Elaborada pelo autor.

O terceiro ponto chave\ v < Selecione um vértice de P ‘esté relacionado com

a estratégia de ramificacdo. A ordem em que os vértices sao ramificados determina os
subproblemas a serem avaliados (em outros termos, os subgrafos pesquisados) e o seu
potencial para gerarem limites favoraveis a poda. Em alguns algoritmos, uma tunica
ordem de ramificacao é usada em todos os subproblemas desde a raiz. Em outros, a cada
no da arvore, uma nova ordem de ramificacao dos vértices candidatos é determinada.
Tais ordens podem seguir um critério estatico ou dinamico. Observe que a ordem de
ramificacao pode ser definida antes de sabermos exatamente que sao os vértices que devem
ser ramificados. Nesse caso, o conjunto de ramificagao é encontrado a medida que os
vértices sao ramificados e o conjunto candidato resultante ainda consiga superar a melhor
clique conhecida. Em outros algoritmos, um procedimento é utilizado para encontrar o
conjunto de ramificacao previamente.

Em Carraghan and Pardalos (1990b), os vértices de P em cada subproblema,
sao ramificados em ordem decrescente de pesos. De maneira geral, essa estratégia de
ramificacao reduz a quantidade de vértices que precisam ser ramificados. Nesse algoritmo,

o conjunto de ramificagao é definido durante o processo de ramificagao.
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Em Babel (1994), uma ordem total dos vértices de P ¢é definida (7, o, . .., m,)
tal que color[m] < color[ms] < colorms] < ... < color[m,], onde color|m;] representa o
peso da coloragao ponderada de G[my,mo, ..., m_1,m]. Os vértices sao ramificados em
ordem decrescente do valor de color enquanto ainda for possivel superar a melhor clique
conhecida. Também neste caso o conjunto de ramificacao é determinado ao longo do
processo.

Em Balas and Xue (1991, 1996), um procedimento é utilizada para definir o
conjunto de ramificacao F. Os vértices de F' sao ramificados em uma ordem arbitraria.

Vale salientar aqui que enquanto em Carraghan and Pardalos (1990b), o foco
é reduzir o conjunto de ramificagao, em Babel (1994); Balas and Xue (1991, 1996), o foco
é reduzir limite superior, ou seja, na capacidade de poda. A maior parte dos algoritmos
falham em nao conciliar esses dois objetivos.

Em Yamaguchi and Masuda (2008), uma ordem total para os vértices de P é
definida [vy, v, ..., v,], tal que £(vy) < l(vy) < L(vs) < ... < {(v,), onde ¢(v;) representa
o tamanho do maior caminho no subgrafo G ,[vy,va, ..., v;_1,v;]. Os vértices sdo rami-
ficados em ordem decrescente do tamanho do maior caminho no grafo BW enquanto for
possivel superar a melhor clique conhecida.

Em Held, Cook, and Sewell (2012), trés regras sao utilizados para definir trés
conjuntos de ramificacoes. O algoritmo efetivamente utiliza aquela de menor cardinali-
dade com um critério de desempate. Os vértices do menor conjunto de ramificagao sao
ramificados em ordem crescente de grau.

Em Tavares et al. (2015), uma ordem total dos vértices [my, mo, ..., m,] de P é
definida tal que color|m] < color[ms] < color[ms] < ... < color[m,], onde color|m;] repre-
senta o peso da coloragao ponderada de G[my, 7o, ..., m_1,m;]. Os vértices sdo ramificados
em ordem decrescente do peso da coloracao ponderada. Embora a estratégia seja similar
a de Babel, a coloracao ponderada usada aqui é diferente.

Na maior parte dos algoritmos analisados, o conjunto de ramificagao nao é
definido previamente. A principal vantagem dessa abordagem é que a melhoria do limite
inferior pode contribuir para a reducao do conjunto de ramificagao. No caso dos algoritmo
de Balas and Xue (1991), Balas and Xue (1996) e Held, Cook, and Sewell (2012), o
conjunto de ramificacao é definido previamente. No caso do algoritmo proposto em Held,
Cook, and Sewell (2012), a situacao é atenuada pelo fato de que diferentes regras para

gerar o conjunto de ramificagao sao utilizadas.

O quarto ponto chave | PN N(v)| estd relacionado com a estrutura de dados

que armazena o grafo e com a eficiéncia em que operacoes sao realizadas sobre G durante
o algoritmo. Mais recentemente, a utilizacao de estrutura de dados que armazena bits in-
dividualmente (vetores de bits) comegou a ser explorada Segundo, Rodriguez-Losada, and
Jimenez (2011); Segundo et al. (2013); Corréa et al. (2014) para CLIQUE. A utilizagao

dos vetores de bits possibilita a reducao dos requisitos de meméria e uma melhor apro-
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veitamento do paralelismo das operacoes bit-a-bit realizadas pelo hardware. A utilizacao
dessa estrutura de dados para CLIQUE PONDERADA é proposta nesta tese.

4.2 Algoritmos do Estado da Arte

Dentre os métodos do estado da arte para o problema CLIQUE PONDERADA, pode-
mos destacar o algoritmo CLIQUER baseado no método das bonecas russas que serd
apresentado no préximo capitulo, e os seguintes 2 algoritmos de B & B:

e Algoritmo YM: Yamaguchi e Masuda apresentaram um algoritmo de Branch &
Bound em Yamaguchi and Masuda (2008). Neste algoritmo, uma heuristica ¢ utili-
zada para encontrar uma orientacao aciclica do grafo objetivando minimizar o peso
do caminho mais pesado no grafo orientado. O algoritmo YM supera o algoritmo
CLIQUER para grafos aleatérios com densidade superior 50%.

e Algoritmo HCS: Held, Cook e Sewell apresentaram um algoritmo de Branch &
Bound melhorado para o problema do conjunto independente ponderado maximo em
Held, Cook, and Sewell (2012). O algoritmo utiliza duas estratégias de poda e trés
estratégias de ramificacao. No trabalho, o algoritmo é comparado com o algoritmo
CLIQUER e com dois algoritmos de Branch & Cut que usam o CPLEX 12.2 e
Gurobi 3.0.0, respectivamente. O algoritmo CLIQUER mostrou-se mais eficiente
para grafos com densidade inferior 50%. Por outro lado, os algoritmos de Branch
& Cut mostraram-se mais eficientes para grafos com densidade maior que 97%. O
algoritmo HCS mostrou-se mais eficientes para as faixas intermedidrias de densidade
entre 50% e 97%.

4.3 Algoritmo de Yamaguchi e Masuda

O algoritmo YM segue a estrutura geral do Algoritmo 4.1. Um subproblema ¢ definido
pela tripla (C, P, LB). Em cada né, aplica-se a heuristica que devolve uma ordem dos
vértices my, ..., m, tal que ¢(m) < l(my) < ... < {(m,), onde {(m;) representa o tamanho
do maior caminho direcionado no subgrafo G ;[m,...,m;]. O primeiro vértice escolhido
para ser ramificado é m,, se a(m,) > LB — w(C). Entdo, todas as cliques contendo o
vértice 7, sao enumeradas implicitamente. O vértice 7, é removido de P e o processo
continua enquanto ¢(m;) > LB — w(C') para k = n — 1,...,1. Esses passos podem ser

vistos no Algoritmo 4.2.
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Algorithm 4.2 Algoritmo proposto por Yamaguchi e Masuda

function MAIN
LB <+ 0
YM(0,V,LB)
function YM(C, P, LB)
if w(C) > LB then
LB+ w(C)
CaminhoM aisPesado(G[P],w,m, ()
for i < |P| até 1 do

v (1)

if w(C)+{¢(v) <LB then
retorne

YM(CU{v}, PNN(v),LB)

P« P\ {v}

4.4 Algoritmo de Held, Cook e Sewell

O algoritmo de Branch & Bound apresentado por Held, Cook e Sewell, que denotaremos
por HCS, resolve o problema do conjunto independente maximo ponderado. Esse algo-
ritmo adota varias idéias dos algoritmos apresentados em Balas and Xue (1996); Babel
(1994); Warren and Hicks (2006); Sewell (1998); Bron and Kerbosch (1973). Como o
problema da clique maxima ponderada de GG pode ser resolvido encontrando o conjunto
independente méximo no grafo G, vamos descrever o algoritmo no contexto de clique
maxima ponderada.

Um subproblema na arvore de Branch & Bound gerado por HCS é definido
pela quadrupla (C, P, X, LB), onde LB é um limite inferior, dado pela clique com o maior
peso até o momento, C' = {vq,...,v4} (onde d é a profundidade do subproblema) é a clique
ponderada atual, P ¢ o conjunto de vértices que podem entrar na clique atual chamado de
conjunto candidato e X é o conjunto de vértices que ja explorados em algum subproblema
antecessor, ou seja, o peso de qualquer clique ponderada contendo um vértice de X é no
maximo LB.

O algoritmo usa duas regras de poda e trés estratégias de ramificacao.

A primeira regra de poda utiliza o conjunto X e pode ser estabelecida da
seguinte maneira: Se existe um vértice z € X tal que

w(z) > w((CUP)NN(x))
entao o subproblema atual nao deriva uma clique ponderada que supere LB e pode ser
podado.
Lema 3 Dado um subproblema (C, P, X, LB), se existe um x € X tal que w(z) > w((C'U
P)N N(x)) entdo toda clique C' C (C' U P) tem w(C") < LB.
Prova Considere uma clique C’ C (C'U P). Entdo, C" = {x} U (C"\ N(z)) é uma clique

contendo z € X, de modo que w(C”) < LB. Logo, as seguintes relagoes sao validas:
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w(C"”) w({z} U\ N(z))
w(z) +w(C"\ N(z))

(
(

w(z) +w(C") — w(C' N N(z)
(x N
(

), como " CCUP eVYvww) >0
) +w(C") —w((CUP)NN(z)), como w(r)—w(CUP)NN(z)) >0
w(C")
Logo, w(C") < w(C") < LB.

A segunda regra de poda usa uma colora¢do ponderada inteira. Dado um

w

AVARAY,

subproblema (C, P, X, LB), se o peso da coloragao ponderada de P for inferior ou igual
a LB — w(C'), entdo este subproblema nao pode gerar uma clique ponderada com peso
superior a LB. Logo, todas as suas cliques estao implicitamente enumeradas.

A primeira regra de ramificagao é uma extensao, para o caso ponderado, da
regra de ramificagao proposta por Balas e Yu Balas and Yu (1986). Dado um subproblema
(C, P, X, LB), suponha que exista um U C P tal que

w(GU),w) < LB —w(C)
Entao toda clique ¢ C C'U P com w(C") > LB deve conter pelo menos um vértice de
P\ U. O conjunto de ramificagao é reduzido para F' = P\ U.

A determinacao do conjunto F' assim como a verificacao da segunda regra de
poda sao feitas conjuntamente por uma modificagdo da HeuristicaHCS (Ver Algoritmo
3.2). A versao modificada, que denotamos por HeuristicaHCSRestrita, termina quando
todos os vértices estiverem totalmente coloridos (como antes) ou quando o peso da co-
loracao atingir LB — w(C'), o que ocorrer primeiro. No primeiro caso, a segunda regra de
poda é satisfeita. No segundo caso, os vértices nao coloridos ou parcialmente coloridos
definem F.

A segunda regra de ramificagao utiliza o conjunto de vértices X. Podemos
notar que toda clique ponderada méxima C’ em G[C U F| com w(C") > LB deve conter
pelo menos um vértice da nao vizinhos de x € X, um contradicao, pois toda clique
contendo x tem peso no maximo LB. Neste caso, podemos tomar o conjunto de ramificacao
como F' = PN N(z).

A terceira regra de ramificacao pode ser definida se existe um v € P tal
que

w(v) > w(P N N(v))

Podemos mostrar que existe uma clique ponderada méximo C’ de G[P] que
inclui o vértice v.

Lema 4 Dado um subproblema (C, P, X, LB). Se existe um v € P tal que w(v) > w(PN
N(v)) entdo existe uma clique ponderada mdzima C' de G[P] que inclui o vértice v.

Prova Suponha que existe uma clique ponderada méxima C” de G[P] que nao inclui o
vértice v. Seja C" = {v} U (C"\ N(v)) uma clique ponderada de G[P] que inclui o vértice

v. Vamos mostrar que w(C”) > w(C"). De fato, temos as seguintes relagoes sao vélidas:
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w(ClI)

Il
S
——
<
——
C
Q

(C"N N(v)), comoC'C P
w(v) +w(C") —w(PNN()), comow(v)—w(FNN(@)>0
w(C")

Portanto, existe uma clique ponderada maxima que deve incluir o vértice v em

Il
S
+ +
=4
qQ
|
S
Q

AVARYS

G[P], o mesmo acontece para qualquer clique ponderada de G[S U P|

Neste caso, o conjunto de ramificacdo serd F' = {v}.

A cada subproblema, o algoritmo usa a regra que gera o menor conjunto de
ramificagao. Em caso de empate, a primeira regra tem maior prioridade, depois a terceira
regra. O conjunto de ramificagao é ordenado em ordem decrescente de seus graus em G|P].
Seja vy, v, ...,v, a ordem do conjunto de ramificacdo F”. O problema é ramificado da

seguinte maneira. Sendo
P, = (PN N())\ {vit1,.-.,vp} Yv; € F” (20)

Resolve-se recursivamente o problema em cada G[P;| parai=p,p—1,...,1.

O algoritmo usa trés heuristicas gulosas para encontrar uma solucao inicial
e depois essa solucao inicial ¢ melhorada através de uma busca local. Cada heuristica
gulosa constrdi uma clique iniciando de um conjunto vazio e adicionando um vértice por
vez usando um critério guloso diferente. O peso da clique obtida é utilizada para atualizar
o limite inferior inicial do problema.

O algoritmo HCS completo encontra-se descrito pelo Algoritmo 4.3.
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Algorithm 4.3 Algoritmo proposto por Held, Cook e Sewell

1: function CLIQUE_PONDERADA (G, w)

2 LB <+ 0

3 for + < 1 até 3 do

4: C' + HeuristicaGulosa(G, 1)

5: C" + BuscalLocal(G, 5)

6 if w(C") > LB then

7 LB <+ w(C")

8 HCS(0,V,0,LB)

9: function HCS(C, P, X, LB)

10: if w(C) > LB then

11: LB + w(S)

12: if v € X tal que w(z) > w((C U P)N N(x)) then

13: retorne

14: HeuristicaHCSRestrita(G|[P], 7, color, tamanho)

15: > Todos os vértices sao coloridos pela heuristica de coloragao ponderada

16: if tamanho = |P| then

17: returne

18: Escolha o menor conjunto de ramificacao F' = {f1, fo, ..., fp} C P usando as trés
regras de ramificagao

19: Ordene F' em ordem decrescente de seus graus em G|[P)]

20: for i < p até 1 do

o1, (P = (PONEN {Firrs - o}

22: HCS(C U{fi}, P, X)

23: X — XU{fi}

4.5 Algoritmo BITCLIQUE

Nesta secao, apresentamos o nosso algoritmo de Branch € Bound, que chamaremos de
BITCLIQUE. Ele combina de forma efetiva varios elementos que ja foram utilizados em
outros algoritmos de Branch & Bound. Mais precisamente, usamos:

e Uma metaheuristica para a obtencao de um limite inferior inicial.

e Uma ordenacao inicial fixa dos vértices. Essa ordenacao inicial dos vértices cumpre
dois papeis importantes: evitar a reordenagao dos vértices toda vez que a heuristica
de coloragao ponderada for executada e prover um critério simples para a escolha
dos vértices durante a coloracao.

e Uma heuristica de coloracao ponderada inteira, utilizando vetores de bits. Os vetores
de bits sao utilizados aqui para acelerar as operacoes realizadas pela heuristica.

e Uma Estratégia de ramificacao inspirada em Babel (1994); Tomita et al. (2010) com
base na coloracao ponderada obtida.

Nas proximas segoes, detalhamos melhor nossas escolhas e implementagoes

para cada um dos quatro pontos chaves apontados acima.
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4.5.1 Procedimento de Limite Inferior

Diversas heuristicas disponiveis sao capazes de encontrar boas solucoes viaveis para o
problema da CLIQUE PONDERADA:
Algoritmo aumentante Mannino and Stefanutti (1999)
Busca Local Escalonada (Phased Local Search)Pullan (2008)
Busca Tabu com Multivizinhaga Wu, Hao, and Glover (2012)
Busca Local de Fuga (Breakout Local Search)Benlic and Hao (2013)
A heuristica escolhida para obter uma boa solucao inicial foi a Busca Tabu
com Multivizinhanga Wu, Hao, and Glover (2012) (Ver Algoritmo 4.4). Em cada iteragao,

nessa metaheuristica, é explorada a uniao de 3 vizinhangas, e a melhor solucao admissivel

da vizinhanga (nao proibida ou melhor global) é escolhida. Inicialmente, uma solugao
inicial é construida de forma iterativa, a partir de um conjunto vazio e adicionando um
vértice por vez, sem um critério especifico, até encontrar uma clique maximal.

Os operadores de movimento, que definem respectivamente as 3 vizinhancas,
sao ADD, SWAP e DROP. Esses operadores sao definidos em funcao de dois subconjuntos
de vértices PA e OM, relacionados com uma clique C. O subconjunto de vértices PA é
formado pelos vértices que nao estao em C, mas sao adjacentes a todos os vértices de C.
O subconjunto de vértices OM é formado pelos vértices que nao estao em C', mas tém
|C'| — 1 vizinhos em C'. A relagao entre a clique C' e os conjuntos de vértices PA e OM

estao ilustradas na Figura 17, extraida do artigo Wu, Hao, and Glover (2012).

Figura 17: Relacao entre uma clique C' e os subconjuntos de vértices PA e OM.

OM = {6,

Fonte: Wu, Hao, and Glover (2012)

O operador ADD(v) adiciona um vértice v de PA na clique atual C. Esse
movimento s6 pode ser aplicado quando PA # (). Depois do movimento ADD(v), o peso
da clique ponderada atual aumenta em w(v). O operador DROP(u) remove um vértice
da clique atual C'. Esse movimento sé pode ser aplicado quando C' # (. Depois do
movimento DROP(u), o peso da clique ponderada atual diminui em w(u). O operador
SWAP(v,u) troca um vértice v € OM pelo vértice u € C' que nao é vizinho de v. Depois

do movimento SWAP(v,u), o peso da clique ponderada atual varia em w(v) — w(u).



61

Além das restricoes impostas pela busca tabu, a metaheuristica implementa
uma estratégia de reinicializacao aleatéria. Enquanto as restrigoes da busca tabu estabe-
lecem uma forma de diversificagao local, a estratégia de reinicializacao aleatéria assegura
uma forma de diversificacao global, forcando a busca a deixar regioes visitadas. O processo
de reinicializacao é acionado quando a busca atual estiver presa em um étimo local pro-
fundo. Isso acontece quando o nimero de iteracoes consecutivas sem melhoras no peso da
clique (representado por NT) excede o valor de L (niimero maximo permitido de iteragoes
sem melhorias). Em outras palavras, L representa a profundidade da busca tabu. Um
outro parametro da metaheuristica ¢ o nimero maximo de iteragoes, representado por
Iter oz

No nosso algoritmo, o nimero maximo de iteracoes, Iter,,.., depende da den-
sidade do grafo. Quando a densidade do grafo for maior 80%, o nimero maximo de
iteracoes sera 1.000.000. Caso contrario, sera 100.000. A profundidade da busca tabu

serd 4000, valor sugerido em Wu, Hao, and Glover (2012) para grafos ponderados.

Algorithm 4.4 Busca Tabu com Multivizinhanca para clique maxima ponderada
function BuSCATABUMULTIVINHANCA (G, L,Iter..)
Require: Um grafo ponderado G = (V, E,w), um inteiro L (profundidade da busca) e
Iter,,,, nimero maximo de iteragoes.
Iter + 0
C* <0
while Iter < Iter,,,, do
C' <+ CliqueMaximalAleatdria()
Inicialize lista tabu
NI+ 0
Clocal =C
while NI < L do
Construa a vizinhanca Ny, Ny e N3 de C
Escolha o melhor vizinho permitido ¢’ € Ny U Ny U N3
C«+ '
NI+ NI+1
Iter < Iter +1
Atualize a lista tabu
if W(C) > W(Olocal) then
NI <+ 0
C’local —C
if W(Olocal) > W(C*) then
C* C(local
return C*

4.5.2 Procedimento de Limite Superior

No capitulo anterior, mostramos que as heuristicas BITCOLOR1 e BITCOLOR?2 con-

seguem obter o melhor compromisso entre a qualidade do limite superior e o tempo gasto



62

para calcula-lo. A reducao do custo computacional é alcancada por dois fatores:
e Utilizacao de vetores de bits.
e Critério simples de escolha do vértice durante a coloracao ponderada.

No Algoritmo 4.5, propomos uma implementacao, utilizando vetores de bits,
para a heuristica de coloragao ponderada inteira. O procedimento tem como parametros:
um vetor de bits U, representando um conjunto de vértices; um vetor p, representando
a ordem inicial dos vértices; um vetor m, representando a ordem obtida a partir da co-
loracao, um vetor color, que armazena o limite superior dado pela coloracao ponderada
de subgrafos; e um inteiro tamanho que armazena o numero de vértices coloridos. A
ordenacao inicial dos vértices p é colocada como parametro de entrada apenas para dar
maior clareza ao texto. Os bits de todos os vetores de bits sao organizados seguindo a
ordem p. Logo, a instrugao selecione o primeiro vértice do conjunto () seguindo a ordem
p pode ser substituido por selecione o indice do primeiro bit setado em 1 do vetor de bits
Q.

A cada iteragao, um conjunto independente ponderado S; serd construido. O
vetor de bits () representa os vértices que podem ser adicionados ao conjunto independente
corrente S;. Os vértices adicionados em S; sao selecionados do vetor de bits () seguindo
a ordem inicial p. Cada vez que um vértice v é selecionado, o conjunto independente S; é
atualizado S; < S;U{v}. Os vértices adjacentes a v e o préprio v sdo removidos do bitmap
Q, ou seja, Q < Q \ N(v);Q + @\ {v}. O processo continua enquanto ainda existir
um vértice v € ). Quando () torna-se vazio, um conjunto independente maximal S; é
obtido. O peso do conjunto independente S; é dado pelo menor peso residual dos vértices
de S;. O peso residual de cada vértice v de .S; é atualizado, decrementando-o do peso da
classe de cor 5;.0s vértices com peso residual iguais a zero podem ser removidos de U.
A heuristica de coloragao ponderada termina quando U torna-se vazio. As instrugdes em
caixas sao aquelas substituidas por instrucoes especificas que manipulam diretamente o

vetores de bits.

4.5.3 Vetores de bits

Vetores de bits sao uma estrutura de dados discreta, apropriada para modelar uma
sequéncia de bits que pode ser manipuladas eficientemente por computadores, utilizando
poucas instrugao. Particularmente, vetores de bits podem ser utilizados para armazenar
a matriz de adjacéncia de um grafo ou um subconjunto de um conjunto ordenado. Por
exemplo, em um grafo com 6 vértices {v1,..., v}, uma clique formada pelos vértices
v1, U3, Uy, Ug pode ser representada pelo vetor de bits {101011}, onde cada bit esta associ-
ado a um vértice do grafo e cada bit igual a 1 indica um vértice que esta na clique.

O paralelismo de bits é uma forma de paralelismo alcangada quando repre-
sentamos os dados em vetores de bits de tamanho w, onde w é o tamanho da palavra

do computador (por exemplo, 32 ou 64 bits). Operagoes especificas podem ser utilizadas
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Algorithm 4.5 Heuristica de Coloracao Ponderada

function BITCOLOR(U, p, 7, color, tamanho)
Vv € V,res(v) < w(v)
141
tamanho < 1
UB + 0
while (U # ()| do

5. 0:[@ 1]
whiledo

’ v < Selecione o primeiro elemento de () seguindo a ordem p.

Q<+ Q\N©W)|;|Q« Q\{v} |; 5« SiU{v}
min_res < min{res(v)lv € S;}
y(S;) < min_res
UB < UB + y(S;)
for ve S, do

res(v) < res(v) — y(S;)

if res(v) = 0 then
U« U\A{v}
w[tamanho] < v
color[v] <~ UB

tamanho < tamanho + 1

ti+1
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para processar um vetor de bits de tamanho w em uma tunica instrucao do processa-
dor. Paralelismo de bits tem sido utilizado com bastante sucesso em muitos algoritmos,
particularmente para casamento de cadeia de caracteresBaeza-Yates and Gonnet (1992).
Recentemente, o paralelismo de bits tem sido explorado para resolver problemas de oti-
mizagao combinatéria como SATSegundo et al. (2008), Cligue MdximaSegundo et al.
(2010); Segundo, Rodriguez-Losada, and Jimenez (2011); Segundo et al. (2013); Segundo
and Tapia (2014); Segundo, Nikolaev, and Batsyn (2015) e Coloragdo de VérticesKomosko
et al. (2015).

Neste trabalho, o paralelismo de bits foi usado na heuristica de coloragao
ponderada sequencial e na atualizacao do conjunto de vértices candidatos. Além disso, o
uso de vetores de bits diminui os requisitos de memoria para a representacao de matriz

da adjacéncia e dos subconjuntos de vértices manipulados durante o algoritmo.

4.5.4 Estratégia de Ramificacao

Dado um subproblema (C, P, LB), a heuristica de coloragao ponderada devolve uma or-

dem total dos vértices 7y, ma, ..., 7, tal que color[m] < color[ms] < ... < color|m,], onde
color|m;] é um limite superior para w(G[m,...,m],w). O vértice m; é escolhido para ser
ramificado enquanto w(C') + color[m;] > LB, para todo i =n,...,1.

Considere o seguinte exemplo:

@\(?
@

Seja (6, 5, 4, 3, 2, 1) a ordem inicial dos vértices. A colora¢do ponderada
obtida pela heuristica de coloragao sera:
1. S1={6,2},y(5) =1
2. Sy =1{5,3},y(5) =2
3. S3={4,2},y(5;) =2
4. Sy ={1},y(S4) =3
Na préxima tabela, veremos a ordem 7 devolvida pela heuristica de coloragao

e o valor de color:

T 6513141211
color |1 1313|558

Considerando o limite inferior inicial igual a zero, o primeiro vértice a ser
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ramificado serd o vértice 1. Quando o vértice 1 é ramificado, a clique {1,2} é encontrada
com peso 6. O proximo vértice a ser ramificado seria o vértice 2, comec¢ando com C' = (),

mas w(C) + color[2] < LB, entao o processo de ramificagdo é interrompido.

4.5.5 Algoritmo de Branch € Bound

Nesta secao, apresentamos o algoritmo de Branch & Bound para o problema CLIQUE
PONDERADA, que chamaremos de BITCLIQUE. Ele combina de forma efetiva varios
elementos que ja foram utilizados em outros algoritmos de Branch & Bound. Mais preci-
samente, usamos:

e Uma ordenacao inicial fixa dos vértices, que estabelece uma organizacao dos vetores
de bits utilizados. Essa ordenacgao inicial dos vértices também define a ordem de
selecao de vértices na heuristica de coloragao ponderada inteira proposta.

e Limite superior obtido por uma implementacao baseada em vetores de bits de uma
uma heuristica de coloragao ponderada inteira inspirado em Balas and Xue (1996).
Os resultados computacionais apresentados no Capitulo 3 mostram que o limite
superior obtido por essa heuristica apresenta um bom compromisso entre a qualidade
da solucao e o tempo computacional, frente as demais propostas do estados da arte.

e Estratégia de ramificacao baseada na coloragao ponderada inteira, porém inspirada
em Babel (1994)

e Utilizagao de instrugoes com paralelismo em nivel de bits em varias operagoes re-
queridas pelo algoritmo.

A estrutura de BITCLIQUE esta descrita no Algoritmo 4.6. Note que ela segue
o formato geral apresentado na Secao 3.1. O procedimento BITCOLOR, que realiza a
coloracao ponderada, é aquele definido pelo Algoritmo 4.5. Relembre que ele considera os
vértices para a coloragao seguindo a ordem p e devolve a ordem ordem em que eles sao
efetivamente coloridos; color armazena os limite superiores para os subgrafos definidos

por ordem; cont guarda a quantidade de vértices que estd no conjunto P.
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Algorithm 4.6 Algoritmo BITCLIQUE
function MAIN
p < ordenacao inicial dos vértices.
LB < heuristica tabu com multivizinhaca.
BITCLIQUE((, V, LB)
function BITCLIQUE(C, P, LB)
if w(C) > LB then
LB + w(C)
BITCOLOR(P, p, ordem, color, cont)
for i < cont até 1 do
v «— ordemli]
if w(C) + color[v] < LB then
retorne
newP < PN N(v)

P <+ P\ {v}}
BITCLIQUE(C' U {v}, newP, LB)

4.6 Resultados Computacionais

No6s comparamos o desempenho computacional do nosso algoritmo BITCLIQUE com o
algoritmo Branch & Bound de Yamaguchi e Masuda (YM), disponibilizado gentilmente
pelos os autores, e com algoritmo de Branch & Bound proposto em Held, Cook, and Sewell
(2012), disponibilizado em https://code.google.com/p/exactcolors/. Consideramos
duas versoes do nosso algoritmo: BITCLIQUEL, que usa a ordenacao inicial dada pelo
menor peso primeiro; BITCLIQUE2 onde a ordem inicial considera o critério do maior
grau ponderado primeiro.

Todos os testes foram realizados num computador com processador Intel Core
17-2600K 3.40Ghz, 8 Mb de cache, com 6Gb de memoria, utilizando o sistema operacional
Linux.

Nos avaliaremos o desempenho do nosso algoritmo utilizando as principais
instancias disponiveis na literatura:

e Grafos Aleatérios
e DIMACS-W

e ExactColor

4.6.1 Grafos Aleatérios

Em nosso experimento, nds geramos 10 grafos aleatérios para cada combinacao n (nimero
de vértices) e p (probabilidade de existéncia de cada aresta) considerada. Nés estamos
usando o modelo de grafos aleatérios G(n,p). Neste modelo, o grafo é construido adi-
cionando arestas aleatoriamente. Cada aresta é incluida no grafo com probabilidade p,

independentemente de todas as outras arestas. Logo, todos os grafos com n vértices e m


https://code.google.com/p/exactcolors/
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arestas tém a mesma probabilidade de serem gerados definida por

n(n—1)
-

p"(1-p) " (21)

Os pesos atribuidos aos vértices estao uniformemente distribuido no intervalo
entre 1 e 10. No6s estamos usando dois geradores de ntimeros pseudo-aleatério: drand,
que devolve um nimero em ponto flutuante de precisao dupla uniformemente distribuido
no intervalo [0,1) e urand, que retorna um inteiro sem sinal uniformemente distribuido

no intervalo 0, .., 2% — 1.

Algorithm 4.7 Algoritmo para a geracao de grafos aleatérios no modelo G(n, p)

function GRAFOALEATGORIO(n, p, seed)

V+{l,....n}
E<+ 0
for i < 1 até n do

w(i) < (urand(seed) mod 10) + 1

for j <1+ 1 até n do

if drand(seed) < p then
E+— EU{ij}

Como ¢ usual na literatura, o nimero de vértices das instancias diminui a me-
dida que a probabilidade de existéncia de aresta aumenta. Consideramos 20 combinagoes,
levando a 200 instancias no total. Para cada par (n,p), calculamos a média do nimero
de subproblemas na arvore de B € B e a média do tempo consumido pelas 10 instancias
para cada algoritmo. O tempo de limite de resolugao para cada instancia é 1h (3600s).
Quando o tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada na tabela como **, onde
x € [1,10] significa o nimero de instancias nao resolvidas no tempo limite. Identificamos
em negrito o melhor desempenho médio em cada caso.

A Tabela 7 mostra que, para essas instancias, ambos BITCLIQUE1 e BIT-
CLIQUE2 dominam amplamente YM e HCS em ntumero de subproblemas gerados.
Podemos observar que o nimero médio de subproblemas cai em pelo menos uma ordem
de magnitude. Além disso, notamos também que os novos algoritmos resolvem bem mais
instancias, dentro do tempo limite, que os algoritmos do estado da arte.

Ja a Tabela 8, mostra que a reducao do nimero de subproblemas se traduz
igualmente em uma reducao do tempo de execucao. Por exemplo, o Algoritmo BITCLI-
QUE2 chega a ser 3860 vezes mais rapido em relagdo YM para o grupo (200,0.90)

Uma comparacao direta entre BITCLIQUE1 e BITCLIQUE?2 revela que o
primeiro é superior ao segundo em todos os grupos de instancias até p = 0.8, chegando
a obter um tempo de processamento até 3 vezes menor. Essa relacao, porém, inverte-
se para os grupos com densidade maior ou igual a 0.90, quando BITCLIQUEZ2 passa

a apresentar um desempenho superior, tanto em ntumero de nds, quanto em tempo de



execucao.

pesos diminui e o problema fica mais proximo do problema nao ponderado.

Tabela 7 — Média dos niimero de subproblemas para 10 instancias de grafos

68

Conjeturamos que, a medida que a densidade aumenta, a importancia dos

aleatdrios para cada par (n,p).

Instancia Numeros de Subproblemas
(n,p) YM HCS BITCLIQUE1 BITCLIQUE2

(2500,0.10) | 2.34e+04 2.18e+04 7.22e+02 1.20e+03
(5000,0.10) | 2.02e+05 2.12e+-05 2.52e+03 3.72e+-03
2500,0.20) | 2.83e+05 2.32e+405 1.54e+04 1.07e4-04
(

5000,0.20) | 5.41e4+06 5.01e+06 2.12e+-05 4.25e+05
(
(2500,0.30) | 4.77e+06 4.15e+06 2.11e+05 3.16e+05
(5000,0.30) | 1.58e+08 10 7.48e+06 1.15e+407
(1200,0.40) | 1.67e+06 1.29e+06 1.03e+05 1.15e+05
(2500,0.40) | 1.00e+08 *8 5.13e+06 1.19e+4-07

600,0.50 4.72e+05 3.22e+05 3.95e+04 4.06e+04
(
(1200,0.50) | 2.98e+07 2.58e+07 1.95e+06 3.36e+06
(600,0.60) | 6.06e+06 4.74e+06 4.84e+05 6.07e+05
(1200,0.60) %10 x10 6.91e+07 %10
(400,0.70) | 6.70e+06 4.22e+06 5.67e+05 5.33e+05
(500,0.70) | 4.54e+07 3.29e+07 3.62e-+06 4.42e+06
(600,0.70) | 1.82e+08 %10 1.31e4-07 1.82e+07
(300,0.80) | 2.11e+07 1.17e+07 1.81e+06 1.22e+06
(400,0.80) x5 o 2.73e+07 2.28e+07
(200,0.90) | 1.28e+07 3.01le+06 1.03e+06 8.84e+04
(300,0.90) %10 x10 2.40e+08 3.47e+07
(200,0.95) | 1.34e+08 2.44e+06 5.30e+06 3.74e+04

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 8 — Média dos tempo de execugao para 10 instancias de grafos aleatérios
para cada par (n,p).

Instancia Tempo de execugao(segundos)
(n,p) YM HCS BITCLIQUE1 BITCLIQUE2

(2500,0.10) | 0.26 5.98 0.80 0.88
(5000,0.10) | 3.19 99.04 3.32 5.13
(2500,0.20) 3.74 33.88 1.99 3.60
(5000,0.20) | 88.30  920.76 41.76 83.11
(2500,0.30) | 63.45  373.57 22.63 57.79
(5000,0.30) | 2988.57 > 3600 1230.47 3358.41
(1200,0.40) | 19.00 74.25 4.79 10.64
(2500,0.40) | 1586.25 > 3600 443.90 1216.67
(600,0.50) 3.84 10.61 0.91 1.46
(1200,0.50) | 385.89 1228.10 76.17 194.71
(600,0.60) 60.93 127.47 9.40 18.65
(1200,0.60) | > 3600 > 3600 2608.70 > 3600
(400,0.70) 58.32 78.17 6.77 11.10
(500,0.70) | 446.44  686.61 54.01 101.71
(600,0.70) | 2195.10 > 3600 248.48 553.79
(300,0.80) | 175.92  168.28 15.39 17.34
(400,0.80) | > 3600 > 3600 311.87 441.60
(200,0.90) | 111.56  36.29 5.60 0.98
(300,0.90) | > 3600 > 3600 2279.47 591.86
(200,0.95) | 1582.71  34.44 24.01 0.41

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6.2 DIMACS-W

O conjunto de instancias da DIMACS foi criada para o Segundo Desafio em Cliques,
Satisfabilidade e Coloracao de Grafos. Ele é formado por 80 grafos obtidos a partir de
varios problemas:

e brock : instancias do gerador de Mark Brockington e Joe Culberson que tenta
esconder uma clique com um tamanho maior do que o esperado pelo modelo classico
de grafos aleatérios.

e p_hat: instancias construidas por um gerador que usa 3 parametros: n, numero
de nés, e a e b, dois parametros de probabilidade de existéncia de arestas tal que
0 <a<b< 1, gerando grafos com cliques maiores do que o esperado pelo modelo
classico de grafos aleatdrios.

e hamming: instancias de problemas de Teoria de Cdodigos.

e san e sanr: instancias obtidas a partir do problema de cobertura de vértices minima.

e MANN: instancias obtidas da formulacao do problema da cobertura tripla de Steiner

O conjunto de instancias DIMACS-W sao instancias obtidas a partir das
instancias DIMACS para o problema da clique maxima. Vérias heuristicas utilizam as
instancias da DIMACS-W como instancias de referéncia. H& diversas maneiras de definir

uma funcao de ponderacao dos vértices. Vamos adotar a funcao de ponderacao descrita
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em Pullan (2008): para cada vértice i, w; é igual a (i mod 200) + 1.

Os resultados dos experimentos computacionais com as instancias desse grupo
podem ser vistos na Tabela 9. Agora, o tempo limite de resolucao para cada instancia é
2h (7200s). Quando o tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada como * na
tabela. Identificamos em negrito o melhor desempenho em cada caso.

Podemos observar novamente que BITCLIQUE1 gera sempre menos sub-
problemas que YM e HCS. O mesmo ocorre com BITCLIQUE2, com excecao das
instancias hamming10-2, que esse algoritmo nao consegue resolver, e san400_0.7-1, onde
o numero de subproblemas é superior ao de HCS.

Por outro lado, nao ha prevaléncia clara de BITCLIQUE1 sobre BITCLI-
QUE2 ou vice-versa, a nao ser para instancias com densidade a partir de 0.90, quando o
segundo gera menos subproblemas que o primeiro.

Em relacao a tempo, o algoritmo BITCLIQUE1 é mais rapido que o al-
goritmo BITCLIQUE2 para instancias com densidade menor que 0.90 (com excegao
dos grafos da familia p_hat). Além disso, o algoritmo BITCLIQUEL resolve todas as
instancias resolvidas pelos algoritmos anteriores enquanto BITCLIQUE2 nao consegue
resolver a instancia hammingl0-2, que é resolvida por HCS.

Note ainda que os novos algoritmos sao quase sempre mais rapidos que os da
literatura. Ha reducoes bastante significativas, como no caso das instancias phat_1000-
2 e phat_1500-2. Notamos também que os novos algoritmos conseguiram resolver mais

instancias dentro do tempo limite estabelecido.

4.6.3 Exactcolor

Essas instancias representam subproblemas de conjunto independente maximo ponderado,
obtidos durante o algoritmo de Branch € Price para o problema de coloracao de vértices
Held, Cook, and Sewell (2012).

Seja S o conjunto de todos os conjuntos independentes em G. O numero

cromatico de G, denotado por x(G), pode ser obtido da seguinte maneira:

X(G) = min Z Ts (22)

Ses

s.a. Z rs <1 YveV (23)
{SeSwesS}
zrg € {0,1} vSeS (24)

Em Mehrotra and Trick (1996), este problema ¢é resolvido por um algoritmo

de Branch & Price. O problema relaxado resolvido em cada né da arvore é:
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Tabela 9 — Resultados computacionais com as instancias DIMACS-W

Instancia Nimeros de Subproblemas Tempo de execugao(segundos)
Nome (n,p) YM HCS BITCLIQUE1 BITCLIQUE2 | YM HCS BITCLIQUE1l BITCLIQUE2
sanr400_0.5 (400,0.50) | 4.05e+04 3.51e+04 3.74e+03 4.05e+03 0.30 1.09 0.15 0.18
san1000 (1000,0.50) | 1.15e+05 2.98e+04 3.06e+03 2.35e+4-03 4.50 3.43 1.99 2.29
brock400_1 (400,0.75) | 2.34e4+07 1.56e+07 1.96e+06 1.76e+-06 256.57  339.63 29.98 37.80
brock400_2 (400,0.75) | 2.54e+07 1.87e+07 2.28e+06 2.51e+06 267.38  418.33 34.75 51.32
brock400_3 (400,0.75) | 2.26e+07 1.74e+07 1.77e+06 1.85e+06 229.46  388.23 28.66 38.58
brock400_4 (400,0.75) | 9.37e4+06  7.55e+06 1.04e+06 7.56e+4-05 123.42  200.16 17.83 20.11
brock800_1 (800,0.65) | 1.33e+08 1.28e+08 8.77e+06 1.64e+07 2267.59 5130.53 391.50 853.90
brock800_2 (800,0.65) | 2.11e4+08 1.93e+08 1.62e+07 3.07e+07 3499.57 7104.80 598.11 1323.48
brock800_3 (800,0.65) | 1.62e+08 1.63e+08 1.15e+07 2.12e4+07 2326.46 6104.75 457.88 986.15
brock800_4 (800,0.65) | 2.23e+08 * 1.78e+-07 3.38e+07 2938.27 * 610.96 1412.36
p_hat500-2 (500,0.50) | 4.65e4+05 1.94e+05 1.83e+04 5.32e+402 8.68 8.08 0.51 0.09
p-hat700-2 (700,0.50) | 1.83e+07 3.98e+06 7.59e+05 2.07e+03 410.32  190.80 18.28 0.27
p-hat1000-2  (1000,0.49) i i 1.67e+07 8.48e+04 ol > 716.71 9.11
p-hat1500-2  (1500,0.51) * * * 3.20e+06 * * * 566.07
sanr400_0.7 (400,0.70) | 4.15e4+06 2.55e+06 3.46e+05 3.46e+05 36.97 62.83 5.65 7.95
san400.0.7_1 (400,0.70) | 1.15e4+07 6.07e+04 4.30e+04 9.19e+04 134.27 2.86 2.13 4.56
san400-0.7_2 (400,0.70) | 1.44e+06 1.94e+05 6.45e+-04 7.20e+04 20.34 6.74 2.95 5.12
san400.0.7_3 (400,0.70) | 9.69¢+05 4.36e+05 4.66e+04 7.85e+4-03 11.42 12.23 2.12 0.76
p-hat300-3 (300,0.74) | 6.47e4+05 2.67e+05 4.66e+04 2.64e+03 9.06 6.70 0.57 0.10
p-hat500-3 (500,0.75) * 6.51e+07 1.59e+07 1.05e4-05 * 2412.55 301.27 4.53
gen200-p0.9.44  (200,0.90) | 7.49e4+06 1.27e+06 4.23e+05 1.73e+4-04 63.40 18.76 2.91 0.48
gen200-p0.9.55  (200,0.90) | 3.78e+06 7.88e+05 1.12e+05 4.22e+03 33.55 11.15 1.11 0.35
gen400-p0.9.55  (400,0.90) < e < 1.32e+-08 M = X 3272.15
gen400-p0.9.65  (400,0.90) * * * * * * * *
gend00-p0.9_75  (400,0.90) = & 3.48e+08 9.03e+06 X = 6738.43 325.59
C250.9 (250,0.90) | 2.96e+07 1.24e+07 2.30e+-06 2.15e4-05 393.56  225.40 18.33 3.55
san200.0.9_1 (200,0.90) | 3.78e+05 1.72e+04 6.26e+03 2.60e+01 4.64 0.39 0.54 0.46
san200.0.9_2 (200,0.90) | 2.97e4+06 3.51e+05 2.29e+04 6.54e+03 25.85 5.27 0.50 0.39
san200-0.9_3 (200,0.90) | 1.28e+07 2.51e+06 1.14e+06 9.52e+04 107.34  37.19 7.41 1.51
san400.0.9_1 (400,0.90) * 2.96e+07 6.59e+06 2.33e+06 * 1236.82 174.92 83.22
sanr200_0.9 (200,0.90) | 6.11e4+06 1.56e+06 7.24e405 5.56e+04 56.74 24.29 4.22 0.92
hamming10-2  (1024,0.99) * 5.97e+02 1.00e+01 * 0.10 0.62 *
MANN_a27 (378,0.99) e & e 7.68e+03 e e & 1.17
Numeros de instancias resolvidas 24 26 29 31

Fonte: Elaborada pelo autor.




72

xf(G,S’) = min Z Tg (25)
Ses’
s.a. Z s <1 YoeV (26)
{Ses"wes}
g >0 vSeS (27)

onde 8" CS. xf(G) = x¢(G,S) é o ntimero cromético fraciondrio de G.
Seja (z,7) uma solugdo primal-dual étima para (4.6)-(4.8), onde o vetor dual
T = (7y)wev € [0,1]V]. Logo, temos duas opgoes:
1. O par (z,7) é étimo.
2. m ¢é dual inviavel para o problema de coloragao fracionaria.
O dltimo caso acontece quando existe um conjunto independente S € S\ &

tal que

D m>1 (28)

vES

Um conjunto independente satisfaz essa condigao se somente se o conjunto
independente maximo ponderado por m de G é maior que 1. O valor deste conjunto é

dado por:

al(G,m) = maxz Tl

veV
sa. Y+, <1 V{u,v} el
v, € {0,1} YoeV

Na literatura, este problema ¢ atacado de maneira exata e/ou heuristica utili-
zando alguns algoritmos de Branch € Bound eficientes para o problema da clique méxima
ponderada ou, equivalentemente, conjunto independente maximo ponderado. Em Held,
Cook, and Sewell (2012), um conjunto de instancias do problema «(G, 1) é gerado durante
o método de geragao de colunas. O conjunto completo de instancias pode ser obtido em:

http://code.google.com/p/exactcolors/wiki/MWISInstances

Em Held, Cook, and Sewell (2012), um conjunto de 25 instancias do pro-
blema (G, ) é utilizado como instancias desafio para o problema do conjunto indepen-
dente maximo ponderado (Ver Tabela 10). Essas instancias podem ser convertidas para
instancias do problema da clique maxima ponderada no grafo complementar G. A den-

sidade reportada na tabela é do grafo G. Para o algoritmo ser numericamente seguro,


http://code.google.com/p/exactcolors/wiki/MWISInstances
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os pesos duais sao escalonados por um valor K. Na prética, isso significa que queremos
encontrar conjuntos independentes com peso maior que K. Nos testes realizados em Held,
Cook, and Sewell (2012), para as instancias grandes como C2000.5.1029, DSJC1000.1.3915
e DSJC500.1.117, a computagao ¢ finalizada quando um conjunto independente com peso
maior que K é encontrado. O algoritmo apresentado pelos autores nao conseguiu encon-

trar tal conjunto independente para essas instancias grandes em tempo limite de 10h.

Tabela 10 — Instancias do problema de clique méaxima ponderada obtidas a
partir das instancias de conjunto independente maximo ponderado

Instancia (n,p) K Instancia (n,p) K

1-Insertions 6 | (527,0.96) | 3537864 | 2-Insertions 4 (149,0.95) | 14412641
2-Insertions 5 | (369,0.97) | 3597125 3-Insertions_4 (208,0.97) | 7642290
3-Insertions 5 | (460,0.98) | 1527371 4-Insertions_4 (295,0.98) | 4521018
C2000.5.1029 | (2000,0.50) | 1073741 DSJC250.1 (241,0.89) | 8589934
( )
( )
)

DSJC250.5 (250,0.50) | 8589934 DSJC250.9 250,0.10 8589934
DSJC500.1.117 | (494,0.90) | 4294967 DSJC500.5 500,0.50 4294967
DSJC500.9 (500,0.10) | 4294967 | DSJC1000.1.3915 | (998,0.90 2147483
DSJC1000.5 | (1000,0.50) | 2147483 DSJC1000.9 (1000,0.10) | 2147483
DSJR500.1c (189,0.02) | 4294967 flat300-28_0 (300,0.52) | 7158278
flat1000_50_0 (967,0.51) | 2147483 flat1000-60_0 (999,0.51) | 2147483
flat1000_-76-0 | (1000,0.51) | 2147483 | latin_square_10 (90,0.00) 2386092
r1000.1c (511,0.03) | 2147483 r1000.5 (234,0.00) | 2147483
schooll (336,0.71) | 5577879

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em nosso experimentos, o tempo limite de resolucao para cada instancia é 2h

(7200s). Quando o tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada como *

na
tabela. Além do tempo de execucao, o melhor limite inferior serd também reportado.
Identificamos em negrito o melhor tempo de execucao e o melhor limite inferior.

Dentro do tempo limite, os algoritmos BITCLIQUE1 e BITCLIQUE?2 en-
contram os melhores limites inferiores (Ver Tabela 11), & excegdo de 2 instancias para
BITCLIQUE2. Em particular, para as instancias C2000.5.1029, DSJC500.1.117 e
DSJC1000.1.3915, os algoritmos BITCLIQUE1 e BITCLIQUE2 encontram uma cli-
que ponderada com peso superior ao valor K. Isso significa que o algoritmo consegue
encontrar uma coluna para ser adicionada pelo algoritmo de geracao de colunas. O algo-
ritmo HC'S nao encontra tal coluna no tempo limite de 10h.

Em geral, os algoritmos BITCLIQUE1 e BITCLIQUE2 mostram-se com-
petitivos em todas as densidades (Ver Tabela 12). Contudo, o algoritmo BITCLIQUE1
conseguiu resolver mais instancias que BITCLIQUE2. Quando um dos novos algorit-
mos nao consegue resolver a instancia com o melhor tempo, o seu tempo de execucao
¢ bastante proximo do melhor tempo de execucao. Principalmente quando os tempos
dos algoritmos da literatura sao maiores, BITCLIQUE1 e BITCLIQUE2 conseguem

reduzi-los significativamente.



Tabela 11 — Melhor limite inferior encontrado para cada instancia Exactcolor

Instancia (n,p) cutoff Melhor Limite Inferior Encontrado
YM HCS BITCLIQUE1 BITCLIQUE2
1-Insertions_6 (527,0.96) 3537864 3532481 3532481 3532481 3532481
2-Insertions_4 (149,0.95) 14412641 | 14412616 14412616 14412616 14412616
2-Insertions_5 (369,0.97) | 3597125 | 3054331 3054331 3054331 3054331
3-Insertions_4 (208,0.97) | 7642290 | 7018037 7018037 7018037 7018037
3-Insertions_5 (460,0.98) | 1527371 1379326 1393155 1427097 1377656
4-Insertions_4 (295,0.98) | 4521018 | 4286105 4286105 4286105 4286105
(C2000.5.1029 (2000,0.50) | 1073741 1105401 1070695 1128306 1108370
DSJC250.1 (241,0.89) 8589934 8226390 8226390 8226390 8226390
DSJC250.5 (250,0.50) 8589934 8589932 8589932 8589932 8589932
DSJC250.9 (250,0.10) | 8589934 | 8589933 8589933 8589933 8589933
DSJC500.1.117 (494,0.90) | 4294967 4043060 3885643 4344477 4308933
DSJC500.5 (500,0.50) | 4294967 | 4294964 4294964 4294964 4294964
DSJC500.9 (500,0.10) | 4294967 | 4294966 4294966 4294966 4294966
DSJC1000.1.3915 | (998,0.90) | 2147483 2043939 1935058 2291982 2268749
DSJC1000.5 (1000,0.50) 2147483 2147479 2147479 2147479 2147479
DSJC1000.9 (1000,0.10) 2147483 2147482 2147482 2147482 2147482
DSJR500.1c (189,0.02) | 4294967 | 4294967 4294967 4294967 4294967
flat300_28_0 (300,0.52) | 7158278 | 7158275 7158275 7158275 7158275
flat1000_50_0 (967,0.51) | 2147483 | 2147477 2147477 2147477 2147477
flat1000-60_0 (999,0.51) | 2147483 | 2147478 2147478 2147478 2147478
flat1000_76_0 (1000,0.51) | 2147483 | 2147479 2147479 2147479 2147479
latin_square_10 (90.,0.()0) 2386092 2386091 2386091 2386091 2386091
r1000.1c (511,0.03) 2147483 2147482 2147482 2147482 2147482
r1000.5 (234,0.00) 2147483 2147483 2147483 2147483 2147483
schooll (336,0.71) | 5577879 | 5577873 5577873 5577873 5577873

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 12 — Tempo de Execucao para cada instancia Exactcolor

Instancia (n,p) Tempo de Execugao
YM HCS BITCLIQUE1 BITCLIQUE2
1-Insertions_6 (527,0.96) | 2242.33236  44.24440 1.60668 21.09391
2-Insertions_4 (149,0.95) 0.38999 0.06504 0.19627 0.26794
2-Insertions 5 (369,0.97) | 6089.65302  85.43386 5.97728 5.65855
3-Insertions_4 (208,0.97) 94.30376 0.60412 0.96879 0.24253
3-Insertions_5 (460,0.98) & < 1404.59394 &
4-Insertions_4 (295,0.98) | 4083.37884  11.38059 3.63031 64.45659
C2000.5.1029 (2000,0.50) * * * *
DSJC250.1 (241,0.89) | 5831.52009 5261.10567 646.72284 508.14150
DSJC250.5 (250,0.50) | 0.09572 0.53295 0.10656 0.10380
DSJC250.9 (250,0.10) 0.00043 0.00526 0.07170 0.07037
DSJC500.1.117 | (494,0.90) * * * *
DSJC500.5 (500,0.50) 5.89928 28.16698 3.21632 3.22747
DSJC500.9 (500,0.10) 0.00499 0.04924 0.13717 0.14236
DSJC1000.1.3915 | (998,0.90) * * * *
DSJC1000.5 (1000,0.50) | 693.66427  3091.07580 418.77270 411.11693
DSJC1000.9 (1000,0.10) | 0.01523 0.46503 0.28024 0.28836
DSJR500.1¢ (189,0.02) 0.00028 0.00280 0.15113 0.15162
flat300.28_0 (300,0.52) 0.44294 1.80078 0.26329 0.26556
flat1000_50_0 (967,0.51) | 159.55484  673.98914 53.00945 93.38235
flat1000-60_0 (999,0.51) | 409.66139 1674.89864 178.62988 227.20397
flat1000_76_0 (1000,0.51) | 863.26174  3940.79916 539.63199 524.88818
latin_square_10 (90,0.00) 0.00006 0.00119 0.08183 0.08926
r1000.1c (511,0.03) 0.00194 0.02384 0.16896 0.15756
r1000.5 (234,0.00) 0.00028 0.00080 0.18398 0.18849
schooll (336,0.71) 39.23673 12.60694 2.12217 0.59738

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.7 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos um algoritmo de Branch & Bound combinatério com um
desempenho melhor que os outros algoritmos do estado da arte na mesma categoria, aten-
dendo a uma das principais motivacoes do nosso trabalho. Os resultados computacionais
mostraram que BITCLIQUE reduz tanto a quantidade de subproblemas quanto o tempo
de execucao na maior parte das instancias testadas.

O principal ativo de BITCLIQUE ¢é a heuristica de coloracao ponderada
inteira BITCOLOR. Essa heuristica consegue o melhor compromisso entre a qualidade
do limite superior e o tempo gasto para computa-lo. A qualidade do limite deve-se, em
boa parte, a ordem p dos vértices adotada. Observe que ela é utilizada a todo momento
sem a necessidade de reordenacao dos vértices. J4 a eficiéncia computacional é garantida
pela utilizagdo de uma estrutura de dados, chamada de vetores de bits (bitmaps), usada
para representar o grafo e as estruturas relacionadas a ele. Ela possibilita a realizacao de
operacoes recorrentes com menos instrugoes. Além disso, ela fornece uma outra ordenacao
dos vértices m usada pela estratégia de ramificacao.

BITCLIQUEL1 ¢é mais rapido que os algoritmos anteriores em quase todas as

densidades. Essa vantagem cresce a medida que a densidade do grafo aumenta. Ela sé é
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superada por BITCLIQUEZ2, quando a densidade do grafo ultrapassa 90%.
No préximo capitulo, mostraremos como incorporar a heuristica BITCOLOR

em um algoritmo de Bonecas Russas. Essa adaptacao estd sendo chamada de BITRDS.



7
5 ALGORITMOS DE BONECA RUSSA

O método de Busca de Bonecas Russas (Russian Doll Search) foi proposto ori-
ginalmente em 1996 para problemas de satisfagao de restricoes em Verfaillie, Lemae, and
Schiex (1996). De maneira independente, Ostergérd apresentou uma variacao do método
de Bonecas Russas para um problema de otimizacao discreta em Ostergard (2002). Re-
centemente, o método de Bonecas Russas foi aplicado em outros problemas de otimizagao
discreta:

e Problema da clique maxima Ostergard (2002); Corréa et al. (2014).

e Problema da clique maxima ponderada Ostergard (1999); Kumlander (2008); Shi-
mizu et al. (2012).

e Problema da cobertura tripla de Steiner Ostergard and Vaskelainen (2011).

e Problema do subtorneio transitivo maximo Kiviluoto, terg, and Vaskelainen (2014).

e Problema do melhor barbeque combinatérioOstergard, Vaskelainen, and Mosig (2007).

e Problema s-plex maxima McClosky and Hicks (2012); Trukhanov et al. (2013);
Gschwind et al. (2015).

e Problema da clique s-deficiente maxima Trukhanov et al. (2013); Gschwind et al.
(2015).

e Problema s-feixo maximo Gschwind et al. (2015).

e Problema da clique méxima probabilistica Miao, Balasundaram, and Pasiliao (2014).

e Problema da clique maxima ponderada com restricao de agrupamentos Malladi
(2014).

De maneira geral, o método consiste em resolver iterativamente subproblemas
cada vez maiores (também chamados de bonecas) até chegar ao problema completo. As
bonecas sao geradas de maneira que uma esteja contida na proxima, o que sugere o nome
do método. Por exemplo, uma boneca pode ser definida por um subproblema contendo
menos varidveis (ou menos restrigoes) que aquele relativo a préxima.

A eficiencia do método de Bonecas Russas depende também da utilizacao do co-
nhecimento acumulado durante a resolugao de subproblemas menores (bonecas menores),
de modo a reduzir o tamanho da arvore de busca empregada na resolucao dos subproble-
mas maiores (bonecas maiores). Com a ajuda das bonecas, podemos definir uma relagao
de dominacao entre subproblemas que permite podar os subproblemas dominados. Dizer
que um subproblema S; domina um outro subproblema S; significa que, para qualquer
solucao de Sy, existe uma solugao melhor ou igual em S;. A partir dessa relacao, podemos
definir regras de poda que utilizem eficientemente o conhecimento previamente obtido.

A estrutura geral do método de Busca das Bonecas Russas pode ser separada
em duas partes:

e Eistratégia de enumeracao das bonecas.

e Estratégia de solucao das bonecas.
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Para o problema da clique (ponderada) méxima Ostergard (1999, 2002) ,
Ostergard propde a seguinte implementacéo dessas estratégias. A enumeracio das bo-
necas baseia-se em uma ordem inicial dos vértices. Uma boneca corresponde ao problema
da clique ponderada maxima no subgrafo que inclui um vértice a mais seguindo essa or-
dem. Cada boneca é resolvida por um algoritmo de Branch & Bound, fortalecido por uma
estratégia de poda obtida pela relacao entre os subproblemas.

Em Trukhanov et al. (2013), mostra-se que o método de Busca de Bonecas
Russas pode ser estendido para qualquer propriedade II que seja hereditdria nos subgrafos
induzidos, ou seja, para qualquer S C V tal que G|[S] satisfaz a propriedade II, a remogao
de qualquer subconjunto de vértices em G[S]| ndo produz um grafo que viola a propriedade
I1.

Vérias propriedades em grafos sao hereditarias, tais como: clique, conjunto
independente, bipartido, aciclico, perfeito, planar entre outros. Trukhanov apresenta uma
extensao do algoritmo das Bonecas Russas para o problema s-plex maxima e o problema
da clique s-deficiente maxima. De maneira geral, esses dois problemas sao relaxacoes do
problema da clique méxima e/ou conjunto independente méximo.

Em Corréa et al. (2014), apresenta-se um algoritmo de Busca das Bonecas
Russas para o problema da clique maxima que apresenta duas modificagoes importantes
em relacéo ao algoritmo de Ostergard:

e O processo de enumeragao de bonecas é alterado para que um nimero significativo
de bonecas deixem de ser resolvidas devido a adocao de uma regra de eliminagao.

e Cada boneca é resolvida por um algoritmo de enumeracao recursivo, baseado nos
principios do método das Bonecas Russas. Mais precisamente, os subproblemas
associados as bonecas também sao resolvidos por chamadas ao método de Bonecas

Russas.

5.1 Estrutura Geral para CLIQUE PONDERADA

Nesta secao, apresentamos a estrutura geral do método das Bonecas Russas através
do algoritmo proposto em Ostergard (1999) e Ostergard (2002) (Ver Algoritmo 5.1).
Inicialmente, uma ordem dos vértices p é definida. Vamos usar a seguinte notagao
p = (p1,p2,...,pn) para falar sobre o conjunto de vértices ordenados. Essa ordem é
utilizada para o processo de geracao das bonecas. Cada boneca estd associado ao sub-
grafo G; = (Vi, E;), i € {1,...,n},onde Vi ={p1} e Viyy =V, U{pir1}, E; = E[V}].

O Algoritmo 5.1 resolve cada uma das n bonecas, ou seja, encontra a clique
méxima ponderada em cada subgrafo G;, para i € {1,...,n}; seu peso é armazenado
em c[p;]. O problema da i-ésima boneca divide-se em verificar se existe ou nao uma
clique maxima ponderada em G; com o vértice p;. Sabemos que o peso da clique méxima

ponderada sem o vértice p; em G; é ¢[p;_1]. Assim, o problema da clique ponderada
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méxima em G se resume a encontrar a clique maxima ponderada em G[V;_; N N(p;)] ou
mostrar que seu peso é no maximo c[p;_1] — w(p;). No Algoritmo 5.1, este problema é
resolvido pela chamada RDS({p;},U N N(p;), W), onde U mantém os iterados V; e W
representa um limite inferior para a préxima boneca, que passa a receber o peso da clique
maxima em G;, caso este seja maior.

De maneira geral, a ordem utilizada em Ostergard (2002) para CLIQUE e a
utilizada em Ostergard (1999) para CLIQUE PONDERADA tentam limitar o crescimento

de ¢[p;] durante o processo de enumeragao.

Algorithm 5.1 Algoritmo de enumeracao das bonecas
function INICIAL

p <= (p1,--,Pn)

clp1] < w(pr)

W« c(p1)

U<+ {p}

for ¢: < 2 até n do
clpil W

Segundo Ostergard Ostergard (1999), é um problema em aberto estudar como
diferentes ordens dos vértices afetam o desempenho do Algoritmo 5.1 e determinar quais
sao as caracteristicas de uma boa ordem.

Em Ostergard (2002), a ordem inicial dos vértices baseada em uma heuristica
de coloracao mostrou-se experimentalmente eficiente para a clique méaxima. Nessa co-
loracao, as classes de cores sao construidas uma por vez, adicionando sempre o vértice
com o maijor grau no grafo nao colorido e numerando estes vértices como (py, ..., pn).

Ja para a clique maxima ponderadaOstergard (1999), a ordem dos vértices
baseada em seus pesos(com um critério de desempate) obteve os melhores resultados
experimentais. Nessa ordem, p, é o vértice com o maior peso. Em caso de empate, sera
escolhido o vértice com a maior soma dos pesos de seus vizinhos. Iterativamente, para
1=n—1,...,1, o vértice p; ¢é selecionado aplicado a mesma regra em G;.

Em Ostergard (2002), cada boneca ¢ resolvida por um algoritmo de Branch
& Bound implementado pela funcao RDS do Algoritmo 5.1. Um subproblema na arvore
de Branch € Bound é definido pela tripla (C, P,LB), onde LB é um limite inferior,
dado pelo peso da clique mais pesada encontrada até o momento, C' é a clique atual
e P é o conjunto de vértices que podem entrar na clique atual chamado de conjunto
candidato. Particularmente, o subproblema da raiz da arvore de B € B associada a
boneca RDS({p;},U N N(p;), W) é dado por C = {p;}, P=UNN(p;) e LB=W.

Esse algoritmo Branch € Bound emprega duas regras de poda e uma estratégia

de ramificac@o, baseada na ordem p (Ver Algoritmo 5.2).
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A primeira regra de poda utiliza o peso do conjunto P. O subproblema
(C, P, LB) pode ser podado, se w(C) 4+ w(P) < LB.

A segunda regra de poda utiliza o vetor de solugdes c|.], gerado ao longo do
processo, como segue.

Lema 5 Para um subproblema (C, P, LB), se existe um j tal que P CV; e c(p;) +w(C'\
V;) < LB entdo toda clique C" tal que C' C (C'U P) tem w(C") < LB.

Prova Seja C' C C'UP. Entao C" C C'UV] e, conseqiientemente, C' = (C'NV;) U (C'N
(C\V;)). Como essa parti¢ao é disjunta, temos que w(C”") = w(C'NV;)+w(C'N(C\V;)) <
c(pj) +w(C\V;) < LB.

Particularmente, no subproblema ({p;}, Vi.1 N N(p;), c(pi—1)), temos que P C
Vi—1. Logo, sempre existe 7 < i — 1 tal que P C V;. O indice j que minimiza c(p;) é
dado pelo dltimo vértice de P seguindo a ordem p. Neste caso, C'\ V; = C. Entao, se
w(C) + ¢(p;) < LB, o subproblema (C, P, LB) pode ser podado.

A efetividade da primeira regra de poda depende de uma reducao rapida do
conjunto candidato durante o Branch & Bound. A efetividade da segunda regra depende
de que ¢[p;] seja o menor possivel para cada p;. Esses dois objetivos sao influenciadas
diretamente pela ordem inicial dos vértices.

A ramificagao é definida pela escolha de um vértice v em P para ser adicionado
a clique atual C'. A estratégia sugerida por Ostergard (2002) é selecionar o tltimo vértice
de P seguindo a ordem inicial p. Depois que todas as cliques C' C ((CU{v})U(PNN(v)))
forem enumeradas implicitamente pela chamada recursiva RDS(CU{v}, PNN(v), LB) no
Algoritmo 5.2, o vértice v pode ser removido do conjunto P. Observe que a ordem p nao
é passada explicitamente no procedimento RD.S, mas ela é importante para a estratégia

de ramificacao em RDS.

Algorithm 5.2 Algoritmo de resolucao das bonecas.
function RDS(C, P, LB)
if w(C) > LB then
LB + w(C)
while P # () do
if w(C)+ w(P) < LB then
return
j < max{i|p; € P}
if w(C') + ¢[p;] < LB then
return
RDS(C U {p,},P N N(p,), LB)
P« P\ {p;}

A Figura 18 ilustra os limites superiores para a clique maxima ponderada em
cada grafo G;, dados pela soma dos pesos dos vértices em G; e pelo valor ¢[p;| relativos

aos quatro primeiros vértices da ordem p utilizada.
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Figura 18 — Limites superiores dados pela soma dos pesos dos vértices e pelos valores de
cli] para cada G;, parai =1,...,4.

oy

nfOVARRO©TE
af6

ot

peso do vértice 1 2 2 2 3 3

ordem inicial OJIOI0I0IOIO,
¢ 1 3 3 5

soma dos pesos 1 3 5 7

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seguimos agora a resolugao das duas tltimas bonecas pelo Algoritmo 5.2. A
pentltima boneca é resolvida pela chamada RDS({2},{6,3,5,4} NN (2),5) no Algoritmo
5.1. Precisamos encontrar uma clique maxima ponderada em G[{6,3,5,4} N N(2)] com
um limite inferior igual a ¢(4) — w(2), ou seja, 2 (lembrando que o limite inferior inicial
da clique ponderada méaxima de G[{6,3,5,4,2}] é dado por c[4] = 5). O vértice 2 é
vizinho apenas do vértice 3. Logo, G[{6,3,5,4} N N(2)] = G[{3}]. Os limites superiores

disponiveis para este subproblema sao:

Figura 19 — Limites superiores dados pela soma dos pesos dos vértices e pelos valores de
c[] para a resolugao da peniltima boneca.

peso do vértice 2
ordem inicial @

¢ 3

soma dos pesos 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste subproblema, w(C') + w(P) = w(2) + w(3) =2+ 3 < LB =5, entao o
subproblema pode ser podado, e o valor limite inferior nao ¢ alterado.

A tltima boneca é resolvida pela chamada RDS({1}, {6,3,5,4,2}NN(1),5) no
Algoritmo 5.1. Precisamos encontrar uma clique méxima ponderada em G[{6,3,5,4,2} N
N(1)] com um limite inferior igual a c[2] —w(1), ou seja, 2 (lembrando que o limite inferior

inicial da clique ponderada maxima de G[{6,3,5,4,2,1}] é dado por ¢[2] = 5). O vértice
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1 é vizinho apenas dos vértices 5, 2. Logo, G[{6,3,5,4,2} N N(1)] = G[{5,2}]. Os limites

superiores disponiveis para este subproblema sao:

Figura 20 — Limites superiores dados pela soma dos pesos dos vértices e pelos valores de
c[] para a resolucao da tltima boneca.

peso do vértice

2 3
ordem inicial @ @
3 5

soma dos pesos 2 5
Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste subproblema, w(C)+w(P) = 3+5 > LB e w(C)+c[2] = 3+5 > LB, logo
o subproblema nao é podado por nenhum critério de poda. O vértice 2 é escolhido pela
regra de ramificagao, resultando na chamada recursiva RDS ({1, 2}, {5,2} NN (2), LB). O
limite inferior é atualizado com o peso da clique {1, 2}, que é igual a 6, e o subproblema
é podado, pois P = {5,2} N N(2) =0 . O vértice 2 é entao removido de P, retornando
ao inicio do lago, agora os dois critérios de poda sao satisfeitos; pois LB = 6 ¢ P = {5},

de modo que os limites superiores sao os seguintes:

peso do vértice 2
ordem inicial @

¢ 3

soma dos pesos 2

5.2 Algoritmo BITRDS

Nesta secao, propomos um algoritmo de Bonecas Russas para o problema da CLIQUE
PONDERADA. Nosso algoritmo, o processo de enumeracao das bonecas segue o Algo-
ritmo 5.1, porém o processo de resolucao do problema associado a cada boneca é feito
de forma diferente do Algoritmo 5.2. Embora também empreguemos um algoritmo de
Branch & Bound, agora com uma heuristica de coloracao ponderada inteira sera utilizada
tanto para estabelecer o critério de poda como para definir o conjunto de ramificacao. A
ordem de ramificacao continua sendo aquela definida pela ordem inicial p. Detalhamos a
seguir nosso algoritmo.

Como no Algoritmo 5.1, uma ordem inicial dos vértices p é definida. Em nosso
caso, vamos utilizar as duas ordens ja apresentadas no Capitulo 4. Esta ordem inicial sera

utilizada para definir os vértices associados a cada boneca. Precisamente, cada boneca
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estd associada ao subgrafo G; = (V;, E;), i € {1,...,n},onde Vi = {p1},Viz1 = V;U{pis1}
e E; = E[V;]. A criagao das bonecas segue pois o Algoritmo 5.1, partindo entretanto de
outras ordens.

Como antecipado, cada boneca é resolvida por um B & B que utiliza a co-
loragao ponderada inteira para definir uma regra de poda e/ou o conjunto de ramificagao.

A heuristica de coloragao apresentada no Algoritmo 5.3 usa dois parametros:
R é um vetor de bits e K é um valor inteiro. O parametro R devolve o conjunto de
ramificacao e é inicializado com P (o conjunto de candidatos). O parametro K mantém
o peso ainda disponivel para a coloragao, sendo inicializado com LB — w(C') ( o limite
inicial maximo).

O Algoritmo 5.3 apresenta um procedimento da heuristica de coloracao pon-
derada inteira que contempla essas duas utilizagoes da coloragao ponderada.

A cada iteragao, um conjunto independente ponderado S; sera construido, até
se atingir o limite de peso da coloragao ou se colorir P completamente. O vetor de bits ()
representa os vértices que podem ser adicionados ao conjunto independente ponderado S;
atual. Os vértices a serem adicionados a .S; sao selecionados do vetor de bits (), seguindo
a ordenacao inicial dos vértices p. Cada vez que um vértice v é selecionado, o conjunto
independente S; é atualizado S; <— S; U {v}. Os vértices adjacentes a v e o préprio v sdo
removidos do vetor de bits @, ou seja, @ + Q \ N(v);Q < Q \ {v}. A construgao de
S; continua até () tornar-se vazio, quando S; serd um conjunto independente maximal.
O peso de S; é dado pelo menor peso residual de seus vértices ou valor corrente de K,
o que for menor. O valor de K e o peso residual de cada vértice v de S; é atualizado,
decrementando-os do peso da classe de cor S;. Os vértices com peso residual igual a
zero podem ser removidos de R. A heuristica de coloracao ponderada termina quando K
torna-se zero ou R torna-se vazio.

Os bits de todos os vetores de bits sao organizados seguindo a ordem p. Logo,
por exemplo, a instrucido ZZselecione o primeiro vértice na ordem inicial que estd em
Q” poderia ser substituida por ZZselecione o primeiro bit setado em 1 do vetor de bits
Q”. As instrugoes em caixas sao substituidas por instrugoes especificas que manipulam
diretamente os vetores de bits.

Se, ao final do Algoritmo 5.3, o conjunto R for igual a (), entdo o peso da
coloragdo ponderada inteira de P é menor igual a LB — w(C). Logo, o subproblema
(C, P, LB) pode ser podado.

O uso da heuristica de coloragao leva a modificacao da fungao RDS (Algo-
ritmo 5.2), que passamos a chamar de BITRDS, conforme descrigao no Algoritmo 5.4.
Incluimos uma segunda regra de poda, alteramos a definicao do conjunto de ramificagao,
porém mantemos a estratégia de ramificar o ultimo vértice do conjunto seguindo a ordem
p. Observe que essa combinacao consegue aproveitar tanto a regra de poda definida pela

vetor ¢ quanto pela heuristica de coloragao ponderada.
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Algorithm 5.3 Heuristica de Coloracao Ponderada Inteira Modificada

function COLORAGAORESTRITA(R,K)
for v € V do
res(v) < w(v)
141
while K >0e¢ R# 0 do
Si 0
while do

’ v < Selecione o primeiro elemento de Q). ‘
Q<+ Q\N(v)
Q « Q\{v}
min_res <— min{res(v)v € S;}
y(S;) < min(min_res, K)
for v € S; do

res(v) < res(v) — y(5;)

if res(v) = 0 then
R <+ R\ {v}

1 1+1
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Algorithm 5.4 Algoritmo de Bonecas Russas BITRDS.
function BITRDS(C, P, LB )
if w(C)> LB then
LB + w(C)
R« P
ColoragaoRestrita( R, LB — w(C'))
while R #( do
‘ v < Selecione o tltimo vértice de R seguindo a ordem p ‘
R+ R\ {v}
u 4— Selecione o ultimo vértice de P seguindo a ordem p ‘
if w(C'\ P)+ c[u] < LB then
retorne
P+ P\ {v} > remova o bit p, de P
newP <~ PN N(v)
BITRDS(C U{v},newP, LB)

5.3 Resultados Computacionais

Neste secao, compararamos o desempenho computacional do nosso algoritmo de Bonecas
Russas, identificado como BITRDS, com o algoritmo CLIQUER, proposto por Ostergard,
disponibilizado em http://tcs.legacy.ics.tkk.fi/~pat/wclique.html, e com o algo-
ritmo BITCLIQUE, apresentado no capitulo anterior.

Todos os testes foram realizados num computador equipado com processador
Intel Core 17-2600K 3.40Ghz, 8Mb de cache, 6Gb de memoria, utilizando sistema opera-
cional Linuz.

Vamos comparar as nossas duas versoes do algoritmo de Bonecas Russas, dada
pelas duas ordens iniciais dos vértices diferentes. O algoritmo de Bonecas Russas que
utiliza a ordem menor peso primeiro sera denotado por BITRDS1, enquanto o que
usa a ordem inicial maior grau ponderado primeiro serd denotado por BITRDS2.

Novamente, avaliamos o desempenho do nosso algoritmo de Bonecas Russas
utilizando as principais instancias disponiveis na literatura:

e Grafos Aleatoérios
e DIMACS-W

e ExactColor

5.3.1 Grafos Aleatorios

Para o nosso experimento, geramos 10 grafos aleatérios para cada combinagao n (nimero
de vértices) e p (probabilidade de existéncia de cada aresta). Os pesos atribuidos aos
vértices variam entre 1 e 10. Como ¢é usual na literatura, o nimero de vértices das

instancias diminui a medida que a probabilidade de existéncia de aresta aumenta. Consi-


http://tcs.legacy.ics.tkk.fi/~pat/wclique.html
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deramos 20 combinagoes, levando a 200 instancias no total. Para cada par (n,p), calcu-
lamos a média do tempo consumido pelas 10 instancias para cada algoritmo.

O tempo de limite de resolucao para cada instancia é 1h (3600s). Quando o
tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada na tabela como **, onde = € [1, 10]
significa o niimero de instancias nao resolvidas no tempo limite. Identificamos em negrito

o melhor desempenho médio em cada caso.

5.3.2 Niumero de subproblemas

Uma comparagao direta do algoritmo BITRDS1 com CLIQUER(Ver Tabela 13) re-
vela que o primeiro reduz o nimero médio de subproblemas em pelo menos uma ordem
de magnitude (exceto para densidade 0.10), chegando até 3 ordens de magnitude com
relagio CLIQUER(densidade 0.90). Além disso, BITRDS1 resolve mais instancias que
CLIQUER. Essa reducao torna-se mais significativa a medida que a densidade do grafo
aumenta. Porém, os algoritmos CLIQUER e BITRDS1 sao superados por BITCLI-
QUE1 com relagao ao nimero de subproblemas.

Uma comparagao direta entre algoritmo BITRDS2 e CLIQUER(Ver Tabela
13) evidencia que RDS2 também reduz o nimero de subproblemas gerados. Contudo,
a reducao obtida por BITRDS2 ¢ inferior a redugao alcangcada por BITRDS1 para
as instancias até 80%. A partir de 80%, a reducao alcancada por RDS2 supera aquela
alcancada por BITRDS1. Novamente, os algoritmos de Bonecas Russas (CLIQUER e
RDS2) sao ultrapassados pelo algoritmo de Branch & Bound BITCLIQUEZ2.
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Tabela 13 — Média dos nimeros de subproblemas para grafos aleatorios gerados
por par (n, p)

Instancia Numero médio de subproblemas
(n,p) BITCLIQUE1 BITCLIQUE2 CLIQUER BITRDS1 BITRDS2

(2500,0.10) 7.22e+02 1.20e+-03 6.41e+04 4.81e+04 2.88e+04
(5000,0.10) 2.52e+03 3.72e4+-03 3.68e+05 2.89e+05 3.91e+05
2500,0.20 1.54e+04 1.07e+04 1.09e+-06 2.89e+05 3.43e+-05
(

5000,0.20 2.12e+05 4.25e+05 1.25e+07 5.66e+-06 6.98e+06
(5000,0.20)

2500,0.30 2.11e+05 3.16e+4-05 1.77e+07 3.57e+4-06 9.45e4-06
(
(5000,0.30) 7.48e4-06 1.15e+07 4.78e+-08 1.04e+08 2.49e+-08
(1200,0.40) 1.03e+05 1.15e+05 7.19e+-06 1.26e+-06 2.50e+06
(2500,0.40) 5.13e+4-06 1.19e+4-07 4.41e+08 6.38e+07 1.75e+08
600,0.50 3.95e+04 4.06e+-04 2.76e+-06 3.88e+-05 5.40e+-05
(

1200,0.50 1.95e4-06 3.36e+-06 1.51e+08 1.60e+07 4.78e+-07
(

600,0.60 4.84e+-05 6.07e+05 4.66e+07 3.55e+-06 6.52e+06
(
(1200,0.60) 6.91e+07 10 *8 4.01e+08 10
(400,0.70) 5.67e+05 5.33e+05 7.52e+07 3.23e+-06 4.91e+06
(500,0.70) 3.62e+4-06 4.42e+06 5.77e+08 1.93e4-07 3.97e+07
(600,0.70) 1.31e4-07 1.82e+407 2.44e+4-09 7.37e4+07 1.82e+08
(300,0.80) 1.81e+06 1.22e+06 6.63e+08 9.64e+-06 8.69e+-06
(400,0.80) 2.73e+07 2.28e+07 x4 1.15e+08 1.88e+08
(200,0.90) 1.03e+06 8.84e+04 2.79e+09 5.66e+-06 5.78e+4-05
(300,0.90) 2.40e+08 3.47e+4-07 #10 *! 2.70e+08
(200,0.95) 5.30e+06 3.74e+404 *10 2.99e+-07 2.15e+-05

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.3 Tempo de Execucao

Os tempos de execugao (em segundos) para cada algoritmo estao apresentados na Tabela
14. Para as instancias até 40%, CLIQUER é mais rapido que os demais. Nessa faixa de
densidade, a vantagem de CLIQUER aumenta a medida que a quantidade de vértices
aumenta. Além disso, CLIQUER chega a ser mais de 2 vezes mais rapido que o segundo
melhor algoritmo (BITRDS1).

Entre 50% e 80%, o algoritmo BITRDS1 assume a dianteira. Nessa faixa,
BITRDS1 chega a ser no méaximo 2 vezes mais rapido que o segundo melhor BITCLI-
QUE1L. Para a densidade maior ou igual 90%, o algoritmo BITCLIQUE2 vence, sendo
o segundo melhor BITRDS2.
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Tabela 14 — Média dos tempos de execucao para os grafos aleatorios gerados
por par (n, p)

Instancia Tempo de Execugao

(n,p) BITCLIQUE1 BITCLIQUER2 CLIQUER BITRDS1 RDS2
(2500,0.10) 0.80 0.88 0.10 0.21 0.18
(5000,0.10) 3.32 5.13 0.59 2.03 3.19
(2500,0.20) 1.99 3.60 0.61 1.14 2.32
(5000,0.20) 41.76 83.11 9.86 36.68 66.89
(2500,0.30) 22.63 57.79 9.21 15.96 51.56
(5000,0.30) 1230.47 3358.41 336.84 771.58 2847.88
(1200,0.40) 4.79 10.64 3.68 3.48 9.58
(2500,0.40) 443.90 1216.67 256.77 313.20 1087.55
(600,0.50) 0.91 1.46 1.12 0.73 1.37
(1200,0.50) 76.17 194.71 81.16 50.39 187.93
(600,0.60) 9.40 18.65 19.49 7.40 17.63
(1200,0.60) 2608.70 > 3600 > 3600 1469.30 > 3600
(400,0.70) 6.77 11.10 25.11 5.66 10.96
(500,0.70) 54.01 101.71 204.14 39.95 101.11
(600,0.70) 248.48 553.79 942.94 173.64 546.67
(300,0.80) 15.39 17.34 177.40 15.32 18.02
(400,0.80) 311.87 441.60 > 3600 237.26 470.21
(200,0.90) 5.60 0.98 509.71 8.08 1.16
(300,0.90) 2279.47 591.86 > 3600 > 3600 707.35
(200,0.95) 24.01 0.41 > 3600 49.60 0.52

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.4 DIMACS-W

As instancias DIMACS-W sao gerados a partir de grafos do desafio DIMACS, com pesos
dos vértices definidos do intervalo [1..200]. Os resultados dos experimentos computacionais
com as instancias desse grupo podem ser vistos nas Tabelas 15 e 16 . Agora, o tempo limite
de resolugao para cada instancia é 2h (7200s). Quando o tempo limite é ultrapassado, tal
ocorréncia é assinalada como * na tabela. Identificamos em negrito o melhor desempenho

em cada caso.

5.3.5 Numero de Subproblemas

Comparando apenas os algoritmos de Bonecas Russas com relagao ao nimero de subpro-
blemas( Ver Tabela 15), temos os seguintes casos:
e Para as instancias com densidade entre 65% e 90%( com excegao da familia p-hat),
BITRDS1 vence BITRDS2, seguido por CLIQUER.
e Para as instancias com densidade superior 90% e da familia p-hat, RDS2 supera
BITRDS1, seguido por CLIQUER.

A diferenca no numero de subproblemas é bem mais expressiva quando com-
paramos cada um dos 2 algoritmos com CLIQUER do que em uma comparacgao entre os
dois. O algoritmo BITRDS1 resolve 7 instancias que CLIQUER nao foi capaz de resol-
ver em 2h (san1000, san400-0.7_1, san400-0.7_2, san400-0.7_3, p_hat500-3, san200-0.9_1

e san400-0.9-1). Para as instancias que ambos conseguem resolver dentro do tempo li-
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mite, a reducao no numero de subproblemas chega a ser de 4 ordens de magnitude na
instancia hamming10-2, levando a uma reducao no tempo de processamento de 716.315s
para 1.81s (Tabela 16)

Ja RDS2 resolve 11 instancias nao resolvidas por CLIQUER. dentro do tempo
limite considerado (san1000, san400-0.7-1, san400-0.7_2, san00- 0.7- 3, p_hat1500-2,
p_hat500-3, gen400- p0.9- 55, genf00- p0.9- 75, san200-0.9-1,5an400-0.9-1 e MANN_a27).
Para as instancias em ambos conseguem resolver dentro do tempo limite, a redugao no
nimero de subproblemas chega a ser 5 ordens de magnitude na instancia gen200_p0.9_55,
levando a uma redugao no tempo de processamento de 885.36s para 0.26s (Tabela 16).

Comparando todos os algoritmos entre si, vemos que os algoritmos de Branch
& Bound BITCLIQUEL e BITCLIQUE2 ainda geram menos subproblemas os demais

algoritmos de Bonecas Russas.

Tabela 15 — Nuimeros de subproblemas gerados para as instancias DIMACS-W

Instancia Numeros de Subproblemas

Nome (n,p) BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 CLIQUER BITRDS1 RDS2
sanr400.0.5 (400,0.50) 3.74e4-03 4.05e+-03 2.88e+05 5.22e+04  4.13e+04
‘ sanl1000 (1000,0.50) 3.06e+03 2.35e+03 * 1.03e4+05  4.05e+04
brock400-1 (400,0.75) 1.96e+06 1.76e+06 5.14e+08 1.14e+07  1.94e+07
‘ brock400-2 (400,0.75) 2.28e+-06 2.51e+06 7.05e+08 1.69e4-07  2.58e+07
brock400-3 (400,0.75) 1.77e+06 1.85e+-06 5.44e+08 1.11e4+-07  1.55e+07
‘ brock400-4 (400,0.75) 1.04e+4-06 7.56e+05 5.54e+08 1.36e4+-07  3.24e+07
brock800_-1 (800,0.65) 8.77e4-06 1.64e+07 2.23e+09 9.85e+07  2.44e408
‘ brock800_2 (800,0.65) 1.62e+07 3.07e4+-07 2.34e+-09 1.01e4+08  3.41e+08
brock800-3 (800,0.65) 1.15e+07 2.12e+07 2.44e+09 1.04e+08  2.56e+08
‘ brock800_4 (800,0.65) 1.78e+07 3.38e+07 2.86e+09 1.19e4+08  3.84e+08
sanr400_0.7 (400,0.70) 3.46e+05 3.46e+05 6.06e+-07 2.83e+06  3.88e+06
‘ san400-0.7_1 (400,0.70) 4.30e+04 9.19e+4-04 * 3.85e+05  6.77e+05
san400-0.7_2 (400,0.70) 6.45e+04 7.20e+04 < 1.04e+06  2.29e+06
‘ san400-0.7_3 (400,0.70) 4.66e+04 7.85e+03 * 1.19e4+-06  1.37e+05
p-hat500-2 (500,0.50) 1.83e+-04 5.32e+02 1.43e+-07 4.01e+05  6.76e+03
‘ p-hat700-2 (700,0.50) 7.59e+05 2.07e+03 4.29e+08 6.00e+06  2.24e4-04
p-hat1000-2 (1000,0.49) 1.67e+07 8.48e+04 1.07e+10 9.76e+07  9.12e405
‘ p-hat1500-2 (1500,0.51) * 3.20e+-06 * * 3.74e+07
p-hat300-3 (300,0.74) 4.66e+04 2.64e+03 4.70e+07 6.05e+05  2.26e+-04
‘ p-hat500-3 (500,0.75) 1.59e+4-07 1.05e+4-05 * 1.00e+08  1.10e+06
gen200-p0.9.44  (200,0.90) 4.23e+05 1.73e+04 1.89e+-09 2.39e+06  1.38e+05
‘ gen200_p0.9.55  (200,0.90) 1.12e4-05 4.22e+03 4.68e+09 5.03e+06  9.73e+04
gend00_p0.9.55  (400,0.90) & 1.32e+08 i * 1.42e4-09

| gend00.p0.9.65  (400,0.90) * * * * *
gen400-p0.9-75  (400,0.90) 3.48e+08 9.03e+-06 s & 7.48e+08
‘ C250.9 (250,0.90) 2.30e+06 2.15e+05 1.18e+10 2.37e+07  2.49e+06
san200-0.9_1 (200,0.90) 6.26e+03 2.60e+01 < 4.65e4+05  5.48e+02
‘ san200-0.9-2 (200,0.90) 2.29e+04 6.54e+03 8.43e+08 5.64e+05  3.66e406
san200-0.9-3 (200,0.90) 1.14e+4-06 9.52e+04 7.14e+09 6.31e+06  7.19e405
san400.0.9_1 (400,0.90) 6.59e+06 2.33e+06 * 1.06e4+-08  5.38e+08
sanr200-0.9 (200,0.90) 7.24e4+05 5.56e+04 3.11e+09 7.11e4+06  3.59e405

| hammingl0-2  (1024,0.99) 1.00e4-01 * 1.44e4-09 3.41e+05 *
MANN _a27 (378,0.99) * 7.68e+03 * & 2.58e+04

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.6 Tempo de Execugao

As instancias com densidade superior a 90% (com excegao de hammingl0-2) e aquelas da

familia p-hat sdo mais rapidamente resolvidas quando usamos a segunda ordem (maior
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grau ponderado primeiro). Embora, nem sempre melhor que BITRDS2, o desempe-
nho médio de BITCLIQUE2 ¢ superior. Vale salientar aqui que a ordem maior grau
ponderado primeiro compromete o poder de poda do vetor ¢, uma vez que o valor das
solugoes armazenadas cresce rapidamente.

Nas outras instancias, temos que os algoritmos que usam a primeira ordem,
BITCLIQUE1L e BITRDSI1, sao mais rapidos que os demais. Da mesma maneira, nem
sempre BITCLIQUEL ¢ superior a BITRDS1, contudo seu melhor desempenho médio
prevalece.

Percebemos também que BITRIDS1 resolve 7 instancias, que nao sao resolvi-
das por CLIQUER em 2h, em menos de 600s, enquanto, BITRIDS2 resolve 11 instancias
nao resolvidas por CLIQUER.

Em geral, na maioria das instancias, qualquer um dos quatro algoritmos de-

manda menos tempo de computacao que CLIQUER.

Tabela 16 — Tempos de execucao para as instancias DIMACS-W

Instancia Tempo de Execucao
Nome (n,p) BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 CLIQUER BITRDS1 RDS2
sanr400-0.5 (400,0.50) 0.15 0.18 0.11 0.12 0.12
san1000 (1000,0.50) ‘ 1.99 2.29 * 5.61 2.22
brock400_1 (400,0.75) 29.98 37.80 152.09 29.21 51.94
brock400_2 (400,0.75) ‘ 34.75 51.32 213.81 44.37 65.67
brock400_3 (400,0.75) 28.66 38.58 170.55 27.94 43.63
brock400_4 (400,0.75) ‘ 17.83 20.11 168.36 32.79 78.49
brock800-1 (800,0.65) 391.50 853.90 972.69 413.09 1096.71
brock800_2 (800,0.65) ‘ 598.11 1323.48 1005.68 437.06 1531.12
brock800_-3 (800,0.65) 457.88 986.15 1062.58 462.08 1144.26
brock800_4 (800,0.65) ‘ 610.96 1412.36 1248.55 511.67 1681.99
sanr400.0.7 (400,0.70) 5.65 7.95 18.08 6.90 11.05
san400.0.7_1 (400,0.70) ‘ 2.13 4.56 * 2.75 3.94
san400-0.7_2 (400,0.70) 2.95 5.12 * 6.69 15.43
san400-0.7_3 (400,0.70) ‘ 2.12 0.76 * 6.94 1.27
p-hat500-2 (500,0.50) 0.51 0.09 3.22 1.64 0.03
p-hat700-2 (700,0.50) ‘ 18.28 0.27 93.14 37.05 0.13
p-hat1000-2  (1000,0.49) 716.71 9.11 2955.63 864.28 5.31
p-hat1500-2  (1500,0.51) ‘ * 566.07 * * 325.62
p-hat300-3 (300,0.74) 0.57 0.10 9.33 1.47 0.08
p-hat500-3  (500,0.75) | 301.27 4.53 * 419.27 5.31
gen200-p0.9.44  (200,0.90) 291 0.48 345.45 5.13 0.37
gen200-p0.9.55  (200,0.90) ‘ 1.11 0.35 885.36 9.68 0.26
gen400-p0.9.55  (400,0.90) o 3272.15 * * 6950.08
gen400-p0.9-65  (400,0.90) ‘ * * * * *
gen400-p0.9_-75  (400,0.90) 6738.43 325.59 * * 3200.62
C250.9 (250,0.90) ‘ 18.33 3.55 2437.97 60.19 7.94
san200-0.9_1 (200,0.90) 0.54 0.46 * 1.01 0.00
san200-0.9_2 (200,0.90) \ 0.50 0.39 118.20 1.07 7.49
san200-0.9_3 (200,0.90) 7.41 1.51 1287.49 12.57 2.20
san400-0.9_1 (400,0.90) ‘ 174.92 83.22 * 492.12 2269.02
sanr200-0.9 (200,0.90) 4.22 0.92 577.69 13.13 0.91
hammingl10-2  (1024,0.99) | 0.62 * 716.31 1.81 *
MANN_a27 (378,0.99) * 1.17 * * 0.20

Fonte: Elaborada pelo autor.
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54 EXACTCOLOR

As instancias EXACTCOLOR sdao instancias oriundas da geracao de colunas para resolucao
do problema do niumero cromdtico fraciondrio. Os pesos atribuidos aos vértices sao da-
dos pelos valores das varidaveis duais do problema escalonados por um valor K, para o
algoritmo ser numericamente seguro. O tempo limite para a resolucao de cada instancia
¢ 2h (7200s). Quando o tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada como *
na tabela. Identificamos em negrito o melhor desempenho em cada caso. A Tabela 17
apresenta a quantidade de subproblemas enumerados por cada algoritmo. Ja a Tabela 18

mostra o tempo de execucao consumido por cada um deles.

5.4.1 Numero de Subproblemas

BITRDS1 e BITRDS2 reduzem o niimero de subproblemas enumerados em até 4 ordens
de magnitude com relagdo ao algoritmo CLIQUER (Instancia 2-Insertions_4). Nova-
mente, essa reducao aumenta a medida que a densidade do grafo aumenta. O algoritmo
BITRDSI1 resolve 5 instancias que CLIQUER. nao resolve dentro do tempo limite,
enquanto, BITRDS2 resolve 6 instancias nao resolvidas por ele. Destacamos que BI-
TRDS2 resolve 1 instancia nao resolvida por BITCLIQUE2. Porém, na maioria das
instancias, BITRDS1 e BITRDS2 sao superados pelo algoritmo de Branch & Bound

usando a mesma ordem.
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Instancia (n,p) Nimero de Subproblemas
BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 CLIQUER BITRDS1 RDS2
latin_square_10 (90,0.00) 1.00e+-00 1.00e+-00 9.00e+01 9.00e+01  9.00e+01
| 110005 (234,0.00) 1.00e-+00 1.00e-+00 2.350+02  2.340+02  2.34e+02
DSJR500.1c (189,0.02) 7.00e+-00 4.00e4-00 3.34e+4-02 2.25e+02 1.96e+-02
‘ r1000.1c (511,0.03) 1.60e4-02 1.26e+02 1.68e+03 9.56e+-02 6.22e+02
DSJC250.9 (250,0.10) 9.50e4-01 1.08e+02 9.75e+4-02 5.25e+-02 4.49e+-02
‘ DSJC500.9 (500,0.10) 2.78e4-02 3.47e4-02 4.39e+4-03 2.10e+03 2.00e+-03
DSJC1000.9 (1000,0.10) 1.41e+403 1.50e4-03 2.55e+04 1.31e+04  1.44e404
| DSJC250.5 (250,0.50) 1.30e+04 1.27e+4-04 3.54e+05 5.65e+04  5.29e+04
DSJC500.5 (500,0.50) 4.50e4-05 4.55e4-05 2.00e+07 2.24e+-06 2.28e+06
‘ DSJC1000.5 (1000,0.50) 3.08e4-07 3.16e+-07 2.19e+09 1.78e+08 1.83e+08
(2000.5.1029 (2000,0.50) * * * * *
‘ flat300-28-0 (300,0.52) 4.58e4-04 4.67e+04 1.49e+-06 1.98e+05 2.05e+4-05
flat1000-50-0 (967,0.51) 1.16e+4-06 2.04e+06 7.38¢+07 7.86e+06  2.27e+07
| flat1000-60-0 (999,0.51) 5.97e+06 7.80e+06 4.16e+08 3.47e4+07  7.07e+07
flat1000-76-0 (1000,0.51) 3.93e+07 3.99e+07 2.79e+09 2.25e+08  2.30e+08
schooll (336,0.71) 1.31e+05 4.42e+-04 1.49e+-08 3.97e+05 1.27e4-05
DSJC250.1 (241,0.89) 1.12e+4-08 7.60e+4-07 * 5.76e+08 3.85e+08
DSJC500.1.117 (494,0.90) * * * * *
DSJC1000.1.3915 | (998,0.90) * * * * *
‘ 2-Insertions_4 (149,0.95) 1.02e+04 4.34e+04 2.29e+-08 2.16e+04  6.87e+04
1-Insertions_6 (527,0.96) 5.66e+4-04 8.50e+-05 * 1.95e4+07  4.43e+06
‘ 2-Insertions_5 (369,0.97) 6.10e+05 6.01e+4-05 * 1.40e+4-07 6.65e+05
3-Insertions_4 (208,0.97) 2.20e+05 4.50e4-03 & 2.31e+06 1.03e+04
‘ 4-Insertions_4 (295,0.98) 4.56e4-05 9.57e+4-06 * 1.05e+07 5.16e+-06
3-Insertions_5 (460,0.98) 1.19e+08 * * * 3.92e4-07

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.4.2 Tempo de Execugao

Analisando os tempos de computagao dos 4 novos algoritmos, percebemos que para grafos
com a densidade até 70%, os algoritmos de Bonecas Russas apresentam melhor desempe-
nho que seus correspondentes em Branch € Bound(com raras excegoes). Para a densidade
superior 70%, nao ha uma tendéncia clara.

Para instancias até 50%, CLIQUER mostra-se competitivo com os demais
algoritmos de Bonecas Russas. A partir de 50%, ou CLIQUER supera o tempo limite,
ou obtém um tempo de execucao bastante superior aos outros algoritmo de Bonecas Rus-
sas. Para essa mesma faixa, BITRDS1 e BITRDS2 conseguem resolver seis instancias,
que nao foram resolvidas por CLIQUER, em menos de 10 minutos . Por outro lado,
nenhum dos algoritmos conseguiu encontrar a solugao 6tima das instancias C'2000.5.1029,

DSJC500.1.117 e DSJC1000.1.3915 dentro do tempo limite.
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Tabela 18 — Tempos de execucao para cada instancia EXACTCOLOR

Instancia (n,p) Tempo de Execugao
BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 CLIQUER BITRDS1 BITRDS2
latin_square_10 (90,0.00) 0.08 0.09 0.00 0.00 0.00
‘ r1000.5 (234,0.00) 0.18 0.19 0.00 0.00 0.00
DSJR500.1¢ (189,0.02) 0.15 0.15 0.00 0.00 0.00
‘ r1000.1c (511,0.03) 0.17 0.16 0.00 0.00 0.01
DSJC250.9 (250,0.10) 0.07 0.07 0.00 0.00 0.00
| DSJC500.9 (500,0.10) 0.14 0.14 0.01 0.01 0.01
DSJC1000.9 (1000,0.10) 0.28 0.29 0.02 0.03 0.03
| DSJC250.5 (250,0.50) 0.11 0.10 0.09 0.05 0.05
DSJC500.5 (500,0.50) 3.22 3.23 5.51 3.22 3.14
‘ DSJC1000.5 (1000,0.50) 418.77 411.12 733.11 416.52 396.96
(C2000.5.1029 (2000,0.50) * * * * &
‘ flat300-28-0 (300,0.52) 0.26 0.27 0.36 0.30 0.21
flat1000-50-0 (967,0.51) 53.01 93.38 36.58 38.20 97.06
| Hat1000.60.0 | (999,0.51) 178.63 227.20 187.11 131.87 232.54
flat1000-76-0 (1000,0.51) 539.63 524.89 935.53 531.48 504.08
schooll (336,0.71) 2.12 0.60 48.65 3.22 0.57
DSJC250.1 (241,0.89) 646.72 508.14 & 1007.56 737.97
DSJC500.1.117 (494,0.90) * * * * *
DSJC1000.1.3915 | (998,0.90) * * * * *
‘ 2-Insertions_4 (149,0.95) 0.20 0.27 29.38 0.03 0.11
1-Insertions_6 (527,0.96) 1.61 21.09 * 132.64 46.32
‘ 2-Insertions_5 (369,0.97) 5.98 5.66 * 72.38 4.19
3-Insertions 4 (208,0.97) 0.97 0.24 & 5.06 0.04
‘ 4-Insertions_4 (295,0.98) 3.63 64.46 * 40.48 25.54
3-Insertions_5 (460,0.98) 1404.59 * * * 381.25

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.5 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos uma maneira eficiente de incorporar a heuristica BITCO-
LOR ao algoritmo de Bonecas Russas, dando origem ao algoritmo BITRDS. Em relagao
ao melhor algoritmo de Bonecas Russas da literatura, em grafos gerados aleatoriamente,
BITRDS1 reduz tanto o nimero de subproblemas quanto o tempo de execucao. Essa
diferenca fica mais evidente a medida que a densidade do grafo aumenta. Essa reducao
torna-se bastante expressiva quando comparamos CLIQUER com BITRDS2 para gra-
fos com a densidade superior ou igual a 90%. Além disso, vale notar que BITRDS1
mostra-se mais eficiente que os algoritmos de Branch é Bound para instancias com a
densidade entre 50% e 80%.
O nosso método de Bonecas Russas para CLIQUE PONDERADA adiciona
algumas caracteristicas interessantes ao método original:
e Integracao com um procedimento de limite superior diferente, baseado em uma
heuristica de coloracao.
e Definicao de uma estratégia de ramificacao diferente. Ela utiliza a coloracao ponde-
rada para definir o conjunto de ramificacao e a ordem de ramificagao segue a ordem

inicial p.
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Acreditamos que essas modificagoes, junto com o uso de vetores de bits, foram
responsaveis pelo bom desempenho de BITRDS nos grafos com a densidade média.

A principal vantagem do método de Bonecas Russas é a estratégia de poda
definida a partir do vetor de solucoes armazenadas c¢. Contudo, o tempo requerido para
calcular completamente o vetor ¢ pode superar a reducao de tempo proporcionada por ele.
No proximo capitulo, apresentamos uma cooperagao entre o algoritmo de Bonecas Russas
e o Algoritmo de Busca por Resolucao. Nela, o vetor ¢ nao é calculado completamente,

mas ele continua sendo utilizado para enumerar implicitamente regices do espago de busca.
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6 ALGORITMO DE BUSCA POR RESOLUCAO

Este capitulo é dedicado a apresentacao do método de Busca por Resolucdo
e da nossa proposta de aplicacao ao problema CLIQUE PONDERADA. Este método
foi apresentado por Chvétal em Chvétal (1997), como uma alternativa ao método de
enumeracao implicita que fosse menos dependente da estratégia de ramificacao.

Durante o método de enumeragao implicita usando a estratégia de busca em
profundidade, o processo pode gastar bastante tempo de exploragao em uma regiao infértil
do espaco de busca. Esse fenomeno, conhecido como thrashing, ocorre quando diferentes
regioes do espago de busca falham pelo mesmo motivo ou por motivos similares. Por
exemplo, isso ocorre quando uma inviabilidade causada pela fixacao de uma variavel é
encontrada somente quando sua sub-arvore é totalmente explorada.

Essa caracteristica torna a enumeracao implicita bastante dependente de uma
estratégia de ramificagao eficiente. Com o objetivo de reduzir o thrashing, a Busca por
Resolucao apresenta uma exploragao mais inteligente do espago de busca, baseada nos
algoritmos de backtracking inteligente. O método da Busca por Resolucao ja foi utilizado
nos seguintes problemas com um relativo sucesso:

e Em Demassey, Artigues, and Michelon (2004), o método foi aplicado ao problema
de escalonamento de projetos com restricao de recursos. Neste trabalho, uma versao
basica da Busca por Resolugao é comparada com uma versao classica de enumeragao
implicita, ambas usando a mesma formulagao e mesma regra de ramificacao. Os
resultados computacionais indicaram uma vantagem da Busca por Resolucao sobre
o método de enumeragao. Porém, os autores relatam que a integracao de métodos
mais elaborados de enumeracao implicita a Busca por Resolucao representa um
grande desafio.

e Em Palpant, Artigues, and Oliva (2007), uma hibridizagdo da Busca por Resolugao
com técnicas de programacao por restricoes é apresentada. Neste trabalho, o algo-
ritmo ¢ adaptado para resolver o problema das n?-rainhas. Novamente, o método
baseado na Busca por Resolu¢ao mostrou-se superior ao algoritmo cléssico de enu-
meragao implicita usando a mesma estratégia de ramificagao. Contudo, apesar de
interessante, o resultado computacional obtido nao foi competitivo com o algoritmo
do estado da arte para o problema.

e Em Boussier et al. (2010), um algoritmo hibrido combinando Busca por Resolugao,
enumeracao implicita e enumeracao explicita foi apresentado para resolver o pro-
blema da mochila multidimensional. Com essa abordagem, instancias previamente
nao resolvidas do problema da mochila inteira 0-1 multidimensional foram soluci-
onadas de maneira exata. Os resultados indicam a vantagem de deixar a Busca
por Resolucao conduzir o processo de Busca, confirmando os resultados obtidos em
Demassey, Artigues, and Michelon (2004) e Palpant, Artigues, and Oliva (2007).
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e Em Posta, Ferland, and Michelon (2011), a Busca por Resolucao é generalizada para

resolver um problema qualquer de programacao inteira.

6.1 O Método de Busca

Em 1997, Chvétal Chvétal (1997) propos um método exato diferente para problemas de
otimizacao com variaveis binarias, chamado Busca por Resolu¢ao. O objetivo principal era
definir um método alternativo ao de enumeragao implicita menos dependente da estratégia
de ramificagao. A dependéncia extrema da estratégia de ramificacao ocasiona o fenomeno
conhecido como thrashing nos métodos de enumeracao implicita.

Na busca por resolucao, a arvore de busca é substituida por uma familia de
condicoes logicas que, representam o espaco de busca explorado. Por exemplo, a cldusula
x1 AN T3 A xg Tepresenta o conjunto de solucoes com x1 = xg = 1 e x3 = 0 e qualquer valor
para as demais varidveis bindrias. Uma cldusula é declarada um nogood ' quando ela esté
associada a uma regiao ja explorada do espaco de busca. Um mecanismo de inferéncia é
aplicado a familia de condigoes logicas para a obtencao de uma regiao do espaco de busca
nao alcancada pelos nogoods memorizados. Uma restricao sobre estrutura das condicoes
l6gicas armazenadas garante que o mecanismo de inferéncia execute em tempo polinomial
e que o numero de nogoods memorizados seja linear.

Em geral, o esforco computacional da etapa de atualizacao da familia esta
diretamente relacionado com o grau de liberdade de escolha da regiao do espaco de busca
ainda nao alcangado. Quanto maior a liberdade de escolha da regiao nao alcangada, maior

sera o esfor¢co computacional relacionado com a atualizagao da familia.

6.2 Definicoes preliminares

Na Busca por Resolucao, um nogood pode ser entendido como uma combinacao de valores
para algumas varidveis que nao podem fazer parte de uma solucdo desejada (vidavel ou
melhor que uma soluc¢do viavel conhecida). Logo, qualquer combinagao de valores das
variaveis que seja derivada de um nogood deve ser evitada durante o processo de busca.
Essas informacgoes sao utilizadas para selecionar novas regioes do espaco de busca ainda
nao explorado. A menos que dito o contrario, consideramos um problema de maximizacao,
definido sobre n varidveis bindrias: max{c’z|Az > b,z € {0,1}}.

A seguir, apresentaremos as notacoes e definicoes que serao utilizadas ao longo

desse capitulo.

10O termo nogoods é um termo emprestado da terminologia de programacdo por restricoes.
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6.2.1 Solucao Parcial

Definicao 1 Uma solucao parcial é um vetor (uy,us,...,u,) € {0,1,%}". Se u; = *
dizemos que u; estd livre; caso contrdrio, u; estd fira. Uma solugao parcial define, pois,
uma fizacao de valor para algumas das varidveis do problema.
Uma solucao parcial é denominada solugao completa se nao tem varidveis livres.
Definigao 2 Se (uy,us,...,u,) € {0,1,%}" e (v1,v,...,v,) € {0,1,%}" tais que
uj = vj, S€U; F *
entao dizemos que (vy, vy, ...,v,) € uma extensao de (uy,us, ..., u,) e denotamos por
(up,ug, ... uy) E (1,09, ...,0,)
Por exemplo, se U = (1,1,%,%) e V = (1,1,%,1), entao V é uma extensao de
UUCYV).
Definigao 3 Para uma solu¢ao parcial U, o conjunto X(U), chamado cobertura ou al-
cance de U, sera definido como
X(U)={V —UCV}
Uma solugao parcial V' € coberta por U se somente se V € X (U).
Defini¢ao 4 Duas solugées parciais U = (uq, ..., u,) e V = (v1,...,v,) sio conflitan-
tes ou conflitam se existei € {1,...,n} tal que u; € {0,1} ev; € {0,1} ew; # v;. Caso
contrdrio, sao ditos nao-conflitantes.
Definicao 5 A unido de duas solugdes parciais nao-conflitantes U = (uq,...,u,) e V =
(U1, ...,0,) € a solugao parcial W =U UV tal que
u; -, seu; € {0,1}
w; =< v; , sey; €{0,1}
kU = U = %
Proposicao 4 Para duas solugoes parciais U e V' wvalem as sequintes propriedades:
e SeULCV entao X(V)C X(U).
e SeU eV nao conflitam entio X(UUV) = X(U)NX(V)
e SeU eV nao conflitam entio X(U) N X(V) # ()
Toda solugao parcial U = (uq,...,u,) € {0,1,%}" pode ser descrita, alterna-
tivamente, por uma clausula nao conflitante C, definida pela a conjuncao dos literais x;,
quando u; = 1, e 7;, quando u; = 0. Em outras palavras, os literais das clausulas indicam

os valores das variaveis fixadas na solucao parcial. Por exemplo,

U= (1,%0,1,%x) =C=x, ATz N1y (29)

Dessa forma, vamos indistintamente usar a representacao vetorial ou em cldusula,
conforme seja mais conveniente, assim como usar os termos solucao parcial e clausula de
forma indistinta. Além disso, por simplicidade, vamos alternativamente denotar uma
cldusula conjuntiva sem os “A” ou pelo conjunto de literais que nela aparecem. Assim,

no exemplo acima,
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U = (1, *70, 1, *) = O = T /\ZE_3/\ Ty = $1£L’_3I4 = {1’1,1‘_3, ZL’4} (30)

Em particular, () denota uma solucao parcial com todas as varidveis livres, ou

seja, (*,)*,...)%9).

6.2.2 Nogood

Definicao 6 Para um problema de maximizacao, uma funcdo f € chamada ordculo se
somente se f(U) > f(V), quando U C V.

Observe que um procedimento de limite superior para um problema de ma-
ximizagao pode ser utilizado como uma funcao ordaculo. No algoritmo proposto por
Chvatal, a funcao ordaculo é dada pela relaxacao linear do problema de maximizacao,

aplicada a uma solugao parcial U.

Algorithm 6.1 oraculo (U = (uy,us,...,u,) )

: Seja Xy = {Az > b,0 <z <1,z; = u; para todo u; # *}
if {c"z—2x € Xy} é invidvel then
return —oo
else if max{c'z—x € Xy} ¢ ilimitado then
return +oo
else
return max{c’r—=z € Xy}

Finalmente, podemos definir uma combinagao de valores das varidveis que
nao podem fazer parte de nenhuma solucao desejavel. Essa combinacao de valores esta
associada com uma solucao parcial considerada nao promissora pela funcao oréaculo.
Definigao 7 Seja record um limite inferior para um problema de maximiza¢ao. Uma
solugdo parcial U € chamada um nogood se ordculo(U) < record.

Nogoods podem ser obtidos de diversas formas. Em particular, dada uma
solugao parcial U, tal que X (U) represente uma regiao do espago de busca ainda nao
explorado, deseja-se encontrar um nogood que cubra pelo menos uma parte dessa regiao.
Chvatal sugere um procedimento, chamado obstéaculo, para encontrar uma solucao par-
cial S com tais propriedades, ou seja,

1. S é um nogood.
2. X(SYNX({U)#£0

Uma implementacao simples do procedimento obstaculo seria iterativamente
fixar varidveis livres em U até descobrir uma solucdo parcial S tal que oraculo(S) =
—o0 ou S é vidvel (neste caso, record pode ser atualizado por max(record, ordculo(S)).

Nos dois casos, temos que S é um nogood, pois oraculo(S) < record. Adicionalmente,

X(U)NX(S)#0, pois SC U.
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Por ora ¢ suficiente saber que encontrar uma solucdo com as propriedades (i)
e (ii) é possivel. Mais detalhes sobre a implementagao do obstaculo serdao apresentados
na Subsecao 6.2.5.
Definicao 8 O alcance X(F) de uma familia F = [Uy,...,Uy| de solugcoes parciais € o
conjunto de todas as solugoes parciais cobertas por pelo menos um elemento da familia

F, ou seja,

6.2.3 Estrutura Geral

O algoritmo genérico de Busca por Resolu¢do, que pode ser descrito como no Algoritmo
6.2, comega inicializando a familia F de nogoods. Enquanto a familia de nogoods F nao
alcancar todo o espaco de busca, uma solucao parcial ainda nao alcancada pela familia F,
denotado por Uz, serd selecionada. Na linha 5, o procedimento obstaculo é responséavel
por encontrar um nogood S tal que X (Uz)NX(S) # 0. Depois, o nogood S é “adicionado”
a familia F. Essa adicao pode ser simplesmente inserir a solucao parcial S na familia ou
modificar a familia F para possibilitar a sua insercao.

A eficacia do Algoritmo 6.2 depende de pelo menos 2 pontos que estao inter-
relacionados. O primeiro ponto fundamental é a implementacao do procedimento obstéaculo,
cujo propésito descrito, ja antecipado, é realizar uma busca em X (Ug), procurando por
um nogood S. Deve-se ter em mente um compromisso entre o tempo gasto nessa busca e

o tamanho da regiao coberta por S.

Algorithm 6.2 Busca por Resolugao

record <— valor de uma solucgao inicial.

: Inicialize a familia F de nogoods.

while X (F) # {0,1}" do
Selecione uma solugao parcial Ur tal que Ur ¢ X (F)
obstaculo(Ug, record, S).
Atualize a familia de nogoods com S.

SN > ey

O segundo ponto fundamental é encontrar a solugao parcial Ur nao alcancada
pela familia F. Isto equivale a um problema de satisfabilidade de uma férmula obtida
pelo complemento dos nogoods da familia F. No exemplo seguinte, ilustramos como obter
essa formula.

Exemplo 7 Considere a sequinte familia F = [x129, T1T2x3, T3x4x5). Associada a familia
F, temos uma formula ax, formada pela conjuncao do complemento das cldusulas asso-
ciadas a cada nogood de F:

ar =(TIVT) AN (1 VT3 VT3) A(x3 VT4V Ts)
Essa formula representa a regidgo do espaco de busca ainda nao explorado pela familia F.

Ela pode ser satisfeita de diversas maneiras. Por exemplo, T1Tox3 e Toxs satisfazem a
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formula obtida pela familia F. Cada solucao parcial que satisfaz a formula ar representa
uma solucdo parcial nao alcancada por F, utilizada na Linha 4 do Algoritmo 6.2.

Claramente, encontrar Uz torna-se mais complicado a medida que o tamanho
da familia cresce. Em principio, a quantidade de nogoods gerado no processo pode ser
exponencial. Este poderia ser um grave problema para a Busca por Resolucao.

Por essas razoes, faz-se necesséario impor certas restricoes a familia F para que
ela mantenha uma estrutura que permita gerar de maneira mais facil Ur. Além disso,
essa restricao mantém o tamanho da familia polinomial. A estrutura serd apresentada na

subsecao seguinte.

6.2.4 Familia Path-Like

Uma familia de clausulas F = [C1, Cy, . . ., Cy,] e um conjunto de literais W = [wy, wa, . . ., wy,]

tém estrutura especial chamada de path-like se as seguintes propriedades sao validas:

w; € C; se somente se j =i (31)
Se w; € C; entdo j > i (32)
Sew € C; Aw € Cj entao (w; = w) V (w; = W) (33)
Dizemos que w; é o representante de C;, ¢ =1,...,m.

A propriedade (31) estabelece que o representante de C; sé aparece em C;. A
propriedade (32) diz que a negacao do representante de C; s6 pode figurar em uma clausula
C}, quando j > i. A propriedade (33) assegura que apenas representantes podem aparecer
também negados em uma outra clausula da familia.

Exemplo 8 A familia F = [C] = x129,Cy = T1ao73,C3 = Tzxaws] e o conjunto de
literais W =[xy, 23, 4] tém a estrutura path-like. Note que xy,x3 e x4 SO aparecem,
respectivamente, em C1,Cy e C3. A negacgao de cada w; ou ndo aparece ou aparece apenas
C; tal que j > i. Todo literal que aparece em uma cldusula assim como sua negagao
pertence a W.

Exemplo 9 A familia F = [C] = x129, Cy = 112973, C3 = 2475] € 0 conjunto de literais
W = [wy; = z1,wy = T, w3 = x4] nao tém a estrutura path-like, pois o representante de
Cs (a saber, wy) aparece em Cy e Cs.

Dada uma familia F e um conjunto de literais W com a estrutura path-like,
uma solucao parcial nao alcangada por F, denotada Uz, pode ser determinada da seguinte
maneira:

Proposicao 5 Seja F = [C4,Cy, ..., Cyl uma familia e W = [wy,wy, ..., wy,] um con-
gunto de literais com a estrutura de path-like. Uma solugao parcial valida nao alcancada
por F é:

Ur = Uy (G — fw}) U {))

Prova Vamos mostrar que Uz ¢ uma solugao parcial valida, ou seja, sua cldusula associ-
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ada nao é uma contradi¢do. A propriedade (31) garante que nao existe contradi¢ao entre
(C; —w;) Nw;. A propriedade (32) implica que um literal e a sua negagao nao podem ser
simultaneamente representante , ou seja, nao existe contradigao em ;- {w;}. Ja (33)
implica que qualquer literal de C; — w; nao ocorre negado em C; — w;. Logo, as trés
propriedades garantem que Uz é uma solucao parcial vélida.

Mais ainda, a inclusao de w; em Uz torna verdadeira a férmula ar = A", C;,
levando a Ur ¢ X (F).

A familia path-like F pode ser estendida seguinte maneira:

Proposicao 6 Uma familia F' = [C1,Cs, ..., Chp, Crst] € um conjunto de literais W' =

[Wy, Wa, ..., Wy, Wny1] tém uma estrutura path-like se a familia F = [C,Cs, ..., Cp] e
um congunto de literais W = [wy, wy, ..., wy] tém a estrutura path-like e:

1. Wy € Chgq

2. W1 € Ur

5. Wit & Ur.

4. Sew € Ur entio W & Chyyq
Prova Para mostrar (31) é suficiente mostrar que wy, 11 ¢ C;, para i = 1,...,m. A
propriedade (ii) garante que w11 ¢ C; — w;. A propriedade (iii) assegura que Wy,11 &
{w;}, ou seja, w1 & {w;}, parai=1,...,m. Logo, w11 € C;, parai=1,...,m

Para (32), vamos demonstrar que w,,11 & C;, parai = 1,...,m . A proprie-
dade (iii) garante que w,,;; ¢ C; — w;. A propriedade (ii) assegura que w1 & {w;}, ou
seja, W1 & {w;}, parai=1,...,m. Logo, W11 € C; paratodoi=1,...,m

Para (33), devemos mostrar que se w € C; — w;, parai = 1,...,m (ou seja, w
estd em C;, mas nao é representante), entao W ¢ Cyy1 — {Wm1}, OU seja, W nao estd em
Ciny1 ou é seu complemento. Isto é garantindo pela propriedade (iv), pois C; — w; C Ug.

Por definicao, Ur nao esta na cobertura de nenhuma solucao parcial de F, isto
é, Ur & X(F). A solugao parcial Ur é o ponto inicial utilizado pela fun¢ao obstéaculo
para encontrar um nogood S tal que X(S) N X(Uzr) # 0. O nogood S é usado para
atualizar a familia F. Tal atualizagao de F sera separada em dois casos:

1. S € Ur (S contém um literal que pode ser representante)
2. S C Ug (S nao contém um literal que pode ser representante)

No caso 1, o nogood S contém um literal w que satisfaz a condicao path-like,
permitindo que S seja adicionado diretamente a familia. No caso 2, o nogood S nao pode
ser adicionado diretamente na familia F. A seguir, mostramos esses dois casos:

O Algoritmo 6.3 apresenta a atualizacao da familia path-like F, de tamanho
m, a partir de um nogood S tal que S € Ur e X(S) N X (Ux) # 0. Sua corretude é dada

pelo Coroléario 1.
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Algorithm 6.3 AtualizacaoFamilial(F, W, S)
Escolha um literal w tal que w € S\ Ur
Cerl = S

Wmp4+1 = W

F=FUCpnn

m+—m+1

Corolario 1 Seja uma familia F = [C4, ..., Cy] e um conjunto de literais W = [wy, ..., Wy,)
com a estrutura path-like e um nogood S tal que S € Ur e X(S) N X (Ux) # 0 entao
F =[Cy,...,Cpn, S e W = [wy,...,wy,w] tal que w € S\ Ur (gerado pelo Algoritmo
6.3) mantém a estrutura path-like.
Prova Por hipétese, S Z Uz. Entao, podemos escolher um literal w € S\ Uz. Também,
por hipdtese, X(S) N X (Ur) # 0. Logo, w ¢ Ur. Logo, u € S implica que u ¢ Ugp,
u € Ur implica que w ¢ S. Entao w € S,w ¢ Uz, conseqiientemente w ¢ Ur e assim
todas as condigoes da Proposicao 6 sao satisfeitas.
Exemplo 10 Considere o sequinte exemplo:

Fo=0,W =0,Uz, = 0. Suponha S = xsx3, e portanto, C; = S

Podemos escolher xo ou x3 para ser w;.

F1 = [xoxs), W = [x3], Ur, = Taxs. Suponha S = x3xg, € portanto, Cy = S

Neste caso, podemos escolher xg para ser ws.

Fo = [wows, xgwe], W = |29, 26|, Ur, = Tox3Tg. Suponha S = Tox3Tg

Neste caso, nao existe nenhum literal que possa ser escolhido para ser ws.

Quando S C Uz nao existe um representante de modo a estender a familia
diretamente. Neste caso, a atualizacao da familia passa por duas etapas. Primeiro, sao
resolvidos os conflitos entre S e a familia F, gerando um mnogood reduzido R, através
da regra da resolucao. Em seguida, R é usado para atualizar a familia, pela regra da
absorcao.
Definicao 9 Sejam A e B dois nogoods que conflitam em um unico literal w, tal que
we Aewe B. O resolvente de A e B € definida pela sequinte solugdo parcial:

AVB = (A —w) U (B —w)

Proposicao 7 Sejam A e B dois nogoods que conflitam em um unico literal w, tal que
we Aew € B, entio AVB ¢ um nogood.
Prova E suficiente mostrar que X(AVB) C X(A)UX(B). De fato, se U é uma extensio
de AV B, entao U é uma extensao de A, ou B, ou de ambos, dependendo se a variavel
associada ao literal conflitante w é 0,1 ou * em U. Logo, X(AVB) C X(A) U X(B).

A seguinte proposicao estabelece que um nogood S obtido pelo obstaculo e os
nogoods da familia F podem conflitar apenas nos literais representantes, ou seja, w; € S,
parai=1,...,m.
Proposicao 8 Seja S um nogood tal que X(S) N X(Ux) # 0, onde F = [Ch,...,Cp)

e W = [wy,...,wy] € uma familia path-like. Parai = 1,...,m, S conflita com C; se
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somente se w; € S.
Prova Como X (S)NX(Ur) # 0 e C; — w; C Ugr, temos que w € C; — w;, implica que
w ¢ S. Logo, se w € C; ew € S entao w = w;

Pela Proposicao 8, todos os conflitos entre o nogood S e algum nogood C; da
familia path-like F sao resolvidos na fase de Resolug&doNogood formalmente definida pelo
Algoritmo 6.4.

Algorithm 6.4 ResolugaoNogood(F, W, S, R)
1. R+« S
2: for i < m até 1 do
3: if w; € R then
4: R+ RVC;

Dado que S C Uz, depois de cada execucgao ¢ do lago do algoritmo 6.4,temos
a seguinte propriedade:
RC (Ur\A{wi,...,wn} (34)

Ao final do lago, temos:

R < (€ —wy)) (35)

Uma vez obtida a propriedade (35) acima com a fase Resolug&oNogood, po-
demos proceder com a atualizacao da familia, realizando os seguintes passos:
Passo 1: Encontre o menor k tal que R C (U?Zl(Cj —wj)).
Passo 2: Escolha um literal w € R — (Cy U ... Cy_q)
Passo 3: Faca Cy + R e wy < w
Passo 4: Remova todas as clausulas Cg.q, ..., C,, que contenham w.
Os passos (1) a (3) s@o realizados pelo procedimento Absorg&oNogood(Algoritmo

6.5), cuja corretude segue da Proposicao 9.

Algorithm 6.5 Absorc¢&oNogood(F, W, R, k)

1: for k <+ 1 até m do

22 if RC (UL, (Cj—wy)) then
3: pare

4: Escolhaum w € R— (C1 U...Cx_1)
5 O+ R

6: W < W

Proposicao 9 Seja F = [C4,...,Cr_1] eW = [wy, ..., wx_1] uma familia path-like. Seja
um nogood R C U;il C; — w;, obtido por ResolugaonNogood. Seja k < m o menor indice
tal que R C UleCi—wi ew€ R—(CyUCyU...UCk_1). Entao F' =[C},...,Cx_1, R]

e W' = [wy,...,wg_1,w] é uma familia path-like.
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Prova Como k é o menor indice tal que R C Ule C; — w;, temos que R ¢ U;:ll C; —
w;. Como Uf:_ll{m} N R # (), devido a ResolucaoNogood, podemos concluir que R &
Uf;ll(C'i —w;) U{w;}, ouseja, R L Ug,_,, onde Fy_y = [CY,...,Ck_1]. Além disso, como
R nao tem conflitos com Uz, _, ap6s a ResolugaoNogood, temos que X (R)NX (Ux,_,) # 0.
Pelo Corolario 1, 7' = [C},...,Cx_1, R e W' = [wy, ..., wi_1,w] é uma familia path-like.
Os nogoods Cyy1,Crio, ..., C,, podem ser aproveitados dependendo se o repre-
sentante w do novo nogood R pertence ou nao a eles, como mostra a seguinte proposicao.
Proposigao 10 Sejam k, R e w como na Proposi¢io 9. Sejam {iy,ia,...,3,} C {k+
L,...,m} tais que iy < iy < ... < ip. Entao F' = [Cy,...,Cr_1,R,C;,Cyy, ..., C; ]
e W' = [wy, ..., We_1, W, Wi, Wy, ..., w;,] € path-like se somente se w & C;;, para j =
1,...,p
Prova Se F' e W' é path-like, pela propriedade (31), o literal w sé pode aparecer em R.
Logo, w ¢ Cy;,j = 1,...,p. Suponha agora que w ¢ C;;,j = 1,...,p. Como F e W ¢é
path-like e R C Ule C; (o que implica, por exemplo, w;; ¢ R), temos a propriedade (31).
Para (32), falta garantir que w;; € R,j = 1,...,p, o que ¢é verdade, pois R e C;; nao
conflitam. Finalmente, (33) também é assegurada pelo fato de que Re Cj,,j = 1,...,p
sao nao conflitantes e, portanto, nao pode ocorrer w € R e w € Cy;, para qualquer w.

Formalmente podemos definir essa sequéncia de operagoes da seguinte maneira:

Algorithm 6.6 ReciclandoNogood(F, W, k)

1. M+ m
2:m <+ k

: > wy € o representante do novo nogood Cj,

fori < k+1até M do

if wy & C; then
m+<m-+1

Wy, < W;

A atualizagao da familia quando S nao tem um literal representante pode ser

vista no Algoritmo 6.7.

Algorithm 6.7 AtualizacaoFamilia2(F, W, S, k)
1: ResolugioNogood(F, W, S, R)
2: Absorg&oNogood(F, W, R, k)
3: ReciclandoNogood(F, W, k)

Corolario 2 Seja F uma familia path-like e um nogood S C Ur tal que X (S)NX (Ux) #
(). Entao Algoritmo 6.8 que gera uma nova familia que mantém a propriedade path-like.
Prova Pela Proposi¢ao 9, podemos concluir que F = [CY,...,Cy_1, R e W = [wy, ..., wi_1, W]
¢ path-like. Pela Proposicao 10, as clausulas dentre Cy4,...,C,, restauradas por Reci-

clandoNogood(Algoritmo 6.6) mantém a estrutura path-like.
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O processo completo de atualizacao da familia pode ser apresentado pelo Al-
goritmo 6.8. Note que wy € S, o nogood S pode ser usado novamente para atualizar a
familia corrente (Linha 6). O Exemplo 11 ilustra uma atualiza¢do da familia em que o
nogood S ¢é usado uma tnica vez. Ja no Exemplo 12, o mesmo nogood é utilizado para

atualizar a familia duas vezes.

Algorithm 6.8 AtualizacaoFamilia(F, W, S)
1: if S € Ur then
AtualizagaoFamilial (F, W, S)
else
AtualizacaoFamilia2(F, W, S, k)
if w, ¢ S then
AtualizagaoFamilia(F, W, S)

Exemplo 11 Considere a familia path-like e o nogood S abaixo:

Ci = zox3 (w1 = x3)
Co = x3w6 (wy = )
C3 = ZT1T5Tg (w3 = 71)
Cy = TT57g (wy = Tg)
Cs = 13752709 (w5 = 17)
Cs = ToT4Tg (we = T1)
S = T5TeT7

Aplicando o procedimento ResolugGoNogood:
R = SVCg, = X3T5T¢ .1'_9
R = RV(Cy = x375 g

Aplicando o procedimento Absor¢doNogood:
O menor k tal que R C (U?Zl(Cj —wj)) € 3.
Cg = R
Escolha w = 75

Aplicando o procedimento ReciclandoNogood:
Remova Cy e C5 de F e mantenha Cg

A familia atualizada F é:

Ci = zox3 (w1 = x3)
Cy = x3%6 (U)Q = $6)
Cs = x375 Ty (w3 =75)
Cy = T3T;Te (wy=T71)

Observe que Ty € S.

Exemplo 12 Considere a sequinte familia path-like e o nogood S:
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Ci, = x3 (w1 = x3)
Co = Ty (wy = 73)
C3 = 15T (w3 =11)
Cy = T3T6Ty (wy=Tg)
Cs = x5x779 (ws = x7)
Cs = x5T7xg (we = x3)
S = TgTr Ty

Aplicando o procedimento Resolug@oNogood:
R = SVCs = Tx778Vus5Trag = 15T6T7
R = RVC5 = 25767V 52709 = T5Txo
R = RVCy = 25T629VT3T6T9 = T3T5T6
R = RVC, = T3x5T6Vx3 = T5Tg
Aplicando o procedimento Absorg¢a@oNogood:

O menor k tal que R C (U?Zl(Cj —w;)) € 3. Cy =R
Escolha w = x5

Aplicando o procedimento ReciclandoNogood:
Remova Cs e Cg de F e mantenha Cy

A familia atualizada F é:

C, = 3 (wl = Is)
Cy = 73T (wy = T3)
C3 = 576 (ws = x5)
Cy = T3T6Ty (wy=Tg)

Observe que x5 ¢ S. Logo, S pode ser adicionada na familia F construida:

Cs = TgT7Ts (w =77)

6.2.5 Procedimento obstaculo

Em cada iteragao da Busca por Resolu¢ao, uma regiao do espago de busca ainda nao ex-
plorada é parcialmente explorada por um procedimento chamado obstaculo(U, record, S)
resultando em um nogood S. O procedimento obstaculo recebe dois parametros:
e UU: Uma solucao parcial nao coberta pela familia corrente, que, portanto representa
uma regiao do espaco de busca ainda nao explorada; e
e record: um limite inferior para um problema de maximizacao.
e devolve um terceiro
e S: Um nogood encontrado a partir da solugao parcial U tal que X (U) N X (S) # 0,
representando a parte do espaco de busca implicitamente enumerado pelo procedi-
mento obstaculo.
Essa exploragao pode ser realizada de diversas maneiras, desde que X (U) N
X(S) # 0. Assim, w € U implica que w € S e bem como w € S implica que w ¢ U.
Como vimos, essa propriedade garante que seja possivel atualizar a familia F usando S e

mantendo a propriedade path-like.
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Em Chvatal (1997), é apresentada uma heuristica para encontrar um nogood
S que nao conflita com U. O procedimento obstéaculo apresentado por Chvatal pode
ser separado em duas fases especificas: a fase de crescimento e a fase de decrescimento.
e Na fase de crescimento, uma solucao parcial U' é construida a partir de U tal que
UCU' e U seja um nogood.
e Na fase de decrescimento, uma solucao parcial S é construida a partir da solugao
parcial U tal que S E U™ e S seja um nogood.
Na fase de crescimento, o procedimento obstéculo substitui uma variavel livre
por 0 ou 1 até que
oraculo(U") < record ou U € {0,1}". (36)

Entao temos dois casos:
e ordculo(UT) < record e, conseqiientemente U é um nogood.
e ordculo(U") > record e UT é uma solugao completa. Neste caso, o valor de record
¢ atualizado para oraculo(U") e U™ torna-se um nogood.

Claramente, X (U) N X(U*) # 0 e UT é um nogood. Logo, S = U* pode ser
uma opc¢ao de retorno do procedimento obstdaculo. Uma versao rapida para o procedi-
mento obstdculo pode ser obtida implementando apenas a fase de crescimento, como no
Algoritmo 6.9.

Algorithm 6.9 obstaculo_rapido(U, record, S)

1: bound < oréaculo(U)
2: while U & {0, 1}" e bound > record do
Escolha um subscrito j com u; = * e um valor ¢ € {0,1}
Uj < C
bound < oraculo(U)
if bound > record then > U é uma solucao completa
record < bound

S+ U

Na fase de decrescimento, escolhemos uma variavel ja fixada para ser liberada

de maneira que a solucao parcial continue representando um nogood, ou seja,

e Procure um indice j tal que u} € {0,1}, faga u] = * e verifique se ordculo(U") i
record.

A fase de decrescimento é responsavel por encontrar um nogood minimal S tal
que S T UT. Um nogood S é dito minimal, se somente se nao existe um nogood S’ tal
que S'C S.

A seguir, apresentamos a heuristica proposta por Chvatal para encontrar um
nogood minimal (Algoritmo 6.10). Inicialmente, as varidveis fixadas em U sao empilhadas.
Depois, as variaveis fixadas na fase de crescimento sao empilhadas. Apds o final da fase

de crescimento, S recebe uma solucdo parcial U™ representando um nogood. Enquanto a
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pilha nao estiver vazia, uma varidvel x; é desempilhada e liberada em S. Se oraculo(S)
., record, entao a variavel x; ¢ necessaria para definir um nogood minimal e seu valor

anterior é recuperado. Caso contrario, a varidvel z; permanece liberada.

Algorithm 6.10 obstaculo(U, record, S)

1: Inicialize a pilha vazia

2: fori=1aténdo

3: if u; # * then

4: empilhe j na pilha

5: > Inicio da Fase de crescimento
6: bound < oraculo(U)

7. while U ¢ {0, 1}" e bound > record do

8: Escolha um subscrito j com u; = * e um valor ¢ € {0,1}

9: Uj <= C

10: bound < oraculo(U)

11: if bound > record then

12: Empilhe j na pilha

13: if bound > record then

14: record <— bound

15: > Inicio Fase de decrescimento
16: S« U

17: while a pilha nao estiver vazia do

18: Desempilhe j da pilha

19: Sj < * > Liberando a variavel j
20: if oraculo(S) ; record then

21: S; +U; > Essa varidvel contribui para oraculo(S) < record, logo ela é

necessaria para o nogood

Observe que, se a fase de crescimento nao gera uma solucao completa, a iltima

varidavel fixada em U™ nao é empilhada e nao é analisada na fase de decrescimento.

6.2.6 Politicas de Ramificacao

O algoritmo de Busca por Resolucao usa duas politicas de ramificagao durante o processo
de busca, que diferenciamos como: (1) Uma politica de mergulho e (2) Uma politica de
recomeco.

A politica de mergulho é a estratégia de ramificacao utilizada no procedimento
obstaculo na fase de crescimento. Ela consiste em escolher uma variavel livre e um valor
para ser fixado, correspondendo a seguinte instrucao:

Escolha um subscrito j com u; = *x e um valor ¢ € {0,1}

Essa politica corresponde a estratégia de ramificacao classica utilizada nos
algoritmos de enumeracao implicita.

A politica de recomeco é a estratégia de ramificacao responsavel por escolher o

representante do novo nogood que, em iltima analise, é essencial para a definicao do ponto
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de recomeco do mergulho, ou seja, Uz. Tal politica é implementada em duas situagoes:
e No passo 1 do Algoritmo 6.3: Escolha um literal w tal que w € S\ Ur
e No passo 4 do Algoritmo 6.5: Escolha um w € R — (C1 U...Cy_4)

Em Chvatal (1997), a politica de mergulho utilizada ¢é

Escolha a primeira variavel na ordem lexicografica tal que u; = %
e fixe seu valor em O.

Ja a politica de recomeco utilizada é

Escolha a dltima variadvel na ordem lexicografica

Em Boussier (2008), temos uma implementagao da Busca por Resolu¢do sem
a fase de decrescimento, utilizando diferentes politicas de mergulho e recomego. As duas
politicas de mergulho testadas sao:

M, Escolha a varidvel livre com o menor custo reduzido e fixe-a no valor inteiro mais
proximo de seu valor 6timo na relaxagao linear do problema.

M, Escolha a primeira varidavel livre na ordem lexicografica e fixe-a no valor inteiro mais
proximo de seu valor 6timo na relaxacgao linear do problema.

Também sao avaliados duas politicas de recomego:

R; Escolha o literal associado a variavel mais recentemente instanciada
Rs Escolha o literal associado & varidvel de menor custo reduzido.

Os resultados computacionais obtidos pelos autores mostram que o nimero
médio de chamadas ao ordculo no algoritmo de Busca por Resolucao que usa R; — M,
é praticamente o mesmo daquele que usa Ry — M,, sendo também similar ao niimero de
resolucoes da relaxacao linear em um processo de enumeracao implicita que usa as mesmas
politicas de mergulho.

Por outro lado, a implementacao da Busca por Resolugao que utiliza Ry — M,
realiza menos chamadas ao oraculo que a versao que usa R; — M;, na maior parte das
instancias testadas. Esse resultado sugere que a politica de recomeco introduz um nivel
de flexibilidade ao processo de busca que nao consegue ser alcangado por um método de

enumeragao implicita.

6.2.7 Convergéncia

Para mostrar a convergéencia do método de Busca por Resolucao, precisamos mostrar que
a cada iteragao o alcance da familia cresce. Dado um problema com n variaveis, podemos
definir a for¢a de uma familia F, denotada por 7(F), como 27" X¢(F)|, onde X¢(F)
sdo as solugoes completas em X (F). Este valor, entre 0 e 1, representa a razao entre
numero de solucoes exploradas pela familia F e o niimero total de solugoes. Infelizmente,
o valor de 7(F) nao necessariamente aumenta a cada iteragao do algoritmo de Busca por
Resolucao. Contudo, podemos identificar um limite inferior para a forca da familia que
cresce a cada iteracao.

Dizemos que uma familia F cobre uma variavel x; se pelo menos um dos



110

dois literais associados a x; aparece em uma clausula de F. Dada uma familia F =
[Cy,...,Cy], seja n; o numero de varidveis cobertas pela familia [C1, ..., C;l.
Proposicao 11 Se F = [C},...,Cy] entio 7(F) > o(F), onde o(F) = ;- 27"
Prova Por indugao, Se F = [C}], as solugdes completas exploradas por F sao aquelas
onde as n; variaveis cobertas por C; estao fixas e as outras n—n; variaveis podem assumir
qualquer valor em {0,1}. Logo, 7(F) =2""(2""™) =27 = ¢(F).

Suponha o resultado verdadeiro para F' = [CY,...,Cy,_1], ou seja, 7(F') >
Z:’:ll 27" Considere F = [CY,...,Cp_1,Cp]. As solugoes completas cobertas por F
sao as 2"7(F’) cobertas por F’ junto com aquelas nao cobertas por F' mas cobertas por
C,,. Estas dltimas sdo aquelas cobertas por C; ACy ACy A ... A Ch_q A C,,. Entre elas
estao todas as 2"~ solucoes completas, onde as n — n,, varidaveis nao cobertas por F

podem assumir qualquer valor em {0,1}. Logo,
m—1
T(F)=2""2"r(F)y+2" ") =7(F)+27" > Z 27" 4 27 (F)
i=1

Teorema 3 Se F ¢ F' sao duas familias geradas pela Busca por Resolucao com F' obtida
apos F, entao o(F) < a(F').
Prova Vamos mostrar que o(F) aumenta estritamente a cada execucao da atualizagao
da familia. Sendo F = [C},...,C,,] a familia corrente, a nova familia F’ pode ser obtida
de duas maneiras:

1. S € Ur: a familia é aumentada para F' = [C},...,Cp, Cpiq], onde Cpp = S.

Claramente,

m

o(F) = Z 27 4 QT > i?”i = o(F). (37)

=1

2. SCUg: F=][Ch,...,Cp] ésubstituida por F' = [C4,...,Ck_1, R] e entdo possivel-

mente estendida por alguns dos nogoods Ci.q, ..., C,,. Primeiramente, calculamos
o(F) e entdo mostramos que o(F’') > o(F). Como n;11 >n;, i =1,...,m—1,
k—1 m
o(F) = Doy o
i=1 i=k

k-1
= ) 2T 2T(L 2T 4 Qe

=1

k—1
< D o2 k2
i=1
Por outro lado, como R C | Jf_, (Ci—{w;}), toda variavel coberta por [C4, ..., Cp_1, R]
é coberta por [Cy, ..., Cy_1,Ck]. Além disso, a varidvel associada a wy nao é coberta
por [C4,...,Ck_1], pois wy é o representante de C}, de modo que entdao nem ele e

nem sua negagao aparecem na familia [Cy ... Cj_1]. Sabemos também que nem wy,
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nem wy, aparecem em R. Logo, o numero de literais cobertos por F’, denotado por

n', é tal que n’ < n; — 1. Portanto,

k—1 k—1 k-1
o(F)=Y 2427 >N 2427t = 3 "0 4 2427 > o(F) (38)

=1 =1 =1

A possivel inclusao em F' de alguns dos nogoods Cjyq,...,Cy, s6 faria aumentar
ainda mais o(F").
Em qualquer dos casos, o limite inferior da forca da familia cresce a cada
iteracao.

Corolario 3 O método da Busca por Resolucao converge.

6.2.8 Otimalidade

Nesta secao, provamos a corretude do método de Busca por Resolugao, ou melhor, que o
mesmo converge para a solucao 6tima.
Defini¢ao 10 (Boussier (2008)) Seja r € R. Um nogood C' é r-nogood sse, para todo
U € {0,1}" tal queC T U, ordculo(U) <r.
Lema 6 Se C; e C5 sao r-nogoods conflitantes com w € Cy ew € Csy, entao C3 = C1VCy
¢ também r-nogood.
Prova Suponha por absurdo que C; e Cy s@o dois r-nogoods e C3 = (Cy; —w) U (Cy — W),
nao é um r-nogood. Seja U € {0,1}" tal que C3 C U e oraculo(U) > r. Entdo C} —w C
C3CUeCy—wCE C3CU. Por outro lado, w € U ouw € U.
e Se w € U entdao Cy C U, pois C; —w C U. Logo, oraculo(U) < r, porque C; é um
r-n0good.
e Sew € U entao Cy C U, pois Cy —w C U. Logo, ordaculo(U) < r, porque Cy é um
r-n0g00d.
Teorema 4 Seja r* o ltimo valor de record obtido pelo Algoritmo de Busca por Re-
solugao. Entao ordculo(U) < r* VU € {0,1}"
Prova Considere a lista Ry, R, ..., Ry de todos os nogoods gerados ao longo do algo-
ritmo, ordenados segundo o momento em que foram gerados. Para todo k =1,..., N, Ry
foi gerado tendo oraculo(Ry) < ry <r* ou R, = R;VR; para i,j < k, onde r é o valor

corrente de record quando Ry foi gerado.

Vamos mostrar por inducao que Ry é r*-nogood, para todo k =1,..., N.

Trivialmente, Ry é r*-nogood, pois R; foi gerado satisfazendo oraculo(R;) <
ri < r*. Suponha que Ry seja um r*-nogood para k = 1,...,n. Se ordculo(R,y1) <
1 < T, segue que R,y € r*-nogood. Do contrario, R,y = R;VR;, para i,j €
{1,...,n} e R,41 é r*-nogood pelo Lema 6.

Considere agora F = [CY, ..., Cy,] a dltima familia gerada. Tome U € {0, 1}".
Como X (F) ={0,1}", entao C; C U para algum ¢ = 1,...,m. Como C; é um r*-nogood,
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concluimos que oraculo(U) < r*
Corolario 4 O wvalor de record retornado pelo Algoritmo de Busca por Resolucao € o

valor otimo do problema.

6.3 Algoritmo de Busca por Resolugao para CLIQUE PONDE-
RADA

Nesta secao, apresentamos o nosso algoritmo de Busca por Resolugao para CLIQUE PON-
DERADA. Como visto nas secoes anteriores, para a descrigao do algoritmo, precisamos
definir os procedimentos ordculo e obstaculo, assim como as politicas de mergulho e

recomego.

6.3.1 Oraculo

Na implementacao classica do algoritmo de Busca por Resolugao, o procedimento oraculo
¢é responsavel apenas por prover um limite superior para uma solucao parcial U. Ele é
utilizado como uma caixa preta. No nosso ordculo, utilizamos a heuristica de coloracao
ponderada para prover um limite superior, assim como a ordem de mergulho.

No problema CLIQUE PONDERADA, uma solucao parcial é um vetor in-
dexado pelos vértices do grafo G = (V, E). Dado uma solucao parcial U, definimos os
conjuntos C, que contém uma clique maximal em {j € V]u; = 1}, e P, formado pelos
vértices que podem estender a clique C'. Esses conjuntos sao usados na descricao do
ordculo (Ver Algoritmo 6.11): C' é construido iterativamente no Linha 7; P comega com
V' e é atualizado com a remocao de todo vértice j tal que u; = 0 ou j € (e N(v)
(Linhas 6 e 11).

Trivialmente, se existem vértices nao vizinhos ¢ e j tais que u; = 1 e u; = 1,
entdo X (U) nao contém nenhuma solugao viavel, de modo que ordculo(U) = —oo. Caso
contrario, um limite superior para U ¢é obtido pelo peso de C' mais um limite superior
para a maior clique ponderada em P, que serd dado por uma heuristica de coloracao
ponderada.

A heuristica de coloracao ponderada recebe um vetor de bits com os vértice de
P e uma ordem p (ordem inicial dos vértices), representando a ordem em que os bits estao
organizados no vetor de bits. Ela é passada implicitamente juntamente com o vetor de
bits P. Ao longo deste trabalho, temos utilizado duas ordens iniciais p: a ordem menor
peso primeiro e a ordem maior grau ponderado primeiro. A ordem p influencia
a sequéncia em que os vértices sao analisados durante a coloragao ponderada. Por outro
lado, a heuristica de coloracao ponderada devolve uma outra ordem 7 dos vértices de P
e o vetor color com o valor das coloragoes ponderadas dos subgrafos, ou seja, color|m;] é
o valor da coloracao ponderada do subgrafo G[my, ..., m].

Por simplicidade e para manter a uniformidade com as sec¢oes anteriores, man-
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temos a chamada ao oraculo como oraculo(U), quando, na verdade, em nosso caso,

deveria ser oraculo(U,C, P,m,color,cont). Os demais parametros sao retornados pelo

oraculo e podem ser usados em outros procedimentos

Algorithm 6.11 oraculo(U)

O+
«—V
for j =1 até n do
if u; =1 then
if j € P then
P+~ PNON(j) |

C+CU{j}|

wl
=

else
return —oo
else if u; = 0 then
P« P\ {j}|
12: BITCOLOR(P, p, , color, cont)
13: return w(C) + color|pi.ont]

,_.
e

11:

> Inviabilidade Encontrada

6.3.2 Obstaculo e politica de mergulho

A partir da fungao orédculo, apresentada no Algoritmo 6.11, definimos um versao para o

procedimento obstaculo réapido (Ver Algoritmo 6.12). O oraculo apresentado aqui nao é

totalmente caixa preta, uma vez que podemos acessar a ordem devolvida pela heuristica de

coloracao ponderada. Tal ordem serd usada para definir a politica de mergulho: Enquanto

o limite superior for superior a record e U ainda tem variavel livre, o iltimo vértice colorido

pela heuristica de coloracao é escolhido e a variavel associada a ele é fixada em 1.

Algorithm 6.12 obstédculo(U, record, S)

: bound < oraculo(U)

while U ¢ {0,1}" e bound > record do
J  m[cont]
uj <1
bound < oraculo(U)

if bound ; record then

record <+ bound
S« U

S L A o v

> orédculo(U, C, P,m, color, cont)

6.3.3 Politica de recomeco

Para cada ordem inicial p, vamos propor duas estratégias de recomeco:

R, : Escolha a primeira variavel que pode ser representante na ordem inicial.
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Ry : Escolha a ultima varidvel que pode ser representante na ordem inicial.

Para cada ordem inicial, o critério de recomecgo tem um significado diferente.
Por exemplo, na ordem de menor peso primeiro, a estratégia R, prioriza inverter a
fixacao da variavel associada ao vértice com o menor peso, enquanto a estratégia R
prioriza fixar no valor oposto a variavel do vértice com o maior peso.

Em Chvétal (1997), ndo temos uma indicac¢ao sélida para um bom critério
para a escolha da politica de recomego. Em nosso caso, para cada critério de ordenacao
inicial dos vértices, vamos escolher uma politica de recomecgo mais adequada com base em
testes computacionais preliminares.

A Tabela 19 apresenta o numero de chamadas ao ordculo e o tempo de
execucao do algoritmo de Busca por Resolucao utilizando as duas estratégias de recomeco
com a ordem de menor peso primeiro. Apesar da estratégia R, obter o menor niimero
de chamadas ao ordculo e o menor tempo de execugao na maioria das vezes, as diferencas
sao muito pouco expressivas, de maneira que podemos considerar as duas estratégias com-

paraveis.

Tabela 19 — Resultados das estratégias de recomeco para a ordem de menor
peso primeiro para o Algoritmo de Busca por Resolugao usando o Algoritmo
6.12 como obstaculo.

Instancia Chamadas do oriculo | Tempo de execugao
Nome (n,p) Ry Ry R, Ry
brock200_.1  (200,0.75)  6.03e+04  5.70e+04 0.25 0.24
brock200-2  (200,0.50) ‘ 3.20e+03  3.23e+03 0.06 0.06
brock200_.3  (200,0.61) 5.68e+03  5.77e+03 0.07 0.07
brock200_4  (200,0.66) ‘ 1.50e+04  1.48e+-04 0.09 0.09
brock400_.1  (400,0.75) 1.74e+07  1.76e+07 108.91 108.96
brock400.2  (400,0.75) ‘ 2.06e+07  2.08e+07 125.22 127.85
brock400_.3  (400,0.75) 1.57e+4-07 1.58e+-07 96.11 98.78
brock400.4  (400,0.75) ‘ 1.04e+07  1.08e+07 64.50 67.30
p-hat300-1  (300,0.24) 5.95e+02  6.0le+02 0.08 0.08
p-hat300-2  (300,0.49) ‘ 1.07e+04  1.14e+04 0.10 0.11
p-hat300-3  (300,0.74) 3.02e+05  3.03e+05 1.69 1.72
p-hat500-1  (500,0.25) ‘ 3.79e¢4+03  3.88¢+03 0.16 0.16
p-hat500-2  (500,0.50) 1.35e+05 1.37e4-05 1.35 1.38
p hat500-3  (500,0.75) | 1.05e4+08  1.10e+08 | 829.97  898.94
p-hat700-1  (700,0.25) 1.17e+04 1.19e+04 0.59 0.40
p-hat700-2  (700,0.50) ‘ 4.79¢+06  4.67e+06 51.67 51.68
p-hat1000-1 (1000,0.24) 5.57e+04  5.67e+04 1.46 1.50
p-hat1000-2 (1000,0.49) ‘ 1.33e4+08  1.34e+08 | 1857.04 1898.04
p-hat1500-1 (1500,0.25) 3.60e+05  3.71le+05 11.18 11.54

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ja a Tabela 20 apresenta uma comparagao entre as estratégias de recomeco
para a ordem de maior grau ponderado primeiro. A estratégia R, obtém resulta-
dos melhores em mais instancias. Em alguns casos, o nimero de chamadas ao ordculo
¢ reduzido em duas ordens de magnitude e acompanhado de uma grande redugao no
tempo de execucao. A partir dessas instancias, podemos notar o impacto da estratégia
de recomeco no algoritmo de Busca por Resolu¢do. Para a ordem de maior grau pon-

derado primeiro, consideramos a estratégia Ry como uma boa escolha para a politica
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de questionamento.

Tabela 20 — Resultados das estratégias de recomeco para a ordem de maior
grau ponderado primeiro para o Algoritmo de Busca por Resolucao usando
o Algoritmo 6.12 como obstéculo

Instancia Chamadas do oraculo | Tempo de execugao
Nome (n,p) R Ry R, Ry
brock200_-1  (200,0.75)  6.03e+04  3.59e+04 0.25 0.19
brock200.2  (200,0.50) ‘ 3.20e4-03  3.20e+03 0.06 0.07
brock200_.3  (200,0.61)  5.68¢e+03  4.06e+03 0.07 0.06
brock200.4  (200,0.66) ‘ 1.50e+04  1.35e+4-04 0.09 0.10
brock400_.1  (400,0.75) 1.74e4+07  2.21e+07 | 106.30 155.66
brock400-2  (400,0.75) ‘ 2.06e+4-07  3.09e+07 | 125.56 211.37
brock400_.3  (400,0.75) 1.57e+07  2.35e+07 95.86 165.28
brock400.4  (400,0.75) ‘ 1.04e+07  1.15e+07 64.90 82.53
p-hat300-1  (300,0.24)  5.95e+02  4.03e+02 0.09 0.08
p-hat300-2  (300,0.49) ‘ 1.07e+04  2.09e4-03 0.11 0.06
p-hat300-3  (300,0.74)  3.02e+05  2.93e+04 1.68 0.25
p-hat500-1  (500,0.25) ‘ 3.79e+03  3.59e+03 0.17 0.16
p-hat500-2  (500,0.50)  1.35e+05  7.97e+03 1.35 0.18
p-hat500-3  (500,0.75) ‘ 1.04e4+08  1.44e+406 | 825.42 15.73
p-hat700-1  (700,0.25) 1.17e+04  1.16e+04 0.37 0.37
p-hat700-2  (700,0.50) ‘ 4.79¢+06  2.95e+04 51.44 0.74
p_hat1000-1 (1000,0.24) 5.57e+04  4.90e+04 1.46 1.42
p-hat1000-2 (1000,0.49) ‘ 1.33e4+08  1.22e4-06 | 1852.11 30.75
p-hat1500-1 (1500,0.25) 3.60e+05  3.15e+05 11.12 10.70

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na proxima subsegao, apresentamos um procedimento de obstaculo que realiza
menos chamadas ao ordaculo para encontrar um nogood. Este procedimento serda chamado

de obstdculo modificado.

6.3.4 Obstaculo Modificado

A heuristica de coloracao ponderada, além de prover um limite superior para o problema,
devolve uma ordenagao dos vértices e limites superiores parciais que podem ser apro-
veitados para a identificacao de um nogood de maneira mais rapida. Durante a fase de
crescimento, se todas varidveis associadas aos vértices v tal que w(C') + color|[v] > record
forem fixados em zero em U, entao U serd um nogood, uma vez que passamos a ter
oraculo(U) < record. A implementacao dessa estratégia é facilitada pelo fato de os valo-
res em color estarem ordenados em ordem nao-decrescente quando seguimos a seqjiiencia
TT.

No Algoritmo 6.13, apresentamos um obstaculo modificado que realiza apenas

uma unica chamada ao ordculo para identificar um nogood.

6.3.5 Politica de recomego para obstaculo modificado

Novamente, testamos a influéncia das duas politicas de recomeco com o obstaculo modi-
ficado. A Tabela 21 apresenta o nimero de chamadas e o tempo de execucao para cada

politica de recomeco para a ordem de menor peso primeiro. A politica de recomeco



116

Algorithm 6.13 obstaculo modificado(U, record, S)

bound < oraculo(U)
if w(C) > record then
record < w(C)

if bound > record then
for i < cont até 1 do
j < ]
if w(C) + color[j] < record then
pare
Uj ~—0
S+ U

H
@

Tabela 21 — Resultados das estratégias de recomeco para a ordem de menor
peso primeiro para o obstdculo modificado

Instancia Chamadas do oraculo | Tempo de execugao
Nome (n,p) Ry Ry Ry Ry
brock200_.1  (200,0.75) 3.00e+04  3.74e+04 0.13 0.15
brock200_2  (200,0.50) ‘ 1.60e+03  2.08e+03 0.06 0.06
brock200_.3  (200,0.61) 2.85e+03  3.63e+03 0.05 0.06
brock200.4  (200,0.66) ‘ 7.53e4+03  1.05e+04 0.06 0.07
brock400_.1  (400,0.75) 8.76e+06  1.89e+07 43.69 92.79
brock400_2  (400,0.75) ‘ 1.04e+07  2.08e+07 51.15 103.32
brock400_3  (400,0.75) 7.90e+06  1.87e+07 39.70 92.03
brock400.4  (400,0.75) ‘ 9.59¢+06  9.07e+06 | 47.46 48.81
p-hat300-1  (300,0.24) 3.09e+02  3.92e+02 0.08 0.08
p-hat300-2  (300,0.49) ‘ 5.17e4+03  7.64e+03 0.07 0.08
p-hat300-3  (300,0.74) 1.49e+405  2.48e+05 0.75 1.25
p-hat500-1  (500,0.25) ‘ 1.91e+03  2.80e+03 0.13 0.13
p-hat500-2  (500,0.50) 6.79e+04  1.31e+05 0.61 1.05
p-hat500-3  (500,0.75) ‘ 5.46e+407  9.64e+07 | 396.17 710.15
p-hat700-1  (700,0.25) 5.89e+03  8.84e+03 0.19 0.21
p-hat700-2  (700,0.50) ‘ 2.32e4+06  4.70e+06 21.24 43.35
p_hat1000-1 (1000,0.24) 2.84e+04  4.63e+04 0.47 0.62
p-hat1000-2 (1000,0.49) ‘ 6.55e4-07  1.39e+08 | 821.84 1722.87
p-hat1500-1 (1500,0.25) 1.83e+05  3.76e+05 2.65 4.71

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ry mostrou uma supremacia em relagao a politica R,. Em alguns casos, a reducao no
nimero de chamadas chega a ser de uma ordem de magnitude e o algoritmo chega a ser
duas vezes mais rapido. Portanto, considerando a ordem de menor peso primeiro, a
estratégia de recomeco R; obtém resultados mais expressivos.

A Tabela 22 apresenta a comparacao entre as estratégias de recomeco com a
ordem maior grau ponderado primeiro. Com essa ordem, a politica de recomeco R
obteve os melhores resultados no maior nimero de instancias. Das 19 instancias testadas,
essa politica obteve o melhor tempo em 17 delas.

Julgamos que estas evidéncias credenciam a estratégia R; para ser utilizada

nos testes mais intensivos com o obstaculo modificado, em ambas as ordens.



Tabela 22 — Resultados das estratégias de recomeco para a ordem de maior

grau ponderado primeiro.

Instancia Chamadas do oraculo | Tempo de execugao
Nome (n,p) R Ry Ry Ry
brock200_.1  (200,0.75) 2.08e+04 3.08e+04 0.105 0.140
brock2002  (200,0.50) | 1.96e+03  2.10e+03 | 0.056 0.057
brock200_3  (200,0.61) 2.35e4+03  2.70e+03 | 0.052 0.054
brock200.4  (200,0.66) | 7.69e+03  1.07e+04 | 0.063 0.072
brock400_-1  (400,0.75) 1.44e+07  2.01e+07 69.192 106.008
brock400-2  (400,0.75) ‘ 1.99e+4-07  2.30e+07 93.778 120.083
brock400_3  (400,0.75) 1.51e+07 1.82e+07 72.683 96.580
brock400.4  (400,0.75) ‘ 2.12e4+07  9.24e4-06 | 99.242 53.336
p-hat300-1  (300,0.24) 2.13e+02 3.66e+02 0.077 0.077
p-hat300-2  (300,0.49) | 1.22e+03  1.88¢+03 | 0.048 0.050
p-hat300-3  (300,0.74) 1.82e+04  4.02e+04 | 0.130 0.270
p-hat500-1  (500,0.25) | 2.14e+03  2.94e+03 | 0.129 0.132
p-hat500-2  (500,0.50) 4.76e+03 1.25e+04 0.097 0.171
p-hat500-3  (500,0.75) ‘ 8.78e+05 3.99e+06 6.794 35.890
p-hat700-1  (700,0.25) 7.53e+03 8.40e+03 0.199 0.207
p-hat700-2  (700,0.50) | 1.72e4+04  6.18¢+04 | 0.300 0.909
p_hat1000-1 (1000,0.24) 3.47e+04 4.25e+04 0.516 0.584
p-hat1000-2 (1000,0.49) | 7.77e4+05  3.77e+06 | 11.759 60.423
p-hat1500-1  (1500,0.25) 1.99e4+05  3.47e+05 | 2.865 4.291

Fonte: Elaborada pelo autor.
6.3.6 Exemplo de execugao do Algoritmo
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Para ilustrar o funcionamento do Algoritmo de Busca por Resolucao, apresentamos o

resultado de sua aplicacao a um exemplo.

Exemplo 13 Considere o sequinte grafo ponderado:

Figura 21 — Grafo ponderado com os vértices ordenados seguindo a ordem do menor

peso primeiro.

0'

10 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 23 exemplifica uma execucao do algoritmo Busca por Resolug¢ao com

a ordem inicial de menor peso primeiro, obstdaculo modificado e a politica de recomeco R;.

Apresentamos as sequintes informacoes para o acompanhamento da execucdao do algoritmo

- a familia path-like corrente, representada pelo conjunto de nogoods F e seus represen-

tantes W, o nogood S obtido pela exploracao da familia path-like e o melhor limite inferior

até momento, representado por record. Destacamos a iteracdo 3. O nogood xoT1T2T3T4Ts
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foi obtido pela exploracdo da familia path-like F = [T1T2T3%475, Tox1TaT3T405| € W =
[T3,71]. O mesmo serd utilizado para atualiza¢ao da famdlia. Primeiramente, aplicamos
a regra de resolu¢ao com o nogood Tor1TaT3T4Ts € 0S nogoods armazenados pela familia,
obtendo o nogood ToT374%5. Na fase de absor¢ao, o nogood ToT3TaTs assume a posi¢ao
numero 1 na familia e T3 serd escolhido como representante. Depois o nogood da posicao

2 nao € mantido pelo procedimento ReciclandoNogood.

Tabela 23 — Execucao do Algoritmo de Busca de Resolucao utilizando o
obstaculo modificado.

Iteragao Familia (F) Representante (W) S record
0 0 0 TT1T2T3T4T5 0
1 [ToT1T2T3T4T5) 7o) ToT1TaT3TaT5 | 1
2 [T1T2T3T4T5) 1] T1T2T3T4T5 2
3 [T1T2T 3T 45, ToL1 T2 3L4T5) [Z71, Zo) ToT1T2T3T4Ts 3
4 [T3T3T4Ts) @2, ] ToT3T4Ts 3
5 [T3Ta475) T3] T\ To03T4T5 3
6 [T3T4T5, T1 Ta03T4T5) (T3, 7] ToT1ToT3T4Ts 4
7 [T3T4T5, T1T203T4T5, ToL1T203T4T5) | [T3, T1, To TT1Ta03T4T5 | 5
3 (T3T45, TaTals) (T3, T ToX3T4T5 5
9 [T475) [74] T4T5 5
10 [T5] [T5] Taxs 5
11 [T5, T425) [T5, T 4T 6
12 0 0 0 6

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.3.7 Obstaculo Modificado com fase de decrescimento

Para o nosso obstaculo modificado, podemos ainda definir uma fase de decrescimento
simplificada. Para liberar uma fixacao s; = 0 tal que j € P, precisamos mostrar que
um limite superior para a clique ponderada contendo C'U {j}, que é dado pela soma de
w(C U{j}) com um limite superior para a clique ponderada de P N N(j), ¢ inferior ou
igual a record. A segunda parcela desse limite superior pode ser obtida encontrando o
ultimo vértice vizinho de 7 em P na ordem 7 dada pela heuristica de coloragao ponderada.

Em outras palavras, o valor que devemos comparar a record é
w(C) + w(v) + color[r[u]], onde u = max{k — w[k] € PN N(v)} (39)

O Algoritmo 6.14 apresenta o procedimento obstdculo_modificado com a

fase de decrescimento aqui proposto.
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Algorithm 6.14 obstaculo modificado com decrescimento(U, record, S)

1: Inicialize a pilha vazia

2: bound < oraculo(U)

3: if w(C) > record then

4: record < w(C)

5 R+ P

6: if bound > record then

7: for i< cont até 1 do > ordem reversa
8: J « i

9: if w(C) + color[j] < record then
10: pare

11: uj <0
12: R+ R\{j}}

13: Empilhe j na pilha

14: S« U

15: while a pilha nao estiver vazia do
16: Desempilhe v da pilha

17: i < max{k|r[k] € RN N(v)}
18: u <— i

19: UB + w(C) 4+ w(v) + color|ul
20: if UB < record then
21: S 4 *
22: R+ RU{v}

A Tabela 24 apresenta uma comparacao entre os algoritmos de Busca por
Resolugao com a regra de recomego R; e com procedimentos obstaculos apresentados
(obstéculo padrao, obstédculo modificado e obstaculo modificado com decrescimento), para
a ordem de menor peso primeiro. Podemos ver que a utilizacao do obstaculo modificado
consegue uma boa redu¢ao do nimeros de chamadas total ao oraculo, como também uma
boa reducao do tempo de execucao com relacao ao obstaculo padrao. Ja a reducao obtida
pela adogao da fase de decrescimento acontece em uma escala menor, mas consideramos

que ela é ainda evidente.
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Tabela 24 — Comparacgao entre os procedimentos obstaculo padrao, modificado
e modificado com fase de decrescimento considerando a ordem de menor peso

primeiro.
Instancia Chamadas do oraculo Tempo de Execugao
Obstéaculo Obstéculo
Obstaculo Obstaculo Modificado Obstaculo Obstaculo Modificado
Nome (n,p) Padrao  Modificado com decrescimento | Padrao Modificado com decrescimento
brock200-1  (200,0.75) 6.03e+04 3.00e+-04 2.96e+-04 0.246 0.129 0.128
brock200-2  (200,0.50) 3.20e+03 1.60e+-03 1.58e+03 0.063 0.055 0.055
brock200-3  (200,0.61) 5.68e+03 2.85e+03 2.77e403 0.066 0.053 0.053
brock200.4  (200,0.66) 1.50e+-04 7.53e+03 7.37e+03 0.092 0.063 0.065
brock400_1  (400,0.75) 1.74e4-07 8.76e+-06 8.59e+4-06 108.911 43.692 43.371
brock400_2  (400,0.75) 2.06e+07 1.04e+4-07 1.02e+07 125.219 51.151 50.979
brock400_.3  (400,0.75) 1.57e4-07 7.90e+06 7.76e+06 96.113 39.702 39.058
brock4004  (400,0.75) 1.04e+4-07 9.59e+-06 9.42e+-06 64.497 47.456 46.678
p-hat300-1  (300,0.24) 5.95e+02 3.09e+-02 3.01e+02 0.079 0.078 0.076
p-hat300-2  (300,0.49) 1.07e4-04 5.17e+03 5.07e+03 0.103 0.066 0.063
p-hat300-3  (300,0.74) 3.02e+05 1.49e4-05 1.46e+05 1.691 0.751 0.742
p-hat500-1  (500,0.25) 3.79e+03 1.91e+03 1.87e+03 0.164 0.126 0.121
p-hat500-2  (500,0.50) 1.35e+-05 6.79e+-04 6.68e+-04 1.348 0.610 0.578
p-hat500-3  (500,0.75) 1.05e+-08 5.46e+07 5.37e+07 829.970 396.175 386.770
p-hat700-1  (700,0.25) 1.17e4-04 5.89e+03 5.76e+03 0.589 0.191 0.186
p-hat700-2  (700,0.50) 4.79e+06 2.32e+06 2.30e+06 51.671 21.243 21.292
p-hat1000-1 (1000,0.24) | 5.57e+04 2.84e+04 2.78e+404 1.456 0.470 0.465
p-hat1000-2  (1000,0.49) | 1.33e+08 6.55e4+07 6.44e+4-07 1857.036 821.838 809.260
p-hat1500-1 (1500,0.25) | 3.60e+05 1.83e+05 1.79e+-05 11.179 2.652 2.632

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 25 apresenta uma comparacao similar, agora para a ordem de maior

grau ponderado primeiro. Novamente, conseguimos uma reduc¢ao significativa com a

utilizacao do procedimento de obstaculo modificado e uma redugao menos expressiva

com a fase de decrescimento, tanto no nimero de chamadas como no tempo de execucao

total.
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Tabela 25 — Comparagao entre os procedimentos obstaculo padrao, modificado
e modificado com fase de decrescimento considerando a ordem de menor peso

primeiro.
Instancia Chamadas do oraculo Tempo de Execugao
Obstéaculo Obstéculo
Obstaculo Obstaculo Modificado Obstaculo Obstaculo Modificado
Nome (n,p) Padrao  Modificado com decrescimento | Padrao Modificado com decrescimento
brock200-1  (200,0.75) 3.59e+04 2.08e+04 1.86e+04 0.189 0.105 0.097
brock200-2  (200,0.50) 3.20e+03 1.96e+03 1.82e+03 0.065 0.056 0.056
brock200-3  (200,0.61) 4.06e+03 2.35e+03 2.12e+4-03 0.064 0.052 0.054
brock200.4  (200,0.66) 1.35e+-04 7.69e+03 7.03e+03 0.095 0.063 0.062
brock400_1  (400,0.75) 2.21e+07 1.44e4-07 1.28e+07 155.657 69.192 63.060
brock400_2  (400,0.75) 3.09e+07 1.99e+-07 1.77e+07 211.372 93.778 85.161
brock400_.3  (400,0.75) 2.35e+07 1.51e407 1.34e+07 165.284 72.683 65.182
brock400.4  (400,0.75) | 1.15e407 2.12e+07 1.88e+07 82.529 99.242 89.161
p-hat300-1  (300,0.24) 4.03e+02 2.13e+02 2.03e+02 0.082 0.077 0.075
p-hat300-2  (300,0.49) 2.09e+03 1.22e+-03 1.14e+03 0.060 0.048 0.048
p-hat300-3  (300,0.74) 2.93e+04 1.82e4-04 1.62e+04 0.247 0.130 0.122
p-hat500-1  (500,0.25) 3.59e+03 2.14e+03 2.01e+03 0.160 0.129 0.121
p-hat500-2  (500,0.50) 7.97e+03 4.76e+-03 4.38e+03 0.177 0.097 0.095
p-hat500-3  (500,0.75) 1.44e+4-06 8.78e+05 7.94e+05 15.730 6.794 6.310
p-hat700-1  (700,0.25) 1.16e+-04 7.53e+03 7.08e+03 0.367 0.199 0.190
p-hat700-2  (700,0.50) 2.95e+04 1.72e4+04 1.62e+04 0.740 0.300 0.287
p-hat1000-1 (1000,0.24) | 4.90e+04 3.47e+04 3.28e+-04 1.425 0.516 0.496
p-hat1000-2  (1000,0.49) | 1.22e+06 7.77e+05 7.19e+05 30.749 11.759 10.942
p-hat1500-1 (1500,0.25) | 3.15e+05 1.99e+-05 1.87e+05 10.698 2.865 2.728

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.3.8 Comparacao com o algoritmo BITCLIQUE

Realizamos um experimento computacional breve para comparar o desempenho do algo-
ritmo de Busca por Resolucdao com Branch & Bound apresentado no Capitulo 3. Consi-
derando a ordem de menor peso primeiro (Ver Tabela 26), o algoritmo de Busca por
Resolucgao realizou menos chamadas ao oraculo do que o Algoritmo de Branch & Bound.
Ja com a ordem de maior grau ponderado primeiro, o algoritmo de Branch & Bound
foi com maior freqiiéncia aquele que gerou o menor nimero de chamadas ao oraculo. De
maneira geral, porém, para a mesma ordem inicial dos vértices, os algoritmos possuem
um comportamento bastante similar com respeito ao nimero de chamadas ao oréaculo.

Mesmo quando o algoritmo de Busca por Resolugao realiza menos chamadas
ao ordculo do que o Algoritmo de Branch & Bound (ordem de menor peso primeiro),
o tempo de execucao daquele fica superior ao deste (Ver Tabela 27).

Na préoxima secao, propomos um algoritmo que realiza uma cooperacao entre o
algoritmo de Bonecas Russas e o Algoritmo de Busca por Resolugao. A ideia é realizar uma
exploragao parcial do espago de busca usando o algoritmo de Bonecas Russas e, depois,
o restante da exploracdo passe a ser realizada pelo Algoritmo de Busca por Resolugao,

fazendo o uso da informacao coletada durante a resolugao das bonecas.
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Tabela 26 — Comparacgao entre o nimero de chamadas ao ordculo pelo
Algoritmo de Busca por Resolugao utilizando obstaculo modificado com
decrescimento e pelo Algoritmo de Branch & Bound, nas duas ordem testadas.
% indica que o algoritmo consegue o menor nimero de chamadas ao oraculo
entre os quatros algoritmos considerados.

Instancia Ordem de menor peso primeiro Ordem de maior grau ponderado primeiro
Instancia Chamadas do oraculo Chamadas do oraculo
Obstéaculo Obstéaculo
Modificado Modificado
Nome (n,p) com decrescimento Branch & Bound | com decrescimento Branch & Bound
brock200_1  (200,0.75) 2.96e+04 2.97e+04 1.86e+04 1.80e+04%
brock2002  (200,0.50) 1.58e+03% 1.62e+03 1.82e4+03 1.79e+03
brock200_3  (200,0.61) 2.77e+03 2.85e+03 2.12e+03 2.11e+03%
brock200.4  (200,0.66) 7.37e+03 7.47e+03 7.03e+03 6.81e+03%
brock400-1  (400,0.75) 8.59e+06% 8.65e¢+06 1.28e+07 1.10e+07
brock400-2  (400,0.75) 1.02e+07% 1.02e+07% 1.77e+07 1.55e+07
brock400_.3  (400,0.75) 7.76e+06% 7.81e+06 1.34e+07 1.15e+07
brock400.4  (400,0.75) 9.42e+06 4.80e+06% 1.88e+07 5.20e+06
p-hat300-1  (300,0.24) 3.01e+02 3.09e+02 2.03e+02% 2.18e+02
p-hat300-2  (300,0.49) 5.07e+03 5.36e+03 1.14e+03 1.08e+03%
p-hat300-3  (300,0.74) 1.46e+05 1.47¢+05 1.62e+04 1.50e+04%
p-hat500-1  (500,0.25) 1.87e+03% 1.96e+03 2.01e+03 2.01e+03
p-hat500-2  (500,0.50) 6.68e+04 6.70e+04 4.38e+03 4.12e+03%
p-hat500-3  (500,0.75) 5.37e+07 5.10e+07 7.94e+-05 6.97e+05%
p-hat700-1  (700,0.25) 5.76e+03% 6.07e+03 7.08e+03 6.62e+03
p-hat700-2  (700,0.50) 2.30e+06 2.36e+06 1.62e404 1.57e+04%
p-hat1000-1 (1000,0.24) 2.78e+04% 2.91e+04 3.28e+04 2.93e+04
p-hat1000-2  (1000,0.49) 6.44e+07 6.60e+07 7.19e+05 6.48e+05%
p-hat1500-1 (1500,0.25) 1.79e+05 1.89e+05 1.87e+05 1.77e+05%

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 27 — Comparagcao entre o tempo de execucao do Algoritmo de Busca por
Resolugao utilizando obstaculo modificado com decrescimento com o Algoritmo
de Branch & Bound, nas duas ordem testadas. s indica que o algoritmo

consegue o menor tempo de execugao entre os quatros algoritmos considerados.

Instancia Ordem de menor peso primeiro Ordem de maior grau ponderado primeiro
Chamadas ao oraculo Chamadas ao oraculo
Obstéaculo Obstéaculo
Modificado Modificado
Nome (n,p) com decrescimento Branch & Bound | com decrescimento Branch & Bound
brock200_.1  (200,0.75) 0.13 0.10 0.10 0.08%
brock2002  (200,0.50) 0.05 0.05 0.06 0.05%
brock200-3  (200,0.61) 0.05 0.05 0.05 0.05%
brock200.4  (200,0.66) 0.06 0.06 0.06 0.05%
brock400-1  (400,0.75) 43.37 29.94% 63.06 38.91
brock400-2  (400,0.75) 50.98 34.67% 85.16 51.84
brock400_3  (400,0.75) 39.06 26.93% 65.18 38.91
brock400.4  (400,0.75) 46.68 17.66% 89.16 20.41
p-hat300-1  (300,0.24) 0.08 0.07% 0.08 0.07
p-hat300-2  (300,0.49) 0.06 0.06 0.05 0.04%
p-hat300-3  (300,0.74) 0.74 0.57 0.12 0.10%
p-hat500-1  (500,0.25) 0.12 0.12 0.12 0.12%
p-hat500-2  (500,0.50) 0.58 0.50 0.10 0.09%
p-hat500-3  (500,0.75) 386.77 296.29 6.31 4.5T%
p-hat700-1  (700,0.25) 0.19 0.18 0.19 0.18%
p-hat700-2  (700,0.50) 21.29 17.69 0.29 0.27%
p-hat1000-1 (1000,0.24) 0.46 0.41 0.50 0.38%
p-hat1000-2  (1000,0.49) 809.26 686.72 10.94 9.32%
p-hat1500-1 (1500,0.25) 2.63 2.15 2.73 1.78%

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.4 BITBR - Cooperagao entre Busca por Resolucao e Boneca
Russas para CLIQUE PONDERADA

Nesta secao, apresentamos um algoritmo exato para o problema da CLIQUE PONDE-
RADA, combinando o algoritmo de Busca por Resolucao e o Algoritmo de Bonecas Russas.
No método das Bonecas Russas, o problema é decomposto em uma sequéncia de subpro-
blemas aninhados. O método sugere que os subproblemas devam ser resolvidos seqtienci-
almente, e a sua solugao 6tima deve ser memorizada para ser utilizada como critério de
poda para os futuros subproblemas. Note que uma subsequéncia inicial de subproblemas
resolvidos pelo método das Bonecas Russas representa uma exploracao parcial do espaco
de busca, que podemos representar como um nogood.

No problema da CLIQUE PONDERADA, dada uma ordem inicial dos vértices
p=(p1,--.,pn), definimos uma sequéncia de n subproblemas (as bonecas), onde i-ésimo
subproblema estd associado ao subgrafo Glpy,...,pi],i € {1,...,n}. Depois da solucao
6tima do i-ésimo subproblema, podemos representar a regiao do espaco de busca explorada

pelo seguinte nogood:

Tos Toa - T (40)

Esse nogood diz que, para obter uma solu¢ao de valor maior que ¢(p;), é preciso fixar

em 1 pelo menos uma variavel entre 7 + 1 e n, ou seja, é preciso escolher pelo menos um
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vértice entre pii1, ..., pn

Podemos usar esta ideia em conjunto com uma solucao parcial U para ge-
rar um nogood fixando, possivelmente, menos variaveis. Sejam C' e P encontrados por
ordaculo(U). Analogamente, ao caso da colora¢do, obtemos um nogood se fixamos em 0
todo o vértice v que w(C) + ¢(v) > record. Novamente o teste é facilitado porque os
valores de ¢ estao ordenados em ordem nao-decrescente, quando seguimos a sequéncia p.

Se interrompemos o processo de Bonecas Russas na iteracao [, nao temos
disponivel ¢(v), para v € {pi41,...,pn}. Mesmo assim, podemos aplicar a estratégia de
obtencao dos nogoods descrita acima, se atribuirmos a ¢(v) um limite superior para a
clique ponderada maxima em G|[p1,...,p; = v] para v € {pi11, ..., pn}-

Usando essa ideia, apresentamos o Algoritmo 6.15 que propoe uma cooperagao
entre Bonecas Russas e Busca por Resolugao. Inicialmente, aplicamos o algoritmo de
Bonecas Russas, seguindo a ordem p, até um vértice v; (I = limite). Com isso calculamos
exatamente c(v1) < ... < ¢(y). Os demais valores ¢(v41) < ... < ¢(v,) sdo calculados de
forma aproximada (limite superior). Nos testes realizados, utilizamos limite como 0.90%mn.
Acreditamos que, a partir de 0.90 * n, o custo para calcular ¢(v) nao é proporcional ao
seu poder de poda no algoritmo de Bonecas Russas.

Também com o algoritmo de Bonecas Russas, geramos o nogood inicial S =
Ty 1 Zp.y -+ Lp,. Parapotencializar o processo de poda, calculamos também um novo_record,
usando a heuristica tabu do nosso algoritmo de Branch & Bound.

Apos esses passos, aplicamos o Algoritmo de Busca por Resolucao, que faz uso
de um obstéaculo hibrido a ser descrito na Subsecao 6.4.2. Ele aproveita tanto a informagao

gerada pelas bonecas quanto da coloragao dos vértices candidatos para gerar os nogoods.
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Algorithm 6.15 Cooperagao entre o algoritmo de Bonecas Russas e o Algoritmo de
Busca por Resolugao
function MAIN

> Algoritmo de Bonecas Russas

p=(p1,--,0n)
record < c(vy)
c(p1) < record
U« {p1}
for i + 2 até limite do

RDS({pi},U N N(p;), record)

clpi] < record

U<« UU{p:}

for i < limite + 1 até n do
j  max{k | vz € N(v;)}
c[vi] < max{clv;_1, c[v;] + w(v;)]}
> Algoritmo de Busca por Resolucao
novo_record < heuristica tabu com multivizinhaca.
record < mazx(record, novo_record)
for i « 1 até limite do
Si < *
for i < limite + 1 até n do
F 0
W0
AtualizacaoFamilia(S, F, W).
while X(F) # {0,1}" do
Encontre Urx
obstaculo_hibrido(Ug, record, S).
AtualizagaoFamilia(S, F, W).

6.4.1 Oraculo

No ordculo proposto na Subsegao 6.3.1 (Algoritmo 6.11), usamos a coloragao ponderada
para fornecer um limite superior. Agora, porém, temos um procedimento de limite su-
perior com um custo computacional bem menor, dado pelo vetor de solugoes 6timas das
bonecas. Definimos entdo uma nova fungao orédculo, tirando proveito desse limite (Ver
Algoritmo 6.16). A tdnica mudanca em relagdo ao anterior é que o limite superior para
a clique ponderada maxima de P serda dada pela tabela construida pelo Algoritmo de

Bonecas Russas .
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Algorithm 6.16 oraculo(U)

1 |C«0

2:

3: for j =1 até n do

4: if u; =1 then

5: if 7 € P then

6: P+~ PNON(j) |

T C+—CU{j}|

8: else

9: return —oo > Inviabilidade Encontrada
10: else if u; = 0 then

11: P+ P\{j}}

12: j < max{k — p € P}
13: return w(C) + ¢(p;)

6.4.2 Obstaculo Hibrido

No obstaculo hibrido, vamos gerar dois tipos de nogoods. O primeiro tipo de nogood é
obtido utilizando como limite superior o vetor gerado pelo Algoritmo de Bonecas Russas.
Analogamente ao obstaculo_modificado, o segundo tipo de nogood é obtido através da
heuristica de coloracao.

O obstaculo hibrido comeca chamando o novo oraculo, que constréi os con-
juntos C' e P e calcula um limite superior, que serd armazenado em bound. Se bound
for maior que record, geramos o nogood U, do primeiro tipo. O conjunto R mantém os
vértices de P ainda nao analisados. Iterativamente, determinamos o limite superior para
a clique méxima ponderada de G[C' U R]. Esse limite é dado pela soma de w(C') com
clmax{p; | p; € R}]. Caso seja superior a bound, fixamos a varidvel associada ao ultimo
vértice de R (max{p; | p; € R}) em zero em U; e removemos ele de R. No final do lago,
U; é um nogood com respeito aos limites dados pelo vetor c.

Na segunda parte do obstaculo hibrido, procedemos de maneira semelhante,
utilizando agora a heuristica de coloracao ponderada. Aplicamos a heuristica de coloragao
ponderada, que devolve uma ordem de coloragao 7, juntamente com um vetor de limites
superiores color. Agora o conjunto T faz o papel do conjunto R do primeiro tipo de
nogood. Enquanto o limite superior para w(G[T],w) for menor que record — w(C) e
T # (), escolhemos o tltimo vértice 7 € T colorido pela heuristica de coloracao, fixamos a
variavel associada ao vértice j em zero em U, e removemos o vértice 5 de T. Novamente,
ao final do lago, Us é um nogood, agora com respeito a coloragao ponderada.

O nogood retornado pelo obstaculo hibrido sera aquele com o menor nimero
de variaveis fixadas. Heuristicamente, o nogood com o menor nimero de fixagoes explora

uma regiao maior do espago de busca ainda nao explorado.
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Algorithm 6.17 obstaculo hibrido(U, record, S)

1: bound «+ oraculo(U)
2. if w(C) > record then

10:
11:
12:
13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

21:

22:
23:
24:
25:
26:
27:

3
4
5:
6:
7
8
9

record < w(C)

. if bound > record then

R+ P
U U
while R # () e bound > record do
j < max{k — v; € R}
bound < w(C) + ¢(v;)
if bound > record then
(u1); =0
R« R\{j}
bound <« BITCOLOR(P, p, m, color, cont)
T+ P
Uy U
for i< cont até 1 do
j <« lil
if w(C) + color[j| < record then
pare
(u2); <=0
if ’U1| < |U2‘ then
S U,

else
S <« U2

else

S« U

> Nogood do tipo 1
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6.5 Resultados Computacionais

Nesta subsecao, analisamos o desempenho computacional do nosso algoritmo hibrido de
Busca por Resolugao com Bonecas Russas. Novamente, temos duas versoes, definidas
pelas ordens iniciais dos vértices. O algoritmo que usa a ordem menor peso primeiro
sera denotado por BR1, enquanto o que usa a ordem inicial maior grau ponderado
primeiro sera denotado por BR2.

Todos os testes foram realizados num computador equipado com processador
Intel Core 17-2600K 3.40Ghz, 8Mb de cache, 6Gb de memoria, utilizando sistema opera-
cional Linuz.

Similarmente aos experimentos anteriores, avaliamos o desempenho do algo-

ritmo hibrido utilizando as principais instancias disponiveis na literatura.

6.5.1 Grafos Aleatorios

No nosso experimento, nés geramos 10 grafos aleatérios para cada combinagao n (nimero
de vértices) e p (probabilidade de existéncia de cada aresta). Os pesos atribuidos aos
vértices variam entre 1 e 10. Como é usual na literatura, o nimero de vértices das
instancias diminui a medida que a probabilidade de existéncia de aresta aumenta. Consi-
deramos 20 combinagoes, levando a 200 instancias no total. Para cada par (n,p), calcu-
lamos a média do tempo consumido pelas 10 instancias para cada algoritmo.

O tempo de limite de resolucao para cada instancia é 1h (3600s). Quando o
tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada na tabela como **, onde = € [1, 10]
significa o nimero de instancias nao resolvidas no tempo limite . Identificamos em negrito
o melhor desempenho médio em cada caso.

Inicialmente, analisamos o comportamento dos 6 algoritmos propostos até
agora, com relacao ao numero médio de coloragoes realizadas por cada um. A coloracao
ponderada é o procedimento com o maior custo computacional realizado por todos os
algoritmos. No caso do algoritmo hibrido, contamos o niimero de coloragoes ponderadas
realizadas na fase de Bonecas Russas e da Busca por Resolucao. A Tabela 28 mostra
que, em praticamente todos os grupos, BR1 e BR2 reduzem o ntmero de coloragoes
ponderadas realizadas com relacao a RDS1 e RDS2, respectivamente. Além disso, BR1
consegue executar o menor ntimero de coloragoes que todos os outros algoritmos em mui-
tas instancias com densidade entre 30% e 80%. A redugao em BRI chega a ser 1 ordem
de magnitude em relacio BITCLIQUERI1 para o grupo (400,0.8).

Ja a Tabela 29 apresenta o tempo de execugao médio de cada algoritmo. Ape-
sar de BR1 conseguir uma reducao do numero de coloracoes ponderadas com relacao
aos demais algoritmos em vérias instancias, essa reducao nao foi acompanhada por uma
melhoria no tempo de execucao. Mesmo assim, BR1 mostrou-se bastante competitivo

com os demais algoritmos usando a mesma ordem inicial dos vértices. Além disso, dentro
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do tempo limite, BR1 resolveu uma instancia do grupo (300, 0.90) que nao foi resolvida
por RDS1. O mesmo nao aconteceu com BR2, que nao conseguiu um tempo préximo
ao melhor algoritmo que usa a mesma ordem. Na maioria dos casos, o tempo de execucao
de BR2 chega a ser perto do dobro de BITCLIQUE2

Tabela 28 — Niumero médio de coloragoes ponderadas realizadas para cada

grupo (n, p).
Instancia Coloracoes Ponderada
(n,p) BITCLIQUE1 BITCLIQUE2 RDS1 RDS2 BR1 BR2
(2500,0.10) 1.82e+04 1.97e+-04 4.75e+04 2.88e+04 4.20e+04 2.81e+04
(5000,0.10) 1.79e+05 3.16e+-05 2.67e+05 3.91e4+05 2.46e+05 3.86e+05
(2500,0.20) 1.95e+4-05 2.91e+05 2.83e+05 3.42e+05 2.43e+05 3.48e+05
(5000,0.20) 3.82e+06 5.96e+06 5.63e+06 6.98e+06 4.75e+06  7.63e+06
(2500,0.30) 3.27e+06 6.99e+06 3.46e+06 9.45e+06 2.87e406 8.99e+06
(1200,0.40) 1.00e+-06 1.90e+06 1.24e4+06 2.50e+06 1.02e+06 2.39e+06
(2500,0.40) 6.01e+07 1.34e+-08 6.32e+07 1.75e+08 4.88e+07 1.83e+08
(600,0.50) 2.65e+05 4.07e+05 3.83e+05 5.40e+05 3.03e4+05 5.19e+405
(1200,0.50) 1.61e+07 3.49e+07 1.58e+07 4.78e¢+07 1.24e+07 4.46e+07
(600,0.60) 2.90e+06 4.83e4-06 3.51e+06 6.52e4+06 2.58e+406 6.17e+406
(1200,0.60) 5.01e+08 10 3.97e+08 %10 3.01e+08 %10
(400,0.70) 2.63e+06 3.35e+06 3.20e+06 4.91e4+06 2.23e406 4.53e+06
(500,0.70) 1.79e+-07 2.84e+07 1.91e4+07 3.97e+07 1.34e+07 3.69e+07
(600,0.70) 7.00e+07 1.28e+08 7.31e+07 1.82e4+08 5.25e+07 1.66e+08
(300,0.80) 6.79e+06 5.95e+06 9.59e+06 8.69e+06 5.96e+06  8.25e+4-06
(400,0.80) 1.09e+-08 1.22e4-08 1.14e4+08 1.88¢+08 7.07e4+07 1.73e+08
(200,0.90) 2.72e+06 3.40e+05 5.64e+06 5.78e+05 3.17e+06  5.36e+05
(300,0.90) 7.26e+08 1.53e+08 = 2.70e+08  5.03e+08  2.52e+08
(200,0.95) 1.08e+07 1.16e+4-05 2.98e+07 2.15e+05 1.27e+07 1.80e+05
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 29 — Tempo de execugao médio para cada grupo (n,p).
Instancia Tempo de Execugao
(n,p) BITCLIQUE1 BITCLIQUE2 RDS1 RDS2 BR1 BR2
(2500,0.10) 0.77 0.81 0.21 0.18 0.85 0.84
‘ (5000,0.10) 3.25 4.80 1.89 3.18 3.35 5.52
(2500,0.20) 2.00 3.07 1.12 2.30 1.89 3.63
‘ (5000,0.20) 42.11 77.35 36.30 67.07 46.44 123.85
(2500,0.30) 23.46 50.48 15.57 51.77 16.88 73.10
| (1200,0.40) 494 9.22 3.39 9.56 380 1287
(2500,0.40) 464.34 1094.99 311.57 1090.54 336.76 1926.47
| (600,0.50) 0.91 1.39 0.71 1.37 0.86 1.91
(1200,0.50) 79.12 171.66 49.72 187.34 54.19 258.82
| (600,0.60) 9.54 16.46 7.35 1766  7.82  24.72
(1200,0.60) 2730.49 > 3600 1456.73 > 3600 1645.06 > 3600
‘ (400,0.70) 6.75 9.52 5.58 10.91 5.77 15.04
(500,0.70) 53.97 89.38 39.74 101.17 41.94 142.79
‘ (600,0.70) 254.26 484.17 173.01  549.77  175.52  792.54
(300,0.80) 15.42 14.93 15.17 17.95 14.40 27.26
‘ (400,0.80) 313.46 380.15 234.03 467.94 237.37 703.49
(200,0.90) 5.46 1.12 7.97 1.16 6.75 1.77
‘ (300,0.90) 1924.74 480.46 > 3600 704.62 1629.50 1173.66
(200,0.95) 23.75 0.61 49.46 0.51 35.75 0.79

Fonte: Elaborada pelo autor.
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6.5.2 DIMACS-W

Os resultados dos experimentos computacionais com as instancias DIMACS-W podem
ser vistos na Tabelas 30 e 31 . Agora, o tempo limite de resolucao para cada instancia é
2h (7200s). Quando o tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada como * na
tabela. Identificamos em negrito o melhor desempenho médio em cada caso.

A Tabela 30 revela que BR1 conseguiu reduzir o nimero de coloragoes ponde-
radas realizadas em algumas instancias da familia brock. Nas outras instancias com den-
sidade até 80%, o algoritmo BR1 conseguiu um numero de coloracoes bastante proximo.
Porém, BR2 nao conseguiu superar os demais algoritmos em nenhuma classe de instancias.

Jé a Tabela 31 confirma que a redugao do niimero de coloragoes promovida por
BR1 implicou em uma redugao do tempo de execucao. Mostrou também que o algoritmo
BR1 ¢ bastante competitivo com os demais algoritmos que usam a mesma ordem inicial
dos vértices. Ja BR2 teve um comportamento muito parecido com RDS2, que por sua
vez perdem para BITCLIQUE2.

Tabela 30 — Numero médio de coloragoes ponderadas realizadas pelo algoritmo
nas instancias DIMACS-W.

Instancia Coloragoes Ponderada
Nome (n,p) BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 RDS1 RDS2 BR1 BR2
sanr400-0.5 (400,0.50) 2.39e+-04 3.08e+4-04 5.13e+04 4.14e+04 4.06e+04 4.14e+04
‘ san1000 (1000,0.50) 2.64e+4-04 2.21e+4-04 1.04e+05 4.53e+04  8.83e+04 5.75e+04
brock400_1 (400,0.75) 8.65e+-06 1.10e+07 1.14e+07 1.99e+07 7.45e4-06 1.64e407
‘ brock400_2 (400,0.75) 1.02e+07 1.55e+07 1.68e+07 2.73e+07 8.64e4-06 2.27e+07
brock400_3 (400,0.75) 7.81e+06 1.15e+07 1.11e+07 1.55e+07 7.35e4-06 1.57e407
‘ brock400_4 (400,0.75) 3.53e4-06 5.20e+-06 1.35e+07 3.27e+07  9.54e4+06  2.63e+07
brock800_1 (800,0.65) 5.79e+07 1.47e+08 9.78e+07 2.65e+08 5.10e407 2.23e+08
‘ brock800-2 (800,0.65) 9.89e+07 2.51e408 9.99¢+07 3.50e+08 7.12e4-07 3.30e+08
brock800_3 (800,0.65) 7.31e4-07 1.79e+08 1.04e+08 2.73e+08 6.12e407 2.36e+08
‘ brock800_4 (800,0.65) 1.07e+08 2.75e4-08 1.18e+08 3.94e+08 8.33e+407 3.63e+08
sanr400-0.7 (400,0.70) 1.68e+06 2.39e4-06 2.81e+06 4.00e4+06 2.06e+06  3.52e+06
‘ san400.0.7_1 (400,0.70) 2.32e4-05 5.71e405 3.85e4+05 7.07e+05 2.94e+05 1.05e+06
san400-0.7_2 (400,0.70) 3.61e+4-05 3.99¢+05 1.04e+06 2.30e+06 9.01e+05 2.11e4-06
‘ san400-0.7_3 (400,0.70) 2.72e+05 6.25e+4-04 1.19e+06 1.41e+05 7.56e+05 1.32e405
p-hat500-2 (500,0.50) 6.70e+04 4.12e+03 4.40e+05 7.59e+03  3.15e+05 7.57e+03
‘ p-hat700-2 (700,0.50) 2.36e+4-06 1.57e+04 7.07e+06 2.36e+04 2.92e+06  2.36e+04
p-hat1000-2  (1000,0.49) 6.60e+-07 6.48e+-05 1.17e+08 9.19e+05 4.12e4+07  9.17e+05
p-hat1500-2  (1500,0.51) * 2.59e4-07 * 3.75e+07 * 3.74e+07
p-hat300-3 (300,0.74) 1.47e+05 1.50e+04 6.04e+05 2.33e+04 4.13e+05 2.33e+04
‘ p-hat500-3 (500,0.75) 5.12e4+-07 6.97e4-05 1.03e+08 1.11e+06  5.76e4+07  1.10e406
gen200-p0.9.44  (200,0.90) 1.09e+06 6.20e+-04 2.40e+06 1.41e+05 1.54e+06 1.35e+05
‘ gen200-p0.9.55  (200,0.90) 3.13e+05 1.71e+04 5.04e4+06 1.01e+05 1.62e+06 6.94e+04
gen400-p0.9-55  (400,0.90) * 5.73e+08 * & X X
‘ gend00_p0.9.65  (400,0.90) * * * * * *
gen400-p0.9-75  (400,0.90) * 4.96e+07 * 7.89e4-08 * 7.09e+-08
‘ C250.9 (250,0.90) 6.19e+-06 9.62e+05 2.37e4+07 2.55e+06 8.51e+06  2.14e+06
san200-0.9_1 (200,0.90) 1.45e+04 1.20e+02 4.67e+05 7.29e+03  2.90e+05 6.92e+03
‘ san200-0.9_2 (200,0.90) 6.76e+04 2.85e+4-04 5.65e+05 3.87e+06 5.3le+05 1.83e+06
san200-0.9_3 (200,0.90) 3.14e+-06 4.15e+4-05 6.31e+06 7.23e+05 4.69e+06  7.90e+05
‘ san400-0.9_1 (400,0.90) 9.79e+-06 * 1.05e+08  5.79¢+08  1.03e+4-08 *
sanr200-0.9 (200,0.90) 1.83e+06 2.27e+05 7.15e+06 3.63e+05 3.01e+06  3.50e+05
| hammingl0-2  (1024,0.99) 1.80e+-01 * 3.11e+05 * 8.77e+05 *
MANN_a27 (378,0.99) * 1.82e+04 * 7.17e4-04 * 6.64e+04

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 31 — Tempo de execucao dos algoritmos nas instancias DIMACS-W.

Instancia Tempo de Execucao
Nome (n,p) BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 RDS1 RDS2 BRI1 BR2
sanr400-0.5 (400,0.50) 0.17 0.18 0.12 0.13 0.19 0.22
san1000 (1000,0.50) 2.21 2.57 5.43 2.50 5.18 4.08
brock400_1 (400,0.75) 29.72 38.73 29.45 57.00  26.09  64.43
brock400-2 (400,0.75) 39.61 58.49 48.49 79.25  35.20 87.13
brock400_3 (400,0.75) 30.53 43.56 30.97 49.89  25.70  77.78
brock400-4 (400,0.75) 16.29 23.02 36.38 91.16 33.07 91.82
brock800_1 (800,0.65) 400.76 946.47 428.67 1268.82 253.16 1209.56
brock800_2 (800,0.65) 640.83 1458.54 434.19 1656.72 410.82 2237.91
brock800_3 (800,0.65) 470.91 1064.17 445.39 1275.23 320.50 1436.51
brock800-4 (800,0.65) 644.40 1539.57 509.33 1759.07 461.69 2319.97
sanr400.0.7 (400,0.70) 6.26 8.90 6.56 11.68 5.98 12.46
san400.0.7_1 (400,0.70) 2.36 5.19 2.54 4.09 2.13 8.23
san400-0.7_2 (400,0.70) 3.35 4.73 6.65 16.07 6.22 19.11
san400.0.7_3 (400,0.70) 2.34 0.86 6.66 1.18 4.24 1.30
p-hat500-2 (500,0.50) 0.59 0.10 1.78 0.03 1.52 0.08
p-hat700-2 (700,0.50) 19.67 0.29 45.71 0.13 19.62 0.20
p-hat1000-2  (1000,0.49) 750.75 10.09 1055.14  5.70 361.84 5.51
p-hat1500-2  (1500,0.51) > 3600 624.42 > 3600 329.62 > 3600 335.99
p-hat300-3 (300,0.74) 0.66 0.11 1.45 0.08 1.12 0.12
p-hat500-3 (500,0.75) 328.54 5.17 427.52 5.58 241.42 5.91
gen200-p0.9.44  (200,0.90) 3.24 0.52 5.05 0.38 4.87 0.50
gen200-p0.9.55  (200,0.90) 1.26 0.37 9.38 0.28 3.50 0.22
gen400-p0.9.55  (400,0.90) > 3600 3595.54 > 3600 > 3600 > 3600 > 3600
gen400-p0.9.65  (400,0.90) > 3600 > 3600 > 3600 > 3600 > 3600 > 3600
gen400-p0.9-75  (400,0.90) > 3600 363.60 > 3600 3384.94 > 3600 3061.18
C250.9 (250,0.90) 21.52 4.20 59.04 8.01 28.22 8.30
san200-0.9_1 (200,0.90) 0.58 0.50 0.98 0.01 0.73 0.06
5an200-0.9_2 (200,0.90) 0.55 0.49 1.05 8.09 1.20 3.88
5an200-0.9_3 (200,0.90) 8.25 1.64 11.93 1.93 12.89 3.76
san400-0.9_1 (400,0.90) 78.08 > 3600 459.00 2534.88 485.89 > 3600
sanr200-0.9 (200,0.90) 4.69 1.08 13.04 0.91 8.27 1.35
hammingl0-2  (1024,0.99) 0.66 > 3600 1.67 > 3600 60.89 > 3600
MANN_a27 (378,0.99) > 3600 1.28 > 3600 0.30 > 3600  0.53

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.5.3 EXACTCOLOR

Para as instancias EXACTCOLOR, o tempo limite para a resolucao de cada instancia é
2h (7200s). Quando o tempo limite é ultrapassado, tal ocorréncia é assinalada como * na
tabela. Identificamos em negrito o melhor desempenho em cada caso.

Com relagao ao nimero de coloracoes realizadas, a Tabela 32 mostra que BR1
¢ bastante competitivo com os demais algoritmos para instancias até 80%. Além disso,
BR1 reduz o nimero de coloracgoes realizadas por RDS1 na maioria das instancias.
Em algumas instancias, BR1 obtém o menor nimero de coloragoes ponderada dentre
todas. J4 BR2 nao superou nenhum algoritmo com respeito ao nimero de coloragoes em
nenhuma instancia.

A Tabela 33 apresenta o tempo de execucao de cada algoritmo proposto.
Mesmo com o numero de coloragoes comparaveis, BR1 e BR2 tiveram um tempo de
execucao bastante distante dos algoritmos RDS1 e RDS2, indicando que o algoritmo
de Busca por Resolugao demandou um esfor¢o computacional consideravel para estas

instancias, que talvez possa ser reduzido pela combinacao de outras estratégias de mer-



gulho e recomeco.

Tabela 32 — Numero de coloracoes ponderadas para cada instancia

EXACTCOLOR
Instancia (n,p) Coloracoes Ponderadas
BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 RDS1 RDS2 BR1 BR2
latin_square_10 (90,0.00) 1.00e+00 1.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 1.00e+00 1.00e+00
r1000.5 (234,0.00) 1.00e+4-00 1.00e+00 0.00e+00 0.00e400 1.00e+00  1.00e+00
DSJR500.1¢ (189,0.02) 4.60e+01 4.10e+01 1.31e+02 1.77e+02  1.32e+02 1.78e+02
r1000.1c (511,0.03) 3.76e+02 3.56e+02 7.33e+02  6.29e+02  7.30e+02  6.30e+02
DSJC250.9 (250,0.10) 4.07e+02 4.04e+02 4.87e+02  4.49e4+02  4.88¢+02  4.50e+02
DSJC500.9 (500,0.10) 1.96e-+03 1.95e+03 2.06e+03  2.00e+03  2.06e+03  2.00e+03
DSJC1000.9 (1000,0.10) 1.28e+-04 1.42e4+04 1.31e+04 1.44e404 1.31e4+04  1.44e+04
DSJC250.5 (250,0.50) 5.18e+04 5.23e+04 5.65e+04  5.29¢+04  5.60e4+04  5.29e+04
DSJC500.5 (500,0.50) 2.22e4-06 2.26e+06 2.24e+06  2.28e+06  2.23e+06 2.28e+06
DSJC1000.5 (1000,0.50) 1.80e+08 1.83e+08 1.78e+08  1.83e+08 1.77e+08 1.83e+08
(C2000.5.1029 (2000,0.50) * * * * * *
flat300-28_0 (300,0.52) 1.91e+-05 2.01e+05 1.98e+05  2.05e+05  1.97e+05  2.05e+05
flat1000-50-0 (967,0.51) 9.68e+06 2.00e+07 7.72e+06  2.28e+07 7.31e4+06 2.25e+07
flat1000-60_0 (999,0.51) 4.50e+07 6.55e+07 3.45e+07  7.08e+07 3.25e+07 7.07e+07
flat1000_76_0 (1000,0.51) 2.30e+08 2.30e+08 2.25e+08  2.30e+08  2.24e+4-08 2.30e+08
schooll (336,0.71) 3.05e+05 1.14e+05 4.03e+05 1.28e4+05  3.73e4+05 1.68e+05
DSJC250.1 (241,0.89) 3.34e+08 2.75e+08 5.77e+08  3.85e+08  4.60e+08  3.98e+08
DSJC500.1.117 (494,0.90) * * * * * *
DSJC1000.1.3915 | (998,0.90) * * * * * *
2-Insertions_4 (149,0.95) 1.53e4-04 6.86e-+04 2.14e+04  7.16e+04  2.10e+04  7.15e+04
1-Insertions_6 (527,0.96) 1.17e405 2.06e-+06 2.23e+07  4.60e+06  1.95e+07 4.15e+06
2-Insertions_5 (369,0.97) 9.38¢+05 9.78e+05 1.46e+07 7.12e405 1.02e+07  7.18e+05
3-Insertions_4 (208,0.97) 2.99e+05 7.68e4-03 2.34e+06  1.85e+04  1.54e+06 1.62e+04
4-Insertions_4 (295,0.98) 6.83e4-05 1.38e407 1.10e+07  5.18e4+06  8.16e4+06  5.20e+06
3-Insertions_5 (460,0.98) 2.18e408 * * 3.93e+4-07 * 3.97e+07
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 33 — Tempo de execucao dos algoritmos para cada instancia
EXACTCOLOR.
Instancia (n,p) Tempo de Execugao
BITCLIQUER1 BITCLIQUER2 RDS1 RDS2 BR1 BR2
latin_square_10 (90,0.00) 0.08 0.09 0.00 0.00 0.09 0.08
r1000.5 (234,0.00) 0.18 0.18 0.00 0.00 0.19 0.19
DSJR500.1¢ (189,0.02) 0.16 0.15 0.00 0.00 0.15 0.16
r1000.1¢c ‘ (511,0.03) 0.16 0.16 0.00 0.00 0.16 0.25
DSJC250.9 (250,0.10) 0.07 0.07 0.00 0.00 0.07 0.07
DSJC500.9 ‘ (500,0.10) 0.22 0.15 0.01 0.01 0.20 0.14
DSJC1000.9 (1000,0.10) 0.29 0.28 0.03 0.03 0.30 0.29
DSJC250.5 | (250,0.50) 0.10 0.10 0.05 005 014 014
DSJC500.5 (500,0.50) 3.26 3.30 3.33 3.27 6.02 5.64
DSJC1000.5 ‘ (1000,0.50) 449.52 458.15 423.38 422.89 873.09 853.38
€2000.5.1029 (2000,0.50) * * * * * *
flat30028.0 | (300,0.52) 0.30 0.30 021 021 046  0.54
flat1000_50_0 (967,0.51) 58.27 103.87 36.44  103.99 55.08 153.28
flat1000_60_0 ‘ (999,0.51) 194.60 252.23 130.11 24543  219.94  410.02
flat1000_76_0 (1000,0.51) 586.53 572.81 534.42 530.53 113291 1095.70
schooll ‘ (336,0.71) 2.45 0.67 3.21 0.62 3.86 1.42
DSJC250.1 (241,0.89) 717.33 592.85 1059.60 753.20 1522.98 1750.34
DSJC500.1.117 (494,0.90) * * * * * *
DSJC1000.1.3915  (998,0.90) * * * * * *
2-Insertions4 | (149,0.95) 0.20 0.30 0.03 0.11 0.10 0.38
1-Insertions_6 (527,0.96) 1.78 24.36 156.03  50.89 136.31 71.81
2-Insertions_5 ‘ (369,0.97) 7.03 6.53 74.19 4.32 66.45 8.10
3-Insertions_4 (208,0.97) 1.09 0.26 4.85 0.04 7.01 0.09
4-Insertions_4 ‘ (295,0.98) 4.16 67.19 42.54 25.57 41.38 56.44
3-Insertions_5 (460,0.98) 1887.79 W & 404.22 & 693.26

Fonte: Elaborada pelo autor.
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6.6 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos o método de Busca por Resolucao proposto em Chvatal
(1997). Depois, mostramos como usar a heuristica BITCOLOR no procedimento obstaculo
para obter um nogood. Em seguida, realizamos alguns testes computacionais para jus-
tificar a nossa escolha para a politica de recomecgo. O algoritmo obtido realizou menos
chamadas ao oraculo que o Algoritmo BITCLIQUE, que utiliza a mesma ordem; To-
davia essa reducao nao resultou em uma diminui¢ao no tempo de execucao, sugerindo que
a “geréncia” do método demandou grande esforco computacional. Com a perspectiva de
melhorarmos o desempenho, pensamos em uma cooperacao entre o algoritmo de Bonecas
Russas e Busca por Resolucao. Essa cooperacao mostrou-se bem sucedida em reduzir o
numero de chamadas a heuristica de coloragao ponderada em comparacao ao algoritmo de
Bonecas Russas. Porém, o tempo de execucao nao acompanhou essa reducao, indicando
que o algoritmo de Busca por Resolugao demandou um esfor¢co computacional consideravel
para estas instancias, que talvez possa ser reduzido pela combinagao de outras estratégias

de mergulho e recomeco.
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7 CONCLUSAO E DIRECOES FUTURAS

A proposicao de algoritmos cada vez mais eficientes para CLIQUE PONDE-
RADA é um imperativo dada a sua importancia e recorréncia. Um exemplo disso acontece
no processo de geracao de colunas para a coloracao de grafos. Neste caso, métodos exatos
e heuristicas sao utilizados para a resolucao consecutiva de vérias instancias de CLIQUE
PONDERADA Mehrotra and Trick (1996); Gualandi and Malucelli (2012); Held, Cook,
and Sewell (2012). Note que pequenos ganhos em desempenho sao potencializados dada
a recorréncia do problema.

A partir dessa motivagao, apresentamos trés algoritmos exatos para CLIQUE
PONDERADA usando abordagens diferentes. O primeiro algoritmo, denominado BIT-
CLIQUE, mostrou-se mais eficiente que os demais algoritmos do estado da arte. Seu
melhor desempenho ocorre em grafos com a densidade superior ou igual 90%. Nesta
faixa, a variante BITCLIQUE2 obteve os melhores resultados.

O segundo algoritmo, denominado BITRDS, pode ser entendido como uma
extensao do algoritmo CLIQUER, incorporando uma estratégia de poda e ramificagao
baseada na coloragao ponderada. Nos testes computacionais realizados, CLIQUER con-
firmou a sua eficiéncia para grafos esparsos, com a densidade entre 10% e 40%. Por outro
lado, para grafos com a densidade entre 50% e 80%, a variagago BITRDS1 apresentou o
melhor desempenho computacional nas instancias analisadas.

Por fim, apresentamos um algoritmo hibrido, denominado BITBR, que com-
bina o método de Bonecas Russas e o método de Busca por Resolucao. Essa integracao
¢ apresentada e testada pela primeira vez neste trabalho. O novo algoritmo consegue
reduzir o numero de chamadas a heuristica de coloracao ponderada, que é o procedimento
mais dispendioso do processo. Porém, o tempo de execucao nao é reduzido. Acreditamos
que o esforco computacional do método de Busca por Resolucao possa ser decrescido com
o desenvolvimento de novas estratégias de mergulho e recomecgo mais apropriadas.

Os algoritmos apresentados nesta tese abre varias direcoes de pesquisas pro-
missoras. Uma delas ¢ a utilizacao dos algoritmos em problemas que exijam a resolugao
de vérias instancias de CLIQUE PONDERADA, como ocorre no processo de geracao de
colunas ou na geragao de cortes de cliques para problemas de programacao inteira.

Outro rumo ¢é o desenvolvimento de algoritmos de Bonecas Russas para diver-
sas variagoes do problema da clique McClosky and Hicks (2012); Trukhanov et al. (2013);
Gschwind et al. (2015); Miao, Balasundaram, and Pasiliao (2014); Malladi (2014). Uma
vez que vimos que o algoritmo de Bonecas Russas pode incorporar com sucesso novas
estratégias de poda e ramificacao.

Outro trabalho que deve ser feito é uma comparagao de BITRDS com o
algoritmo apresentado em Corréa et al. (2014). Ambos integram a heuristica de coloragao

ao método original, porém essa integracao é realizada de maneira diferente.
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Com relagao ao algoritmo de Busca por Resolucao, temos varios obstaculos
pela frente, como:

Desenvolvimento de politicas de mergulho e recomeco eficientes.

Desenvolvimento de regras mais efetivas para a fase de decrescimento.

Adaptacao do método para novos problemas de programacao inteira.
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A ~PROBLEMA DE ENUMERACAO DE CLIQUES MAXIMAIS

Neste apendice, discutimos o problema da enumeracao de cliques com peso acima de
um limiar. Em programacao inteira, a enumeragao de cliques maximais com certo peso
esta relacionada, por exemplo, com o problema de encontrar todas as desigualdades de
clique violadas. O impacto destas desigualdades na resolucao de varios problemas de pro-
gramacao inteira vem sendo explorado em diversos trabalhos Avella and VasilEv (2005);
Burke et al. (2012); Santos et al. (2014); Brito, Santos, and Poggi (2015); Corréa et al.
(2015). Além disso, em muitas aplicagoes, é importante ndo apenas encontrar a clique
com o peso maximo ou com a cardinalidade maxima, mas todas as cliques maximais ou
ainda um subconjuntos delas.

Muitos algoritmos sao conhecidos para o problema de enumeracao de todas
as cliques maximais Akkoyunlu (1973); Bron and Kerbosch (1973); Cazals and Karande
(2008); Chiba and Nishizeki (1985); Gerhards and Lindenberg (1979); Harary and Ross
(1957); Johnston (1976); Makino and Uno (2004); Tomita, Tanaka, and Takahashi (2006).
Um dos mais bem sucedidos na pratica é o algoritmo de Bron-KerboschBron and Kerbosch
(1973), que identificamos por BK.

O algoritmo BK foi adaptado para o problema da enumeragao de cliques
maximais acima de um limiar em Brito and Santos (2011); Boas, Santos, and Brito (2015)
e aplicado com sucesso em problemas de programacao inteira em Santos et al. (2014);
Brito, Santos, and Poggi (2015).

Na Subsecao A.1, apresentamos o algoritmo BK com uma regra de pivote-
amento. Na Subsecao A.2, apresentamos algumas adaptagoes do algoritmo BK para o
problema de enumeracao de cliques maximais com peso acima de um limiar. Na Subsegao
C, usamos esses algoritmos adaptados para resolver o problema CLIQUE PONDERADA
e 0s comparamos computacionalmente com os outros algoritmos propostos ao longo deste
trabalho.

A.1 Algoritmo de Bron-Kerbosch

BK ¢é um algoritmo simples de backtracking que resolve recursivamente subproblemas
definidos pela tripla (C, P, X), onde C' é uma clique atual, P é o conjunto dos vértices que
ainda podem entrar na clique atual, chamado de conjunto candidato e X é o conjunto dos
vértices que ja foram explorados em algum subproblema anterior e que poderiam entrar
na clique nao-maximal C'. Em outras palavras, P U X ¢ uma particao da vizinhanca
comum dos vértices em C'.

Bron e Kerbosch também introduziram uma variante do algoritmo que envolve
a escolha de um vértice pivo u. Eles observaram que qualquer clique maximal deve incluir
o vértice u ou um dos vértices nao adjacentes a ele, pois, caso contrario, a clique nao seria

maximal. Nessa variacao de BK, temos uma regra de pivoteamento responsavel por
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selecionar o vértice pivo.

Em Tomita, Tanaka, and Takahashi (2006), os autores sugerem escolher o pivo
u € PUX afim de maximizar |PN N (u)|, ou seja, o pivo é o vértice da vizinhanca comum
de C' com o maior nimero de vizinhos no conjunto de candidatos. Com isso, garantem
que o algoritmo de Bron-Kerbosch executa com uma complexidade de tempo no pior
caso O(Sg). Apesar de sua complexidade exponencial, o algoritmo tem se mostrado
extremamente rapido na pratica.

O Algoritmo A.1 apresenta o algoritmo de Bron-Kerbosck com a regra de pivo-
teamento proposta em Tomita, Tanaka, and Takahashi (2006). O processo de enumeragao
de cliques maximais de um grafo G' comega com a seguinte chamada BK (0, V(G), (). Note
que a regra de pivoteamento proposta em Tomita, Tanaka, and Takahashi (2006) acelera

o processo de descoberta de cliques maximais com uma grande cardinalidade.

Algorithm A.1 Algoritmo BK com a regra de pivoteamento
1: function BK(C, P, X)
2: if P=0e¢X =0 then
3: Adicione a clique C' no conjunto solugao

4: Escolha um vértice pivo u € PU X > Em Tomita, Tanaka, and Takahashi
(2006), os autores sugerem escolher o vértice u € (P U X) que maximiza |P N N(u)|
for v € P\ N(u) do
BK(CU{v},PNN(v),X NN(v))
P+ P\ {v}
X +— X U{v}

A.2 Enumeracao de cliques maximais com peso acima de um li-
miar

Em Brito and Santos (2011), uma versao modificada de BK, para a enumeracao de cliques
com peso acima de um limiar, é apresentada (Ver Algoritmo A.2). A regra de pivotea-
mento utilizada consiste em escolher um vértice u € P com o maior grau modificado
(soma do grau do vértice u e dos graus dos seus vizinhos) e com o maior peso. Segundo os
autores esta regra de pivoteamento acelera o processo de descoberta de cliques maximais
pesadas. Além disso, o algoritmo utiliza uma regra de poda que usa como estimativa
para a clique ponderada maxima de P a soma dos pesos dos vértices de P. Resultados

computacionais mostraram que essas adaptacoes levam a um bom desempenho pratico.
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Algorithm A.2 Algoritmo BKA Brito and Santos (2011)
. function BKA(C, P, X, limiar)
if P=0e¢X =0 then
if w(C) > limiar then
Adicione a clique C' ao conjunto solugao
if w(C)+w(P) > limiar then
Escolha um vértice pivo v € P com o maior grau modificado.
for v € P\ N(u) do
BKA(C U {v},PNN(v),X NN(v))
P+ P\ {v}
X + X U{v}

H
@

Em Boas, Santos, and Brito (2015), uma versao melhorada do algoritmo BKA
é apresentada. Além disso, testes computacionais foram conduzidos utilizando 7292
instancias oriundas de quatro conjuntos de instancias de problemas de programacao in-
teira. O primeiro conjunto, denominado MIPLIB, advém da biblioteca de instancias MI-
PLIB2010Koch et al. (2011), contendo 87 instancias. O segundo conjunto de instancias,
denominado INRC, foi obtido pela formulagao usada em Santos et al. (2014), e contém 60
instancias. O terceiro conjunto de instancias, denominado TelebusBorndorfer et al. (1999),
origina-se do problema de planejamento de rotas para o Telebus. O quarto conjunto
de instancias, denominado Uchoa, deriva de uma instancia do problema de p-dispersao
Franco and Uchoa (2015). A partir dos problemas de programacao inteira sao gerados
grafos de conflito que definem as instancias para o problema de enumeracgao de cliques.

Em geral, dado um problema de programacao inteira, um grafo de conflito
pode ser construido a partir da andlise de suas restrigoes, usando técnicas de probing.
O grafo de conflito tem um vértice ¢ para cada varidvel x;. Dois vértices i e j definem
uma aresta se, por exemplo, as varidveis correspondentes nao podem assumir valor nao

nulo simultaneamente. Logo, uma clique K no grafo de conflito define uma desigualdade

Assim, as desigualdades de clique violadas por uma solucao fracionaria = sao definidas

valida

pelas cliques com peso maior que 1 no grafo de conflito onde cada vértice ¢ é ponderado
com T;. De outra forma, interessa-nos enumerar as cliques com peso maior que limzar,
no grafo de conflito onde cada vértice ¢ tem peso limiar * x;, sendo limiar escolhido para
tornar os pesos inteiros.

Na verdade, grafos de conflitos podem ser construidos de forma mais geral, seja
a partir de restrigoes originais do problema ou gerados pelo método de plano de cortes.

Em Brito, Santos, and Poggi (2015), um procedimento de construgao do grafo
de conflitos é apresentado. Com esse procedimento, os autores geraram um total de 7292
instancias, sendo 399 instancias a partir do conjunto MIPLIB, 3804 de INRC, 3085 de
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Telebus e 4 de Uchoa . A Tabela 34 mostra a densidade minima, maxima e média dos

grafos de conflitos. .

Tabela 34 — Densidade minima, maxima e média das instancias do problema de
deteccao de cliques

MIPLIB | INRC | Telebus | Uchoa

Densidada Minima | 0.01 0.01 0.01 0.11
Densidade Maxima | 0.84 0.07 0.37 0.21
Densidade Média 0.14 0.01 0.04 0.16

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 35 mostra o tempo reportado em Boas, Santos, and Brito (2015)

para enumeracao de todas as cliques violadas para todas as instancias de cada grupo.

Tabela 35 — Tempo para enumerar todas as cliques violadas para todas as
instancias de cada grupo Boas, Santos, and Brito (2015)

MIPLIB | INRC | Telebus | Uchoa

Tempo de Execugao
em segundos 65.25 54.17 | 39.17 18.75

Fonte: Elaborada pelo autor.

Propomos aqui uma variante do Algoritmo de BK, denominada BITBKC, que
utiliza a heuristica de coloragao ponderada como procedimento de limite superior e como
estratégia de pivoteamento. Além disso, o conjunto P e X sao representado por vetores
de bits(bitmap). A ordem inicial p é a ordem nao decrescente dos grau modificados. No
algoritmo original BK, em cada chamada recursiva, a ordem em que os vértices de P
sao escolhidos para entrar na clique atual C' nao é especificada. Nessa versao, seguimos
a ordem inicial dos vértices p. A estratégia de pivoteamento utilizada serd escolher o
ultimo vértice colorido pela heuristica de coloragao como pivo (Ver Algoritmo A.3). As

instrucoes em caixas sao aquelas simplificadas pela utilizacao de vetores de bits.
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Algorithm A.3 Algoritmo BITBKC

1: function MAIN

2: p < ordem ordem crescente dos graus modificados
3 BITBKC(0,V(G),0,limiar)

4: function BITBKC(C, P, X, limiar)

5: if P=0eX =0 then

6: if w(C) > limiar then

7: Adicione a clique C' ao conjunto solucao

8: BITCOLOR(P, p, , color, cont)

9: if w(C) + color[r[cont]] > limiar then
10: u <— m[cont]

11 for ve P\ N(u) do > ordem nao decrescente de grau modificados
12: BITBKC(C U {v}, |[PNN(v)|, | X N N(v)|)

13: P« P\ {v}

14: X+ X U{v}

A Tabela 36 mostra uma comparagao entre os tempos de execugao do algo-
ritmo BKA apresentado em Boas, Santos, and Brito (2015), gentilmente cedido pelos
autores, e de BITBKC. O algoritmo BITBKC conseguiu uma boa redugao no tempo
para enumerar todas as cliques maximais violadas. Essa reducgao reveste-se de maior sig-
nificado quando relembramos que esse algoritmo é utilizado com uma grande frequéncia

na rotina de separagao de cortes.

Tabela 36 — Tempo para enumerar todas as cliques violadas para todas as
instancias de cada grupo

MIPLIB | INRC | Telebus | Uchoa

BKA 78.75 71.44 | 67.19 25.04

BITBKC | 7.89 60.64 | 34.63 3.82

Fonte: Elaborada pelo autor.

Consideramos também uma segunda variante do algoritmo BK, denominada
BITBKA (Ver Algoritmo A.4), que utiliza o mesmo critério de poda e a mesma estratégia
de escolha do pivo que BKA, ou seja, a estimativa da clique ponderada méaxima de P
¢ dada por w(P) e o pivo é o vértice com o maior grau modificado e maior peso. A
diferenca aqui é que utilizamos vetores de bits (bitmap) para representar os conjuntos P
e X. O grau modificado é calculado, uma tnica vez, antes do procedimento BITBKA.
O pivo é dado pelo ultimo vértice do conjunto P. A ordem de expansao dos vértices P
segue a ordem inicial. Novamente, as instrugoes em caixas sao aquelas simplificadas pela

utilizagao de vetores de bits.
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Algorithm A.4 Algoritmo BITBKA
: function MAIN
p < ordem nao decrescente de grau modificados.
BITBKA(0,V(G), 0, limiar)
. function BITBKA(C, P, X, limiar)
if P=0eX =0 then
if w(C) > limiar then
Adicione a clique C' no conjunto solugao
if w(C)+ w(P) > limiar then
| Escolha o tiltimo vértice u de P |
for v € P\ N(u) do
BITBKA(C U {v}, |PNN(v)|, | X N N(v)))

P+ P\ {v}
X+ X U{v}

>—~
@

—_
—

—
N

,_.
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A Tabela 37 mostra que tanto BITBKC quanto BITBKA reduziram o tempo
para enumerar todas as cliques em relacao ao algoritmo BKA. Além disso, BITBKA
foi mais efetivo que BITBKC no grupo de instancias INRC, Telebus e Uchoa, tendo
acontecido a situagao inversa nas instancias MIPLIB. Isso indica que a estratégia de
pivoteamento de BITBKC foi mais efetiva que a de BITBKA para instancias MIPLIB.

Tabela 37 — Tempo para enumerar todas as cliques violadas para todas as
instancias de cada grupo

MIPLIB | INRC | Telebus | Uchoa

BKA 78.75 71.44 | 67.19 25.04
BKC 7.89 60.64 | 34.63 3.82
BITBKA | 17.56 31.67 | 23.97 2.81

Fonte: Elaborada pelo autor.

A.3 Adaptacao para o problema da clique maxima ponderada

Apesar de o problema de enumeragao de todas as cliques com peso a partir de um certo
limiar e o problema da clique maxima ponderada serem problemas diferentes, podemos
adaptar facilmente um algoritmo que resolve uma instancia do primeiro para resolver uma
do segundo. Basta modificar o valor do limiar toda vez que uma nova clique ponderada for
encontrada (Linha 4 Algoritmo A.5). Outra modificagdo possivel é enumerar apenas as
cliques com limite superior estritamente acima do limiar estabelecido (Linha 5 Algoritmo

A5).



142

Algorithm A.5 Algoritmo BK Apax

1: function BKA ) 4x (C, P, X, limiar)

2 if P=0eX =( then

3 if w(C') > limiar then

4 limiar < w(C)
5: if w(C)+ w(P) > limiar then
6:
7
8
9

Escolha um vértice pivo v de P
for ve P\ N(u) do
BKA y4x(CU{v}, PN N(v),X NN(v))
: P+ P\ {v}
10: X+ XU{v}

Aqui, nés comparamos o desempenho computacional do nosso algoritmo BI-
TRDS1 com a modificacao dos seguintes algoritmos para resolver CLIQUE PONDE-
RADA :

e Algoritmo BKA apresentado em Boas, Santos, and Brito (2015), agora denominado
BKA,/4x.
e Algoritmo BITBKA(Ver Algoritmo A.4), agora denominado BITBKA 4y -

Novamente, utilizamos todas as 7292 instancias para a realizacao dos testes
computacionis. Agora, realizamos uma analise mais acurada do tempo de execucao dos
algoritmos. Separamos as instancias em trés faixas de densidades: densidade < 0.1,
0.1 < densidade < 0.5 e densidade > 0.5.

A Tabela 38 apresenta os resultados das instancias MIPLIB. BITBKA ;4x
teve o melhor desempenho nas instancias com baixa densidade e para as demais densida-
des, BITCLIQUET1 foi superior ou teve um desempenho comparavel com BITKBA ;4x.

Note que todas as instancias INRC estao na primeira faixa de densidade (Ver
Tabela 39). Novamente, BITBKA j;4x superou os demais algoritmos.

Ja as instancias Telebus concentram-se apenas nas duas primeiras faixas(Ver
Tabela 40). BITBKA ;4x encontrou a clique méxima mais rapidamente na primeira
faixa de densidade. Na segunda faixa, podemos considerar que os trés algoritmos tem
um comportamento comparavel, embora exista uma ligeira vantagem de BKAax e
BITBKA ;4x.

No dultimo conjunto, todas as instancias estao na segunda faixa de densi-
dade(Ver Tabela 41). O algoritmo BITCLIQUEL teve o melhor desempenho em trés
das quatro instancias do conjunto.

Na proxima secao, comparamos o desempenho computacional do algoritmo
BITRDS1 e BITBKA .y em grafos gerados aleatoriamente.
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Numero de

Média de nimero

Instancias de vértices BKAyax | BITBKAyax | BITRDS1
densidade < 0.1 | 275 807.37 7.52 2.30 5.17
densidade < 0.5 | 79 2810.46 2.38 1.34 0.56
densidade > 0.5 | 45 75.64 0.19 0.084 0.13
Total 10,09 3.72 5.86

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 39 — Resultados computacionais para instancias INRC

Numero de | Média de nimero
Instancias de vértices BKAyax | BITBKAy.x | BITRDS1
densidade < 0.1 | 3804 820.07 61.27 27.66 56.47
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 40 — Resultados computacionais para instancias Telebus
Numero de | Média de ntimero
Instancias de vértices BKAyax | BITBKAy.x | BITRDS1
densidade < 0.1 | 2821 686.93 64.14 21.71 31.82
densidade < 0.5 | 254 7656.38 0.11 0.11 0.19
Total 64.25 21.82 32.01
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 41 — Resultados computacionais para instancias UCHOA
Nimero de
Instancia vértices densidade | BKAyax | BITBKAyax | BITRDS1
pdistuchoa_cut_1 | 500 0.211 0.73 0.08 0.01
pdistuchoa_cut_2 | 310 0.116 0.009 0.002 0.003
pdistuchoa_cut_3 | 371 0.145 0.030 0.015 0.007
pdistuchoa_cut_4 | 428 0.169 0.064 0.025 0.010
Total 0.83 0.12 0.03

Fonte: Elaborada pelo autor.

A.4 Testes com Grafos Aleatdrios

Em nosso experimento, geramos 10 grafos aleatérios para cada combinac¢ao n (nimero

de vértices) e p (probabilidade de existéncia de cada aresta). Os pesos sao distribuidos

uniformemente entre 1 e 10. Consideramos 8 combinagoes, levando a 80 instancias no

total. Para cada par (n,p), calculamos a média do tempo consumido pelas 10 instancias

para cada algoritmo. O nimero de vértices varia entre 600 até 5000, enquanto a densidade
varia entre 10% e 60%. A comparacao computacional entre BITRDS1 e BITBKA ;4
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nas instancias aleatérias é apresentada na Tabela 42, mostrando que, para essa faixa de
densidade e dimensao do problema, a segunda abordagem (de enumeracao “exaustiva”

das cliques maximais) nao é competitiva.

Tabela 42 — Tempo de execucao do algoritmo BITRDS1 e BITBKA ,;4x

Instancia Tempo de Execugao
(Il,p) BITRDSI BITBKA]\/[AX

(2500,0.10) 0.21 0.48
| (5000,0.10) 1.89 7.57
(2500,0.20) 1.12 9.55
| (5000,0.20) 36.30 363.19
(2500,0.30) 15.57 265.72
| (1200,0.40) 3.39 81.30
(600,0.50) 0.71 21.00
| (600,0.60) 7.35 718.18

Fonte: Elaborada pelo autor.



145

REFERENCIAS

Akkoyunlu, EA. The enumeration of maximal cliques of large graphs. SIAM Journal on
Computing, v. 2, n. 1, p. 1-6, 1973.

Andrade, Diogo Vieira; Resende, Mauricio G. C.; Werneck, Renato Fonseca F. Fast
Local Search for the Maximum Independent Set Problem. Proceedings of 7th
International Workshop Fxperimental Algorithms. 2008, p. 220-234.

Avella, Pasquale; VasilEv, Igor. A computational study of a cutting plane algorithm for
university course timetabling. Journal of Scheduling, v. 8, n. 6, p. 497-514, 2005.

Avenali, Alessandro. Resolution Branch and Bound and an Application: The Maximum
Weighted Stable Set Problem. Operations Research, v. 55, n. 5, p. 932-948, 2007.

Babel, Luitpold. A fast algorithm for the maximum weight clique problem. Computing,
v. 52, n. 1, p. 31-38, 1994.

Baeza-Yates, Ricardo; Gonnet, Gaston H. A new approach to text searching.
Communications of the ACM, v. 35, n. 10, p. 74-82, 1992.

Balas, Egon; Xue, Jue. Minimum Weighted Coloring of Triangulated Graphs, with
Application to Maximum Weight Vertex Packing and Clique Finding in Arbitrary
Graphs. SIAM J. Comput., v. 20, n. 2, p. 209-221, 1991.

Balas, Egon; Xue, Jue. Weighted and Unweighted Maximum Clique Algorithms with
Upper Bounds from Fractional Coloring. Algorithmica, v. 15, n. 5, p. 397412, 1996.

Balas, Egon; Yu, Chang Sung. Finding a Maximum Clique in an Arbitrary Graph.
SIAM J. Comput., v. 15, n. 4, p. 1054-1068, 1986.

Benlic, Una; Hao, Jin-Kao. Breakout Local Search for maximum clique problems.
Computers & Operations Research, v. 40, n. 1, p. 192 — 206, 2013.

Boas, Matheus G. V.; Santos, Haroldo G.; Brito, Samuel S. Algoritmos Exatos e
Heuristicos para o Problema da Deteccao de Cliques com Peso acima de um Limiar.
Anais do XLVII Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional(SBPO), 2015.

Boginski, Vladimir; Butenko, Sergiy; Pardalos, Panos M. Mining Market Data: A
Network Approach. Comput. Oper. Res., v. 33, n. 11, p. 3171-3184, 2006.

Bomze, I. M.; Budinich, M.; Pardalos, P. M.; Pelillo, M. The maximum clique problem.
Handbook of Combinatorial Optimization (Supplement Volume A), v. 4, p. 1-74, 1999.



146

Borndorfer, Ralf; Grotschel, Martin; Klostermeier, Fridolin; Kuttner, Christian. Telebus
Berlin: Vehicle Scheduling in a Dial-a-Ride System. Proceedings of the 7th International
Workshop on Computer Aided Transit Scheduling, v. 1, p. 391-422, 1999.

Boussier, Sylvain. Etude de Resolution pour la Programmation Linéaire en Variables
binaires. L’Université Montpellier 11, 2008.

Boussier, Sylvain; Vasquez, Michel; Vimont, Yannick; Hanafi, Said; Michelon, Philippe.
A multi-level search strategy for the 0—1 Multidimensional Knapsack Problem. Discrete
Applied Mathematics, v. 158, n. 2, p. 97-109, 2010.

Brélaz, Daniel. New Methods to Color Vertices of a Graph. v. 22, n. 4, p. 251-256, 1979.

Brito, Samuel Souza; Santos, Haroldo Gambini. Pivoteamento no Algoritmo
Bron-Kerbosch para a Deteccao de Cliques com Peso Méaximo. Anais do XLIII Simposio
Brasileiro de Pesquisa Operacional, 2011.

Brito, Samuel Souza; Santos, Haroldo Gambini; Poggi, Marcus. A Computational Study
of Conflict Graphs and Aggressive Cut Separation in Integer Programming. FElectronic
Notes in Discrete Mathematics, v. 50, p. 355-360, 2015.

Bron, Coen; Kerbosch, Joep. Algorithm 457: Finding All Cliques of an Undirected
Graph. Commun. ACM, v. 16, n. 9, p. 575-577, 1973.

Brouwer, A. E.; Shearer, Lames B.; Sloane, N. I. A.; Warren; Smith, D. A new table of
constant weight codes. IEEE Trans Inform Theory, 1990.

Burke, Edmund K; Marecek, Jakub; Parkes, Andrew J; Rudova, Hana. A
branch-and-cut procedure for the Udine course timetabling problem. Annals of
Operations Research, v. 194, n. 1, p. 71-87, 2012.

Butenko, S.; Wilhelm, W. E. Clique-detection Models in Computational Biochemistry
and Genomics. Furopean Journal of Operational Research, v. 173, p. 1-17, 2005.

Carraghan, R.; Pardalos, P. M. An exact algorithm for the maximum clique problem.
Operations Research Letters, v. 9, n. 6, p. 375 — 382, 1990a.

Carraghan, R.; Pardalos, P. M. A parallel algorithm for the maximum weight clique
problem. Relatorio Técnico Dept. of Computer Science, Pennsylvania State University,
1990b.

Cagzals, Frédéric; Karande, Chinmay. A note on the problem of reporting maximal
cliques. Theoretical Computer Science, v. 407, n. 1, p. 564-568, 2008.

Chiba, Norishige; Nishizeki, Takao. Arboricity and subgraph listing algorithms. SIAM



147

Journal on Computing, v. 14, n. 1, p. 210-223, 1985.

Christofides, Nicos. Graph Theory: An algorithmic approach. New York: Academic
Press Inc, 1975.

Chvatal, Vasek. Resolution Search. Discrete Applied Mathematics, v. 73, n. 1, p. 81-99,
1997.

Corréa, Ricardo C; Marenco, Javier; Delle Donne, Diego; Koch, Ivo. A Strengthened
General Cut-Generating Procedure for the Stable Set Polytope. FElectronic Notes in
Discrete Mathematics, v. 50, p. 261-266, 2015.

Corréa, Ricardo C.; Michelon, Philippe; Cun, Bertrand Le; Mautor, Thierry; Donne,
Diego Delle. A Bit-Parallel Russian Dolls Search for a Maximum Cardinality Clique in a
Graph. CoRR, v. abs/1407.1209, 2014.

Demassey, S.; Artigues, C.; Michelon, P. An application of resolution search to the
RCPSP. European Conference on Combinatorial Optimization (ECCO XVII).
Beytouth, 2004.

Fang, Zhiwen; Li, Chu-Min; Qiao, Kan; Feng, Xu; Xu, Ke. Solving Maximum Weight
Clique Using Maximum Satisfiability Reasoning. Torsten Schaub; Gerhard Friedrich;
Barry O’Sullivan (Ed.), ECAI 201 - 21st European Conference on Artificial
Intelligence. 10S Press, 2014, v. 263 of Frontiers in Artificial Intelligence and
Applications, p. 303-308.

Franco, Liana; Uchoa, Eduardo. SOLVING THE P-DISPERSION PROBLEM AS A
SEQUENCE OF SET PACKING FEASIBILITY PROBLEMS. XLVII SBPO, 2015.

Gerhards, L; Lindenberg, W. Clique detection for nondirected graphs: Two new
algorithms. Computing, v. 21, n. 4, p. 295-322, 1979.

Gschwind, Timo; Irnich, Stefan; Podlinski, Isabel; et al. Maximum weight relaxed
cliques and Russian doll search revisited. 2015.

Gualandi, Stefano; Malucelli, Federico. Exact Solution of Graph Coloring Problems via
Constraint Programming and Column Generation. INFORMS Journal on Computing,
v. 24, n. 1, p. 81-100, 2012.

Harary, Frank; Ross, lan C. A procedure for clique detection using the group matrix.
Sociometry, v. 20, n. 3, p. 205-215, 1957.

Held, Stephan; Cook, William; Sewell, Edward C. Maximum-weight stable sets and safe
lower bounds for graph coloring. Math. Program. Comput., v. 4, n. 4, p. 363-381, 2012.



148

Hotta, KAZUHIRO; Tomita, ETSUJI; Takahashi, HARUHISA. A view-invariant human
face detection method based on maximum cliques. Trans. IPSJ, v. 44, n. SIG14 (TOM9,
p. 5770, 2003.

Johnston, HC. Cliques of a graph-variations on the Bron-Kerbosch algorithm.
International Journal of Computer € Information Sciences, v. 5, n. 3, p. 209-238, 1976.

Karp, Richard M. Reducibility Among Combinatorial Problems. Complezity of
Computer Computations. 1972, p. 85-103.

Kiviluoto, Lasse; terg, PatricR.J.; Vaskelainen, VesaP. Algorithms for finding maximum
transitive subtournaments. Journal of Combinatorial Optimization, p. 1-13, 2014.

Koch, Thorsten; Achterberg, Tobias; Andersen, Erling; Bastert, Oliver; Berthold, Timo;
Bixby, Robert E; Danna, Emilie; Gamrath, Gerald; Gleixner, Ambros M; Heinz, Stefan;
et al. MIPLIB 2010. Mathematical Programming Computation, v. 3, n. 2, p. 103-163,
2011.

Komosko, Larisa; Batsyn, Mikhail; San Segundo, Pablo; Pardalos, Panos M. A fast
greedy sequential heuristic for the vertex colouring problem based on bitwise operations.
Journal of Combinatorial Optimization, p. 1-13, 2015.

Kumlander, Deniss. On Importance of a Special Sorting in the Maximum-Weight Clique
Algorithm Based on Colour Classes. v. 14, p. 165-174, 2008.

Makino, Kazuhisa; Uno, Takeaki. New algorithms for enumerating all maximal cliques.
Algorithm Theory-SWAT 2004, Springer, p. 260-272. 2004.

Malladi, Krishna Teja. Cluster Restricted Maximum Weight Clique Problem and
Linkages with Satellite Image Acquisition Scheduling. SIMON FRASER UNIVERSITY,
Canad014.

Mannino, Carlo; Stefanutti, Egidio. An Augmentation Algorithm for the Maximum
Weighted Stable Set Problem. Computational Optimization and Applications, v. 14,
n. 3, p. 367-381, 1999.

Maslov, Evgeny; Batsyn, Mikhail; Pardalos, PanosM. Speeding up branch and bound
algorithms for solving the maximum clique problem. Journal of Global Optimization,
v. 59, n. 1, p. 1-21, 2014.

Matula, David W.; Beck, Leland L. Smallest-last Ordering and Clustering and Graph
Coloring Algorithms. J. ACM, v. 30, n. 3, p. 417-427, 1983.

McClosky, Benjamin; Hicks, IllyaV. Combinatorial algorithms for the maximum k-plex
problem. Journal of Combinatorial Optimization, v. 23, n. 1, p. 29-49, 2012.



149

Mehrotra, Anuj; Trick, Michael A. A Column Generation Approach for Graph Coloring.
INFORMS Journal on Computing, v. 8, n. 4, p. 344-354, 1996.

Miao, Zhuqi; Balasundaram, Balabhaskar; Pasiliao, EduardoL.. An exact algorithm for
the maximum probabilistic clique problem. Journal of Combinatorial Optimization,
v. 28, n. 1, p. 105-120, 2014.

Nembhauser, G. L.; Sigismondi, G. A Strong Cutting Plane/Branch-and-Bound
Algorithm for Node Packing. The Journal of the Operational Research Society, v. 43,
n. 5, p. 443-457, 1992. URL http://dx.doi.org/10.2307/2583564.

Nemhauser, G. L.; Trotter, L. E. Vertex packings: Structural properties and algorithms.
Math. Programming, v. 8, 1975.

Ostergard, Patric R.J. A New Algorithm for the Maximum-Weight Clique Problem.
Electronic Notes in Discrete Mathematics, v. 3, n. 0, p. 153 — 156, 1999. 6th Twente
Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization.

Ostergard, Patric R.J. A fast algorithm for the maximum clique problem. Discrete
Applied Mathematics, v. 120, p. 197-207, 2002. Special Issue devoted to the 6th Twente
Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization.

Ostergard, Patric RJ; Vaskelainen, Vesa; Mosig, Axel. Algorithms for the combinatorial
best barbeque problem. MATCH Communications in Mathematical and in Computer
Chemistry, v. 58, p. 309-321, 2007.

Ostergard, Patric R.J.; Vaskelainen, VesaP. Russian doll search for the Steiner triple
covering problem. Optimization Letters, v. 5, n. 4, p. 631-638, 2011.

Padberg, Manfred W. On the facial structure of set packing polyhedra. Mathematical
Programming, v. 5, n. 1, p. 199-215, 1973.

Palpant, M.; Artigues, C.; Oliva, C. MARS: une méthode hybride pour la résolution de
problemes de satisfaction de contraintes. Conférence conjointe FRANCORQO
V/ROADEF 2007. 2007, p. 355-356.

Pardalos, Panos M.; Xue, Jue. The maximum clique problem. Journal of Global
Optimization, v. 4, n. 3, p. 301-328, 1994.

Posta, Marius; Ferland, Jacques A.; Michelon, Philippe. Generalized resolution search.
Discrete Optimization, v. 8, n. 2, p. 215-228, 2011.

Pullan, Wayne. Approximating the maximum vertex/edge weighted clique using local
search. Journal of Heuristics, v. 14, n. 2, p. 117-134, 2008.


http://dx.doi.org/10.2307/2583564

150

Rebennack, Steffen; Oswald, Marcus; Theis, DirkOliver; Seitz, Hanna; Reinelt, Gerhard;
Pardalos, PanosM. A Branch and Cut solver for the maximum stable set problem.
Journal of Combinatorial Optimization, v. 21, n. 4, p. 434-457, 2011.

Rossi, F; Smriglio, S. A branch-and-cut algorithm for the maximum cardinality stable
set problem. Operations Research Letters, v. 28, n. 2, p. 63 — 74, 2001.

Santos, Haroldo G.; Toffolo, Tlio; Gomes, Rafael; Ribas, Sabir. Integer programming
techniques for the nurse rostering problem. Annals of Operations Research, p. 1-27,
2014.

Segundo, Pablo San; Matia, Fernando; Rodriguez-Losada, Diego; Hernando, Miguel. An
improved bit parallel exact maximum clique algorithm. Optimization Letters, v. 7, n. 3,
p. 467-479, 2013.

Segundo, Pablo San; Nikolaev, Alexey; Batsyn, Mikhail. Infra-chromatic bound for exact
maximum clique search. Computers € Operations Research, v. 64, p. 293 — 303, 2015.

Segundo, Pablo San; Rodriguez-Losada, Diego; Jimenez, Agustin. An exact bit-parallel
algorithm for the maximum clique problem. Computers OR, v. 38, n. 2, p. 571-581,
2011.

Segundo, Pablo San; Rodriguez-Losada, Diego; Matia, Fernando; Galan, Ramon. Fast
exact feature based data correspondence search with an efficient bit-parallel MCP
solver. Appl. Intell., v. 32, n. 3, p. 311-329, 2010.

Segundo, Pablo San; Tapia, Cristébal. Relaxed approximate coloring in exact maximum
clique search. Computers € OR, v. 44, p. 185-192, 2014.

Segundo, Pablo San; Tapia, Cristobal; Puente, Julio; Rodriguez-Losada, Diego. A new
exact bit-parallel algorithm for sat. Tools with Artificial Intelligence, 2008. ICTAI0S.
20th IEEFE International Conference on. IEEE, 2008, v. 2, p. 59-65.

Sewell, E. C. A Branch and Bound Algorithm for the Stability Number of a Sparse
Graph. INFORMS J. on Computing, v. 10, n. 4, p. 438-447, 1998.

Shimizu, Satoshi; Yamaguchi, Kazuaki; Saitoh, Toshiki; Masuda, Sumio. Some

Improvements on Kumlander-s Maximum Weight Clique Extraction Algorithm. v. 6,
n. 12, p. 1770 — 1774, 2012.

Sloane, N. J. A. Unsolved Problems in Graph Theory Arising from the Study of Codes.
in Graph Theory Notes of New York 18. 1989, p. 11-20.

Tavares, Wladimir Araujo; Neto, Manoel Bezerra Campelo; Rodrigues, Carlos Diego;
Michelon, Philippe. Um Algoritmo de Branch and Bound para o Problema da Clique
Maxima Ponderada. Proceedings of XLVII SBPO, v. 1, 2015.



151

Tavares, Wladimir Araujo; Neto, Manoel Bezerra Campélo; Rodrigues, Carlos Diego;
Michelon, Philippe. BITCLIQUE: um algoritmo de Branch-and-Bound para o problema
da clique mma ponderada. Proceedings of XLVIII SBPO, v. 1, 2016.

Tomita, Etsuji; Seki, Tomokazu. An Efficient Branch-and-bound Algorithm for Finding
a Maximum Clique. Proceedings of the 4th International Conference on Discrete
Mathematics and Theoretical Computer Science. Springer-Verlag, 2003, DMTCS’03, p.
278-289.

Tomita, Etsuji; Sutani, Yoichi; Higashi, Takanori; Takahashi, Shinya; Wakatsuki,
Mitsuo. A Simple and Faster Branch-and-Bound Algorithm for Finding a Maximum
Clique. WALCOM. 2010, p. 191-203.

Tomita, Etsuji; Tanaka, Akira; Takahashi, Haruhisa. The Worst-case Time Complexity
for Generating All Maximal Cliques and Computational Experiments. Theor. Comput.
Sci., v. 363, n. 1, p. 2842, 2006.

Trukhanov, Svyatoslav; Balasubramaniam, Chitra; Balasundaram, Balabhaskar;
Butenko, Sergiy. Algorithms for detecting optimal hereditary structures in graphs, with
application to clique relaxations. Computational Optimization and Applications, v. 56,
n. 1, p. 113-130, 2013.

Verfaillie, Gerard; Lemae, Michel; Schiex, Thomas. Russian Doll Search for Solving
Constraint Optimization Problems. National Conference on Artificial Intelligence. 1996,
p. 181-187.

Warren, Jeffrey S; Hicks, Illya V. Combinatorial branch-and-bound for the maximum
weight independent set problem. Relat tico, Texas AEM University, 2006.

Warrier, Deepak; Wilhelm, Wilbert E; Warren, Jeffrey S; Hicks, Illya V. A
branch-and-price approach for the maximum weight independent set problem. Networks,
v. 46, n. 4, p. 198-209, 2005.

Welsh, Dominic JA; Powell, Martin B. An upper bound for the chromatic number of a
graph and its application to timetabling problems. The Computer Journal, v. 10, n. 1,
p. 8586, 1967.

Wu, Qinghua; Hao, Jin-Kao. A review on algorithms for maximum clique problems.
Furopean Journal of Operational Research, , n. 0, p. —, 2014.

Wu, Qinghua; Hao, Jin-Kao. Solving the winner determination problem via a weighted
maximum clique heuristic. Ezpert Systems with Applications, v. 42, n. 1, p. 355-365,
2015.

Wu, Qinghua; Hao, Jin-Kao; Glover, Fred. Multi-neighborhood tabu search for the
maximum weight clique problem. Annals OR, v. 196, n. 1, p. 611-634, 2012.



152

Yamaguchi, K.; Masuda, S. A new exact algorithm for the maximum weight clique
problem. Proc. of the 23rd International Technical Conference on Circuits/Systems,
Computers and Communications, 2008, p. 317-320.



	INTRODUÇÃO
	DEFINIÇÕES BÁSICAS
	Grafos Simples
	Grafos Direcionados
	Formulações
	Colorações Ponderadas
	Coloração Ponderada Trivial
	Coloração Ponderada Particionada
	Coloração Ponderada Inteira

	Importância da ordem inicial

	LIMITE SUPERIOR
	Comparação entre limites superiores
	Heurística de Yamaguchi e Masuda
	Heurística de Held, Cook e Sewell
	Heurística BITCOLOR
	Testes Computacionais
	Esquema de Ramificação

	ALGORITMOS DE BRANCH-AND-BOUND
	Estrutura geral para CLIQUE PONDERADA
	Algoritmos do Estado da Arte
	Algoritmo de Yamaguchi e Masuda
	Algoritmo de Held, Cook e Sewell
	Algoritmo BITCLIQUE
	Procedimento de Limite Inferior
	Procedimento de Limite Superior
	Vetores de bits
	Estratégia de Ramificação
	Algoritmo de Branch & Bound

	Resultados Computacionais
	Grafos Aleatórios
	DIMACS-W
	Exactcolor

	Conclusão

	ALGORITMOS DE BONECA RUSSA
	Estrutura Geral para CLIQUE PONDERADA
	Algoritmo BITRDS
	Resultados Computacionais
	Grafos Aleatórios
	Número de subproblemas
	Tempo de Execução
	DIMACS-W
	Número de Subproblemas
	Tempo de Execução

	EXACTCOLOR
	Número de Subproblemas
	Tempo de Execução

	Conclusão

	ALGORITMO DE BUSCA POR RESOLUÇÃO
	O Método de Busca
	Definições preliminares
	Solução Parcial
	Nogood
	Estrutura Geral
	Família Path-Like
	Procedimento obstáculo
	Políticas de Ramificação
	Convergência
	Otimalidade

	Algoritmo de Busca por Resolução para CLIQUE PONDERADA
	Oráculo
	Obstáculo e política de mergulho
	Política de recomeço
	Obstáculo Modificado
	Política de recomeço para obstáculo modificado
	Exemplo de execução do Algoritmo
	Obstáculo Modificado com fase de decrescimento
	Comparação com o algoritmo BITCLIQUE

	BITBR - Cooperação entre Busca por Resolução e Boneca Russas para CLIQUE PONDERADA
	Oráculo
	Obstáculo Híbrido

	Resultados Computacionais
	Grafos Aleatórios
	DIMACS-W
	EXACTCOLOR

	Conclusão

	CONCLUSÃO E DIREÇÕES FUTURAS
	–PROBLEMA DE ENUMERAÇÃO DE CLIQUES MAXIMAIS
	Algoritmo de Bron-Kerbosch
	Enumeração de cliques maximais com peso acima de um limiar
	Adaptação para o problema da clique máxima ponderada
	Testes com Grafos Aleatórios

	REFERÊNCIAS



