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RESUMO

Esta tese está divida em duas partes. Na primeira, usando o fluxo pelo inverso da curva-
tura média, provamos duas desigualdades integrais ponderadas que são válidas para hi-
persuperfícies estreladas e estritamente média convexas no espaço euclidiano. A primeira
desigualdade envolve a área e a área ponderada da hipersuperfície e também o volume da
região limitada pela hipersuperfície. A segunda desigualdade envolve a curvatura média
ponderada total e a área da hipersuperfície. Além disso, versões da primeira desigualdade
para a esfera e para o espaço Ressner-Nordström-AdS são provadas. Ao final da primeira
parte da tese, exibimos um exemplo de uma superfície estritamente convexa para a qual
a razão entre o momento polar de inércia e o quadrado da área é menor que a mesma
razão na esfera. Na segunda parte da tese, usamos técnicas espinoriais para provar uma
desigualdade do tipo Heintze-Karcher para uma classe de variedades pseudo-hiperbólicas.
Em seguida, usamos essa desigualdade para mostrar um teorema do tipo Alexandrov em
tais espaços.

Palavras-chave: Desigualdades integrais. Fluxo pelo inverso da curvatura média. Geo-
metria spin das hipersuperfícies. Teorema tipo Alexandrov.



ABSTRACT

This thesis is divided in two parts. In the first one, using the inverse mean curvature
flow, we prove two weighted geometric inequalities that hold for strictly mean convex
and star-shaped hypersurfaces in Euclidean space. The first one involves the weighted
area and the area of the hypersurface and also the volume of the region enclosed by the
hypersurface. The second one involves the total weighted mean curvature and the area
of the hypersurface. Moreover, versions of the first inequality for the sphere and for the
Ressner-Nordström-AdS manifold are proven. We end the first part with an example of
a convex surface for which the ratio between the polar moment of inertia and the square
of the area is less than that of the round sphere. In the second part, using spinorial tech-
niques, we prove, for a class of pseudo-hyperbolic ambient manifolds, a Heintze-Karcher
type inequality. We then use this inequality to show an Alexandrov type theorem in such
spaces.

Keywords: Integral inequalities. Inverse mean curvature flow. Spin geometry of hyper-
surfaces. Alexandrov-type theorem.
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1 INTRODUÇÃO

Seja Σ uma hipersuperfície orientada fechada e mergulhada em Rn e assuma
que Σ é estritamente média convexa, isto é, sua curvatura média H = (n−1)H1 é positiva.
Sejam Ω a região limitada por Σ e r a distância a um ponto O fixado, que referimos como
sendo a origem de Rn. É fato conhecido que∫

Σ

r dΣ ≥ nVol(Ω) (1)

e ∫
Σ

r2H1 dΣ ≥ nVol(Ω). (2)

Além disso, para qualquer uma das desigualdades anteriores, a igualdade vale se, e somente
se, Σ é uma esfera centrada na origem. As desigualdades (1) e (2) são obtidas a partir de
um conjunto de desigualdades provadas por Kwong em (2016, Corolário 4.3).

Seja p ∈ Rn. Uma hipersuperfície Σ em Rn é dita estrelada com respeito a p
se Σ é o gráfico de alguma função definida sobre alguma esfera geodésica centrada em p.
Dizemos que Σ é estrelada se existe p ∈ Rn tal que Σ é estrelada com respeito a p. Quando
o ambiente considerado for Hn, os conceitos anteriores são definidos de modo similar.

Quando Σ é estrelada e estritamente média convexa, a desigualdade (2) foi
provada também por Kwong e Miao em (2014), usando o fluxo pelo inverso da curvatura
média (IMCF).

Relembraremos a desigualdade isoperimétrica, que afirma que

ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

≥ nVol(Ω),

onde |Σ| denota a área de Σ e ωn−1 é a área da esfera unitária Sn−1. Assim, é natural
indagarmos se (1) e (2) podem ser melhoradas, respectivamente, para

∫
Σ

r dΣ ≥ ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

(3)

e ∫
Σ

r2H1 dΣ ≥ ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

. (4)

Abordaremos inicialmente a desigualdade (3), e trataremos da desigualdade
(4) posteriormente.

Observe que, pela desigualdade de Hölder, se (3) vale, então

∫
Σ

r2 dΣ ≥ ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

)n+1
n−1

(5)
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também é válida.
Entretanto, quando n = 3, construímos uma hipersuperfície Σ estritamente

convexa de modo que (5) não vale (veja a seção 2.3). Obviamente, para tal superfície, (3)
também não é válida. Tal superfície foi utilizada para fornecer um contraexemplo para
uma desigualdade conjecturada por Ge, Wang e Wu em (2015) no ambiente hiperbólico
(veja a seção 2.4 para mais detalhes).

Desse modo, o seguinte teorema melhora a estimativa (1):

Teorema 1.1. Se Σ é uma hipersuperfície estrelada e estritamente média convexa em
Rn, então ∫

Σ

r dΣ ≥ n− 1

n
ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

+ Vol(Ω). (6)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera centrada na origem.
A quantidade do lado esquerdo de (5) é conhecida como o momento polar de

inércia. Ela é uma quantidade muito importante em Física Newtoniana. O contraexemplo
construído nessa tese mostra que a esfera centrada na origem não é um minimizante da
quantidade (invariante por reescalonamento)

(
|Σ|
ωn−1

)−n+1
n−1
∫

Σ

r2 dΣ (7)

dentre a família de hipersuperfícies estreladas e estritamente média convexas, pelo menos
quando n = 3.

Um problema muito interessante consiste em encontrar o ínfimo de (7) sobre
as fronteiras de corpos convexos. Para n = 2, esse problema foi resolvido por Sachs
em (1958/1959; 1960), onde foi provado, usando métodos geométricos, que o ínfimo é
atingido se, e somente se, a curva é um triângulo equilátero centrado na origem. Uma
prova analítica do resultado de Sachs foi obtida por Hall em (1985). Quando n = 3,
o problema foi abordado por Freitas, Laugesen e Liddell em (2007), onde foi mostrada
a existência de um minimizante. Eles conjecturaram também que o ínfimo é atingido
quando Σ é um certo tetraedro truncado.

Ainda seria interessante encontrar o ínfimo de (7) dentre alguma família de
hipersuperfícies suaves. Como uma consequência do próximo resultado, que é um corolário
do Teorema 1.1, temos que dentre a família de hipersuperfícies estreladas e estritamente
média convexas, o ínfimo de (7) é pelo menos(

n− 1

n

)2

ωn−1.
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Corolário 1.1. Se Σ é estrelada e estritamente média convexa, então

∫
Σ

r2 dΣ ≥
(
n− 1

n

)2

ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

)n+1
n−1

+
2(n− 1)

n
Vol(Ω)

(
|Σ|
ωn−1

) 1
n−1

+
Vol(Ω)2

|Σ|
.

(8)

Com igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma esfera centrada na origem.
Também em (KWONG, 2016), análogos de (1) e (2) foram provados quando

o espaço ambiente é outra forma espacial. Para formas espaciais diferentes do espaço
euclidiano, não abordaremos versões de (4), somente versões de (3) (para saber mais
sobre quantidades relacionadas à desigualdade (4), veja (DE LIMA e GIRÃO, 2016) para
o caso do espaço hiperbólico Hn e (GIRÃO e PINHEIRO, 2017) para o caso da esfera Sn).
Iniciaremos com o caso quando o ambiente é a esfera Sn.

Lembre que (0, π)× Sn−1 munido com a métrica

dr2 + sen 2(r)h,

onde h é a métrica da esfera unitária Sn−1, fornece um modelo para a esfera redonda em
Sn. Aqui, r é a distância geodésica até uma origem O fixada.

Seja Σ uma hipersuperfície fechada, orientada e estritamente média convexa
em Sn. Foi provado por Kwong em (2016) (veja Corolário 4.5) que, se Σ está contida em
um hemisfério aberto centrado em O, então∫

Σ

sen r dΣ ≥ n

∫
Ω

cos r dΩ, (9)

onde Ω é a região interna limitada por Σ.
Markowski e Scheuer provaram em (2016) que, se Σ é uma hipersuperfície

estritamente convexa mergulhada em Sn, então o IMCF iniciando em Σ converge, em
tempo finito, para um equador EΣ. Este equador delimita dois hemisférios, com um deles
contendo Σ. Associamos a cada hipersuperfície estritamente convexa Σ ⊂ Sn um ponto
x(Σ) ∈ Sn da seguinte forma: seja x(Σ) o centro de um hemisfério, determinado por EΣ,
que contém Σ (considerando o hemisfério como uma bola geodésica). Iremos nos referir
ao ponto x(Σ) como o ponto associado a Σ via o IMCF.

O seguinte teorema é uma versão do Teorema 1.1 para hipersuperfícies em Sn.
Teorema 1.2. Seja Σ uma hipersuperfície estritamente convexa, fechada e orientada em
Sn. Então ∫

Σ

sen rx ≥
∫

Ω

cos rx +
n− 1

n
ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

, (10)

onde x é o ponto associado a Σ via o IMCF e rx denota a distância geodésica até x. A
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igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera centrada em x.
Agora, seja Hn o espaço ambiente. Considere o seguinte modelo para Hn: a

variedade diferencial (0,∞)× Sn−1 munida com a métrica

dr2 + senh 2(r)h, (11)

onde, como anteriormente, h é a métrica da esfera unitária Sn−1.
Kwong provou em (2016) que se Σ é uma hipersuperfície fechada, orientada e

estritamente média convexa mergulhada em Hn, então∫
Σ

senh (r) dΣ ≥ n

∫
Ω

cosh(r) dΩ, (12)

onde, como anteriormente, Ω é a região delimitada por Σ. Além disso, a igualdade ocorre
se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na origem.

A seguir apresentamos a versão do Teorema 1.1 que irá funcionar não so-
mente para Hn, mas também para uma família mais geral de variedades na qual o espaço
hiperbólico é um caso particular. Tais espaços são chamados de variedades Reissner-
Nordström-anti-deSitter, ou simplesmente Reissner-Nordström-AdS.

Fixemos três números positivosm, q e κ, onde q < m, κ <∞ tais que a equação
ε+ k2s2 − 2ms2−n + q2s4−2n = 0 possui soluções positivas e seja s0 a maior solução dessa
equação. Seja (Nn−1

ε , gN) uma forma espacial fechada de curvatura seccional constante
ε = 0,±1. O espaço Reissner-Nordström-AdS de massa m e carga q é definido por
M = (s0,∞)×Nε munido com a métrica

g := gm,q,ε,κ =
1

ε+ κ2s2 − 2ms2−n + q2s4−2n
ds2 + s2gN . (13)

A fronteira ∂M = {s0} ×Nε é chamada de horizonte.
Uma hipersuperfície Σ em M é chamada estrelada se Σ é o gráfico de alguma

função definida sobre o horizonte.
É conhecido que, após uma mudança de variáveis, a métrica (13) pode ser

escrita como
dr2 + λ2(r)gN , (14)

onde λ : [0,∞)→ R satisfaz a EDO

λ′(r) =
√
ε+ κ2λ2 − 2mλ2−n + q2λ4−2n. (15)

(veja WANG, 2015, Lema 9)
Seja f(λ) = λ′(r). A função f satisfaz

(∆gf)g −∇2
gf + fRicg = (n− 1)(n− 2)q2λ(r)4−2nfgN ,
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onde Ricg, ∆g e ∇2
g são, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador Laplaciano e o

Hessiano com relação à métrica g da variedade Reissner-Nordström-AdS. Em geral, uma
métrica riemanniana é chamada de subestática se (∆gh)g−∇2

gh+hRicg ≥ 0 para alguma
função positiva h (veja (1.2) em WANG, 2015). Em particular, quando (∆gh)g −∇2

gh+

hRicg = 0, a métrica é chamada de estática. O espaço euclidiano Rn com a métrica
canônica δ é visto como uma variedade estática se considerarmos h ≡ 1. No caso da
esfera, consideramos Sn+ munida com a métrica canônica de curvatura constante 1 e a
função h(r) = cos(r).
Observação 1.1. Considerando ε = 1 com N1 = Sn−1, quando κ→ 0 e q → 0 a métrica
(13) se reduz à métrica de Schwarzschild e o espaço resultante (M, g) é chamado de
espaço de Schwarzschild de massa m. A métrica desse espaço é assintoticamente plana,
no sentido de que sua curvatura seccional se aproxima de zero quando r → ∞. Além
disso, a métrica de Schwarzschild é estática quando consideramos f =

√
1− 2ms2−n.

Observação 1.2. Quando q → 0, a variedade de Reissner-Nordström-AdS se reduz ao
espaço de Kottler, que também é conhecido como espaço de Kottler-Schwarzschild.
Tal espaço é um análogo do espaço de Schwarzschild no contexto das variedades assin-
toticamente localmente hiperbólicas. Além disso, supondo também ε = 1 e considerando
N1 = Sn−1, a métrica (13) se reduz à métrica anti-deSitter-Schwarzschild de massa
m.

Relacionado a (12) temos o seguinte análogo do Teorema 1.1:
Teorema 1.3. Seja Σ uma hipersuperfície estrelada e estritamente média convexa em
(M, g), a variedade Reissner-Nordström-AdS, e denote por Ω a região delimitada por Σ e
o horizonte ∂M . Então∫

Σ

λ dΣ ≥
∫

Ω

λ′ dΩ +
n− 1

n
ϑn−1

(
|Σ|
ϑn−1

) n
n−1

+
s0

n
|∂M |, (16)

onde ϑn−1 = |Nε| e |∂M | é a área do horizonte {s0} × N . Ademais, a igualdade ocorre
se, e somente se, Σ = {s} ×N para algum número s ∈ [s0,∞).

Vale a pena ressaltar que o resultado do Teorema 1.3 vale para os espaços
descritos nas obervações 1.1 e 1.2.

Agora, tomando ε = κ = 1 e considerando N1 = Sn−1, quando m→ 0 (observe
que isso implica q → 0, pois q < m), λ(r) converge para senh (r) e a métrica (14) converge
para a métrica hiperbólica (11). Assim, o espaço hiperbólico pode ser visto como o limite,
quando m→ 0, das variedades Reissner-Nordström-AdS.

Desse modo, a versão hiperbólica do Teorema 1.1 pode ser enunciada através
do seguinte corolário:
Corolário 1.2. Seja Σ uma hipersuperfície no espaço hiperbólico Hn. Se Σ é estrelada
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com respeito à origem e estritamente média convexa, então∫
Σ

senh (r) dΣ ≥
∫

Ω

cosh(r) dΩ +
n− 1

n
ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

. (17)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na
origem.

Podemos considerar (4) e (5) como desigualdades do tipo Alexandrov-Fenchel
ponderadas. Iremos agora explorar esse ponto de vista.

Se Σ é uma hipersuperfície convexa em Rn, então as desigualdades de Alexandrov-
Fenchel afirmam que

∫
Σ

Hk dΣ ≥ (ωn−1)
1

n−k

(∫
Σ

Hk−1 dΣ

)n−k−1
n−k

,

onde Hk, 1 ≤ k ≤ n− 1, é a k-ésima curvatura média (normalizada) de Σ. Além disso, a
igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera redonda.

Guan e Li (2009) mostraram que essas desigualdades (juntamente com a afirma-
ção de rigidez) ainda valem se Σ é somente estrelada e k-convexa (isso significa que
Hi(λ) ≥ 0 para i = 1, . . . , k).

Seguem-se das desigualdades de Alexandrov-Fenchel que

∫
Σ

σk(λ) dΣ ≥ Hn−1

(
|Σ|
ωn−1

)n−k−1
n−1

, (18)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma esfera redonda. As desigualdades
(18) foram usadas por Ge, Wang e Wu na prova da desigualdade de Penrose para gráficos
euclidianos assintoticamente planos no contexto da gravidade de Lovelock (GE, WANG,
e WU, 2014).

Kwong e Miao provaram em (2015) o seguinte resultado:
Teorema. Seja k ∈ {2, . . . , n− 1}. Se Σ ⊂ Rn é tal que Hk > 0 sobre Σ, então∫

Σ

r2Hk dΣ ≥
∫

Σ

Hk−2 dΣ.

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera centrada na origem.
Como um corolário, obtemos para k ∈ {2, . . . , n− 1},

∫
Σ

r2Hk dΣ ≥ ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

)n−k+1
n−1

, (19)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma esfera centrada na origem.
As desigualdades (19) podem ser vistas como versões ponderadas das desigual-
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dades (18). Podemos indagar se (19) continua válida para k ∈ {0, 1}. Observe que, os
casos k = 1 e k = 0 de (19) são exatamente as desigualdades (4) e (5), respectivamente.

Usando (2) e o IMCF, podemos mostrar que (4) quando Σ é estrelada e estri-
tamente média convexa.
Teorema 1.4. Se Σ é estrelada e estritamente média convexa, então∫

Σ

r2H1 dΣ ≥ ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

, (20)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma esfera centrada na origem.

Falaremos agora do outro assunto desta tese. O problema de classificar hiper-
superfícies compactas com curvatura escalar constante no espaço euclidiano foi proposto
por Yau na seção de problemas de (2016. v. 102), onde é perguntado, por exemplo, se
o teorema de Alexandrov (1958), que afirma que as esferas são as únicas hipersuperfícies
compactas de curvatura média constante mergulhadas no espaço euclidiano, ainda vale
quando a hipótese sobre a curvatura média é substituída pela curvatura escalar. Esta
pergunta foi respondida positivamente por Ros em (1988), através de uma modificação da
prova de Reilly do teorema de Alexandrov (veja REILLY, 1977). Depois disso, diferentes
provas e generalizações do resultado de Ros surgiram; por exemplo, usando a fórmula de
Minkowski (1903) e a desigualdade de Heintze-Karcher (1978), Ros estendeu seu resul-
tado para qualquer r-curvatura em (1987). Esta abordagem também funciona no espaço
hiperbólico, onde se obtém a mesma conclusão (Montiel e Ros, 1991).

Lembre que uma variedade da forma Mn+1 = R ×exp P
n, com P sendo uma

variedade riemanniana completa, é chamada um espaço pseudo-hiperbólico (TASHIRO,
1965). Quando P n é Ricci-flat, Mn+1 é de Einstein com curvatura de Ricci negativa e
quando P n é plana (curvatura zero), Mn+1 é uma forma espacial hiperbólica.

Em (1999), dentre outros resultados, Montiel prova o seguinte teorema do tipo
Alexandrov: se Σ é uma hipersuperfície de curvatura média constante ou curvatura escalar
constante limitando um domínio no espaço pseudo-hiperbólico R ×exp P

n, com n ≥ 2 e
P n sendo uma variedade Ricci-flat, então Σ é uma esfera geodésica ou um fatia {s}×P n,
s ∈ R.

Nessa tese iremos fornecer uma prova espinorial para um caso especial do
resultado anterior. Para isso, iremos provar uma desigualdade do tipo Heintze-Karcher
para variedades spin admitindo um espinor de Killing imaginário não trivial:
Teorema 1.5 (Girão, Rodrigues 2018). Seja (M, g) uma variedade riemanniana spin
conexa de dimensão n+1 admitindo um espinor de Killing imaginário ψ e seja Σ uma
hipersuperfície limitando um domínio compacto Ω em M . Seja V = |ψ|2 e suponha que a
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curvatura média (normalizada) H da hipersuperfície Σ é positiva. Então∫
Σ

V

H
dΣ +

∫
Σ

〈∇V,N〉 dΣ ≥ 0, (21)

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de (M, g) e N é o campo vetorial unitário normal a Σ

e apontando para dentro. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é totalmente
umbílica.

Seja (M, g) como no Teorema 1.5, isto é, (M, g) é uma variedade riemanniana
spin admitindo um espinor de Killing imaginário. Quando M é completa, Baum provou
em (1989) queM é um produto torcido R×expP , com a variedade P de dimensão n sendo
uma variedade riemanniana spin completa admitindo um espinor paralelo não trivial.
Assim, pela classificação de Wang (veja WANG, 1989), P é uma variedade plana, uma
variedade de Calabi-Yau, uma variedade hiperkahleriana ou alguma variedade
riemanniana de dimensão sete ou oito com holonomia especial. Além disso, como
veremos posteriormente, a função V satisfaz

∆V = (n+ 1)V.

Portanto, o Teorema 1.5 pode ser reescrito como:
Corolário 1.3. Seja Σ uma hipersuperfície conexa e compacta limitando um domínio
compacto em um espaço pseudo-hiperbólico M = R ×exp P , onde P é uma variedade
riemanniana spin completa admitindo um espinor paralelo não trivial. Suponha que a
curvatura média (normalizada) H da hipersuperfície Σ seja positiva. Então∫

Σ

V

H
dΣ ≥ (n+ 1)

∫
Ω

V dvol. (22)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é totalmente umbílica.
Um interessante caso especial do Corolário 1.3 ocorre quando P é o espaço

euclidiano Rn, implicando que M é o espaço hiperbólico Hn. Observe que, nesse caso,
a conclusão “Σ é totalmente umbílica” no caso da igualdade pode ser trocada por “Σ é
uma esfera geodésica”. Este caso segue de um resultado mais geral provado por Brendle
quando o ambiente é uma variedade com um produto torcido (BRENDLE, 2013) (veja
também QIU e XIA, 2014; WANG e WANG, 2018). Uma prova espinorial para esse caso
especial foi dada por Hijazi, Montiel e Raulot em (2018). Eles obtiveram o resultado
considerando Hn+1 como uma hipersuperfície tipo-espaço no espaço de Minkowski Rn+1,1

e usando técnicas espinoriais em tal ambiente. Nossa prova, por sua vez, é totalmente
implícita e é válida para uma classe mais ampla de espaços ambiente; um dos principais
ingredientes é o uso de um princípio holográfico para a existência de espinores de Killing,
também devido a Hijazi, Montiel e Raulot (2015) (veja o Teorema 3.1). A hipótese de
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curvatura média positiva é essencial no trabalho de Hijazi, Montiel e Raulot. Quando
a dimensão é igual a 3, Barbosa, de Lima e Girão forneceram um resultado similar em
(2017), onde é suficiente que a curvatura média seja limitada inferiormente por -1, tal
resultado continua válido para n ≥ 3.

Como mencionado anteriormente, em (1999), Montiel mostrou um teorema do
tipo Alexandrov para hipersuperfícies com curvatura média constante ou curvatura escalar
constante em alguns espaços pseudo-hiperbólicos. Usando técnicas espinoriais, Hijazi,
Montiel e Roldan obtiveram outra prova para o caso da curvatura média constante para
uma classe de variedades pseudo-hiperbólicas (HIJAZI, MONTIEL, e ROLDÁN, 2003).
Aqui, fornecemos uma prova para o caso da curvatura escalar constante para essas mesmas
classes de variedades pseudo-hiperbólicas, nossa prova é espinorial no sentido que usa a
desigualdade (21), que foi provada usando técnicas espinoriais.
Corolário 1.4. Seja Σ uma hipersuperfície conexa e compacta limitando um domínio em
um espaço pseudo-hiperbólico R ×exp P , onde P é uma variedade riemanniana completa
spin admitindo um espinor paralelo não trivial. Se a curvatura escalar de Σ for constante,
então a hipersuperfície é uma hiperesfera geodésica redonda (e, nesse caso P deve ser
plana) ou uma fatia {s} × P, s ∈ R.
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2 DESIGUALDADES PONDERADAS

2.1 Uma quantidade monótona ao longo do IMCF em variedades com produto

warped

Seja (Nn−1, gN) uma variedade riemanniana fechada, orientada e conexa. Se-
jam a < b números reais positivos. Considere a variedade produtoM = N× [a, b) munida
com a métrica riemanniana

g = dr2 + λ2(r)gN , (23)

onde λ : [a, b)→ R é uma função diferenciável e positiva no intervalo (a, b). Admitiremos
o caso em que {a}×N degenera à um ponto, desde que M seja uma variedade diferencial
e que a restrição de g a (a, b)×N se estenda a uma métrica riemanniana sobre M . Seja Σ

uma hipersuperfície fechada, orientada e conexa mergulhada em M . Como observado em
(BRENDLE, 2013), M \Σ possui exatamente duas componentes conexas, com uma delas
contidas em N × [a, b − δ) para algum δ > 0. Chamaremos esta componente de região
interior e a denotaremos por Ω. Também temos ∂Ω = Σ ou ∂Ω = Σ ∪ (N × {a}). Para
simplificar a notação, no primeiro caso denotamos Γ = ∅ e no segundo caso escrevemos
Γ = {a} × N . Deste modo, não importando o caso, temos ∂Ω = Σ ∪ Γ. Seja ν o
campo vetorial unitário normal a Σ apontando para fora. Além disso, sempre que Γ 6= ∅,
consideramos η como o campo vetorial unitário normal a Γ apontando para fora. O
seguinte lema é uma generalização de (1).
Lema 2.1. Seja Σ como anteriormente, então∫

Σ

λ dΣ ≥ n

∫
Ω

λ′ dΩ + λ(a)|Γ|, (24)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma fatia {r} ×N , para algum r ∈ [a, b).

Demonstração. Considere o campo vetorial Y = λ∂r em M . Denotando por div o diver-
gente com respeito a (M, g), é fácil ver que

divY = nλ′,
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onde λ′ = dr(λ). Assim, pelo teorema da divergência, temos

n

∫
Ω

λ′ dΩ =

∫
Ω

div Y dΩ

=

∫
Σ

〈Y, ν〉 dΣ +

∫
Γ

〈Y, η〉 dΓ

=

∫
Σ

λ〈∂r, ν〉 dΣ +

∫
Γ

λ〈∂r, η〉 dΓ

=

∫
Σ

λ〈∂r, ν〉 dΣ− λ(a)|Γ|

≤
∫

Σ

λ dΣ− λ(a)|Γ|,

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, 〈∂r, ν〉 ≡ 1 ao longo de Σ, o que ocorre se, e
somente se, Σ é uma fatia {r} ×N .

Seja Σ0 uma hipersuperfície estritamente média convexa emM que é dada por
um mergulho

x0 : Σ→M.

Consideramos uma família de mergulhos com variação a um parâmetro

x : [0, T ∗)× Σ→M,

que satisfazem a equação de fluxo

∂x

∂t
=

ν

H

x(0, ·) = x0,
(25)

onde, como anteriormente, ν é o campo vetorial unitário normal a hipersuperfície Σt =

x(t, ·) apontando para fora e H é a curvatura média de Σt com relação a essa escolha
de normal unitária. Se não houver confusão, denotamos a hipersuperfície mencionada
simplesmente por Σ. O fluxo (25) é o famoso fluxo pelo inverso da curvatura média
(IMCF).
Proposição 2.1. Ao longo do IMCF, as seguintes equações ocorrem:
(i) O elemento de área dΣ evolui de acordo com

∂

∂t
dΣ = dΣ; (26)

em particular, a área |Σ| evolui de acordo com

d

dt
|Σ| = |Σ|. (27)
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(ii) Para qualquer u ∈ C∞(M), a quantidade∫
Ω

u dΩ

evolui de acordo com
d

dt

(∫
Ω

u dΩ

)
=

∫
Σ

u

H
dΣ. (28)

Demonstração. A equações (26) e (27) são bem conhecidas (veja, por exemplo, (HUIS-
KEN, 1998)). A equação (28) segue da fórmula da coárea.

Proposição 2.2. Considere a evolução de Σ0 pelo IMCF. Se t ∈ [0, T ∗) é tal que λ′(t) > 0

e Σt é estritamente média convexa, então a quantidade

Q(t) = |Σt|−
n
n−1

(∫
Σt

λ dΣ−
∫

Ωt

λ′ dΩ− λ(a)

n
|∂M |

)
(29)

satisfaz Q′(t) ≤ 0. Além disso, Q′(t) = 0 se, e somente se, Σt é uma fatia {r} ×N .

Demonstração. Denote por D a conexão de Levi-Civita de (M, g). Por um lado,(∫
Σt

λ dΣ

)′
=

∫
Σt

∂λ

∂t
dΣ +

∫
Σt

λ dΣ

=

∫
Σt

λ′
〈
Dr,

∂x

∂t

〉
dΣ +

∫
Σt

λ dΣ

=

∫
Σt

λ′

H
〈Dr, ν〉 dΣ +

∫
Σt

λ dΣ

≤
∫

Σt

λ′

H
dΣ +

∫
Σt

λ dΣ

=

(∫
Ωt

λ′ dΩ

)′
+

∫
Σt

λ dΣ,

(30)

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz na linha 4 e (28) com u = λ′ na última
linha. Por outro lado, segue de (24) e (30) que(∫

Σt

λ dΣ−
∫

Ωt

λ′ dΩ− λ(a)

n
|∂M |

)′
≤
∫

Σt

λ dΣ

=
n

n− 1

(∫
Σ

λ dΣ− 1

n

∫
Σ

λ dΣ

)
≤ n

n− 1

(∫
Σ

λ dΣ−
∫

Ω

λ′ dΣ− λ(a)

n
|∂M |

)
.

Assim, de (27) temos que |Σt|′ = |Σt|. Portanto, concluímos que Q′(t) ≤ 0. Se
Q′(t) = 0, então a igualdade ocorre em (24), que implica que Σt é uma fatia {r}×N . Além
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disso, é fácil ver que se Σt é uma fatia {r} × N , então Q′(t) = 0, visto que a igualdade
ocorre em cada uma das desigualdades.

2.2 Prova dos Teoremas

Ao longo desta seção, denotamos por {Σt} a família de hipersuperfície obtidas
pelo IMCF iniciando em Σ.

2.2.1 O espaço euclidiano como o espaço ambiente

Iremos considerar o seguinte modelo para Rn: a variedade diferenciável (0,∞)×
Sn−1 munido da métrica

g = dr2 + r2h.

O IMCF iniciando com uma hipersuperfície estrelada e estritamente média
convexa em Rn foi estudado por Gerhardt em (1990) e por Urbas em (1990).
Teorema 2.1 (Gerhardt 1990 e Urbas 1990). Seja Σ uma hipersuperfície, fechada
em Rn com curvatura média positiva, dada por um mergulho suave X0 : Sn−1 → Rn.
Suponha que Σ é estrelada com relação ao ponto P . Então, o problema de valor inicial

∂X

∂t
=

1

H
ν

X(·, 0) =X0(·)
(31)

admite uma única solução X : Sn−1 × [0,∞) → Rn, onde ν é o vetor unitário normal a
Σt = X(Sn−1, t) e H é a curvatura média de Σt. Além disso, Σt é estrela em relação a P
e a hipersuperfície reescalada Σ̃t, parametrizada por X̃(·, t) = e−

t
n−1X(·, t), converge para

uma esfera centrada em P na topologia C∞ quando t→∞.

Prova do Teorema 1.1. Considere λ = r em (29). Nesse caso, visto que λ(0) = 0, temos
que a quantidade

Q(t) = |Σt|−
n
n−1

(∫
Σt

r dΣ− Vol(Ωt)

)
é monótona não-crescente. O próximo passo é mostrar que

lim
t→∞

Q(t) ≥ n− 1

n

(
1

ωn−1

) 1
n−1

. (32)

Visto que a desigualdade que queremos mostrar é invariante por reescalonamento e, pelo
Teorema 2.1, o IMCF reescalado converge para uma esfera, a fim de mostrar (32) precisa-
mos apenas mostrar que a desigualdade ocorre se Σ é uma esfera. Isto segue de (24) e o fato

que a igualdade ocorre na desigualdade isoperimétrica. Assim, Q(0) ≥ n−1
n

(
1

ωn−1

) 1
n−1 ,

que é uma reescrita de (6).



23

Se Σ é uma esfera centrada na origem, um cálculo direto mostra que a igualdade
ocorre em (6).

Se a igualdade ocorre em (6), então Q(0) = n−1
n

(
1

ωn−1

) 1
n−1 . Aplicando (6)

à Σt encontramos, por um lado, que Q(t) ≥ n−1
n
ω

1
n−1

n−1 , para todo t. Por outro lado, da

monotonicidade de Q(t), temos que Q(t) ≤ Q(0) = n−1
n

(
1

ωn−1

) 1
n−1 , para todo t. Assim,

obtemos

Q(t) =
n− 1

n

(
1

ωn−1

) 1
n−1

, ∀t.

Em particular, Q′(0) = 0, que, pela Proposição 2.2, ocorre se, e somente se, Σ é uma
fatia, que nesse caso significa uma esfera centrada na origem.

Prova do Corolário 1.1. Pela desigualdade de Hölder(∫
Σ

r dΣ

)2

≤
(∫

Σ

r2 dΣ

)
|Σ|, (33)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, r é constante, isto é, se e somente se Σ é uma
esfera centrada na origem. Combinando (33) e (6) obtemos

∫
Σ

r2 dΣ ≥ 1

|Σ|

(
n− 1

n
ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

+ Vol(Ω)

)2

, (34)

que é, a menos de escrita, (8).
Se Σ é uma esfera centrada na origem, então é imediato verificar que a igual-

dade ocorre em (8).
Se a igualdade ocorre em (8), então também ocorre em (33), que implica que

Σ é uma esfera centrada na origem.

Prova do Teorema 1.4. Em (KWONG e MIAO, 2014), usando o IMCF, Kwong e Miao
obtiveram a seguinte desigualdade:

d

dt

(∫
Σt

r2H dΣ

)
≤ 2nVol(Ωt) +

n− 2

n− 1

∫
Σt

r2H dΣ. (35)

Esta desigualdade é crucial na prova de (2). Considere a quantidade

E(Σ) = |Σ|−
n
n−1

∫
Σ

r2H dΣ (36)

A função E definida por
E(t) = E(Σt)
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satisfaz
E ′(t) ≤ 0, ∀t.

De fato,

E ′(t) =
1

|Σ|
2n
n−1

[
d

dt

(∫
Σt

r2H dΣ

)
|Σ|

n
n−1 −

(∫
Σt

r2H dΣ

)
n

n− 1
|Σ|

n
n−1

]
=

1

|Σ|
n
n−1

[
d

dt

(∫
Σt

r2H dΣ

)
− n

n− 1

∫
Σt

r2H dΣ

]
≤ 1

|Σ|
n
n−1

(
2nVol(Ωt) +

n− 2

n− 1

∫
Σt

r2H dΣ− n

n− 1

∫
Σt

r2H dΣ

)
=

2

|Σ|
n
n−1

(
nVol(Ωt)−

1

n− 1

∫
Σt

r2H dΣ

)
≤ 0,

onde usamos (35) na linha 3 e (2) na linha 5. Além disso, E(t) é constante se, e somente
se, a igualdade ocorre em (35) e (2) para todo t, que ocorre se, e somente se, Σt é uma
esfera geodésica centrada na origem para todo t.

Observe que, em uma esfera redonda, o valor de E é pelo menos

n− 1

(ωn−1)
1

n−1

.

Isto segue de (2) e do fato que, em uma esfera redonda, a igualdade acontece na desigual-
dade isoperimétrica.

Agora, usando a invariância por reescalonamento de (36) e que o IMCF nor-
malizado converge para uma esfera redonda, temos

lim
t→∞

E(t) ≥ n− 1

(ωn−1)
1

n−1

.

Visto que E(t) é monótona não-crescente, obtemos E(0) ≥ E(t) para todo t. Portanto,

E(0) ≥ n− 1

(ωn−1)
1

n−1

,

que é, a menos de escrita, (20).
Se Σ é uma esfera centrada na origem, é simples verificar que a igualdade

ocorre em (20).
Suponha que a igualdade ocorre em (20), isto é, suponha que E(0) = 0. Por

um lado, aplicando (20) à Σt, encontramos

E(t) ≥ n− 1

(ωn−1)
1

n−1

,
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para todo t. Por outro lado, usando a monotonicidade de E, encontramos

E(t) ≤ E(0) =
n− 1

(ωn−1)
1

n−1

,

para todo t. Portanto,

E(t) =
n− 1

(ωn−1)
1

n−1

,

para todo t. Assim, E(t) é constante e, como explicado anteriormente, isto implica que
cada Σt é uma esfera centrada na origem, para cada t. Em particular, Σ = Σ0 é uma
esfera centrada na origem.

2.2.2 A esfera como o espaço ambiente

Considere a esfera Sn de dimensão n, com n ≥ 3. Fixemos uma origem O ∈ Sn.
Iremos considerar o modelo para Sn dado por (0, π)× Sn−1 munido da métrica

dr2 + sen2(r)h,

onde h é a métrica da esfera unitária Sn−1 e r é a distância geodésica para a origem.

Prova do Teorema 1.2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que x(Σ) é a origem,
visto que isso pode sempre ser feito apenas aplicando em Σ uma isometria de Sn. Nesse
caso, a desigualdade (10) assume o seguinte formato:

∫
Σ

sen r ≥
∫

Ω

cos r +
n− 1

n
ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

. (37)

Considere λ = sen r em (29). Assim como no caso euclidiano, λ(0) = 0.
Portanto, temos que

Q(t) = |Σt|−
n
n−1

(∫
Σt

sen r dΣ−
∫

Ωt

cos r dΩ

)
é monótona não-crescente.

Foi provado em (MAKOWSKI e SCHEUER, 2016) que o IMCF é suave em um
intervalo [0, T ∗), com Σt convergindo para um equador EΣ, quando t → T ∗. O próximo
passo é mostrar que

lim
t→T ∗

Q(t) =
n− 1

n

(
1

ωn−1

) 1
n−1

.

De fato, visto que Σt converge para um equador, temos

lim
t→T ∗

|Σt| = ωn−1, lim
t→T ∗

∫
Σt

sen r dΣ = ωn−1, lim
t→T ∗

∫
Ωt

cos r dΩ =
ωn−1

n
.



26

Assim,

lim
t→T ∗

Q(t) = (ωn−1)−
n
n−1

(
ωn−1 −

ωn−1

n

)
=
n− 1

n

(
1

ωn−1

) 1
n−1

.

Da monotonicidade de Q(t), temos

Q(0) ≥ Q(t),

para todo t ∈ [0, T ∗). Aplicando o limite quando t→ T ∗ obtemos

Q(0) ≥ n− 1

n

(
1

ωn−1

) 1
n−1

,

que, a menos de escrita, é (37).
Se Σ é uma esfera geodésica centrada na origem, é simples verificar a igualdade

em (37).

Se a igualdade ocorre em (37), então Q(0) = n−1
n

(
1

ωn−1

) 1
n−1 . Aplicando (37)

à Σt encontramos, por um lado, que Q(t) ≥ n−1
n

(
1

ωn−1

) 1
n−1 , para todo t ∈ [0, T ∗). Por

outro lado, da monotonicidade de Q(t), temos que Q(t) ≤ Q(0) = n−1
n

(
1

ωn−1

) 1
n−1 , para

todo t ∈ [0, T ∗). Assim, obtemos

Q(t) =
n− 1

n

(
1

ωn−1

) 1
n−1

, ∀t ∈ [0, T ∗).

Em particular, Q′(0) = 0, que, pela Proposição 2.2, ocorre se, e somente se, Σ é uma
fatia, que nesse caso implica em uma esfera geodésica centrada na origem.

2.2.3 O espaço Reissner-Nordström-AdS como o espaço ambiente

Seja Σ uma hipersuperfície estrelada e estritamente média convexa em M . Foi
provado em (WANG, 2015) e mais recentemente em (CHEN, LI, e ZHOU, 2017) que a
solução do fluxo pelo inverso da curvatura média é suave e definido em [0,∞).

O seguinte lema descreve o comportamento assintótico de várias quantidades
geométricas.
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Lema 2.2. Seja g a métrica induzida em Σ. O seguinte comportamento assintótico ocorre:

λ = O(e
1

n−1
t), (38)√

detg = λn−1
√

detgN

(
1 +O(e−

2
n−1

t),
)

(39)

|Σ| =
(∫

N

λn−1dN

)(
1 +O

(
e−

2
n−1

t
))

, (40)∫
Σ

λ dΣ =

(∫
N

λndN

)(
1 +O

(
e−

2
n−1

t
))

e (41)

|Σ|
n
n−1 =

(∫
N

λn−1dN

) n
n−1 (

1 +O
(
e−

2
n−1

t
))

. (42)

Demonstração. As identidades (38) e (39) estão provadas em (CHEN, LI, e ZHOU, 2017,
veja o Lema 3.1 e o Lema 4.1, respectivamente). Para obter (40), basta integrar (39).
Para obter (41), multiplique (39) por λ, depois integre. Resta mostrar (42). Denote por
A a quantidade

|Σ|∫
N

λn−1dN

.

De (40) temos A = 1 + α, com α = O(e−
2

n−1
t).

Agora, considere a função f(x) = x
n
n−1 . Visto que f é diferenciável, temos

f(1 + α)− f(1)− f ′(1) · α = o(α).

Portanto,
A

n
n−1 = 1 +O(e−

2
n−1

t).

Assim, obtemos (42).

Prova do Teorema 1.3. Considere λ definido por (15). Temos que λ(r(s0)) = s0 e λ′(r(s0)) =

0. Assim, (29) dada por

Q(t) = |Σt|−
n
n−1

(∫
Σt

λ dΣ−
∫

Ωt

λ′ dΩ− s0

n
|∂M |

)
é monótona crescente. Iremos mostrar que

lim
t→∞

Q(t) ≥ n− 1

n

(
1

ϑn−1

) 1
n−1

. (43)

Por (24) temos ∫
Σ

λ dΣ−
∫

Ω

λ′ dΩ− s0

n
|∂M | ≥ n− 1

n

∫
Σ

λ dΣ.



28

Assim, para mostrar (43), é suficiente mostrar que

lim inf

∫
Σ

λ dΣ

|Σt|
n
n−1

≥
(

1

ϑn−1

) 1
n−1

. (44)

De (41) e (42) temos

lim inf

∫
Σ

λ dΣ

|Σt|
n
n−1

= lim inf

∫
N
λndN(∫

N
λn−1dN

) n
n−1

. (45)

Mas a desigualdade de Hölder nos fornece

(ϑn−1)
1

n−1

∫
N

λndN ≥
(∫

N

λn−1dN

) n
n−1

, (46)

que implica (44). Isso prova a desigualdade (16).
Se Σ = {s} × N , para algum s ∈ [s0,∞), uma conta direta mostra que a

igualdade corre em (16).

Se a igualdade ocorre em (16), então Q(0) = n−1
n

(
1

ϑn−1

) 1
n−1 . Aplicando (16) à

Σt, obtemos, por um lado, que Q(t) ≥ n−1
n

(
1

ϑn−1

) 1
n−1 , para todo t. Por por outro lado, da

monotonicidade de Q(t), temos que Q(t) ≤ Q(0) = n−1
n

(
1

ϑn−1

) 1
n−1 , para todo t. Assim,

obtemos

Q(t) =
n− 1

n

(
1

ϑn−1

) 1
n−1

, ∀t.

Em particular, Q′(0) = 0, que, pela Proposição 2.2, ocorre se, e somente se, Σ é uma
fatia.

2.3 Uma superfície com momento polar de inércia pequeno

O objetivo desta seção é construir uma superfície estrelada e estritamente
média convexa Γ in R3 tal que

|Γ|−2

∫
Γ

r2 dΓ <
1

ω2

,

fornecendo um contraexemplo para (3) quando n = 3.
Nossa construção é inspirada em exemplos de curvas com largura constante
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devido a Fillmore (1969). Nosso exemplo é obtido através da rotação da curva{
x = (cos 3t+ 9)sen t− 3sen 3t cos t

y = (cos 3t+ 9) cos t+ 3sen 3tsen t
, 0 ≤ t ≤ 2π.

ao redor do eixo y.

Figura 1 – Curva geratriz e superfície gerada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tal superfície é analítica e descrita por
x = [(cos 3t+ 9)sen t− 3sen 3t cos t] cos s

y = [(cos 3t+ 9)sen t− 3sen 3t cos t]sen s

z = (cos 3t+ 9) cos t+ 3sen 3tsen t.

, 0 ≤ t ≤ π and 0 ≤ s ≤ 2π.

Após algumas contas obtemos

|Γ|2 =
122855056π2

1225

e ∫
Γ

r2 dΣ =
124744936π

5005
.

Assim,

|Γ|−2

∫
Γ

r2 dΓ =
545759095

2196034126π
<

1

4π
=

1

ω2

.

Denotando por κ1 e κ2 as curvaturas principais da superfície Γ, temos

κ1 =
1√

(9− 8 cos(3t))2
e κ2 =

8 cos(3t)− 9

(8 cos3(t)− 9)
√

(9− 8 cos(3t))2
.
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Não é difícil ver que
1

17
≤ κ1, κ2 ≤ 1.

Assim, Γ é estritamente convexa.

2.4 Contraexemplo para a conjectura de Ge,Wang,Wu

Usando o fluxo pelo inverso da curvatura média, de Lima e Girão provaram
em (2016) a seguinte desigualdade do tipo Alexandrov-Fenchel para hipersuperfícies Σ

compactas estreladas e estritamente média convexas do espaço hiperbólico:

∫
Σ

V H dΣ ≥ (n− 1)ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
, (47)

onde V : Hn → R é a função dada por V (r) = cosh(r), H é a curvatura média de Σ, ωn−1

é a área de Sn−1 e |Σ| é a área de Σ. Ademais, a igualdade em (47) ocorre se, e somente
se, Σ é uma esfera geodésica centrada na origem. Quando Σ é horoesférica convexa, em
(GE, WANG, e WU, 2015) os autores estenderam a desigualdade (47) para:

∫
Σ

V H2k+1 dΣ ≥ ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) n
(k+1)(n−1)

+

(
|Σ|
ωn−1

) n−2k−2
(k+1)(n−1)

]k+1

, (48)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na origem. A
prova da desigualdade é feita por indução, onde o caso inicial é a desigualdade (47). Ao
final do artigo os autores conjecturaram a desigualdade (48) é válida não somente para o
caso ímpar, mas que o caso par também é válido para todo Hk, dessa forma:

∫
Σ

V Hk dΣ ≥ ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2n
(k+1)(n−1)

+

(
|Σ|
ωn−1

) 2(n−k−1)
(k+1)(n−1)

] k+1
2

,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na origem.
Para provar o caso par, basta utilizar o passo indutivo iniciando do caso k = 0. Assim, é
suficiente provar a seguinte desigualdade:
Conjectura 2.1 (Ge, Wang, Wu 2015). Seja Σ ⊂ Hn uma hipersuperfície horoesférica
convexa. Então ∫

Σ

V dΣ ≥ ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

. (49)

Se a igualdade ocorre, então Σ é uma esfera geodésica centrada na origem.
Usando a superfície construída na seção 2.3, mostraremos que existe uma hi-

persuperfície horoesférica convexa de modo que o fator do lado esquerdo de (49) é estri-
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tamente menor que o fator do lado direito, mostrando que a conjectura é falsa, ao menos
quando n = 3. Acreditamos que construções similares podem ser realizadas quando n ≥ 4.

Consideraremos nessa seção o modelo de Poincaré para o espaço hiperbólico:
a variedade diferenciável Bn = {x ∈ R} munido da métrica ĝ = φ2δ, onde φ = 2/(1−|x|2)

e δ é a métrica do espaço euclidiano. Nesse modelo, a função V é dada por

V =
1 + |x|2

1− |x|2
.

A partir de (49), definimos a quantidade P(Σ) por

P(Σ) :=

(
ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

)−2 [
O2 − |Σ|2

]
,

onde |Σ| é a área de Σ ⊂ Bn e O(Σ) =

∫
Σ

V dΣ. Note que a conjectura seria verdadeira

se P(Σ) ≥ 1.
Por outro lado, para uma hipersuperfície Σ ⊂ Rn, definimos a quantidade

Q(Σ) por

Q(Σ) :=

∫
Σ
|x|2 dΣδ

ωn−1

(
|Σ|δ
ωn−1

)n+1
n−1

,

onde dΣδ denota a medida de Σ na métrica plana canônica de (Rn, δ).
Usando o fluxo pela função suporte (veja PINHEIRO, 2018 para mais detalhes

sobre a definição e comportamento desse fluxo), é mostrado que

lim
t→∞
P(Σt) = Q(Σ0),

onde Σ0 é estrelada e estritamente média convexa. Além disso, quando n = 3 a superfície
Γ construída na seção anterior satisfaz Q(Γ) < 1.

Considere Γ0 ⊂ B3 tal que Γ0, vista como uma superfície mergulhada no espaço
euclidiano, é estritamente convexa e satisfaz Q(Γ0) < 1, para construir tal superfície
basta realizar um reescalonamento da superfície Γ obtida na seção 2.3 e observar que a
quantidade Q é invariante por reescalonamento. Como

lim
t→∞
P(Γt) = Q(Γ0) < 1,

existe t0 > 0 tal que
P(Γt) < 1, ∀t ≥ t0.

Afirmação 1. Para todo t suficientemente grande, a superfície Γt é horoesférica convexa.
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Sejam B̂ a segunda forma fundamental de Γ ⊂ (B3, ĝ) e B a segunda forma fun-
damental de Γ ⊂ (B3, δ). Desse modo, visto que ĝ é conforme a δ, as formas fundamentais
satisfazem a relação

B̂ = φ(B + φ−1ξ(φ)δ),

onde ξ é o vetor normal unitário de Γ apontando para fora. É direto verificar que ξ(φ) =

φ2δ(ξ,X), onde X é o vetor posição da imersão. Assim,

B̂ = φB + φδ(ξ,X)δ.

Aplicando a igualdade anterior em um campo V não nulo e observando que em particular
Γ é estrelada, obtemos

B̂(V, V ) = φB(V, V ) + φδ(ξ,X)δ(V, V ) > φB(V, V ).

Logo,

B̂(V, V )

ĝ(V, V )
>
φB(V, V )

φ2δ(V, V )
= φ−1B(V, V )

δ(V, V )
.

Agora, denotando por B̂t, Bt e φt, respectivamente, a versão da segunda forma fundamen-
tal de Γt ⊂ (B3, ĝ), da segunda forma fundamental de Γt ⊂ (B3, δ) e do fator conforme da
métrica euclidiana ao longo do fluxo pela função suporte, temos que

B̂t(V, V )

ĝt(V, V )
> φ−1

t

Bt(V, V )

δt(V, V )
,

onde φt(x) =
2

1− |e−tx|2
, Bt(V, V ) = e−tB(V, V ) e δt = e−2tδ. Por outro lado, visto que

Γ0 é estritamente convexo, existe C > 0 tal que B(V, V ) ≥ Cδ(V, V ), logo:

B̂t(V, V )

ĝt(V, V )
> C

et − e−t|x|2

2
.

Portanto, para t suficientemente grande obtemos

B̂t(V, V ) ≥ ĝt(V, V ).

Logo, Γt é horoesférica convexa.
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3 ABORDAGEMESPINORIAL EMVARIEDADES PSEUDO-HIPERBÓLICAS

3.1 Hipersuperfícies em variedades spin

Nesta seção, relembramos algumas definições e propriedades da geometria
spin para hipersuperfícies mergulhadas em uma variedade spin, assim como é feito em
(HIJAZI, MONTIEL, e RAULOT, 2015).

Seja (M, 〈 , 〉) uma variedade riemanniana spin de dimensão n + 1. Fixamos
uma estrutura spin e denotamos por SM o respectivo fibrado espinorial. Usaremos a
notação ∇ para denotar simultaneamente a conexão de Levi-Civita de (M, 〈 , 〉) e seu
levantamento para SM , além disso, denotaremos por γ : C`(M)→ EndC(SM) a multipli-
cação de Clifford. Sobre o fibrado espinorial SM existe uma estrutura natural de produto
hermitiano (veja LAWSON e MICHELSOHN, 1989) denotada, assim como a métrica ri-
emanniana em M , por 〈 , 〉. A conexão de Levi-Civita espinorial e o produto hermitiano
são compatíveis com a multiplicação de Clifford e compatíveis entre si, isto é, para todo
X, Y ∈ Γ(TM) e quaisquer ψ, ϕ ∈ Γ(SM) as seguintes identidades são válidas:

X〈ψ, ϕ〉 = 〈∇Xψ, ϕ〉+ 〈ψ,∇Xϕ〉; (50)

〈γ(X)ψ, ϕ〉 = −〈ψ, γ(X)ϕ〉; (51)

∇X (γ(Y )ψ) = γ(∇XY )ψ + γ(Y )∇Xψ. (52)

Além disso, o operador de Dirac D sobre SM é localmente dado por

D =
n+1∑
i=1

γ(ei)∇ei , (53)

onde {e1, . . . , en+1} é um referencial local ortonormal de TM .
Considere uma hipersuperfície orientada Σ imersa em M . A métrica rieman-

niana de M induz uma métrica riemanniana sobre Σ, também denotada por 〈 , 〉, cuja
conexão de Levi-Civita ∇Σ satisfaz a fórmula de Gauss

∇Σ
XY = ∇XY − 〈A(X), Y 〉N, (54)

onde X, Y são campos vetoriais tangentes à hipersuperfície Σ, o campo vetorial N é o
campo vetorial unitário normal à Σ que aponta para dentro, e A é o operador forma com
respeito a N , isto é,

∇XN = −AX, ∀X ∈ Γ(TΣ).

Visto que o fibrado normal de Σ é trivial, a hipersuperfície Σ herda uma es-
trutura espinorial da estrutura espinorial da variedade ambiente M . Assim, Σ possui
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um fibrado espinorial hermitiano SΣ no mesmo sentido de (LAWSON e MICHELSOHN,
1989), isto é, um fibrado de Dirac. Denotaremos por γΣ e DΣ, respectivamente, a mul-
tiplicação de Clifford e o operador de Dirac sobre Σ. Chamaremos tal fibrado espinorial
de fibrado espinorial intrínseco. Iremos comparar o fibrado espinorial intrínseco SΣ com
a restrição S/Σ = SM |Σ. Este fibrado é isomorfo à SΣ ou SΣ ⊕ SΣ conforme a dimensão
n de Σ seja par ou ímpar (BÄR, 1998; MOREL, 2001). Visto que a álgebra de Clifford
de dimensão n é a parte par da álgebra de Clifford de dimensão n+ 1, a multiplicação de
Clifford γ/ : C`(Σ)→ EndC(S/Σ) é dada por

γ/(X)ψ = γ(X)γ(N)ψ, (55)

para todo ψ ∈ Γ(SΣ) e qualquer X ∈ Γ(TΣ). Considere sobre S/Σ a métrica Hermiti-
ana 〈 , 〉 induzida da métrica Hermitiana de SM . Tal métrica satisfaz a condição de
compatibilidade (51) se considerarmos em Σ a métrica riemanniana induzida de M e a
multiplicação de Clifford γ/ definida por (55). A fórmula de Gauss (54) implica que a
conexão spin ∇/ sobre S/Σ é dada pela seguinte fórmula de Gauss espinorial

∇/Xψ = ∇Xψ −
1

2
γ/(AX)ψ (56)

para todo ψ ∈ Γ(S/Σ) e todo X ∈ Γ(TΣ). Observe que as condições de compatibilidade
(50), (51) e (52) são satisfeitas por (S/Σ, γ/, 〈 , 〉,∇/ ).

O operador de Dirac extrínseco D/ = γ/◦∇/ sobre Σ define um operador elíptico
de primeira ordem agindo sobre seções de SΣ. Por (56), para qualquer campo espinorial
ψ ∈ Γ(SΣ) temos

D/ψ =
n∑
i=1

γ/(ei)∇/ eiψ =
n

2
Hψ − γ(N)

n∑
i=1

γ(ei)∇eiψ, (57)

e
D/ (γ(N)ψ) = −γ(N)D/ψ, (58)

onde {e1, . . . , en} é um referencial local ortonormal de TΣ e H = 1
n
traceA é a cur-

vatura média de Σ em M . Assim, obtemos em Σ uma estrutura espinorial intrínseca
(SΣ,∇Σ, γΣ, DΣ) e uma estrutura extrínseca (S/Σ,∇/ , γ/,D/ ). A dimensão de Σ exerce um
papel importante no isomorfismo de tais estruturas. De fato, se n é par, então

(S/Σ,∇/ , γ/,D/ ) ≡ (SΣ,∇Σ, γΣ, DΣ) (59)

e, se n é ímpar, então

(S/Σ,∇/ , γ/,D/ ) ≡ (SΣ⊕ SΣ,∇Σ ⊕∇Σ, γΣ ⊕−γΣ, DΣ ⊕−DΣ). (60)
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Agora, relembramos a definição de operador de quiralidade. Um operador
de quiralidade ω sobre um fibrado de Dirac (EM,γ,∇, 〈 , 〉) é um endomorfismo ω :

Γ(EM)→ Γ(EM) tal que

ω2 = IdEM , 〈ωψ, ωϕ〉 = 〈ψ, ϕ〉, (61)

ω(γ(X)ψ) = −γ(X)ωψ, ∇X(ωψ) = ω(∇Xψ), (62)

para todo X ∈ Γ(TM) e todo ψ, ϕ ∈ Γ(EM).
Iremos agora construir um novo fibrado de Dirac com um operador de quira-

lidade. Considere o fibrado vetorial

EM :=

{
SM se n+ 1 é par,
SM ⊕ SM se n+ 1 é ímpar,

munido com uma multiplicação de Clifford γ definido por

γ =

{
γ se n+ 1 é par,
γ ⊕−γ se n+ 1 é ímpar,

e uma conexão de Levi-Civita

∇ =

{
∇ se n+ 1 é par,
∇⊕∇ se n+ 1 é ímpar.

Além disso, 〈 , 〉 denota o produto escalar hermitiano dado por 〈 , 〉M para n ímpar e por

〈Ψ,Φ〉 := 〈ψ1, ϕ1〉M + 〈ψ2, ϕ2〉M

para n par, para todo Ψ = (ψ1, ψ2), Φ = (ϕ1, ϕ2) ∈ Γ(EM).
Uma verificação simples nos mostra que (EM,∇, γ) é um fibrado de Dirac no

sentido de (LAWSON e MICHELSOHN, 1989). O operador do tipo Dirac agindo em
seções de EM e definido por D := γ ◦ ∇ é explicitamente dado por

D =

{
D se n+ 1 é par,
D ⊕−D se n+ 1 é ímpar.

Assim como foi feito em (HIJAZI, MONTIEL, e RAULOT, 2015), iremos
examinar este fibrado e sua restrição (E/,∇/ , γ/) a Σ.

Se n + 1 é par, o operador ω := γ(ωC
n+1) define um operador de quiralidade

em SM , onde ωC
n+1 = i[

n+2
2 ]e1 · . . . · en+1 é o elemento de volume complexo. Além disso, o
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fibrado espinorial admite a decomposição

EM = SM = S+M ⊕ S−M,

onde S±M são os autoespaços de autovalores ±1 do endomorfismo ω. Por outro lado, o
fibrado espinorial restrito

E/ := EM|Σ = SM |Σ = S/Σ

pode ser identificado com os dados intrínsecos de Σ assim como em (60).
Se (n+ 1) é ímpar, EM = SM ⊕ SM e a aplicação

ω : Γ(EM) −→ Γ(EM)(
ψ1

ψ2

)
7−→

(
ψ2

ψ1

)
,

satisfaz as propriedades (61) e (62), de modo que ele define um operador de quiralidade
sobre EM . A restrição de EM a Σ é dada por

E/ := EM|Σ = S/Σ⊕ S/Σ

e pode ser identificada com as cópias do fibrado espinorial intrínseco de Σ assim com em
(59).

O operador de Dirac extrínseco agindo sobre as seções de E/ é definido por D/ :=

γ/◦∇/ . Definimos os operadores do tipo Dirac modificados sobre EM e E/, respectivamente,
por

D± := D ∓ n+ 1

2
i IdEM (63)

e
D/ ± := D/ ± n

2
iγ(N) IdE/. (64)

Se M admite um campo espinorial de Killing imaginário ψ± ∈ Γ(EM) com número de
Killing ± i

2
, isto é,

∇Xψ± = ± i
2
γ(X)ψ±,

para todo X ∈ Γ(TM), podemos mostrar que

D∓ψ± = 0 and D/ ∓ψ± =
nH

2
ψ±. (65)

A discussão anterior pode ser sintetizada na seguinte proposição (veja HIJAZI, MON-
TIEL, e RAULOT, 2015):
Proposição 3.1 (Hijazi, Montiel e Raulot 2015). O fibrado (EM,γ,∇) é um fibrado
de Dirac munido com um operador de quiralidade ω cujo operador do tipo Dirac associado
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D := γ ◦∇ é um operador elíptico de primeira ordem. A tripla restrição (E/, γ/,∇/ ) também
é um fibrado de Dirac no qual a fórmula de Gauss espinorial

∇/Xψ = ∇Xψ −
1

2
γ/(AX)ψ (66)

vale para todo ψ ∈ Γ(E/) e X ∈ Γ(TΣ), e tal que

D/ψ =
n

2
Hψ − γ(N)Dψ −∇Nψ (67)

e
D/ (γ(N)ψ) = −γ(N)D/ψ, (68)

onde D/ := γ/ ◦ ∇/ é o operador do tipo Dirac extrínseco sobre E/. Ademais, os operadores
do tipo Dirac

D/ ± := D/ ± n

2
iγ(N)IdE/

são operadores diferenciais de primeira ordem que dependem somente das estruturas rie-
mannianas e espinoriais de Σ.

Agora, considere o operador

G := γ(N)ω : Γ(E/)→ Γ(E/).

Este endomorfismo é uma involução autoadjunta em relação ao produto hermitiano 〈 , 〉
definido pontualmente, onde ω é o operador de quiralidade sobre EM . Tal endomorfismo
induz uma decomposição ortogonal de E/:

E/ = V+ ⊕ V−, (69)

onde V± são os autosubfibrados sobre Σ correspondendo aos autovalores ±1 de G. Por-
tanto, definimos as projeções associadas sobre V±:

P± : L2(EM) −→ L2(V±)

ψ 7−→ P±ψ := 1
2
(IdEM ± γ(N)ω)ψ,

(70)

onde L2(EM) e L2(V±) denotam, respectivamente, os espaços das seções L2-integráveis
de EM e V±. As projeções P± são ortogonais entre si e são autoadjuntas com relação ao
produto hermitiano 〈 , 〉 definido pontualmente. Além disso, podemos verificar que

D/ +P± = P∓D/ +. (71)

Encerramos esta seção enunciando o seguinte resultado, devido a Hijazi, Mon-
tiel e Raulot, que será o principal ingrediente na prova do Teorema 1.5.
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Teorema 3.1. Seja Ω uma variedade riemanniana spin compacta e conexa com bordo
suave Σ. Admita que a curvatura escalar de Ω satisfaz R ≥ −n(n + 1)k2 para algum
k > 0 e a curvatura média H de Σ seja positiva. Então, para todo Φ ∈ Γ(E/), temos∫

Σ

(
1

H
|D/ +Φ|2 − n2

4
H|Φ|2

)
dΣ ≥ 0. (72)

Além disso, a igualdade ocorre para Φ ∈ Γ(E/) se, e somente se, existem dois campos
espinoriais de Killing imaginários Ψ+,Ψ− ∈ Γ(E/) com número de Killing −(i/2) tais que
P+Ψ+ = P+Φ e P−Ψ− = P−Φ.

Veja também a Proposição 2.3 de (BARBOSA, DE LIMA, e GIRÃO, 2017)

3.2 Prova do Teorema 1.5

Nesta seção iremos apresentar a prova do Teorema 1.5.

Demonstração. Suponha que H > 0 em Σ. Seja ψ um campo espinorial de Killing
imaginário com número de Killing i/2 em Ω, tal que V = |ψ|2 (veja BAUM, 1989).
Considere o campo espinorial ϕ = ψ|Σ em Σ; tal que ϕ, temos

D/ϕ =
nH

2
ψ − γ(N)

n∑
i=1

γ(ei)∇eiψ

=
nH

2
ϕ+

in

2
γ(N)ψ,

e
D/ +ϕ =

nH

2
ϕ+ inγ(N)ψ.

Portanto,

|D/ +ϕ|2 =
n2H2

4
|ϕ|2 + n2|ψ|2 + n2H<〈iγ(N)ψ, ψ〉.

Logo, obtemos∫
Σ

1

H
|D/ +ϕ|2 dΣ =

∫
Σ

n2H

4
|ϕ|2 dΣ + n2

(∫
Σ

|ψ|2

H
dΣ +

∫
Σ

<〈iγ(N)ψ, ψ〉 dΣ

)
.

Agora, aplicando (72) obtemos∫
Σ

|ψ|2

H
dΣ +

∫
Σ

<〈iγ(N)ψ, ψ〉 dΣ ≥ 0. (73)

Por outro lado, temos
〈∇V,N〉 = <〈iγ(N)ψ, ψ〉. (74)
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De fato, sabendo que ∇Xψ = i
2
γ(X)ψ, para todo X ∈ Γ(TM), temos

〈∇V,N〉 = N |ψ|2

= 〈∇Nψ, ψ〉+ 〈ψ,∇Nψ〉

= 2<〈∇Nψ, ψ〉

= <〈iγ(N)ψ, ψ〉.

Assim, substituindo (74) em (73) e lembrando que V = |ψ|2, obtemos∫
Σ

V

H
dΣ +

∫
Σ

〈∇V,N〉 dΣ ≥ 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, temos a igualdade em (72). Nesse caso,
existem dois campos espinoriais de Killing imaginários Ψ+,Ψ− ∈ Γ(E/) com número de
Killing −(i/2) tais que P+Ψ+ = P+ϕ e P−Ψ− = P−ϕ sobre Σ. Então, ϕ = P+Ψ++P−Ψ−,
assim

D/ +ϕ = D/ +(P+Ψ+) +D/ +(P−Ψ−)

= P−(D/ +Ψ+) + P+(D/ +Ψ−)

=
nH

2
(P−Ψ+ + P+Ψ−).

Deduzimos que
2

nH
D/ +ϕ+ ϕ = Ψ+ + Ψ− = Ψ̃,

isto é
2

nH

(
nH

2
ψ + inγ(N)ψ

)
+ ψ = Ψ̃,

logo

ψ +
iγ(N)

H
ψ =

1

2
Ψ̃.

O campo espinorial Ψ̃ é de Killing imaginário visto que Ψ+ e Ψ− são Killing imaginários,
além disso Ψ̃ tem número de Killing −i/2, assim o campo espinorial

ψ +
iγ(N)

H
ψ

é uma restrição de um campo espinorial de Killing imaginário com número de Killing
−i/2, portanto, para todo X ∈ Γ(TΣ):

Hγ(X)ψ − γ(AX)ψ − 1

H
X(H)γ(N)ψ = 0.

Agora, escolha X = Xi ∈ Γ(Σ), onde Xi são as direções principais de curvaturas de
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Σ, cujas curvaturas principais associadas são λi. Aplicando o produto escalar na última
igualdade com γ(Xi)ψ, obtemos

H|Xi|2|ψ|2 − λi|Xi|2|ψ|2 = 0.

Visto que |ψ|2 = V ≥ 1 e em cada ponto p ∈ Σ podemos escolher uma base (X1, . . . , Xn)

de TpΣ tal que Xi é uma direção principal de curvatura, temos que λi = H sobre Σ para
todo i ∈ {1, . . . , n}, assim

A = H Id.

Portanto, Σ é totalmente umbílica.

3.3 Prova do Corolário 1.3

Agora, iremos exibir a demonstração do Corolário 1.3.

Demonstração. Seja ψ um espinor de Killing imaginário com número de Killing i/2 ( após
um reescalonamento da métrica). Assim, para cada X ∈ Γ(TM) temos

∇Xψ =
i

2
γ(X)ψ. (75)

Considerando V = |ψ|2, podemos verificar a partir de (75) que V satisfaz

HessV = V 〈 , 〉. (76)

Portanto, tomando o traço em (76), obtemos

∆V = (n+ 1)V.

Integrando essa equação no domínio compacto Ω e aplicando o teorema da divergência,
de (21) obtemos (22).

Agora, se a igualdade ocorre em (22), pelo Teorema 1.5, Σ deve ser totalmente
umbílica.

Em particular, quando P = Rn, a variedade M é isométrica ao espaço hiper-
bólico Hn+1. Portanto, Σ é uma hipersuperfície totalmente umbílica de Hn+1, logo é uma
esfera geodésica.

3.4 Prova do Corolário 1.4

Começamos esta seção relembrando ao leitor alguns fatos sobre a geometria de
hipersuperfícies em variedades riemannianas. Em uma hipersuperfície Σ emM , definimos
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a k-ésima função de curvatura

Hk = Hk(Λ) =
1(
n
k

)σk(Λ),

onde Λ = (λ1, · · · , λn) são as funções de curvaturas principais de Σ e o polinômio homo-
gêneo σk de grau k é a k-ésima função simétrica elementar

σk(Λ) =
∑

i1<···<ik

λi1 · · ·λik .

A próxima proposição fornece uma relação entres essas curvaturas:
Proposição 3.2. (veja GÅRDING, 1959; Montiel e Ros, 1991) Seja x : Σ → M uma
imersão isométrica entre duas variedades riemannianas de dimensão n e n + 1, respec-
tivamente e admita que Σ seja conexa. Suponha que exita um ponto de Σ onde todas
curvaturas principais são positivas. Então, se existir k ∈ {1, . . . , n} tal que Hk > 0 em
Σ, então

H ≥ H
1/2
2 ≥ · · · ≥ H1/r

r on Σ. (77)

Se k ≥ 2, a igualdade ocorre somente em pontos umbílicos.
Agora, se ∇ denota a conexão de Levi-Civita sobre M e N é o campo ve-

torial unitário normal ao longo de Σ que aponta na direção da região interna, defini-
mos o operador forma A por A(X) = −∇XN . Assim, as transformações de Newton
Tk : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ) são definidas indutivamente a partir de A por:

T0 = I, e Tk = σkI − ATk−1, 1 ≤ k ≤ n,

onde I denota a identidade em Γ(TΣ).
Associado a cada transformação de Newton Tk existe um operador diferencial

linear de segunda ordem Lk : C∞(Σ)→ C∞(Σ) para k = 0, 1, . . . , n− 1, dado por

Lk(u) = tr(Tk ◦ Hess u),

onde Hessu : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ) denota o operador simétrico definido por

Hessu(X) = ∇Σ
X∇Σu, ∀X ∈ Γ(TΣ).

Em particular, L0 = ∆ é o operador de Laplace-Beltrami, enquanto L1 é o operador �,
introduzido por Cheng e Yau em (1977) a fim de estudar hipersuperfícies de curvatura
escalar constante.
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Por um lado, o divergente de Tk é definido por

divΣTk =
n∑
i=1

(
∇Σ
ei
Tk
)

(ei),

onde {e1, · · · , en} é um referencial local ortonormal sobre Σ. Portanto, temos

Lk(u) = divΣ(Tk(∇Σu))− 〈divΣTk,∇Σu〉. (78)

De (78), concluímos que o operador Lk é elíptico se, e somente se, Tk é positivo definido.
Obviamente, L0 = ∆ é sempre elíptico. A elipticidade de L1 é garantida pelo Lema 3.10
de (ELBERT, 2002) quando H2 > 0.

Se o espaço ambiente M possui um campo vetorial conforme Y ∈ X (M),
com a função f sendo o fator conforme, então é mostrado em (ALÍAS, DE LIRA, e
MALACARNE, 2006) que

divΣ(TkY
>) = 〈divΣTk, Y 〉+ ck (fHk + 〈Y,N〉Hk+1) , (79)

onde
ck = (k + 1)

(
n

k + 1

)
.

Integrando (79) sobre Σ e usando o teorema da divergência, obtemos∫
Σ

〈divΣTk, Y 〉 dΣ + ck

∫
Σ

(fHk + 〈Y,N〉Hk+1) dΣ = 0. (80)

Uma fórmula bastante útil foi obtida por Alías, de Lira e Malacarne em (2006)
para todo campo vetorial tangente X ∈ Γ(TΣ):

〈divΣTk, X〉 =
k∑
j=1

n∑
i=1

〈R(N, Tk−jei)ei, A
j−1X〉. (81)

Em particular, quando o espaço ambiente possui curvatura constante, então 〈R(N, V )W,Z〉 =

0 para todo campo vetorial tangente V,W,Z ∈ Γ(TΣ), de (81) e (79) obtemos identidade
integral de Minkowski clássica para espaços de curvatura constante:∫

Σ

(fHk + 〈Y,N〉Hk+1) dΣ = 0.

Por outro lado, quando o espaço ambiente é uma variedade de Einstein, to-
mando (81) com k = 1 obtemos

〈divΣT1, X〉 = Ric(N,X) = 0.
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Assim, para hipersuperfícies compactas em espaços de Einstein o seguinte é válido:∫
Σ

fH1 dΣ +

∫
Σ

〈Y,N〉H2 dΣ = 0. (82)

Visto que toda variedade riemanniana spin admitindo um espinor de Killing
imaginário é uma variedade de Einstein com curvatura de Ricci −n, e considerando Y =

∇V , onde V = |ψ|2, temos de (82):∫
Σ

V H1 dΣ +

∫
Σ

〈∇V,N〉H2 dΣ = 0. (83)

Prova do Corolário 1.4. A curvatura escalar SΣ de uma hipersuperfície pode ser relaci-
onada com a curvatura escalar S do espaço ambiente a partir da seguinte fórmula:

SΣ = S − 2Ric(N,N) + n(n− 1)H2.

Em nosso caso, temos
SΣ = n(n− 1)(H2 − 1).

Assim, a hipótese de curvatura escalar constante é equivalente à H2 constante.
Agora, é fácil verificar que, com respeito a normal − ∂

∂t
, as fatias Σs = {s}×P

são hipersuperfícies totalmente umbílicas com curvaturas principais constantes iguais a 1.
Visto que Σ é compacta, existe um ponto p ∈ Σ tal que todas curvaturas

principais de Σ são limitadas inferiormente por 1 (isso pode ser verificado escolhendo um
ponto p onde a projeção sobre a reta real é máxima), assim a constante H2 é limitada
inferiormente por 1, e portanto, por (77), H possui a mesma limitação inferior.

Considere inicialmente o caso onde Σ delimita um domínio compacto. Para
este caso, o seguinte lema será necessário:

Lema 3.1. Se H2 é constante, temos∫
Σ

(√
H2 −H

)
〈∇V,N〉 dΣ ≤ 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, Σ é totalmente umbílica.

Demonstração. De (77) temos∫
Σ

V H dΣ ≥
∫

Σ

V
√
H2 dΣ =

√
H2

∫
Σ

V dΣ.

Por (83), obtemos

−
∫

Σ

H2〈∇V,N〉 dΣ ≥
√
H2

∫
Σ

V dΣ.
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Assim,

−
∫

Σ

H2〈∇V,N〉 dΣ ≥
√
H2

∫
Σ

〈∇V,N〉H dΣ.

Finalmente, temos ∫
Σ

(√
H2 −H

)
〈∇V,N〉 dΣ ≤ 0,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, H =
√
H2 sobre Σ. Isso é equivalente a Σ ser

totalmente umbílica.

Agora, seja ψ um campo espinorial de Killing imaginário com número de Killing
i/2 e defina ϕ := (

√
H2 + iγ(N))ψ sobre Σ. Primeiramente, de (21) e (74), temos∫
Σ

〈iγ(N)ψ, ϕ〉 dΣ =
√
H2

∫
Σ

〈∇V,N〉 dΣ +

∫
Σ

V dΣ

≥ −
∫

Σ

√
H2

H
V dΣ +

∫
Σ

V dΣ

=

∫
Σ

(
1−
√
H2

H

)
V dΣ ≥ 0.

Por outro lado, pelo Lema 3.1, temos que∫
Σ

〈iγ(N)ψ, ϕ〉 dΣ =
√
H2

∫
Σ

〈∇V,N〉 dΣ +

∫
Σ

V dΣ

=

∫
Σ

√
H2〈∇V,N〉 dΣ−

∫
Σ

〈∇V,N〉H dΣ

=

∫
Σ

(√
H2 −H

)
〈∇V,N〉 dΣ ≤ 0.

Portanto, ∫
Σ

〈iγ(N)ψ, ϕ〉 dΣ = 0.

Logo, devemos ter a igualdade no Lema 3.1, assim Σ é totalmente umbílica. Agora resta
pensar no caso onde Σ é compacta, porém não é a fronteira de nenhum domínio compacto.
defina a função altura h ∈ C∞(Σ) por h = πR ◦ f , onde f : Σ → R ×exp P é a imersão
isométrica (h é a projeção na reta real). Visto que Σ é compacto, existem p, q ∈ Σ tais
que h atinge seus valores de máximo e mínimo, respectivamente. Se h(q) = s1 e h(p) = s2,
então Σ está contida na região Ωs1,s2 limitada pelas fatias {s1} × P e {s2} × P . Como
mencionado anteriormente,as fatias possuem curvaturas principais constantes iguais a 1,
assim a segunda curvatura média de Σ satisfaz H2(p) ≥ 1 e H2(q) ≤ 1, portanto H2 ≡ 1.

Agora, escolhendo u = eh em (78) e lembrando que R×exp P é de Einstein, de
(81) podemos obter

L1(eh) = n(n− 1)eh(H + 〈N, ∂t〉H2).
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Mas H2 ≡ 1, H ≥
√
H2 = 1 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz implicam que H +

〈N, ∂t〉H2 ≥ 0.
Portanto, L1(eh) ≥ 0 sobre a variedade compacta Σ. Assim, visto que nesse

caso L1 é elíptico , pelo princípio do máximo aplicado a L1 concluímos que eh é constante,
e portanto h é constante. Logo, Σ é uma fatia.

Desse modo, em ambos os casos, Σ é totalmente umbílica com curvatura H2

constante, implicando curvatura média constante. Agora, aplicando o lema 4 de (MON-
TIEL, 1999), onde hipersuperfícies umbílicas com curvatura média constante são classifi-
cadas. Assim, o resultado segue.
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4 CONCLUSÃO

Na primeira parte dessa tese obtivemos desigualdades geométricas para uma
certa classe variedades subestáticas. Como foi apresentado, o elemento fundamental para
a obtenção de tais desigualdades foi a determinação de uma quantidade integral que
é monotonamente decrescente ao logo do fluxo. Assim, a análise do comportamento
assintótico dessa quantidade dependeu diretamente da maneira como o fluxo pelo inverso
da curvatura média age sobre a hipersuperfície em cada ambiente estudado. Desse modo,
o próximo passo seria obter desigualdades similares em outros espaços, bastando estudar
o fluxo pelo inverso da curvatura média nesses novos ambientes.

Obtivemos uma desigualdade em variedades spin que admitem a existência de
uma campo de Killing imaginário. Uma das principais partes foi a escolha de um campo
espinorial que nos conduziu, juntamente com um determinado princípio holográfico, aos
resultados ali obtidos. Podemos destacar que a escolha de outros campos espinoriais pode
resultar em resultados diferentes ou generalizações para outros tipos de curvaturas. A
busca de resultados similares aos princípios holográficos que foram utilizados também
podem gerar novas possibilidades de resultados nesse sentido.
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