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RESUMO

Esta tese esta divida em duas partes. Na primeira, usando o fluxo pelo inverso da curva-
tura média, provamos duas desigualdades integrais ponderadas que sao validas para hi-
persuperficies estreladas e estritamente média convexas no espaco euclidiano. A primeira
desigualdade envolve a area e a area ponderada da hipersuperficie e também o volume da
regiao limitada pela hipersuperficie. A segunda desigualdade envolve a curvatura média
ponderada total e a area da hipersuperficie. Além disso, versoes da primeira desigualdade
para a esfera e para o espago Ressner-Nordstrom-AdS sao provadas. Ao final da primeira
parte da tese, exibimos um exemplo de uma superficie estritamente convexa para a qual
a razao entre o momento polar de inércia e o quadrado da area é menor que a mesma
razao na esfera. Na segunda parte da tese, usamos técnicas espinoriais para provar uma
desigualdade do tipo Heintze-Karcher para uma classe de variedades pseudo-hiperbdlicas.
Em seguida, usamos essa desigualdade para mostrar um teorema do tipo Alexandrov em

tais espacos.

Palavras-chave: Desigualdades integrais. Fluxo pelo inverso da curvatura média. Geo-

metria spin das hipersuperficies. Teorema tipo Alexandrov.



ABSTRACT

This thesis is divided in two parts. In the first one, using the inverse mean curvature
flow, we prove two weighted geometric inequalities that hold for strictly mean convex
and star-shaped hypersurfaces in Euclidean space. The first one involves the weighted
area and the area of the hypersurface and also the volume of the region enclosed by the
hypersurface. The second one involves the total weighted mean curvature and the area
of the hypersurface. Moreover, versions of the first inequality for the sphere and for the
Ressner-Nordstrom-AdS manifold are proven. We end the first part with an example of
a convex surface for which the ratio between the polar moment of inertia and the square
of the area is less than that of the round sphere. In the second part, using spinorial tech-
niques, we prove, for a class of pseudo-hyperbolic ambient manifolds, a Heintze-Karcher
type inequality. We then use this inequality to show an Alexandrov type theorem in such

spaces.

Keywords: Integral inequalities. Inverse mean curvature flow. Spin geometry of hyper-

surfaces. Alexandrov-type theorem.
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1 INTRODUCAO

Seja > uma hipersuperficie orientada fechada e mergulhada em R" e assuma
que ¥ & estritamente média convexa, isto é, sua curvatura média H = (n—1)H; ¢é positiva.
Sejam €2 a regiao limitada por ¥ e r a distancia a um ponto O fixado, que referimos como

sendo a origem de R". E fato conhecido que

/ErdZ > nVol(2) (1)

/ r?H, d¥ > nVol(Q). (2)

Além disso, para qualquer uma das desigualdades anteriores, a igualdade vale se, e somente
se, > é uma esfera centrada na origem. As desigualdades e sao obtidas a partir de
um conjunto de desigualdades provadas por Kwong em (2016, Corolario 4.3).

Seja p € R™. Uma hipersuperficie ¥ em R" é dita estrelada com respeito a p
se Y é o grafico de alguma fungao definida sobre alguma esfera geodésica centrada em p.
Dizemos que X é estrelada se existe p € R™ tal que X é estrelada com respeito a p. Quando
o ambiente considerado for H", os conceitos anteriores sao definidos de modo similar.

Quando Y é estrelada e estritamente média convexa, a desigualdade foi
provada também por Kwong e Miao em (2014)), usando o fluxo pelo inverso da curvatura
média (IMCF).

Relembraremos a desigualdade isoperimétrica, que afirma que

Wn-1 (ﬁ> o > nVol(Q2),

Wn—1

onde |Y| denota a area de ¥ e w,_ 1 ¢ a drea da esfera unitaria S""'. Assim, é natural

indagarmos se e podem ser melhoradas, respectivamente, para

Y|\ et
/ZTdE > Wh—1 (J} _‘1) (3)

) DR
r*H;d> > w,_1 . (4)
» Wn—1

Abordaremos inicialmente a desigualdade , e trataremos da desigualdade
posteriormente.
Observe que, pela desigualdade de Holder, se (3]) vale, entao

n+1
Y\ net
/27”2 d> > wp_q <w| |1) (5)
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também é valida.

Entretanto, quando n = 3, construimos uma hipersuperficie > estritamente
convexa de modo que nao vale (veja a segao . Obviamente, para tal superficie,
também nao é valida. Tal superficie foi utilizada para fornecer um contraexemplo para
uma desigualdade conjecturada por Ge, Wang e Wu em (2015 no ambiente hiperbolico
(veja a segao 2.4] para mais detalhes).

Desse modo, o seguinte teorema melhora a estimativa :

Teorema 1.1. Se X € uma hipersuperficie estrelada e estritamente média convera em

R"™, entao

/Erdz >n=t, ( 2 ) + Vol (). (6)

n Wn—1

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ € uma esfera centrada na origem.

A quantidade do lado esquerdo de (j5)) é conhecida como o momento polar de
inércia. Ela é uma quantidade muito importante em Fisica Newtoniana. O contraexemplo
construido nessa tese mostra que a esfera centrada na origem nao é um minimizante da

quantidade (invariante por reescalonamento)

2\
(—| | ) [z 7)
Wn—1 »

dentre a familia de hipersuperficies estreladas e estritamente média convexas, pelo menos

quando n = 3.

Um problema muito interessante consiste em encontrar o infimo de sobre
as fronteiras de corpos convexos. Para n = 2, esse problema foi resolvido por Sachs
em (1958/1959; [1960), onde foi provado, usando métodos geométricos, que o infimo é
atingido se, e somente se, a curva é um triangulo equilatero centrado na origem. Uma
prova analitica do resultado de Sachs foi obtida por Hall em (1985). Quando n = 3,
o problema foi abordado por Freitas, Laugesen e Liddell em (2007), onde foi mostrada
a existéncia de um minimizante. Eles conjecturaram também que o infimo é atingido
quando Y é um certo tetraedro truncado.

Ainda seria interessante encontrar o infimo de dentre alguma familia de
hipersuperficies suaves. Como uma consequéncia do proximo resultado, que é um corolario
do Teorema [I.1], temos que dentre a familia de hipersuperficies estreladas e estritamente

média convexas, o infimo de @ ¢ pelo menos

(n — 1)2
Wp—1-
n
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Corolario 1.1. Se X € estrelada e estritamente média convexa, entao

1\? S\
fres (5o (2)
% n Wn—-1

+ 2= Doy < b2 )”1 + —V°|1§|2)2.

n

Wn—1

Com igualdade ocorrendo se, e somente se, X € uma esfera centrada na origem.

Também em (KWONG, 2016), analogos de e foram provados quando
o espaco ambiente é outra forma espacial. Para formas espaciais diferentes do espaco
euclidiano, nao abordaremos versoes de , somente versoes de (para saber mais
sobre quantidades relacionadas a desigualdade , veja (DE LIMA e GIRAO, [2016)) para
o caso do espaco hiperbolico H” e (GIRAO e PINHEIRO, [2017) para o caso da esfera S™).
Iniciaremos com o caso quando o ambiente é a esfera S™.

Lembre que (0,7) X S"~! munido com a métrica
dr? + sen?(r)h,

onde h é a métrica da esfera unitaria S"~!, fornece um modelo para a esfera redonda em
S™. Aqui, r é a distancia geodésica até uma origem O fixada.

Seja ¥ uma hipersuperficie fechada, orientada e estritamente média convexa
em S". Foi provado por Kwong em (2016) (veja Coroléario 4.5) que, se ¥ esta contida em

um hemisfério aberto centrado em O, entao

/senrdZ Zn/cosrdQ, 9)
>

Q

onde (2 é a regiao interna limitada por .

Markowski e Scheuer provaram em (2016) que, se ¥ é uma hipersuperficie
estritamente convexa mergulhada em S”, entao o IMCF iniciando em ¥ converge, em
tempo finito, para um equador EYy,. Este equador delimita dois hemisférios, com um deles
contendo X. Associamos a cada hipersuperficie estritamente convexa > C S™ um ponto
z(X) € S™ da seguinte forma: seja x(X) o centro de um hemisfério, determinado por Fs,
que contém X (considerando o hemisfério como uma bola geodésica). Iremos nos referir
ao ponto x(X) como o ponto associado a 3 via o IMCF.

O seguinte teorema ¢ uma versao do Teorema [1.1| para hipersuperficies em S".

Teorema 1.2. Seja X uma hipersuperficie estritamente conveza, fechada e orientada em

S™. Entao n
— 1 E n—1
/Senrx 2/cosrx+n—wn_1( | ) ) (10)
s Q n Wn—1

onde x € o ponto associado a ¥ via o IMCF e r, denota a distdncia geodésica até x. A
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1qualdade ocorre se, e somente se, ¥ € uma esfera centrada em x.
Agora, seja H" o espago ambiente. Considere o seguinte modelo para H": a

variedade diferencial (0,00) X S*! munida com a métrica
dr? + senh *(r)h, (11)

onde, como anteriormente, h é a métrica da esfera unitaria S*~!.
Kwong provou em (2016) que se ¥ é uma hipersuperficie fechada, orientada e

estritamente média convexa mergulhada em H", entao

/Esenh (r)d% > n/cosh(r) s, (12)

Q

onde, como anteriormente, ) é a regiao delimitada por X. Além disso, a igualdade ocorre
se, e somente se, Y é uma esfera geodésica centrada na origem.

A seguir apresentamos a versao do Teorema que ird funcionar nao so-
mente para H", mas também para uma familia mais geral de variedades na qual o espago
hiperbélico é um caso particular. Tais espacgos sao chamados de variedades Reissner-
Nordstrom-anti-deSitter, ou simplesmente Reissner-Nordstrom-AdS.

Fixemos trés numeros positivos m, q e k, onde ¢ < m, k < oo tais que a equagao
€+ k?s? — 2ms® ™ + ¢%s*72" = () possui solugoes positivas e seja sg a maior solucao dessa,
equagao. Seja (N1 gy) uma forma espacial fechada de curvatura seccional constante

e = 0,+1. O espago Reissner-Nordstrom-AdS de massa m e carga ¢ é definido por

M = (s, 00) x N, munido com a métrica

1
€+ K252 — 2ms? " 4 25120

9 ‘= 9m,qex = dSQ + SQQN. (]_3)
A fronteira OM = {so} x N, é chamada de horizonte.

Uma hipersuperficie ¥ em M é chamada estrelada se X é o gréfico de alguma
funcao definida sobre o horizonte.

E conhecido que, apés uma mudanca de variaveis, a métrica pode ser

escrita como
dr® + X*(r)gn, (14)

onde A : [0, 00) — R satisfaz a EDO

N(r) = e+ r2A2 — 2mA2—n 4 @2 \4-2n, (15)

(veja WANGI/ 2015, Lema 9)
Seja f(A) = N(r). A fungao f satisfaz

(Agf)g - V?]f + fRng = (n - 1)(” - 2)q2)\(r)4—2nng’
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onde Ricy, A, e V?] sao, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador Laplaciano e o
Hessiano com relagao a métrica g da variedade Reissner-Nordstrom-AdS. Em geral, uma
métrica riemanniana ¢ chamada de subestdtica se (Agh)g — V2h + hRic, > 0 para alguma
funcao positiva h (veja (1.2) em WANG, 2015). Em particular, quando (Ajh)g — Vgh +
hRic, = 0, a métrica ¢ chamada de estdtica. O espaco euclidiano R" com a métrica
canodnica 0 é visto como uma variedade estatica se considerarmos h = 1. No caso da
esfera, consideramos S”} munida com a métrica canonica de curvatura constante 1 e a
funcao h(r) = cos(r).
Observacao 1.1. Considerando ¢ =1 com N, = S" !, quando k — 0 e ¢ — 0 a métrica
se reduz 4 métrica de Schwarzschild e o espaco resultante (M, g) é chamado de
espaco de Schwarzschild de massa m. A métrica desse espaco € assintoticamente plana,
no sentido de que sua curvatura seccional se aprorima de zero quando r — o0o. Além
disso, a métrica de Schwarzschild é estdtica quando consideramos f = /1 — 2ms=™.
Observacao 1.2. Quando g — 0, a variedade de Reissner-Nordstrom-AdS se reduz ao
espaco de Kottler, que também é conhecido como espago de Kottler-Schwarzschild.
Tal espago € um andlogo do espaco de Schwarzschild no contexto das variedades assin-
toticamente localmente hiperbolicas. Além disso, supondo também € = 1 e considerando
Ny =S""1, a métrica se reduz @ métrica anti-deSitter-Schwarzschild de massa
m.

Relacionado a temos o seguinte analogo do Teorema :
Teorema 1.3. Seja ¥ uma hipersuperficie estrelada e estritamente média convera em
(M, g), a variedade Reissner-Nordstrom-AdS, e denote por Q) a regiago delimitada por ¥ e
o horizonte OM . Entao

1 N\ et
//\dEZ/XdQJrn 19”_1( 2 ) + 2aMmy, (16)

onde ¥,,—1 = |N| e [OM] é a drea do horizonte {so} x N. Ademais, a igualdade ocorre

se, e somente se, ¥ = {s} x N para algum nimero s € [sg, 00).

Vale a pena ressaltar que o resultado do Teorema [1.3| vale para os espagos
descritos nas obervagoes [I.1] e [T.2]

Agora, tomando € = k = 1 e considerando N; = S"~!, quando m — 0 (observe
que isso implica ¢ — 0, pois ¢ < m), A\(r) converge para senh (7) e a métrica converge
para a métrica hiperbolica . Assim, o espaco hiperbélico pode ser visto como o limite,
quando m — 0, das variedades Reissner-Nordstrom-AdS.

Desse modo, a versao hiperboélica do Teorema |1.1| pode ser enunciada através
do seguinte corolario:

Corolario 1.2. Seja ¥ uma hipersuperficie no espaco hiperbolico H™. Se 3 ¢é estrelada
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com respeito a origem e estritamente média convexa, entdo

/E senh (1) d5. > / cosh(r) dQ+”T_1wn1( b2 ) (17)

Q Wn—1

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ € uma esfera geodésica centrada na
origem.

Podemos considerar e como desigualdades do tipo Alexandrov-Fenchel
ponderadas. Iremos agora explorar esse ponto de vista.

Se > é uma hipersuperficie convexa em R"”, entao as desigualdades de Alexandrov-

e
/de2> Wp— 1 (/Hk 1d2> )

onde Hi, 1 <k <n—1, éa k-ésima curvatura média (normalizada) de ¥. Além disso, a

Fenchel afirmam que

igualdade ocorre se, e somente se, ¥ é uma esfera redonda.

Guan e Li (2009) mostraram que essas desigualdades (juntamente com a afirma-
gao de rigidez) ainda valem se ¥ é somente estrelada e k-convexa (isso significa que
H;(\) > 0parai=1,...,k).

Seguem-se das desigualdades de Alexandrov-Fenchel que

n—k—1
Y\ e
/akw 0 ZHM( | > , (18)
> Wn—1

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, > é uma esfera redonda. As desigualdades

foram usadas por Ge, Wang e Wu na prova da desigualdade de Penrose para graficos
euclidianos assintoticamente planos no contexto da gravidade de Lovelock (GE, WANG,
e WU, [2014).

Kwong e Miao provaram em (2015]) o seguinte resultado:
Teorema. Seja k € {2,...,n—1}. Se ¥ C R" € tal que Hy > 0 sobre ¥, entdao

/rQHk > z/Hk_2 ax.
> )

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, > € uma esfera centrada na origem.

Como um corolério, obtemos para k € {2,...,n — 1},

) 3\
P2 Hyy dY > w,_y : (19)
b Wn—1

com igualdade ocorrendo se, e somente se, 3 é uma esfera centrada na origem.

As desigualdades podem ser vistas como versoes ponderadas das desigual-
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dades . Podemos indagar se continua valida para k € {0,1}. Observe que, os
casos k=1e k=0de sao exatamente as desigualdades e , respectivamente.

Usando ([2) e o IMCF, podemos mostrar que (@) quando ¥ é estrelada e estri-
tamente média convexa.

Teorema 1.4. Se ¥ € estrelada e estritamente média convexa, entao

’ =)
r Hl dz Z Wp—1 ) (20)
3 Wn—1

com igualdade ocorrendo se, e somente se, ¥ € uma esfera centrada na origem.

Falaremos agora do outro assunto desta tese. O problema de classificar hiper-
superficies compactas com curvatura escalar constante no espaco euclidiano foi proposto
por Yau na segao de problemas de (2016. v. 102), onde é perguntado, por exemplo, se
o teorema de Alexandrov (1958), que afirma que as esferas sdo as tnicas hipersuperficies
compactas de curvatura média constante mergulhadas no espago euclidiano, ainda vale
quando a hipotese sobre a curvatura média é substituida pela curvatura escalar. Esta
pergunta foi respondida positivamente por Ros em (1988), através de uma modificagao da
prova de Reilly do teorema de Alexandrov (veja REILLY, |1977). Depois disso, diferentes
provas e generalizagoes do resultado de Ros surgiram; por exemplo, usando a férmula de
Minkowski (1903)) e a desigualdade de Heintze-Karcher (1978), Ros estendeu seu resul-
tado para qualquer r-curvatura em (1987). Esta abordagem também funciona no espago
hiperbolico, onde se obtém a mesma conclusao (Montiel e Ros, 1991)).

Lembre que uma variedade da forma M" = R X, P", com P sendo uma
variedade riemanniana completa, é chamada um espago pseudo-hiperbolico (TASHIRO,
1965). Quando P™ é Ricci-flat, M™*! é de Einstein com curvatura de Ricci negativa e
quando P" & plana (curvatura zero), M"™*! ¢ uma forma espacial hiperbélica.

Em (1999), dentre outros resultados, Montiel prova o seguinte teorema do tipo
Alexandrov: se 3. ¢ uma hipersuperficie de curvatura média constante ou curvatura escalar
constante limitando um dominio no espago pseudo-hiperbdlico R X¢, P", com n > 2 e
P™ sendo uma variedade Ricci-flat, entdo ¥ é uma esfera geodésica ou um fatia {s} x P",
s € R.

Nessa tese iremos fornecer uma prova espinorial para um caso especial do
resultado anterior. Para isso, iremos provar uma desigualdade do tipo Heintze-Karcher
para variedades spin admitindo um espinor de Killing imaginario nao trivial:

Teorema 1.5 (Girao, Rodrigues 2018)). Seja (M, g) uma variedade riemanniana spin
conexa de dimensao n+1 admitindo um espinor de Killing imagindrio ¥ e seja X uma

hipersuperficie limitando um dominio compacto 2 em M. Seja V = ||? e suponha que a
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curvatura média (normalizada) H da hipersuperficie ¥ € positiva. Entao

/Kd2+/<VV,N>dEZO, (21)
EH P

onde V é a conexdo de Levi-Cwita de (M, g) e N € o campo vetorial unitdrio normal a X
e apontando para dentro. Além disso, a iqualdade ocorre se, e somente se, 3 € totalmente
umbilica.

Seja (M, g) como no Teorema isto é, (M, g) é uma variedade riemanniana
spin admitindo um espinor de Killing imaginario. Quando M é completa, Baum provou
em ((1989) que M é um produto torcido R Xy, P, com a variedade P de dimensao n sendo
uma variedade riemanniana spin completa admitindo um espinor paralelo nao trivial.
Assim, pela classificagao de Wang (veja WANG, |1989), P é uma variedade plana, uma
variedade de Calabi-Yau, uma variedade hiperkahleriana ou alguma variedade
riemanniana de dimensao sete ou oito com holonomia especial. Além disso, como

veremos posteriormente, a funcao V satisfaz
AV = (n+1)V.

Portanto, o Teorema pode ser reescrito como:

Corolario 1.3. Seja ¥ uma hipersuperficie conexa e compacta limitando um dominio
compacto em um espago pseudo-hiperbolico M = R Xexp, P, onde P é uma variedade
riemanniana spin completa admitindo um espinor paralelo nao trivial. Suponha que a

curvatura média (normalizada) H da hipersuperficie ¥ seja positiva. Entao

/Z%dz > (n+1)/QVdvol. (22)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, > € totalmente umbilica.

Um interessante caso especial do Corolario [I.3] ocorre quando P é o espago
euclidiano R", implicando que M é o espaco hiperbolico H". Observe que, nesse caso,
a conclusao “Y é totalmente umbilica” no caso da igualdade pode ser trocada por “X ¢é
uma esfera geodésica”. Este caso segue de um resultado mais geral provado por Brendle
quando o ambiente é uma variedade com um produto torcido (BRENDLE, 2013)) (veja
também QIU e XIA| 2014; WANG e WANG, 2018)). Uma prova espinorial para esse caso
especial foi dada por Hijazi, Montiel e Raulot em (2018)). Eles obtiveram o resultado
considerando H"*! como uma hipersuperficie tipo-espaco no espaco de Minkowski R™*11
e usando técnicas espinoriais em tal ambiente. Nossa prova, por sua vez, é totalmente
implicita e é valida para uma classe mais ampla de espacos ambiente; um dos principais
ingredientes é o uso de um principio holografico para a existéncia de espinores de Killing,
também devido a Hijazi, Montiel e Raulot (2015) (veja o Teorema [3.1). A hipotese de
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curvatura meédia positiva é essencial no trabalho de Hijazi, Montiel e Raulot. Quando
a dimensao é igual a 3, Barbosa, de Lima e Girao forneceram um resultado similar em
(2017)), onde é suficiente que a curvatura média seja limitada inferiormente por -1, tal
resultado continua valido para n > 3.

Como mencionado anteriormente, em (1999)), Montiel mostrou um teorema do
tipo Alexandrov para hipersuperficies com curvatura média constante ou curvatura escalar
constante em alguns espacos pseudo-hiperboélicos. Usando técnicas espinoriais, Hijazi,
Montiel e Roldan obtiveram outra prova para o caso da curvatura média constante para
uma classe de variedades pseudo-hiperboélicas (HIJAZI, MONTIEL, e ROLDAN| 2003).
Aqui, fornecemos uma prova para o caso da curvatura escalar constante para essas mesmas
classes de variedades pseudo-hiperbodlicas, nossa prova € espinorial no sentido que usa a
desigualdade , que foi provada usando técnicas espinoriais.

Corolario 1.4. Seja X uma hipersuperficie conexa e compacta limitando um dominio em
um espago pseudo-hiperbolico R Xy, P, onde P € uma variedade riemanniana completa
spin admitindo um espinor paralelo nao trivial. Se a curvatura escalar de 3 for constante,
entao a hipersuperficie é uma hiperesfera geodésica redonda (e, nesse caso P deve ser

plana) ou uma fatia {s} x P, s € R.
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2 DESIGUALDADES PONDERADAS

2.1 Uma quantidade monétona ao longo do IMCF em variedades com produto

warped

Seja (N™!, gy) uma variedade riemanniana fechada, orientada e conexa. Se-
jam a < b nimeros reais positivos. Considere a variedade produto M = N X [a, b) munida

com a métrica riemanniana
g =dr?+ X (r)gw, (23)

onde A : [a,b) — R é uma funcdo diferenciavel e positiva no intervalo (a,b). Admitiremos
o caso em que {a} x N degenera a um ponto, desde que M seja uma variedade diferencial
e que a restri¢ao de g a (a,b) X N se estenda a uma métrica riemanniana sobre M. Seja X
uma hipersuperficie fechada, orientada e conexa mergulhada em M. Como observado em
(BRENDLE}, 2013), M \ 3 possui exatamente duas componentes conexas, com uma delas
contidas em N X [a,b — §) para algum 0 > 0. Chamaremos esta componente de regido
interior e a denotaremos por €. Também temos 02 = ¥ ou 902 = X U (N x {a}). Para
simplificar a notacao, no primeiro caso denotamos I' = ) e no segundo caso escrevemos
I' = {a} x N. Deste modo, ndo importando o caso, temos 02 = X UT. Seja v o
campo vetorial unitario normal a ¥ apontando para fora. Além disso, sempre que I" # (),
consideramos 7 como o campo vetorial unitédrio normal a I' apontando para fora. O
seguinte lema é uma generalizagao de .

Lema 2.1. Seja X como anteriormente, entao

/)\dZ 2n/XdQ+A(a)|F|, (24)
b Q

com igualdade ocorrendo se, e somente se, ¥ € uma fatia {r} x N, para algum r € [a,b).

Demonstracdo. Considere o campo vetorial Y = A9, em M. Denotando por div o diver-

gente com respeito a (M,g), é facil ver que

divY = n\,
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onde X' = dr(\). Assim, pelo teorema da divergéncia, temos

n/xcm:/mycm
Q Q

:/Z<y,y>dz+/F<Y,n>dF
:/ZA@,V) dz+/A<8r,n> dr

r

:/ZA@T,I/) d¥ — Ma)|T'|

< / AdS — Aa)|T,
b

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, (0,,v) = 1 ao longo de X, o que ocorre se, e

somente se, . é uma fatia {r} x N. O

Seja Yo uma hipersuperficie estritamente média convexa em M que é dada por
um mergulho
To: 2 — M.

Consideramos uma familia de mergulhos com variagao a um parametro
r:[0,T") x X — M,

que satisfazem a equacao de fluxo

oz _ v
ot H (25)
x(0,-) = xo,

onde, como anteriormente, v é o campo vetorial unitario normal a hipersuperficie ¥; =
x(t,-) apontando para fora e H é a curvatura média de ¥; com rela¢do a essa escolha
de normal unitiria. Se nao houver confusao, denotamos a hipersuperficie mencionada
simplesmente por . O fluxo ¢ o famoso fluxo pelo inverso da curvatura média
(IMCF).

Proposicao 2.1. Ao longo do IMCF, as sequintes equagoes ocorrem.:

(i) O elemento de drea d% evolui de acordo com

)
5705 = d%; (26)

em particular, a drea |X| evolui de acordo com

d
ZI8] =15, (27)
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(11) Para qualquer w € C*°(M), a quantidade

/QudQ
%(/Qudﬁ) :/Z%dZ. (28)

Demonstracao. A equagoes e sao bem conhecidas (veja, por exemplo, (HUIS-
KEN, [1998))). A equagao (28) segue da formula da coarea. ]

evolui de acordo com

Proposigao 2.2. Considere a evolugao de ¥y pelo IMCF. Set € [0,T%) € tal que N'(t) > 0

e X € estritamente média convexa, entao a quantidade

Qt) = |5, 7 (/E Ady. —/Q N dQ — A(‘”)|(9M|) (29)

n

satisfaz Q'(t) < 0. Além disso, Q'(t) = 0 se, e somente se, 3; € uma fatia {r} x N.

Demonstragao. Denote por D a conexao de Levi-Civita de (M,g). Por um lado,

(/ )\dE) :/ ?dZ%—/ AdX
Yt Yt 4 3t
ox
= N {Dr,=— ) dy AdX
ét<“w> +A
:/ i(D7’,V>d§]—i—/ AdX (30)
ZtH Zt

A/
< —dX AdX
<[ e[

¢

/!
- (/ XdQ) +/ AdY,
Qt Et

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz na linha 4 e com v = )\ na ultima
linha. Por outro lado, segue de e que

</ /\dZ—/ A’dg—@mm)
T Q n
g/ AdE
¢
n 1
- (/)\dE——/AdZ)
n—1 ) n Js
<= (/Adz—/A’dz—MmMy).
n—1\Js Q n

Assim, de temos que |%;|" = |%;|. Portanto, concluimos que Q'(t) < 0. Se
Q'(t) = 0, entdo a igualdade ocorre em (24)), que implica que ¥, ¢ uma fatia {r} x N. Além
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disso, ¢é facil ver que se ¥; ¢ uma fatia {r} x N, entao Q'(t) = 0, visto que a igualdade

ocorre em cada uma das desigualdades. O

2.2 Prova dos Teoremas

Ao longo desta segao, denotamos por {3;} a familia de hipersuperficie obtidas
pelo IMCF iniciando em .

2.2.1 O espaco euclidiano como o espago ambiente

Iremos considerar o seguinte modelo para R": a variedade diferenciavel (0, co) x
S"~! munido da métrica
G =dr* +r’h.

O IMCF iniciando com uma hipersuperficie estrelada e estritamente média
convexa em R"™ foi estudado por Gerhardt em (1990) e por Urbas em ((1990)).
Teorema 2.1 (Gerhardt 1990 e Urbas 1990). Seja 3 uma hipersuperficie, fechada
em R" com curvatura média positiva, dada por um merqulho suave X, : S*7! — R".

Suponha que ¥ € estrelada com relagao ao ponto P. Entao, o problema de valor inicial

ox 1
ot H (31)
X(,0) =Xo(+)

admite uma tnica solugio X : S"1 x [0,00) — R", onde v € o vetor unitdrio normal a
Y= X(S""4t) e H é a curvatura média de ;. Além disso, 3 € estrela em relagio a P
e a hipersuperficie reescalada X, parametrizada por )?(, t) = e_ﬁX(-, t), converge para

uma esfera centrada em P na topologia C* quando t — oo.

Prova do Teorema [l 1. Considere A = r em . Nesse caso, visto que A(0) = 0, temos

que a quantidade
Qt) = |% 7T (/ rdy — Vol(Qt))
¢

é monotona nao-crescente. O préoximo passo é mostrar que

1
n—1 1\t
lim Q(t) > : 32

t—>ooQ( ) - n <wn—1) ( )
Visto que a desigualdade que queremos mostrar é invariante por reescalonamento e, pelo
Teorema , o IMCF reescalado converge para uma esfera, a fim de mostrar (32)) precisa-

mos apenas mostrar que a desigualdade ocorre se 3 ¢ uma esfera. Isto segue de (24)) e o fato
1

que a igualdade ocorre na desigualdade isoperimétrica. Assim, Q(0) > ”T_l (ﬁ) nfl,

que é uma reescrita de @
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Se ¥ é uma esfera centrada na origem, um calculo direto mostra que a igualdade

ocorre em @

_1
Se a igualdade ocorre em (IEI), entdo Q(0) = "T_1< 1 )n_l. Aplicando (IEI)

Wn—1
1

a Y, encontramos, por um lado, que Q(t) > ”T_le, para todo t. Por outro lado, da
1

monotonicidade de Q(t), temos que Q(t) < Q(0) = ”T_l <L> m, para todo t. Assim,

Wn—1

Q(t):n_l( ! )nll, Vi,

n Wn—1

obtemos

Em particular, @'(0) = 0, que, pela Proposigao ocorre se, e somente se, > € uma

fatia, que nesse caso significa uma esfera centrada na origem. O]

Prova do Coroldrio [L1l. Pela desigualdade de Holder

(/Erdz>2 < (/Eﬁdz) 13|, (33)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, r é constante, isto é, se e somente se > é uma
esfera centrada na origem. Combinando (33) e (6) obtemos

0 2
1 (n—1 |2] \ !
2
>
/zr >z 2| ( woo <Wn—1) +VOI(Q)> 7 o

que é, a menos de escrita, ().

Se X é uma esfera centrada na origem, entao é imediato verificar que a igual-
dade ocorre em .

Se a igualdade ocorre em , entao também ocorre em , que implica que
Y. é uma esfera centrada na origem.

]
Prova do Teorema[1.4. Em (KWONG e MIAO, 2014), usando o IMCF, Kwong e Miao

obtiveram a seguinte desigualdade:

n —

—2
4 ( / r2H dZ) < 2nVol() + — / r?H dY. (35)
dt > N

Esta desigualdade é crucial na prova de . Considere a quantidade
E(X) = |8 7T / r*H dY. (36)
b

A funcao FE definida por
E(t) = £(%)
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satisfaz
E'(t) <0, Vt.
De fato,
1 n n
E'(t) = 4 r?HdY ) |31 — P2HAY ) — e |n|
2n
|Z|ﬁ dt PN v, n—1
1 d
- ot 4 (L) 525 e
|E|n—1 dt bl n — 1 b
1 —2
< <2nV01(Qt) + 2 / r2Hds — / r2H dZ)
|E|n*1 n—1 )N n—1 N
2 1
— - (nVol(Qt) — / r?H dE)
|E|n71 n — 1 b
< 0,

onde usamos ([35) na linha 3 e na linha 5. Além disso, E(t) ¢ constante se, e somente
se, a igualdade ocorre em (35)) e para todo t, que ocorre se, e somente se, >; & uma
esfera geodésica centrada na origem para todo ¢.
Observe que, em uma esfera redonda, o valor de £ é pelo menos
n—1
—.
(wn—l) n—1
Isto segue de e do fato que, em uma esfera redonda, a igualdade acontece na desigual-
dade isoperimétrica.
Agora, usando a invariancia por reescalonamento de (36| e que o IMCF nor-
malizado converge para uma esfera redonda, temos
n—1

lim E(t) > )

Visto que F(t) é monotona nao-crescente, obtemos E(0) > E(t) para todo t. Portanto,

que é, a menos de escrita, (20)).

Se Y é uma esfera centrada na origem, é simples verificar que a igualdade
ocorre em (20).

Suponha que a igualdade ocorre em , isto é, suponha que F(0) = 0. Por
um lado, aplicando (20) a >;, encontramos

E(t) >

— 1
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para todo t. Por outro lado, usando a monotonicidade de E, encontramos

n—1

E(t) < E(0) = ———,

(Wn—l)ﬁ

para todo t. Portanto,

n—1
El)=—+,

(wn_l)m
para todo t. Assim, F(t) é constante e, como explicado anteriormente, isto implica que
cada Y; é uma esfera centrada na origem, para cada t. Em particular, ¥ = ¥, é uma

esfera centrada na origem. O]

2.2.2 A esfera como o espaco ambiente

Considere a esfera S" de dimensao n, com n > 3. Fixemos uma origem O € S".

Iremos considerar o modelo para S" dado por (0,7) x S*~! munido da métrica
dr® 4 sen®(r)h,

onde h é a métrica da esfera unitaria S"~! e r ¢ a distancia geodésica para a origem.

Prova do Teorema[L.2 Sem perda de generalidade, podemos assumir que x(X) é a origem,
visto que isso pode sempre ser feito apenas aplicando em ¥ uma isometria de S™. Nesse

caso, a desigualdade assume o seguinte formato:

1 R
/sean/cosr+n wn_l( 2 ) : (37)
b Q n Wn—1

Considere A = senr em (29). Assim como no caso euclidiano, A(0) = 0.

Portanto, temos que

Qt) = |Z| 71 (/ senrdy —/ cosrdQ)
3t Q

é mondtona nao-crescente.
Foi provado em (MAKOWSKI e SCHEUER], [2016) que o IMCF é suave em um

intervalo [0, 7*), com ¥; convergindo para um equador Fy, quando ¢t — T*. O proximo

1
) n—1 1 \n»1
tl—lgl ) = n (Wn1> .

De fato, visto que ¥; converge para um equador, temos

passo é mostrar que

. Wn—1
lim )
t—T*

Y| = wpo1, lim senrd¥ = w,_1, lim cosrdf) =
t—T* N t—T* Qs n
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Assim,

lim Q(t) = (wp_1) 1 <Wn—1 - wn_1) _r-l ( ! )nl

t—T*

Da monotonicidade de Q(t), temos

Q(0) = Q(1),

para todo ¢t € [0, 7). Aplicando o limite quando ¢t — T obtemos

n—1 1\t
Q=" ()7

que, a menos de escrita, é (37)).

Se X ¢ uma esfera geodésica centrada na origem, é simples verificar a igualdade
em (37).
1
Se a igualdade ocorre em 1.) entao Q(0) = =1 <ﬁ) "' Aplicando

) , para todo t € [0,7*). Por
) <

a Y, encontramos, por um lado, que Q(¢) > 2L (
1

Q) = %4 (55)", para

outro lado, da monotonicidade de Q(t), temos que Q(t
todo t € [0, 7*). Assim, obtemos

1
n—1 1 n—1
t) = , Vtel|0,T7).
an=""4 () 0.7°)
Em particular, @'(0) = 0, que, pela Proposigao ocorre se, e somente se, > € uma

fatia, que nesse caso implica em uma esfera geodésica centrada na origem. O

2.2.3 O espago Reissner-Nordstrom-AdS como o espago ambiente

Seja ¥ uma hipersuperficie estrelada e estritamente média convexa em M. Foi
provado em (WANG] |2015)) e mais recentemente em (CHEN, LI, e ZHOU| 2017) que a
solugdo do fluxo pelo inverso da curvatura média ¢ suave e definido em [0, 00).

O seguinte lema descreve o comportamento assintético de varias quantidades

geométricas.
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Lema 2.2. Seja g a métrica induzida em Y. O sequinte comportamento assintdtico ocorre:

A= O(enTh), (38)
Vdetg = X1 /detgy (1 +O(e > (39)

|z\:< )\” 1dN) 1+0 e = t)) (40)
(1+

/EAdZ: (/ A"dN) 1+ <e = )) e (41)
S| = </N/\” 1dN) C(1+o (). (42)

Demonstragao. As identidades e estao provadas em (CHEN, LI, e ZHOU]| 2017,
veja o Lema 3.1 e o Lema 4.1, respectivamente). Para obter , basta integrar .
Para obter (41]), multiplique por A, depois integre. Resta mostrar . Denote por

A a quantidade
X

/ A\LAN
N

De temos A =1+ a, com a = O(efﬁt).

Agora, considere a fungao f(x) = 271, Visto que f ¢ diferencidvel, temos

fA+a) = f(1) = f(1)-a=o(a).
Portanto,
AR =14 0(e 7Y,
Assim, obtemos . m

Prova do Teorema[L3 Considere A definido por ([15). Temos que A(r(so)) = so e N (r(sp)) =
0. Assim, dada por

Qt) = |5, 7 (/ AdZ—/ )\’dQ—@WM\)
8 Q n

é monoétona crescente. Iremos mostrar que

1

im Q)= " () (13)

1
/Adz—/xda—@mm > 1 /AdE.
b Q n n b))

Por (24)) temos
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Assim, para mostrar (43)), é suficiente mostrar que

/)\dE 1\
lim inf 2= > (19 ) : (44)

BAES

n—1

De e temos

/)\dZ
)

A" AN
lim inf —— = liminf I —.
Et‘ n—1 (fN )\n—ldN) n—1

(45)

Mas a desigualdade de Hélder nos fornece

(W1) 7T / A"dN > ( / A"‘%lN) T (46)
N N

que implica . Isso prova a desigualdade .

Se ¥ = {s} x N, para algum s € [sg,00), uma conta direta mostra que a
igualdade corre em (|16]).

Se a igualdade ocorre em , entao Q(0) = ==L (19 171)ﬁ. Aplicando a

Y, obtemos, por um lado, que Q(t) > "T’l (ﬁ) n_l, para todo t. Por por outro lado, da

1

19n—1
n—1 1 \7t
an=""2 (=)

Em particular, @’'(0) = 0, que, pela Proposigao ocorre se, e somente se, > é uma

monotonicidade de Q(t), temos que Q(t) < Q(0) = "T’l < 1 )nfl, para todo t. Assim,

obtemos

fatia.
OJ

2.3 Uma superficie com momento polar de inércia pequeno

O objetivo desta secao é construir uma superficie estrelada e estritamente

média convexa I' in R? tal que

1
|1“|—2/r2 dl < —,
r w2

fornecendo um contraexemplo para quando n = 3.

Nossa construgao ¢ inspirada em exemplos de curvas com largura constante



devido a Fillmore (1969). Nosso exemplo ¢é obtido através da rotacao da curva

= 3t+9 t — 3sen 3t cost
{ T (cos 3t + 9)sen sen 3t cos 0<t<om

y = (cos3t+9)cost+ 3sen3tsent

ao redor do eixo y.

Figura 1 — Curva geratriz e superficie gerada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tal superficie é analitica e descrita por

r = [(cos3t+ 9)sent — 3sen 3t cost] cos s
= [(cos3t +9)sent — 3sen 3t costlsens , 0 <t < 7mand 0 < s < 2.
z = (cos3t+9)cost+ 3sen 3tsent.

Apos algumas contas obtemos

o 12285505672
N 1225
© 124744936
/ 2y = 2T
. 5005
Assim,

4 11
’IW_QJ[TQdI‘:: 545750095 _ 1 _ 1
. 2196034126m  4m  wy

Denotando por k7 e ko as curvaturas principais da superficie I', temos

1 8cos(3t) — 9
R1 = e Ko =

/(9 — 8cos(3t))? (8cos3(t) — 9) /(9 — 8cos(3t))?

29
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Nao é dificil ver que

1
ﬁélilaﬁéél'

Assim, I é estritamente convexa.

2.4 Contraexemplo para a conjectura de Ge,Wang,Wu

Usando o fluxo pelo inverso da curvatura média, de Lima e Girao provaram
em (2016) a seguinte desigualdade do tipo Alexandrov-Fenchel para hipersuperficies %

compactas estreladas e estritamente média convexas do espago hiperbdlico:

/EVH 42 > (n — 1)wns [(Jf\l) . (%) ] | (47)

onde V' : H* — R ¢ a fun¢ado dada por V (r) = cosh(r), H ¢ a curvatura média de 3, w;,,_1

¢ a area de S"7! e |X| é a area de ¥. Ademais, a igualdade em (47]) ocorre se, e somente

se, > ¢ uma esfera geodésica centrada na origem. Quando X é horoesférica convexa, em

(GE, WANG, e WU, |2015)) os autores estenderam a desigualdade para:

n n—2k— k+1
|Z| RF1)(n—1) |E| % +
+ , (48)
Wn—1 Wn—1

onde a igualdade ocorre se, e somente se, > é uma esfera geodésica centrada na origem. A

/ V Hopr dX > wyy
>

prova da desigualdade ¢é feita por inducao, onde o caso inicial é a desigualdade . Ao
final do artigo os autores conjecturaram a desigualdade ¢ valida nao somente para o

caso impar, mas que o caso par também é valido para todo Hj, dessa forma:

k+1
2n 2

2(n—k—1)
3|\ EOe-D Y|\ G-
/VdeZan_l (H) +(||) ,
> Wn—1 Wn—1

onde a igualdade ocorre se, e somente se, > é uma esfera geodésica centrada na origem.

Para provar o caso par, basta utilizar o passo indutivo iniciando do caso k = 0. Assim, é
suficiente provar a seguinte desigualdade:

Conjectura 2.1 (Ge, Wang, Wu 2015)). Seja ¥ C H" uma hipersuperficie horoesférica

forszon ()7 (2] g o

Se a igualdade ocorre, entao ¥ é uma esfera geodésica centrada na origem.

convexa. Entao

Usando a superficie construida na se¢ao mostraremos que existe uma hi-

persuperficie horoesférica convexa de modo que o fator do lado esquerdo de (49) é estri-
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tamente menor que o fator do lado direito, mostrando que a conjectura é falsa, ao menos
quando n = 3. Acreditamos que construgoes similares podem ser realizadas quando n > 4.

Consideraremos nessa se¢ao o modelo de Poincaré para o espaco hiperbdlico:
a variedade diferenciavel B” = {x € R} munido da métrica g = ¢*§, onde ¢ = 2/(1 — |z|?)

e 0 ¢ a métrica do espacgo euclidiano. Nesse modelo, a fung¢ao V' é dada por

1 zf?

V= .
1—|z[?

A partir de ([49)), definimos a quantidade P(X) por

()7

onde |X| é a d&reade ¥ C B" e O(X) = / V d¥. Note que a conjectura seria verdadeira
s
se P(X) > 1.

Por outro lado, para uma hipersuperficie ¥ C R”, definimos a quantidade

Q(X) por

fE |[L’|2 dZ(;

n+1

[Zls |t
Wn—1 WUn1

onde d¥; denota a medida de ¥ na métrica plana canonica de (R",0).

o(%) =

Usando o fluxo pela fungao suporte (veja PINHEIRO, 2018 para mais detalhes
sobre a defini¢ao e comportamento desse fluxo), é mostrado que

lim P(3;) = Q(%),

t—o00

onde Y, é estrelada e estritamente média convexa. Além disso, quando n = 3 a superficie
I' construida na se¢do anterior satisfaz Q(I') < 1.

Considere I'y C B3 tal que I'y, vista como uma superficie mergulhada no espaco
euclidiano, é estritamente convexa e satisfaz Q(I'g) < 1, para construir tal superficie
basta realizar um reescalonamento da superficie I' obtida na segdo [2.3] e observar que a
quantidade Q é invariante por reescalonamento. Como

lim P(T}) = O(Ty) < 1,

t—00

existe to > 0 tal que
P(Ft) < 1, vVt > to-

Afirmacgao 1. Para todo t suficientemente grande, a superficie I'y é horoesférica convexa.
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Sejam Ba segunda forma fundamental de I' C (B3, §) e B a segunda forma fun-
damental de T' C (B3, §). Desse modo, visto que § é conforme a §, as formas fundamentais

satisfazem a relacao

B = ¢(B+ ¢ '¢(¢)d),

onde ¢ & o vetor normal unitéario de I' apontando para fora. E direto verificar que £(¢) =

$*0(¢, X), onde X é o vetor posigao da imersao. Assim,
B = ¢B + ¢d(¢, X)d.

Aplicando a igualdade anterior em um campo V' nao nulo e observando que em particular

I' é estrelada, obtemos
B(V.V) = ¢B(V,V) +¢6(§, X)5(V, V) > 6B(V. V).

Logo,

N

BV, V) _¢BV,V)  4BWV.,V)

AR 2AD SV, V)

Agora, denotando por Bt, B, e ¢y, respectivamente, a versao da segunda forma fundamen-
tal de Ty C (B3, g), da segunda forma fundamental de T'; C (B, §) e do fator conforme da

métrica euclidiana ao longo do fluxo pela fungao suporte, temos que

A

Bi(V.V)
w(V.V)

-1 Bt<v> V)
ST

2
onde ¢ (z) = T e By(V,V)=¢etB(V,V) e 6 = e 4. Por outro lado, visto que

[y é estritamente convexo, existe C' > 0 tal que B(V, V) > C§(V, V), logo:

BV.V) _ e = o’
gt(Va V) 2

Portanto, para t suficientemente grande obtemos

~

Bt(v> V) 2 gt(vv V)

Logo, T'; é horoesférica convexa.
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3 ABORDAGEM ESPINORIAL EM VARIEDADES PSEUDO-HIPERBOLICAS

3.1 Hipersuperficies em variedades spin

Nesta se¢ao, relembramos algumas defini¢goes e propriedades da geometria
spin para hipersuperficies mergulhadas em uma variedade spin, assim como é feito em
(HIJAZI, MONTIEL, e RAULOT, [2015)).

Seja (M, ( , )) uma variedade riemanniana spin de dimensao n + 1. Fixamos
uma estrutura spin e denotamos por SM o respectivo fibrado espinorial. Usaremos a
notacdo V para denotar simultaneamente a conexdo de Levi-Civita de (M, { , )) e seu
levantamento para SM, além disso, denotaremos por 7 : C/(M) — End¢(SM) a multipli-
cacao de Clifford. Sobre o fibrado espinorial SM existe uma estrutura natural de produto
hermitiano (veja | LAWSON e MICHELSOHN] [1989)) denotada, assim como a métrica ri-
emanniana em M, por ( , ). A conexao de Levi-Civita espinorial e o produto hermitiano
sao compativeis com a multiplicagao de Clifford e compativeis entre si, isto é, para todo
X,Y € I'(T'M) e quaisquer ¥, p € I'(SM) as seguintes identidades sao validas:

X (W, 0) = (Vxtb, o) + (¥, Vxe); (50)
Vx (Y )0) =5(VxY ) +5(Y)Vxeb. (52)

Além disso, o operador de Dirac D sobre SM ¢é localmente dado por

n+1
D=> 7(e;)Ve, (53)
i=1
onde {ey,...,e,11} € um referencial local ortonormal de T'M.
Considere uma hipersuperficie orientada ¥ imersa em M. A métrica rieman-
niana de M induz uma métrica riemanniana sobre 3, também denotada por ( , ), cuja

conexdo de Levi-Civita V= satisfaz a formula de Gauss
VY =VxY — (A(X),Y)N, (54)

onde XY sao campos vetoriais tangentes & hipersuperficie 3, o campo vetorial N é o
campo vetorial unitario normal & X que aponta para dentro, e A é o operador forma com
respeito a N, isto é,

VxN =—-AX, VX cT(TY).

Visto que o fibrado normal de ¥ é trivial, a hipersuperficie ¥ herda uma es-

trutura espinorial da estrutura espinorial da variedade ambiente M. Assim, Y possui
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um fibrado espinorial hermitiano S no mesmo sentido de (LAWSON e MICHELSOHN|,
1989), isto é, um fibrado de Dirac. Denotaremos por v* e D*, respectivamente, a mul-
tiplicacao de Clifford e o operador de Dirac sobre Y. Chamaremos tal fibrado espinorial
de fibrado espinorial intrinseco. Iremos comparar o fibrado espinorial intrinseco S¥ com
a restricao P = SMy. Este fibrado ¢ isomorfo a S¥ ou S¥ @ S¥ conforme a dimensao
n de ¥ seja par ou impar (BAR) |1998; MOREL, 2001)). Visto que a &lgebra de Clifford
de dimensao n é a parte par da algebra de Clifford de dimensao n + 1, a multiplicagao de
Clifford 7 : C{(X) — End¢($X) ¢ dada por

17X =7(X)7(N), (55)

para todo ¢ € I'(SX) e qualquer X € I'(T'Y). Considere sobre $3 a métrica Hermiti-
ana ( , ) induzida da métrica Hermitiana de SM. Tal métrica satisfaz a condi¢ao de
compatibilidade se considerarmos em Y a métrica riemanniana induzida de M e a
multiplicacao de Clifford 4 definida por . A féormula de Gauss implica que a

conexao spin Y sobre $ é dada pela seguinte formula de Gauss espinorial

Yt = Vo — S4(AX )0 (56)

para todo ¢ € I'($X) e todo X € I'(T'Y). Observe que as condigoes de compatibilidade

(50} e sdo satisfeitas por ($2,7,(, ), ¥).

O operador de Dirac extrinseco ID = 70V sobre ¥ define um operador eliptico
de primeira ordem agindo sobre se¢oes de S¥.. Por , para qualquer campo espinorial
Y € T'(SX) temos

qub = Z%(Q)Veﬂb = gH¢ - 7(N> ZW(ei)veiwu (57)

PH(N)p) = =7(N) Py, (58)

onde {e1,...,e,} ¢ um referencial local ortonormal de TS ¢ H = ttraceA ¢ a cur-
vatura média de X em M. Assim, obtemos em ¥ uma estrutura espinorial intrinseca
(SX, V¥, 4*, D¥) e uma estrutura extrinseca ($2,V,7, P). A dimensao de ¥ exerce um

papel importante no isomorfismo de tais estruturas. De fato, se n é par, entao

(B2, V.4, D) = (S8, V*,7*, D%) (59)

e, se n é impar, entao

($2. V.7, P) = (ST ®SE, VZ & V7" & -7, D” & —D%). (60)
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Agora, relembramos a definicao de operador de quiralidade. Um operador
de quiralidade w sobre um fibrado de Dirac (EM,~,V,(, )) ¢ um endomorfismo w :

L(EM) — T'(EM) tal que

w? =Ider, (Wi, we) = (¥, 9), (61)
wy(X)) = —v(X)wp,  Vx(wy) =w(Vxe), (62)

para todo X € I'(T'M) e todo ¢, € T'(EM).
Iremos agora construir um novo fibrado de Dirac com um operador de quira-

lidade. Considere o fibrado vetorial

M SM se n + 1 ¢é par,
SM &SM sen-+1éimpar,

munido com uma multiplicagao de Clifford + definido por

I i sen + 1 é par,
K ¥® -5 sen+1éimpar,

e uma conexao de Levi-Civita

v_ v se n+ 1 é par,
V&V sen+1éimpar.

Além disso, (, ) denota o produto escalar hermitiano dado por (, )5 para n impar e por

(U, @) := (1, 1) m + (Vo, 02)

para n par, para todo ¥ = (¢, 1), ® = (¢1,p2) € T(EM).

Uma verifica¢ao simples nos mostra que (€M, V,v) é um fibrado de Dirac no
sentido de (LAWSON e MICHELSOHN;, [1989). O operador do tipo Dirac agindo em
se¢oes de EM e definido por D := v 0o V ¢é explicitamente dado por

D D se n+ 1 é par,
| De-D se n + 1 é impar.

Assim como foi feito em (HIJAZI, MONTIEL, e RAULOT, 2015), iremos
examinar este fibrado e sua restricao (¢, Y, 7) a X.

Se n + 1 & par, o operador w = y(w< 1) define um operador de quiralidade
n42

em SM, onde w® = [ ]61 ... eps1 €0 elemento de volume complexo. Além disso, o
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fibrado espinorial admite a decomposi¢ao
EM =SM =S"M &S M,

onde ST M sao os autoespacos de autovalores +1 do endomorfismo w. Por outro lado, o

fibrado espinorial restrito

g = gM‘E == SM‘E == SZ

pode ser identificado com os dados intrinsecos de ¥ assim como em ((60)).
Se (n+ 1) é impar, EM = SM & SM e a aplicacao

w:T(EM) — T(EM)
(wl) (%)
s v )

satisfaz as propriedades e , de modo que ele define um operador de quiralidade
sobre EM. A restricao de EM a X é dada por

e pode ser identificada com as copias do fibrado espinorial intrinseco de ¥ assim com em
[©9)-

O operador de Dirac extrinseco agindo sobre as segoes de § é definido por D :=
740¥Y. Definimos os operadores do tipo Dirac modificados sobre EM e &, respectivamente,
por

1
pt—pg T

i Tdgys (63)

D =D gm(N) Idg. (64)
Se M admite um campo espinorial de Killing imaginario ¢, € T'(EM) com namero de
Killing +2%, isto ¢,
1
Vxty = i§7(X)¢i,

para todo X € I'(T'M), podemos mostrar que

D:Fwi =0 and lD:Fwi = %wi (65)

A discussdo anterior pode ser sintetizada na seguinte proposigao (veja HIJAZI, MON-
TIEL, e RAULOT) 2015):
Proposicao 3.1 (Hijazi, Montiel e Raulot 2015). O fibrado (EM,~,V) € um fibrado

de Dirac munido com um operador de quiralidade w cujo operador do tipo Dirac associado
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D :=~0oV ¢é um operador eliptico de primeira ordem. A tripla restricao (&,%4,V) também

€ um fibrado de Dirac no qual a formula de Gauss espinorial

Yt = Vs — L4(AX) (66)

vale para todo ¢ € I'(§) e X € I'(T%), e tal que

D= gHw —Y(N)DY = V¢ (67)

Py (N)Y) = =7(N) Py, (68)

onde IP := 9oV € o operador do tipo Dirac extrinseco sobre §. Ademais, os operadores

do tipo Dirac
n.
pF =D+ 527(]\[)[(1(7

sao operadores diferenciais de primeira ordem que dependem somente das estruturas rie-
mannianas e espinoriais de 3.

Agora, considere o operador

G = y(N)w: T(§) = T(&),

Este endomorfismo é uma involugao autoadjunta em relagao ao produto hermitiano ( , )
definido pontualmente, onde w é o operador de quiralidade sobre EM. Tal endomorfismo

induz uma decomposicao ortogonal de §:
g=Vvrev, (69)

onde V* sao os autosubfibrados sobre ¥ correspondendo aos autovalores +1 de G. Por-

tanto, definimos as projecoes associadas sobre V*:

Py L2EM) — L*2VF)

. (70)
Y o Piypi= 5(Idey v (N)w)v,

onde L2(EM) e L?(V*) denotam, respectivamente, os espagos das segdes L2-integraveis
de EM e V*. As projecoes P. sao ortogonais entre si e sdo autoadjuntas com relacdo ao

produto hermitiano ( , ) definido pontualmente. Além disso, podemos verificar que
DTPL =P (71)

Encerramos esta se¢cao enunciando o seguinte resultado, devido a Hijazi, Mon-

tiel e Raulot, que serd o principal ingrediente na prova do Teorema [1.5
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Teorema 3.1. Seja ) uma variedade riemanniana spin compacta e conexa com bordo
suave X. Admita que a curvatura escalar de Q0 satisfaz R > —n(n + 1)k? para algum

k>0 e a curvatura média H de X seja positiva. Entao, para todo ® € T'(§), temos

1 2
/ (E\Jpﬂm? - %H@y?) s > 0. (72)
b

Além disso, a igualdade ocorre para ® € T'(§) se, e somente se, existem dois campos
espinoriais de Killing imagindrios VT, U~ € I'(§) com nimero de Killing —(i/2) tais que
PUT =P, ®eP U =P 0.

Veja também a Proposicao 2.3 de (BARBOSA, DE LIMA, e GIRAO), 2017)

3.2 Prova do Teorema [1.5

Nesta segao iremos apresentar a prova do Teorema

Demonstra¢ao. Suponha que H > 0 em Y. Seja ¢ um campo espinorial de Killing
imaginario com ntimero de Killing i/2 em €, tal que V = [¢|* (veja BAUM, [1989).

Considere o campo espinorial ¢ = 1|y, em X; tal que ¢, temos

Po = ZE0—a(N)Y (e Ve

= %s@ + %W(N ),
e

Dro= %cp +iny(N)y.
Portanto,

+ 2 n’H? 2 20,712 2 .
[PTel” = ——lol” + 0[Pl + n" ARGy (N), ¥).

Logo, obtemos

Lipropas = [T 2y 2( I, ' d)
[gipretas = [ TRk aznt ([ Bram s [ Rin@s.vas).

Agora, aplicando obtemos

/E IR / RN, ) 45 > 0. (73)

Por outro lado, temos

(VV,N) = Ry (N)p, ). (74)
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De fato, sabendo que V x¢ = %’Y(X)¢> para todo X € I'(T'M), temos

(VV,N) = N[J*
= (Vv ¥) + (¥, Vi)
= 2R(V1),9)
= Ry(N)Y, ).

Assim, substituindo em e lembrando que V = |¢|?, obtemos

/Kd2+/<VV,N>dEZO.
EH b

A igualdade ocorre se, e somente se, temos a igualdade em ([72)). Nesse caso,

existem dois campos espinoriais de Killing imaginarios ¥, U~ € I'(§) com numero de
Killing —(i/2) tais que P, U™ = P,peP_ W~ =P_psobre ¥. Entdo, o = P, U T+P_ U,

assim

Do = Pr(PVT)+ PT(PYT)
= P_(PTUT)+P(PTYT)
%(P_\Iﬁ + P U7).

Deduzimos que

2
n—HlD+90+<P=‘I’++‘I’_=\I’,

isto é 5 "
— (”7¢ ¥ m(sz) +v=1,
logo
iv(N) =~ 1=
P+ i P = 5‘11

O campo espinorial U é de Killing imaginério visto que ¥ e U~ sao Killing imaginarios,

além disso ¥ tem ntmero de Killing —i/2, assim o campo espinorial

iy(N)
Y+ Tlﬁ

é uma restricao de um campo espinorial de Killing imaginario com ntmero de Killing
—1/2, portanto, para todo X € T'(T'Y):

HA(X) —A(AX)) — 5 X(H)3(N)y = 0.

Agora, escolha X = X; € T'(X), onde X; sdo as diregoes principais de curvaturas de
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Y., cujas curvaturas principais associadas sao A;. Aplicando o produto escalar na tultima

igualdade com 7(X;)®, obtemos
H|Xi‘2|¢‘2 - /\i‘XiPW}F = 0.

Visto que |¢|* =V > 1 e em cada ponto p € ¥ podemos escolher uma base (X1, ..., X,)
de T,X tal que X; é uma direcao principal de curvatura, temos que A\; = H sobre X para
todo i € {1,...,n}, assim

A= HId.

Portanto, ¥ é totalmente umbilica. O

3.3 Prova do Corolario (1.3

Agora, iremos exibir a demonstra¢ao do Corolario [1.3]

Demonstragao. Seja 1) um espinor de Killing imaginario com nimero de Killing i/2 ( ap6s

um reescalonamento da métrica). Assim, para cada X € I'(T'M) temos

7
Vit = Dy (X (75)
Considerando V' = [1)|?, podemos verificar a partir de que V satisfaz
HessV =V (, ). (76)

Portanto, tomando o traco em , obtemos

AV = (n+1)V.

Integrando essa equagao no dominio compacto €2 e aplicando o teorema da divergéncia,
de (21) obtemos (22)).

Agora, se a igualdade ocorre em , pelo Teorema (1.5 3 deve ser totalmente
umbilica.

Em particular, quando P = R"”, a variedade M ¢ isométrica ao espago hiper-
bolico H"*!. Portanto, ¥ é uma hipersuperficie totalmente umbilica de H"*!, logo é uma
esfera geodésica.

]

3.4 Prova do Corolario (1.4

Comecamos esta se¢ao relembrando ao leitor alguns fatos sobre a geometria de

hipersuperficies em variedades riemannianas. Em uma hipersuperficie ¥ em M, definimos
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a k-ésima funcao de curvatura

Hk:Hk(A) = O'k(A),

(+)
onde A = (A, , \,) s@o as fungdes de curvaturas principais de ¥ e o polinémio homo-

géneo o0y, de grau k é a k-ésima fungao simétrica elementar

11 <<l

A préxima proposicao fornece uma relagao entres essas curvaturas:
Proposicao 3.2. (veja  GARDING, |1959; Montiel e Ros, |1991) Seja = : ¥ — M uma
mersao isométrica entre duas variedades riemannianas de dimensao n e n + 1, respec-
tivamente e admita que X seja conexa. Suponha que exita um ponto de ¥ onde todas
curvaturas principais sao positivas. Entao, se existir k € {1,...,n} tal que H, > 0 em
X, entao

H>HY*>...>HY onx. (77)

Se k > 2, a igualdade ocorre somente em pontos umbilicos.

Agora, se V denota a conexao de Levi-Civita sobre M e N é o campo ve-
torial unitario normal ao longo de ¥ que aponta na direcao da regiao interna, defini-
mos o operador forma A por A(X) = —VxN. Assim, as transformagoes de Newton
T, : T(TY) — I'(TY) sao definidas indutivamente a partir de A por:

TOZI, € Tk:O'kI—ATk_l, lngTL,

onde I denota a identidade em I'(T'Y).
Associado a cada transformacao de Newton T}, existe um operador diferencial
linear de segunda ordem Ly : C*(X) — C>*(X) para k =0,1,...,n — 1, dado por

Li(u) = tr(Tj o Hess u),
onde Hessu : I'(TX) — I'(T'Y) denota o operador simétrico definido por
Hessu(X) = V¥V¥u, VX € [(TY).

Em particular, Ly = A é o operador de Laplace-Beltrami, enquanto L; é o operador [,
introduzido por Cheng e Yau em (1977) a fim de estudar hipersuperficies de curvatura

escalar constante.
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Por um lado, o divergente de T}, é definido por

n

diVETk = Z (VZTk) (ei)a

=1

onde {ey,--- ,e,} é um referencial local ortonormal sobre 3. Portanto, temos
Li(v) = divs(Ty(VZu)) — (divs Ty, VZu). (78)

De , concluimos que o operador Ly é eliptico se, e somente se, T}, é positivo definido.
Obviamente, Ly = A é sempre eliptico. A elipticidade de L; é garantida pelo Lema 3.10
de (ELBERT] 2002) quando Hy > 0.

Se o espa¢o ambiente M possui um campo vetorial conforme Y € X (M),
com a funcdo f sendo o fator conforme, entdo é mostrado em (ALIAS, DE LIRA, e
MALACARNE 2006) que

divs(TRY' ") = (divsTy, Y) + cx (fHy + (Y, N)Hyph) (79)

onde

ck_(k+1)(kil>.

Integrando sobre ¥ e usando o teorema da divergéncia, obtemos
/(divETk,Y> dy + ck/ (fHi+ (Y,N)Hpy1) dx = 0. (80)
by )

Uma formula bastante util foi obtida por Alias, de Lira e Malacarne em (2006))

para todo campo vetorial tangente X € I'(T%):

k
(divs Ty, X ZZ R(N, Ty_je;)e;, AATLX). (81)

j=1 =1

Em particular, quando o espago ambiente possui curvatura constante, entao (R(N, V)W, Z) =

0 para todo campo vetorial tangente V, W, Z € I'(TX), de e obtemos identidade

integral de Minkowski classica para espacos de curvatura constante:

/E (fH, + (Y,N)H;,) d2 = 0.

Por outro lado, quando o espago ambiente é uma variedade de Einstein, to-
mando (81]) com k& = 1 obtemos

(diveTy, X) = Ric(N, X) = 0.
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Assim, para hipersuperficies compactas em espacos de Einstein o seguinte é vélido:

/ FHy dS + / (Y, NYH, dS = 0. (82)
¥ Y

Visto que toda variedade riemanniana spin admitindo um espinor de Killing

imaginario é uma variedade de Einstein com curvatura de Ricci —n, e considerando Y =

VV, onde V = |¢|?, temos de (82)):

/ VHyd¥+ /(VV, N)YH,d¥ = 0. (83)
b )
Prova do Coroldrio[1.} A curvatura escalar S* de uma hipersuperficie pode ser relaci-

onada com a curvatura escalar S do espago ambiente a partir da seguinte férmula:
S* =S — 2Ric(N,N) +n(n — 1)H,.

Em nosso caso, temos

S* =n(n—1)(Hy,—1).

Assim, a hipotese de curvatura escalar constante é equivalente & H, constante.
Agora, é facil verificar que, com respeito a normal —%, as fatias X3 = {s} x P
sao hipersuperficies totalmente umbilicas com curvaturas principais constantes iguais a 1.
Visto que X é compacta, existe um ponto p € ¥ tal que todas curvaturas
principais de ¥ sao limitadas inferiormente por 1 (isso pode ser verificado escolhendo um
ponto p onde a projegao sobre a reta real é méaxima), assim a constante Hs é limitada
inferiormente por 1, e portanto, por , H possui a mesma limitacao inferior.
Considere inicialmente o caso onde ¥ delimita um dominio compacto. Para

este caso, o seguinte lema serd necesséario:

Lema 3.1. Se Hy € constante, temos

/ (ﬁ— H) (VV,N)dS < 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, 3. € totalmente umbilica.

Demonstragao. De ([77)) temos

/VHdZZ/V\/HQdZZ\/Ib/VdE.
by s by

Por , obtemos
—/H2<VV,N)d22 \/Hg/VdE.
b b
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Assim,
—/H2<V\/,N)d§] > \/H2/<VV,N>HdE.
b b

Finalmente, temos

/ (\/E— H) (VV,N)dS < 0,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, H = \/Hs sobre .. Isso é equivalente a Y ser

totalmente umbilica. O

Agora, seja 1) um campo espinorial de Killing imaginario com nimero de Killing
i/2 e defina ¢ := (v/Hs +i7(IN))1 sobre . Primeiramente, de e (74), temos

/E<W(N)w,<p>d2: \/E/Wv,mdz+/zwz
> — \/E’ Vds + /de

2
Por outro lado, pelo Lema temos que
/(iv(N)wm)dE: \/H2/<VV,N>dE+/VdE
by » >
= / VHy(VV,N)d% — /(vv, N)H d¥
Y by
= / <\/H2 - H) (VV, N)ds, < 0.
>

x>
RV

Portanto,
[ eas o
b

Logo, devemos ter a igualdade no Lema [3.1] assim X é totalmente umbilica. Agora resta
pensar no caso onde Y é compacta, porém nao é a fronteira de nenhum dominio compacto.
defina a fungdo altura h € C*(X) por h = g o f, onde f : ¥ — R Xy, P € a imersao
isométrica (h é a projecao na reta real). Visto que ¥ é compacto, existem p,q € 3 tais
que h atinge seus valores de maximo e minimo, respectivamente. Se h(q) = s; e h(p) = s,
entdo X estd contida na regiao (1, ,, limitada pelas fatias {s1} x P e {s2} x P. Como
mencionado anteriormente,as fatias possuem curvaturas principais constantes iguais a 1,
assim a segunda curvatura média de ¥ satisfaz Hy(p) > 1 e Hy(q) < 1, portanto Hy = 1.

Agora, escolhendo u = e" em e lembrando que R X, P ¢ de Einstein, de

podemos obter

Li(e") = n(n —1)e"(H + (N, 0,)H,).
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Mas Hy = 1, H > \/Hy = 1 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz implicam que H +
(N,d,)Hy > 0.
Portanto, L;i(e") > 0 sobre a variedade compacta Y. Assim, visto que nesse

caso L, é eliptico , pelo principio do méximo aplicado a L; concluimos que e”

¢é constante,
e portanto h é constante. Logo, ¥ é uma fatia.

Desse modo, em ambos os casos, 2 é totalmente umbilica com curvatura Hs
constante, implicando curvatura média constante. Agora, aplicando o lema 4 de (MON-
TIELL [1999), onde hipersuperficies umbilicas com curvatura média constante sao classifi-
cadas. Assim, o resultado segue.

]
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4 CONCLUSAO

Na primeira parte dessa tese obtivemos desigualdades geométricas para uma
certa classe variedades subestaticas. Como foi apresentado, o elemento fundamental para
a obtencao de tais desigualdades foi a determinacao de uma quantidade integral que
¢ monotonamente decrescente ao logo do fluxo. Assim, a anélise do comportamento
assintotico dessa quantidade dependeu diretamente da maneira como o fluxo pelo inverso
da curvatura média age sobre a hipersuperficie em cada ambiente estudado. Desse modo,
o proximo passo seria obter desigualdades similares em outros espacos, bastando estudar
o fluxo pelo inverso da curvatura média nesses novos ambientes.

Obtivemos uma desigualdade em variedades spin que admitem a existéncia de
uma campo de Killing imagindrio. Uma das principais partes foi a escolha de um campo
espinorial que nos conduziu, juntamente com um determinado principio hologréfico, aos
resultados ali obtidos. Podemos destacar que a escolha de outros campos espinoriais pode
resultar em resultados diferentes ou generalizagoes para outros tipos de curvaturas. A
busca de resultados similares aos principios holograficos que foram utilizados também

podem gerar novas possibilidades de resultados nesse sentido.
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