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RESUMO

A maximizagdo da likelihood ¢ um método para estimar parametros de um modelo estatistico.
Nessa abordagem, posto um conjunto de dados empiricos € um dado modelo estatistico, os
diferentes pardmetros deste modelo sao ajustados de forma a maximizar a probabilidade dos
resultados empiricos serem observados dentro daquele modelo. Nesta dissertacdo vamos usar
essa abordagem na investigacao da estrutura de equilibrio de um sistema de particulas repulsivas
em um meio dissipativo. Vamos comparar duas abordagens distintas desse modelo. Em uma
abordagem microscépica resolvemos a dinamica ao nivel das particulas, integrando as equacdes
de movimento até chegar ao equilibrio mecinico. Numa outra abordagem em mais larga
escala descrevemos o estado de equilibrio pela densidade de probabilidade de encontrar uma
particula em um determinado ponto. O modelo de sistema que investigamos € uma idealizacio
unidimensional da forma da interag@o entre vortices supercondutores. Apesar de idealizado, este
modelo pode ser usado adequadamente para situagdes onde, devido as simetrias dos sistema,
apenas uma direcdo torna-se relevante. Os resultados obtidos da solucdo das equacgdes de
movimento sdo contrastados com duas possiveis abordagens continuas. Em uma abordagem
mais simplificada modelamos a distribuicio como o corte de uma pardbola de curvatura negativa
tomando apenas a regido positiva da curva. Nessa abordagem € nescessario apenas um parametro
relativo a curvatura. A segunda descri¢do também prevé a forma de uma parabola de curvatura
negativa, mas um segundo parametro € incluido para descrever uma possivel descontinuidade no
extremo da curva de distribuicdo. Descrevemos métodos de escolha de modelos para determinar
em que condicdes cada uma das diferentes abordagens € mais apropriada em diferentes condigdes

do sistema.

Palavras-chave: Modelo estatistico. Estimativa de parametros . Maximiza¢ao da funcao

likelihood.



ABSTRACT

Maximum-likelihood is a method for estimating parameters of a statistical models. In this
approach, given a set of empirical data and a statistical model, the different model parameters
are adjusted in order to maximize the probability for the empirical results being observed within
that model. In this dissertation we will use this approach in the investigation of the equilibrium
structure of a system of repulsive particles in a dissipative medium. We compare two distinct
approaches to this model. In a microscopic approach we solve the dynamics at the level of the
particles, integrating the equations of movement until arriving at the mechanical equilibrium. In
another, larger-scale approach, we describe the equilibrium state by the density of probability of
finding a particle at a given point. The system model that we investigate is a one-dimensional
idealization of the form of the interaction between superconducting vortices. Although idealized,
this model can be used adequately for situations where, due to the symmetries of the system,
only one direction becomes relevant. The results obtained from the solution of the equations of
motion are contrasted with two possible continuous approaches. In a more simplified approach
we model the distribution as the cut of a parabola of negative curvature taking only the positive
region of the curve. In this approach only one parameter relative to curvature is required. The
second description also assumes the shape of a parabola of negative curvature, but a second
parameter is included to describe a possible discontinuity at the end of the distribution curve.
We describe methods of choosing models to determine under which conditions each different

approaches is more appropriate under different system conditions.

Keywords: statistical model. Paramater estimation . Maximum-likelihood function.
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1 INTRODUCAO

A teoria da informacgdo € uma descricdo matemadtica que busca quantificar as condi-
¢des e os parimetros que envolvem a comunicagdo. E de consenso geral na drea que sua origem
como um campo de estudo independente se deve ao artigo publicado por Claude Shannon em
1948 (SHANNON, 2001). A palavra informag¢ao nesse campo € uma medida sobre a quantidade
de escolhas disponiveis ao transmitir uma mensagem. Essas mensagens podem ser conjunto de
simbolos escritos ou falados, imagens, sons. A abrangéncia desse campo de estudo é ampla.

Uma medida de quantificacido de informa¢ao denominada entropia de Shanon (H) é dada por

N
H=—Y pilogpi, (1.1)

i=1

onde p; representa a probabilidade de escolha da mensagem i, e N o nimero total de
mensagens disponiveis. Numericamente H representa o negativo do valor esperado do logaritmo
das probabilidades. H é minimo e igual a zero quando uma das probabilidades de escolha, por
exemplo p;, seja tal que p; = 1, o que implica que todas as outra escolhas tem probabilidade zero.
Isso é consistente pois nesse caso o sistema estd determinado, nao hé informacao disponivel, nem
liberdade de escolha na mensagem transmitida. H € mdximo quando todas as probabilidades sdao
iguais, implicando na maior liberdade de escolha possivel de uma mensagem sem que influencie
na liberdade de escolha de alguma outra do universo de opcoes.

A interpretacdo da entropia H como o nimero de escolhas disponiveis sobre um
sistema, e a forma da Eq. (1.1) nos remete a entropia conhecida em fisica estatistica,

N
S=kg ) pilogpi, (1.2)

i=1

onde p; € a probabilidade do sistema fisico transitar para o microestado i, e kg a constante de
Boltzmann. Inclusive em (SHANNON, 2001) € dito que Boltzmann relacionava entropia com
"informacao perdida"em alguns de seus trabalhos em fisica estatistica, na medida em que S é
diretamente relacionada ao nimero de alternativas que permanecem possiveis ao sistema fisico,
subtraida de toda a informacao ja conhecida pela observagdo macroscépica da evolucdao do
sistema. S representaria o que "ainda nao sabemos"sobre o sistema.

A relagd@o intima entre a entropia de informacao H e a entropia da termodindmica
sugere que muitos resultados obtidos em teoria da informagao podem ser aplicados na solucao

de problemas fisicos. A maximiza¢dao de H também € natural em um modelo estatistico. Neste
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trabalho usaremos uma técnica de inferéncia estatistica conhecida como MLE (maximum li-
kelihood estimation), que na pratica funciona como uma maximizagdo de entropia, para obter
pardmetros de um modelo estatistico. Usamos como problema fisico o movimento de particulas
no regime superamortecido. Mais especificamente a dindmica de vortices em supercondutores do
tipo-II como objeto de andlise. Apresentamos a simula¢do em dinamica molecular dos vértices,
e comparamos com dois modelos que descrevem esse mesmo problema, mas de um ponto de
vista probabilistico. Usamos inferéncia estatistica para estimar os parametros desses modelos, e
compara-los na tentativa de encontrar o modelo que descreve melhor o problema fisico, ou seja,
que perde menos informacdo. Para isso usamos alguns critérios provenientes do campo da teoria
da informacdo: o AIC (Akaike Information Criterion) e o BIC (Bayesian Information Criterion).

A parte central deste trabalho € dividida em 3 capitulos: no primeiro explicamos o
fendmeno da supercondutividade e introduzimos a dindmica de vortices em supercondutores. No
segundo capitulo abordamos as equacdes de Langevin e seu uso na descricdo do movimento de
vortices em supercondutores. Esse capitulo é a base do método discreto utilizado no trabalho
para simulagdo computacional utilizando dindmica molecular. Por fim, no dltimo capitulo apre-
sentamos os resultados, onde estimamos os parametros dos modelos estatisticos e comparamos

para identificar qual dos modelos é a melhor op¢do para descrever o modelo real.
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2 SUPERCONDUTIVIDADE

O fendmeno da supercondutividade foi primeiramente observado por Kamerlingh
Onnes em 1911 (ONNES, 1911) apenas 3 anos depois de ter obtido &xito no processo de
liquefacdo do hélio em seu laboratério em Leiden, Holanda. O que foi observado é que certos
materiais passam por uma transi¢ao de fase quando submetidos a temperaturas suficientemente
baixas, verificando-se a auséncia de resisténcia a corrente elétrica, abaixo dessa temperatura de
transicao.

Onnes utilizou o merctrio, que era o metal que melhor poderia ser purificado naquela
época. Notou-se que a uma temperatura em torno de 4K o material sofria uma transicao abrupta:
abaixo dessa temperatura critica o mercurio parecia ndo ter nenhuma resisténcia elétrica (Fig.
(1)). Notou-se também que essa transi¢do ocorria mesmo em algumas ligas, ndo somente
amostras puras. Abaixo da temperatura de transi¢cao, concluiu-se que o mercurio passava a ter
propriedades elétricas tnicas, e esse estado foi denominado supercondutor.

Ap6s essa descoberta de Onnes, muitos outros materiais foram estudados, notando-se
que os metais e ligas metdlicas sempre apresentavam temperatura de transi¢ao abaixo de 25K.
Posteriormente (BEDNORZ; MULLER, 1986), foram descobertos certos 6xidos metalicos cera-
micos apresentavam supercondutividade a temperaturas bem mais elevadas (o 6xido apresentado
no estudo tinha uma transi¢do em 35K), o que abriu perspectivas na descoberta dos denominados
supercondutores de altas-temperaturas.

A supercondutividade € destruida, se o material € submetido a campos magnéticos
acima de um certo limite (H.(7T)), cujo valor depende da temperatura do material observado.
Na temperatura critica, temos H.(T) = 0. No estado supercondutor, o material apresenta
propriedades magnéticas peculiares, e esses materiais podem ser divididos em supercondutores
do tipo-I (que sdo a maioria dos supercondutores ja descobertos) e os do tipo-1I (em geral ligas),
de acordo com sua resposta ao campo magnético. A diferenca entre eles serd melhor estabelecida

com a explicacdo do efeito Meissner logo abaixo.
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Figura 1 — Resistividade em fun¢ao da temperatura nos metais normais e supercondutores.

p } non-superconducting

7 superconducting

T: T

Fonte: (ANNETT, 2004). A imagem mostra o comportamento tipico dos metais em
fun¢do da temperatura. Para metais normais, a resistividade cai continuamente para
um valor finito enquanto ¢ resfriado até o zero absoluto. Ja para o supercondutor, a
resistividade vai abruptamente a zero abaixo de 7.

2.1 O condutor perfeito

Nesta secdo estudaremos o caso de um condutor com resistividade zero, de modo
que possamos entender as diferengas para um material supercondutor, abordadas posteriormente.

A resistividade zero s6 pode ser aceita como uma suposi¢ao, pois nao ha experimento
que possa alcangar essa precisdo. A resisténcia de um supercondutor € considerada nula apenas
para fins préaticos, casos onde essa resisténcia € tdo baixa que uma corrente poderia passar anos
circulando por esse material sem perda de intensidade. No caso ideal p = 0, essa corrente
permaneceria no circuito por tempo indeterminado.

Podemos comecar a analisar as implicagdes de um condutor com resistividade nula a

partir da lei de Ohm,
E=pl, (2.1)
Onde J € a densidade de corrente. Para o caso de interesse (p = 0)
E=0. (2.2)
Além disso, a Eq. (2.2) implica que
VxE =0, (2.3)
e como a lei de Faraday da indu¢ao na forma diferencial € tal que

JB

VxE=->", (2.4)
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podemos entdo afirmar

JB
Poo (2.5)

Assim, o campo magnético passando sob o condutor perfeito no momento de sua origem,
permanece o mesmo indefinidamente com o decorrer do tempo. Podemos ainda relacionar esse

resultado com a corrente presente no circuito,

dB di
@ _Ri+LY,

—A
dt dt

(2.6)

Onde A € a area delimitada pelo circuito, B, o campo aplicado sobre o mesmo, R a resisténcia do
circuito e L a constante conhecida como autoindutancia, gerada pela variacao do fluxo magnético

no material. No caso do condutor perfeito temos R = 0, tal que podemos simplificar a Eq. (2.1),

AB,+ Li = const. (2.7)

Como AB, + Li é o fluxo magnético total que passa pelo material, o fato de ser uma constante
torna o circuito autossuficiente: qualquer variacdo do campo € compensada pela inducao de
correntes que garantem a conservacao do fluxo magnético.

Podemos ilustrar os resultados anteriores por meio de um exemplo (Fig. (2)) de
resfriamento de um material para o estado hipotético de condutor perfeito. Quando o material
transita para esse estado sem um campo magnético aplicado, de acordo com o que foi visto, o
campo B interno ao material deverd se manter nulo. Assim, quando se aplica um campo Hj sobre
o material, serdo induzidas correntes superficiais que geram um campo que vai contrabalancear
o efeito de H,, gerando um campo resultante que € nulo dentro do material. No segundo caso, o
material se torna condutor perfeito com o campo aplicado, e da mesma forma ao desligar H,
correntes superficiais serdo criadas gerando um campo igual a H,, e mantendo o fluxo magnético

igual ao que existia no momento da transi¢do para o hipotético estado de condutor perfeito.



Figura 2 — Comportamento magnético de um condutor perfeito hipotético.

H El =O H El =O
T>Te T>T.
T Ha20 B
T<T: T>T.
| L1
H-+0 Ha50 L
T<T. T<T. N
.
H a:O
T<T.
H a=o
T<T.

Fonte: O autor. A esquerda, o material é resfriado sem um campo aplicado.
Ap6s a transicdo,aplica-se um campo Hj, e as linhas sdo desviadas
para manter o fluxo magnético nulo no interior do material. A direita,
o material transita para o estado condutor ja com o H,. Quando o
campo ¢é retirado, correntes na superficie sdo induzidas de modo a

14

manter o fluxo magnético constante no material.

2.2 Efeito Meissner

Em 1933, Meissner e Ochsenfeld mediram o fluxo magnético de um supercondutor
resfriado na presenca de um campo magnético (MEISSNER; OCHSENFELD, 1933). Foi
notado que na temperatura de transi¢cao para o estado supercondutor, o campo magnético era
completamente expulso do interior da amostra. Tal comportamento vai de encontro a ideia

de que supercondutores eram condutores normais com resistividade nula, pois essa situagdo €
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completamente diferente da observada na Fig. (2). Uma ilustracdo do comportamento magnético
observado no experimento de Meissner e Ochsenfeld € mostrada na Fig. (3), como fizemos no
caso de um condutor perfeito.

Podemos relacionar a magnetizacdo M por unidade de volume, o campo aplicado

H, e a densidade de fluxo B interno ao material por

B =puy(M+H,). (2.8)
Sabemos que pelo efeito Meissner B = 0, portanto

M = —H,. (2.9)

E a suscetibilidade magnética é definida por

dM

_d_H|H:O- (2.10)

%:

Portanto, temos ¥ = —1 para supercondutores, 0 que o caracteriza como um diamagneto perfeito.
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Figura 3 — Comportamento magnético do supercondutor.

H a :0 H a :O
T>Te T>Te
Hs=0 Ha%0 AT T
T<T: T>Te
e
Ha#0 Haz0
T<T- T<T.
=0 H==0
T<T. T<T:

Fonte: O autor. A esquerda, o processo é o mesmo explicado na Fig. (2). A
direita, o material transita para o estado condutor ja com o campo
H,. Quando retira-se H,, correntes na superficie sdo induzidas de
modo a manter o fluxo magnético nulo dentro do material.

2.3 Equacoes de London

Podemos descrever o comportamento de um condutor com resistividade zero fazendo
a seguinte suposi¢do: hd um certo nimero de elétrons (n,) nesse estado que se comporta como
superelétrons, no sentido de que se movem sem qualquer dissipacdo de energia. Sob acao de
uma forga elétrica, os superelétrons sdo acelerados continuamente,

dvg
m R
¢ dr

onde m,, Vs € e sd0 respectivamente a massa, a velocidade e a carga do superelétron. A densidade

_ K, 2.11)

de corrente referente aos superelétrons é dada por Js = ngevs, de modo que podemos substituir

na Eq. (2.11) para obter

dJs
S _ AE 2.12

onde A = n.e?/m,.
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Os irmaos London (LONDON; LONDON, 1935) propuseram uma teoria onde
relacionam as correntes e os campos no supercondutor, e uma das equacdes postuladas € a Eq.

(2.12). A outra equagdo é
V xJs=—AB. (2.13)

Essas sao conhecidas como as equacdes de London. Essa segunda equacdo inclui o efeito
Meissner, visto que aplicando o produto vetorial nos dois os lados da Eq. (2.12) e usando a lei

de indug¢do de Faraday V x E = —dB/dt

d
(Vx5 +AB) =0. (2.14)

A Eq. (2.13) € um caso particular da Eq. (2.14), no qual B € nulo na transi¢cao para o estado
supercondutor, quando o campo magnético € expulso do interior do material.
No estado supercondutor podemos aproximar a densidade de corrente por J ~ Js,

assim aplicar a lei de Ampere (desprezando a corre¢ao de Maxwell)

V xB = UpJs. (2.15)
Aplicando o produto vetorial dos dois lados da Eq. (2.15) e usando a Eq. (2.13)

VXV xB=—uyAB. (2.16)

Como V x Vx = VV.—-V? ¢ alei de Gauss para o magnetismo nos di V-B = 0, obtemos
finalmente a equagdo

1
V’B = B (2.17)

onde A = 1//Apy = \/HW ¢ chamado de comprimento de penetragao de London.
Nota-se que o modelo proposto pelos irmdo London ndo explica o fendmeno da
supercondutividade, apenas impde restricdes que selecionam das solucdes das equagdes de
Maxwell apenas as que se adequem ao fendmeno observado nos supercondutores. A Eq. (2.12)
imp0oe resistividade nula; ja a Eq. (2.13) restringe das solucdes com resistividade nula apenas as

que sdo compativeis com o feito Meissner.

2.4 O Campo critico

Para entender as implicacdes da Eq. (2.17) no estado supercondutor, podemos supor

um campo uniforme B, aplicado paralelamente a superficie condutora, da forma B, = ByZ. Seja
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a distancia para o condutor no eixo x, de modo que x < 0 fora do supercondutor, e x > 0 dentro

dele. A eq. (2.17) resolvida para esse caso particular fica
B(x) = Bye */*. (2.18)

Usualmente A2 é da ordem de 10~ ¢m?, logo a densidade do fluxo magnético cai exponencial-
mente 2 medida que entra no supercondutor, se anulando rapidamente ap6s uma profundidade
caracterfstica de cerca de 10>¢m. Na pritica pode se considerar que um material no estado
supercondutor torna-se um diamagneto perfeito, em sua resposta a perturbacdes magnéticas,
dado o baixo valor de A.

Existe, no entanto, um limite superior Jy para a densidade de corrente que um
supercondutor possa suportar se mantendo nesse estado. Essa corrente critica ¢ chamada
corrente de desemparelhamento, e estd relacionada a fisica microscopica do fendmeno da
supercondutividade. Como vimos na Eq. (2.18), o campo ndo € nulo até uma certa profundidade
do material, e pela segunda equacdo de London serdo induzidas correntes nessa regido (mesmo
que em escala microscépica). Enquanto essas correntes induzidas ndo atingem J, o material se
mantém supercondutor e nenhum fluxo magnético atravessa muito além de A. Porém, quando o
campo magnético aplicado atingir um valor critico H,, as correntes induzidas j4 terdo se tornado
grandes o suficiente para superar a corrente critica e o estado supercondutor serd destruido.

O campo critico depende da temperatura. Chama-se 7. a maior temperatura no qual
determinado material se mantém no estado supercondutor. Nessa temperatura T;, qualquer H
aplicado € suficiente para destruir o estado supercondutor. Observacdes experimentais indicam a
seguinte relacdo entre H, e a temperatura T

H, ~ Hy[l — (Tc)z]’ (2.19)

onde Hp € o maior valor possivel para o campo critico,sendo medido a baixas temperaturas

(idealmente seria o zero absoluto, impossivel de se obter experimentalmente, contudo).

2.5 Supercondutores tipo-I1

Foi observado que sob acdo de campos magnéticos fortes, ha dois tipos de materiais
supercondutores, de acordo com sua resposta magnética. O primeiro caso sao os supercondutores
tipo-I, onde o campo B dentro do material permanece nulo até que o campo aplicado atinja

um valor critico, H.. Se o campo aplicado for maior ou igual a H,, a o estado supercondutor €
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imediatamente destruido. Sua curva de magnetizacdo € portanto M = —H para H < H., e cai a
zero ou muito proximo disso para H > H., como € visto no lado esquerdo da Fig. (4).
Contudo, hé o segundo caso que sdo os supercondutores tipo-11. Materiais desse tipo
apresentam duas transi¢des para o campo magnético aplicado. A primeira ocorre em H = H,[,
onde H.; é denominado campo critico inferior; e a segunda transi¢ao ocorre em H,,, 0 campo
critico superior. Para campos H < H,, o material € supercondutor e ainda vale B = 0 e portanto
M = —H. Quando o campo aplicado supera H.{, no entanto, a corrente na superficie supera
a corrente critica e o fluxo magnético comega a entrar no material,e temos B # 0 e portanto
M > —H. Nessa situacdo o material se encontra em um estado chamado intermediario, onde os
estados normais e supercondutores coexistem. Para campos cada vez maiores o fluxo magnético
continuamente cresce, e finalmente quando H = H., a supercondutividade é completamente

destruida. O comportamento magnético desse supercondutor € ilustrado a direita na Fig. (4).

Figura 4 — Magnetizacdo em funcdo de H para os dois tipos de supercondutores.

Type 1 Type 11

M 4 He M He He

H H

M=-H M=-H

Fonte: (ANNETT, 2004). A esquerda, a magnetizagio em supercondutores tipo-I. A
amostra ¢ um diamagneto perfeito até que H = H, e a supercondutividade é des-
truida. A direita, em supercondutores tipo-II a supercondutividade s6 é totalmente
detruidaem H > H.,
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Figura 5 — O campo aplicado em fun¢do da temperatura para os dois tipos de supercondutores.

Type 1 Type 11

H )
H , A Abrikosov
f:ll'r"_"

H.

f-‘rr'l

kL
b et

T T Meissner T. T

Fonte: (ANNETT, 2004). Diagrama H versus T para os dois tipos de supercondutores,
dada pela Eq. (2.19). A direita, em supercondutores tipo-II temos a regido H < H,.
onde o material ainda é supercondutor, e a regido H,; < H < H,, onde se encontra
no estado intermediario.

2.5.1 Rede de vortices

Abrikosov (ABRIKOSOV, 1957), baseado na teoria de Ginzburg-Landau (GINZ-
BURG, 1950) mostrou como o campo magnético penetrava nos supercondutores tipo-II, no
estado intermedidrio. Nessa teoria de Ginzburg-Landau, temos uma descri¢do microscépica
do fendomeno da supercondutividade. Na solu¢do de Abrikosov, quando o supercondutor €
submetido a um campo H.; < H < H.,, o fluxo magnético B penetra o material na forma de
vortices.

O vértice € uma regido envolta de supercorrentes circulando um pequeno nicleo de
largura & (chamado de comprimento de coeréncia) que jd transitou para o estado normal, ou
seja ndao € mais diamagnético (Fig. (6)). O campo magnético que penetra no supercondutor
tipo-II ¢ médximo em torno desse nicleo, e decresce exponencialmente, pois fora dele vale a
equacao de London. Sendo assim, as supercorrentes que envolvem o nicleo blindam o campo
magnético, penetrando apenas o comprimento A de London, que € justamente a distincia em

que as supercorrentes se estendem. Fora dos vortices portanto o material ainda é supercondutor.
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Figura 6 — Campo magnético em um supercondutor tipo-II no estado intermediario.

Z\TA

INSZ/aNS74

Fonte: (ABRIKOSOV, 1957). Distribui¢do do campo e das linhas de cor-
rente dentro do supercondutor tipo-II, mostrando a rede de vortices
dentro do material.

i+

3

2.5.2 Campo magnético de um tinico vortice

Para calcularmos o fluxo magnético de um vértice isolado,
ONES / B-dA,
S

se usdssemos apenas a teoria de London, da sua segunda equagio teriamos
V x Js = —AB.
Integrando sobre toda a superficie do vortice,
/(V x Js)-dA = —A/B-dA.

S S
Usando o teorema de Stokes,
fJS- ds = —Ady,

c

portanto,

1
<I>0:—Kj{CJs-ds.

(2.20)

(2.13)

2.21)

(2.22)

(2.23)
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Figura 7 — Rede de vortices no NbSe;.

F.<;nte: (HESS et al., 1989). Rede de vértices no NbSe; produzida pela
aplicacdo de um campo de 1-T a 1,8K.

A uma distancia superior a A do nticleo do vértice, o fluxo magnético vai a zero, o
que implicaria em uma integral tomada nesse contorno, e finalmente o préprio fluxo magnético
total @y = 0. Isso € uma contradi¢do com o observado da penetracdo do campo pelo vortice. Isso
acontece pelo fato da equacio de London nio ser valida no entorno do ntcleo, onde o material ja
transitou para o estado normal.

Contudo, se considerarmos as dimensdes do nucleo despreziveis em relagdo ao
comprimento A, podemos tratar a influéncia dessa regido por uma fungio delta. Assim, o campo
magnético em torno de um vortice na direc@o z é determinado pela forma corrigida da equagao

de London,
—A*V?B+B = (8 (r)2. (2.24)

Podemos dizer que o problema tem simetria cilindrica, com o campo do vértice na direcao do

campo aplicado. A Eq. (2.24) pode ser entdo resolvida na forma escalar

1d, 6 dB
—125%(1)%”3 = Dy (r), (2.25)
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onde p € a distancia radial do nicleo. A solucdo dessa equagdo € na forma de Bessel modificada,

B(p) = sonko(2). (226)
Na figura 8 plotamos o grafico da func¢do K, usando A = 1. Pode-se observar que para p >
A a fungdo decresce rapidamente a zero (exponencialmente), e diverge para p << A. Essa
divergéncia vem da imposi¢do do nicleo do vértice como uma singularidade, de maneira a

simplificar o problema, de modo que para p < & a solu¢do em (2.26) ndo € vilida.

Figura 8 — Grafico da func¢do Kj.

3.5

Ko‘(P) —

25| B
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P

Fonte: O autor. Grifico da fun¢io Ky, onde usamos A = 1.
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3 DINAMICA DA INTERACAO ENTRE PARTICULAS NO REGIME SUPERA-
MORTECIDO

3.1 Equacao de Langevin

Em 1828 (BROWN, 1828), o botanico Robert Brown, observando o movimento de
graos de polen suspensos em dgua de diversas espécies de plantas, notou que o movimento desses
graos era irregular. Apesar de microscopicamente haver indmeras interacdes entre a particula e
as moléculas do liquido, a particula parecia mover-se de maneira independente.

A visdo do problema anterior como de carater aleatdrio torna a descri¢do do movi-
mento muito mais simples, principalmente em simulagdes computacionais. A quantidade de
interagdes microscopicas entre a particulas suspensas e as moléculas do liquido necessitaria
muito tempo computacional, dada a a quantidade de moléculas vizinhas a particula, mais o fato
de que as forcas que atuam nestas também dependem de suas vizinhangas, em um efeito cascata.

Langevin (COFFEY; KALMYKOV, 2004) propds tratar o movimento das particulas
brownianas como um problema de dindmica molecular, onde sua a posi¢do x da particula é uma

varidvel aleatoria sujeita a equacao diferencial estocdtica

(1) L OB 3.1)

"Tar T dt

onde F ¢ a forga de interagdo entre as particulas. O termo ydx(t)/dt é a forga de fric¢do a que a
particula é submetida pelo liquido, onde assume-se que € valida a lei de Stokes

dx(t)
dt

dx(1)

PR (3.2)

=67rn

Y

onde r € o raio da particula (aproximada como esférica) e 1 € a viscosidade do meio. ¥ nessa
aproximacdo € uma constante e igual a 67rn.
O termo §(¢) em 3.1 representa o efeito das colisdes das moléculas do liquido sob a
particula e de carater aleatério. As seguintes propriedades sdo necessdrias:
1. {(¢) é independente de x;
2. {(t) varia muito mais rapidamente em relagio a x.

Outra propriedade é

C(t) =0, (3.3)

ou seja, os incrementos de { com o tempo ndo dependem de como evoluiu § até esse instante.

A situacdo ideal para a propriedade 2 € que as colisOes com a particula sejam praticamente
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instantineas, o que pode ser expresso por

G()Gi(t') =2ykgTS(t —1'), (3.4)
onde kg é a constante de Boltzmann, e §;(¢) é a i-ésima componente de {(t). Pode-se dizer,

portanto, que a influéncia das colisdes é aproximada por ruidos brancos.

3.2 Equacao de Langevin no limite superamortecido

Em situagdes onde os efeitos inerciais do movimento das particulas sdo despreziveis
em relagcdo a contribuic¢ao viscosa do fluido, podemos desprezar o termo % na equacgao de
Langevin, de modo que a particula terd velocidade constante no intervalo de tempo considerado.
Vejamos mais precisamente em que tipo de situacao essa abordagem € valida (VIEIRA, 2017).
Por simplicidade, e consisténcia com o caso de estudo neste trabalho, consideramos aqui uma
particula imersa em fluido a T=0 e em uma dimensao. Como cada dimensdo adicional seguird as
mesmas equacdes, € suficiente provarmos apenas em uma. Aplicando a transformada de Fourier
em ambos os lados da equagdo de Langevin ({(¢z) = 0 devido a T=0),

oo , - oo ,
m/ d‘;—(tt)e”“dt = / Fe'™dt — ’y/ v(t)e™dt, (3.5)

onde v(t) = dx/dt. Definamos A(k) = (1/m) [T Fe'®dt e V(x) = [T2v(t)e!*dr. Usando

integrag@o por partes encontramos que

/ —d‘;gt)e’tht = —iK'/ v(t)e'™dt = —ikV (k) (3.6)

Portanto, obtemos a relacao

—ixV (k) = A(x) — LV (). 3.7)

m

Resolvendo para V (k) obtemos

_ A(x)
V(k) T i (3.8)
cujo médulo é

2 AP
V(K)|"= TP+ (3.9)

Como A(k) é a transformada de fourier da func¢@o hordria da forca resultante agindo sob a

particula, os valores de k que sdo solugdes da Eq. 3.9 sdo de tempos caracteristicos do problema
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fisico. Para o caso de frequéncias pequenas o suficiente tal que Kk << %, temos

A AP

Vik)]> = ~ 7 (3.10)
VO e
E consequentemente,
_Y
A(x) = =V (k). (3.11)
m
Aplicando a transformada inversa, obtemos
F(t) = (1), (3.12)

que € a equacdo de movimento da particula no caso super amortecido. O que esse resultado

indica € que para frequéncias do problema fisico que sdao despreziveis comparadas ao termo %,

0
regime € superamortecido. Outra forma de compreender esse resultado € que para Kk << % as
variagdes de posicao provocadas nas particulas pelos efeitos inerciais levam muito mais tempo
para serem realizadas do que as variacdes provocadas devido a viscosidade do fluido.

A equacdo de Langevin no caso superamortecido entdo resulta em

dx(1)
dt

—F+ (), (3.13)

quando ha uma forca externa adiciona-se mais um termo Fe a equacao.
3.2.1 Equacdo de Langevin aplicada em vortices de supercondutores tipo 11

Os vértices em supercondutores do tipo II, j4 introduzidos no capitulo anterior, sdo
as pequenas regides por onde o fluxo magnético penetra um supercondutor tipo II no estado
intermedidrio. Do ponto de vista macroscépico os vortices podem ser aproximados por particulas,
que interagem entre si dentro do material, repelindo-se. O potencial com que os vortices se
repelem € o da Eq. (2.26). Dentro do nicleo do vértice, onde o estado supercondutor ja foi
destruido, apresenta resisténcia ndo-nula a corrente que passa pelo mesmo. Portanto, sua equacao
de movimentos tem um termo dissipativo. Além disso, os efeitos inerciais podem ser desprezados
em relacdo a dissipacdo (VIEIRA, 2017), o que leva a uma equagdo de Langevin superamortecida

para interagﬁo entre os vortices,

Yvi =

275“013 ZKI +ZF‘ +§(ry,1) (3.14)

onde a forca dada pela funcdo de Bessel K € devido a repulsdo dos vortices, obtida a partir do

potencial de London cuja solucio é a Eq. 2.26 (MOREIRA, 2002). O somatério em F! leva em
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conta todas as forgas externas que agem no vortice 1 do sistema. Usaremos essa equagdo para

obter uma simulagdo através de Dinamica Molecular.
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4 RESULTADOS
4.1 Método discreto

Introduzimos nesta se¢io um modelo unidimensional para a dindmica de vortices
supercondutores. Neste modelo consideramos que o vortice toma toda a secao transversal da
amostra do supercondutor. Neste caso, da mesma forma que na Eq. (2.24), o campo deve
obedecer as equagdes de London na forma corrigida, mas com dependéncia apenas em x. A
equagdo para o campo produzido por um vértice em x; se torna

)de 2B(x,x1)

i —|—B(X,X1> ZCI)()S()C—XI), “4.1)

que pode ser resolvida usando o método das fun¢des de Green (BUTKOV, 1988), obtendo a

solucao
q)() *\X1 x|
B = 4.2
(X,)Cl) 22’ ) ( )
e para a for¢a temos
D by
F(x,x1) = sgn(x —xl)zuoize i, (4.3)

onde sgn(x —xj) é a fungdo que dé o sinal da diferenca (x —x;. O sinal negativo do fluxo
®( do vortice indica uma forga de interacdo repulsiva. O potencial em 4.2 em relacdo ao
nucleo (supondo o nicleo em x; = 0) é semelhante ao caso bidimensional, divergindo para x
muito préximo do nuicleo e decaindo exponencialmente fora dele. Esse modelo unidimensional
idealizado pode ser fisicamente realizado com amostras de dimensio da ordem de A. Além disso,
foi mostrado que esse modelo € uma boa aproximagao para a densidade de vortices em situagdes
onde existe simetria na direcao y (LEVIN; PAKTER, 2011).

Na simulagdo, uma forca externa do tipo F, = —kx age nas particulas. O programa
termina quando o estado estaciondrio é atingido(m=0). Assume-se que a solugdo tem periodici-
dade Ly na direcdo y. A equag¢do de Langevin da particula i para o caso unidimensional € entdo

dada por

dX. or |xl %
ngn 2“0 12 — kx;. 4.4)

Essa equacdo foi utilizada para a simulac¢do da interacdo entre os vortices utilizando o método de

dinamica molecular.
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4.2 Modelos continuos para particulas no regime superamortecido

Uma outra forma de descrever o comportamento de sistemas de particulas como o
caso dos vortices supercondutores tipo II, € possivel através de um método conhecido como
coarse-graining (CG)(MOREIRA et al., 2002). Nesse método o mesmo movimento de particulas
¢ interpretado em uma escala maior: os agrupamentos de particulas sdo divididos em sitios, que
comportam-se como uma grande pseudoparticula. Diferente do caso discreto onde buscamos
descobrir as posi¢cdes de todas as particulas do sistema com o tempo, na aproximagao por CG
nos interessa a concentragio de particulas p(r,7) em cada ponto do sistema, de carater continuo.
Isso diminui significativamente os graus de liberdade, o que torna as simulacdes feitas por CG
computacionalmente muito mais eficientes, além de permitir solugdes analiticas aproximadas em
algumas situacdes (JR et al., 2010). As interagdes analisadas sdo entre as pesudoparticulas,e ndo

mais entre as particulas reais do problema.
4.2.1 Modelagem estatistica e fungdo likelihood

No modelo continuo, como foi mencionado, com o objetivo de tornar o problema
de analisar a interacdo entre particulas mais eficiente, adiciona-se uma incerteza quanto ao
posicionamento das particulas. A descricdo passa a ser feita a através da fun¢do continua
p(r,t) em toda a regidao composta pelas particulas e 0 meio que as envolvem. Uma modelagem
estatistica para a obten¢do dessa densidade € necessaria. As posi¢des das particulas obtidas por
simula¢do em dinamica molecular tornam-se pontos amostrais dessa distribui¢do da densidade, e
o modelo deve ser consistente com esses dados. Como veremos, diferentes abordagens fazem
previsdes diferentes para p(x,¢) com diferentes conjuntos de pardmetros. Mostraremos a seguir
como decidir entre esses modelos.

Denomina-se funcdo likelihood (PAWITAN, 2001) de um modelo estatistico com n

pardmetros 6 = {6, 6,,...,6,} como a probabilidade de um dado x ocorrer em fungdo de 6,
L(6) = Py(X = x). (4.5)

Apesar de numericamente a likelihood ser idéntica a fungdo probabilidade, seu significado é
completamente diferente. A funcio probabilidade nos d4 a frequéncia que um dado deve ocorrer
em um modelo com os n parametros fixados. Em contraste, na funcao likelihood variamos os
parimetros do modelo para se adequarem aos dados observados. E um tipo de funcio bastante

utilizada no ramo de inferéncia estatitica. Para um conjunto de dados {x;,xy,...,xy } obtidos da
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simulag@o a fungéo L(0) fica
N
L(6) =[] Po(X =x). (4.6)
i=1
No contexto da funcao likelihood surge o método conhecido como maximum likelihood estimate
(MLE), em que busca-se um ajuste para os parametros que maximizem a probabilidade dos
dados ocorrerem no experimento. Esses parametros coincidem portanto com os que maximizam
a funcao likelihood, o que pode ser obtido tomando as derivadas em rela¢do a cada parametro na

Eq. (4.6) e igualando a zero. Contudo, como essa equacdo envolve um produtdrio, na maioria

das situagdes € mais simples derivar o logaritmo natural da fung¢ao likelihood,

1(0) = In(L(0)) = Y In(Py(X = x;)). 4.7)

1=

Como o logaritmo é uma fun¢do monotdnica, maximizar /(6) também maximiza L(6). O

problema portanto se reduz a resolver as equagoes

al 1 8P9(X :x,-)
Z 70

=0, (4.8)

onde cada 6 = 6,0, ...,06,.

4.2.2 Abordagem 1: modelo com um pardametro

Na abordagem proposta em seu artigo (JR et al., 2010), foi afirmado que o com-

portamento de particulas no regime superamortecido é compativel com a equagdo de difusao

nao-linear (a T=0 e forca externa no nosso caso F, = —kx)
0 0
P~ 2 (0% k), (49)

onde, no caso unidimensional a = |~ xF(x)/2dx (JR et al., 2010), com F(x) sendo a for¢a
interna dada pela Eq. (4.3) no caso dos vortices supercondutores. Resolvendo essa integral
obtém-se a = CID(Z) /Ho. Na realidade esta predi¢do do parAmetro a sé € exata a densidades que
tendem ao infinito. A densidades moderadas esse parametro depende de ajuste.

A Equacdo (4.9) acima resulta em

i(xmz—xz)®(xmz—xz), (4.10)

plx) =5

onde x,, = (3Na/2kLy)'/3, e @ é a fungio degrau.
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Como proposto em (JR et al., 2010), simulando diretamente o0 movimento das parti-
culas superamortecidas, através de um método de dinamica molecular, obtém-se um resultado
compativel com a solu¢do (4.10), com a diferenca que a € um parametro obtido por ajuste a
partir da densidade das particulas no estado estaciondrio. Essa densidade € obtida usando um
método ndo paramétrico de estimativa de distribuicdes, como o Kernel Density estimation(KDE)
que foi utilizado neste trabalho. De fato, (VIEIRA, 2017) explica que a dependéncia de a(p)
com a densidade torna-se cada vez menos relevantes com o aumento da densidade de particulas,

e no limite de altas densidades poderiamos supor este parametro independente.
4.2.3 Abordagem 2: modelo com dois parametros

No modelo proposto por (LEVIN; PAKTER, 2011), assumindo as particulas no
limite termodinamico, resolve-se a a equacdo para um potencial produzido por uma particula na

posicdo X1, que segundo o artigo € (no caso unidimensional)
V2G(x,x1) — G(x,x1) = 2mq8 (x — x1), (4.11)

onde q € uma constante da interagdo entre os vortices. Esta equacdo pode ser resolvida de

maneira exata e tem solucao
G(x,x;) = —mge M=, (4.12)

onde podemos obter a for¢a produzida em x,

dG
Fg(x,x1) = —% = —mgsgn(x; —x)e M1, (4.13)

Ainda em seu artigo, (LEVIN; PAKTER, 2011) concluem que a densidade de

particulas € dada pela relacdo
p(x) = b(oan” = 2*)O(x” —2%), (4.14)

onde b = k/4rq?, e diferentemente da primeira abordagem, em que a curva descrescia conti-
nuamente a zero, aqui a curva apresenta uma descontinuidade em +xy. Pode-se obter xq e x;,
de maneira exata aplicando a condi¢ao de normalizagdo, obtendo x,,, = 1/ 21%0 + %‘%. A outra
relagdo entre xg € x,,, € encontrada calculando o balanco de for¢as sob uma particula em x = x,
em que temos kxo = [ p(x)qFg(x,X0)dx, € que resulta na equagdo 4xg = x2, — X3+ 2x0 — 2+

e 20 (—x2, +x(2) +2xp +2). Com essas duas relagdes é possivel obter de maneira exata xo € Xy,
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sem necessidade de qualquer ajuste desses parametros. Contudo, todo o resultado acima trabalha
com a premissa de que o sistema estd no limite termodinamico, ou seja, a densidade de particulas
€ para fins praticos infinita, e com ja vimos no primeiro modelo o valor de b (que com uma
diferenga de parametriza¢do tem o mesmo efeito de a na Eq. (4.10)) é independente de p.

Para densidades finitas, o modelo proposto por Levin € falho, e precisaria de um ajuste
de 2 parametros, um para a curvatura da pardbola (x,,), € outro para os pontos de descontinuidade
(£xp). A seguir discutiremos como a funcao likelihood pode nos ajudar a decidir qual modelo é
mais apropriado para o nosso problema. Na Fig. (9) comparamos a densidade obtida pelo KDE
da simulacao usando a Eq. (4.4) e a densidade obtida pelas duas abordagens descritas acima, em
baixas densidades, sem a realizacdo de um ajuste, e podemos ver como os resultados diferem do
modelo real nesse caso.

Figura 9 — Comparacio da densidade obtida da simulagdo, e a obtida dos modelos de 1 e de 2
parametros, sem ajuste.
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Fonte: O autor.
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4.2.4 Funcdo likelihood para as duas abordagens
4.2.4.1 Estimativa para a primeira abordagem (1 pardametro)
Temos para a primeira abordagem uma fun¢do densidade do tipo
p(x) = caq(xm> —x2)O(x,2 —x2). (4.15)

onde aqui definimos o = 1 para a abordagem 1, e o@ = 2 para a abordagem 2. Para obtermos ¢
utilizamos o critério de normalizagdo,
o0 Xm
N:/ p(x)dx = cl/ (X% —x%)dx. (4.16)
e —x,,

Resolvendo a equagdo acima em cj,

3N
= 4.17
(&) 4x}:§n7 ( )
e finalmente a densidade resulta em
3N
p(x) = 4—3(me —x2)O (x> — x?). (4.18)
xm
A funcdo likelihood entdo resulta em
N
4.19
g 4x3 ), (4.19)

m
onde N € o nimero de dados e x; a posi¢do do dado de indice i. Para o MLE no parametro x,

aplicamos a Eq. (4.8) em L;, e rearrumamos os termos para obter uma relacao recursiva em X,

Xm

Xm

X, = (4.20)

”MZ

2
N !
Essa relagdo € aplicada até que x/, convirja para p valor que maximiza a fungdo likelihood, onde

a cada passo o x}, obtido no passo anterior se torna o x,, do passo seguinte. Na fig (10) pode-se

observar como [/n(L;) varia com x,,, observando a existéncia de um ponto de méaximo.
4.2.4.2 Estimativa para a segunda abordagem (2 parametros)

Nesse modelo temos dois pardmetros a ser encontrados. A densidade é dada pela Eq.

(4.14). Podemos obter b(xg,x,,) usando o critério de normalizag@o,

X0
N = / X)dx=b [ (xn> —x*)dx, (4.21)

—X0
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Figura 10 — Grafico do logaritmo natural da funcao likelihood no modelo 1 versus x,,
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Fonte: O autor. O grafico foi construido dos dados de uma simulagdo com N=100 particulas, e k=0,001. A
forma da curva evidencia a existéncia de um méaximo em L1, que no caso foi em x,, = 20,436.

que resolvendo em b resulta em

3N 1
= (4.22)
2x0 3x% — X2
e portanto a densidade das particulas é dada por
3N (xm2 — xz) 2 2
= ———50 —Xx7). 4.23
A funcao likelihood nesse caso é
N 2_ .2
3N (X~ —x7)
Lixp)=|——7+—55. (4.24)
(om) II:I 2x0 3xm2 — x0>
Nesse caso vamos comecar supondo uma condicao para xy,
X0 = suplx;, (4.25)

que é o menor valor que faria sentido para xg, visto que se xo < sup|x;| haveriam pontos da
amostra apos a descontinuidade, na regido onde a densidade deveria ser nula, o que seria uma
contradi¢do. Portanto s6 é possivel xy > sup|x;|. Outro fato é que x,, > xo, pois caso x,; < xp

teriamos densidade negativa para alguns pontos, o que vai de encontro a natureza positiva da



35

probabilidade; e caso x;,, = xo a funcdo densidade seria nula em qualquer ponto da reta, outra
contradicao.
Fixamos o parametro xo com o valor suposto em (4.25) e usamos 0 mesmo método

de maximizac¢do usado na abordagem 1, de modo que encontramos a seguinte relacao,

N (202 _3
/ Xm X
— Sy Ml 4.26

Na Fig. (11) apresentamos o comportamento de /n(L;) em fungdo de x,,, mostrando
a existéncia de um ponto de maximo. Utilizamos os dados de uma simula¢do com 100 particulas,
e com a constante k=0,001. Sob essas condi¢des construimos uma rotina que executa a Eq.
(4.26) até a situagdo de x,,, = x,;, de modo que obtemos o valor x,,, = 22,343, e xo = 18.937,
obtido do dado pela Eq. (4.25). Para testar a veracidade da suposicdo feita na Eq. (4.25),
plotamos na Fig. (12) o gréafico do logaritmo da funcdo likelihood em funcao de xy, com x,,
sendo obtido com o mesmo método acima para cada valor de xo. Tomamos valores de xo no
intervalo sup|x;| < xo < x,,,, pelas consideracdes ja feitas sobre esse parimetro. Nota-se que a
funcao likelihood decresce suavemente nesse intervalo, e 0 maximo em sup|x;| nos dd a garantia

que a suposicao feita em (4.25) € o melhor ajuste para o pardmetro x.



Figura 11 — Grafico do logaritmo natural da funcao likelihood no modelo 2 versus x,,
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Fonte: O autor. O grafico foi construido dos dados de uma simulagdo com N=100 particulas, e k=0,001. A
forma da curva evidencia a existéncia de um maximo em L;, que no caso foi em x,, = 22,343.

Figura 12 — Gréfico do logaritmo natural da funcéo likelihood no modelo 2 versus xg
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Fonte: O autor. O gréafico foi construido dos dados de uma simulagcdo com N=100 particulas, e k=0,001.
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Com o auxilio do método empregado para obter os paradmetros xg € x,, estabeleci-
dos, um resultado importante € mostrar que com o aumento do nimero de particulas, o valor
b(x0,xm) = %m aproxima-se da constante prevista por Levin em seu artigo ((LEVIN;
PAKTER, 2011)). Na simulacdo que o0 mesmo usou para comparar com o modelo em analise,
ele utilizou k = 0,001, no que resultou em b = k/47 =~ 7,9577x107>. Na Fig. (13) simulamos
o movimento dos vortices para diferentes quantidades de particulas (desde N=100 a N=2000

particulas). Nota-se que para valores suficientemente grandes de N o termo b(xg, x,,) se aproxima

da constante que Levin previu em seu artigo.

Figura 13 — Comportamento de b(x,x;;) em fungdo de N
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Fonte: O autor.

Na Fig. (14) comparamos novamente as densidades (como foi feito na Fig. (9)),
mas nesse caso com os parametros obtidos por ajuste utilizando a abordagem do MLE descrita
acima. Nesse caso os dois modelos se aproximam suficientemente bem do resultado obtido da

simulacao.
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Figura 14 — Comparacao da densidade obtida da simulagdo, e a obtida dos modelos de 1 e de 2
parametros, apos o ajuste.
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Fonte: O autor.

4.2.5 Critérios para decisdo da melhor abordagem

A seguir testamos as duas abordagens segundo critérios que estimam a qualidade
relativa entre modelos estatisticos, originados da teoria da informac¢do. Em todo modelo ha perda
de informacdo em relac@o ao processo que gerou os dados do modelo. Pelos critérios mostrados
a seguir estimamos a perda relativa dessa informacao, e o quanto o nimero de parametros
influi nessa perda. Vamos analisar o critério variando parametros que influem na dinamica
das particulas: o k da forca externa aplicada e o nimero de de particulas (N) na simulacao.
O objetivo € testar se em baixas e altas concentracdes (no caso do parametro N) os modelos
mantém sua qualidade de descri¢do do modelo real, e em quais situagdes cada modelo se torna

mais apropriado para essa descricao.
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4.2.5.1 Critério de Akaike

Dado um modelo estatistico, define-se como AIC (Akaike Information Criterion) a

relagcdo
AIC =2p —2In(Lyay), (4.27)

onde p € o numero de parametros do modelo, e L,,,, € o valor mdximo que a funcao likelihood
atinge no modelo em questdo. Dado um conjunto de modelos, o que possui menor AIC € o
que melhor representa o modelo real. Na Fig. (15) mostramos o resultado da comparacdo entre
o AIC nos dois modelos, para valores de k entre 0,001 e 0,05, de maneira a obter uma ideia
sobre a evolucdo do critério de akaike com os dados. No eixo y temos a diferenca AIC] —AIC,,
onde o indice 1 se refere a0 modelo com um parametro, e o indice 2 ao modelo de 2 parametros.
Nesse intervalo, a abordagem com 2 parametros aparentemente, pelo menos no intervalo de
k considerado, € a mais apropriada para o problema, pois a diferenca AIC; — AIC, é sempre
positiva, ou seja AIC; > AIC,. Na Fig. (16) comparamos novamente AIC; — AIC,, mas agora
variando o nimero de particulas, fixando k = 0,001. O resultado é consistente com o obtido

variando k, sendo que nesse caso a AIC; — AIC; aparentemente cresce linearmente com o N.

Figura 15 — Comportamento do AIC em funcao de k.
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Fonte: O autor.
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Figura 16 — Comportamento do AIC em fungao de N.

1.25

0.95| ]
0.9 . ]
0.85

0 200 400 v 600 800 700(

Fonte: O autor.

4.2.5.2 Critério Bayesiano

O modelo conhecido como BIC (Bayesian Information Criterion) é parecido com o

modelo proposto por Akaike,
BIC = In(N)p — 2In(Lyay), (4.28)

onde N € o nimero de dados da amostra. Esse critério "pune'mais o uso de pardmetros no
modelo, inserindo um termo dependente do nimero de pontos amostrais, ou seja quanto mais
dados estiverem presentes na amostra, maior a perda informag¢ao devido ao uso de parametros.
Na Fig (17) comparamos o BIC dois modelos, nas mesmas condi¢des do AIC feito anteriormente.
Nesse caso para pontos k < 0.025 o modelo com 1 parametro apresenta melhor desempenho,
mas apos esse valor o modelo de dois parametros se torna o melhor candidato. Esse resultado
reflete também como a escolha de um critério de decisdo de influencia na andlise de qualidade
dos modelos.

Na Fig. (18) comparamos BIC; — BIC, com o numero de particulas, fixando k =
0,001. O resultado mostra que a diferenca € negativa e decai com o aumento de N, e portanto o

modelo de 1 parametro nesse critério € melhora com o aumento do nimero de particulas.
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Figura 17 — Comportamento do BIC em funcao de k.
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Fonte: O autor. Comportamento do BIC em fungio de k, com N=100 particulas.

Figura 18 — Comportamento do BIC em fun¢do de N.
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Contudo, deve-se ter um ponto de inflexdo onde para densidades suficientemente
altas, o modelo de 2 parametros se torna a melhor aproximacgdo para qualquer k fixado, como
consequéncia do que foi afirmado em (LEVIN; PAKTER, 2011), pois com o aumento da
concentragdo de particulas aproxima-se o limite termodinamico e o modelo de dois parametros é
igual ao modelo real. Como a for¢a externa empurra as particulas para o centro, quanto maior k
maior serd a concentracao de particulas na configuracdo de equlibrio do sistema. Deve haver
portanto para cada k um valor de N no qual o modelo de 2 pardmetros passa a ser o melhor, pois
a concetracgdo terd atingido um valor suficiente para o limite termodindmico se tornar uma boa
aproximacao.

De fato, na Fig. (19) comparamos BIC| — BIC; novamente em k = 0,001, mas para
valores ainda maiores de N, e o que ocorre € que o modelo de dois pardmetros realmente se torna
a melhor escolha e se torna cada vez melhor com o aumento de N. Aparentemente, a densidades
altas a qualidade do ajuste do modelo de dois pardmetros € tao superior ao de 1 parametro que
o "preco'na perda informacdo pela inclusao do parametro extra ndo € suficiente para tirar tal

diferenga, que s6 aumenta com o nimero de particulas.

Figura 19 — Comportamento do BIC em fun¢do de N.
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Fonte: O autor.Comportamento do BIC em fungdo de N, para k=0,001, para densidades altas.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Ao fim deste trabalho podemos afirmar que foi oferecido um procedimento eficiente
de andlise de modelos estatisticos. Para este fim nos propomos a estudar dois modelos continuos
que descrevem o movimento de particulas no regime superamortecido. Mais especificamente
analisamos a dindmica de vortices em supercondutores tipo-II, que podem ser aproximados
por particulas que se repelem e tem um termo dissipativo em seu movimento dependente da
velocidade, ou seja, um caso de particulas no regime superamortecido.

Apresentamos inicialmente o fendmeno da supercondutividade e em que situacdes se
originam os vortices em supercondutores tipo-II, mais precisamente quando o campo magnético
H aplicado sobre o material supercondutor supera o valor do campo critico inferior, mas ainda
nao ¢ forte o suficiente para superar o campo critico superior, fazendo com que o material ndo
destrua completamente seu estado supercondutor. Também introduzimos a equa¢do do campo
produzido por um vortice.

Continuando o trabalho apresentamos o modelo discreto para a dindmica de particulas
no regime superamortecido, utilizando a equagao de Langevin, e ensaiando todo o processo que
serviu de base para a simulacdo computacional realizada na dissertacao.

Por fim, detalhamos os dois modelos estatisticos que serviram de base para o objetivo
principal da dissertac@o, a saber: estimar os parametros de um modelo usando métodos de
inferéncia estatistica, mais precisamente com a determinacao da fungao likelihood nos dois
modelos e o uso do MLE; e oferecer critérios que ajudem a decidir qual modelo descreve melhor
o problema, ou seja, o que perde menos informacao em relacdo ao modelo que originou os dados
(modelo discreto, no nosso caso). Utilizando os critérios AIC e BIC, buscamos estimar a perda
relativa de informac@o de cada modelo, e qual era o mais apropriado para a descricao do modelo
real, que no nosso caso € o modelo discreto. os resultados mostraram que, segundo o critério de
Akaike o modelo de 2 parametros € mais preciso que o de 1 parametro, em todo o intervalo de k
observado (103 < k < 0.05), a N fixo (N = 100). A mesma conclusdo pode ser obtida quando
J4 utilizando o critério bayesiano notou-se que, para N = 100, o modelo de 1 parametro € mais
preciso no intervalo k£ < 0.025, perdendo para o modelo de 2 parametros para k > 0.025, dentro
do intervalo analisado. Contudo, suspeitamos que para N suficientemte grande, o modelo de dois
parametros € a melhor descri¢do, o que ainda precisa ser comprovado, mas seria coerente ao que
foi afirmado sobre comportamento desse sistema no limite termodinamico.

O trabalho nos indica algumas perspectivas sobre o tema. Primeiramente € preciso
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estender a analise para concentragdes maiores de particulas, para encontrar os limites onde o
modelo de 1 parametro é mais preciso, onde podemos também analisar como as densidades
obtidas pelos modelos nesses limites sdo afetadas. Em seguida, € necessdrio estender a anélise
para o caso bidimensional e observar quais as diferengas sobre os resultados. Outra necessidade
€ usar o estudo da funcao likelihood para outros sistemas superamortecidos, com diferentes
potenciais de interacdo. Porém, certamente os métodos utilizados nesse trabalho sdo aplicdveis

no contexto de qualquer modelo estatistico.
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