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RESUMO

No Estado Limite Ultimo o comportamento da estrutura é fortemente ndo linear devido a
ocorréncia de fendmenos como grandes deslocamentos, flambagens, plastificagoes,
fissuracdo, entre outros. Um problema € dito ndao linear quando a rigidez depende dos
deslocamentos da estrutura. Esta dependéncia € dita fisicamente ndo linear quando a rigidez é
funcdo do estado de deformagdo que o material estd sujeito e por sua Lei Constitutiva. O
presente trabalho visa realizar andlises estruturais de pérticos planos de concreto armado com
secdo retangular, modelados utilizando o Método dos Elementos Finitos e considerando a ndo
linearidade fisica. Serdo consideradas para o concreto e para o aco as Leis Constitutivas
descritas na NBR 6118:2003 e no Eurocode 2:2004. A ndo linearidade geométrica €
considerada nas andlises estruturais, mas ndo € abordada neste trabalho, pois € utilizado o
programa FAST que ja possui a implementacdo computacional necessdria para realizar uma
andlise estrutural ndo linear geométrica de porticos planos baseada na formulagdo
corrotacional. Com o objetivo de considerar a ndo linearidade fisica nas andlises estruturais,
pretende-se apresentar os diversos métodos empregados para a integracdo das tensdes na
secdo transversal com foco no Método das Fatias, que ¢ o método adotado. O
desenvolvimento do trabalho consistiu inicialmente por uma revisdo bibliografica sobre o
conceito e os tipos de ndo linearidades presentes nas estruturas. A revisdo também foi
direcionada para entender a formulacdo de elementos finitos de poértico plano baseada na
teoria de Navier-Bernoulli e para identificacdo e entendimento das diversas técnicas de
integracdo das tensdes na secao transversal como o Método das Fatias. Com a implementacao
computacional estabelecida, partiu-se para a modelagem e andlise estrutural de porticos
planos de concreto armado com sec¢do retangular. Foi constatado que para o diagrama tensao-
deformacdo da NBR 6118:2003 e para uma secdo retangular de concreto armado, sdo
necessarios no minimo 100 fatias na discretizacdo da secdo transversal para que a integracao
das tensdes apresente resultados satisfatorios. As divergéncias encontradas em relagdo aos
resultados experimentais € numéricos de outros autores estdo relacionadas principalmente a
Lei Constitutiva empregada para o concreto e para o aco. E importante, na andlise estrutural
ndo linear fisica, empregar modelos constitutivos mais adequados que o diagrama pardbola-
retangulo sugerido pela NBR 6118:2003 sendo mais indicado empregar a curva tensio-

deformacao do concreto na compressado sugerido pelo Eurocode 2:2004.

Palavras-chave: Andlise nao linear. Ndo linearidade fisica. Método dos Elementos Finitos.

M¢étodo das Fatias. NBR 6118:2003. Eurocode 2:2004. Concreto armado. Lei Constitutiva.



ABSTRACT

In the Ultimate Limit State the structural behavior is strongly nonlinear due to the occurrence
of phenomena such as large displacements, buckling, laminates, cracking, among others. One
problem is said nonlinear when the displacement depends on the stiffness of the structure.
This dependence is said physically nonlinear stiffness when is a function of the state of
deformation that the material is subject and its Constitutive Law. This study aims to perform
structural analysis of reinforced concrete plane frames with rectangular section, modeled
using the finite element method and considering the physical nonlinearity. It will be
considered for the concrete and steel Constitutive Laws described in NBR 6118:2003 and
Eurocode 2:2004. The geometric nonlinearity is considered in the structural analysis, but is
not addressed in this study, because the FAST program is used that already has a computer
implementation necessary to perform a geometric nonlinear structural analysis of plane
frames based on the corotational formulation. Aiming to consider the physical nonlinearity in
structural analysis, this paper aims to present the various methods used for the integration of
the stresses in the cross section focusing on the Method of Slices, which is the method
adopted. The development work originally consisted of a literature review on the concept and
types of nonlinearities present in the structures. The review was also aimed to understand the
finite element formulation of plane frame based on the theory of Navier-Bernoulli and for
identifying and understanding the various integration techniques tensions in cross section as
the Method of Slices. By implementing computational established, broke for modeling and
structural analysis of reinforced concrete plane frames with rectangular section. It was found
that for the stress-strain diagram of the NBR 6118:2003 and a rectangular section of concrete
reinforced are required at least 100 slices in the discretization of the cross section for the
integration of the tensions present satisfactory results. The differences found in relation to the
experimental and numerical results of other authors are primarily related to the Constitutive
Laws used for concrete and steel. It is important, in physics nonlinear structural analysis,
employing constitutive models more suitable than the parabola-rectangle diagram suggested
by NBR 6118:2003 been more appropriately employ the stress-strain curve of concrete in

compression suggested by Eurocode 2:2004.

Keywords: Nonlinear Analysis. Physical nonlinearity. Finite Element Method. Method of
Slices. NBR 6118:2003. Eurocode 2:2004. Concrete reinforced. Constitutive Law.
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1 INTRODUCAO

Com o avango tecnoldgico e os recursos computacionais disponiveis, cada vez
mais se busca a realizacdo de andlises estruturais mais refinadas e realistas, pois a ferramenta
computacional permite o cdlculo com grande velocidade e precisd@o. Dessa forma, andlises
estruturais que levem em consideragao as nao linearidades tendem a se tornar mais comuns
nos projetos das estruturas.

No que diz respeito as estruturas de concreto armado utilizadas em edificacgoes, as
estruturas reticuladas constituidas por vigas e pilares, formando os pdrticos, sdo a tipologia
estrutural mais empregada. O avanco da ferramenta computacional associado ao
desenvolvimento de materiais mais resistentes tem viabilizado a execug¢do de estruturas de
edificacdes cada vez mais altas e com elementos estruturais mais esbeltos. Assim, torna-se
mais dificil atender as hipdteses necessdrias a aplicacdo da andlise estrutural linear, pois esta é
baseada principalmente na hipétese de pequenos deslocamentos € no comportamento linear
dos materiais. Diante desse contexto, a realizacdo de andlises estruturais mais realistas deve
considerar tanto a ndo linearidade geométrica e como a fisica, conforme recomenda a
NBR 6118:2003.

Uma poderosa ferramenta para analise ndo linear de estruturas € o Método dos
Elementos Finitos, pois permite a modelagem de diferentes estruturas sujeitas a diferentes
solicitacdes e restricoes. A formulagao dos modelos discretos de elementos finitos empregada
¢ a de elementos finitos de poértico plano considerando como base para sua formulagdo a
Teoria de Navier-Bernoulli.

Segundo Fonseca (2006), em mecanica computacional, um problema € dito nao
linear quando a rigidez depende dos deslocamentos da estrutura. Esta dependéncia € dita
fisicamente nao linear quando a rigidez € funcdo do estado de deformacdo que o material esta
sujeito e por sua Lei Constitutiva. No presente trabalho, serdo consideradas para o concreto e
para o ago as Leis Constitutivas descritas na NBR 6118:2003 e no Eurocode 2:2004. A nao
linearidade geométrica € considerada nas andlises estruturais, mas nao € abordada neste
trabalho, pois se utiliza o programa FAST que estd em desenvolvimento no Laboratério de
Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV) da UFC e que possui a implementacio
computacional necessdria para realizar uma andlise estrutural ndo linear geométrica de

poérticos planos baseada na formulacao corrotacional (MEIRELES NETO, 2012).
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1.1 Objetivos

Com o objetivo de considerar a ndo linearidade fisica nas andlises estruturais, o
presente trabalho pretende apresentar os diversos métodos empregados para a integracdo das
tensdes na se¢do transversal com foco no Método das Fatias, que € o método adotado.

Além disso, o presente trabalho visa realizar andlises estruturais de porticos
planos de concreto armado com secdo retangular, modelados utilizando o Método dos
Elementos Finitos e considerando a ndo linearidade fisica e geométrica. Como objetivos
especificos, pretende-se:

a) apresentar os métodos de integracdo das tensdes na secdo transversal para a

obtencdo dos esforcos internos e da matriz constitutiva tangente;

b) avaliar a eficiéncia do Método das Fatias;

c) realizar a implementa¢do computacional da formulacdo do Método das Fatias

no programa FAST;

d) verificar a flecha de vigas biapoiadas obtida através da rigidez equivalente,

calculada com a férmula de Branson (1968), e através da analise ndo linear

fisica.

1.2 Organizacao do texto

O texto deste trabalho estd dividido em 7 capitulos. No Capitulo 2, é feita uma
discussao sobre a diferenca entre uma andlise linear e uma andlise ndo linear, sdo identificadas
e caracterizadas as principais fontes de ndo linearidades nas estruturas (a geométrica, a fisica e
a de contato) e € exposto o fundamento do Método dos Elementos Finitos.

O Capitulo 3 contém as prescricdoes da NBR 6118:2003 sobre a realizacdo de
andlises estruturais lineares ou ndo lineares. Neste capitulo, sdo apresentados os parametros
que identificam quando se deve realizar uma anélise ndo linear e os métodos para realizar essa
andlise de forma aproximada.

No Capitulo 4, é apresentada toda a formulacdo do modelo discreto de portico
plano implementada no programa FAST, que é baseada em elementos finitos de portico plano

considerando a teoria de Navier-Bernoulli.
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Uma revisdo bibliografica sobre os métodos de integracdo das tensdes na sec¢ao
transversal é apresentada no Capitulo 5, no qual se encontra a exposicao sobre o Método das
Fatias, que foi o método adotado e implementado no programa FAST.

No Capitulo 6, sdo expostos os resultados sobre a avaliacdo da eficiéncia do
Método das Fatias. Também estdo apresentados os resultados obtidos para os exemplos de
verifica¢do e validagcdo, que foram utilizados para avaliar a implementagao computacional, e
os resultados das verificacdes de flechas em vigas biapoiadas.

Conclusdes, bem como sugestdes para futuros trabalhos de pesquisa, sdo

apresentadas no Capitulo 7.

1.3 Metodologia

A metodologia para o desenvolvimento do trabalho consistiu inicialmente de uma
revisdo bibliogréfica sobre o conceito e os tipos de ndo linearidades presentes nas estruturas.
Com o entendimento sobre as nao linearidades, buscou-se conhecer as recomendacdes da
NBR 6118:2003 a respeito de como considerar as ndo linearidades presentes nas estruturas de
concreto armado.

A revisdo também foi direcionada para entender a formulacao de elementos finitos
de portico plano baseada na Teoria de Navier-Bernoulli que permite a realizagdo de andlises
estruturais considerando as ndo linearidades fisica e geométrica. Por fim, a revisdo
bibliografica se voltou para identificacdo e entendimento das diversas técnicas de integracdo
das tensOes na secdo transversal como o Método das Fatias. O Método das Fatias foi, entdo,
implementado no programa FAST e uma série de exemplos, tanto de verificacdo como de
validacdo, foram analisados e os resultados confrontados com os encontrados na literatura.

Com a implementa¢do computacional estabelecida, partiu-se para a modelagem e
andlise estrutural de vigas biapoiadas de concreto armado com secdo retangular para verificar
as flechas obtidas de acordo com a férmula de Branson (1968) e de acordo com a andlise nao

linear fisica.
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2 ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS

Uma grande quantidade de fendmenos apresenta comportamento ndo linear e cada
um possui uma determinada dificuldade para a formulagio de um modelo apropriado. E o
caso, por exemplo, de problemas de transferéncia de calor, radiacdo, problemas de fluxo de
fluidos e de estruturas mecanicas.

Em estruturas € realizada a andlise estrutural cujo objetivo € a determinagdo das
respostas mecanicas da estrutura quando sujeita a acdes externas. Essas respostas sao
constituidas por deslocamentos, deformacdes, esforcos e tensdes internas.

Na verificacdo da segurancga das estruturas, a andlise estrutural € realizada com a
carga de colapso. De acordo com as normas técnicas, essa carga corresponde a um Estado
Limite Ultimo (ELU). A seguranca estd garantida quando a carga de colapso é superior as
acoOes externas mesmo na combina¢do mais desfavordvel.

Na situacdo proxima ao ELU, € observado experimentalmente que o
comportamento da estrutura é fortemente nado linear devido a ocorréncia de fendmenos como
grandes  deslocamentos, flambagens, plastificagdes, fissuracdo, entre  outros
(PARENTE JUNIOR, 2012).

A ndo linearidade impde dificuldades na descricdio do fendmeno através de
modelos matemadtico e numéricos e também na resolucdo das equacdes ndo lineares que
surgem. O enfoque requerido e o custo computacional para a andlise aumentam
substancialmente. Mesmo com o aumento dos recursos computacionais disponiveis, a andlise
estrutural ainda € feita normalmente no regime linear. Isto porque os modelos lineares
produzem resultados satisfatorios para muitos problemas de interesse pratico, em que 0s
deslocamentos sao limitados, e também porque a andlise linear € muito mais simples e rapida
do que a nao linear.

Apesar da dificuldade de se realizar uma andlise ndo linear, ela por ser mais
realista traz como principal vantagem a possibilidade de reducdo dos coeficientes de
seguranca e, com isso, a obten¢ao de projetos mais econdmicos sem comprometer os niveis de
seguranca da estrutura. Outra vantagem da anélise ndo linear € a consideracdo do efeito da
plastificacdo, que permite a redistribuicdo de esforcos em vigas, porticos, placas e cascas, e do
efeito dos deslocamentos, que pode levar ao enrijecimento de cabos, vigas e placas sob carga

transversal (PARENTE JUNIOR, 2012).
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2.1 Analise linear x niao linear

Quando a estrutura apresenta comportamento linear, para cada condi¢ao de
carregamento existe sempre um e somente um deslocamento associado. O problema linear
sempre possui solucdo independente da carga aplicada. No caso de estruturas com
comportamento ndo linear, o problema pode tanto ndo ter solu¢do, como para cargas acima da
carga de colapso, como ter mais de uma solucdo, quando a curva de equilibrio apresenta

pontos de maximos e de minimos.

Figura 1 - Exemplo de Curva de Equilibrio (a) Linear e (b) Nao Linear
P

(a) (b)

Fonte: Préprio autor.

Como pode ser visto na Figura 1(a), para qualquer carga a curva de equilibrio
linear sé apresenta um unico deslocamento correspondente. A representacdo do

comportamento linear é dada pela Lei de Hooke.

P=ku (1)

O comportamento de uma estrutura ndo linear pode apresentar uma curva de

equilibrio tipica como a da Figura 1(b). Nessa curva, podemos observar, por exemplo, que
para um dado carregamento P pode haver mais de um deslocamento de equilibrio u,, u,, u;. A
equacdo que descreve uma curva de equilibrio ndo linear pode ser escrita de forma genérica

por:

P=f(u) (2)
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A curva de equilibrio € uma ferramenta essencial a andlise ndo linear, permitindo
visualizar o comportamento da estrutura, estudar sua estabilidade e avaliar sua capacidade de
carga (PARENTE JUNIOR, 2012).

Para a curva da Figura 1(b), podemos identificar trés trechos bem definidos. No
trecho OA, a curva € crescente até um ponto limite A, que é um maximo local, e representa
uma situagdo de equilibrio estdvel, pois para haver aumento de deslocamento € necessario
aumento da carga aplicada. O segundo trecho vai de A até o ponto B, que ¢ um minimo local.
Nesse trecho, a curva € decrescente e representa uma situacdo de equilibrio instdvel, pois o
deslocamento aumenta com a reducdo da carga aplicada. Apés o ponto B, a curva volta a ser
crescente e a estrutura € novamente estavel até o ponto C.

Quando a equacgdo de equilibrio é ndo linear, o principio da superposi¢cao ndo é
mais aplicdvel. Cada caso de carregamento requer uma andlise separada e ndo é possivel
combinar os resultados das andlises de casos de carregamento individuais para obter os
resultados de uma combinag¢do de casos de carregamento. Por exemplo, se um caso de
carregamento € composto por duas por¢des que sdo sequencialmente aplicadas, invertendo
essa sequencia de aplicacdo de cargas, podem-se obter resultados diferentes.

Na andlise estrutural, o objetivo € determinar os deslocamentos, tensdes,
deformacdes da estrutura quando sujeita as agdes externas. Assim, a maneira mais intuitiva de
tracar a curva carga-deslocamento € aplicar diversos niveis de carga e obter os deslocamentos
correspondentes até que se atinja a carga maxima de projeto ou que a estrutura entre em
colapso.

Esse procedimento, no entanto, € mais complexo, pois envolve a resolu¢cdo de uma
equacgdo ndo linear (Equagdo (2)). A resolucdo de equagdes nao lineares ndo € um problema
trivial porque estas podem tanto ndo ter solugdo como ter multiplas solugcdes. Além disso, esse
procedimento ndo € capaz de tragar a parte instavel da curva de equilibrio. Ao aumentarmos a
carga além do ponto A, a estrutura saltaria para uma configuracdo de equilibrio cuja carga
correspondente estaria entre A e C. Este fendmeno € conhecido na literatura como snap-
through ou salto dinamico.

Segundo Cook et al (2002), em estruturas mecanicas as fontes de nao linearidades
podem ser divididas em trés tipo:

a) geométrica: em que os deslocamentos sdo grandes. As equacdes de equilibrio

devem ser escritas com relagdo a geometria deformada da estrutura;
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b) fisica ou do material: em que as propriedades do material sdo funcdes do
estado de tensdo ou de deformagao;

c¢) de contorno ou de contato: em que as condi¢des de contorno se modificam com
as acdes externas. E o caso, por exemplo, de uma fissura entre partes
adjacentes que pode diminuir ou aumentar, ou de uma édrea de contato entre
partes que se modifica com a mudanca das forcas de contato, ou de um
deslizamento do contato.

Cada um dos tipos de ndo linearidades serd mais bem caracterizado nos itens

seguintes.

2.2 Nao linearidade geométrica

A ndo linearidade geométrica surge quando os deslocamentos sdo grandes o
suficiente para alterar a distribuicdo e orientacdo das cargas aplicadas e, consequentemente,
dos esforcos internos. Na literatura de Engenharia Civil, a andlise ndo linear geométrica €
conhecida por andlise de 2° ordem e os efeitos dos deslocamentos sdo conhecidos também por
efeitos de 2° ordem.

A dificuldade de se realizar uma andlise ndo linear geométrica ocorre porque as
equacgoes de equilibrio devem ser escritas com relagdo a geometria deformada da estrutura,
que ndo € conhecida com antecedéncia (COOK et al, 2002). A configuracdo geométrica
inicial ou indeformada s6 é uma configuracdo de equilibrio quando ndao ha forgas externas
sendo aplicadas a estrutura. Se ha forcas externas, a configuracdo de equilibrio € deformada.

Problemas com ndo linearidade geométrica podem simultaneamente apresentar
problemas de contato e de ndo linearidade fisica. A nd@o linearidade geométrica leva
naturalmente a problemas de instabilidade e flambagem. Dois exemplos cldssicos da
influéncia da ndo linearidade geométrica na anélise estrutural sd@o os casos da viga engastada e

em balanco e o do pilar engastado e livre conforme esta representado na Figura 2.
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Figura 2 - Efeito do Deslocamento, (a) viga em balanco e (b) pilar engastado e livre

(a) (b)

Fonte: Préprio autor.

No caso da viga, o momento fletor no engaste calculado na configuracio
indeformada é:
M =—PL 3)
No entanto, a horizontal s6 € uma configuracdo de equilibrio se P=0. Para P=0,
o momento fletor na configuragdo deformada ¢ dado por:

M=-P(L-u) = M =-—PL(1-u/L) 4)

Esta expressdo mostra que o momento fletor diminui com o deslocamento
horizontal u da extremidade livre da viga. Esse € um exemplo em que a estrutura apresenta

enrijecimento com acdo do carregamento. Nos casos reais, as normas técnicas limitam os
deslocamentos transversais (flechas) das vigas. Dessa forma, a relagdo #/L se torna muito
pequena. Assim:

u/L<<l = M ~-PL (5)

que € o momento de primeira ordem, isto é, baseado na configura¢do inicial (indeformada).
No caso do exemplo do pilar, o momento fletor na base calculado na configuracao
indeformada é:
M =HL (6)

Com a atuacdo da forca horizontal, a extremidade livre do pilar sofrerd um

deslocamento vertical 6 e um deslocamento horizontal A. Considerando esses deslocamentos,
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a carga vertical passa a contribuir com momento fletor na base do pilar e o momento devido a

carga horizontal é reduzido. A expressao do momento fletor passa a ser:
M=H(L-5)+PA — M=M,+M, %

onde M| = HL é o momento de primeira ordem e M, = PA - Ho € conhecido como momento
de segunda ordem.

O momento de segunda ordem ird contribuir com um aumento do deslocamento
horizontal em relacdo ao que haveria se ndo houvesse a carga vertical. Consequentemente,
esse aumento de deslocamento leva a um aumento também do momento de segunda ordem, o
que mostra um efeito da ndo linearidade geométrica. Esse efeito é conhecido na literatura
como Efeito PA.

Um aspecto relevante do Efeito PA € que embora as normas técnicas de projeto
limitem os deslocamentos a valores pequenos, normalmente as cargas dos pilares sdo bastante
elevadas, tornando esse efeito significativo e importante para a verificagdo da seguranca. Isto
mostra a relevancia do contraventamento de edificios altos, cuja funcdo principal € limitar os
deslocamentos laterais, tornando a estrutura mais rigida e reduzindo a influéncia do efeito de
segunda ordem.

A consideracdo da ndo linearidade geométrica ganha cada vez mais importancia a
medida que os edificios ficam cada vez mais altos e os materiais mais resistentes, tornando as
estruturas mais esbeltas e flexiveis.

Dessa discussdo, vemos que garantir a hipdtese de pequenos deslocamentos é
fundamental para permitir a realizacdo de uma andlise linear de primeira ordem com uma
precisdo adequada.

Uma andlise ndo linear rigorosa considera tanto grandes deslocamentos quanto
deformacdes. Como a maioria dos materiais empregados nas estruturas ndo podem ter grandes
deformacdes sem inviabilizar seu emprego, € possivel admitir que os materiais sofrem
deformacdes pequenas, mesmo quando a estrutura apresenta grandes deslocamentos. Esta
hipétese € considerada na maioria das andlises ndo lineares de estruturas, o que permite

simplificar as formulacdes matematicas utilizadas.
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2.3 Na3o linearidade fisica

Como comentado anteriormente, numa andlise linear, considera-se que os
materiais apresentam comportamento linear eldstico. A ndo linearidade fisica ocorre quando a
relacdo tensdo-deformacdo ndo pode ser representada pela Lei de Hooke e sim por uma
relacdo ndo linear. A Figura 3 mostra diagramas tensdo-deformacdo linear e nio linear. As

relacdes que representam essas curvas podem ser escritas como:

o=FEs = LeideHooke
)

o= f(¢) = Material Nao Linear

Figura 3 - Relagdo tensdo-deformacdo (a) linear e (b) ndo linear

L P S —.

(a) € ()

Fonte: AltoQi (2012).

™

Na Lei de Hooke, E representa o médulo de elasticidade longitudinal do material.
A principal caracteristica dessa lei € a proporcionalidade entre tensdes e deformacodes,
constituindo uma das condi¢des essenciais para o emprego da superposicdo de efeitos que € a
base da andlise linear. Quando essa relacdo ndo € mais linear, a proporcionalidade deixa de
existir e o principio da superposi¢cdo ndo pode mais ser empregado. Esse é um dos fatores que
tornam a anélise ndo linear mais complexa.

Conforme observado por Pitangueira (1998), o efeito da ndo linearidade fisica do
material ocorre de tal maneira que, durante o processo de deterioracdo da estrutura, alguns
pontos apresentam caracteristicas mecanicas distintas dos demais, observando-se que esta
combinacdo de materiais com caracteristicas muito diversas (regides danificadas junto a
outras com as caracteristicas do material homogéneo inicial) causa efeitos ndo lineares

pronunciados na resposta da estrutura.
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A relacdo entre tensdes e deformacdes € tnica e ndo depende da geometria. Esta
relacao € uma propriedade do material e é conhecida na literatura como a Lei Constitutiva do
material. Esta € a ideia usual da andlise por elementos finitos, que considera o meio continuo,
o material inicialmente homogéneo e a lei tensdo-deformacgdo conhecida a priori (FONSECA,
2006). Existem diversos modelos constitutivos para representar 0 comportamento mecanico

dos materiais, além do linear, ha os elastoplasticos, viscoeldsticos, viscoplasticos, etc.

Figura 4 - Modelos Constitutivos: (a) eléstico, (b) plastico, (c) elastopléstico,
(d) viscoeldstico e (e) viscoplastico

o o o
I/J £ £ |/ ; €
(a) (b) ()
(a2
(=]
'// | |
(d) (e)

Fonte: Pimenta (2006).

Os diagramas tensdo-deformagdo recomendados pela NBR 6118:2003, para
andlises estruturais nos estados limites tltimos sdo o diagrama idealizado parédbola-retangulo
para concreto comprimido (Figura 5), o diagrama bilinear para o concreto tracionado

(Figura 6) e o diagrama elastoplastico (Figura 7) para o ago.

Figura 5 — Diagrama tensdo-deformagao do concreto na compressao
o,

Lo

Fou

0,857,

L ]

2% 3,5% £
Fonte: NBR 6118:2003.
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Figura 6 — Diagrama tensdo-deformacao bilinear do concreto na tragdo
O, 4

f

ctk

0,9f

et

ci

w

0,15 9, £
Fonte: NBR 6118:2003.

ct

A equagdo que representa o trecho parabdlico do diagrama tensdo-deformacdo do
trecho comprimido é dada por:

& 2
= 1-| 1=
o, O,SSf({ ( Z%J} ©)

onde & (%o0) € o médulo da deformacdo de compressdo do concreto e f,, € tensdo de

compressao resistente de cédlculo do concreto para uma idade igual ou superior a 28 dias e

iguala f_ /y.,com y_ igualal4.

Figura 7 — Diagrama tensdo-deformacdo para acos de armadura passiva
G,

¥k 7]

wd

=]

Fonte: NBR 6118:2003.

onde E. € o modulo de elasticidade, que na falta de ensaios ou valores fornecidos pelo

fabricante pode ser admitido igual a 210 GPa, r ¢ a resisténcia caracteristica ao escoamento

e f.u = fu/rv, €aresisténcia ao escoamento de calculo, com y_igual a 1,15.
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O diagrama tensdo-deformacdo para o concreto na compressao, recomendado pelo
Eurocode 2:2004, para andlises estruturais nos estados limites udltimos é o diagrama

representado por uma fungao racional do tipo:

B kn —n’
Te = f"’"L +(k —2) 77} (10)

onde 5 = ¢ /e,, em que g, = 0,7fcm®' € a deformagdo no pico da tensdo e

k = 105E,,

£.|/f.m » €m que o médulo de elasticidade é E,, (GPa) = 22[0,1£,, ]*° com

fem = f, + 8 em MPa. Esta equagdo ¢é vilida para 0 < |¢| <

g..],emque €, = 3.5 %,

cul

para fck < 50MPa. A curva tensdo-deformacao representada por esta equacdo estd ilustrada

na figura abaixo:

Figura 8 — Diagrama tensdao-deformacdo para concreto na compressao

i |

0,4 fom}

Fonte: Eurocode 2:2004.

2.4 Problemas de contato

A andlise linear considera que as condicdes de contorno em forgas e
deslocamentos permanecem constantes durante a aplicacdo do carregamento. Na prética, isso
nem sempre ocorre, como € o caso quando se considera na andlise estrutural o problema da
interacdo entre o solo e a estrutura.

De acordo com Cook et al (2002), problemas de contato sdo um tipo de ndo

linearidade que surge quando estruturas diferentes ou superficies diferentes de uma unica
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estrutura entram em contato, separam-se ou deslizam uma sobre as outras. As forcas de
contato podem aumentar ou diminuir e devem ser determinadas e representadas para que se
possa avaliar sua influéncia no comportamento da estrutura como, por exemplo, as forgcas de
atrito. Além disso, a localizacdo e extensdo do contato ndao sdo conhecidas a priori e também
devem ser determinadas.

Um exemplo simples de problema de contato é o da viga engastada e em balanco

ilustrada na Figura 9 que apresenta uma folga & entre sua extremidade e uma mola de rigidez

k.

Figura 9- Exemplo de problema de contato.
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Fonte: Préprio autor.

A extremidade da viga sofrerd um deslocamento v quando for aplicada uma forca
P. Enquanto v for menor que &, somente a viga resistird a carga, mas com o aumento de P, o
deslocamento vertical pode superar a folga e a carga passard a ser resistida pela viga e a mola
juntas. Considerando um comportamento linear da viga e da mola, a relac@o entre a carga e o

deslocamento vertical pode ser representada matematicamente por:

P:?f;]v se v<o
3E]I =
P= v+k(v—=90) se v>0

L3

A curva carga - deslocamento resultante dessas relagdes apresenta dois trechos

retos com o segundo trecho apresentando uma inclinacao maior, pois a rigidez aumentou com
a influéncia da mola. A Figura 10 representa a curva carga-deslocamento para esse problema.
Apesar de a curva carga-deslocamento ser composta por trechos retos, ela é ndo linear, pois a

proporcionalidade s6 € valida dentro do dominio de deslocamento de cada trecho.
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Figura 10- Curva carga-deslocamento para o exemplo do problema de contato.
P A

3EI
L}

0 5

tga=

A 4

Fonte: Préprio autor.

2.5 Fundamentos do Método dos Elementos Finitos

Em uma andlise estrutural, o problema de meio continuo da estrutura real é
representado  por um modelo matematico utilizando-se hipdteses simplificadoras.
Matematicamente o problema do meio continuo € descrito por equacdes diferenciais ou por
integrais cujas solucdes analiticas sdo desconhecidas para a maioria dos casos, exceto para
problemas simples.

O primeiro passo para a resolu¢do de um problema € identificar os aspectos que
envolvem o problema como qual o fendmeno fisico mais importante, se hd ou ndo
dependéncia do tempo, quais nio linearidades estdo envolvidas, entre outros. Além disso, é
necessario conhecer quais as informacdes que se deseja obter com a andlise e qual a precisdao
requerida.

Apds o estudo da natureza fisica do problema, um modelo para a andlise é
concebido e um método analitico € aplicado. Na modelagem, procura-se excluir detalhes
superficiais, mas sdo incluidas todas as caracteristicas essenciais para a descricdo do problema
real com suficiente precisdao. O modelo geométrico se torna um modelo matemético quando
seu comportamento € descrito ou aproximado por equacdes diferenciais e condi¢des de
contorno. Essas equagdes podem incorporar restricoes como homogeneidade, isotropia,
propriedades do material, consideracdo de pequenas deformacdes e rotacdes, entre outras
(COOK et al, 2002). Enfim, um modelo matematico € uma idealizacdo em que geometria,

propriedades do material, carregamento e condicdes de contorno sao simplificadas com base
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no entendimento de quais caracteristicas sdao importantes na obtencdo dos resultados
requeridos.

Para superar as limitagdes da resolucdo das equacdes diferenciais associadas as
solugdes analiticas, adota-se um modelo numérico aproximado dito modelo discreto
(PITANGUEIRA, 2000). Nos modelos discretos, as equacdes sdao algébricas e as incognitas
sao determinadas em um nimero finito de pontos ou nés. Em relacdo a realidade, duas fontes
principais de erro podem ser identificadas: os erros introduzidos pelo modelo considerado e os
erros introduzidos pela discretizacdo. Além disso, as operagdes aritméticas realizadas pelo
computador produzem erros numéricos devido a consideracdo de nimeros com uma precisao
finita para a representagcdo das informacodes e dos resultados das informagdes.

Dentre os métodos discretos, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é o mais
difundido. No modelo de deslocamentos do MEF, o problema é dividido em subdominios de
dimensdes finitas, denominados elementos finitos, onde o campo de deslocamentos ¢é
arbitrado. O conjunto de elementos finitos forma a malha. Escrevendo-se o campo de
deslocamentos de cada elemento em funcdo dos deslocamentos nodais, obtém-se um sistema

de equacdes que permite solucionar o problema (FONSECA, 2006).

Figura 11- Malha de elementos finitos

elemento
Jinito

A malha desse reticulado pode ser aumentada ou diminuida variando o tamanho
dos elementos finitos, que é conhecido por refinamento 4. Em vez de buscar uma fungdo
admissivel que satisfaca as condi¢des de contorno para todo o dominio, no MEF, as fun¢des
admissiveis sao definidas apenas no dominio de cada elemento finito (ASSAN, 2003). A
esséncia do MEF € a aproximacdo das quantidades de campo desejadas por fungdes de

interpolacdo e comumente se utiliza o método de Rayleigh-Ritz com fung¢des de interpolagdo
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polinomiais. Outra forma de melhorar a precisdo dos resultados obtidos € através do aumento
do grau dos polindmios de interpolacdo, que € conhecido por refinamento p.

Deve-se atentar, no entanto, que, para a acurdcia do modelo discreto, é necessario
um modelo matemético adequado e a definicio de um meio continuo coerente com a estrutura
real. Dessa forma, a andlise estrutural se baseia em trés simplificacOes de geometria presentes
nos modelos de barras, placas e cascas.

As barras sdo elementos caracterizados por uma secao transversal de dimensdes
pequenas quando comparadas com o seu comprimento. A andlise de tensdes em barras
fletidas se baseia na hipdtese de que secdes transversais permanecem planas e ortogonais a
curva definida pelo seu eixo. Esta é a hipdtese de Navier-Bernoulli que define o campo de

deslocamentos de uma barra fletida conforme esta ilustrado na figura abaixo.

Figura 12 - Deslocamentos de uma barra fletida
vV

qumﬂd-huw

Fonte: Martha (1994).

Com a hipétese de Navier-Bernoulli, o campo de deslocamentos (u,v,w) de todos

os pontos de uma barra fica definido pelo deslocamento da curva do centréide das secoes.
Com isto, a equagdo diferencial que descreve o comportamento deste campo deixa de ser
parcial e torna-se ordindria. A descricdo dos deslocamentos a partir da extremidade e a
continuidade do campo de deslocamentos entre elementos requerem, entretanto, a utilizagao
de rotagdes como medidas de deslocamentos. Na mecanica de pequenos deslocamentos, estas
rotacoes sdo aproximadas por derivadas de deslocamentos e tratadas como vetores

(MARTHA, 1994).



30

Figura 13 — Exemplos de projetos baseados no modelo de barras

=
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Fonte: Martha (1994).

z

Outra simplificacdo de geometria importante € a que ocorre no estudo dos
elementos de placas e cascas. Placas (planas) e cascas (curvas) sao objetos com uma dimensao

(espessura) bem menor que as outras duas.

Figura 14 — Geometria de placas e cascas

o~

Casca

Placa

Fonte: Martha (1994).

Os deslocamentos das placas e cascas sdo descritos a partir dos deslocamentos de
sua superficie média. A hipétese de Kirchhoff estabelece que a normal a superficie média

permanece reta e perpendicular a superficie apds o deslocamento da placa.
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Figura 15 — Hipétese de Kirchhoff para placas

Normal
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Fonte: Martha (1994).

A equacdo parcial de placas e cascas € funcao das duas varidveis que descrevem a
superficie média e sua discretizacdo requer o uso de rotagdes para representar o campo de
deslocamentos.

De uma maneira geral, pode-se dizer que a ideia central do MEF € subdividir o
dominio da equacdo que descreve o fendmeno fisico em pequenas regides (elementos) onde o
comportamento do campo possa ser aproximado por um polindmio de grau baixo. Este
polindmio é escrito em funcdo de valores do campo nos vértices (nds) destes elementos e
estes valores (incognitas do problema discreto) podem ser determinados através da
minimizagdo de um funcional associado a equacdo diferencial (MARTHA, 1994). A Figura

16 ilustra alguns tipos de elementos comumente encontrados na engenharia.

Figura 16 — Elementos finitos

ﬁ}.
/\ s

Fonte: Martha (1994).
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2.6 Métodos de solucao da equacio de equilibrio

Na andlise ndo linear, a matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais se tornam
func¢des dos deslocamentos ou deformacdes.

Problemas desse tipo sdo ndo lineares porque, na equagao de equilibrio KD =R a

matriz de rigidez K e talvez a de cargas R se tornam fun¢do dos deslocamentos D. Assim, ndo
€ possivel resolver a equacdo imediatamente para obter D porque K e R ndo sdo conhecidos.
Um processo incremental-iterativo € necessdrio para obter D e seus associados K e R
(COOK et al, 2002).

Um problema que retrata de forma simples esse comportamento € o de uma forca

aplicada a uma mola nao linear conforme mostra a figura abaixo:

Figura 17 - (a) Mola néo linear e (b) comportamento de enrijecimento e amolecimento
u P

ko Linear
}J\/\/\/\,- - ky=0)
k P=ku '(—;{argeor;mg o ko
A —e—>
' /.~~~ Softening
k= ko + kt\” where k‘z\; = kN(H) ez (k‘v\i 4 0)
k,Au= AP, where k= % 7
() (b)

Fonte: Cook et al (2002).

A relagdo entre uma for¢a P e um deslocamento u pode ser escrito:

ku=P = (ky+kyu=P. k, =k, (12)
como k é uma fungdo de u, ndo € possivel calcular u diretamente a partir de um valor
prescrito para P. Em vez disso, u € obtido por uma série de passos lineares, cada um
correspondendo a uma mudanga na carga, que pode ser calculada usando a rigidez tangente
k, = dP/du.

A solucdo da equacdo de equilibrio através de um processo incremental-iterativo
pode ser realizada basicamente através do Método de Newton-Raphson ou do Método com
Controle de Deslocamentos ou do Método do Comprimento de Arco (COOK et al, 2002). A

figura abaixo ilustra as situacdes em que cada método € mais adequado:
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Figura 18 - Caminhos nio lineares de equilibrio.
P oA P &4 P
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Fonte: Meireles Neto (2012).

O Método de Newton-Raphson consiste em iteragdes a cada incremento de carga,
contudo hd estruturas que apresentam a ocorréncia dos snap-through e snap-back. Como
ilustra a Figura 18(b) e (c). Assim, o Método de Newton-Raphson, o qual trabalha com
incremento de carga, ndo é capaz de tracar o caminho de equilibrio de todas as estruturas,
somente daquelas que apresentam caminhos de equilibrio como da Figura 18(a).

A Figura 18(b) apresenta um caminho com snap-through. Nesta situacao, o Método de
Newton-Raphson ndo € capaz de tracar o caminho, pois ndo € possivel representar o trecho
em que hd uma queda na carga. Por outro lado, pode-se usar um método com Controle de
Deslocamento para este caminho, pois € um método em que o incremento passa a ser o
deslocamento em vez da carga.

Finalmente, a Figura 18(c), além de possuir um caminho com snap-through,
apresenta o snap-back. Nesta situacdo ambos os métodos de Newton-Raphson e Controle de
Deslocamento ndo sdo capazes de construir este tipo de caminho de equilibrio. Como método
mais refinado e capaz de representar esta terceira situacdo, hd o Método do Comprimento de
Arco. Segundo Crisfield (1991), € um método destinado a permitir que algoritmos passem por
pontos limites. Sua interpretacdo tende a ser mais geométrica do que fisica, pois o incremento

ndo € de carga nem de deslocamento e sim um passo dado no caminho de equilibrio.
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3 PRESCRICOES DA NBR 6118:2003 PARA ANALISE LINEAR E NAO LINEAR

O objetivo da andlise estrutural é obter os efeitos das acdes em uma estrutura,
determinando as distribui¢des de esfor¢os internos, deformacgdes, deslocamentos e tensdes na
estrutura, com a finalidade de efetuar verificacdes de estados limites tltimo e de servigo.

O modelo estrutural deve ser realista e deve permitir representar o comportamento
e as caracteristicas geométricas dos elementos, as vinculagdes, os caminhos percorridos pelas
acoes até os apoios da estrutura e também as propriedades dos materiais.

Como hipéteses basicas, a NBR 6118:2003 estabelece que:

a) as condicdes de equilibrio devem ser sempre respeitadas. As equacOes de
equilibrio podem ser estabelecidas com base na geometria indeformada da
estrutura (teoria de 1° ordem), exceto nos casos em que os deslocamentos
alterem de maneira significativa os esforcos internos (teoria de 2° ordem);

b) a compatibilidade deve ser atendida nos deslocamentos ao longo da estrutura e
quando as condicdes de compatibilidade ndo forem verificadas no estado limite
ultimo considerado, devem ser adotadas medidas que garantam ductilidade
adequada da estrutura, resguardando um desempenho adequado nos estados
limites de servigo. A ductilidade é a capacidade de a estrutura apresentar
grandes deformacdes antes da ruptura;

¢) o carregamento pode ser considerado monotdnico desde que os ciclos de carga

e descarga, em servi¢o, ndo solicitem o concreto a tensdes de compressao
superiores a 0,5f, . Caso contrdrio, poderia haver deformagdes residuais e

seria necessdrio conhecer o histérico de carregamento.
Para a andlise de estruturas que possam ser assimiladas a elementos lineares
(vigas, pilares, tirantes, arcos, porticos, grelhas, trelicas), a NBR 6118:2003 admite as
seguintes hipoteses:
a) manuten¢do da secdo plana apds a deformacdo (hipdtese da teoria de vigas de
Navier-Bernoulli);
b) representacdo dos elementos pelos seus eixos longitudinais (hipétese da teoria
de vigas de Navier-Bernoulli);
¢) comprimento limitado pelos centros de apoios ou pelo cruzamento com o €ixo

de outro elemento estrutural.
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3.1 Analise linear

Na andlise linear, a NBR 6118:2003 admite comportamento eldstico-linear para os
materiais. Para uma anélise global, as caracteristicas geométricas podem ser determinadas
pela secdo bruta de concreto dos elementos estruturais. J4 em andlises locais para cdlculo de
deslocamentos, a fissuragao deve ser considerada.

Para andlises eldsticas de projeto e para a avaliacio do comportamento de um
elemento estrutural ou sec¢do transversal, quando ndo forem feitos ensaios, deve ser

considerado o médulo de elasticidade secante, dado por:
Ecs = 0’85Eci (13)

onde E_ € o moddulo de elasticidade tangente inicial, estimado por:
E_, =5600,f, (14)
com E_ e f, dados em megapascal (MPa).
Na avalia¢do do comportamento global da estrutura, pode ser utilizado em projeto

o médulo de elasticidade tangente inicial E ..

Os resultados de uma anélise linear sdo usualmente empregados nas verificagoes
de estado de limite de servi¢o, como para a verificacdo do estado limite de abertura de fissuras
e de deformacdo excessiva. Nesse ultimo, no entanto, deve ser utilizada a rigidez equivalente

(ED),, -

De acordo com a NBR 6118:2003, a verificacdo dos valores limites para a
deformacdo da estrutura deve ser realizada através de modelos que considerem a rigidez
efetiva das secOes dos elementos estruturais. Nesse sentido, deve-se levar em consideracio a
presenca das armaduras e a fissuracdio do concreto no célculo da rigidez, além das
deformacdes diferidas no tempo.

Para uma avaliacdo aproximada da deformagdo em vigas e em lajes, pode-se
admitir o concreto e 0 aco como materiais de comportamento linear eldstico. Em uma viga ou
laje, ha trechos nao fissurados (Estaddio I) e fissurados (Estddio II) para os carregamentos de

estado limite de servigo, conforme estd ilustrado na Figura 19.
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Figura 19- Viga de concreto armado simplesmente apoiada sob acdes de servico.
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Fonte: Carvalho e Figueiredo Filho (2010).

Assim, para uma avaliacdo da flecha imediata, a NBR 6118:2003 permite o uso da
rigidez equivalente, obtida a partir do modelo simplificado de Branson (1968), para o calculo

da flecha imediata, cuja equagdo é dada por:

3 3
(El), =E_ M, I, . +|1-— M, I, :<E._I.
q Ma Ma (15)

onde: 7, € o momento de inércia da secdo bruta de concreto, 7, € o momento de inércia da

se¢do fissurada do concreto no Estadio II, calculado com «,=E /E., M, € 0 momento

cs
fletor na se¢do critica do vao considerado e M, € o momento de fissuracdo do elemento
estrutural.

Para verificacdes de estado limite dltimo, é permitido utilizar uma andlise linear,
mesmo com tensdes elevadas, desde que a estrutura apresente suficiente ductilidade para
atingir a distribuicdo das solicitacdes previstas. Essa exigéncia é na verdade uma aplicaciao do
Teorema Estatico da Teoria da Plasticidade Geral também conhecido como Teorema do
Limite Inferior, que para ter validade necessita que as pecas tenham um comportamento

plastico (ALTOQI, 2012). E por esse motivo que a norma exige uma ductilidade minima das

pecas.
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3.2 Analise nao linear

Na andlise nao linear, considera-se o comportamento ndo linear dos materiais.
Toda a geometria da estrutura, bem como todas as suas armaduras, precisam ser conhecidas
para que a andlise ndo linear possa ser efetuada, pois a resposta da estrutura depende de como
ela foi armada. Condi¢des de equilibrio, compatibilidade e ductilidade devem ser
necessariamente atendidas.

De acordo com a NBR 6118:2003, as andlises ndo lineares podem ser utilizadas
tanto para verificacdes de estado limite dltimo como para verificacdes de estado limite de
servico. Chamam-se efeitos de 2° ordem aqueles que se somam aos obtidos numa anélise de
1° ordem quando a andlise do equilibrio da estrutura passa a ser realizada com a configuragdo
deformada e obrigatoriamente considerando o comportamento ndo linear fisico dos materiais.

Conforme a NBR 6118:2003, os nds da estrutura deslocam-se horizontalmente
sob a acdo de cargas horizontais e verticais e os esforcos de 2° ordem decorrentes desses
deslocamentos sdo chamados efeitos globais de 2° ordem. Assim, quanto maiores forem esses
deslocamentos, maiores serdo os efeitos globais de 2° ordem, sendo necessdrio, portanto,
adequar a rigidez adotada para os diversos elementos estruturais de forma a limitar esses
efeitos que influenciam diretamente nos momentos de dimensionamento.

Com base na ordem de grandeza dos efeitos globais de 2° ordem, as estruturas
sdo classificadas em estruturas de nds fixos e de nés mdveis. As estruturas consideradas de
nés fixos sdo mais rigidas, apresentam deslocamentos horizontais pequenos e podem ser
desprezados os efeitos globais de 2° ordem, pois s@o inferiores a 10% dos respectivos esforcos
de 1° ordem. As estruturas de nés moéveis sdo mais flexiveis e, por isso, os deslocamentos
horizontais ndo sdo pequenos. Nessas estruturas, os efeitos globais de 2° ordem sao

importantes e superiores a 10% dos respectivos esforcos de 1° ordem.
3.2.1 Dispensa da consideracdo dos efeitos globais de 2° ordem
A classificacdo de uma estrutura com relacdo a consideracdo dos efeitos globais

de 2° ordem, ou seja, se € uma estrutura de nds fixos ou de nés moéveis pode ser realizada

através de dois processos aproximados, o pardmetro de instabilidade o e o coeficiente y_.
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3.2.1.1 Pardmetro de instabilidade o

Segundo Carmo (1995), o parametro « foi idealizado por Beck e Konig (1966)
como uma grandeza para avaliar a rigidez horizontal de uma estrutura. O desenvolvimento
deste parametro foi feito a partir de andlises da rigidez de pdrticos rotulados, contraventados
por paredes.

E uma grandeza capaz de avaliar a sensibilidade de uma estrutura com relacio aos
efeitos globais de 2° ordem. Segundo a NBR 6118:2003, uma estrutura simétrica pode ser

considerada de nos fixos se seu pardmetro de instabilidade o for menor que «,, conforme a

expressao:

tot (ECSIC) < al (16)

sendo:

a1 =0,2+0,1n,sen<3;

o) = 0,6, se n > 4 e para estruturas usuais de edificios, associacdes de pilares-

parede e para porticos associados a pilares-parede;

o) = 0,7, se n > 4 e para contraventamento constituido exclusivamente por
pilares-parede;

e a1 =0,5,sen>4equando s6 houver porticos.
onde n € o nimero de pavimentos acima da fundacdo ou de um nivel pouco deslocdvel do
subsolo, H,, € a altura total da estrutura, N; € o somatdrio de todas as cargas verticais atuantes
na estrutura, com seu valor caracteristico e E,l. representa o somatorio dos valores de rigidez
de todos os pilares na direcdo considerada. No caso de estruturas de porticos, de trelicas ou
mistas, ou com pilares de rigidez varidvel ao longo da altura, pode ser considerado o valor da
expressao E I de um pilar equivalente de secio constante.

Para que o parametro o seja representativo, o edificio deve ser preferencialmente
simétrico, pois o parametro de instabilidade < ndo se aplica a estruturas significativamente
assimétricas ou que apresentem deslocamentos horizontais aprecidveis sob a acdo das cargas
verticais (IBRACON, 2006).

No célculo do «, o valor de 7, deve ser calculado considerando as se¢des brutas

dos pilares e pode ser adotado o médulo de elasticidade tangente inicial.
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A NBR 6118:2003 permite substituir £_7_ pela rigidez calculada através de um

pilar equivalente. Este pilar pode ser engastado e livre com carga concentrada na extremidade,

como mostrado na Figura 20.
Igualando-se o deslocamento horizontal do pilar sob a acdo de uma carga

horizontal p ao deslocamento obtido para o sistema de contraventamento, obtém-se a rigidez
equivalente:

Figura 20 - Pilar equivalente

T

Fonte: Préprio autor.
A= PH = E I = PH 17
3E_ I, e 3A an

Em contrapartida a facilidade de determinacdo do parametro «, a maioria das
estruturas ndo apresenta comportamento semelhante ao de um pilar engastado e livre (E-L),
como ilustra a Figura 21. Outros aspectos relevantes dizem respeito a questdo do parametro
a supor que EI € constante ao longo da altura, o que usualmente ndo acontece, e ao fato de

ele ndo permitir uma estimativa dos acréscimos de esforcos devido aos efeitos globais de 2°

ordem.
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Figura 21 - Comportamento de pérticos planos e espaciais e pilar E-L
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Fonte: AltoQi (2012).

3.2.1.2 Coeficiente y

O coeficiente y_permite avaliar a estabilidade global, estimar os esforgos globais

de 2° ordem de edificios e classificar as estruturas quanto a deslocabilidade dos nés, tendo
sido idealizado por Franco e Vasconcelos (1991).

O coeficiente y_de avaliagdo da importancia dos esforgos globais de 2° ordem €
valido para estruturas reticuladas de no minimo quatro pavimentos. Ele pode ser determinado

a partir dos resultados de uma andlise linear de 1° ordem. O valor de y € dado pela

expressao:
1
Ve S T g
AM
1— tot,d (1 8)
Ml,roz,d
onde M,, ., € o momento de tombamento devido as a¢des horizontais e AM,, , € 0 momento

oriundo do produto de todas as forgas verticais pelos respectivos deslocamentos horizontais

de seus pontos de aplica¢do. Considera-se que a estrutura € de n6s fixos quando y, < 11.
A utilizagdo do pardmetro y  em estruturas com menos de quatro pavimentos nao

¢ recomendada devido a possibilidade de se terem casos reais com valores de rigidez menores

que os recomendados. Neste caso, sugere-se a utilizacdo do parametro o (IBRACON, 2006).
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3.2.2 Anadlise de estruturas de nos fixos

Com relacdo a andlise global, as estruturas de n6s fixos sdo sempre consideradas
como deslocdveis sob a acdo de forcas horizontais. O fato de a estrutura ser classificada como
sendo de nds fixos dispensa apenas a consideragdo dos efeitos globais de 2° ordem, sendo
ainda necessdrio serem considerados os feitos locais e localizados de 2° ordem.

O dimensionamento de estruturas de nds fixos pode ser realizado considerando
cada elemento comprimido isoladamente onde se aplicam os esfor¢os obtidos pela andlise da

estrutura efetuada segunda a teoria de 1° ordem.
3.2.3 Analise de estruturas de nés moveis

De acordo com a NBR 6118:2003, na analise de estruturas de nés moveis, devem
ser obrigatoriamente considerados os efeitos da nio linearidade geométrica e fisica e,
portanto, devem ser obrigatoriamente considerados, no dimensionamento, os feitos globais de
2° ordem, além dos efeitos locais e localizados.

A norma permite realizar uma determinacdo aproximada dos esfor¢os globais de
2° ordem, obtendo assim os esforcos finais (1° ordem + 2° ordem), a partir da majoracao

adicional dos esfor¢os horizontais por 0,95y _, desde que y < 13.

A consideracdo da ndo linearidade fisica deveria prever o célculo da rigidez da
secdo a partir das relacdes constitutivas dos materiais, da quantidade e disposi¢do das
armaduras e do nivel de solicitacio atuante. Por ser complicado e trabalhoso obter os dados de
um modelo constitutivo que represente de maneira mais fiel o comportamento do concreto
armado, a NBR 6118:2003 propde a adocdo de fatores que reduzam a rigidez do elemento

analisado. A reduc¢do da rigidez a flexao dos elementos € dada por:
(El)sec = IBEcilc (19)

onde g € o fator de reducdo da rigidez, E_ € o modulo de elasticidade tangente inicial e 7 €

o momento de inércia da se¢do bruta de concreto.
Dessa forma, a norma permite a consideracdo da ndo linearidade fisica de forma
aproximada, tomando-se como rigidez dos elementos estruturais os seguintes valores:

a) Lajes: (Er),. =0,3E_1I_;

b) Vigas: (EI), =04E,I, para A, = A, ou (EI), =05E,I para A =A_;

sec
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c) Pilares: (Er),. =0.8E,1..

sec
onde E_ € o médulo de elasticidade tangente inicial, A, ¢ a area da armadura tracionada e
A_ € a drea da armadura comprimida.

Quando a estrutura de contraventamento for composta exclusivamente por vigas e

pilares, permite-se tomar a rigidez de vigas e pilares por (Er),.. = 0,7E,1..
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4 MODELO DISCRETO DE PORTICO PLANO

Neste capitulo estd descrita a formulagdo do elemento finito de pdrtico plano
utilizada que tem como base para a sua formulacdo a teoria de vigas de Navier-Bernoulli. As

principais hip6teses e aspectos dessa teoria também sdo introduzidos nesse capitulo.

4.1 Porticos planos considerando a teoria de vigas de Navier-Bernoulli

Também chamada na literatura por Teoria Cldssica de Vigas (TCV), esta teoria
adota uma série de hipdteses estdticas e cinematicas para transformar a andlise de vigas de um
problema 3D para 1D.

Uma viga possui o comprimento longitudinal preponderante em relacdo as
dimensdes transversais. Segundo a NBR 6118:2003, para ser considerado como viga, o
comprimento longitudinal deve superar em pelo menos trés vezes a maior dimensao

transversal.

4.1.1 Hipdéteses

Como as vigas sdo estreitas e suas faces laterais estdo livres de tensdes, pode-se
considerar que todas as forcas atuantes estdo contidas no plano xy, assim, o estado de tensdes
de uma viga € plano. Esta hipdtese reduz o problema de 3D para 2D.

As tensoes e deformacdes perpendiculares ao eixo da viga sdo pequenas € muito
menores que as tensdOes na direcio do eixo e podem, portanto, ser desprezadas.
Adicionalmente, o efeito de Poisson e do cisalhamento sdo desprezados. Estas hipéteses
reduzem o problema de 2D para 1D.

A principal hipétese da TCV considera que as se¢Oes planas e perpendiculares ao
eixo da viga antes da deformacao, permanecem planas e perpendiculares ao eixo da viga apds
a deformacdo. Esta hipotese é conhecida como hipétese de Navier e estd ilustrada na

Figura 22.
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Figura 22 - Configuracdo indeformada e deformada da viga baseada nas hipéteses da TCV
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M

Fonte: Préprio autor.

4.1.2 Campo de deslocamentos

A partir das hipéteses adotadas para a TCV e da observagdo da Figura 22, pode-se
obter o campo de deslocamentos para qualquer ponto de uma barra.
Da hipdtese de tensdes transversais e efeito de Poisson nulos, obtemos que os

deslocamentos transversais s6 dependem da posi¢ao ao longo do eixo longitudinal:

ov
o—y=0—>g),=0—>a—y=0 (20)

v(x,y)=v(x) (21)

onde v representa os deslocamentos transversais do eixo da viga.
Da hipdtese das secOes planas, obtemos a inclinagcdo do eixo a partir do

deslocamento transversal v e obtemos os deslocamentos axiais ao longo da secdo transversal:

dv —-u
O=tgf=—=— >u=—y0
g Ay u y (22)
d
u(x,y)= -y = =—., (23)
dx

Adicionando os deslocamentos axiais do eixo da viga u(x), geralmente associado

ao centrdide da secdo, que surgem devido aos esforcos normais atuantes em um portico plano,
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temos que o campo de deslocamentos (u,v ) baseados na TCV para qualquer ponto da barra

do elemento € dado por:

u(x,y)=u(x)—yv, (24)

v(x, y) =v(x) (25)

onde u e v representam os deslocamentos axiais e transversais do eixo da viga,

respectivamente.

4.1.3 Relacoes deformacdo-deslocamento

A partir do campo de deslocamentos descrito e considerando a teoria da

elasticidade clédssica para pequenos deslocamentos e deformagdes, obt€ém-se as seguintes

relagdes entre deformacgdes e deslocamentos para um ponto qualquer da barra:

T (26)
£,=v,=0 27)
Vi Ty +V =0, =0, =0 (28)

portanto, a Unica deformacdo presente € a deformacdo axial ao eixo da barra. Podemos

escrever a Equagdo (26) de forma mais conveniente como:
x=€m YK (29)
onde ¢ € a deformagdo de membrana geralmente associada ao eixo do centrdide da barra e

se deve aos esforgos normais, x € curvatura da barra e se deve aos momentos fletores.
A deformacdo de membrana ¢, e a curvatura x constituem o vetor chamado de

deformacdes generalizadas:

— Sm
e=l (30)
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4.1.4 Relacoes tensdo-deformacdo

Uma propriedade do material que ndo depende da geometria da estrutura e que
relaciona as tensdes e deformacgdes € a sua Lei Constitutiva. Essa propriedade do material
deve ser prescrita como um dado externo a andlise. No caso mais geral, pode-se assumir uma

Lei Constitutiva nao linear:

o, =0o(¢&,) (31

4.1.5 Esforgos internos

Para o caso de elementos de poértico plano baseados na TCV, os esfor¢os de
interesse sdo a forca normal N e o momento fletor M, pois o cisalhamento € desprezado. Os
esforcos internos podem ser obtidos a partir da resultante devido a integracdo das tensdes na
secdo da barra.

Assim, a for¢a normal € a resultante das forcas geradas pelas tensdes atuantes na

direcdo do eixo da barra e € obtida por:
A

onde A € a area da secdo transversal da barra. O momento fletor € a resultante dos momentos
em torno do eixo horizontal da secdo transversal gerados pelas tensdes axiais. O momento

fletor pode ser obtido por:

M:j(—yax)dA (33)
A

Os esfor¢os internos resultantes (N,M ) constituem um vetor das tensoes

generalizadas:

3 N
6= o (34)
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4.2 Elemento finito de pértico plano

O desenvolvimento de um elemento finito consiste inicialmente na determinagao
dos graus de liberdade e das funcdes de interpolacdo. Para o caso do elemento de pértico
plano apresentado neste capitulo, os graus de liberdade considerados serdo resultado de uma
associacdo entre as parcelas de membrana e de flex@o, ou seja, uma associag@o entre os graus
de liberdade de um elemento de trelica e de um elemento de viga. A figura abaixo ilustra essa

associacao:

Figura 23- Elementos de trelica (a), de viga (b) e de pértico plano (c)

& ——
.
>

(]

v

=l
3

S (c)

(b)

Fonte: Préprio autor.

4.2.1 Equacaes de equilibrio do elemento

Para a obtencdo das equagdes de equilibrio do elemento, pode-se utilizar o
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), pois este principio pode ser empregado em situacdes
onde o campo de energia ndo é conservativo. Este é o caso quando se realiza uma andlise

estrutural ndo linear.

De acordo com o PTV, o trabalho virtual realizado pelas forgas internas € igual ao
trabalho virtual realizado pelas forcas externas devido a um deslocamento virtual aplicado.
Este deslocamento virtual é imagindrio, pequeno, possivel e compativel com as vinculacdes

da estrutura:

(35)

ext
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onde SU representa o trabalho virtual interno e W, o trabalho virtual externo.

ext
Como o elemento de poértico plano considerado € baseado na TCV, a tnica tensdo

de interesse € o . Assim, o trabalho virtual interno pode ser obtido por:

5[] ={[5510'xdv (36)

De acordo com a equagdo (29), a deformacao virtual é dada por:
%, =&, —y-ok (37)

Substituindo a equacdo (37) na equagdo (36), obtemos uma expressao para o cédlculo do

trabalho virtual interno de porticos planos:

SU = l (&, —yox) o dv= H (&, — yok)" o dAdx (38)

Separando a integral, podemos escrever o trabalho virtual interno como a soma de duas

parcelas:
U =& [o dAdx+ o [(—yo,)dAdx (39)
L A L A
A deformagdo de membrana e a curvatura variam ao longo do comprimento da
barra e s@o constantes na sec¢do transversal, por isso saem da integral de drea. A Equacgao (39)

pode ser reescrita utilizando as expressoes dos esforcos internos obtidos a partir das Equacdes

(32) e (33).
5U=I&€'£Ndx+_[5KTde=5Um +0U, (40)
L 3

Nesta expressdo, as parcelas oU, e oU, correspondem ao trabalho virtual interno

de membrana e de flexdo, respectivamente. Esta expressdo pode ser escrita de forma

compacta:

oU ZJ-&TGdX (41)
L

onde os vetores € e ¢ correspondem as deformagdes e tensdes generalizadas:

]l
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O trabalho virtual externo oW, , € definido como o trabalho realizado pelas forgas

de campo (vetor b) e de superficie (vetor q), somado ao trabalho realizado pelas forcas

aplicadas diretamente sobre os nds do elemento (vetor P). A figura abaixo ilustra um

elemento sujeito a forgas externas genéricas para o caso de um elemento de pdrtico plano:

Figura 24 - A¢des genéricas

Fonte: Adaptado de Fonseca (2006).

Entdo, o trabalho virtual externo pode ser calculado através da expressao:

W, = [(u"b)dV + [(su” q)dS +5u’ P (43)
\4 N
onde u e u, representam os vetores de deslocamento no interior do elemento e de
deslocamentos nodais, respectivamente.

4.2.2 Formulacdo do elemento finito

Neste item é apresentada a formulagdo do elemento finito de portico plano que é
resultante da associacdo entre os comportamentos de membrana (elemento de trelica) e de

flexdo (elemento de viga).
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Para cada elemento, sdo descritos os graus de liberdade considerados e as funcdes
de interpolacdo. Para garantir a convergéncia do MEF, essas fungdes de interpolacdo precisam
ter continuidade C™"', onde m é a maior ordem de derivacdo que aparece na expressio do

trabalho virtual (COOK et al, 2003).
4.2.2.1 Parcela de membrana

No caso da parcela de membrana, a equacdo do trabalho virtual interno envolve
apenas derivadas de primeira ordem, como pode ser visto nas Equagdes (26) e (39), relativa a
parcela da energia de membrana. Assim, as fungdes de interpolacdo precisam ser continuas
(continuidade CO).

Os deslocamentos axiais podem ser interpolados através de uma func¢do linear,
que requere apenas dois graus de liberdade. Pode-se, entdo, escrever o deslocamento axial no

elemento.
u=~Lu, +Lu, (44)

onde u, € u, sdo os deslocamentos nodais na dire¢do axial e L, e L, sdo os polindmios de

interpolacdo lineares de Lagrange. Esses polindmios sdo definidos no intervalo 0 < x < L por:

L (45)

u=[L, 0 0 L, 0 0] = u=N,u (46)

m e

Obtido o campo de deslocamentos axiais no elemento, a deformacdo de membrana pode ser

escrita:
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00 L, 0 0] = ¢,=B,u (47)

onde B, ¢ a parcela de membrana da matriz deformagdo-deslocamento, responsdvel por

transformar os deslocamentos nodais axiais em deformacdes axiais no interior do elemento.

4.2.2.2 Parcela de flexdo

No caso da parcela de flexdo, a equagcdo do trabalho virtual interno envolve
derivadas de segunda ordem, como pode ser visto na Equacdo (39). Assim, tanto as funcdes
de interpolacio como as derivadas de primeira ordem precisam ser continuas
(continuidade C'). Fisicamente, isso significa que tanto as deflexdes como as rotacdes
precisam ser continuas entre elementos adjacentes, a menos que haja uma rétula. Portanto,
para garantir a continuidade dos deslocamentos transversais e das rotacdes no interior do
elemento, € necessdrio empregar os quatro graus de liberdade nodais do elemento de viga
como mostrado na Figura 23(b). Assim, os deslocamentos transversais sdo interpolados

através da expressdo seguinte:
v=Hyv +H,0,+Hv,+H,0, (48)

onde as fun¢des de interpolacdo H sdo conhecidas como os polindmios de Hermite
(COOK et al, 2002). Estes polindmios sdo cibicos, pois sdo utilizados para uma interpolacao
a partir de quatro graus de liberdade nodais. Usam-se os polindmios de Hermite quando se
quer interpolar entre dois pontos com dois valores e duas tangentes conhecidas. As expressoes

e a representacao grifica dos polindmios de Hermite estdo mostradas abaixo:
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3x? 2x°
Hl :1——2+F
2 3
3x* 2x° (49)
T
2 3
X X
H =———+—
4 L Lz

Figura 25 — Representacdo grafica dos polinomios de Hermite
&= x =1L Atx =0 Atx =L

L i
Ni NLX Ni Ivi.x

3x2  2x8
R N, = —-17+F 1 0 0 0

Fonte: Cook et al (2002).

Escrevendo a equacdo (48) de forma matricial, temos:

v=[0 H, H, 0 H, H,| = v=N,u, (50)

Obtido o campo de deslocamentos transversais no elemento, a deformacgao de flexdo pode ser

escrita:
0]

o,
‘| = x=Bu, (51)

1%

2
A

onde B, é a parcela de flexdo da matriz deformagdo-deslocamento, responsdvel por

transformar os deslocamentos nodais na curvatura no interior do elemento.
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4.2.2.3 Elemento de portico plano

Um pértico plano apresenta comportamento tanto de membrana (trelica) como de
flexdo (viga), logo, o elemento de poértico plano pode ser obtido pela composi¢do desses dois
comportamentos. Com base nas equacdes anteriores, podemos escrever a interpolagao dos

deslocamentos como:

W] L, 0 0 L 0 0]l
- = u=Nu, (52)
v| |0 H, H, 0 H, H,

onde u representa os deslocamentos no interior do elemento, N é a matriz das fungdes de
forma que realiza a interpolacdo dos deslocamentos nodais e u, representa os deslocamentos

nodais do elemento de pértico plano.
A partir do campo de deslocamentos do elemento, pode-se obter o vetor das

deformacdes generalizadas ¢:

_Ml -
Vi
e] L., 0O 0 L., 0 017]]6
= = &=Bu, (53)
K 0 Hl'xx HZ'XX 0 H3‘xx H4')oc uZ
V)
_02 _

onde B representa a matriz deformagdo-deslocamento para o elemento de portico plano.
Os elementos da matriz B ndo dependem dos deslocamentos, assim, podemos

escrever o vetor das deformagdes virtuais por:
& =Bau, (54)

Com o vetor das deformagdes virtuais estabelecido, podemos substitui-lo na

Equacgdo (41) e obter o trabalho virtual interno do elemento:
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oU =[&"odx=[ou!B edx= cu! [B"odx
L L L

g, =[B'odx (55)
L

U =dug,

onde g, representa o vetor de forgas internas para o elemento de portico plano.

Substituindo as deformagdes virtuais na expressdo do trabalho virtual interno
subdividido nas parcelas de membrana e de flexdo (Equacdo (40)), podemos escrever o vetor
de forcas internas subdividido nessas duas parcelas:

SU =o' [B! Ndx+aou! [B, Mdx= su! (g, +g,)
L L
(56)
g = gm + gb
onde B, e B, correspondem as parcelas de membrana e de flexdo da matriz B,
respectivamente, g, € g, correspondem a:
g, =B, Ndx
X (57)
g, =] BZde
L
E possivel, também, definir o vetor de forcas externas substituindo os

deslocamentos virtuais na expressao do trabalho virtual externo (Equag@o (43)):
W, = J(Gu;N"b)dV + [(u/N"q)dS + u, P
v s

oW, =oul (]N"bdV + [N"qdS +P)
v S (58)
W

ext

=du, (f, +f, +P)
f,=f,+f +P

onde f, representa o vetor de forcas externas equivalentes nodais e f, e f_ sdo os vetores de

forcas externas equivalentes nodais relativos as forcas de campo e de superficie.
A partir das Equacdes (56), (58) e do PTV, representado pela Equacgao (35), temos

que para um deslocamento virtual arbitrdrio su,, o equilibrio ocorre quando:

an g, = f, = g, =f, (59)
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Vale ressaltar que esta formulacdo € vélida para qualquer material, seja ele linear ou nao
linear.

4.2.3 Elemento de portico plano com linearidade fisica

Considerando o material eldstico linear, a relacao entre as tensdes e deformagdes é
dada pela Lei de Hooke:

o, =Ee¢

X

(60)
Para o elemento de pdértico plano baseado na TCV, a deformacdo axial € representada pela
Equacdo (29):
o, = E(s, — yK) (61)

Dessa forma, os esforcos internos atuantes na secao transversal do elemento, que

compdem o vetor das tensOes generalizadas o, podem ser determinados substituindo a
Equacdo (61) nas integrais dadas pelas Equacgdes (32) e (33).

N=[E(e¢, — yk)dA= Ee¢, [dA+ Ex[(—y)dA
A A A

62
M =[(-y)E(e, — yx)dA=Ee, [(—~y)dA+ Ex| y*dA (02

Nessa Equacdo, as integrais representam a area A, o momento estitico S e o
momento de inércia 7 da secdo transversal:

A=[dA S=[(-y)dA

I= £ y*dA (63)
Os esforgos internos podem ser representados de forma compacta por
N = FEA¢, + ESk 64
M = ES¢, + Elx ©4)
e na forma matricial como:
N| [EA ES]| [e,
M - ES EI K

(65)
Se os eixos da secdo transversal tiverem origem no centréide, o momento de

primeira ordem € nulo e as tensdes e deformacdes generalizadas ficam desacopladas:



56

N EA O &
= (66)
M 0 EI K
A relacdo entre tensOes generalizadas e deformacgdes generalizadas pode ser
escrita de maneira simbdlica:
c = Cg (67)

onde C representa a matriz constitutiva do material. Utilizando a Equacdo (53), podemos

representar as tensdes generalizadas em funcdo dos deslocamentos nodais:
¢ = CBu, (68)
Substituindo na expressdo do vetor de forgas internas g, , representado em (55), temos:

g, = [B'6dx=[B"CBu,dx =(|B"CBdx)u,
L L L (69)
g. =Ku,

Nessa expressdo, K, representa a matriz de rigidez do elemento de pértico plano. Realizando
as integrais, a expressdo analitica da matriz K, € idéntica a forma classica obtida através do

Método da Rigidez Direta:

L L

12EI  6EI 12EI  6EI

r o Y T[T

6El  4EI 6EI 2EI
A

K=l m £ EA (70)

22 ) o =2 0
L L

12EI  6EI 12EI  6EI
O (77 ° [

6EI 2EI 6EI  AEl
0 -2 £ ¢ - =

L I L

4.2.4 Elemento de portico plano com ndo linearidade fisica

Quando a ndo linearidade fisica (NLF) € considerada, a relagdo entre
deslocamentos e forc¢as internas passa a ser nao linear. Para a solu¢ao do sistema de equagdes

de equilibrio (Equacgdo (59)), € necessdrio o emprego de um procedimento incremental-
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iterativo como o método de Newton-Raphson. Para isso, é calculado o residuo, que € o valor
do desequilibrio nodal dado pela diferencga entre o vetor de forcas internas e o vetor de forgas

externas (PARENTE JUNIOR, 2012):
r(u)=g()—f (71)

Para que haja o equilibrio, esse residuo deve ser nulo ou atender a uma tolerancia
pré-estabelecida. Expandindo através de uma série de Taylor e truncando para dois termos, o

residuo pode ser representado por:

521‘(“) 2
— (du)
r(u+5u)=r(u)+5r(u)5u+ ou +...
su 2! (72)
or(u) Su

rlu+ou)=r(u)+ x

Fazendo a Equacdo (72) ser nula, obtemos a equacdo que aplica o método de

Newton-Raphson em uma determinada iteracao:

r+on) =ra) + ™ s =0

51'(11) &l _ —l’(ll) (73)
o

K ou=f-g(u)

onde Ky representa a matriz de rigidez tangente do elemento. Da Equacdo (71), podemos
verificar que a matriz de rigidez tangente € igual a taxa de variacdo do vetor de forgas internas
em relacdo ao vetor de deslocamentos nodais:

_onw _ogw & ogw

K, =
ou ou Ou ou

(74)

Diferenciando a Equagdo do vetor de forgas internas (55), podemos calcular a matriz de

rigidez tangente:

og(u) r 06 r 06 Og
K. = =B —dx=(B" ——dx 75
L A Al (75)

Considerando a Equacdo (53), a matriz de rigidez tangente pode ser escrita como:
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KT = jBTCthX (76)
L

onde C, é a matriz constitutiva tangente que relaciona os incrementos de tensdo e de

deformacao:
do = C,ds (77)

A matriz constitutiva tangente € obtida a partir da diferenciacdo do vetor de tensio

generalizada ¢ em relacdo ao vetor de deformacgdo generalizada €. A partir da Equacao (29)

a (34), amatriz C, pode ser escrita como (PARENTE JUNIOR, 2012):

ON ON
c |08, ok |_ EA ES %)
oM M| s Ry

e, Ok

Os termos da matriz constitutiva tangente sdo dados por:

dA

A= ON :jaGXdA:jaG" os,
0, 40€ 1 0¢, Og,

m m

oo, 0e, . oM

ON 0o
ES=—=|—*dA= dA=—
oKk /{ oK iagx oK oe,, 7
oM oo 0o, O¢
El=—=]- LdA = |- .
or T o AT o e

que podem ser escritos em fun¢do do médulo de elasticidade tangente E, da curva tensdo-

deformacao do material:

FA=[E.dA
A
ES = —J.Et ydA (80)
A
El = [E,y’dA
A
onde E, é dado por:
oo
E =——+ (81)
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E importante notar que, devido a NLF, o médulo de elasticidade tangente E, varia

na secdo transversal, pois depende da deformacgdo ¢, do ponto considerado na secdo e da

curva tensdao-deformacdo do material.
4.2.5 Técnicas de integracdo ao longo do eixo longitudinal

O célculo das integrais de drea das expressdes da matriz constitutiva tangente
(Equacdo (79)), bem como, das integrais dos esforcos resistentes da secao (Equacdes (32) e
(33)) pode ser realizado por diversos métodos, alguns analiticos e outros numéricos. Os
métodos para a obtencdo dos esforcos internos e dos termos da matriz constitutiva tangente
sdo discutidos no préximo capitulo. J4 para calcular as integrais ao longo do eixo longitudinal
do elemento, necessarias para a obtencao do vetor de forcas internas (Equacdo (56) e (57)) e
da matriz de rigidez tangente local (Equacdo (76)), sdo empregados métodos de integracao
numéricos.

Para a realizacdo da integracdo numérica ao longo do eixo longitudinal do
elemento, os métodos mais utilizados sdo as quadraturas de Gauss e de Lobatto. No método

das quadraturas, considera-se inicialmente uma funcdo continua f(x) definida em um
intervalo [a,b]. Para calcular o valor aproximado da integral definida, utiliza-se uma

combinacdo linear de valores da fungdo f(x) em certos pontos X, pertencentes ao intervalo

[a, b] e certos valores w., chamados pesos, de modo que a integral € calculada somando-se os

produtos dos pesos de cada ponto pelos valores respectivos da funcdo nos mesmos pontos

(ASSAN, 2003):

b

J.f(x)dx;w]f(xx)+w2f(x2)+...+wnf(xn) (82)

a

No caso da quadratura de Gauss, os pontos x; € os pesos w; sdo determinados de

modo que a integracdo numérica seja exata para uma fun¢do polinomial de grau 2n—1, onde
n € o numero de pontos de Gauss no intervalo [-1, 1].
No caso da quadratura de Lobatto, os pontos x, e os pesos w. sdo determinados de

modo que a integracdo numérica seja exata para uma funcao polinomial de grau 2n — 3, onde

n € o nimero de pontos de Lobatto no intervalo [-1, 1].
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Na quadratura de Gauss, os pontos sdo distribuidos de forma simétrica em relacio
ao centro do intervalo de integracdo e os pares simétricos possuem O mesmo peso. A
quadratura de Gauss ndo inclui os valores da funcdo nos limites do intervalo de integragao,
mas a quadratura de Lobatto considera os pontos extremos e o ponto médio.

O intervalo de integracdo corresponde a uma parametrizacdo da varidvel x para t,

que varia no intervalo [-1, 1]. A integral é, entdo, transformada da seguinte forma:
b 1
[ Feodx = J [ gt (83)
a -1

onde J é chamado de Jacobiano da transformacdo. A obten¢@o desse Jacobiano vem da

transformacgdo de varidveis:

X = t
2 2
b—-a ! b-a
dx = == dr = j f@dx = = jl g(t)dt (84)
J:b—a
2

A integracdo numérica a partir das quadraturas passa a ser, entao, obtida por:
b 1 n n
J.f(x)dx:J_l.g(t)dt:‘];wig(ti):lewigi (85)
a -1 i= i=

onde n € o numero de pontos de integracdo, i € o numero do ponto de integracdo, ¢, € a
coordenada do ponto de integracdo i € w. € o peso associado ao ponto i .

De acordo com o tipo de quadratura empregada, ha tabelas especificas que
associam o ndmero de pontos de integracdo com o nimero dos pontos, sua coordenada e seu

peso, como pode estd exemplificado nas tabelas abaixo.
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Tabela 1 — Pesos da quadratura de Gauss

18 — 30
36

2
o
+
[oo]
—

36

3

18 +

continua



n [ l; W
! [1] s o |10 322 - 13V70)

3 7 900
5 (1} s o 10 322 + 1370

3 7 900

128

3 0 —

> 225
4 _[1) s ) 10 322 + 13v70)

3 7 900
s (1 5—2\/E 322 — 13470

3 7 900

Fonte: Wikipedia (Gaussian ..., 2012).

Tabela 2 — Pesos da quadratura de Lobatto

n i l; w;
1 -1 1
3
4
3 x
2 0 3
1
3 1 3
1 1 l
3
2 ! >
5 6
4
3 _ >
5 6
4 -1 l
3

continua
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n ! l; Wi
1 1 L

10

. o

7 90

32

5 il
3 0 45

4 _ 3 %

7 90

1

5 -1 m

Fonte: Wikipedia (Gaussian ..., 2012).

Deve-se observar que se a funcdo a ser integrada ndo for um polindmio, ndo se
obterd uma integracdo exata, mas serd tdo mais precisa quanto maior for o nimero de pontos

de integracdo usado.

4.2.6 Transformacdo para o sistema global

Nos desenvolvimentos anteriores, foram obtidos o vetor de forcas internas e a
matriz de rigidez tangente no sistema local, onde os graus de liberdade sdo paralelos aos eixos
do elemento. No entanto, em uma estrutura real, os elementos apresentam diferentes
inclinacdes, isto é, cada elemento possui um sistema local préprio (PARENTE JUNIOR,
2012). Para a defini¢do tnica dos deslocamentos da estrutura (graus de liberdade) e para a
obtencdo das equacdes de equilibrio € necessdrio a defini¢cdo de um sistema de coordenadas

comum a todos os elementos, conhecido como sistema de coordenadas global. A figura

abaixo ilustra a diferenca entre os dois sistemas de coordenadas:

Figura 26 — Graus de liberdade do elemento de pértico plano no sistema de coordenadas local
(a) e global (b)
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(a) (b)

Fonte: Préprio autor.

Os deslocamentos podem ser transformados do sistema local para o global,
bastando conhecer as coordenadas do né inicial e final do elemento, pois, assim, pode-se obter
o cosseno € o seno do angulo de inclinacdo do elemento em relagdo ao sistema global
conforme a Figura 27:

Ax = x, — x,

Ay =y, =y,

L =Ax* + Ay? (86)
c=Ax/L

s =Ay/L

onde (x1,y1) € (x2,y2) s@o as coordenadas do né inicial e final do elemento, respectivamente,

c=cos O es=sen 0.

Figura 27 — Angulo de inclinagdo do elemento em relagio ao sistema de coordenadas global

(x2,y2)

\Y Ay

(x1y1) 9
- Ax

Fonte: Proprio autor.
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Com essa informacdo, a transformacdo dos deslocamentos axial e transversal no
sistema local pode ser feita para o sistema global. A rotacdo € indiferente em relacdo aos

sistemas. Da Figura 28, temos:

Figura 28 — Sistema de eixos local e global

// Jv
W
ViE———
- | —
" < U
X |\ X,
v 9 I
Py
| ﬂ
0 | XU

= Ll = L L
vV =us + ve \% h) C Vv Vv -5 C \%
onde ¢ = cos Oe s = sen 0.

Considerando os trés deslocamentos dos dois nés do elemento, obtemos a matriz

de transformacdo global-local para os elementos de portico plano:

u, c s 0 0 00] |y

v, -sc 0 0 00| v

, 0 01 0 00O0|]|6 _

_ | = = u="Tu (88)
u, 0 00 ¢ s Of |u,

v, 0 00 -5 c O] |v,

6,] [0 00 0 01]]6]

onde u ¢é o vetor de deslocamentos nodais no sistema local, u é o vetor de deslocamentos
nodais no sistema global e T € a matriz de transformacao global-local.
As forgas internas nodais podem ser transformadas utilizando o Principio dos

Trabalhos Virtuais, pois o trabalho é um escalar e, portanto, € indiferente aos sistemas.
ag='g=0'T'g > g=T'g (89)

A matriz de rigidez relaciona os deslocamentos com forgas internas em um dado

sistema, dessa forma, temos:
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g =T'g=TKua=TKIu = g=Ku (90)

Portanto, a matriz de rigidez no sistema global pode ser obtida a partir da

transformacdo da matriz de rigidez no sistema local.

K = T’KT 91)
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5 METODOS DE INTEGRACAO NA SECAO TRANSVERSAL

Em cada elemento finito de poértico plano € realizada a integracdo longitudinal
através de um dos métodos de integracdo numérica discutidos anteriormente, que sao as
quadraturas de Gauss e de Lobatto. Viu-se que esses métodos transformam a integral em um
somatodrio dos produtos de um peso pelo valor da funcdo a ser integrada em determinados
pontos do dominio.

Em cada um desses pontos, é necessdria a realizacdo de integracdes na secio
transversal do elemento. Essas integrais envolvem as expressdes dos esforcos resistentes da
secdo (Equacdes (32) e (33)) e da matriz constitutiva tangente (Equacgdo (79)). Ha diversos
métodos para o calculo dessas integrais de area, alguns analiticos e outros numéricos. Esses
métodos sdo discutidos neste capitulo.

O problema da realizacdo de integracdes em secdes transversais arbitrarias tem
recebido atengdo na literatura desde a década de 1970. Ao longo dos anos, varias
metodologias analiticas, numéricas ou mistas tém sido sugeridas para a analise de secdes de
variada complexidade em termos de geometria e material de composicdo. Os diversos
métodos se diferenciam com relacdo a eficiéncia, precisdo, simplicidade e generalidade.

Segundo Papanikolaou (2012), cinco caracteristicas principais nas metodologias
de anélise de secOes podem ser identificadas:

a) tipo de secdo: se a se¢do é de concreto armado ou mista (aco e concreto

armado);

b) lei constitutiva do material: se € composta por fun¢des polinomiais ou por

fungdes arbitrarias;

¢) subdivisao da secdo: se € imposta ou ndo para a integracao das tensdes;

d) método de integracdo das tensoes;

e) estratégia de solucdo das equacdes de equilibrio de forcas.

Além dessas cinco caracteristicas, pode-se acrescentar mais uma relativa a
finalidade das metodologias propostas para andlise de se¢des. As metodologias podem ser
destinadas a obtencao dos esfor¢os resistentes da se¢do ou ao cdlculo da matriz constitutiva

tangente.



Tabela 3 — Caracteristicas das metodologias de andlise de se¢des
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. o R ~ . Finalidade
. - Lei constitutiva ~ Subdivisdo da  Integracdo das Estratégia de
Autores Tipo de secdo . ~ N ~ da
do material secdo tensoes solugdo .
metodologia
Penelis (1969), matriz de
De Viv p um poligono .. rigidez
e vivoe concreto pardbola — potig analitica por Newton- gide
Rosati (1998), . por parte de P tangente e
armado linear poligono Raphson
Alfano et al ole) esfor¢os
(2007) resistentes
) um poligono .. . -
concreto pardbola — analitica por iteracdes
Werner (1974) . por parte de P . -
armado linear ole) poligono aninhadas
Brondum—
Nielsen (1985 .

( ), concreto constante < .. Lo método de esforcos
Dundar e armado (retangular) ndo subdivide analitica Newton resistentes
Sahin (1993), g
Yen (1991)

Yau et al. concreto constante - .. .- sem derivada esforcos
ndo subdivide analitica . .
(1993) armado (retangular) (regula-falsi) resistentes
matriz de
. ardbola-linear - rigidez
Rodriguez e concreto p - analitica por Newton- &
com trapézios .. tangente e
Ochoa (1999) armado . trapézio Raphson
amolecimento esforgos
resistentes
Chen et al. composta pardbola - ndio subdivide analitica sem derivada esforgos
(2001) P linear ) (Regula-Falsi) resistentes
- concreto arabola — - .. esforgos
Fafitis (2001) P néo subdivide Green/Gauss - or¢
armado linear resistentes
. . rabola-linear . .
Sfakianakis pardbola-linea ~ . método das pesquisa esforcos
composta com ndo subdivide . : .
(2002) . fibras incremental resistentes
amolecimento
funcodes um poligono matriz de
coes pots 2D Gauss ou rigidez
Bonet et al. concreto parciais ndo (fatia espessa)
. . Green/Gauss - tangente e
(2004) armado polinomiais por parte de P
o por poligono esforcos
(arbitrdrias) ole) resistentes
fungdes matriz de
. arciais um poligono . rigide
Sousa e Muniz part .. pots analitica por gidez
composta polinomiais de  por parte de . - tangente e
(2007) p . poligono
até terceiro ole) esforgos
grau resistentes
funcdes
Charalampakis parciais - - .
. . .. trapézios analitica por sem derivada esfor¢os
¢ Koumousis composta polinomiais de curvilineos trapézio (Brent) resistentes
(2008) até terceiro P
grau
matriz de
. ., um poligono e . rigidez
Rosati et al. pardbola - POlE analitica por procedimento g
composta . por parte de ., : . secante e
(2008) linear poligono iterativo
ole) esforgos
resistentes
matriz de
. - . . rigidez
Pallarés et al. concreto nao polinomial ndio subdivide analitica Newton- tai ente e
(2009) armado -linear (EC2) Raphson os fc%rgos
resistentes

continua
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. o N ~ L. Finalidade
. ~ Lei constitutiva ~ Subdivisdo da  Integragdo das  Estratégia de
Autores Tipo de sec¢do . ~ " " da
do material secdo tensdes solucdo .
metodologia
( . Green/Gauss-
. pardbola-linear .
Chiorean ~ . Lobatto com comprimento  esforcos
composta com ndo subdivide R )
(2010) . bissecdo de arco resistentes
amolecimento )
adaptativa
~ Green/Gauss
fungdes ~
. S com adaptacio .
Papanikolaou parciais ndo ~ . sem derivada  esforgos
composta . .. ndo subdivide ao .
(2012) polinomiais (Brent) resistentes
o mapeamento
(arbitrarias)

de deformagao

Fonte: Papanikolaou (2012).

Uma revisdo critica das metodologias encontradas na literatura (listadas na Tabela

3) leva as seguintes observacdes (PAPANIKOLAOU, 2012):

e um significativo numero de algoritmos sugeridos sio limitados as se¢des de

concreto armado de forma simples e com barras de aco individuais. Esses

métodos ndo apresentam, portanto, grande generalidade, mas possuem boa

precisdo e eficiéncia;

e muitos estudos impdem restricdo a lei constitutiva do material, geralmente

utilizando as leis constitutivas especificadas pelos codigos normativos ou

s

fungdes polinomiais parciais. E o que ocorre com os métodos analiticos, que,

em contrapartida, sdo altamente precisos e eficientes;

e com relagdo aos métodos de integracdo das tensdes podem ser identificados

trés métodos principais:

- Método das Fibras: ¢ um método aproximado, lento e requer um aumento

da densidade da malha de fibras para se conseguir uma precisdo aceitavel.

No entanto, esse é o método mais adequado quando se trabalha com

carregamentos ciclicos ou com materiais cujo comportamento depende da

histéria do carregamento, como os materiais elastopldsticos (PARENTE

JUNIOR, 2012). Este método apresenta como principal vantagem a alta

generalidade, permitindo analisar se¢cdes com qualquer geometria e Lei

Constitutiva para os materiais. A se¢do pode ser de concreto armado ou

mista;

- integracdo analitica: € um método que produz resultados exatos e rapidos,

mas € restrita a geometria da se¢do e a uma relagdo tensdo-deformacgdo
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especifica. Este, portanto, ¢ um método altamente eficiente e preciso, mas
¢ de baixa generalidade;

- integracdo numérica usando quadraturas de Gauss nas integrais de
contorno com o emprego do Teorema de Green: é um caminho para
produzir uma solug¢do geral para leis constitutivas arbitrdrias. Porém, em
certos casos, a solucao numérica pode ter um custo computacional maior
que os métodos analiticos e o emprego de uma integracio numérica de
baixa ordem pode produzir erros inaceitdveis;

e muitos métodos de integracdo das tensOes requerem, para ter eficiéncia, uma
subdivisdo prévia da secdo, o que naturalmente leva a uma reducdo da
velocidade de execucdo e a uma maior complexidade na implementacao;

e a maioria das estratégias de solucdo encontradas na literatura se baseiam no
Método de Newton-Raphson, que requer o célculo prévio de derivadas
(rigidez). Essa € uma desvantagem apenas quando se trata da obtencdo dos
esfor¢os internos, pois hd um custo computacional adicional para o célculo das
derivadas, além das questdes inerentes a ndo convergéncia;

e em geral os métodos sdao desenvolvidos para o cdlculo dos esforcos resistentes
da secdo. Somente os trabalhos voltados para a andlise ndo linear de estruturas

aplicam os métodos também para célculo da matriz de rigidez tangente.

5.1 Integracio analitica

5.1.1 Integracdo direta

Conhecida a curva tensdo-deformacgao do concreto, é possivel calcular os esfor¢os
internos de maneira analitica realizando as integrais definidas pelas Equacdes (32) e (33),
desde que a geometria da secdo seja simples, como no caso da secao retangular ou de secoes
trapezoidais.

Conforme realizado por Melo (2000) em uma secdo retangular, para o calculo da
parcela de contribuicdo do concreto, € necessario dividir a se¢do transversal em sub-regides

cujas coordenadas limites dependem das deformagdes que definem os trechos da curva of(g).

A coordenada correspondente a deformacgdo limite de uma sub-regido é obtida a partir da

Equacao (29):
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gx:gm—y](:y:u (92)
K

Nessa equacdo, se caso K for nulo, ndo h4 necessidade da realizacdo das

integrais, pois a se¢do de concreto estard sujeita a compressdo simples e os esfor¢os internos

serdo simplesmente dados por N =o(g,)A € M =0.

Para a situacdo de flexo-compressdo reta, o primeiro passo para o cdlculo dos
esforcos internos atuantes na secdo retangular é o cdlculo das deformacgdes limites da secao.
Considerando as deformacgdes de compressao com sinal negativo e as deformagdes de tracdo

com sinal positivo, as deformacdes limites para uma curvatura positiva sdo dadas por:

(93)

Em func¢do dos valores obtidos para ¢ . e ¢_ , a secdo transversal poderd esta
min max

sujeita a qualquer um dos estados de deformacdo apresentados na Figura 29.

Figura 29- Estados de deformacao possiveis da se¢io

(a) Emin S -3,5%0 (b) '3 ,5(%)0 < Emin S '2(%)0
0%s 2% -3.5%  Emin 0% 2%  Emin
bs P
e a ‘ ,‘:
an
P L b
0% 2%  -3,5% Emax 0% -2% Emax
>0 <0 >0 <0
(C) '29/00 < Emin S 0%0 (d) Emin = 00/00
0% Emin —_— ECmin 0%
[
: & @ 2 &
0% Emax max %o
e>0 e<0 e>0 e<0

Fonte: Préprio autor.



72

Tabela 4 — Limites de integracdo dos estados de deformacio

Limite de Estado de . . . .
deformacio deformacio ‘ b ‘ ¢
aj - - - -
o =35y a : : 10,0035 Er
as -0,002 E ax -0,0035 -0,002
as -0,002 0 -0,0035 -0,002
by - - Ein E
3,59, <&, <29, b, -0,002 Emax Ein -0,002
bs -0,002 0 Eoin -0,002
—29, <&, <0%, ‘i Eoin Emas ) i
2 € in 0 - -
Enin > 0%, d, - - - -

Fonte: Préprio autor.

A identificacdo do estado de deformacdo da secdo € necessdria para o cdlculo
correto das integrais dos esforcos internos. De acordo com a curva tensdao-deformacio da
NBR 6118:2003, as expressdes analiticas das integrais desenvolvidas neste item sao
especificas para a regido parabdlica e para a regido retangular da curva, desprezando-se a
parcela de resisténcia a tracdo do concreto. Assim, identificado o estado de deformacdo da
secdo em um dos casos mostrados na Figura 29, a parcela dos esfor¢os internos atuantes sobre

o concreto pode ser obtida por:

N = Npur + Nret

94
M=M, +M,, ©4)

par

Nessa expressdo, as parcelas v, e a,, correspondem a contribui¢do de forga normal e

momento fletor, respectivamente, devidas ao trecho parabdlico da curva tensdo-deformacao e

as parcelas N,, € M, correspondem a contribui¢do de forca normal e momento fletor,

respectivamente, devidas ao trecho retangular da curva tensdo-deformagdo. Cada uma dessas

parcelas € calculada por integracao analitica direta e sdo dadas por:

Npa, = —M[?(g;’ - 82)+ %(sj — 8;)j|

i 95)
My = - SB[ 20 s ) L2200 () B2 - 23)

que corresponde a contribuicdo do trecho parabdlico da distribuicdo de tensdes na secdo

transversal para — 0,002 < ¢_,¢, < O,e:
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0857.,b
ret = 4 (8(‘ - 8d)
K
(96)
085f.,b 085f.,b
Mrer = T‘I}[(gf - 63)_ #(‘cjc - 8d)

corresponde a contribuicdo do trecho retangular da distribuicio de tensdes na secdo
transversal para — 0,0035 < ¢_, ¢, < —0,002. Nessas equacdes, ¢, , ¢,, ¢, € ¢, SA0 08
limites de integracdo definidos na Tabela 4 de acordo com os estados de deformacdo

possiveis, f., =f,/y. € a resisténcia a compressdo de projeto do concreto, » € a base do

retingulo, x € a curvatura e g, € deformacio de membrana.

5.1.2 Emprego do teorema de Green

O teorema de Green expressa uma integral dupla sobre uma regido R em termos
de uma integral de linha ao longo da fronteira de R. Segundo Leithold (1994), dadas M e N
funcdes de duas varidveis x e y, de tal modo que tenham derivadas parciais primeiras
continuas em um disco aberto B em /R2, se C for uma curva fechada, simples, seccionalmente

suave, contida inteiramente em B, e se R for a regido limitada por C, entdo:

§ M (x, y)dx+ N(x, y)dy =ﬂ(a@—])\;—% A (97)

O teorema de Green se refere a uma curva C fechada, simples, seccionalmente
suave que forma a fronteira de uma regido R no plano e o sentido ao longo de C ¢ anti-

horério, conforme ilustra a figura abaixo:

Figura 30- Curva C fechada, simples, seccionalmente suave

Fonte: Leithold (1994).
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As integrais referentes aos esforcos internos (Equagdes (32) e (33)) podem ser
resolvidas apds uma transformacgdo das integrais de drea em integrais de contorno através de
uma aplicacdo do Teorema de Green conforme sugerido por Werner (1974) e realizado por
diversos autores como Dumont e Musso Jr. (1987), Fafitis (2001), Bonet et al (2004), Sousa
Jr. e Caldas (2005), Sousa Jr. e Muniz (2007) e Chiorean (2010). Essa técnica também pode
ser utilizada para o célculo das integrais referentes aos termos da matriz constitutiva tangente
(Equacao (79)).

Com o0 uso do teorema de Green, pode-se obter de forma analitica qualquer
integral polinomial em dominio plano fechado, simples e seccionalmente suave. Para isso o

contorno da secdo € descrito através de segmentos de retas.

Figura 31- Discretiza¢do do contorno C em segmentos de retas

& —

C
Fonte: Adaptado de Campos Filho (2000).

A expressao do teorema de Green fica, entdo, da seguinte forma:

(G_N_aﬂ)d §M(x ¥)dx+ N(x, y)dy = ( § M (e, y )+ N(x, y)dy] (98)

P—P,

onde n representa o nimero de segmentos que discretiza o contorno C, P, € P, S30 08

vértices de cada segmento de reta.

Para que a integracdo seja realizada, € necessario que a discretizacdo do contorno
da secdo seja feita em cada regido dentro de um intervalo de deformacao correspondente aos
trechos parabdlico e retangular da curva tensdo-deformacdo do concreto da

NBR 6118:2003, conforme ilustra a Figura 32.
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Figura 32- Regides para integra¢do do concreto
n

REGIAD I

o

REGIAO |
®

LINHA NEUTRA

REGIAD 0O

Fonte: Campos Filho (2000).

Apos a identificacdo e discretizagdo das regides de integracdo na secdo, as
integrais de superficie referentes aos esfor¢cos internos e aos termos da matriz constitutiva
tangente podem ser calculadas. Os integrandos desses termos sdo fungdes polinomiais de no
maximo terceiro grau, pois a lei constitutiva do concreto € representada por fungdes
polinomiais parciais parabodlicas ou lineares. Assim, podem-se manipular as funcdes M(x,y) e
N(x,y), que representam os integrandos, de forma a escrevé-las em funcao de termos do tipo:

[ xytaa 99)

A

com a e b nimeros inteiros. Nessa equacdo, x e y sdo as coordenadas de um ponto da secdo
em relacdo a um sistema de eixos localizado no centréide da se¢do e com o eixo x paralelo a
linha neutra.

Usando o teorema de Green, a integral de area da Equacao (99) pode ser escrita

em uma integral de contorno:

a+l _ b

=g (100)

Como o contorno € representado por uma poligonal fechada, a integral (100) pode ser

substituida por um somatorio:

Hx“ybdAzixgiylbdy:Zn:Iab (101)

A C i=1

com
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Yi

1 1 .
[xtytdy (102)

a+l

ab

sendo n o nimero de segmentos da poligonal, y,e y,,, as ordenadas do i-ésimo segmento.

Fazendo a parametrizagdo de um segmento genérico da poligonal, obtém-se as

seguintes expressoes:

Ax;
X=x, +—-t

Ay; (103)

y=y; tt

com 0 <t < Ay,.

Figura 33- Parametrizacio do segmento da poligonal

Vv

(xi+1: yi+1)

Ay;

(xi:yi)

Fonte: Préprio autor.

Substituindo a parametrizacdo das coordenadas do segmento na Equacdo (102),
obtemos:
1 Ay; Ax a+l ,
L,=— || x,+=t| (y,+1t)ar (104)

a+ly Ay.

i

Como a lei constitutiva do concreto adotada € o diagrama pardbola-retangulo da
NBR 6118:2003 e com a hipdtese das se¢des planas, as integrais de drea a serem calculadas
serdo realizadas em integrandos polinomiais de no médximo terceiro grau. Além disso, para
porticos planos com secdo retangular, sé hé esfor¢os de flexdo composta reta em que a linha
neutra € sempre paralela ao eixo x. Dessa forma, os termos /,, que necessitam ser calculados
sao do tipo 1lpo, Ip;, lp2 e Ipz. Segundo Campos Filho (2000), substituindo os valores

correspondentes de a e b em (104), esses termos resultam em:
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(105)

5.2 Integracio numérica

Em andlise numérica, a integracdo numérica constitui uma ampla familia de
algoritmos empregados com intuito de calcular o valor numérico de uma integral definida. O
termo quadratura numérica também € empregado no lugar de integracdo numérica,
principalmente quando aplicado em integragdes unidimensionais.

O problema basico a ser resolvido pela integracdo numérica € calcular uma

solucdo aproximada para uma integral definida, ou seja, encontrar um valor aproximado para

o valor de § (Figura 34).

S = [ flx)x (106)

AY
A

a b x
Fonte: Wikipedia (Numerical ..., 2012).

Os diversos métodos de integracdo numérica sao aplicados sobre curvas suaves €
sobre limites de integracdo bem definidos. Existem diversas razdes para a realizacdo da

integracdo numérica. O integrando f(x) pode ser conhecido somente em certos pontos do



78

dominio, como os dados obtidos experimentalmente ou por amostragem. O integrando pode
ser conhecido, mas pode ser dificil ou impossivel a obtencao da antiderivada, que é uma
funcdo elementar. Pode ocorrer, também, de ser possivel encontrar uma antiderivada, mas, as
vezes, € mais facil calcular uma aproximacao numérica do que o cdlculo da antiderivada.

Os métodos de integracdo numérica podem geralmente ser descritos com uma
combinacdo de avaliagdes do integrando em um ndmero finito de pontos, chamados pontos de
integracdo, e uma soma ponderada desses valores € usada para aproximar a integral. Os
pontos de integracdo e os pesos dependem do método especifico utilizado e da precisao
requerida para a aproximagao.

Uma parte importante na andlise de qualquer método de integracdo numérica € o
estudo do erro de aproximacdo como uma fun¢do do numero de pontos de integracdo. A
reducdo do ndmero de pontos de integracdo reduz o nimero de operagdes aritméticas
envolvidas e, portanto, reduz os erros de arredondamentos. Além disso, deve-se levar em
conta também que, em cada avaliacdo do integrando, um determinado tempo € gasto. Dessa
forma, os métodos que produzem erros pequenos para um pequeno numero de pontos de
integracdo sdo considerados superiores.

Uma grande quantidade de quadraturas € derivada do emprego de fungdes de
interpolagdo de facil integracdo. Geralmente essas fun¢des de interpolacdo sao polinomiais.

A interpolagdo com polindmios avaliados em pontos igualmente espagados em [a,b] produz

as formulas de Newton-Cotes, da qual pertencem a regra do retangulo, a regra do trapézio e a
regra de Simpson. Quando se permite a variagao entre os intervalos dos pontos de integracgao,
surge outro grupo de quadraturas, tal como as quadraturas de Gauss. As quadraturas de Gauss
sdo tipicamente mais precisas do que as formulas de Newton-Cotes quando se emprega uma
mesma quantidade de pontos de integracao e quando o integrando € uma funcao suave (se a
funcdo € suficientemente diferencidvel) (WIKIPEDIA, 2012).

Em qualquer um dos métodos de integracdo numérica, pode-se obter uma maior
precisio na aproximagdo através da subdivisdo do intervalo de integragio [a,h] em N
subintervalos, calculando uma aproximacao para cada subintervalo e realizando um somatdério
dos resultados de cada subintervalo cujo resultado € o resultado total. Esta técnica é chamada

de regra composta, estendida ou iterativa.
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5.2.1 Regra do retangulo, regra do trapézio e regra de Simpson

Um dos métodos mais simples é o que utiliza como funcdo de interpolagdo uma
funcdo constante (polindmio de grau zero) que passa pelo ponto médio do intervalo de
integracdo ((a+5)/2, f((a+b)/2)). Este método é chamado de regra do ponto médio ou regra

do retangulo.

Tf(x)dxz(b—a)f[a;bj (107)

a

Na integracdo numérica através da regra do retangulo, se a funcdo f for continua
no intervalo fechado [a,b] e os nimeros a=x,, x,, x,, ... , X, =b formarem uma parti¢do
regular de [a,b], entao:

b

[ Fx)e~ (b;“){f(xo ;x‘j+f(xl ;x2j+...+f(%ﬂ (108)

a

Figura 35 — Regra do tetangulo
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Fonte: Wikipedia (Numerical ..., 2012).

Quando a funcdo de interpolacdo € uma funcdo afim (polindmio de primeiro grau)
que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(p)), a quadratura é chamada de regra dos trapézios. A
integracdo numérica através da regra dos trapézios faz uma aproximacdo da regido sob o
grifico da fungdo f(x) com um trapézio e calcula sua drea, como estd representado pela

equacao abaixo e pela Figura 36:

h ()@ 1)
If(x)dx ~(b —Q)T

a

(109)
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Figura 36 — Regra dos trapézios

A

a b

Fonte: Wikipedia (Trapezoidal ..., 2012).

Segundo Leithold (1994), a regra do trapézio pode ser enunciada formalmente

através do seguinte teorema: se a fungdo f for continua no intervalo fechado [a,b] e os

nimeros a=Xx,, x,, x,, ..., X, =b formarem uma particao regular de [a,b], entao

J ekt = P25 2 5o 2 o 3, ) (110)

a

Figura 37 — Regra dos trapézios
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Fonte: Leithold (1994).

Para considerar a precisao da aproximacdo da integral definida, devem ser
considerados dois tipos de erros. Um deles é o erro de truncamento que surge quando o
gréfico da fungdo € aproximado por uma fun¢do polinomial qualquer. O outro erro é chamado
de erro de arredondamento e € inevitdvel porque nimeros reais sdao representados por nimeros
com finitas casas decimais.

O teorema seguinte, provado em andlise numérica, fornece um método para

estimar o erro de truncamento cometido quando se emprega a regra do trapézio

(LEITHOLD, 1994): seja f uma fungio continua no intervalo fechado [a.6] e f' e f*
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b
existem em [a,b]. Se &, = I f (x)dx—T, onde T ¢é o valor aproximado pela regra do trapézio,

a

entdo, existe algum nimero 7 em [a,b] tal que:

e === (b-a)f (o) (111)

Assim, a regra do trapézio integra exatamente funcdes polinomiais de primeiro grau, pois a
derivada segunda de uma funcao linear € nula.
Outro método empregado para aproximar o valor de uma integral definida é regra

de Simpson. Na regra de Simpson, os pontos sucessivos no gréfico de f(x) sdo conectados

por segmentos de parabola.

Figura 38 — Regra de Simpson
A f(x)

—>
a m b
Fonte: Wikipedia (Simpson’s ..., 2012).

Se Po(xo,yo), P(x,,y,) € P,(x,,y,) forem trés pontos ndo colineares sobre uma
pardbola com y,, y, € Yy, positivos, x, =x,+h e X, =X, +h, entdo, a drea delimitada pela
pardbola, pelo eixo x e pelas retas x = x, e X =X, serd dada por:

ff(x)dx =§(yo +4y,+,) (112)

*o
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Figura 39 — Area sob o trecho parabélico
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Fonte: Leithold (1994).

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b]. Considerando uma
particdo regular do intervalo [a,b] em n subintervalos, onde n € parecom a=x,, x, x,, ...,

x, =b. A regra de Simpson estabelece, entdo, que (LEITHOLD, 1994):

b

[ £ (x)ax

a

Q

b;na[f(xo)+4f(x1)+2f(xz)+4f(xs)+2f(x4)---+2f(xn_z)+4f(xn_1)+f(xn)] (113)

Figura 40 — Regra de Simpson
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Fonte: Leithold (1994).

O teorema seguinte, provado em andlise numérica, fornece um método para
estimar o erro de truncamento cometido quando se emprega a regra de Simpson
(LEITHOLD, 1994): seja f uma fun¢do continua no intervalo fechado [a,b] e f " f " f i

b
f" existentes em [a.b]. Se & = j f (x)dx—S, onde S € o valor aproximado pela regra de

a

Simpson, entdo, existe algum nimero 7 em [a,b] tal que:
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(114)

£, == (b-a)" ()

Assim, a regra de Simpson integra exatamente até fungdes polinomiais de terceiro grau, pois a

derivada quarta de uma fung¢do cuibica € nula.

5.2.2 Quadraturas de Gauss e de Lobatto

Uma forma simples de obter as integrais do vetor de forcas internas e da matriz

constitutiva tangente é através da integracdo numérica com o emprego das quadraturas de

Gauss (BATHE, 1996; COOK et al., 2004) e de Lobatto (CRISFIELD, 1991).

Figura 41- Integracdo numérica na secao transversal com quadratura de Gauss

vt

Fonte: Préprio autor.

Para a aplicacdo da quadratura de Gauss, € necessaria a mudanca da variavel y

para uma varidvel paramétrica ¢t que varia no intervalo [-1, 1]:
boa, bra o (115)

= r+
YT 2

onde J = (b-a)/2 é o jacobiano da transformacdo de coordenadas. Fazendo a mudanca de

varidvel nas expressdes dos esfor¢os internos (Equacdes (32) e (33)), obtemos:

[, a(e(y(®)) b(y(t) J dt (116)

— ', y@) o(e(y(@))) b(y()) J dt

N
M
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As outras integrais na secdo transversal que necessitam ser calculadas sdo as que
fornecem os termos da matriz constitutiva tangente (Equacdo (79)). Aplicando a mudanca de

varidvel a essas integrais, temos:

EA

i E, (e(y())b(y(1))Jdt

ES

[ E ey @ptyo) (117)

El = } E,(e(y0)y* (Ob(y(1)Jdt

Ap6s a mudanga de varidvel, as integrais podem ser avaliadas através de um
somatorio do produto entre o valor do integrando, em pontos simétricos do dominio, € o peso

correspondente a cada par de pontos simétricos:

N = Ji o.bw,

i=1

M =- Ji y,0.bw,

i=1

EA =) E, bw, (118)
i=1
ES = - JZ E ybw,
i=1

El =J) E, y'bw,

i=1
onde o, € a tensdo no ponto de integracdo, y, € a coordenada cartesiana do ponto de
integracdo, b, é a largura da se¢do no ponto de integragdo, w; € o peso correspondente ao
ponto de integracdo, E, ¢ moddulo de elasticidade tangente no ponto de integragdo e n € 0

nimero de pontos de integracao.
Se a quadratura de Gauss for aplicada para o caso de uma secdo retangular com o
sistema de coordenadas localizado no centréide da sec¢@o bruta de concreto, a base b; passa a

ser um termo constante b e o Jacobiano se torna J = h/2. Assim, os termos da expressdo (118)

ficam da seguinte forma:
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N = @Zaiwi
25
M z_% Yio;W;
2 i=1
bh &
m=7ZQ% (119)
i=1

ES = —%ZEtiyiwi
i=1

El = %ZE,[ yiw,
i=1

A quadratura de Gauss possui uma elevada precisdo numérica, pois n pontos

integram exatamente um polindmio de grau p =2n—1. A quadratura de Lobatto possui uma

precis@ao numérica inferior e, portanto, para a obtencdo da mesma precisdo da quadratura de
Gauss € necessdario mais pontos de integracdo, pois n pontos integram exatamente um

polindbmio de grau p=2n-3. Uma funcdo polinomial de terceiro grau seria integrada

exatamente por dois pontos de integracdo no caso da quadratura de Gauss ou por trés pontos
de integracdo no caso da quadratura de Lobatto. No entanto, o emprego da quadratura de
Lobatto € mais eficiente para captar o inicio do processo de plastificagdo, pois ha sempre
pontos de integracdo nos extremos do intervalo (f = —1 e t = 1), onde as tensdes sdo
maximas para esforcos de flexao.

A integracdo numérica leva a excelentes resultados quando aplicada a se¢cdes com
variacOes suaves de geometria € em materiais com uma curva tensdo-deformacdo também
suave. No caso de secdes com variagdes bruscas, como secdes I e T, e curvas tensdo-
deformacdo definidas por trechos, como a curva do concreto da NBR 6118:2003, os
resultados obtidos ndo s@o tao bons, pois o integrando deixa de ter uma variacdo suave na
secdo.

Uma alternativa para melhorar os resultados obtidos com a integragdo numérica é
realizd-la em sub-regides com comportamento suave em termos de geometria e material. Por
exemplo, em secdes I, pode-se aplicar a integracdo numérica separadamente para as abas e
para alma.

Além disso, ao longo da secdo transversal, podem-se identificar os pontos que
limitam os trechos da curva tensdo-deformacdo do material. Por exemplo, identificando os

trechos do intervalo de integracdo onde se desenvolve o trecho parabdlico e reto da curva do
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concreto da NBR 6118:2003 e, dessa forma, realizar a integracdo de forma exata em cada sub-

regido.

Figura 42- Integracdo numérica em sub-regides
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Fonte: Préprio autor.

Os termos da expressao (119) sdo obtidos a partir do somatério da contribui¢cdo de

cada sub-regido m:

M=%M
=1
m:émj (120)
ES = Y ES,
=
EI =Y EI

5.2.3 Meétodo das Fatias

Quando se considera a ndo linearidade fisica, as propriedades mecanicas (ou
rigidez da secdo transversal) e o vetor de forcas internas sdo obtidos através de integracdo
numérica das tensdes na secdo transversal da barra como pode ser observado nas Equagdes
(32), (33), (34), (78) e (79), que representam os elementos constituintes do vetor de forgas

internas ¢ e da matriz constituinte tangente C, .
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Conhecidas as deformacdes na secdo transversal, as tensdes atuantes podem ser
determinadas a partir da lei constitutiva do material. De posse da distribui¢dao de deformacao e
de tens@o na secdo transversal, as integrais da matriz constitutiva tangente e do vetor de forcas
internas podem ser calculadas. Para se¢Oes simples como a retangular, as integrais podem ser
obtidas analiticamente, como realizado por Melo (2000).

Para geometrias mais complexas e para qualquer curva tensdo-deformacgdo, as
integrais da se¢do transversal podem ser obtidas de forma aproximada através do Método das
Fatias, como empregado por Assan (2003) e Bratina e Planinc (2004).

Nesse método, a secdo € dividida em n fatias horizontais e em cada uma dessas fatias
toma-se a deformacgdo e a tensdo constantes e iguais aos valores correspondentes ao ponto no

centro da fatia. Pode-se observar que o Método das Fatias nada mais é do que uma aplicacdo
da regra do retingulo em que o integrando f (x) € a tensdo em funcdo da posi¢do ao longo da

secdo transversal, com o sistema de eixos no centrdide da se¢do bruta de concreto. Cada fatia
representa um subintervalo do dominio da funcao tensdo e o valor da tensdo no centro da fatia
€ o valor da funcdo no centro do subintervalo. A Equacdo (121) ilustra a associacdo entre a

regra do retangulo e o Método das Fatias:

b-a

= Ay,

= Y (121)

Figura 43 — Discretizagdo de uma secdo retangular em fatias
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Fonte: Proprio autor.
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Com as deformagdes nos centros das fatias e com a lei constitutiva do concreto,
obtém-se as tensdes. De posse das tensdes no centro das fatias, as integrais na se¢do

transversal podem ser obtidas de acordo com as expressdes abaixo:

FA = ZIE A (122)
ES = -S> EAY,

i=1
El = Y E(I, + A3?)

onde Yy, é a coordenada do centro da fatia, Ay, é a altura da fatiae b, € largura da fatia.

O Método das Fatias € simples e robusto, podendo ser aplicado em sec¢des transversais
de geometria complexa e relagdes tensdo-deformacdo definidas por trechos e com variagdes
nao suaves (descontinuidades) entre os trechos. Obviamente, os esfor¢os calculados ndo serdao
exatos, mas a precisdo pode ser melhorada aumentando o nimero de fatias. Outra vantagem
deste método é que ele pode ser facilmente adaptado para a flexdo composta obliqua,
dividindo cada fatia em um conjunto de retangulos obtendo, assim, o chamado
Meétodo das Fibras. Este método foi utilizado nos trabalhos realizados por Spacone, Filippou e
Taucer (1996), Sfakianakis (2002) e Fonseca (2006), como ilustrado na figura abaixo:

Figura 44 - Decomposicao da se¢do transversal em fibras
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Fonte: Fonseca (2006).

Por outro lado, a utilizacdo do Método das Fatias quando a relacdo tensdo-deformacao

€ descrita por uma curva suave resulta em uma precisao inferior a dos métodos de integracao
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numérica discutidos anteriormente, quando a mesma discretizacdo € utilizada. Esta menor
precisdo € decorrente das hipdteses de tensdo constante e largura constante em cada fatia.
Assim, normalmente este método requer uma discretizagao mais refinada a fim de obter uma
boa precisao.

O Método das Fatias produz erros maiores porque utiliza como fungdo de
interpolagdo em cada fatia um polindmio de grau zero, que € a tens@o constante. Assim, para
obter uma maior precisdo nos resultados das integrais € necessdrio aumentar o nimero de
fatias, que leva a um aumento do custo computacional.

Uma forma de melhorar a precisao dos resultados obtidos sem a necessidade de
aumentar o numero de fatias € utilizar polindmios de interpolagdo com graus maiores, por
exemplo, utilizando um polindmio de primeiro grau (funcdo linear) que € a aplicagdo da regra
do trapézio ou utilizando um polindmio de segundo grau (pardbola) que € a aplicacdo da regra

de Simpson.

5.2.3.1 Associagdo entre Método das Fatias e quadratura de Gauss

Uma forma de realizar as integracdes na secao transversal que se mostra bastante
eficiente em termo de precisdo numérica e custo computacional é associar o Método das
Fatias com a integracdo numérica através da quadratura de Gauss ou de Lobatto, conforme
pode ser observado no trabalho de Bratina e Planinc (2004).

A associagdo consiste basicamente em computar a contribui¢io de cada fatia
através de uma integracdo numérica com o emprego das quadraturas. Empregando, por
exemplo, dois pontos de Gauss ou trés pontos de Lobatto, a maior parte dos termos dos
somatorios da expressao (122) seriam integrados exatamente para o caso do emprego da curva
tensao-deformacgao da NBR 6118:2003, pois os trechos dessa curva sdo polindmios com grau
maximo igual a dois. Assim, os termos da Equacdo (122) que possuem maior grau sao o
momento fletor M e a parcela EI, ambos os polindmios sdo ctibicos para as fatias que caem no
trecho parabdlico da curva tensao-deformacao.

Dessa forma, as unicas fatias que possuiriam erro numérico na integragcdo seriam
aquelas que contivessem os pontos limites entre os trechos da curva tensdo-deformacao, pois
a integracao ndo seria realizada em um trecho suave da curva. A figura abaixo ilustra a ideia

da associagao entre o Método das Fatias e a quadratura de Gauss para uma se¢do retangular.
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Figura 45- Associagdo entre o método das fatias e a quadratura de Gauss
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Fonte: Préprio autor.
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6 EXEMPLOS

Neste capitulo sao expostos os resultados das andlises estruturais nao lineares
realizadas pelo programa FAST em diversos exemplos encontrados na literatura. Para
verificar a eficiéncia e precisdo do Método das Fatias, calcularam-se os esfor¢os internos
resistentes de uma se¢do retangular de concreto armado para todos os estados de deformacdes
ilustrados na Figura 29. Os esfor¢os internos foram calculados utilizando a Integracdo Direta
e o Método das Fatias.

A avaliacdo da implementagdo computacional do Método das Fatias que permitiu
a realizacdo de andlises ndo lineares fisicas foi feita através de dois exemplos de verificacdo e
em quatro exemplos de validacdo, os quais s@o constituidos por vigas em balango, vigas
biapoiadas, pilares e porticos. Todos os exemplos foram discretizados com elementos finitos
de portico plano, alguns foram analisados considerando somente a ndo linearidade fisica e
outros considerando as nao linearidades fisica e geométrica. Além disso, alguns exemplos
foram analisados considerando tanto a lei constitutiva do concreto recomendada pela
NBR 6118:2003 como pelo Eurocode 2:2004. Os resultados das andlises foram confrontados
com os obtidos pelas andlises numéricas realizadas por outros autores e com os resultados
experimentais.

Por fim, para realizar uma aplicacdo prética do programa FAST, obtiveram-se as
flechas de vigas biapoiadas utilizando a andlise ndo linear fisica. Os resultados foram
comparados com as flechas obtidas empregando a rigidez equivalente calculada com a
formula de Branson (1968) (Equacdo (15)) e com resultados experimentais € numéricos

encontrados na literatura.

6.1 Avaliacao do Método das Fatias

Sabe-se que o aumento do nimero de fatias na discretizacdo de uma secdo para a
integracdo das tensdes leva a uma reducdo do erro cometido quando se considera a tensao
constante dentro de uma mesma fatia. No entanto, como na andlise ndo linear o processo é
incremental e iterativo e a estrutura deve ser melhor discretizada com elementos finitos para
que se tenha resultados aceitdveis, a quantidade de fatias utilizadas na discretizagcdo da secao
transversal do elemento finito tem bastante influéncia no custo computacional e no tempo de

processamento das andlises. Assim, é interessante otimizar a quantidade de fatias empregadas.
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Para avaliar o erro cometido com o emprego do Método das Fatias, os esforcos
internos (For¢ca Normal e Momento Fletor) foram calculados em uma se¢do retangular de
concreto armado ilustrada na Figura 46 para todos os estados de deformacgdo representados
pela Figura 29 e com os valores para curvatura (x) e deformacdo de membrana (g,) descritos
na Tabela 5. Em todos os casos analisados o concreto possui fx de 30 MPa, o aco possui
tensdo de escoamento fy; de 500 MPa e mddulo de elasticidade igual a 210 GPa. Nao se

considerou a contribui¢ao do concreto na resisténcia a tragao.

Tabela 5 - Estados de deformacao

Casos Emin Emax x(m™) Em
a) 20,0050 -0,0040  0,001666667 -0,00450
a 20,0050 -0,0030  0,003333333 -0,00400
a -0,0050 -0,0010 0,006666667 -0,00300
a4 -0,0050  0,0005  0,009166667 -0,00225
b -0,0030 -0,0020 0,001666667 -0,00250
b, -0,0030 -0,0010 0,003333333 -0,00200
bs 20,0030 0,0005  0,005833333 -0,00125
C1 -0,0150 -0,0005 0,024166667 -0,00775
Cy -0,0150 0,0005 0,025833333 -0,00725
d; 0,0005 0,0050 0,007500000 0,00275

Fonte: Préprio autor.

Figura 46- Secdo para avaliagdo do Método das Fatias
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Fonte: Proprio autor.

O erro cometido com o célculo dos esforcos internos pelo Método das Fatias foi
obtido em relacdo aos esforcos internos obtidos de forma exata utilizando a integracao direta

expressa pelas Equagdes (95) e (96). Além disso, o erro foi calculado separadamente para o
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esforco normal N e para o momento fletor M. O numero de fatias variou de 5 a 50, com

incrementos de 5 fatias, e de 50 a 1000, com incrementos de 50 fatias. Os graficos abaixo

apresentam a variac@o do erro com relagdo ao numero de fatias:

Figura 47 — Erro do Método das Fatias para a Forca Normal
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Fonte: Préprio autor.

Para o célculo da For¢a Normal, pode-se observar que até 50 fatias os erros ainda
sdo elevados, ficando em torno de 5 %. Somente a partir de 100 fatias, os erros apresentam

uma reducio para valores mais aceitdveis.

Figura 48 — Erro do Método das Fatias para o Momento Fletor
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Fonte: Préprio autor.

Para o calculo do Momento Fletor, pode-se observar que até 50 fatias os erros
ainda sdo elevados, ficando em torno de 10%. Somente a partir de 100 fatias, os erros
apresentam uma reducao para valores mais aceitaveis.

Tanto no cdlculo da Forca Normal como do Momento Fletor, observou-se uma
oscilagdo dos resultados com o aumento do nimero de fatias. Isso ocorre porque a curva do

concreto utilizada para a avaliacdo (pardbola-retingulo) € composta por fun¢des polinomiais
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parciais. Assim, quando se discretiza a se¢do em fatias com tensdo constante, surgem erros
tanto para as fatias que se encontram no trecho parabdlico e como para as fatias que se
encontram na interse¢ao entre os trechos da curva.

Apesar da oscilagdo, observou-se que a tendéncia € de reducdo do erro com o
aumento do nimero de fatias. Pode-se concluir que com 100 fatias se obtém um erro menor
que 1% para o célculo da For¢ca Normal e menor que 5% para o cdlculo do Momento Fletor.
Abaixo de 100 fatias, os erros sdo significativos e podem comprometer os resultados da
andlise ndo linear fisica.

O Método das Fatias € simples e robusto, mas exige uma grande discretizacdao da
secdo para que os resultados sejam precisos. Dessa forma, o método apresenta baixa
eficiéncia, pois leva a um custo computacional elevado.

Uma forma de melhorar o desempenho do método seria associd-lo a uma
integracdo de Gauss. Dentro de cada fatia poderia ser aplicada uma integracdao de Gauss com
dois pontos. Dessa forma se obteria integrais exatas para todas as fatias que se encontrassem
totalmente dentro dos trechos com distribuicao de tensdo parabdlica ou linear. As tnicas fatias
que produziriam erros seriam aquelas que se localizassem na intersecao entre dois trechos da

curva.

6.2 Avaliacdo da implementacio computacional

Com o objetivo de verificar e validar a implementacdo computacional do Método
das Fatias no programa FAST, foram selecionados seis exemplos encontrados na literatura
para a realizacdo das analises ndo lineares. Em cada exemplo, os resultados obtidos no FAST
sao comparados aos obtidos por outros autores.

Com exce¢ao do exemplo da viga em balango extraida do trabalho do Fonseca
(2006), todos os outros exemplos foram analisados considerando a ndo linearidade fisica e a
geométrica. A ndo linearidade fisica foi considerada discretizando as se¢des com 100 fatias e
a ndo linearidade geométrica foi baseada na formulacdo corrotacional (MEIRELES NETO,

2012).
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6.2.1 Exemplo de verificacdo: viga em balanco

A viga em balanco, cuja configuracdo geométrica e de cargas estd representada na
Figura 49, foi modelada sem armadura e utilizando 4 areas de armadura diferentes: 1,5 cm?,

3,0cm?, 6,0 cm?e 12,0 cm?.

Figura 49- Viga em balango de concreto armado
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Fonte: Fonseca (2006).

Foram adotados na discretizacdo, 16 elementos finitos de pdrtico plano. A se¢do
transversal da viga foi discretizada com 100 fatias, diferente das 51 fatias adotadas por
Fonseca (2006). Para o concreto, considerou-se a Lei Constitutiva da NBR 6118:2003, com
Jfex = 20 MPa. Para o ago das armaduras, considerou-se comportamento elastopldstico sem
endurecimento com E; = 210 GPa e f, = 420 MPa. Considerou-se ainda para o aco um
alongamento limite de 10 %o, como limitacdo a fissuracdo do concreto.

Na andlise ndo linear da viga, adotou-se o método incremental-iterativo de
controle de deslocamentos, com incremento de S1x10* m para o deslocamento vertical da
extremidade livre da viga, com tolerincia para convergéncia de 1x10~".

As curvas de equilibrio correspondentes ao deslocamento vertical da extremidade

livre da viga para cada caso de armadura estio apresentadas na figura abaixo:
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Figura 50- Curva de equilibrio da viga em balan¢o de concreto armado
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Fonte: Préprio autor.

Viu-se que as curvas de equilibrio obtidas com o programa FAST praticamente
coincidiram com as obtidas por Fonseca (2006). Além disso, elas representaram de forma

coerente as cargas maximas para cada caso de armadura.

6.2.2 Exemplo de verificacdo: barra sob carga axial e transversal na extremidade

Este exemplo foi analisado por Araripe (1998) no qual se considerou tanto a ndo
linearidade geométrica como a fisica. A barra foi analisada com o modelo constitutivo da
NBR 6118:2003 e do Eurocode 2:2004, mas a tracdo no concreto foi desprezada. O aco foi
representado pelo modelo elastoplastico sem endurecimento com alongamento limite de

10%o. A barra analisada estd representada na figura abaixo:
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Figura 51- Barra de concreto armado

Lads

Fonte: Araripe (1998).

Os dados do problema sao:

- foxr = 32,94 MPa;

- fee = 0,0 MPa;

- E. =27,32 GPa (NBR 6118: 2003);

-E.=31,46 GPae &.; = - 2,07%0 (Eurocode 2: 2004);

- fyk = 483 MPa;

- E; =210 GPa;

-A;=2x 15,1 cm?;

-rn=14exn=1,15;

-L=4m,b=040m, d=0,04 m;

- F=1280 kN.

A barra foi modelada com 10 elementos de pértico plano e a secdo transversal foi
discretizada com 100 fatias, diferente das 10 fatias adotadas por Araripe (1998). Na anélise
nao linear da barra, adotou-se o método incremental-iterativo de controle de deslocamentos,
com incremento de -1x10~° m para o deslocamento vertical da extremidade livre, com
tolerancia para convergéncia de 1x107°,

A curva de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical da extremidade

livre da barra esta apresentada na figura abaixo:



100

Figura 52- Curva de equilibrio da barra de concreto armado
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Fonte: Préprio autor.

As curvas de equilibrio de ambos os modelos constitutivos apresentaram
resultados muito proximos a curva obtida por Araripe (1998), inclusive representando bem a

carga de ruptura da barra, que € proxima a 70 kN.

6.2.3 Exemplo de validagdo: viga de concreto armado

Esta viga foi ensaiada por Vecchio e Shim (2004) com o objetivo de comparar e
discutir o comportamento observado no ensaio (incluindo a curva carga-deslocamento) com
os resultados obtidos nos ensaios de Bresler e Scordelis (1963 apud VECCHIO E SHIM,
2004), que sao comumente utilizados para calibrar modelos de analise com elementos finitos.

Esta viga foi analisada com o modelo constitutivo da NBR 6118:2003,
considerando a tragdo no concreto, e do Eurocode 2:2004, sem considerar a tracdo no
concreto. Como os resultados a serem comparados sdo experimentais, a andlise estrutural foi
feita considerando a ndo linearidade geométrica e fisica. O ago foi representado pelo modelo
elastopldstico sem endurecimento com alongamento limite de 10%o. A viga analisada esta

representada na figura abaixo:
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Figura 53- Viga de concreto armado, carregamento e geometria (dimensdes em mm)
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Fonte: Oliveira (2011).

N

O concreto apresenta resisténcia a compressao fix = 25,90 MPa, resisténcia a
tracdo f,; = 3,37 MPa e mddulo de elasticidade E. = 32,9 GPa. As propriedades das barras de

aco estdo descritas na tabela abaixo:

Tabela 6 - Propriedades das barras de aco da viga

Aco Area (mm?2) Jfyx (MPa) E, (GPa)
M10 100 315 200
M25 500 440 210
M30 700 436 200

Fonte: Vecchio e Shim (2004).

A viga fol modelada com 20 elementos de portico plano e a se¢do transversal foi
discretizada com 100 fatias. Na analise ndo linear, adotou-se o método incremental-iterativo
de controle de deslocamentos, com incremento de -1x10° m para o deslocamento vertical do
meio da viga, com tolerincia para convergéncia de 1x10 .

A curva de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do meio da viga

estd apresentada na figura abaixo:
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Figura 54- Curvas equilibrio para a viga de concreto armado
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Fonte: Préprio autor.

A partir das curvas de equilibrio obtidas, vé-se que o comportamento da viga foi
semelhante tanto com o modelo constitutivo do concreto da NBR 6118:2003 como o do
Eurocode 2:2004. No entanto, o comportamento experimental mostrou uma ductilidade maior,
pois apesar de a carga médxima ser praticamente igual ao das andlises, em torno de 360 kN, os
deslocamentos foram maiores e a queda da capacidade resistente da peca ndo foi brusca.
Acredita-se que isso se deve ao fato de nao ter sido levado em consideragdo a resisténcia ao
cisalhamento, pois além da propria resisténcia do concreto ao cisalhamento a viga era armada
com estribos de 6,4 mm de didmetro a cada 19 cm. A desconsideracdo do cisalhamento
também pode ter sido o provavel responsdvel por um comportamento mais rigido nas anélises
realizadas.

A capacidade resistente residual apds a queda brusca observada na andlise
realizada com a curva da NBR 6118:2003 pode ser devida unicamente ao aco tracionado, pois

este possui uma capacidade de deformacao maior que a do concreto e igual a 10%eo.

6.2.4 Exemplo de validagdo: pilar de concreto armado

O pilar foi submetido a uma carga excéntrica com um aumento da carga até o

colapso. Os resultados experimentais foram documentados por Espion (1993 apud



103

BRATINA, 2004). Os dados de geometria, material e carregamento fornecidos por Espion
(1993 apud BRATINA, 2004) estdo ilustrados na Figura 55. O pilar foi analisado com o
modelo constitutivo da NBR 6118:2003 e do Eurocode 2:2004. Como os resultados a serem

comparados sdo experimentais, a analise estrutural foi feita considerando a nao linearidade

geométrica e fisica.

Figura 55- Pilar de concreto armado: geometria, material e carregamento

P=AF W 1.5 ¢cm Cross-section:
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Fonte: Bratina (2004).

Para a analise empregando o modelo constitutivo da NBR 6118:2003, adotou-se
para o concreto as seguintes caracteristicas: f. = 38,3 MPa, f,, = 3,4 MPa e E. = 33,6 GPa.
Para a andlise empregando o modelo constitutivo do Eurocode 2:2004, adotaram-se para o
concreto as seguintes caracteristicas: f. = 38,3 MPa, f, = 0,0 MPa, E. = 33,6 GPa,
&1 =-2,2%0 € &ur = - 3,5%o.

O aco empregado possui tensdo de escoamento f, = 465 MPa, moédulo de
elasticidade E, = 200 GPa e foi representado pelo modelo elastoplastico sem endurecimento
com alongamento limite de 10%o.

O pilar foi modelado com 4 elementos de portico plano e a secdo transversal foi
discretizada com 100 fatias. Na analise ndo linear, adotou-se o método incremental-iterativo
de controle de deslocamentos, com incremento de -1x10° m para o deslocamento horizontal
do topo do pilar, com tolerancia para convergéncia de 1x10~*,

A curva de equilibrio correspondente ao deslocamento horizontal do topo do pilar

estd apresentada na figura abaixo:
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Figura 56- Curva de equilibrio do pilar de concreto armado
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Fonte: Préprio autor.

A partir das curvas de equilibrio obtidas, observa-se que a anélise estrutural com o
modelo constitutivo da norma europeia representou o comportamento do pilar de forma mais
proxima dos resultados experimentais obtidos por Espion (1993 apud BRATINA, 2004). No
entanto, as duas curvas mostraram um comportamento estrutural coerente com o
comportamento real. Neste caso ndo foram observadas rupturas bruscas, pois o esfor¢co
predominante é de compressdo, ndo tendo tanta influéncia o comportamento na tragdo do

concreto e do aco.

6.2.5 Exemplo de validagdo: quadro de concreto armado

Este exemplo foi testado por Ferguson e Breen (1966 apud BRATINA, 2004) e os
resultados foram apresentados por Gunnin et al (1977 apud BRATINA, 2004). A geometria, a
secdo transversal dos pilares e das vigas e os dados do concreto e do ago estdo representados
na Figura 57. Os demais parametros dos materiais necessarios para a andlise foram estimados
de acordo com as recomendacdes de cada modelo constitutivo. O quadro foi analisado com o

modelo constitutivo da NBR 6118:2003 e do Eurocode 2:2004 e como os resultados a serem
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comparados sdo experimentais, a andlise estrutural foi feita considerando a nao linearidade

geométrica e fisica.

Figura 57- Quadro de concreto armado: geometria, material e carregamento
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Fonte: Bratina (2004).

Para a analise empregando o modelo constitutivo da NBR 6118:2003, adotou-se
para o concreto as seguintes caracteristicas: f. = 22,1 MPa, f., = 2,36 MPa e E, = 26,33 GPa.
Para a andlise empregando o modelo constitutivo do Eurocode 2:2004, adotaram-se para o
concreto as seguintes caracteristicas: f, = 22,1 MPa, f,, = 0,0 MPa, E. = 2791 GPa,
&1=-1,83%0 € &u1 = - 3,5%o.

Os agos empregados possuem tensdo de escoamento f, = 388,9 MPa e f, = 403,4
MPa para os pilares e vigas, respectivamente. O médulo de elasticidade € de E, =202 GPa e o
modelo constitutivo adotado foi o elastoplédstico sem endurecimento com alongamento limite
de 10%eo.

O quadro foi modelado com 16 elementos de pdrtico plano (4 elementos por
barra) e a secdo transversal foi discretizada com 100 fatias. Na andlise ndo linear, adotou-se o
método incremental-iterativo de controle de deslocamentos, com incremento de -1x10° m
para o deslocamento horizontal do topo do pilar, com tolerancia para convergéncia de 1x107°.

A curva de equilibrio correspondente ao deslocamento horizontal do canto

superior direito do quadro esta apresentada na figura abaixo:
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Figura 58 - Curva de equilibrio do quadro de concreto armado
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Fonte: Préprio autor.

A partir das curvas de equilibrio obtidas, observa-se que a anélise estrutural com o
modelo constitutivo da norma europeia representou o comportamento do quadro de forma
mais préxima dos resultados experimentais obtidos por Ferguson e Breen (1966 apud
BRATINA, 2004) e apresentados por Gunnin et al (1977 apud BRATINA, 2004). A curva
obtida com o modelo constitutivo da norma brasileira apresentou capacidade resistente menor,
mas também apresentou resultados muito proximos do comportamento experimental.

Observa-se que o comportamento mais rigido inicial na curva da NBR 6118:2003
se deveu provavelmente ao fato de ter sido considerado a resisténcia a tracdo do concreto, que

foi desprezada na curva do Eurocode 2:2004.

6.2.6 Exemplo de validacao: portico de concreto armado

Este exemplo foi testado por Cranston (1965 apud BRATINA, 2004). A
geometria, a se¢do transversal dos pilares e das vigas e os dados do concreto e do aco estdo
representados na Figura 59. Os demais parametros dos materiais necessarios para a andlise
foram estimados de acordo com as recomendacgdes de cada modelo constitutivo. O pértico foi

analisado com o modelo constitutivo da NBR 6118:2003 e do Eurocode 2:2004 ¢ como o0s
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resultados a serem comparados sdo experimentais, a andlise estrutural foi feita considerando a

ndo linearidade geométrica e fisica.

Figura 59- Pértico de concreto armado: geometria, material e carregamento
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Fonte: Bratina (2004).

Para a analise empregando o modelo constitutivo da NBR 6118:2003, adotou-se
para o concreto as seguintes caracteristicas: f. = 36,5 MPa, f., = 3,3 MPa e E. = 33,83 GPa.
Para a andlise empregando o modelo constitutivo do Eurocode 2:2004, adotaram-se para o
concreto as seguintes caracteristicas: f, = 36,5 MPa, f, = 0,0 MPa, E. = 32,44 GPa,
&1 =-2,14%0 € &y1 = - 3,5%o.

O aco empregado possui tensdo de escoamento f, = 293 MPa. O mddulo de
elasticidade € de E, = 200 GPa e o modelo constitutivo adotado foi o elastoplastico sem

endurecimento com alongamento limite de 10%o.
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O pértico foi modelado com 26 elementos de pértico plano conforme mostra a
Figura 60 e a secdo transversal foi discretizada com 100 fatias. Na andlise ndo linear, adotou-
se 0 método incremental-iterativo de controle de deslocamentos, com incremento de -1x107°
m para o deslocamento horizontal do topo do pilar, com tolerancia para convergéncia de

1x10°°.

Figura 60- Malha de elementos finitos do pdrtico de concreto armado
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Fonte: Préprio autor.

A curva de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto

localizado no eixo de simetria do pdrtico estd apresentada na figura abaixo:
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Figura 61- Curvas de equilibrio do pdrtico de concreto armado
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Fonte: Préprio autor.

A partir das curvas de equilibrio obtidas, observa-se que a andlise estrutural ndo
conseguiu representar o comportamento do pdrtico completamente, no entanto o trecho inicial

da curva de equilibrio praticamente coincidiu com os resultados experimentais.

6.3 Calculo de flechas em vigas utilizando a rigidez equivalente de Branson (1968) e

através da analise ndo linear fisica

Uma aplicacdo prética que estd diretamente relacionada a ndo linearidade fisica do
concreto € o caso do cdlculo da flecha inicial em vigas, nas quais as cargas atuantes sio as de
servigo e € importante ser levado em considerag@o para um calculo mais preciso a fissuragdo
do concreto, bem como a sua resisténcia a tragao.

Um exemplo de viga biapoiada teve as flechas calculadas por trés maneiras:

a) utilizando a rigidez equivalente obtida com a férmula de Branson;

b) através da andlise ndo linear fisica com o modelo constitutivo do concreto na
compressao e na tracdo da NBR 6118:2003;

¢) através da analise ndo linear fisica com o modelo constitutivo do concreto na

compressdao do Eurocode 2:2004 e na trac@o, com o diagrama bilinear da NBR 6118:2003.
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Este exemplo foi extraido do trabalho de Aradjo (2004) em que sdo calculadas as
flechas de 10 vigas biapoiadas, tanto através da rigidez equivalente utilizando a férmula de
Branson como através de uma andlise ndo linear fisica. O modelo constitutivo do concreto
comprimido adotado por Aradjo (2004) foi o do Eurocode 2:2004 e o do concreto tracionado

o indicado na figura abaixo:

Figura 62- Diagrama tensdo-deformacdo para o concreto tracionado
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Fonte: Aratijo (2004).

Nesse diagrama, as tensdes de tracdo sdao dadas por:

o\ (123)
Gct = fct( ”J > gct > gcr

onde ¢.,=f,/E., E,=22(f./10)" e f,=03f."". A viga deste exemplo estd

representada pela figura abaixo:

Figura 63- Carregamento e geometria da viga
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Fonte: Aratijo (2004).
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O carregamento p e as armaduras das 10 vigas analisadas estdo descritas na tabela abaixo:

Tabela 7- Cargas e armaduras das vigas
viga  Cargap A (cm?) A, (cm?)

(kN/m)
Vi 4,5 1,50 0,62
V2 9,0 2,29 0,62
V3 13,5 3,52 0,62
V4 18,0 4,83 0,62
V5 22,5 6,22 0,62
Vo6 27,0 7,72 0,62
V7 31,5 9,36 0,62
V8 36,0 11,18 0,62
Vo 40,5 13,00 0,62
V10 45,0 14,20 1,52

Fonte: Aratijo (2004).

Para a analise empregando o modelo constitutivo da NBR 6118:2003, adotou-se
para o concreto as seguintes caracteristicas: f. = 20 MPa, f, = 2,21 MPa e E. = 25,04 GPa.
Para a andlise empregando o modelo constitutivo do Eurocode 2:2004, adotaram-se para o
concreto as seguintes caracteristicas: f. = 20 MPa, f, = 2,21 MPa, E. = 27,09 GPa,
&i1=-1,7T%0 € &1 = - 3,5%o.

O aco empregado possui tensdo de escoamento f, = 500 MPa. O moédulo de
elasticidade € de E, = 200 GPa e o modelo constitutivo adotado foi o elastoplastico sem
endurecimento com alongamento limite de 10%o.

A viga foi modelada com 20 elementos de pdrtico plano e a secdo transversal foi
discretizada com 100 fatias. Na analise nao linear, considerou-se somente a nao linearidade
fisica e adotou-se o método incremental-iterativo de controle de deslocamentos, com
incremento de -1x10™* m para o deslocamento vertical do meio da viga, com tolerincia para
convergéncia de 1x107°. Os resultados obtidos estdo apresentados na Figura 64. Observa-se
que esse grafico ndo representa uma curva de equilibrio, pois cada ponto corresponde a uma

viga com uma armadura diferente.
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Figura 64- Flecha inicial para as 10 vigas biapoiadas
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Fonte:Préprio autor.

Dos resultados mostrados no grafico, observa-se que as primeiras 4 vigas que
estdo sujeitas a carregamentos mais baixos apresentaram uma diferenca acentuada na flecha
em relacdo aos valores obtidos através do célculo com a rigidez equivalente de Branson
(1968) e da andlise ndo linear realizada por Aradjo (2004). Isso ocorreu provavelmente
porque para as cargas mais baixas a resisténcia a tracdo no concreto tem muita influéncia para
a flecha e o modelo bilinear do concreto na tragdo ndo representa bem o comportamento da
viga entre os Estadios I e II, além de ndo considerar a contribui¢do do concreto entre fissuras.
Para cargas mais elevadas, os resultados das andlises foram satisfatérios na previsio das
flechas, pois se aproximaram bastante do valor obtido com a rigidez equivalente de Branson
(1968). Dessa forma, o diagrama tensdo-deformagdo empregado por Arautjo (2004) e
mostrado na Figura 62 se mostra mais adequado para representar o comportamento do

concreto na tragﬁo.
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7 CONCLUSAO

Os métodos de integracdo das tensdes na secdo transversal foram resumidos e suas
caracteristicas foram avaliadas com relacdo a eficiéncia, precisdo, simplicidade e
generalidade. Viu-se que o Método das Fatias tem como principais vantagens sua elevada
simplicidade e grande generalidade. Este método, no entanto, exige um nimero minimo
elevado de fatias na discretizacdo da secdo transversal para que os resultados sejam precisos e
com erros aceitdveis, como pode ser observado no exemplo de avaliacdo do método. Nesse
exemplo, constatou-se que para o diagrama tensdo-deformacdo da NBR 6118:2003 e para
uma secdo retangular de concreto armado s3o necessdrios no minimo 100 fatias na
discretizagdo da secdo transversal para que a integracdo das tensdes apresente resultados
satisfatorios. Isso leva o Método das Fatias a exigir um custo computacional mais elevado.
Esse método, portanto, possui baixa eficiéncia.

Apesar disso, observou-se que o Método das Fatias em conjunto com sua
formulacido para problemas de flexdo obliqua, conhecido como Método das Fibras, sdo os
métodos mais empregados na literatura para avaliacdo das tensdes na se¢do transversal em
problemas de andlise estrutural que consideram a nao linearidade fisica.

O Método das Fatias pode ter sua eficiéncia melhorada quando a discretizagdo €
feita nos trechos da curva tensdo-deformacdo desenvolvidos na secdo transversal. Dessa
forma, para a curva tensdo-deformagdo do concreto da NBR 6118:2003, somente as fatias no
trecho parabdlico da curva apresentariam erros na integragdo. O que precisa ser avaliado € se
o ganho de eficiéncia € inviabilizado pelo aumento do custo computacional relacionado a
tarefa de identificacdo dos trechos da curva tensdo-deformacao.

Outra ideia para melhorar a eficiéncia do Método das Fatias € associd-lo a
quadratura de Gauss. Em cada fatia, a integracao seria feita numericamente com o emprego de
dois pontos de Gauss, que integram exatamente até um polindmio de terceiro grau. No cdlculo
dos esforcos internos e dos termos da matriz constitutiva tangente, esse € 0 maior grau a ser
integrado. Assim, somente as fatias localizadas na intersecdo entre dois trechos da curva
tensdo-deformacdo apresentariam erros numéricos. Fica como sugestdo para outros trabalhos
avaliar o ganho de eficiéncia com essa associacao.

A formulagdo computacional do Método das Fatias foi implementada no
programa FAST. Para verificar e validar a formulacdo, varios exemplos foram analisados e

comparados com os resultados numéricos e experimentais obtidos por outros autores.
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Considera-se satisfatdrio, os resultados obtidos. Observou-se que as divergéncias encontradas
em relacdo aos resultados de outros autores estdo relacionadas a formulacdo do elemento
finito empregado na andlise e principalmente a lei constitutiva empregada para o concreto e
para o aco. Isso ficou claro a partir dos resultados obtidos com a lei constitutiva do Eurocode
2:2004, que ficaram mais proximos aos resultados experimentais dos exemplos analisados.
Assim, é importante, na andlise estrutural ndo linear fisica, empregar modelos constitutivos
mais adequados que o diagrama pardbola-retangulo sugerido pela NBR 6118:2003, bem como
calibrar os modelos constitutivos adotados a partir de resultados experimentais obtidos em
estruturas semelhantes as estruturas reais a serem analisadas.

Por fim, as flechas iniciais numa viga biapoiada foram obtidas através da andlise
ndo linear fisica utilizando tanto a curva tensdo-deformac¢ao do concreto da NBR 6118:2003
como a do Eurocode 2:2004. Os resultados foram comparados as flechas obtidas com o
emprego da rigidez equivalente calculada com a férmula de Branson (1968) e também com os
resultados da andlise ndo linear realizada por Araujo (2004). Verificou-se que as flechas
obtidas com a curva tensdo-deformacgdo do Eurocode 2:2004 se aproximaram mais das flechas
obtidas com Branson (1968). Viu-se, também, que o diagrama bilinear da tracdo no concreto
ndo representa bem o comportamento do concreto na tracdo, pois para baixos carregamentos,
em que a resisténcia a tracdo no concreto tem grande relevéncia, as flechas obtidas com a
andlise nao linear foram bem superiores aos valores obtidos com Branson (1968).

Diante de todos os estudos realizados, pode-se concluir que para uma anélise ndo
linear fisica de porticos planos de concreto armado com secdo retangular € adequado
empregar a curva tensdo-deformagdo do concreto na compressdo sugerido pelo
Eurocode 2:2004 e na tragdo, uma curva diferente da bilinear sugerida pela NBR 6118:2003.

Além disso, a secdo transversal deve ser discretizada com no minimo 100 fatias.
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