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RESUMO

A Matematica tem uma elegancia irresistivel e uma utilidade indispenséavel
em nossas vidas. Porém, muitas vezes problemas matematicos simples exigem
estratégias complexas para a resolucdo. Entdo, o encanto € tomado pelo
desapontamento ou pela persisténcia da busca de solucdes simples, que nem
sempre sdo encontradas com maestria. O fato € que podemos relacionar as
técnicas de uma area particular da Matematica com problemas de outras areas.
E sobre isso que versa nosso trabalho. Utilizaremos alguns resultados
geomeétricos relacionados ao Teorema de Ptolomeu, afim de simplificarmos as
solucdes de alguns problemas em teoria dos nimeros. Teoria dos niUmeros € um
ramo da Matematica que tem suas “famosas” particularidades na busca de
demonstrac¢des de problemas que levaram anos para serem resolvidos e outros
que, apesar do esforco de muitos estudiosos, ndo chegaram a conclusao
alguma. Alguns problemas néo levaram tantos anos para serem solucionados,
porém suas solucdes foram apresentadas de forma complexa. Com o emprego
de estratégias do ambito da geometria até mesmo alunos de ensino médio tem
maturidade para compreender o que esta sendo apresentado. Se esses mesmos
problemas fossem resolvidos com argumentos simplesmente da teoria dos
nameros, sua compreensao poderia tornar-se mais dificil até mesmo para muitos

graduandos.

Palavras-Chave: Teorema de Ptolomeu, Teoria dos NuUmeros, ensino de

matematica, geometria.



ABSTRACT

Mathematics has an irresistible elegance and an essential utility in our
lives. However, not rarely, simple mathematical problems require complex
strategies for resolution. Then charm is taken by disappointment or by a
persistent search for simple solutions that are not always found masterfully. The
fact is that we can relate the techniques of a particular area in mathematics to
problems in other areas, and this is what our work consists in. We will use some
geometric results related to Ptolemy's theorem, in order to simplify the solutions
of some problems in number theory. Number theory is a branch of mathematics
that has its well-known particularities in the search for problem demonstrations
that took years to solve, and others that have not come to any conclusion despite
many scholars’ efforts. Some problems have not taken so many years to be
solved, but their solutions were presented in a complex way. With the use of
strategies of the geometry milieu even high school students are mature enough
to understand what is being presented. If those problems were simply solved with
arguments of the number theory, their understanding could become even more
difficult for many under graduating students.

Keywords: Ptolemy's Theorem, Number Theory, math teaching, geometry
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1. INTRODUCAO

Transmitir conhecimento ndo € uma tarefa dificil para quem tem prazer
em compartilhar o que sabe. Por isso, o convencimento do que é apresentado e
a percepcao da aprendizagem do aluno sdo importantes e necessarios. Ha de
se entender que esse momento atual, de acesso a informacao tdo facil, tem
causado no corpo discente certa preguica em pensar, para entdo produzir,
fazendo-o querer formulas prontas. Assim, faz-se indispensavel tornar mais
atrativa a abordagem de certos conteidos matematicos.

A utilizacdo de ideias geométricas em teoria dos numeros, por exemplo,
fornece uma nova perspectiva na resolucdo de problemas matematicos com alto
nivel de dificuldade. O Teorema de Ptolomeu é muito utilizado para esse fim.

Ptolomeu teve um papel significativo ndo s6 na Matemética. Ele
revolucionou o sistema cartografico mundial. Hoje, gracas a Ptolomeu podemos
facilmente visualizar e compreender rapidamente, mapas que indicam posicdes
de cidades, paises e até mesmo continentes. Sua influéncia na Astronomia néo
ficou muito atras, por 14 séculos suas pesquisas orientaram varios povos, que
acreditavam e ensinavam para seus filhos por exemplo, 0 modelo geocéntrico,
que afirma ser a Terra o centro do sistema planetario. Teve ainda significativa
participacdo em estudos da fisica no ramo da 6tica (refracdo) e na musica, que
sao de grande valia nos dias de hoje.

Com a Geometria estudada no ensino médio, conteido que fascina a
maioria dos alunos, solucbes para problemas complexos podem ser
apresentadas com uma clareza que € de rapida compreensao, até mesmo para
adolescentes, que, em geral, carregam uma certa imaturidade para assimilar os
algoritmos de questdes que exigem maior esfor¢co cognitivo. Seguindo tal meio,
0 que temos, de fato, € a possibilidade de resolver problemas com contetdo que
se adequa ao ensino médio, e que pode ser focalizado em breves explicactes,
precisando de poucos recursos para desenvolvé-los.

A proposta que se apresenta € bastante produtiva, e abre horizontes para
uma pratica pedagoégica condizente com a geragdo contemporanea. Muitas

perguntas, que antes nao tinham respostas, ou quando tinham, ndo eram téo
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simples de ser compreendidas, foram ecoando com a utilizacdo de técnicas
elementares dentro do contexto da geometria.

Embora tenhamos presenciado uma grande maioria de alunos
desinteressados em criar, questionar ou simplesmente em aprender algo, vale a
pena mergulhar em uma proposta de ensino que desperte a sensibilidade do
alunado. S6 assim estaremos contribuindo para a construgdo de uma sociedade
melhor e mais consciente.

Espero que vocé leitor, mergulhe nessas descobertas e se encante, assim

COmo eu me encantei.
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2. CONHECENDO A GENIALIDADE DE PTOLOMEU E O ENCANTO DA
TEORIA DOS NUMEROS

Neste capitulo apresentaremos um pouco da historia de Ptolomeu, que
com seus feitos, causou um grande impacto positivamente, ndo sO na
matematica, mas na geografia e astronomia, dentre outros segmentos. Influéncia

que marcou ndo sé época, mas continua nos beneficiando em nosso dias atuais.

2.1. CONTRIBUICOES DE PTOLOMEU

Claudio Ptolomeu, nasceu provavelmente em Ptolemaida Hérmia no
Eqito, 90 d.C e faleceu em 168 d.C, na cidade de Canopo no Egito. Ele contribuiu
de forma significativa em varias areas do conhecimento, tais como Fisica,
Matematica, Astronomia e Geografia. Muitos de seus feitos, continuam sendo de
grande contribuicdo nos dias atuais.

Figura 1: Claudio Ptolomeu.

Sabemos muito pouco da vida de Ptolomeu, sobre seus magnificos
estudos e trabalhos realizados, apenas do periodo em que viveu e trabalhou em
Alexandria, de 120 a 160 d.C, que so0 foi possivel gracas as suas observactes
astronbmicas por ele mesmo registradas nesse periodo. Na Astronomia,
Ptolomeu deu um acabamento final (nomeado “A grande sintese”) a teoria
geocéntrica de Platdo e Aristoteles, que diziam ser as orbitas dos astros circulos
perfeitos, porém em observacdes astrondbmicas perceberam elementos
incompativeis com esse esquema. Foi entdo, que Ptolomeu inventou um sistema
de oitenta epiciclos (6rbita circular descrita por um planeta, enquanto o centro
dessa Orbita descreve outra, igualmente circular ao redor da Terra) em que se
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movimentariam esses astros. O resultado disso, seria a Terra como centro do
Universo e a sua volta por ordem de proximidade teriamos a Lua, Mercurio,
Vénus, o Sol, Marte, Jupiter e Saturno.

Figura 2: Modelo geocéntrico proposto por Ptolomeu.

Foi essa teoria de Ptolomeu, validada por longos 1400 anos, que deu
oportunidade a civilizagdo medieval de ter o primeiro contato com a ciéncia
grega. Seus feitos foram registrados, em uma coletéanea de 13 volumes, a obra
como o todo foi intitulada He Mathematiké Syntaxis, um tratado de astronomia,
mas foi traduzido pelos arabes, que também foram responsaveis pela
preservacao do Almagesto, que significa, O maior (sua mais conhecida obra).

Ainda neste livro, Ptolomeu deu sequéncia a pesquisa de Hiparco?, ao
catalogar 1022 estrelas, dentre elas, 172 foram descobertas por Ptolomeu. E
encontrado também, as explicacbes para a construcdo de um astrolabio
(utilizado para determinar a altura de um corpo celeste acima da linha do
horizonte).

Apbs 14 séculos, teoria geocéntrica de Ptolomeu foi derrubada pelo
cientista Copérnico? no século XVI, apresentando um outro posicionamento dos
astros, chamado, sistema heliocéntrico, no qual, o sol seria o0 centro do universo,
porém se mantinha a ideia de movimentos circulares. Essa teoria ganhou mais
forca, quando foi confirmado por Galileu®.

1 Hiparco, nasceu em Nicéia, foi astrénomo, construtor, cartografo e matematico grego da escola
de Alexandria, é considerado o fundador da astronomia cientifica e também chamado “o pai da
trigonometria”, pois na segunda metade do século Il a.C., foi o pioneiro na elaboracdo de uma
tabela trigonométrica, isto €, uma tdbua de cordas, com os valores dos seus arcos para uma
série de angulos. Estes calculos teriam sido usados nos seus estudos em astronomia.

2 Nicolau Copérnico foi um astrénomo e matematico polaco que desenvolveu a teoria
heliocéntrica do Sistema Solar. Foi também conego da Igreja Catdlica, governador e
administrador, jurista, astrologo e médico.

3 Galileu foi um fisico, matematico, astrénomo e filésofo italiano que teve um papel impar na
revolugdo cientifica. Sua obra mais citada e uma das mais revolucionarias para a época na qual
viveu é a proposicdo da teoria Heliocéntrica, foi também responséavel pelo desenvolvimento dos
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Foi somente no inicio do século XVII, que outro renomado cientista
chamado Kepler#, retirou as Ultimas davidas, provando que os planetas néo
giram em circulos, mas em elipses.

- - Imagem; recone do recurso do portal do professor
( yeocentrismo i iwws adobe comishockwavsidomnioadidonwniaad g 791
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Figura 3: Geocentrismo versus Heliocentrismo.

Claudio Ptolomeu teve grande contribuichio na Geografia. Foi o
responsavel por apresentar a primeira técnica de projecdo de mapas, melhor
dizendo, a representacao de superficies curvas em mapa plano.

primeiros estudos consistentes do movimento uniformemente acelerado e do movimento do
péndulo. Enunciou a lei dos corpos e o principio da inércia e o conceito de referencial inercial,
ideias precursoras da mecénica.

4 Johannes Kepler foi um astrénomo e matematico alem&o. Considerado figura-chave da
revolugéo cientifica do século XVII. E mais conhecido por ter formulado as trés leis fundamentais
da mecénica celeste, conhecidas como Leis de Kepler.
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Figura 4: Representagdo de superficies curvas em mapa plano.

Sua obra Introducdo a geografia exerceu profunda influéncia nas
geracdes seguintes. Dividida em oito livros, a Introducdo contém 27 mapas.
Apesar de inumeros erros foi considerada obra classica até o século XVI.

Outra obra importante escrita por Ptolomeu foi Geographile Hyphegesis,
onde descreveu as terras até entdo conhecidas, no mundo ocidental, embora
com imprecisdes de célculo. Ptolomeu foi muito criticado por essas imprecisées
em seus calculos, um deles, fez com que nos mapas, a Asia se estendesse mais
a leste (ficando mais proxima da Europa), outro erro de calculo, sendo o maior
deles, foi ter adotado um valor incorreto para a circunferéncia da Terra, calculado
por Posidonio®, ao invés de utilizar a medida de Eratéstenes®, muito mais
acurado.

Apesar desses erros de calculos, o saldo foi extremamente positivo de
suas contribuicbes, que serviram de apoio e orientagdo para grandes
descobertas, por causa de suas técnicas nos estudos geograficos, nos é
permitido, acesso a tabelas de lugares, mapas e informacdes sobre paises e
seus habitantes, seus estudos sobre latitudes e longitudes constituem os
alicerces do sistema de coordenadas utilizados hoje em dia.

Na Fisica teve sua contribuicdo com as obras: Optica, em que trata da
refracdo, e Harmonias, na qual se refere a acustica e a teoria matematica dos
sons empregados na musica grega. Outras obras, como Peri Ropon (em que
abordava a Fisica mecanica), mencionada pelos cronistas antigos, é atribuida a
Ptolomeu e encontra-se atualmente desaparecida.

5> O filésofo grego Possiddnio de Apaméia calculou a circunferéncia da Terra usando, para isso,
a posicao da estrela Canopo em lugar do Sol. Contudo, talvez por ndo levar em consideracéo o
deslocamento da posicéo da estrela devido a refracao atmosférica, encontrou o valor aproximado
de 30.000 km. Possid6nio também calculou a distancia Terra-Sol como sendo aproximadamente
64.000.000 km.

¢ Erat6stenes de Cirene foi um matematico, gramatico, poeta, gedgrafo, bibliotecario e astronomo
da Grécia Antiga, conhecido por calcular a circunferéncia da Terra. Nasceu em Cirene, Grécia,
e morreu em Alexandria.
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Figura 5: Intervalos musicais demonstrados no helicon’: quartas. A relacdo entre as cordas em
destaque produz o som de intervalos de quarta em trés oitavas diferentes, a saber: mais grave,
média e mais aguda. (Fonte: www.scielo.br/pdf/ss/v11n4/v11n4a02.pdf)

Ptolomeu ndo ficou atras em suas contribuicdes na matemética. Ele
desenvolveu vérios trabalhos matematicos e foi um formidavel gebmetra.
Infelizmente algumas de suas obras, segundo 0s cronistas antigos, encontram-
se desaparecidas como, Peri Diastaseos (na qual ele procura provar que s pode
haver espaco tridimensional) ou Analemma (em que discute detalhes da
projecéo ortogonal dos pontos da esfera celeste sobre trés planos e propde nova
demonstracao para o postulado das paralelas de Euclides). Contudo, sua maior
influéncia matematica que perdura até os dias de hoje, foi na trigopnometria, onde
ele propde um teorema que leva o seu nome: o famoso Teorema de Ptolomeu.
E esse, é 0 assunto abordado a seguir e que serd de grande relevancia no
desenvolver deste trabalho.

2.2. O TEOREMA DE PTOLOMEU

O Teorema de Ptolomeu nos diz que num quadrilatero qualquer inscrito
numa circunferéncia, o produto das diagonais é igual a soma dos produtos dos
lados opostos.

Recordamos que um quadrilatero esté inscrito (ou é inscritivel) numa
circunferéncia se seus vértices sdo pontos desta circunferéncia. Vale salientar
que se um quadrilatero esta inscrito em uma circunferéncia entdo os angulos
opostos sdo suplementares, isto é, a soma dos angulos opostos é 180 graus.

Para mais detalhes sobre as propriedades de quadrilateros inscritiveis
sugerimos a leitura de [5] e [6]. Quanto ao Teorema de Ptolomeu, podemos
enuncia-lo e demonstra-lo da seguinte forma.

”Helicon é uma familia de instrumentos musicais graves de sopro e transpositores, do grupo
das tubas, em seis tamanhos e varias transposic¢des, para abranger as necessidades de notas
graves ou agudas.
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LEMA 1: Seja ABCD um quadrilatero inscritivel de diagonais AC e BD.

Figura 6: Quadrilatero inscritivel ABCD.

Entao:
N AC? = (AB.CD + AD.BC)(AB.AD + BC.CD)
) - AB.BC + AD.CD ’
1) BD? = (AB.CD + AD.BC)(AB.BC + AD.CD)

AB.AD + BC.CD

Prova. Daremos a prova de 1) (a prova de IlI) € analoga). Denotemos,
inicialmente, os &ngulos ABC e ADC por « e 8, respectivamente. Aplicando a Lei
dos cossenos no triangulo ABC, obtemos

AC? = AB? + BC? — 2.AB.BC.cosa (I).

Agora, aplicando novamente a Lei dos Cossenos no triangulo ACD, vem
AC? = AD? + CD? — 2.AD.CD.cosf (II).

Como cosf = —cosa (pois a e B sdo suplementares), segue-se, de (II), que

_ AC? — (AD? + CD?) i
cosa = 2.AD.CD '

Substituindo (I11) em (I), temos
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AD? + CD?* — AC?
AC? = AB* + BC* + AB.BC. =

AD.CD

= (AB.BC + AD.CD)AC? = (AB? + BC?)AD.CD + AB.BC(AD? + CD?)
= (AB?.AD.CD + AB.BC.CD?) + (AD.BC?.CD + AB.AD?.B(C)
= AB.CD(AB.AD + BC.CD) + AD.BC(BC.CD + AB.AD)
= (AB.CD + AD.BC)(AB.AD + BC.CD)

(AB.CD + AD.BC)(AB.AD + BC.CD)

= AC? =
AB.BC + AD.CD

Observemos que o Teorema de Ptolomeu € uma consequéncia imediata do
LEMA 1 acima. De fato, multiplicando 1) por Il), membro a membro, obtemos
AC%.BD? = (AB.CD + AD.BC)?, e o resultado segue. m

Vejamos a seguir dois exemplos de aplicagédo do teorema de Ptolomeu

em trigonometria.

Exemplo 2.2.1. (seno da soma de dois angulos). Seja ABCD um quadrilatero
inscritivel em um circulo cujo didmetro é unitério e tal que uma de suas diagonais
coincide com um diametro (Figura 7). Suponha que AC seja esta diagonal e

denote por a e B 0s angulos £BAC e £CAD, respectivamente.
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Figura 7: seno da soma de dois angulos.

Observe que 2ABC e £ADC séao angulos reto, visto que subtendem o

diametro AC. E imediato dos triangulos AABD e AACD as seguintes igualdades

(1) BC = sena
(i) AB = cosa
(i) CD =senp
(iv) AD =cosp

Vamos mostrar que BD = sen(a + ). Com efeito, note que o tridangulo

ABOD é isOsceles de base BD. Seja E o pé da perpendicular bissetriz baixada de

O sobre BD. Obtemos o triangulo AOBE que € retangulo de hipotenusa OB = %

como aparece destacado na figura 7. Dai, tem-se que sen(a + ) = %. Ora, mas

2

EB = %, logo resulta que sen(a + ) = BD.

Além disso, segue das identidades (i) a (iv) e do teorema de Ptolomeu

aplicado ao quadrilatero ABCD, o seguinte resultado
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sen(a + ) = sena cos f + sen f cos a,

gue € a equacao da adicdo de arcos para a funcao seno.

Exemplo 2.2.2. (seno da diferenca de dois angulos). Veremos agora o caso

em que um dos lados do quadrilatero ABCD, o lado AB, coincide com um

diametro do circulo (ver Figura 8).

Figura 8: seno da diferen¢a de dois angulos.

Veja que os triangulos AADB e AACB séo retangulo em D e C,
respectivamente, ja que o lado comum AB € um diametro unitario do circulo que
circunscreve o quadrilatero ABCD. De tais triangulos obtemos as seguintes

relacbes

(iv) AD =senf
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(V) BD = cosf3
(vij AC =sena

(vi) BC =cosa

Vamos mostrar que sen(a — ) = DC. Com efeito, considere o triangulo
DOC, isosceles de base DC, cujo angulo 2COD é o dobro do angulo inscrito

£CBD, ou seja, £C0OD = 2(a — B). Agora, trace a perpendicular bissetriz de O

sobre DC, no ponto E. Note que £COE = ‘C:D = a — . Dai, segue do triangulo

ACOE a seguinte igualdade

EC

sen(a — B) = oC - = DC.

SN

Por fim, utilizando os resultados de (iv) a (vii) e aplicando novamente o

teorema de Ptolomeu, obtemos
sen(a — ) = sena cos f —sen S cos a,

que é a equacao do seno da diferenca de dois angulos.
Vejamos mais um exemplo de aplicacdo do teorema de Polomeu, desta

vez na propria geometria plana.

Exemplo 2.2.3. Seja ABC um triangulo tal que a medida do angulo A é 120° e

AD sua bissetriz. Mostre que
1 1 1

AD AB +AC

Solucdo. Considere o circulo y circunscrito ao triangulo AABC e prolongue a

bissetriz AD até intersectar y no ponto E (Figura 9).
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Figura 9: Circulo y circunscrito ao triangulo ABC.

Note, pela propriedade do angulo inscrito, que 2ACB = £AEB = ¢ e
LEAB = £ECB = £EBC = 60°. Além disso, 2ADC = 60°+ B, por ser angulo
externo ao triangulo AADB. Portanto, os triangulos AABE e AADC sé&o

semelhantes. Assim, podemos estabelecer a seguinte igualdade

AB AE

D = Ac 3)

Outro fato importante é que o triangulo ABCE € equilatero, visto que no

quadrilatero inscritivel ABCE a soma dos angulos opostos €é igual a 180°. Entéo

BE = EC = BC 4)

Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrilatero ABCE obtemos
AB.EC + BE.AC = AE.BC (5)
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Como em (4) BE, BC e EC sao iguais, vamos escrevé-los em (5) todos

como sendo BE. Assim obtemos
AB.BE + BE.AC = AE.BE & BE.(AB + AC) = AE.BE
Donde efetuamos o cancelamento de BE e chegamos a igualdade
(AB + AC) = AE (6)
Além disso, da igualdade (3) obtemos a expressao

E_AB.AC
~ AD '’

a qual substituimos em (6) para escrever

AB.AC 1 AB+AC 1 1

AB+AC =— =@ S = AB.AC ~AC AR

como querl'amos mostrar. =
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3. UM PASSEIO PELA TEORIA DOS NUMEROS

Quando se estuda Teoria dos Nameros, € impossivel ndo se deparar com
problemas e indagacdes simples, aparentemente 6bvias num primeiro momento,
mas que se tornam dificeis, porque nao € facil explicar o que parece 6bvio. Por
esses motivos, a Teoria dos NUumeros € considerada um ramo desafiador e
instigante.

Mas, o que de fato trata a Teoria dos Numeros? De forma direta, podemos
dizer, que Teoria dos NUmeros estuda propriedades dos niameros em geral, e
em particular dos numeros inteiros, bem como a larga classe de problemas que
surge no seu estudo. Nos dias de hoje, esses problemas estdo presentes em
diferentes praticas sociais, por exemplo, problemas relacionados com o uso de
cartdo de crédito, uso de senhas para abrir o computador, armazenamento de
dados dentro do computador, etc.

Outro tema central em Teoria dos Numeros € estudo dos nameros primos.
Desde o seu surgimento, 0s numeros primos sempre tém desafiado a
curiosidade e a engenhosidade dos matematicos, levantando uma série
aparentemente inesgotavel de questbes a seu respeito. No proximo topico

vamos recordar alguns fatos importantes acerca dos niUmeros primos.

3.1. NUMEROS PRIMOS

Dado um numero inteiro positivo p > 1, ele serd, um namero primo ou
apenas primo, se e somente 1 e p forem o0s Unicos divisores positivos. Se um
inteiro positivo € maior que 1 e nao é primo, ou seja, possui outros divisores além
de 1 e p, chamaremos esse inteiro de composto.

Entdo, como exemplo, os inteiros positivos 2,3,5 e 7 sdo primos enquanto
que os inteiros 6, 8, 10 e 12 sdo compostos. Mas podemos nos perguntar sobre
o inteiro positivo 1, onde se enquadra, haja vista ele ser divisivel por si préprio?
Sera ele primo ou composto?

A resposta é: Nem €é primo e nem é composto. Chamaremos de namero
especial, pois se temos a um inteiro positivo qualquer, entdo ou a € primo, ou a

€ composto ou a = 1.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Inteiros
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Teorema 3.1. Todo inteiro composto possui um divisor primo.

Demonstracdo. Seja a um inteiro composto. Consideremos o0 conjunto A de

todos os divisores positivos de a, exceto os divisores triviais 1 e a, isto é:

A={x|la;1 <x<a}

A # @, visto que a é composto. Logo, pelo principio da boa ordenacédo? existe o
elemento minimo p de A, que vamos mostrar ser primo. Com efeito, se p fosse
composto admitiria pelo menos um divisor d talque 1 < d < p, e entdo d|p e p|a,
0 que implica d|a, isto €, p ndo seria o elemento minimo de A. Logo, p é primo.

Teorema 3.2. (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro positivo n >
1 é igual a um produto de fatores primos.
Demonstracdo. Com efeito, se n € primo, nada ha o que demonstrar, e se n &

composto, entédo pelo teorema 2.3.2, possui um divisor primo p,, € temos
n =pny, 1<n <n
Se n,; € primo, entdo esta igualdade representa n como produto de fatores
primos, e se, ao invés, n; € composto, entdo pelo teorema 2.3.2, possui um
divisor primo p,, isto €, n; = p,n,, € temos
n = pipany, 1<n; <n,.
Se n, € primo, entéo esta igualdade representa n como produto de fatores primos

e se, ao inves, n, € composto, entdo pelo teorema 2.3.2, possui um divisor primo

ps, iSto €, n, = p3n;, € temos:

8 0 principio da boa ordenac3o afirma que todo conjunto ndo vazio A de inteiros n3o negativos possui o
elemento minimo.
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n = p1p2pP3ns, 1 <n3z <ny.

E assim por diante. Assim sendo, temos a seguinte sequencia decrescente
n>n >n,>ng>-->1

E como so existe um numero finito de inteiros positivos menores que n e maiores
que 1, existe necessariamente um n, que € um primo p; (ngy = p,) € por

conseguinte teremos

n = pip2Ps3 =" Pk

Igualdade que representa o inteiro positivo n > 1 como produto de fatores

primos. =

Coroléario 3.1. Todo inteiro positivo n > 1 admite uma Unica decomposi¢ado da

forma

_ ki ky k3 k
n=p; PP Py

Onde, parai =1,2,---,r, cada k; é um inteiro positivo e cada p; € um primo com

p1 < py < - < p,, denominada decomposi¢cdo candnica do inteiro positivon > 1.
Teorema 3.3. (de Euclides). Ha infinitos nimeros primos.

Demonstracdo. Suponhamos que existe um primo p,, maior que todos 0s
demais primos p; = 2,p, = 3,p3 = 5,p, = 7, -+, € consideremos o inteiro positivo
P=pi-py'p3 - py,+1.Como P> 1, o teorema fundamental da aritmética
permite afirmar que P tem pelo menos um divisor primo p. Mas p;,p,,P3, ", Pn
sao 0s unicos primos, de modo que p deve, necessariamente, igual a um desses
n primos. Assim, p divide P e p divide p; - p, ps3--*p,. LOgo, p divide
(P—py-py-p3-"py), OU Seja, p divide 1. O que é absurdo, pois P > 1.

Portanto ha primos € infinitos.
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3.2. CONGRUENCIA MODULAR

Uma das ferramentas mais importantes na Teoria dos NUmeros é a
aritmética modular (ou congruéncia modular). Em ultima anélise, congruéncia €
a relacéo entre dois numeros inteiros que, divididos por um terceiro, chamado
moddulo de congruéncia, deixam o mesmo resto. Por exemplo, 20 é congruente
a 14 modulo 6, pois 20 dividido por 6 € igual a 3 com resto 2 e 14 dividido por 6

€ igual a 2 com resto 2. Vejamos mais formalmente.

Definigdo 3.2.1. Seja m um inteiro positivo fixo. Dois inteiros quaisquer a e b sdo
congruentes moédulo m, se a diferenca a — b é um multiplo de m, ou seja, se

m|(a — b). Representamos essa congruéncia como a = b (mod m).

Exemplo 3.2.1. 10 =1 (mod9), pois 9|(10 — 1). Da mesma forma, 21 =
3 (mod 6), ja que 6 divide a diferenca 21 — 3.

Encontramos congruéncias em todos os cantos. Por exemplo, os reldgios
trabalham com médulos 12 ou 24 para as horas e médulo 60 para os minutos e
segundos. Calendarios usam modulo 7 para os dias da semana e médulo 12

para oS meses.

Exemplo 3.2.2. A "aritmética do relégio” € um exemplo de aritmética médulo n,
neste caso n = 12. Se forem 7:00 horas e passarem 10 horas, entdo serdo 5:00
horas (7 + 10 é igual a 5 modulo 12). Se passarem 89 horas, serdo 0:00 (7 + 89

é igual a 0 modulo 12).

Pela definicao 2.3.1, podemos concluir que a = b (mod m) se, e somente
se, existe um inteiro g de modo que a — b = qm. Desta forma, as congruéncias
podem ser transformadas em igualdades com a adi¢cdo de uma incognita.

As trés propriedades mais importantes das congruéncias sao:

« Reflexividade: Se a é qualquer inteiro, entdo a = a (mod m).

e Simetria: Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m).

e Transitividade: Se a = b (modm) e b = ¢ (mod m), entédo a
¢ (mod m).
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Devido a estas trés propriedades dizemos que o conjunto dos numeros inteiros
é dividido em m diferentes classes de congruéncia médulo m.

Lema 3.2.1. Se a,b,c e d sao inteiros quaisquer com a =b (modm) € c =
d (mod m), entdo vale o seguinte:

() a+c=b+d(modm)

(i)a—c=b—d(modm)

(iijac = bd (mod m)

(viak = bk (mod m), Vk € Z

(v) Se mdc (¢,m) =1 e ac = bc (mod m), entdo a = b (mod m).

Demonstracao: (i) e (iii)

Com efeito, se a=b (méd.m) e se c=d (mod.m), entdo existem inteiros
hektaisquea—b =hm e c—d = km. Portanto:

(@a+c)—-b+d)y=(@—-b)+(c—d)y=hm+km=(h+kym e
ac — bd = (b + hm)(d + km) — bd = (bk + dh + hkm)m
o que implica:

a+c=b+d (mod.m) e ac = bd (mod.m)

Teorema 3.2.1. Seja m um inteiro positivo fixo e a e b inteiros quaisquer. Se a =

b (mod m), entdo a™ = b™ (mod m) para todo inteiro positivo n.

Demonstracao.
Usando o “Teorema da indugao matematica”, a proposi¢ao é verdadeira para

n = 1, e suposta verdadeira para um inteiro positivo k, temos:

a®* = b* (mod.m) e a=bh (mod.m)

Portanto, pela propriedade (i):

ak.a =b*.b (mod.m) ou a**! = b**! (mod.m)
Isto é, a proposicdo é verdadeira para o inteiro positivo k + 1. Logo, a proposicao

€ verdadeira para todo inteiro positivo n.
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4. APLICACOES EM TEORIA DOS NUMEROS

Neste capitulo alguns problemas relativos a Teoria dos NUmeros recebem

uma abordagem geométrica por meio do Teorema de Ptolomeu.

4.1. Inteiros escritos como soma de dois quadrados

Os inteiros 1,4,9,16, 25, 36,49, 64, 81, ... sdo quadrados de outros inteiros.
Porém, ha inteiros que ndo sao quadrados de nenhum inteiro, por exemplo o
namero 13 ou o numero 5. Observando aqueles que ndo sado quadrados de
inteiros, constatamos que alguns podem ser escritos como somas de dois
quadrados: 2 =12+ 12, 5 =12+ 22, 13 =22 + 32,

Um fato interessante € que se m e n sao inteiros que resultam de uma
soma de dois quadrados, entdo seu produto também resulta de um soma de dois
quadrados. De fato, se m = a? + b? e n = ¢ + d?, para a, b, c e d inteiros entdo

(a®? + b?)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?

Outro fato que chama atencdo é que nem todo primo pode ser escrito
como uma soma de dois quadrados, por exemplo, ndo existe inteiros a e b tais
que a? + b2 = 19. O préximo lema ajuda a entender isto.

Lema 4.1.1. Nenhum primo p da forma 4k + 3 pode ser escrito como soma de

dois quadrados.

Demonstracdo. Dado um inteiro a qualquer, temos que a = 0, 1,2, 3 (mod 4).

Consequentemente, a? = 0,1 (mod 4). Ent&o, para quaisquer a e b inteiros,

a’? +b? =0,1,2 (mod 4)

E como p = 3 (mod 4), segue-se que p = a? + b? é impossivel. m

Neste ponto levantamos a seguinte questao: Quando um primo p pode
ser escrito como soma de dois quadrados? O proximo lema responde a esta
guestao.

Lema 4.1.2. Se p € um primo impar e p = a? + b?, entdo p é da forma 4k + 1,

com k inteiro positivo.
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Demonstracao. A prova resume-se ao caso em que 0s inteiros positivos a e b
possuem paridades opostas, pois caso contrario, a? + b? sempre resulta em um
namero par, o que contraria a hipétese. Portanto, se a e b tem paridades opostas,
podemos supor sem perda de generalidade a = 2g um nimeropare b =2t + 1
um nimero impar. Assim a? = 4g% e b? = 4t> + 4t + 1, 0 que nos da a? + b? =
4(g> +t*+t)+1,0ouseja, a’+b*=4k+1. m

De outro modo, o lema anterior afirma que todo primo que € expresso
como a soma de dois quadrados € congruente a 1 médulo 4.

Como vimos, os lemas 4.1.1 e 4.1.2 estabelecem condi¢cbes que um
namero primo qualquer deve satisfazer para ser ou ndo escrito como uma soma
de dois quadrados. Neste momento surge uma outra questdo, qual seja, a
unicidade. O proximo teorema, além de sintetizar os lemas 4.1.1 e 4.1.2,
responde a essa Ultima questao.

Teorema 4.1.1: Todo primo p pode ser escrito, no maximo, de uma maneira
como soma de dois quadrados.

Chegou o momento de explorar a interdisciplinaridade entre os conteddos
de Geometria Plana e Teoria dos Numeros! O teorema de Ptolomeu fornece uma
maneira puramente geomeétrica para demonstrar o teorema acima. Vejamos.

Prova. Sejam p um primo e a, b, ¢, d naturais ndo nulos tais que p = a? + b% =
c? +d?. Como (\/5)2 = p, os tridngulos de lados a, b, \/p e ¢, d, \/p s&o tridngulos
retangulos de hipotenusa \/E Consideremos o quadrilatero ABCD abaixo (Figura
10).

Claramente, ABCD é inscritivel, uma vez que med(ABC) + med(ADC) = 180"
Pelo LEMA 1 acima, obtemos p(ab + cd) = (ac + bd)(ad + bc)(*), de modo
que, pelo Lema de Euclides, p | (ac + bd) ou p | (ad + bc). Se p | (ac + bd),
temos, em particular, p < ac + bd. Por outro lado, ac + bd < 2(\/5)2 = 2p. Dai,
a Unica possibilidade € p = ac + bd. De (x), segue-se que ab + cd = ad + bc =
a(b—d)—c(b—d)=(a—c)(b—d) =0.Agora, se a = c, temos b? = d?, isto &,
b=d. Se b=d, a conclusdo €& similar. Finalmente, se plad+ bc, 0
desenvolvimento é analogo.
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Figura 10: Tridngulos ABC e ADC.

LEMA 2: Sejam a e c inteiros. O triangulo de lados a, c € Va? — ac + ¢ tem um
angulo de 60°.

Prova. Verifiguemos se tal triangulo existe. Inicialmente, observemos que a? —
ac + ¢? > 0. De fato, pela Desigualdade das Médias, temos a? + ¢? > 2ac > ac,

7

e a desigualdade requerida € imediata. Suponhamos, sem perda de
generalidade, a > c. E facil ver que a >Va? —ac+c?2 @ a’>>a’>—-ac+c?* &
ac > c?, e esta Ultima desigualdade é valida, tendo em vista a hipétese acima.
Agora, é suficiente mostrar que a < ¢ + Va2 — ac + c2. De fato,

a<c++a?—ac+c?e (a—c)? =a?—-2ac+c?<a?®-ac+c?

Agora, seja a 0 angulo oposto ao lado de medida vVa? — ac + c?. Pela Lei dos
Cossenos,

2 1 .
a2+cz—2ac.cosa=(\/az—ac+cz) =a2—ac+02=>cosa=5=>a=60.

De modo analogo, prova-se que, se b e d sao inteiros, entdo o triangulo de
lados b,d e Vb? + bd + d? tem um angulo de 120°.
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4.2. OBTENDO UMA FATORACAO INACREDITAVEL COM GEOMETRIA

Problema IMO (2001): Sejam a, b, ¢, d inteiros,coma > b > ¢ > d > 0, e tais que
ac+bd=(b+d+a—-c)(b+d—a+c). Prove que ab + cd ndo é um numero
primo.

Solucao. Notemos, inicialmente, que
ac+bd=(b+d+a-c)(b+d—a+c)=
=[b+d)+@=0)][b+d)—(a—c)]=bB+d)?—-(a—c)*=
= a? —ac+ c? = b% + bd + d>.

Considere o quadrilatero ABCD abaixo, no qual AB = a, BC =c¢,CD = b, AD =
d e AC = a? — ac + c? = b? + bd + d?. Em virtude do LEMA 2, med(ABC) = 60°
e med(ADC) = 120°. Assim, ABCD é inscritivel.

Figura 11: quadrilatero inscritivel ABCD.

Pelo LEMA 1, podemos escrever (a? — ac + c¢?)(ac + bd) = (ab + cd)(ad +
bc). Agora, suponha que ab + cd é primo. Nesse caso, mdc(ac + bd,ab + cd) =
1. Com efeito, se (ab + cd) | (ac + bd), teriamos ab +cd < ac+bd © (a —
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d)(b—c) <0, o que é absurdo. Dai, pelo Lema de Euclides, (ac + bd) | (ad +
bc), e, analogamente, obtemos ac+bd <ad+ bc < (a—b)(c—d) <0,
novamente uma impossibilidade.

Proposicdo: Nenhum primo da forma 4k + 3 € uma soma de dois quadrados.

Prova. Seja p um primo da forma 4k + 3. Como todo quadrado perfeito é 0 ou 1
modulo 4, se p = a? + b?, entdo a? e b? ndo podem deixar mesmo resto quando
divididos por 4. Assim, teriamos p = 1 (mod 4), 0 que néo € possivel.
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5. CONCLUSAO

Tem sido um desafio entrar em sala de aula, onde a maioria dos alunos
estdo apaticos, sem o menor interesse de aprender matematica. Levar uma
proposta que motive os educandos e melhore a transposicdo didatica do
professor, tem sido uma necessidade basica. Apresentar algo, que os encham
de animo e dé a eles uma nova perspectiva na obtencdo de resultados de
problemas matematicos, esta provado que € bastante valido.

Propostas como as apresentadas, no corpo do trabalho, referente a
utilizac@o de ideias especificas de uma area para resolver problemas de outras,
vém trazer um novo olhar para o ensino de matematica. Podemos considerar
algumas iniciativas a partir de experiéncias observadas como discente.

Com a utilizacdo do Teorema de Ptolomeu, é possivel sim ter muita
vantagem na resolucdo de problemas complexos, pois, adotando outros
algoritmos, seria bem mais trabalhoso e o publico que conseguiria entender por
outros métodos seria menor. Por exemplo, poucos alunos do ensino médio
conseguiria resolver o problema da IMO (2001), pois a maioria hdo tem acesso
a Teoria dos numeros, e muitos nao alcancariam a proposta. Com as
ferramentas apresentadas, os alunos teriam melhores condi¢des de resolver
esse problema, e foi essa resolucdo que disponibilizamos _ sem falar que o
tempo e o tamanho da apresentacdo das solucbes sdo bem menores. As
sugestbes propostas, além de despertar nos alunos o poder de reflexao,
mostram que eles tém outros horizontes a explorar. E isso é de fato o que fascina

na Matematica.
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