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RESUMO

Sejam R um anel topoldgico e G um R-mdédulo topoldgico a direita. Estudaremos a estru-
tura algébrica do conjunto Ng(G) = {f : G — G tal que f é R-homogénea e continua}.
Estabeleceremos algumas relagoes entre a primalidade do anel R e a primalidade do quase-
anel Ngr(G). Sob algumas circunstancias topolégicas, encontraremos condigoes necessarias

e suficientes para que Ng(G) tenha estrutura de anel.

Palavras-chave: Aplicacoes homogéneas continuas. Quaseanel. Primalidade. Anel

topoldgico.



ABSTRACT

Let R be a topological ring and G a right topological R-module. We study the algebraic
structure of the set Ng(G) = {f : G — G such that f is R-homogeneous and continuous}.
We establish some relations between the primeness of the ring R and the primeness of the
near-ring Ng(G). Under some topological circumstances, we find necessary and sufficient

conditions for Ng(G) to have a ring structure.

Keywords: Continuous homogeneous map. Near-ring. Topological ring.
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1 INTRODUCAO

Um quaseanel é um conjunto munido de duas operagoes binarias, adicao e
multiplicagao, que satisfazem as propriedades de um anel exceto a comutatividade da
adicao e a lei distributiva, esta tltima valendo unilateralmente. A primeira apari¢cao desta
estrutura algébrica ocorreu em 1905 quando L. E. Dikson mostrou que existem “corpos”
que satisfazem a distributividade em apenas um dos lados. G. Pilz publicou o primeiro
livro sobre quaseanéis, a saber |[PILZ, G.|(1945). O exemplo bésico de um quaseanel é o
conjunto de aplicagoes de um grupo aditivo nele mesmo, considerando a adigao pontual
e a composicao como as operacoes binarias. A importancia de estudar quaseanéis de
aplicacoes em grupos se da pelo fato de que todo quaseanel com elemento identidade
pode ser mergulhado em um quaseanel (com elemento identidade) de aplicagoes de um
grupo aditivo nele mesmo.

Um grupo topolégico é um grupo munido de uma topologia segundo a qual
a adicao de dois elementos e a inversao de um elemento definem aplicagoes continuas.
Os grupos topolégicos foram estudados pela primeira vez por Schreirer em 1926 e por F.
Leja em seu artigo |[LEJA, F. (1927). Depois dos grupos topolégicos outras estruturas
algébricas comecaram a ser estudadas com uma abordagem semelhante, assim surgiram
os anéis e mdédulos topoldgicos que, em particular, sao grupos topoldgicos com respeito a
operacao associativa.

Nas preliminares fazemos uma introducao a quaseanéis e grupos topoldgicos
apresentando as defini¢oes necessarias e alguns resultados iniciais. Além disso, dedicamos
uma se¢ao das preliminares ao estudo de ideais de quaseanéis e primalidade, onde estao
contidos resultados importantes para o desenvolvimento da dissertacao. Por fim, definimos
o que sera o nosso principal objeto de estudo, o quaseanel das aplicacoes homogéneas
continuas em um modulo topologico.

No capitulo 3 comecamos a trabalhar os resultado presentes no artigo base, a
saber “Topological rings, homogeneous functions, and primeness’ (2017) dos autores G. L.
Booth, J. H. Meyer e K. Mogae. Iniciamos considerando um anel topolégico R que possui
elemento identidade como um R-moddulo topolégico a direita. Chegamos a conclusao de
que toda aplicagao R-homogénea em R é continua e, além disso, o quaseanel das aplicagoes
R-homogeéneas de R para R, Ng(R), é isomorfo a R. Assim, Ng(R) é um anel que herda a
primalidade de R. Em seguida consideramos R? como R-médulo topoldgico & direta, onde
as aplicagoes R-homogeéneas nao sao sempre continuas. Depois disso, fazemos um estudo
mais profundo sobre a relagao entre a primalidade do anel R e do quaseanel Ng(R?), onde
apresentamos uma série de resultados similares usando varias nogoes de primalidade.

No quarto e ultimo capitulo, iniciamos mostrando que, se R é um subanel
denso no anel topolégico G onde R possui elemento identidade de G, entdao Ng(G) é

isomorfo a G, em particular, Ng(G) é um anel. Neste caso, Ng(G) herda a primalidade
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de G. Sendo assim, comecamos a estudar o caso em que R é um ideal a esquerda do
anel topolégico G' que nao necessariamente contém elemento identidade de GG. Nesse caso
somos conduzidos a seguinte pergunta: Sob que condigoes Ng(G) serd um anel? Esse
questionamento foi tratado no caso em que R é um anel finito em |[MAXSON C. J. and
SMITH K. C. (1980). Ja no fim do trabalho conseguimos obter uma caracteriza¢do, no
caso em que estamos trabalhando, de quando Ng(G) é um anel, respondendo a pergunta
proposta acima. Os tultimos resultados apresentam relacoes entre a primalidade do anel

topolégico R e do quaseanel N4(R) onde A é um ideal (ou ideal a esquerda) de R.
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2 PRELIMINARES

2.1 Quaseanéis

Dedicaremos esta secao a introducao da estrutura algébrica chamada quaseanel. A maioria
das definicoes e resultados a seguir podem ser encontrados, ainda que em menor riqueza
de detalhes ou com demonstra¢ao omitida, em PILZ, G. (1983).

Defini¢ao 2.1. Um quaseanel a direita é uma terna (N,+,-), onde N é um conjunto
ndo vazio, + e - sao operagoes bindrias de N (que chamamos de adi¢io e multiplicagao,
respectivamente) satisfazendo:

(A1) (N,+) é um grupo (ndo necessariamente abeliano);

(A2) (N,-) é um semigrupo;

(A3) (a+b)c = ac+ be, para quaisquer a,b,c € N.

Se, em vez de (A3), valer
(A3') a(b+ ¢) = ab + ac, para quaisquer a,b,c € N,

dizemos que (N, +,-) é um quaseanel a esquerda.
Segue da definicao acima que todo anel é um quaseanel, tanto a direita como a esquerda.

Em um anel R qualquer, sabemos que On = 0 e n0 = 0, para todo n € R. No entanto,

em quaseanéis, apenas a primeira igualdade sempre ocorre. Com efeito,
0On = (0+0)n = 0n + On,

o que implica 0 = On. Uma vez que nao temos a distributividade a esquerda, nem sempre

a igualdade n0 = 0 é vélida.

Observagao. A menos de mencao explicita do contrario, neste trabalho vamos nos referir

a quaseanel a direita simplesmente por quaseanel.

Definigao 2.2. Dado um quaseanel (N,+,-), dizemos que S C N € um subquaseanel de

N se (S,+,-) é um quaseanel.

Definicao 2.3. Dado um quaseanel N, dizemos que n € N é um elemento zerossimétrico
de N se n0 = 0.

Definicao 2.4. Dado um quaseanel N, dizemos que n € N é um elemento constante de
N sen0 =n.

Provaremos adiante que o conjunto No = {n € N : n0 = 0 = On} dos
elementos zerossimétricos e o conjunto N, = {n € N : n0 = n} dos elementos constantes
de N, chamados de parte zerossimétrica e parte constante de NN, respectivamente, sao

subquaseanéis de N.
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Observacao. Se n € N., entao nx = n, para todo x € N. Com efeito,

n =n0 = n(0x) = (n0)z = nx.

Proposicao 2.5. Seja N um quaseanel. Entao (No,+) € um subgrupo normal de (N, +)
e No e N, sao subquaseanéis de N. Além disso, N = Ny + N. e No N N, = {0}.

Demonstracao. Dados 0 € N e ny,ny € Ny, temos que 0-0 = 0, logo 0 € Ny. Além disso,
(n1+n2)0=n10+n0=0+0=0,
0 que nos permite concluir que (ny + ng) € Ny. Temos também que
(—11)0 =04 (—n1)0 = n10 + (—n1)0 = (N1 + (—n1))0=0-0 = 0.
Portanto, —ny; € Ny. Além disso,
(n1n2)0 = n1(n20) = ny(0) = 0,

0 que nos permite concluir que niny € Ny. Logo (Ny, +) é subgrupo de (N, +) e (No, +, )
é subquaseanel de (N, +,-), uma vez que (N, +) herda a propriedade de associatividade
de (N, +) e (N, +, -) herda as propriedades de associatividade e distributividade a direta
de (N, +,-).

Agora, vamos concluir que (Np, +) é subgrupo normal de (IV,+) mostrando
que
x4+ No+ (—z) C Ny,

para todo x € N. Com efeito, dado n € Ny, temos que, para todo z € N, vale
[z 4+n+ (—2)]0 =20+ [n+ (—2)]0 = 20 + n0 + (=)0 = 20 + (—x)0 =

o+ (—2)]0=0-0=0.
Logo (Np, +) é subgrupo normal de (N, +).

Quanto a (N, +,-), dados 0 € N e ng,ny € N,, temos que 0-0 = 0. Logo
0 € N.. Além disso, vale que

(n3 + n4)0 = n30 + n40 = ng + ny.
Portanto, (n3 + ny) € N.. Também é verdade que

0=0-0= [(Tlg + (—ng)]O = n30 + (—n3)0 =ng+ (—TL3)O.
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Logo (—n3)0 = —ng. Assim, (—n3) € N.. Além disso,
(n3n4)0 = TL3(H40) = nNgny.
Portanto, ngny € N.. Logo (N, +,-) é subquasenel de (INV,+,-) jd que este herda as

propriedades de associatividade e distributividade a direta de (IV, +, ).

Agora vamos mostrar que N = Ny + N.. Com efeito, dado n € N, temos que

n0 = my, para algum my € N. Seja m; = n + (—my). Sendo assim, temos que
my 4+ my =n+ (—mg) + my = n.
Afirmamos que m; € Ny e mgy € N.. Com efeito,
m90 = (n0)0 =n(0-0) = nl = ma,
0 que nos permite concluir que my € N,.. Além disso,
m10 = [n+ (—=m2)]0 = n0 + (—ms2)0 = mg + (—m2)0 = M0 + (—my)0 =

= [my+ (—my)]0=0-0=0,
o que implica m; € Ny. Logo N = Ny + N..

Finalmente, se n € Ny N N, temos n = n0 = 0, ou seja, n = 0. Portanto,

Definicao 2.6. Se N = Ny, dizemos que N € um quaseanel zerossimétrico.
Definigao 2.7. Se N = N,., dizemos que N ¢é um quaseanel constante.

Definigao 2.8. Sejam (N, +,-) um quaseanel e S C N ndo vazio.

(a) S € invariante a esquerda em N se satisfaz NS = {na :n € N,a € S} CS. Unm
subgrupo de (N, +) invariante a esquerda em N € chamado um N -subgrupo;

(b) S € invariante a direita em N se SN = {an:n € N,a € S} C S;

(c¢) S € invariante em N se € invariante a direita e a esquerda em N;

(d) S € dito um ideal a esquerda de N se (S,+) € um subgrupo normal de (N,+) tal
que n(m +a) —nm € S, para quaisquer n,m € N e a € S;

(e) S € dito um ideal a direita de N se (S,+) € um subgrupo normal de (N,+) que é
mvariante a direita em N;

(f) S € um ideal de N, denotamos S< N, se S é um ideal a direita e a esquerda de N.

Definicao 2.9. Dado um quaseanel N e x € N, definimos o ideal gerado por x, denotado

por (x), como o menor ideal de N que contém x.
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E claro que, se N é um quaseanel, entdo {0} e N sao ideais de N.

Proposicao 2.10. Sejam N um quaseanel, I e J ideais de N. Entao I NJ e I + J sao
1deais de N .

Demonstra¢ao. Como I e J sao subgrupos normais de (N, +), temos que I N.J é subgrupo
normal de (N,+). Como INJ CITelNJCJ, temos que

(INJ)NCINCI

(INJ)N CJNCJ.

Logo (INJ)N C InJ. Além disso, dado a € I N J, temos que n(m +a) —nm € I e
n(m+a) —nm € J, para quaisquer n,m € N. Assim, n(m+a) —nm € I NJ. Portanto,
I N J éideal do quaseanel N.

Quanto a I + J, considere a € I e b € J. Dado x € N, vejamos que existe
y € N tal que (a+b)+z =y+ (a+b). Com efeito, sabemos que (a+0b)+x = a+ (b+1x),

e como J é subgrupo normal, existe 2’ € N tal que b+ x = 2/ + b. Portanto,
(a+b)+xz=a+ (2 +b)=(a+2")+0.

Como [ é subgrupo normal, existe y € N tal que a+2’ = y+a. Logo (a+b)+x = y+(a+b),
o que nos permite concluir que I + J é subgrupo normal de N. Como IN C e JN C J,

qualquer que seja n € N, vale que
(a+bn=an+bneIN+JNCI+J,

o que nos permite concluir que [ + J ¢é invariante a direita. Finalmente, dados n,m € N,

como [ e J sao subgrupos normais, temos que
nim+ (a+b)] —nm =nm+ (a+b+ (—a) +a)] —nm =

=n[m+a+b+(—a)) +al —nm =
=n[(m+a+b+(—a))+a —n(m+a+b+(—a))+nim+a+b+(—a)) —nm.
Note que b’ = a+ b+ (—a) € J, uma vez que J é subgrupo normal. Portanto,

n[m + (a +0)] —nm = n[(m + V') + a] —n(m +V') +n(m+b) —nm,

onde n[(m+V)+al —n(m+0b) €l en(m+V)—nm e J, oque nos permite concluir
que n[m + (a+b)] —nm € I + J. Logo I + J é um ideal de N. O
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Definicao 2.11. Se os unicos ideais de um quaseanel N sio {0} e N, dizemos que N é

um quaseanel simples.

Dado um quaseanel (N,+,-) e I < N, defimos o conjunto N/I = {n+ 1 : n € N},
que serd munido com as operacaoes definidas por (r + 1)+ (y+ 1) = (x +y) +1 e
(x+1)-(y+1)=uzy+ I, para quaisquer z,y € N. Vejamos que N/I, munido com as

operacoes acima, € um quaseanel.

Proposicao 2.12. Sejam N um quaseanel e I um ideal de N. Entao N/I é um quaseanel.

Demonstracao. Inicialmente, vejamos que as operacoes definidas acima estao bem defi-
nidas. Como I é um subgrupo normal de (N, +), temos que a operagao de adigao esta
bem definida, pois é a mesma definida para quociente de grupos. Quanto a multiplicacao,
sejam a,b € N etome ' € a+ 1 eb € b+ 1. Como [ é subgrupo normal, temos que
a+1 = I +a. Sendo assim, existem x1,xy € [ tais que @’ = z14+a e b = b+x,. Queremos

mostrar que a'b’ € (ab) + I, ou seja, que a'b’ — ab € I. Com efeito,
a'l —ab= (xy +a)(b+ x2) — ab=x1(b+ x3) + a(b+ x) — ab.

Como [ é ideal de N, em particular ideal a direita, temos que z1(b+ x2) € I, e como [ é

ideal a esquerda, temos que (a(b+ x3) — ab) € I. Portanto,
a'b' —ab = x1(b+ x3) + (a(b+ z2) — ab) € I.

Assim, as operagoes de N/I estao bem definidas.
Denotando a classe x + I de um elemento x € N por T, verifiquemos que N/
é um quaseanel. Vejamos que (N/I,+) é grupo. Com efeito, dados @,b,¢ € N/I, temos

que

Além disso, temos que

a+(—a)=a+(—a)=0=(—a)+a=(—a)+a,

e que

a+0=a+0=a=0+a=0+a.

Agora, vejamos que (N/I,-) é semigrupo. Com efeito,

(@-b)-c=(a-b)-c=(a-b)-c=a-(b-c)=

S]]
—~
S
O
~
I
8l
—~
=l
ol
~
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Finalmente, verifiquemos que (N/I,+,-) é distributivo a direita. Com efeito,

(@+b)-c=(a+b)-c=(a+b)-c=a-ct+b-c=a-c+b-c=a-c+b-¢

Portanto, (N/I,+,-) é um quaseanel a direita. ]

Definigao 2.13. Sejam (N,+,:) e (M,®,*) quaseanéis. Um homomorfismo de qua-
seanéis € uma aplicacao 0 : N — M tal que, para quaisquer nqi,ny € N, valem:

(@) O(ny +n2) =0(ny) ®O(ns);

(b) 0(ny -n2) = 0(ny) x0(ns).
Se 0 for bijetiva, entao 0 € dita um isomorfismo de quaseanéis. Além disso, N e M sao

ditos isomorfos, o que denotamos N = M.

Proposicao 2.14. Se um quaseanel (@ esquerda) N ¢é isomorfo a um anel R, entdo N €

um anel, ou seja, vale a distributividade a esquerda e a comutatividade da adigao.

Demonstracdo. Basta verificarmos que N possui as propriedades de distributividade a
direita e comutatividade da adi¢cao. Com efeito, seja W o isomorfismo entre N e R. Sendo

assim, sejam z,vy, 2 € N quaisquer. Entdo
2y +2) = U (Ualy +2)) = U E@)U(Y) + V) U(=) =
= U (W () (W) + U (W () U (U(2) = g+
Além disso,
oty = Ut y) = U (W) + (y) = U () + T () =
= U (W (y) + U (W) = y 4w
Logo N é um anel. O

Proposicao 2.15. Seja 6 : N — M um homomorfismo de quaseanéis. Entao Ker(0) < N.

Demonstracao. Devemos mostrar que as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) Ker(f) é subgrupo normal de (N, +);
(b) Ker(8)N C Ker(6);
(¢) n(m + a) —nm € Ker(0), quaisquer que sejam n,m € N e a € Ker(6).
)

(a) Temos que
0(0n) = 0(0n + On) = 0(0n) © O(0x),

o que implica que #(0y) = 0ps. Portanto, On € Ker(#). Além disso, dados ny, ny € Ker(6),
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vale

Logo (ny + ny) € Ker(6). Finalmente, vale que
Op =0(0n) =60(n1 + (—n1)) = 0(n1) B 0(—nq) = 0p B 0(—nq) = 0(—nq),

0 que nos permite concluir que —n; € Ker(f). Logo (Ker(6),+) é subgrupo de (NN, +),

uma vez que a associatividade é herdada.

Quanto a normalidade de (Ker(6),+), dado n € Ker(f), para todo x € N,

temos que
O(x+n+(—x)) =0(x)®(n) ®0(—x) =0(x) B0y B O(—2x) =0(x) DO(—x) =

=0(x+ (—x)) =0(0n) = 0p.
Logo = + Ker(0) 4+ (—z) C Ker(6). Portanto, (Ker(),+) é subgrupo normal de (N, +).

(b) Dado n € Ker(f), para todo z € N, temos
O(n-x)=0(n)*0(x) =0p*0(x) =0y.

Portanto, n -« € Ker(6). Logo Ker(#)N C Ker(0).

(c) Para quaisquer n,m € N, a € Ker(), temos que
O(n(m+a) —nm) =0(n(m +a)) ® O(—nm) = 0(n) x0(m + a) ® O(—nm) =

=0(n) *[0(m) ® 0(a)] ® O(—nm) = 6(n) xO(m) & 0(—nm) = 6(nm) + 6(—nm) =
=0(nm + (—nm)) = 0(0n) = 0y.

[]

Defini¢ao 2.16. Sejam (G,+) um grupo (ndo necessariamente abeliano), (N, ®,-) um
quaseanel e considere uma aplicagio p: N x G — G. Entao (G, u) é chamado N-grupo
se, para quaisquer g € G en,m € N, valerem as iqualdades:

(a) p(n@m,g) = pu(n,g)+pn(m, g);

(0) p(n-m,g) = p(n, p(m,g)).
Se N tem elemento identidade e e u(e,g) = g, para todo g € G, entdao G é dito um

N-grupo unitario (ou com identidade).

Dado um N-grupo (G, i), seja H um subgrupo de GG. Considere as seguintes

propriedades que podem eventualmente serem satisfeitas por H:
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(1) u(n,h) € H, para quaisquer n € N e h € H;
(2) H é subgrupo normal de G;
(3) w(n,g+h) —p(n,g) € H, para quaisquer n € N, g € G, h € H.

Definigao 2.17. Dado um N-grupo (G, u), seja H um subgrupo de G. Se H satisfaz (1),
entio H € dito N-subgrupo de G. Se H satisfaz (2) e (3), H € dito um N-ideal de G.

Exemplo 2.18. Um ideal I de um quaseanel N é um N-subgrupo de N sob a ag¢ao
p(n, h) = nh. Com efeito, como NI C I (pois I € invariante a esquerda em N ), temos

que nh = p(n,h) € I, e além disso,
p(nm, h) = (nm)h = n(mh) = np(m, h) = p(n, p(m, h)),

para quaisquer n,m € N e h € I. Sendo assim, I é N-subgrupo de N .
E claro que, se N é um quaseanel e (G, ) é um N-grupo, {0} e G sao N-ideais de G.

Proposicao 2.19. Se G é um N-grupo e H um N-ideal de G, entao o grupo quociente
G/H é um N-grupo sobre a a¢ao o : N x G/H — G/H dada por

o(n,g+ H) = p(n, g) + H.

Demonstracao. Com efeito,
o(n+m,g+H) = p(n+m,g)+H=(un, g)+puim,g) + H=

= (u(n, g) + H) + (u(m, g) + H) = o(n, g + H) + o(m,g + H),
e além disso,
=o(n,u(n,g)+ H) =oc(n,o(n,g+ H)).
m

Para subconjuntos nao vazios arbitrarios A e B do N-grupo G, definimos o

subconjunto de N
(A: B)={n€ N :pu(n,g) € A, para todo g € B}.

Note que A e B sao subconjuntos quaisquer, nao necessariamente estando contidos um no
outro. Sendo assim, se A = {0} e S é subconjunto nao vazio de G, chamamos ({0} : S)y
de anulador de S em N.
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Definicao 2.20. Seja G um N-grupo e H um N-ideal de G. Definimos o anulador do
N-grupo G/H por

Ann(G/H) = (H : G)y = {n € N : u(n,g) € H, para todo g € G}.

2.2 Ideais em quaseanéis e primalidade

Nesta secao faremos um breve estudo sobre ideais em quaseanéis além de apresentar
algumas defini¢oes e resultados acerca de primalidade em anéis e principalmente em qua-
seanéis. A maioria dos resultados sobre quaseanéis podem ser encontrados, ainda que em

menor riqueza de detalhes ou com demonstracao omitida, em |[PILZ, G. (1983).

Definicao 2.21. Um ideal proprio I de um quaseanel N € dito primo se, para quaisquer
J e K ideais de N, JK C I implica que J C I ou K C I.

Observacao. Note que [ ser um ideal primo é equivalente a seguinte condigao: para
quaisquer J e K ideais de N taisque I C Jel C K, JK C [ implica I = J ou [l = K.
Com efeito, considere ideais J e K de N taisque I C J, I C K e JK CI. Como I é
primo, temos que J C [ ou K C I, o que nos permite concluir que I = J ou [ = K.
Reciprocamente, considere ideais J e K tais que JK C I. Note que J + I e K + [ sao
ideais de N taisque I C J+ 1 eI C K+ I. Além disso, como JK C P, temos que
(J+I)(K + 1) CI. Portanto, I = J+1 oul = K + I, o que implica que J C I ou
K C1.

Defini¢ao 2.22. Um quaseanel N € dito primo se o ideal {0} € um ideal primo.

Definicao 2.23. Um anel R € dito primo se, para quaisquer dois elementos a e b de R,

arb =0, para todo r € R, implica que a =0 ou b= 0.

Proposicao 2.24. Sejam N um quaseanel e I um ideal de N. Entao I € um ideal primo

se, e somente se, N/I é um quaseanel primo.

Demonstracao. Suponha que I é um ideal primo. Da Proposicao [2.12] ja sabemos que
N/I é um quaseanel a direita. Vejamos que N/I é primo, ou seja, que o ideal {0} é primo.
Sejam J e K ideais de N/I tais que JK C {0}. Assim, temos que ab € I, para quaisquer
ac€J={reN:7€Jlebc K={ye N:ye K}. Ouseja, JK C I. Notemos que
J e K sao ideais de N. Com efeito, dado € N/I, como J é ideal de N/I, temos que
7+ .J = J + 7. Isto significa que, para todo j; € J, existe j, € J tal que z + j; = jo + .

Assim, como [ ¢é ideal de N, existird is € [ tal que, para dados ji,j2 € J, vale que
T+ jy =iy + jo + . Como I C J (pois 0 € J), temos que iy + j, € J. Ou seja, para todo
J1 € J, podemos tomar j, = iy + jo tal que x4+ j; = j5,+x. Logo J é subgrupo normal de
(N, +). Além disso, dado T € J temos que 7z € J, para todo n € N. Logo nz € J, para
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todo n € N, ou seja, NJ C J. Agora, dados m,m € N/I e@ € J, como J é ideal de N/I,

temos que n(m + a) —nm € J. Desse modo, temos que n(m + a) — nm € J. Portanto,

J é um ideal de N. De forma andloga, vemos que K também é ideal de N. Como [ é
primo, temos que J C I ou K C I, o que nos permite concluir que J C m ou K C m

Logo, N/I é um quaseanel primo.

Reciprocamente, suponha que N/I é um quaseanel primo, ou seja, que m é
um ideal primo. Dados J e K ideais de N tais que JK C I, vejamos que J e K sio
ideais de N/I. Com efeito, dado x € N, como J é ideal de N, temos que = + J = J + x.
Isto significa que, para todo j; € J, existe jo € J tal que x + j; = jo + z. Sendo assim,

temos que = + j; = & + j2, 0 que implica que T + J = J + 7. Logo J é subgrupo normal
de (N, +). Além disso, dado x € J temos que nz € .J, para todo n € N. Logo nz € J,
para todo n € N, ou seja, NJ C J. Agora, dados n,m € N e x € J, como J é ideal de

N, temos que n(m + a) —nm € J. Assim, temos que n(m + a) — nm € J. Portanto, J é
um ideal de N/I. De forma andloga, vemos que K também é ideal de N/I. Como {0} é
primo, temos que J C m ou K C m, 0 que nos permite concluir que J C [ ou K C [.

Logo, I é um ideal primo. O]
Definicao 2.25. Sejam um quaseanel N e I um ideal de N. Um ideal minimal no
conjunto de todos os ideais primos de N contendo I € dito um ideal primo minimal de I.

Definicao 2.26. Um ideal I de um quaseanel N ¢é dito semiprimo se, para todo ideal J
de N, JJ C I implica que J C I.

Observagao. Segue das respectivas defini¢oes que, em um quaseanel, todo ideal primo é

semiprimo.
Proposigao 2.27. Se I e J sao ideais semiprimos de N, entao INJ € um ideal semiprimo.
Demonstracao. Dado um ideal K de N tal que KK C I N J, temos que KK C [ e

KK C J. Como I e J sao ideais semiprimos de N, temos que K C [ e K C J. Logo
K C InJ. Portanto, I N J é um ideal semiprimo. O]

Corolario 2.28. Sejam N um quaseanel, I e J ideais primos. Entao I N J é um ideal
SEMIPTIMO.
Defini¢ao 2.29. Um quaseanel é dito semiprimo se o ideal {0} é semiprimo.

Definicao 2.30. Dados um quaseanel N e M C N, dizemos que M ¢é um m-sistema se,

para quasiquer a,b € M existem aq € (a) e by € (b) tais que a1by € M.

Definicao 2.31. Dados um quaseanel N e M C N, dizemos que M € um sp-sistema se,

para todo m € M, existem my,my € (M) tais que mymq € M.

Proposicao 2.32. Em um quaseanel N wvale que:
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(a) Todo m-sistema é um sp-sistema.

(b) Um ideal I de N € semiprimo se, e somente se, N \ I é um sp-sistema.

Demonstracao. (a) Como M é m-sistema, dado m € M, existem a; € (m) e by € (m) tais
que a;by € M. Ou seja, basta tomar a = m e b = m na definicao de m-sistema. Portanto,

M é um sp-sistema.

(b) Suponha que I é um ideal semiprimo. Dado m € (N \ I), queremos mostrar que
existem my, my € (m) tais que mymg € (N \ I). Suponha, por absurdo, que mimy € I,
para quaisquer my, my € (m). Sendo assim, temos que (m)(m) C I. Como [ é semiprimo,

segue que (m) C I. Absurdo, pois m € (N \ I). Logo N \ I é um sp-sistema.

Reciprocamente, suponha que N \ I é um sp-sistema. Seja J um ideal de N
tal que JJ C I. Suponha, por absurdo, que existe m € J tal que m ¢ [. Assim, como
N\ I é sp-sistema, existem my, mg € (m) tais que mymy € (N \ I). Desse modo, temos

que mymgy ¢ I, em particular, myms ¢ JJ. Absurdo, pois my,mg € (m) C J. O

Lema 2.33. Sejam N um quaseanel N e S um sp-sistema. Entdo, dado s € S, existe

um m-sistema M tal que s € M C S.

Demonstragdo. Como S é um sp-sistema, temos que existem s}, s} € (s) tais que slsi € S.
Novamente, como S é um sp-sistema e sis) € S, existem s?, 52 € (s1s}) tais que sis3 € S.

Continuando esse processo, obtemos uma sequéncia

S, (SiS;), (5%‘93)7 U (Sksg)

onde (s¥sk) € S, para todo k € N e (s) D (sisl) D (s?s2) D ---

Seja M = {s, (sisd), (s3s3), -+, (sFsk),---}. Vejamos que M é o m-sistema
que queremos. Ja sabemos que s € M C S, entao basta mostrar que M é um m-sistema.
Com efeito, dados (s!s}), (s¥sh) € M com k > [, por definigao, temos que (s!sb) D (shsh).
Assim, temos que

SHL s € (sksh) C (shsh).

k+1 k:-i-l

Portanto, s¥™ € (sFsh), sb™ € (stsh) e, além disso, sabemos que s} € M, o que

nos permite concluir que M ¢é um m-sistema. O

Definicao 2.34. Dado um ideal I em um quaseanel N, definimos o radical primo de I,
denotado por P(I), como a interse¢ao de todos os ideas primos de N que contém I.
Lema 2.35. Sejam M um m-sistema e I um ideal no quaseanel N tais que I N M = ().

Entao existe um ideal primo P que contém I e nao intersecta M.

Demonstragao. Considere o conjunto Z = {J<N : I C JeJNM = (0}. Note que
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Z # (), uma vez que I € Z. Assim, segue do Lema de Zorn que Z possui um elemento
maximal, digamos P. Vejamos que P ¢ um ideal primo. Com efeito, suponha que P nao
¢é primo. Entao existem I; e I ideais de N tais que P C I, P C I, e I1I, C P. Segue
da maximalidade de P que existem a; € Iy "M e ay € Iy, N M. Como M é m-sistema,

existem x1 € (a;) e Ty € {as) tais que zyx9 € M. Desse modo, temos que
Ty € <CL1><CLQ> - 11[2 C P.

Logo x129 € PN M, o que é uma contradi¢ao. Portanto, concluimos que P é um ideal

primo. ]

O lema a seguir segue do terceiro teorema presente no artigo VAN DER WALT,
A. P. J.(1964). No entanto, faremos a demonstracao segundo a linguagem que adotamos

nesta dissertacao.

Lema 2.36. Se I ¢ um ideal no quaseanel N e N; € o conjunto dos elementos n € N
com a propriedade de que todo m-sistema que o contém possut intersecao nao vazia com
I, entao P(I) C N;. Em outras palavras, se M é um m-sistema, entao M NP (I) # ()
implica M N1 # (.

Demonstracao. Considere n € N tal que existe um m-sistema M em N tal que n € M,
mas M nao intersecta /. Vamos mostrar que n ¢ P(I). Com efeito, segue do Lema
que existe um ideal primo P que contém [ e nao intersecta M. Como n € M, temos que
n ¢ P. Além disso, P(I) C P, pois P é primo. Portanto, n ¢ P(I). O

Proposicao 2.37. Se I é um ideal semiprimo em um quaseanel N, entdo I = P(I).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que P(I) # I e tome m € (P(I)\ I). Como [
¢ semiprimo, temos do item (b) da Proposic¢ao m, que N \ I é um sp-sistema. Como
m € (N\I), segue do Lemal[2.33|que existe um m-sistema M contendo m tal que M C (N
I). Como m € P(I), segue do Lema que M NI # (). No entanto, temos que

MNIC(N\I)NI=40.
Contradigao. m

Agora vejamos outras defini¢oes acerca de primalidade em quaseanéis que estao
presentes no artigo base, mas que sao provenientes de | BOOTH, G. L., GROENEWALD,
N. J., and VELDSMAN, S. (1990) e GROENEWALD, N. J|(1991).

Definicao 2.38. Um quaseanel N é:
(a) 0-semiprimo se, dado A< N, A? = {0} implica A = {0},
(b) 0-primo se, dados A,B<a N, AB = {0} implica A ={0} ou B ={0};
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) 2-primo se, dados A,B N-subgrupos de N, AB = {0} implica A = {0} ou B = {0};
) 3-semiprimo se, dado a € N, aNa = {0} implica a = 0;
e) 3-primo se, dados a,b € N, aNb= {0} implica a =0 ou b =0;
) equiprimo se, dados a,x,y € N, anx = any, para todo n € N, implica a = 0 ou
r=y.
A seguir, mostramos algumas relagoes entre as nogoes de primalidade apresen-
tadas acima.
Proposicao 2.39. Dado um quaseanel N zerossimétrico, valem as sequintes afirmacoes:
(a) Se N € equiprimo, entdo N é 3-primo;
Se N ¢é 3-primo, entao N é 2-primo e 3-semiprimo;

)
c) Se N é 3-semiprimo, entdo N € 0-semiprimo;
) Se N ¢é 2-primo, entdo N € 0-primo;

)

Se N ¢ 0-primo, entao N é 0-semiprimo.

Demonstracao. (a) Sejam a,b € N tais que aNb = {0}, ou seja, anb = 0, para qualquer

n € N. Como N é zerossimétrico, temos também que
an0 = 0.

Como N ¢ equiprimo, segue que a = 0 ou b = 0. Logo N é 3-primo.

(b) Sejam A e B N-subgrupos de N tais que AB = {0}. Suponha que A # {0} e tome

a € A nao nulo. Como B é N-subgrupo de N, temos que
nb = p(n,b) € B,
para quaisquer n € N e b € B. Sendo assim, vale que
aNB C AB = {0}.
Logo aNb = {0}, para qualquer b € B. Como N é 3-primo e a # 0, temos que b = 0,

para todo b € B, isto é, B = {0}.

Agora, suponha que B # {0}. Como nb = u(n,b) € B, para todo b € B (uma
vez que B é N-subgrupo de N), temos que NB C B, ou seja, Nb C B, para qualquer
b€ B. Logo ANb C AB = {0}, isto é, aNb = {0}, para todo a € A. Como B # {0} e N
é 3-primo, segue que A = {0}. Portanto, N é 2-primo.

Finalmente, seja « € N tal que Nz = {0}. Como N é 3-primo, segue que

x = 0. Logo N ¢é 3-semiprimo.

(c) Seja A um ideal de N tal que A% = {0}. Como A é ideal de N, temos que AN C A.
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Logo ANA C AA = A? = {0}, isto é, aNa = {0}, para todo a € A. Como N ¢

3-semiprimo, segue a = 0, para todo a € A, isto é, A = {0}. Logo N é 0-semiprimo.

(d) Sejam A e B ideais de N tais que AB = {0}. Ora, de acordo com o Exemplo [2.18
um ideal de N é um N-subgrupo de N sob a acdo p(n,h) = nh. Sendo assim, A e B sao
N-subgrupos de N. Como N é 2-primo e AB = {0}, segue que A = {0} ou B = {0}.
Logo N é O-primo.

(e) Basta tomar A = B na defini¢ao de 0-primo. O

S. Veldsman introduziu o conceito de quaseanéis semiequiprimos em |VFELDS-

MAN, S (1991).

Definigcao 2.40. Um quaseanel N ¢é semiequiprimo se, dados a,z € N, (a — x)na =

(a — x)nzx, para todo n € N, implica que a = x.

Proposicao 2.41. Dado um quaseanel zerossimétrico N, valem as sequintes afirmagoes:
(a) Se N € equiprimo, entao N € semiequiprimo.

(b) Se N ¢é semiequiprimo, entdo N € 3-semiprimo.

Demonstragao. (a) Sejam a,z € N tais que (@ — x)na = (a — x)nz, para todo n € N.

Como N é equiprimo, temos que a = x. Portanto, N é semiequiprimo.

(b) Sejaa € N tal que aNa = {0}. Desse modo, ana = 0 para todon € N. Em particular,
(a —0)na = 0 para todo n € N. Por outro lado, como N é zerossimétrico, também temos
que (a — 0)n0 = 0 para todo n € N. Assim, como N é semiequiprimo, segue que a = 0.

Logo, N é 3-semiprimo. O

Definicao 2.42. Sejam N um quaseanel e P um ideal de N. Dizemos que P é um ideal
v-primo (v-semiprimo, exceto para v = 2) de N se o quaseanel N/P é um quaseanel v-
primo (v-semiprimo, exceto para v = 2), para v = 0,2,3. Além disso, P € dito um ideal

equiprimo (3-semiequiprimo) de N se N/P é um quaseanel equiprimo (3-semiequiprimo).

Observacao. Note que, para o quaseanel N, vale que N/{0} = N. Sendo assim, podemos
dizer que um quaseanel é v-primo se, e somente se, o ideal {0} é v-primo, para v = 0,2, 3.
Analogamente, podemos dizer que um quaseanel é equiprimo se, e somente se, o ideal {0}

¢ equiprimo.
Definicao 2.43. Dado um quaseanel N, chamamos de radical v-primo de N o conjunto
PN = () I
IeT,

onde L, € o conjunto dos ideais v-primos de N.

Definicao 2.44. Dado um anel R, dizemos que um ideal proprio I de R é um ideal
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semiprimo se, para todo x € R, xRx C I implica x € I. Se o ideal {0} for um ideal

semiprimo, dizemos que R é um anel semiprimo.

Observacao. No caso do anel R ser semiprimo, temos que xRz = {0}, para todo
r € R, implica x € {0}. Em outras palavras, temos que o anel R é semiprimo (ou,

equivalentemente, o ideal {0} é semiprimo) se xRz = 0, para todo z € R, implica x = 0.

Definicao 2.45. Um anel R € dito fortemente primo se, para cada a € R nao nulo,
existir um subconjunto finito S(a) de R tal que se x € R satisfizer asz = 0 para todo

s € S(a), entdo x = 0.

Em GROENEWALD, N. J. (1988)), a nocao de anel fortemente primo foi ge-

neralizada para quaseanéis.

Definicao 2.46. Um quaseanel N é dito fortemente primo se, para cada a € N nao nulo
existir um subconjunto finito S(a) de N tal que se x € N satisfizer asz = 0 para todo
s € S(a), entdo x = 0. Um conjunto S(a) que obedece a propriedade acima é dito um

1solador do elemento a.

Em [BOOTH, G. L., GROENEWALD, N. J., and VELDSMAN, S (1991), N
¢é dito fortemente equiprimo se, para todo a € N nao nulo, existir um subconjunto finito
Se(a) de N tal que se x € N satisfizer asx = asy para todo s € Sc(a), entdo z = y
(onde z,y € N). Um ideal P de um quaseanel N é dito fortemente primo (fortemente

equiprimo) se o quaseanel quociente N/P é fortemente primo (fortemente equiprimo).

Finalizamos esta secao mostrando uma relacao simples entre as nogoes de qua-

seanel fortemente primo e fortemente equiprimo.

Proposicao 2.47. Se um quaseanel zerossimétrico N € fortemente equiprimo, entao N

¢ fortemente primo.

Demonstracao. Seja a € N nao nulo. Queremos mostrar que existe um subconjunto finito
S(a) de N tal que se asx = 0 para todo s € S(a), entdo x = 0. Considere x € N tal
que asx = 0, para todo s € Se(a). Como N é zerossimétrico, temos que asxr = 0 = as0,
para todo s € S.(a). Como N é fortemente equiprimo, segue que x = 0. Portanto, basta

tomar Sc(a) = S(a), o que nos permite concluir que N é fortemente primo. O

2.3 Gupos, anéis e mdédulos topoldégicos

Admitindo um conhecimento razoavel de Topologia Geral, que pode ser ra-
pidamente revisada em |[LEE, J. M. (2000), nesta se¢ao apresentamos algumas definigoes
e resultados de Algebra Topoldgica. A maioria desses resultados estao presentes, obvi-
amente nao contendo a mesma riqueza de detalhes, em |[HUSAIN, T.  (1966). Iniciamos

esta secao com uma definicao e uma proposicao, ambas de natureza topolégica.
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Definicao 2.48. Dado um conjunto X, dizemos que uma cole¢cao T de subconjuntos de
X ¢ uma topologia se satisfizer as sequintes propriedades:

(1) X e sao elementos de 7;

(2) Se Uy, Us,...,U, sao elementos de T, entdo a interse¢ao ﬂ U; € um elemento de T;
i=1
(3) Se (Uy)aca € uma familia de elementos de T, entao a unidao U U, € um elemento

acA
de T.

Se X e T sao como acima, o par (X, 7) € dto um espago topoldgico.

Definigao 2.49. Dados um espago topoldgico (X,7) e x € X, o conjunto U, de todas as

vizinhancas U, de x é chamado de sistema de vizinhancas de x.

Proposicao 2.50. Seja X um conjunto. Suponha que, para cada x € X, existe uma
colecao U, de subconjuntos de X que satisfazem as condicoes:

(1) Para cada U, em U,, temos x € Uy;
(2) Se U, esta em U, e W é um subconjunto de X tal que U, C W, entao W € U,;
(3) Toda intersegao finita de elementos de U, estd em U,;
(4) Se U, estd em U, entdo existe V,, em U, tal que V, C U, e U, € U, para cada

yeV,.

Entao existe wuma unica topologia 1, em X tal que U, é exatamente o sistema de vizi-

nhancas de x, para cada x em X.

Demonstracao. Seja T a colecao de subconjuntos de X consistindo de () e todo conjunto
U tal que U € U, sempre que = € U. Vamos mostrar que 7 define uma topologia em X.
Para cada x € X, temos que X estd em U, por conta de (2), ja que U, C X para todo

U, € U,. Logo X € 7. Por defini¢ao, temos também que () € 7. Considere uma cole¢ao

finita {Uy,...,U,} de elementos de 7. Dado = € ﬂ U;, temos que x esta em cada U,.

i=1
n

Sendo assim, todos os U; estao em U, ou seja, m U; é uma intersecao finita de elementos

de U,. Segue da condigdo (3) que ﬂ U; estd em U,. Portanto, ﬂ U; estda em 7, ja que
i=1 =1

n n

ﬂ U; € U, para todo = em ﬂ U;. Finalmente, seja {Uy}rea uma colecao arbitraria de

i=1 =1

elementos de 7. Dado x € U Uy, temos que x € U,, para algum o € A. Logo U, € U,.

AEA
Como U, C U U,, segue da condicao (2) que U Uy estd em U,. Portanto, U Uy estéd
AEA AEA AEA
em 7, ja que U Uy € U,, para todo z em U Uy.
A€A AEA

Assim, 7 define uma topologia em X, e segue, da condi¢ao (4), que U, é o
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sistema de vizinhancas de x, para cada x € X. Pela construcao feita acima esta topologia

¢é Unica. O

Definigao 2.51. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um subconjunto B da topologia T €
dito uma base de T se, para cada elemento x pertencente a um elemento U de 7, existir
Us e B tal quex € Ug CU.

Definigao 2.52. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e U, o sistema de vizinhangas de um
elemento x de X. Dizemos que uma subfamilia V, de U, é uma base para U,, ou forma
um sistema fundamental de vizinhancas de x, se, para cada U, € Uy, existir V, em V, tal
que V C U,.

Defini¢ao 2.53. Dados um grupo multiplicativo (G, -) e uma topologia T em G, dizemos
que (G,-,T) é um grupo topoldgico se satisfaz as sequintes condigdes:
(a) A aplicagao multiplicagao p,, : G x G — G, dada por p,(z,y) =z -y, € continua;

1

(b) A aplicagao inversao p; : G — G, dada por p;(x) = x~', é continua.

A seguir, definimos anel topolégico e médulo topoldgico. Ambas definigoes,

assim como alguns resultados que apresentamos sobre essas estruturas, estao em [AR-
NAUTOV, GLAVATSKY, and MIKHALEV | (1996) ou em |WARNER)| (1993)).

Definig¢ao 2.54. Dados um anel (R, +,-) e uma topologia T em R, dizemos que (R, +,+,T)
¢ um anel topoldgico se satisfaz as sequintes condigoes:

(a) A aplicagao adi¢do p, : R X R — R, dada por p.(x,y) = x +y, € continua;

(b) A aplicagao inversao p; - R — R, dada por p;(z) = —x, é continua.

(¢) A aplica¢ao multiplica¢ao p,, : R X R — R, dada por py,(z,y) = x -y, € continua.

Observagao. Algumas vezes as notacgoes das operacoes e da topologia das estruturas
definidas acima serao omitidas, sendo apresentadas quando forem necessarias para o en-

tendimento.

Definicao 2.55. Dados um anel topolégico R, um R-mddulo a direita G e uma topologia
1 em G, dizemos que (G, 7g) € um R-mddulo topologico a direita se satisfaz as sequintes
condicoes:
(a) A aplicagdo de adi¢ao em G p, : G x G — G, dada por p,(z,y) = v +vy, € continua;
(b) A aplicacdo de inversio em G p; : G — G, dada por p;(x) = —z, € continua.
(¢) A aplicagao multiplicagao por escalar p. : G x R — G, dada por p.(y,\) = y\, €
continua, onde a topologia de G x R € a topologia produto.
Observacao. Note que os indices colocados em p fazem referéncia as palavras “multi-

plicacao”, “adicao”, “inverso” ou “escalar”, que remetem diretamente as operacao esta-

belecidas por essas aplicagoes. Esse artifico sera muito usado ao longo desse trabalho.

Lema 2.56. Seja R um anel munido de uma topologia. Entdo a aplicagao pg: Rx R — R,

dada por py(x,y) = x—y, € continua se, e somente se, as aplicag¢des p, € p; $Go continuas.
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Demonstragdo. Suponha que pg é continua. Considere pglixr : {0} x R — R, que
é continua por ser restricaio de uma aplicagdo continua. Assim, dado U C R aberto,
temos que p; ' {oyxr(U) = p; '(U) é aberto, uma vez que pa|{oyxr ¢ continua. Logo p;
é continua. Além disso, p; ' = p;, 0 que nos permite concluir que p; é homeomorfismo.
Quanto a p,, notenos inicialmente que ¢ : R x R — R x R, dada por ¢(z,y) = (v, —y),
¢ homeomorfismo. Com efeito, sendo Idr : R — R a aplicacao identidade em R, temos
que ¢ = Idgr X p;. Como Idg e p; sao homeomorfismos, segue que ¢ é homeomorfismo.

Sendo assim, temos que

(pa o), y) = pa(z, —y) == — (—y) = 2 +y = pa(,y),
para todo (z,y) € R x R. Portanto, p, = pg o ¢. Como ¢ e pg sdo continuas, concluimos
que p, € continua.

Reciprocamente, suponha que p; e p, sao continuas. Aqui temos novamente
que p; e ¢ sao homeomorfismos. Como p, e ¢ sao continuas e pg = p, © p, segue que pg é
continua. O

Agora apresentamos um exemplo bem conhecido de anel topoldgico.

Exemplo 2.57. Considere R com sua topologia usual, a mesma induzida pela métrica
d:R xR — R, dada por d(z,y) = |x — y|. Segque do Lema que, para R ser anel
topoldgico € suficiente que pg e p, sejam continuas. Dados a,b € R, consideremos os

sequintes casos:

Caso 1: a=b=0

Seja V' uma vizinhanca de pg(a,b) = (a — b), entdo existe € > 0 tal que o conjunto
B((a—b),e) ={z€R:d((a—b),2) < e}

estd contido em V. Tome 6 < £/2 e considere B(a,d) x B(b,0), que é aberto em R x R.
Assim, dado (z,y) € B(a,d) x B(b,9), temos que

d((z —y),(a=0)) =|(z —y) = 0] = |z —y[ < || + [yl = [z = O] + |y = 0] =

=|r—a|l+|y—0b =d(z,a)+d(z,b) <5+ <e.

Logo
pa(B(a,d) x B(b,d)) C B((a—b),e) CV,

0 que nos permite concluir que pg € continua. Quanto a p,,, dada uma vizinhanca V de

ab, existe € > 0 tal que B((ab),e) C V. Entdo, tomando § < /e, temos que

d(wy. ab) = d(xy,0) = [ally| = |z — ally — | = d(z,a) - d(y,b) < -0 < e.
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Portanto,
pm(B(a,d) x B(b,d)) C B((ab),e) CV,

0 que nos permite concluir que p,, € continua.

Caso 2: a#0 oub#0

Sem perda de generalidade, suponhamos que a # 0. Sendo assim, temos que |a] # 0
e 2lal + |b] # 0, uma vez que |x| > 0 para todo x € R. Dada uma vizinhang¢a V de
pa(a,b) = (a —b), existe ¢ > 0 tal que B((a — b),¢) estd contido em V. Tome § < /2 e
considere B(a,d) x B(b,0), que é aberto em R x R. Assim,

d((x —y),(a=b) =z —y) —(a=b)|=|(xr—a) = (y -] <

<l|r—a|l+ |y —b =d(xz,a) +d(y,b) <o+ <e.

Logo,
pa(B(a,d) x B(b,9)) C B((a—1b),e) CV,

o que nos permite concluir que pg € continua. Quanto a p,, dada uma vizinhanca V

de ab, existe ¢ > 0 tal que B((ab),e) C V. Assim, para qualquer x € B(a,d) onde
d < mm{|a|,

€
— ¢, temos que
(2lal + |0])

d(zy,ab) = |vy — ab| =[xy — xb+ b — ab| = |z(y — b) + b(x — a)| <

< [zfly = 0] + [bl|z — a| = [z[d(y, b) + [bld(x, a),

€ como

|z| — |a| < |z —a| < 0 implica |z| < |a] + 6,

concluimos que
|z|d(y, b) + |bld(x,a) = |x|d + |bl0 < (Ja| + ) + |b|0 =
= (la] + 16| +0)0 < (2]a] +1b])d < €.
Logo d(zy,ab) < ¢ e, portanto,
pm(B(a,d) x B(b,0)) C B((ab),e) C V.

Assim, py, também € continua.

Proposicao 2.58. Um par (G,T), onde G é um grupo e T € uma topologia em G, é um
grupo topoldgico se, e somente se, a aplicacio f : G x G — G, dada por f(x,y) = zy~!,

é continua.
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Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que (G, 7) seja grupo topoldgico. Assim, temos que

f(@,y) = pm(z, pi(y)) = 2y~

Note que a aplicacao g : G x G — G x GG, dada por

g(z,y) = (x,y~") = (Id(z), pi(y))

é continua, pois a aplicacao identidade, Id, e a aplicagao de inversao, p;, sao continuas
(uma vez que (G, 7) é grupo topoldgico). Como f(z,y) = (pm © g)(x,y), segue que f é

continua por ser composigao de aplicacoes continuas.

Reciprocamente, suponha que f seja continua. Assim, f|(qxq: {e} x G = G
é continua, onde e é o elemento identidade de GG. Além disso, segue da topologia produto
que {e} x A é aberto em {e} X G se, e somente se, A é aberto em G. Temos que
pi(z) = flieyxc(e,x). Sendo assim, dado A aberto em G, f|{_el}xG(A) = {e}x p;t (A),
que é aberto em {e} x G, uma vez que f|xc é continua. Portanto p; ' (A) é aberto em
G, para todo A aberto em G. Logo p; é continua. Agora, note que p,, = f o g. Logo pn,

é continua por ser composicao de aplicagoes continuas. n

Proposicao 2.59. Seja G um grupo topoldgico. Entao, para um elemento arbitrdrio a
de G, as translagoes R, : G — G e L, : G — G, dadas por R,(x) = za e L,(x) = az,
a aplicagio p; : G — G e o automorfismo p, : G — G, dado por p.(x) = axa™', sdo

homeomorfismos.

Demonstracao. Note que

Ry1(Ry()) = Ry-1(za) = zvaa™' = .

Ou seja, R;' = R,-1, o que implica que R, é bijecio. Sendo assim, para ver que R,
¢ homeomorfismo basta mostrar a sua continuidade, uma vez que sua inversa também
é uma translagio. Com efeito, dado A C G aberto, seja U = (R,)"'(A) e note que
Ux{a} = (pm
U é aberto, o que nos permite concluir que R, é continua. Portanto, R, é homeomorfismo.

cxfa})  (A). Como p|axiay é continua, segue que U x {a} é aberto. Logo,
A demonstragao para L, é analoga. Quanto a p;, note que

pi(pi(x)) = pi(z™") = .

Assim, segue que p; é homeomorfismo, uma vez que p; é continua e é a sua propria inversa.
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Em relagao a ¢,, temos que
0o(2) = aza ' = Ry-1(az) = Ry-1(Lo(2)).

Desse modo, temos que ¢, é a composicao de R,-1 e L,, que sao homeomorfismos. Por-

tanto, ¢, ¢ homeomorfismo. O

Agora vamos provar um resultado simples, mas que serd importante na de-

monstracao de um dos tltimos resultados presentes nesta dissertacao.

Proposicao 2.60. Sejam G um grupo topolégico e H um subgrupo de G. Se H € aberto,
entao H € fechado.

Demonstracao. Para cada x € @, temos, da Proposicao [2.59, que xH é aberto. Assim,

temos que U xH é aberto, onde G’ = {x € G : xH # H}. Desse modo, segue que
zeG’
G\ U xH é fechado. Vejamos que H = G\ U xH.

zeG’ zeG!

Seja h € H. Suponha, por absurdo, que h ¢ <G\ U :UH). Entao existem

zeG’
y € G' e hy € H tais que h = yh;. Logo

y =yhihy* = hh{' € H.
Ora, se y € H, temos yH = H. Absurdo, pois y € G.

Agora, seja h € (G\ U xH). Suponha, por absurdo que h ¢ H. Sendo

zeG’
assim, temos que hH # H, pois, caso contrario, teriamos

h =heq € hH = H.

Logo, h € G'. Como eg € H, segue que

h=he, ¢ (G\ UxH),

zeG’

o que contradiz a suposicao inicial. Portanto H = G\ U TrH. O
zeG’

Proposicao 2.61. Seja R um anel topolégico. Entao, para um elemento arbitrdrio a de

R, as translagoes multiplicativas R, : R — R e L' : R — R, dadas por R (x) = za e

Ll (z) = ax, sao continuas.
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Demonstragio. Dado A C G aberto, sejaU = (R}) " (A) e note que Ux{a} = (pm|rx{a}) " (A).
Como pm|px{a} € continua, segue que U x {a} é aberto em R x {a}. Segue da topologia

produto que U é aberto em R, o que nos permite concluir que R/, é continua.

A demonstragao de que L/ ¢é continua é andloga. Portanto as translagoes

multiplicativas em anéis topolégicos sao continuas. O

Observacgao. Usaremos “L,” e “R,” para denotar translagoes em um grupo topolégico
por um elemento a a esquerda e a direita, respectivamente. Ja em um anel topologico,
usaremos estas notagoes para se referir as translagoes aditivas, e as notagoes “L!” e “R.”

serao usadas para se referir as respectivas translacoes multiplicativas.

Proposicao 2.62. Se U, ¢ um sistema fundamental de vizinhancas abertas do elemento
identidade e de um grupo topoldgico (G,T), entao {xU : U € U,z € G} e {Uzx : U €
U.,x € G} formam bases da topologia T.

Demonstragdo. Sejam a € G e W uma vizinhanca aberta de a. Uma vez que L;! ¢é
homeomorfismo (pela Proposigio 2.59), temos que L; (W) = a~'W é um conjunto aberto
que contém a~ta = e. Sendo assim, existe U € U, tal que U C a~'W. Consequentemente,
aU C W. Logo {zU : U € U, x € G} é uma base para a topologia de G. A demonstragao
de que {Uz : U € U.,x € G} também ¢é base de 7 é andloga. O

Definigao 2.63. Um subconjunto U de um grupo G € dito simétrico se U=t = U, ou em

nota¢ao aditiva, se —U = U.

Proposicao 2.64. Dado um grupo topologico G, existe um sistema fundamental U, de

vizinhangas simétricas do elemento identidade e de G.

' = ¢, segue da Pro-

Demonstragao. Seja U, um sistema de vizinhancgas de e. Como e~
posicao que, para cada U em U,, U~! é uma vizinhanca de e. Seja Viy = UN UL,
Assim, temos que

Vit=0nUuhH) =0T nU =V

Portanto, cada U € U, contém um conjunto simétrico Vy obtido desta forma. Logo

V., ={Vy : U € U} é um sistema fundamental de vizinhangas simétricas de e. O

Proposicao 2.65. Sejam (G, 7) um grupo topoldgico e V' uma vizinhan¢a da identidade

e. Para todo inteiro positivo n, existe uma vizinhanca U, de e tal que

U =Up, - Uy-...-U, C V.

S/

v~
n
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Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao. Para n = 1, basta tomar Uy = V.
Para n = 2, como p,, : G x G — G é continua, existe uma vizinhanca U de (e, e) tal que
pm(U) C V. Assim, podemos tomar um subconjunto A C U aberto que contém (e, e).

Segue, da topologia produto de G x GG, que A = U A, onde A, = A, X Aa,, onde A,

acA
e A,, sao abertos de G. Como (e,¢e) € A, temos que existe 5 € A tal que

(6,6) S Aﬁ = A,31 X AI32.
Seja Uy = Ag, N Ag,, 0 que nos permite concluir que (e,e) € Uy x Us €
UQXUQCAﬂleﬂ2CACU.

Como Uy x Uy C U e pp,,(U) C V, segue que p,,(Us x Uy) C V', ou seja, Uy - Uy C V.

Suponhamos que o resultado seja véalido para n = k, ou seja, que existe uma
vizinhanga Uy, de e tal que UF C V. Sendo assim, do passo onde n = 2, temos que
existe Uy vizinhanga de e tal que Uyyq - Upyy = U,?H C Ukx. Uma vez que e € Uyyq €
Ugi1 - Ugrr C Uy, temos que e - Ugyy = Ugyy C Ug. Assim, como Uy, C Uy, U,fJrl CUye

U} C V, podemos concluir que U, ,fill C V, o que conclui a demonstracao. O

Proposigao 2.66. Seja U o sistema de todas as vizinhancas da identidade e de um grupo

topologico G. Entao, para todo subconjunto A de G, temos

A= (AU = UA

veu veu

Demonstracdo. Dados © € A e U € U, segue da Proposicao que zU~! é uma vizi-
nhanca de x. Assim, temos que zU ' N A # (. Portanto, x € AU, qualquer que seja
Uecl. Logo A C ﬂ AU.

Ueu
Reciprocamente, suponha que x € AU para todo U € U. Segue da Proposicao
que, para toda vizinhanca V de z, V~'x é uma vizinhanca de e, ou seja, estd em
U. Logo v € AV~lz, uma vez que x € AU, para toda vizinhanca U de e. Sendo assim,
existem a € A e p € V tais que x = ap~'z. Segue que a = p, o que implica que ANV = .

Em outras palavras, A intersecta toda vizinhanca de z. Logo = € A.

Portanto, A = ﬂ AU. A outra igualdade mostra-se de forma analoga. n
veu

Considere as seguintes propriedades de separabilidade em um espago topoldgico
X:

(Ap) Para quaisquer dois elementos distintos x e y de X, um deles possui uma vizinhanga
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U que nao contém o outro;

(A;) Para quaisquer dois elementos distintos x e y de X, existem vizinhangas V,, e V,, tais
quezeV,,yeV, masc¢V,yeyd¢Vy

(As) Para quaisquer dois elementos distintos x e y de X, existem vizinhancas V,, e V, de
x e de y, respectiviamente, que sao disjuntas;

(A3) Dados um fechado F' de X e um ponto = ¢ F, existem vizinhangas V; e V, de F e

de x, respectivamente, que sao disjuntas.

Definigao 2.67. Um espago topoldgico X que satisfaz a propriedade (A;) € dito um espago
T;, para t = 1,2,3. Um espago Ty também é chamado espago de Hausdorff. Além disso,

um espago Ty que satisfaz (Asz) € dito regular.

Proposicao 2.68. Um espacgo topologico X é um espago T3 se, e somente se, para todo
x € X, o conjunto F, das vizinhancas fechadas de x forma um sistema fundamental de

vizinhancas de x.

Demonstracao. Suponha que X seja um espaco 73. Dado z € X, queremos mostrar que,
para cada vizinhanca U, de z, existe uma vizinhanca fechada F, de z tal que F, C U,.
Com efeito, existe um aberto W, contido em U, que contém z. Temos que X \ W, é
fechado e nao contém x. Como X é um espaco T3, existem abertos V; e V5 tais que
r eV, (X\W,) CVyeVinV,=0. Portanto V; C W,.

Reciprocamente, suponha que F, é um sistema fundamental de vizinhancas
de x e seja F' um fechado de X que nao contém z. Como F, ¢ sistema fundamental de
vizinhancas fechadas de x, existe uma vizinhanca fechada K de z que esta contida na
vizinhanga X \ F. Assim, K é vizinhanca de x e X \ K é vizinhanca de F' e, além disso,

sao claramente disjuntas. O

Corolario 2.69. Sejam G um grupo topologico e U uma vizinhanca da identidade. Entao
existe uma vizinhanca V da identidade tal que V C U. Além disso, todo grupo topoldgico

€ um espaco 3.

Demonstracao. Segue da Proposicao que podemos tomar uma vizinhanca V' de e tal
que V -V C U. Segue da Proposicao que VCcV-VcU.

Dados x € G e uma vizinhanca U, de x, temos, da Proposicao [2.59] que
U = L,-1(U,) é uma vizinhanga de e. Agora tomemos uma vizinhanga V' de e tal

que V C U, conforme feito no inicio desta demonstracao. Logo L,(V) C U,. Como

L, é homeomorfismo, temos que L,(V) é vizinhanga de = e L,(V) = L,(V). Sendo
Ve = L,(V), temos que

Ve=1L,(V)=L,(V) CU,.

Ou seja, V, C U,. Portanto, para todo z € G, o conjunto F, das vizinhancas fechadas de
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x forma um sistema fundamental de vizinhancas de x. Segue da Proposicao que G é

um espaco 73. O

Proposicao 2.70. Seja G um grupo topologico. Entao existe um sistema fundamental
U, de vizinhangas fechadas da identidade e tal que:

(a) U € simétrico, para todo U € U,;

(b) Para cada U € U,, existe V € U, tal que V? C U;

(¢) Para quaisquer U € U, e a € G, existe V € U, tal que V C a 'Ua (ouaVat CU).

Demonstracao. Como G é um grupo topoldgico, segue da Proposicao 2.64] e do Corolario
2.09| que existe um sistema fundamental U, de vizinhangas de e tal que cada U € U, é
simétrico e fechado. Sendo assim, a condi¢ao (a) é satisfeita por U,. Além disso, como G
é um grupo topoldgico, segue da Proposicao que a aplicacao f : G x G — G, dada
por f(x,y) = zy~', é continua. Desse modo, dado U € U,, considere f~}(U). Como
(e,e) € f7HU) e f é continua, segue da topologia produto que existe uma vizinhanga W
de e tal que W x W C f~}(U). Como U, é sistema fundamental de vizinhangas de e,
existe V' € U, tal que
VxVCWxWcfHU).

Assim, como V' é simétrica, temos que
fVxV)=VvV1i=VVcU,
0 que nos permite concluir que U, satisfaz a condigao (b).

Finalmente, da Proposicao temos que a aplicacao ¢, : G — G, dada por

o) = ara

¢ homeomorfismo, para todo a € GG. Sendo assim, dado U € U,, como

vo(e) =aea ' =aat =e
e p, ¢ homeomorfismo, temos que ¢,(U) = aUa™! ¢é vizinhanga de e. Portanto, como U,
é sistema fundamental de vizinhancas de e, existe V € U, tal que V C aUa"!. Logo U,

satisfaz a condicao (c). O
Proposicao 2.71. Todo grupo topologico G que é um espago Ty é também um espago 1.

Demonstracao. Dados dois elementos distintos x e y de G, podemos supor, sem perda de
generalidade, que existe uma vizinhanca U de z tal que y ¢ U. Segue da Proposicio [2.59]
que z7'U =V é uma vizinhanca de e. Assim, segue que VNV ~! = W é uma vizinhanca

simétrica de e. Novamente da Proposicao [2.59] segue que yW é uma vizinhanca de y.
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Note que x ¢ yW. Com efeito, se € yWW, temos que
et ep(yW) =Wy ' cVy 'l ca Uy,
onde p; : G — G ¢é o homeomorfismo de inversao. Desse modo,
e=zr ' € Uy =Uy Y,

0 que nos permite concluir que y € U, o que é uma contradicao. Logo yW é uma

vizinhanc¢a de y que nao contém x. Em particular, G é um espago 7. O]
Proposicao 2.72. Todo grupo topologico G que € um espaco Ty € também um espaco 1.

Demonstragao. Segue da Proposicao que G é um espago T7. Sejam z e y elementos
distintos de G. Note que, como G é um espago T3, para cada z € (G \ {z}), podemos

tomar uma vizinhanga U, de z tal que z ¢ U,. Sendo assim, temos que

{zs}=ac\ | U

ZEGI

onde G, = G\ {z}. Ou seja, {z} é o complementar de um aberto e, portanto, é fechado.
Assim, GG, é uma vizinhanca de y que nao contém x. Segue da Proposicao que y G,
¢ uma vizinhanca de e. Pela Proposigao podemos tomar uma vizinhanca fechada
simétrica V de e tal que VV~! C y~'G,, uma vez que y 'G, é uma vizinhanca de e.
Como V' é uma vizinhanca de e, temos que yV' é uma vizinhanca de y. Seja W = G\ yV,
que é aberto (pois é complementar de um fechado). Note que z € W. Com efeito, se
x ¢ W, entdao x € yV. Deste modo, sendo 2V uma vizinhanga de z, concluimos que
2V NyV # 0. Logo x € yVV~L. Uma vez que VV~! C y~'G,, podemos concluir que
r € y(y 'G,) = G, o que é uma contradigao. Como W = G\ yV, temos que WNyV = (.
Portanto, escolhendo as vizinhancas W de x e yV de y, concluimos que G é um espaco
T5. ]

2.4 O quaseanel Ny(G)

Sejam R um anel topolégico e G um R-moddulo topolégico a direita. Dizemos
que uma aplicacao f : G — G é R-homogénea se f(z\) = f(z)\, para quaisquer z € G e
A € R. Seja
Mgr(G)={f:G — G : f é R-homogénea}
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o conjunto das aplicacoes R-homogéneas de G em (. Finalmente, definimos o seguinte

subconjunto de My (G) que serd o nosso principal objeto de estudo:

Ng(G) ={f € Mg(G) : f é continua}.

Observagao. A partir de agora, ao mencionar que uma aplicacao é “R-homogénea”,
omitiremos o “R”, dizendo apenas que a aplicacao é “homogénea”. Faremos mencao do

anel onde a aplicacao tem a propriedade de homogeneidade apenas quando for necessario.

Nosso objetivo é estudar a primalidade do quaseanel Ng(G). Antes de tudo,

vamos mostrar que Ng(G) é, de fato, um quaseanel.

Proposicao 2.73. O conjunto Ng(G) munido das operagoes & e o, definidas por

(f®9)(x) = f(z) +g(z) e (g [)z) = g(f(2)),
tem estrutura de quaseanel a direita. Além disso, Nr(G) € zerossimétrico.

Demonstracao. Primeiramente, vejamos que @ e o estao bem-definidas. Com efeito, temos

que

(f@g)(@A) = f(zA) +g(@A) = f(2)A+g(@)A = (f(2) + g(x)A = [(f © g)(2)]\.

Logo f @ g é homogénea. Para ver que f @ g é continua, note que

(f @ 9)(x) = pa(f(x),g9(x)),

onde f e g sdo continuas, pois f e g estdo em Ng(G), e p, é continua, uma vez que G é
modulo topolégico. Portanto, f @ g € Ng(G), ou seja, a operagdo @ estd bem-definida

em Ng(G). Quanto a o, vale que

(g o f)aA) = g(f(zA) = g(f(2)A) = g(f(2))A = [(g © F)(@)]A

Logo g o f é homogénea. Para ver que g o f é continua, basta notar que se trata da
composicao de aplicacoes continuas e, portanto, é continua. Assim, podemos concluir que

(go f) € Ngr(G), ou seja, a operagao o estd bem-definida em Ng(G).

Agora, vejamos que (Ng(G), ®) é grupo. Quanto a associatividade, temos
[(f & g) ®h](z) = (f ®g)(x) + hx) = (f(z) + g(z)) + h(z) =

= f(2) + (9(x) + h(z)) = f(z) + (g @ h)(x) = [ @ (9 @ h)](2).

Em relagao ao elemento identidade, tome a aplicagao identicamente nula ¢y : G — G dada
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por ¢o(z) = 0, para todo x € G. Assim, temos
(f @ co)(@) = f(z) + co(@) = f(z) + 0= f(z) e

(o @ f) = o) + f(2) = 0+ f(x) = f(x).

Logo ¢y ¢ elemento identidade para a operacao .

Agora, vejamos que (—f) : G — G, dada por (—f)(z) = —f(z), estd em
Ng(G) e é elemento inverso para f, onde f € Ngr(G). Com efeito,

(=N@A) = =f(@A) = =f(2)A = [(=/) ()],

Logo (—f) € Mg(G). Além disso, é verdade que (—f) é continua, pois (—f) é a com-
posicao de duas aplicacoes continuas, a saber, p;, que é continua porque G ¢é moédulo

topoldgico, e f, que é continua pois estd em Ng(G). Além disso, vale que
[(=f) @& fl(x) = (=/)(x) + f(z) = =f(x) + f(x) = 0 e que

[f & (=Nl(z) = fz) + (=f)(z) = f(z) — flz) = 0.
Portanto, (—f) é o elemento inverso de f, para todo f € Ng(G). Logo, (Nr(G),®) é
grupo.

Note que (Ng(G),0) é semigrupo, pois a composicao de aplicagdes é associ-
ativa. Sendo assim, resta apenas mostrar a distributividade a direita. Dados f,g,h €
Ng(G) e xz € G, temos que

[(f @ g)oh|(x) = (f@g)(h(x)) = f(h(z)) + g(h(z)) =

= (foh)(@)+(goh)(x) =[(foh)®(goh)(x).
Logo,
(f@g)oh=(foh)®(goh),
o que mostra que Ng(G) é um quaseanel a direta.

Vejamos que Ng(G) é zerossimétrico. Dados f € Ng(G), x € G e sendo ¢y = 0,

temos
(foco)(x) = flco(z)) = f(0) = £(0-0) = f(0)0 = 0.
O

Com demonstragao andloga, vé-se que Mz(G) também é um quaseanel zeros-

simétrico. Assim, Ng(G) é um subquaseanel de Mg(G).
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3 MODULOS COM IDENTIDADE

A partir de agora o nosso objetivo é buscar relagoes entre a primalidade de
R e de Ng(G). Nesta secao vamos estudar o caso em que R é um anel com identidade
e. Agora, faca G = R, ou seja, considere R como um R-mddulo topoldgico. Neste caso,
provamos as proximas duas proposigoes cujas afirmacgoes aparecem desacompanhadas de

demonstracao no artigo base:

Proposicao 3.1. Se R € um anel topoldgico, entio Nr(R) = Mgr(R).

Demonstra¢ao. Dado f € Mgr(R), temos que

f(x) = fle-x) = fle)z.

Portanto, f é a multiplicagao a esquerda por f(e), ou seja, f = L}(e). Portanto, segue da
Proposi¢ao [2.61] que f é continua. Logo Ng(R) = Mg(R). O

Proposigao 3.2. Considere o anel topoldgico R como R-mddulo topoldgico. Entao Mg(R)

é isomorfo a R.

Demonstrag¢ao. Considere a aplicagdo ¥ : Mz(R) — R dada por ¥(f) = f(e). Clara-
mente U estd bem-definida. Vejamos que ¥ é um homomorfismo (de quaseanéis). Com
efeito, dados f,g € Mg(R), temos

V(f@g)=(fDg)le) = fle) +gle) =V(f)+¥(g)

Além disso, note

W(gof) = (g0 f)le) =g(f(e)) = gle- fe)) = gle)f(e).

Portanto, ¥ é homomorfismo.

Quanto a bijetividade, como f(x) = f(e)x, temos que ¥(f) = 0 se, e somente
se, f(e) = 0, o que ocorre se, e somente se, f = 0. Ou seja, Ker(V) = {0}, o que
implica que ¥ ¢ injetiva. Para verificar a sobrejetividade, para um elemento arbitrario
y € R, tome L) € Mg(R) que é dada por L, (z) = yz. Temos que ¥(L;) =y. Logo ¥ ¢é
sobrejetiva. Portanto, ¥ é isomorfismo, o que nos permite concluir que Mg(R) é isomorfo
a R. O

Das duas ultimas proposicoes, segue o seguinte corolario:

Corolario 3.3. Considere o anel topolégico R como R-mddulo topolégico. Entao Nr(R) =
Mg(R) = R.
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Nem sempre Nr(G) = Mg(G), como podemos constatar no préximo exemplo,
que esta presente no artigo base| BOOTH, G. L., MEYFER, J. H., and MOGAEF, K. (2017).

Exemplo 3.4. Seja G = R? com a topologia usual a partir da topologia de R. Considere
R? como um R-mddulo topolégico onde (x,y)r = (rx,ry). Entio Ng(R?*) # Mg(R?).
Com efeito, seja f: R* — R? definida por

) (=a,0), b#0
f(a’b)_{ (0,0), b=0"

Vejamos que f € Mg(R?). Dados (a,b) € R? er € R, para b # 0, temos:

f((a,0)r) = f(ar,br) = (—ar,0) = (—a,0)r = f(a,b)r.

Por outro lado, se b= 0, temos

f((a,b)r) = f(ar,br) = f(ar,0) = (ar,0) = f(a,0)r = f(a,b)r.

. , ‘ 1
No entanto, vejamos que f nao € continua em (1,0). Considere a sequéncia x, = —,
n

n € N. Temos que

lim f(1,z,) = lim (—1,0) = (—1,0) # (1,0) = lim (1,0) = f ( lim (1, z,)

T—+00 T—+00 T—00 (x%oo ) ’
o que nos permite concluir que f ¢ Ng(R?).

Considerando o R-médulo R? onde considera-se o produto por escalar dado por
(a,b)r = (ar, br), quaisquer que sejam a, b, € R , S. Veldsman mostrou em |VELDSMAN
(1992) que R é um anel primo se, e somente se, Mz(R?) é equiprimo, e que isto ocorre se,
e somente se, Mp(R?) é 3-primo. Com a pretencgao de exibir uma extensao desse resultado
para anéis topolégicos, onde faz sentido analisarmos Nz(R?) em vez de Mg(R?), segue o

seguinte resultado auxiliar:

a

b
Lema 3.5. Seja R um anel topoldogico. Entdao a aplicagao ( J ) : R? — R? definida
c

pela multiplicacao de matrizes:

estd em Ngr(R?).

a b

Demonstracao. Inicialmente, note que a aplicacao (
c

) ¢ a soma das aplicacoes



(g g>e(g 3),onde
ol Gal]-5]

Além disso, temos que

a 0 T , ) 0 b ], /
(c o) [y] = (Ly(z),L(x)) e (0 d> [y] = (Li(y), Ly(y)).

lieacs a 0 0 b N
ue as aplicacoes e Sa0
q preas c 0 0 d

a b

p ) é homogénea. Com efeito, dado r € R, temos

—_

Sendo assim, segue da Proposicao [2.6

continuas.

Agora, vejamos que (
c

a b xr axr + byr (azx + by)r a b x
= g = 7"7
c d yr crr + dyr (cx + dy)r c d y
. ) b
0 que nos permite concluir que ( J ) € Ngr(R?). H
c

O resultado a seguir é enunciado no artigo base, mas sem demonstracao.
Veldsman apresenta uma demonstragao para esse resultado no caso de anéis discretos
em|VELDSMAN|(1992), que também funciona para o caso de anéis topoldgicos. A seguir

apresentamos, com uma riqueza maior de detalhes, a demonstracao feita por Veldsman.

Proposicao 3.6. Seja R um anel topologico com identidade. Entao sao equivalentes:
(a) R € um anel primo;
(b) Ngr(R?) é um quaseanel equiprimo;

(¢) Ngr(R?) ¢ um quaseanel 3-primo.
Demonstragao. (a) = (b) : Sejam f,g,h € Nr(R?), com h # 0, tais que
hopof=hopogy,

para todo ¢ € Ng(R?). Como h # 0, existem z,y € R tais que h(z,y) = (z/,v') # (0,0).

Para z,w € R, sejam f(z,w) = (2/,w') e g(z,w) = (2", w”). Para algum r € R, considere
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0
( o 0 ), que, pelo Lema , estd em Np(R?). Sendo assim, temos que
yr

ho xr 0 of—ho xr 0 o
yr 0 yr 0

Aplicando ambas em (z,w), temos

0 0
hol * o f(z,w)=ho o o g(z,w) se, e somente se,
yr 0 yr 0

xzr 0 z zr 0 2"
h o =ho se, e somente se,
yr 0 w’ yr 0 w”

h(zrz',yrz") = h(zrz"”,yrz") se, e somente se,
h(x,y)rz" = h(z,y)rz" se, e somente se,
(@', )yrz" = (2!, y)r2".

Logo z'rz' = 2'rz" e y'rz’ = y/'r2”, para todo r € R. No entanto, como (z’,y') # (0,0),
temos que z’ # 0 ou ¢y’ # 0, fazendo com que uma das igualdades encontradas seja nao
nula. Sem perda de generalidade, suponha que =’ # 0. Assim, z'rz’ = 2/rz” implica

2'r(z/ —2") =0, para todo r € R. Como R é primo, segue que 2z’ = z”.

0
Agora, considere ( 0 o ) que, também pelo Lema estd em Np(R?).
yr

Sendo assim, temos que
ho 0 ar of=ho 0 ar og.
0 yr 0 yr

Logo, aplicando ambas em (z,w), temos

0 0
ho o f(z,w)=ho o g(z,w) se, e somente se,
0 yr 0 yr

0 ar Z 0 ar 2"
h o 0 | =ho 0 , | se, e somente se,
yr w yr w

h(zrw', yrw") = h(zrw”, yrw") se, e somente se,
h(zx,y)rw’ = h(z,y)rw” se, e somente se,

(', y)rw’ = (2, y)rw"”.
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Logo z'rw’ = 2'rw” e y'rw’ = y'rw”, para todo r € R. No entanto, como (z',y’) # (0,0),
temos que x’ # 0 ou y # 0, fazendo com que uma das igualdades acima seja nao nula.

Assim, como R é primo, segue que w’ = w”.

Sendo assim, concluimos que f(z,w) = g(z,w), para todo (z,w) € R?. Logo

f = g, o que nos permite concluir que Ng(R?) é equiprimo.
(b) = (c) : Segue diretamente do item (a) da Proposicao [2.39

(¢) = (a) : Sendo Ng(R?) é 3-primo, suponha, por absurdo, que R nao é primo. Entao

existem a,xr € R nao nulos tais que arz = 0, para todo r € R. Assim, temos que

a 0 z 0 9
(o 0)’(0 0>ENR<R)'

Agora, tome ¢ € Ng(R?) e considere (c,d) = p(e,0), onde e é o elemento identidade de
R. Dados z,w € R, temos que

SHEINE!
(5 0) o)== (o) )=
GO

para qualquer (z,w) € R% Como Ng(R?) é 3-primo, temos que

(va)-(0s)

o que implica que x = 0. Contradigao. Logo, R é primo. O

Observacao. Note que a primalidade de R nao depende da sua topologia. No entanto,
a topologia de R determina a estrutura do quaseanel Ng(R?). Além disso, é interessante

perceber que a primalidade Ng(R?) determina e é determinada pela de R.

Proposicao 3.7. Seja R um anel topologico com identidade. Entdo sao equivalentes:
(a) R € um anel semiprimo;
(b) Ngr(R?) é um quaseanel semiequiprimo;

(¢) Ngr(R?) ¢ um quaseanel 3-semiprimo.

Demonstragio. (a) = (b): Sejam f, g € Ng(R?) tais que (f—g)ohof = (f—g)ohog, para



todo h € Np(R?). Para quaisquer z,y € R, sejam f(z,y) = (2/,9') e g(z,y) = (

Sabemos que, para todo r € R, temos que

0 0
xr | xr c NR(RZ).
yr 0 0 yr

Assim, segue que

0 0
(f—9) ( z: 0 ) f(x =(f—-9) ( Z: 0 ) g(z,y) se, e somente se
ar ] xr 0 2
(f—9) ur =(f—9) 0 y se, e somente se,
] [ oo
y?‘x (f g) ym;” se, e somente se,
z "
[ ] =(f—-9) ] ra” se, e somente se,
Yy
flx,y)ra’ —g(x = f(z,y)ra" — g(x,y)rz" se, e somente se,

(@ y yra’ — (2" y")ra’ = (2, ¢ )ra” — (2", y")ra" se, e somente se,
(:I)/Tx/ — 2 yfra — y”rx') _ (.T,TJ}// — e yra’ — y'ra’ ).

Desse modo, podemos concluir que x'ra’ — 2"rz’ = 2'ra” — 2"rx”, o que implica

(o' —2"yr(x' —2") =0,

Como R é semiprimo, temos que ' = z”.

0 0
Agora, tomando o no lugar de o , concluimos que:
0 yr yr 0

(f—g)<0 xr)f(x,y)—(f—g)<0 xr)g(x,y) se, e somente se,
xr 0 yr

0
0 r ] 0 "
(f—g) o = (f—9) o * se, e somente se,
0 yr Y | 0 yr Yy’
axry ] xry”
(f—9) =(f—g9) se, e somente se,
yry' yry"

45

2, y//)'
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T x
(f—9) ry = (f —g) ry” se, e somente se,

Y Y
f@.y)ry’ = g(z,y)ry’ = f(z,y)ry” — g(x,y)ry” se, e somente se,
(@ )y’ — (2", y")ry" = (2/,y)ry" — (2", y")ry" se, e somente se,

(I/Ty, . C(Z”Ty/, y/ry/ . y"ry’) _ (l‘,Ty// . l‘”?“y//, y/ry// . y//ry//)'
Desse modo, vale que y'ry’ — y"ry’ = y'ry” —y"ry”, o que implica
W =yl —y") =0

Como R é semiprimo, segue que 3y’ = y”. Portanto f = ¢, o que nos permite concluir que

Ng(R?) é semiequiprimo.

(b) = (c): Esta implicagdo é uma consequéncia direta do item (b) da Proposigao [2.41}

0
(¢) = (a): Seja a € R tal que ara = 0 para todo r € R. Temos que ( g 0 ) € Nr(R?).

Sejam h € Ng(R?) e z,y € R. Suponha que h(e,0) = (z,w), onde e é o elemento neutro

de R. Assim, vale que
a O oho a O T _ a 0 oh axr _
00 00 Y 0 0 0
a 0 -e a O 2ax
= oh ar = =
(0 0) _O] (0 O)[wax]
_—azax B 0
0 01’

0 00
pois aza = 0. Como Ng(R?) é 3-semiprimo, temos que < g 0 ) = ( 0 0 )7 0 que nos

permite concluir que a = 0. Portanto, R é semiprimo.

Definicao 3.8. Seja R um anel. Um elemento x € R é dito idempotente se 2% = x.

Defini¢ao 3.9. Um conjunto de elementos idempotentes {e1,...,e,} de um anel R € dito
ortogonal se e; - e; = 0 sempre que i # j.

A seguir, vamos exibir um resultado que tem basicamente a mesma demons-
tragio da sua versao para anéis discretos (no caso em que Mg(R?) = Ng(R?)) que nao

esta presente no artigo base deste trabalho, mas em MAXSON, C. J. and VAN WYK, L.

(1992)). Antes disso, provaremos o lema a seguir.

Lema 3.10. Seja R um anel com identidade e tal que R = Ry & --- @& R, é uma soma
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direta de ideias Ry, -+, R,. Entdo temos que e = e; + --- + e, onde {e1,...,e,} € um

conjunto de idempotentes ortogonais e e; é a identidade de R;.

Demonstra¢ao. Como R = Ry & --- & R,, temos que o elemento identidade e de R ¢é

escrito de maneira tnica como soma direta de elementos dos R;, digamos
e=e +: - +ep,

ondee; € R;, i =1,...,n. Vamos mostrar que {ey, ..., e,} é um conjunto de idempotentes
ortogonais e e; é a identidade de R;. Com efeito, como R = R{ @& --- ® R, e e; € R;,
segue que e; - e; = 0 sempre que ¢ # j. Sendo assim, para cada i € {1,--- ,n}, podemos

COIlChliI"qlle
— — — — 2
ei—ei-e—ei~(61+-~+en)—ei~61+-~+ei-en—ei.

Logo {e1,...,e,} é um conjunto de idempotentes ortogonais. Vejamos que e; é elemento

identidade de R;. Dado z; € R;, temos que
mi:e'mi:(61+"'+€n)'(0+"'+xi+"'+0):

:€1O++€Z$z++€n0:61$z

e
ri=ai-e= 04+ Fz;,+--+0)-(e1+-+e) =
=0 +--+zi-e;+---+0-€, =z €.
Logo e; é elemento identidade em R;. O

Proposicao 3.11. Seja R um anel topologico com identidade tal que R= R, ®---® R,
¢ uma soma direta de ideais Ry,--- , R,. Entio Np(R?) = Ny, (R?) @ --- ® Ny, (R?).

Demonstra¢ao. Como R = Ry & --- @ R,, onde Ry,---, R, sao ideais de R, temos que
e =e + -+ e, onde {e1,...,e,} é um conjunto de idempotentes ortogonais e e; é
a identidade de R; (pelo Lema [3.10). Além disso, note que R?> = R} & --- & R2. Se
(r,y) € R% entao (z,y) = (x1,y1) + -+ + (Tn,Yn), onde (z;,y;) € R?. Assim, dado
f € Ng(R?), vale que

fxy) = f((xr, ) + -+ (T, Yn) = (@1,01) + - + (an, bn),

onde (a;,b;) € R?. No entanto, como {ey, ..., e,} é um conjunto de idempotentes ortogo-
2 _

nais, segue que e;-e; = 0 se i # j, e €2 = e;. Assim, como f € Ng(R?), podemos concluir
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que
f(x,y)ei - f((xh yl)ei + -+ (Ina yn>62) - (ala bl)ei + o+ (anu bn)el S€, € somente 5€,

f(fl’i,yi) = (@, b;).

Logo f(x,y) = f(x1, 1)+ +f(2n, yn), e além disso, f(R?) C R?, ou seja, R? é invariante
por f, para todo f € Np(R?).

Olhando para cada R? como um R-médulo, considere o quaseanel Ng(R?).
Agora, verifiquemos que a aplicagao ¢ : Nr(R?) — Ng(R?) @ --- & Np(R2?) dada por
o(f)=(f1,--, fn), onde f; = f|R§a ¢ um isomorfismo de quaseanéis. Com efeito, dadas
f,9 € Nr(R?) e ((x1,41), -+, (Tn,yn)) € RI® -+ @ R%, temos que

e(f @) (@, 91), -5 (@0, y) = (O 9)1s- -, (f @ 9)n) (@1, 91), -5 (@0, Yn))
e como R? ¢ invariante por todo elemento de Np(R?), vale que
(f ® 9)i(wi yi) = filwi, yi) + 9i(wi, yi)-
Assim, segue que
e(f @ 9) (@1, 01), - (@n,yn)) = (filzr,mn) + g1(zr,01), - falTn, Un) + gn(@n, yn)) =

= (f1<‘r17y1>7 AR fn(xn7yn)> + (gl(xlayl)a s 7gn(‘rn7yn)) =

O()(w1,91)5 s (s yn)) + () ((T1,91);5 -+ -5 (Tns Yn)-

Logo o(f @ g) = o(f) ® ¢(g). Agora, em relagao a operacao o, temos que
p(fog)((@1, 1), (Tn,yn)) = (Fo gt (Fog)n) (1, 91), -5 (T Yn))-
E como R? ¢ invariante por todo elemento de Ng(R?), segue que
(f © 9)i(wi, y:) = (fi © 9i)(wi, yi) = filgi(wi, yi))-
Desse modo, podemos concluir que
e(f o g)((zr,yn), - (T yn)) = (frlgu(@r, mn)s - fu(9n(@n, yn)) =

= <P(f)<91($17yl)a s ’gn(mnv yn)) = Qp(f) o 90(9)((351, y1)> SRR (xnv yn))
Logo ¢(f og) = ¢(f)op(g). Assim, ¢ é um homomorfismo de quaseanéis.
Vejamos que ¢ é sobrejetiva. Dado (f1,..., f,) € Nr(R?) @ --- & Np(R2),
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defina f: R? — R? por

f(x7y) - fl(xlayl) +eeet fn(xmyn>7

onde (z,y) = (z1,y1) + - + (Tn, Yn). Assim, concluimos que ¢(f) = (f1,..., fa). Logo ¢

é sobrejetiva.

Quanto a injetividade, seja f € Ng(R?) tal que ¢(f) = 0. Assim, vale que
fi= f|R§ =0,i=1,...,n. Logo, como R*> = R?& --- & R?, segue que f = 0. Portanto,
¢ é injetiva, o que nos permite finalmente concluir que Ng(R?) = Nr(R?)@---@® Np(R2).
Como R; C R, temos que toda aplicacao R-homogénea é R;-homogeénea. Desse modo,

segue que Ng(R?) C Ng,(R?). Por outro lado, se r € R, entao r = 71 + -+ + r,,, onde

r; € Ry, i=1,--- n. Assim, para (z;,y;) € R?, vale que
(@i, yi)r = (@i, yi)(ear1 + -+ - + €xrn) = (@5, )13,

pois {e1,...,e,} é um conjunto de idempotentes ortogonais. Sendo assim, se f estd em
Ng,(R?), entao

f((@i,yi)r) = (i, yi)ri) = f(@i,9)r = f (@i, y0)r,

ou seja, f € Nr(R?). Portanto, Ng,(R?) = Ng(R?), i = 1,...,n, 0o que nos permite
concluir que

Np,(R}) @ --- @ Ng,(R%) = Nr(R}) @ - -- ® Ng(R2).

Finalmente concluimos que
Ng(R?) = Ng,(R}) @ --- ® Ng,(R%).
m

Definicao 3.12. Um anel R é dito artiniano a esquerda se satisfizer a Condi¢ao de
Cadeia Descendente para Ideais a FEsquerda, ou seja, se, para toda sequéncia decrescente
de ideais a esquerda Iy O Iy O --- D I, D -+, existir um numero inteiro positivo m tal

que I, = I =

Na demonstracao da proxima proposicao faremos uso do Teorema de Artin-
Wedderburn, que enunciaremos agora, cuja demonstracao pode ser vista em |[NICHOL-
SON, W. K. (1993).

Teorema 3.13. (Artin-Wedderburn) Se R é um anel semiprimo artiniano a esquerda,
entao

R= Mm(D1> S---D Mnr(DT)v
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onde cada D; € um anel com divisao e M, (D) denota o anel de matrizes n X n sobre D.

Observagao. Lembre que os anéis de matrizes sobre um anel com divisao (que é um anel

primo) sdo anéis primos, vide pagina 172 em |LAM, T.Y. (2001).

Definicao 3.14. Seja N um quaseanel e I um ideal de N. Dizemos que I € um ideal

3-semiprimo se, dado a € N, aNa C I tmplica a € I.

Em GROENEWALD, N. (2001) vemos um exemplo de que, em um quaseanel
zerossimétrico, um ideal 3-semiprimo nao necessariamente é a intersecao de ideais 3-
primos. Esse exemplo contrasta com o caso de ideais semiprimos, que sempre sao a
intersecao de ideais primos, como vimos na Proposicao [2.37. Por outro lado, temos o

seguinte lema:

Lema 3.15. Em um quaseanel, a intersecao de ideais 3-primos é um ideal 3-semiprimo.

Demonstracao. Inicialmente, note que todo ideal 3-primo é 3-semiprimo. Com efeito,
sejam N um quaseanel e [ um ideal 3-primo de N. Desse modo, temos que que N/I é um
quaseanel 3-primo. Sendo assim, para quaisquer a,b € N, vale que a- N/I -b = 0 implica
que @ = 0 ou b = 0. Ou seja, temos que anb € I, para todo n € N, implica que a € I ou
b € I. Em particular, temos que ana € I, para todo n € N, implica que a € I. Logo I ¢é

um ideal 3-semiprimo.

Agora, sejam I; e I, ideais 3-primos que, portanto, sao 3-semiprimos. Dado
a € Iy N1 tal que aNa C I; N I, em particular, temos que aNa C I1 e aNa C I,. Como
I, e I, sao 3-semiprimos, temos que a € I} e a € Iy, ou seja, a € Iy N I,. Portanto, Iy N I

¢ 3-semiprimo. O

Com o auxilio da Proposicao(3.11} veremos, no préoximo resultado, que a relagao
entre a primalidade de R e de Np(R?) é realmente profunda.

Além disso, o exemplo de um ideal 3-semiprimo que nao é a intercessao de
ideais 3-primos que é apresentado em |GROENEWALD, N. (2001) mostra que, para um
quaseanel 3-semiprimo N, nao é necessariamente verdade que P3(N) = {0}. Assim, fica

claro que a nossa préxima proposi¢cao nao é apenas uma reescrita da Proposicao |3.7]

Proposicao 3.16. Seja R um anel topoldgico artiniano a esquerda com identidade. Entao
sao equivalentes:

(a) R € um anel semiprimo;

(b) P.(Na(R2)) = {0};
(¢) Ps(Nr(R?) ={0};
(d)

d) Ngp(R?) é 3-semiprimo.

Demonstragao. (a) = (b): Como R é um anel semiprimo Artiniano a esquerda, segue do

Teorema de Artin-Wedderburn e da observacao subsequente que R é a soma direta de



51

anéis primos, digamos R = Ry @ --- @ R,,. Sendo assim, a Proposicao |3.11| nos permite
concluir que

Np(R?) = N, (R}) ® --- @ Ng, (R2).

Como cada R; é primo, temos da Proposicao que cada Npg,(R?) é um quaseanel
equiprimo. Deste modo, temos que Np(R?) é um quaseanel equiprimo, uma vez que é
soma direta finita de quaseanéis equiprimos. Portanto, o ideal {0} de Ng(R?) é equiprimo.
Logo Pe(Nr(R?)) = {0}.

(b) = (c): Como P.(Ng(R?) = {0} e todo ideal equiprimo é 3-primo, concluimos que
P3(Nr(R?)) = {0}.

(¢) = (d): Como P3(Ng(R?)) = {0} é a intersegao de todos os ideais 3-primos, o Lema
nos permite concluir que {0} ¢ um ideal 3-semiprimo. Assim, Nz(R?)/{0} é um

quaseanel 3-semiprimo, isto é, Nx(R?) é 3-semiprimo.

(d) = (a): Segue de (c) = (a) na Proposicao [3.7] O

A seguir, veremos um resultado razoavelmente semelhante ao da Proposicao

3.6 para um anel fortemente primo.

Proposicao 3.17. Seja R um anel topologico com identidade. Entao sdo equivalentes:
(a) R é um anel fortemente primo (4 esquerda);
(b) Ngr(R?) é um quaseanel fortemente equiprimo;

(¢) Ngr(R?) ¢ um quaseanel fortemente primo.

Demonstragdo. (a) = (b): Sejam f,g,h € Ngr(R?) com h # 0. Entdo, existem z,y € R
tais que h(z,y) = (2/,y') # 0. Dados z,w € R, sejam f(z,w) = (Z,w') e g(z,w) =
(z”,w"). Como (2',1y") # 0, concluimos que x’ # 0 ou 3y’ # 0. Suponha que z’ # 0. Como
R é fortemente primo, temos que existe um subconjunto finito S(z’) de R tal que se r € R
¢ nao nulo, entdo z'sr # 0, para todo s € S(2’). Semelhantemente, se 3’ # 0, existe um
subconjunto finito S(y’) de R tal que se r € R é nao nulo, entdo y'sr # 0, para todo
s € S(y). Se x’ =0, defina S(2') = 0; e se y = 0, defina S(y') = (. Finalmente, defina
S =8(z')US(Y), que é ndo vazio uma vez que ' # 0 ou y' # 0. Deste modo, podemos

tomar p € {z/,4'} nao nulo, o que nos permite concluir que

pSr = {0} implica r = 0.

t 0 0 «xt
Além disso, dado t € S, é verdade que * , ‘ € Ngr(R?).
yt 0 0 yt



Portanto,

t 0 t 0
hol of “l=hol " og : se, e somente se,
yt 0 w yt 0 w
t 0 ! t 0 "
h o o S h o o - se, e somente se,
yt 0 w’ yt 0 w”

xtz! xtz” x x
h =h , | se, e somente se, i tz' =h t2" se, e somente se,
ytz Y Yy

(o' y )tz = (2, y)t2" se, e somente se, (2'tz,y'tz") = ('t2",y't2").
Assim, segue que x'tz’ = 2't2" e y'tz’ = y'tz” para todo t € S. Logo,

pS(z' —2") = {0},

o que implica 2’ = 2”.

0 =zt t 0
Agora, tomando . em vez de * , temos que
0 yt yt 0

0 ot 0 xt
ho(ozt)of[Z]:ho<O$t>oglzlse,e80mentese,
Y w ) w
0 xt 2] 0 at 2"
h o 0 ut .| =ho 0 ut , | se, e somente se,
(Y w (Y w

ztw | xtw”
h =h se, e somente se,
ytw”

x x
h [ ] tz' =h [ ] t2" se, e somente se,
Y Y

(2, y )tw" = (2/, 9 )tw” se, e somente se, (z'tw’, y'tw') = (2'tw”, y'tw").

52
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Assim, podemos concluir que z'tw’ = 2'tw” e y'tw’ = y'tw” para todo t € S. Segue que
pS(w" —w") = {0},

o que implica w' = w".

Logo o conjunto

(PHE TGRS

é um isolador para h e é finito, ja que S é finito. Portanto, Np(R?) é fortemente equiprimo.
(b) = (c¢) Como Ng(R?) é zerossimétrico (pela Proposicao [2.73)) e equiprimo, esta im-
plicacao segue diretamente da Proposicao

0
(¢) = (a): Sejam a,z € R com a # 0. Sendo assim, ( (C)L 0 ) é um elemento nao nulo de

Ng(R?). Como Ng(R?) é fortemente primo, existe um subconjunto finito S, de Ng(R?)
a 0O

tal que para qualquer ¢ € Ngp(R?), se 0 0 o foyw =0 para todo f € §S,, entao
. 0
¢ = 0. Em particular, se tomarmos ¢ da forma 00 ) para qualquer b € R, temos
a 0 b 0
ue se ofo = 0 para todo f € S,, entao b = 0.
awese (00 Yore((g ) =0 oo

Dado f € S,, fixemos f(e,0) = (c,d), para algum (c,d) € R? onde e é o

elemento neutro de R. Para quaisquer z,w € R, temos vale

(o)) o] =(0 )15 )
(0o )erln)== (0 0) (o)==

0 0 ]
Portanto, afirmar que ( g ) ofo ( “ ) [ = 0 para todo f € S,, implica que

0 0 0 w
x = 0 equivale a dizer que se acxz = 0 para quaisquer ¢ € S(a) = {m1(f(e,0)) : f € S.}

e z € R, entao x = 0. Em particular, tomando z = e, temos que se acx = 0 para todo

c € S(a), entdao x = 0. Assim, S(a) é um isolador para a. O
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4 MODULOS NAO NECESSARIAMENTE COM IDENTIDADE

Agora, consideremos um caso mais geral, onde G é um anel topoldgico e R
¢ um subanel de G. O resultado a seguir revela que Nr(G) e Mg(G) podem ser bem

diferentes.

Proposicao 4.1. Seja R um subanel denso de um anel topologico G com identidade.
Entio Ngr(G) = G.

Demonstragao. Sejam f € Ni(G) e y € G. Sendo assim, temos que f(r) = f(e)r, para
todo r € R. Como R é denso em (G, existe uma sequéncia (z,)n,eny de pontos de R
que converge para y. Como f é R-homogénea e x,, € R, para todo n € N, vale que
f(z,) = f(e)x,. Além disso, como f é continua, segue que nll_)IIQlo f(zn) = f(y), e como p,,
é continua (pois G é anel topoldgico), podemos concluir que

lim f(e)x, = f(e) (lim xn> = f(e)y.

n—0o0 n—o0
Como f(z,) = f(e)x,, segue que f(y) = f(e)y. Ou seja, cada f € Ngr(G) é completa-
mente determinada por f(e) através da férmula f(y) = f(e)y.

Para estabelecer o isomorfismo, considere ¥ : Ng(G) — G dada por ¥(f) =
f(e), para todo f € Ng(G). Note que ¥ estda bem-definida ja que f(e) é tinico para cada
f € Ngr(G). Note que ¥ é injetiva, pois

U(f) = Y(g) se, e somente se, f(e) = g(e) se, e somente se, f = g.

Agora, dado z € G, tome L, : G — G dada por L. (x) = zz. Note que L (e) = z, e
além disso, temos que L, € Ng(G), pois L’ é a translagdo multiplicativa a esquerda por
z, que ¢é continua e R-homogénea. Sendo assim, vale que ¥(L') = L (e) = z. Portanto ¥

é sobrejetiva. Finalmente, note que ¥ é um homomorfismo de quaseanéis, pois

U(feg)=(f@g)e) = fle)+g(e) = ¥(f)+ ¥(g)

Portanto, Ng(G) = G. O

Corolario 4.2. Seja R um subanel denso de um anel topoldgico G com identidade . Entao
Ngr(G) é um anel.

Demonstragao. Da Proposi¢ao [4.1] temos que Ng(G) = G. Como G é um anel e Ng(G) =
G, segue da Proposicao que Ni(G) é um anel. ]
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Agora, vejamos um exemplo onde Mg(G) nao é um anel, mas Ng(G) o é.

Exemplo 4.3. Ng(R) € anel, mas Mg(R) nao é anel. Com efeito, nas notagoes do
Coroldrio[{.9, sejam G =R ¢ R = Q. Como Q € denso em R e é um subanel de R com
identidade e, seque do Coroldrio que Ng(R) € anel. Para ver que Mgp(R) ndo € anel,
tome f,g,h € My(R) dadas por

z o€ (R\Q)

flx)=(m=2)z, glx) =2z e h(l‘)z{ 20 2eQ

Tomando x = 1, temos que

ho(f @g)(1) = h(F(1) +g(1)) = h((x — 2) +2) = h(x) = .

enquanto

(ho f)(1) + (hog)(1) = h(f(1)) + h(g(1)) = h(m —=2) + h(2) =7 =2+ 4 =7 +2.

Logo ho (f ® g)(1) # (ho f)(1) + (hog)(1), o que nos permite concluir que
My(R) nao € anel.

Nesta segao, vamos estudar Ng(G) no caso em que R é um ideal (ou ideal a
esquerda) do anel G. Ainda que G seja um anel com identidade, G, como R-médulo, nao
necessariamente terd identidade. Se G é um anel de multiplicagao nula, isto é, GG = {0},
entdo, para todo ideal R de G temos que Mp(G) = M0y(G) e Ng(G) = Ny (G). Sendo
assim, vamos assumir que os anéis que estudamos nessa se¢ao satisfazem GG # {0}.
Observe que R pode ser visto como um G-médulo a esquerda. Em vista disso, o proximo

resultado mostra que o anulador de R em G,
A=Amg(R)= ({0} : R)¢g ={r € G: 2R ={0}},

é um ideal de G.

Proposicao 4.4. Sejam G um anel e R um ideal de G. Entao A = Anng(R) € um ideal
de G.

Demonstracao. Inicialmente, note que 0 € A, pois Ox = 0, para todo x € R. Além disso,

dados a,b € A, temos, para todo x € R, que

(a+b)x=ar+br=0+0=0.
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Logo (a + b) € A. Finalmente, se a € A e r € (G, entdo, para todo x € R, valem que
(ra)r =r(az) =r0=0¢ (ar)r = a(rx) =0,

uma vez que rr € R, poisr € G, v € R e R é ideal de G. Logo ar,ra € A, o que nos

permite concluir que A é ideal de G. O]

De modo geral, se G é um anel topoldgico que nao necessariamente tem ele-
mento identidade lateral e R é um ideal a esquerda de G, temos que f(GR) C R, para
todo f € Ng(G), pois f(ax) = f(a)r € R, para quaisquer a € G e x € R. Se G tem uma

identidade a esquerda, temos o seguinte resultado:

Lema 4.5. Seja R um ideal a esquerda de um anel topoldgico G onde G tem uma iden-
tidade o esquerda. Entdo, para todo f € Ng(G), vale que f(R) C R e f(A) C A, onde

Demonstragao. Sejam f € Nr(G) e r € R. Assim, temos que f(gr) = f(g)r, para todo
g € G. Tomando g = e, temos que

f(r) = fler) = f(e)r € R,

uma vez que f(e) € G, r€ Re GR C R. Logo f(R) C R. Além disso, se a € A, entao

fla)r = flar) = f(0) = f(0)0 =0,
0 que nos permite concluir que f(A) C A. O

Usando a terminologia de modulos sobre quaseanéis, isto é, considerando a
aplicacdo p : Ng(G) x G — G dada por u(f,z) = f(x), vamos usar o Lema para
provar o resultado a seguir, que é comentado no artigo base sem demonstragao, que

afirma que R e A sdo Ng(G)-subgrupos de G.

Proposicao 4.6. Seja R um ideal a esquerda de um anel topologico G, onde G tem uma

identidade a esquerda. Entio A e R sao Ng(G)-subgrupos de G.

Demonstragao. Primeiramente, vamos verificar que G é um Ng(G)-grupo sob a agao
i Nr(G) x G — G dada por u(f,g) = f(g). Com efeito, para quaisquer fi, fo € Ngr(G)

e r € (G, temos que
u((fr® f2),2) = (L ® f2)(@) = ful@) + folx) = p(f1, @) + pfo, 2) e

p((fio fa), ) = (fio fo)(z) = fi(fa(2)) = fi(p(f2.2)) = pf1, u(f2, ).
Logo G é um Ng(G)-grupo.
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Para concluir que A e R sdo Ng(G)-subgrupos de G, basta verificar que
u(f,a) € A, para quaisquer f € Ni(G) e a € A e que u(f,r) € R, para quaisquer
f € Ngr(G) e r € R, respectivamente. Em outras palavras, basta verificar que f(A) C Ae
que f(R) C R, para todo f € Ng(G). No entanto, o Lemanos assegura tais inclusoes.
Portanto, A e R sdo Ng(G)-subgrupos de G. O

De fato, podemos mostrar que A é um pouco mais que um Ng(G)-subgrupo
de G.
Proposicao 4.7. Seja R um ideal a esquerda de um anel topolégico G e A = ({0} : R)¢.
Entao A é um Ng(G)-ideal de G.

Demonstracao. Ja sabemos, da Proposi(;éo que A é um Ng(G)-subgrupo de G. Sendo
assim, basta verificar que A é subgrupo normal de G e que pu(f,z+a) — u(f,x) € A, para
quaisquer f € Ngr(G), x € G e a € A. Dado a € A, para quaisquer z, g € G, temos que

(r+a—x)g=29+ag9g—x9g =29 —x9 =0,

logo (z + a — x) € A. Portanto, A é um subgrupo normal de G.

Além disso, dado g € G, para quaisquer f € Ng(G), x € G e a € A, temos
que
[u(f,x+a) — p(f,2)lg = [f(z+a) — f(z)lg = f((z + a)g) — fzg) =
= f(zg + ag) — f(zg) = f(zg +0) — f(zg) = 0.
Logo u(f,x 4+ a) — u(f,x) € A, o que nos permite concluir que A é um Ng(G)-ideal de

G. ]

Usando os resultados acima e conhecimentos béasicos da teoria N-grupos, onde

N é um quaseanel, provamos o resultado a seguir, cuja demonstracao nao esta detalhada
no artigo base BOOTH, G. L., MEYER, J. H., and MOGAFE, K| (2017).

Proposicao 4.8. Sejam R um ideal a esquerda de um anel topoldgico com identidade G

e A= ({0} : R)g. Entao os sequintes conjuntos sao ideais de Nr(G):
(@) ({0} : Az = {p € Nr(G) : p(A) = 0};
(0) (A: G)npe) = {» € Nr(G) : 9(G) € A}

Demonstragdo. (a) Inicialmente, vejamos que ({0} : A)n, () é um subgrupo normal de
(Nr(G),®). Com efeito, se ¢ € ({0} : A)npa), [ € Nr(G) e a € A, entao

(f® @ (=f)a) = fla) +p(a) — fla) = f(a) — f(a) = 0.

Logo (f @ ¢ @ (—f)) € ({0} : A)xp(@), para quaisquer ¢ € ({0} : A)wue) € f € Nr(G),
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o que nos permite concluir que ({0} : A)n, () é subgrupo normal de Ng(G).

Além disso, note que ({0} : A)n, ) é um ideal a direita de Nz(G). Com
efeito, dados ¢ € ({0} : A)nu(a), [ € Nr(G) e a € A, temos que

(o f)la) =¢(f(a)) =0,
pois ¢ € ({0} : A)ny () €, do Lema , temos que f(a) € A. Portanto, ({0} : A)n, ) €

um ideal a direita de Ng(G).

Finalmente, vejamos que ({0} : A)n, ) ¢ ideal a esquerda de Ng(G). Com
efeito, dado a € A, sejam ¢ € ({0} : A)n, () e f,9 € Nr(G). Note que

[folg@w)®(=f)oglla) =[fol(g®¢)(a)—(fog)la)] =
= [(g(a) +w(a)) — f(g(a)) = f(g(a)) — f(g(a)) =0,

pois p(a) = 0 (uma vez que ¢ € ({0} : A)n, ) e a € A). Logo ({0} : A)ny(e) ¢ ideal a
esquerda de Np(G). Assim, concluimos que ({0} : A)n, () é um ideal de Ng(G).

(b) Inicialmente, vejamos que (A : G) n,(c) € subgrupo normal de (Nz(G), +). Com efeito,
sejam ¢ € (A: G)ny@), | € Nr(G), r € G ey € R, entao

(@& (—N)@Ir) = /@) + () - f@))r =

= fl@)r + p(@)r = f(o)r = f(x)r = f(2)r =0,

pois ¢ € (A : G)nye) e € R. Logo (f @ ¢ @ (—f)) € (A: G)ny), para quaisquer
¢ € (A:G)nye) e f € Nr(G), o que nos permite concluir que (A : G)n, ) é subgrupo
normal de Nx(G).

Além disso, note que (A: G)y

R(

efeito, dados ¢ € (A : G)nya), [ € Nr(G), v € G er € R, temos que

@) ¢ ideal a direita do quaseanel Ng(G). Com

[(p o f)(@)lr = [o(f(2))]r =0,

pois ¢(f(z)) € A, uma vez que ¢ € (A : G)ny)- Logo (po f) € (A: G)ny(). Assim,
concluimos que (A : G)ny(q) ¢ ideal a direita de Ng(G).

Finalmente, vejamos que (A : G)n, ) ¢ ideal a esquerda de Ng(G). Com
efeito, sejam f, g € Nr(G), ¢ € (A: G)nye), € G er € R. Temos que

[(folg@ )@ (=f)og)@)]r=I[f(g(z)+p(z)) — fg9(x))]r =

= flg(z) + p(@))r = flg(z))r = fg(@)r + p(x)r) = f(g(x)r) =
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= f(g(@))r — flg(z))r =0,
pois ¢(z)r = 0, uma vez que ¢ € (A : G)ny) €7 € R. Logo (A : G)nyq) € ideal a
esquerda de Ng(G), o que nos permite concluir que (A : G)n, ) € ideal de Ng(G). O

Como estamos considerando um ideal R de um anel topoldgico G' com iden-
tidade a esquerda e ja sabemos que A = ({0} : R)g ¢ um ideal de G, temos que AN R
¢ um ideal de G. Assim, provamos o seguinte resultado cuja demonstragao também nao

aparece bem detalhada no artigo base.

Proposicao 4.9. Sejam R um ideal a esquerda de um anel topolégico G com identidade
a esquerda e e A= ({0} : R)g. Entao

(@) ({0} : R)np(e) = (A G)np;
(b) (R : G)NR(G) - (R NA: A)NR(G’)'

Demonstragao. (a) Sejam ¢ € ({0} : R)n, ), * € G e r € R, entdo vale que

p()r = p(ar).

Como a transla¢ao multiplicativa a esquerda por z, L : G — G, estd em Ng(G), temos,
do Lema [4.5] que L/ (R) C R. Logo

L' (r) =uar € R,
0 que nos permite concluir que
p(x)r = p(zr) =0,
uma vez que ¢ € ({0} : R)ny). Logo ({0} : R)nye) € (A G)np(e)-
Por outro lado, dados ¢ € (A : G)ny) e T € R, note que
p(r) = pler) = ple)r =r =0,

pois ¢(e) € A, uma vez que ¢ € (A : G)ny)- Logo ({0} @ R)nye) 2 (A G)nya)-
Assim, concluimos que ({0} : R)nu @) = (A : G)nu(c)-

(b) Sejam ¢ € (R : G)ny) e a € A Do Lema temos que ¢(A) C A, o que implica
que p(a) € A. Resta mostrar que ¢(a) € R. Ora, como ¢ € (R : G)n, ), temos que

¢(a) € R, uma vez que p(G) C R. Logo ¢(a) € RN A, o que nos permite concluir que
(R G)npo) € (RN A: A)ngia): U

Definicao 4.10. Dado um quaseanel N e um N-grupo G, dizemos que G é um N -grupo
fiel se ({0} : G)y = {0}.
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Como consequéncia da Proposicao provamos o seguinte corolario:

Corolario 4.11. Sejam R um ideal a esquerda de um anel topolégico G com identidade
a esquerda e e A= ({0} : R)g. Se A= {0}, entao R é um Ng(G)-grupo fiel.

Demonstragao. Como A = {0}, a Proposigao[£.9[nos permite concluir que ({0} : R)n, @) =
({0} : G)ng(e)- Sendo assim, dado f € Nr(G), temos que f(r) = 0, para todo r € R se,

e somente se, f(z) = 0, para todo z € GG, o que ocorre se, e somente se f = 0. Portanto,

({0} : R)np(c) = {0} O

Além disso, se AN R = {0}, temos diretamente da Proposigao 4.9 que

(R G)npe) € ({0} 2 A)npio)-

A seguir provamos um lema que mostra como obter, no contexto que estamos

estudando, ideais a esquerda de G a partir de um Ng(G)-subgrupo de R.

Lema 4.12. Se R ¢ um ideal a esquerda de um anel topolégico G com identidade a

esquerda e e H € um Ng(G)-subgrupo de R, entdo H é um ideal & esquerda de G.

Demonstragao. Inicialmente, note que 0 € H, pois H é um subgrupo de (R,+). Dados
hi,hy € H, ainda por que H é subgrupo de (R,+), temos que (hy + he) € H. Além
disso, dados h € H e z € G, temos que zh = L/, (h). Como H é Ng(G)-subgrupo de R e
L. € Ng(G), temos que zh € H. Portanto, H é ideal a esquerda de G. m

A seguir demonstramos detalhadamente um teorema apresentado no artigo

base que mostra que ({0} : R)¢ ¢ decisivo para Mg(G) ser ou nao um anel.

Teorema 4.13. Seja R um anel topologico com identidade e. Considere o anel G = RO R
com a topologia produto e R como ideal R @& {0} de G. Entao ({0} : R)g = {0} ® R e,

além disso, Mr(G) ndo é anel.

Demonstracao. Dado (z,y) € G, temos que (x,y) € ({0} : R)¢ se, e somente se, xr = 0
e y0 = 0, para todo r € R. Note que y0 = 0 vale para todo y € R. Além disso, como
R tem identidade, para que (z,y) esteja em ({0} : R)g devemos ter que ze = 0, o que

ocorre apenas no caso em que x = 0. Portanto ({0} : R)¢ = {0} @ R.

Para ver que Mg(G) nao é anel, considere as aplicagoes «, 5 : G — G, dadas

por
(0,0), z=0

oz(x,y):(O,y)eB(x,y):{ (x7y)’ Q:#O .
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Agora, vejamos que a, f € Mr(G). Com efeito, dado (r,0) € R, temos que

a((z,y)(r,0)) = a(zr,y0) = a(er,0) = (0,0) = (0,y)(r,0) = a(z, y)(r, 0).

Logo o € Mg(G).

Quanto a [, temos que

(0,0), zr=0

ﬁ((w,w(r,o»:m(w,yo»:ﬁ(w,m={ ), o 20

Note que, se z = 0, entdo zr = 0 e S(z,y) = (0,0), o que nos permite concluir que

A((x,y)(r,0)) = (0,0) = (0,0)(r, 0) = 5(x, y)(r,0).

Se x # 0 e xr # 0, entao B(z,y) = (x,y). Assim, concluimos que

B(z,y)(r,0)) = (zr,0) = (,9)(r,0) = B(x,y)(r, 0).

Se x # 0 e xr =0, entao f(z,y) = (x,y). Logo,

A(z,y)(r,0)) = (0,0) = (z1,0) = (z,y)(r,0) = B(x,y)(r, 0).

Em todos os casos temos que B((x,y)(r,0)) = B(x,y)(r,0). Portanto, 8 € Mg(G).

Finalmente, vejamos que Mg(G) nao é anel. Temos que:

poladp)ee)=plalee)+ Blee)) = B((0,¢) + (e ) = Ble, 2¢) = (e, 2¢)

enquanto

(Boa)@(Bof))(e,e) = Blale,e))+B(B(e,e)) = B(0,e)+f(e,e) = (0,0)+ (e, e) = (e, e).

Logo fo(a@® ) # ((Boa)® (6o/)). Portanto, Mg(G) nao é distributivo pela esquerda

e, consequentemente, nao é um anel. O

Usando o que foi feito no Teorema|4.13], apresentamos um exemplo onde Ng(G)

nao é anel.

Exemplo 4.14. Nas notacgoes do Teorema considere R =R e G = R?%, ambos com

suas topologias usuais. Assim, as aplicacoes o, f : G — G, dadas por

alz,y) = e B(z,y) = (0,0), =0
(z,y) = (0,y) e Bz, y) (2.), =40

sao continuas e, portanto, estao em Ngr(G). No entanto, seque da demonstragio do
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Teorema [{.15 que
pola®p)#((Boa)d(Bep)),

de onde concluimos que Ngr(G) nao é um anel.

Vamos demonstrar detalhadamente o teorema a seguir, que esta presente no
artigo base e apresenta condigoes concernentes a ({0} : R)¢ e a existéncia de identidade
que sao suficientes para que, ao considerar o ideal a esquerda R de um anel topologico G,

Ng(G) seja um anel.

Teorema 4.15. Seja R um ideal a esquerda de um anel topoldgico G tal que ({0} : R)g =
{0}. Se ou R ou G tem elemento identidade d esquerda e, entao Nr(G) = R. Portanto,
Ng(G) € um anel.

Demonstracao. Inicialmente, vejamos que zr € R, para quaisquer x € G e r € R. Com
efeito, combinando a Proposicao com o Lema[4.5] temos que L/, € Np(G) e, portanto,

L' (R) C R. Sendo assim, como zr = L/ (r), temos que xr € R.

Seja f € Ng(G), vejamos que (f(e)x — f(z)) € ({0} : R)g, para todo x € G.

Com efeito,
(f(e)z — f(z))r = f(e)ar — f(a)r = f(exr) — f(xr) = f(ar) — flar) =0,

pois f é R-homogénea e zr € R. Logo (f(e)z — f(z)) € ({0} : R)g.

No entanto, como ({0} : R)¢ = {0}, temos que (f(e)z — f(z)) = 0, o que
nos permite concluir que f(e)r = f(z), para todo z € G. Logo, f = L}(e), ou seja,
f é o operador de multiplicacao a esquerda por f(e). Por outro lado, sabemos que o
operador de multiplicagdo & esquerda, L) : G — G, é um elemento de Ng(G). Sendo
assim, concluimos que Nx(G) = {L, : © € G}.

Agora, considere a aplicacdo ¥ : G — Ng(G) dada por ¥(z) = L. Vejamos

que VU ¢ isomorfismo. Com efeito, dados z,y, g € G, temos que

U(x +y)(9) = Ligiy(9) = (x +y)g =29 +yg = L,(9) + Ly, (9) = (L, © L;)(g)

U(zy) = L, (9) = (xy)g = =(yg) = x(L,(9)) = Li(Ly(g)) = (L, o L,)(g)-
Logo ¥ é homomorfismo.

A aplicagao U é sobrejetiva, pois, dado f € Ng(G), ja sabemosmos que

=1L =9(f(e))



63

Finalmente, vejamos que ¥ é injetiva. Seja x € Ker(¥), entao

U (r)g = p.(9) = vg =0,

para todo g € G. Portanto, z € ({0} : R)s. No entanto, ({0} : R)¢ = {0} por hipétese.
Logo = = 0, o que nos permite concluir que ¥ é injetiva. Portanto, Ngx(G) = R, o que

nos permite concluir que Ng(G) é um anel. O

No final da demonstracao acima é possivel perceber a importancia da hipotese
de que ({0} : R)¢ = {0}, que acaba sendo determinante para que Ng(G) tenha estrutura
de anel. Note que no Teorema [4.13| e no Exemplo [4.14| nao temos essa hipdtese, uma vez
que no primeiro temos ({0} : R)g = {0} @ R, e no segundo temos ({0} : R)g = {0} ® R.

Nao temos um resultado exatamente reciproco para o Teorema |4.15, no en-
tanto, algo proximo disso é apresentado em|BOOTH, G. L., MEYFER, J. H., and MOGAF,
K| (2017). Antes de apresentar esse teorema provaremos um lema, para que possamos

demonstra-lo com uma riqueza maior de detalhes.

Lema 4.16. Seja R um ideal a esquerda aberto de um anel topologico G com uma iden-
tidade a esquerda e tal que ({0} : R)g # {0}. Entao, dado a € ({0} : R)g ndo nulo, as
aplicagoes f, g : G — G dadas por

f(x):{ atu, xe(G\R) g(x):{ —a, 7€ (G\R)

x, rER 0, r€eR
estao em Ngp(Q).

Demonstracao. Inicialmente, para provar a continuidade, notemos alguns fatos que serao
usados. Da Proposicao [2.60, temos que R é aberto e fechado; do Corolario [2.69, temos
que G é um espago topolégico T5. Dado x € G, para mostrar que f e g sao continuas em

cada ponto de GG, vamos considerar dois casos:

Caso 1: z € R
Temos que f(z) € R, uma vez que f(x) = x. Assim, dada uma vizinhanca V' de f(x),

tome a vizinhanca V N R de . Como V N R C R, temos que

fFVAR =VARCYV.

Quanto a g, temos que g(z) = 0. Dada uma vizinhanca V' de 0, temos que VN R C R e,
portanto, g(V N R) = {0}. Deste modo temos que g(V N R) C V.

Caso 2: z € (G\ R)

Note que f(x) = a + z, o que significa que f(z) pode ser um elemento de R ou nao.
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Suponha, inicialmente que f(z) € (G \ R). Como G é um espaco T3 e R é fechado,
podemos tomar uma vizinhanca V; de f(z) tal que ViNR = ), ou seja, V4 C (G\ R). Dada
uma vizinhanga V' de f(z), consideremos Vo = VN V;. Como f(G\ R) = a+(G\ R) é um
aberto que contém f(z) (pois translagao aditiva em grupos topolégicos é homeomorfismo),
podemos ainda considerar f(G\ R) NV, como vizinhanga de f(z), a qual chamaremos de
V3. Assim, fazendo V; = ((—a) + V3), temos que Vy C (G'\ R) e além disso, temos que V
é vizinhanca de x, pois
(—a)+ f(z)=(—a)+a+z ==

Sendo assim, vale que
fVi)=a+Vy=Vs=f(G\R)NV2 CVa=V NV CV.

Agora, suponha que f(z) € R. Dada uma vizinhanca W de f(x), considere
Wi = W N R. Considere a aplicacao de translacao aditiva L, : G — G dada por
L—a)(y) = (—a) + y, que é homeomorfismo segundo a Proposigao .59 Assim, existe
uma vizinhanca U de z tal que L(_o(U) € W;. Considere Uy = U N (G \ R), que é uma
vizinhanca de z, uma vez que x € (G \ R) e G \ R é aberto. Além disso, como f e L(_g)

coincidem em G \ R, temos que

f(U1) = Li—oy(Ur) € L—qy(U) C W, CW.

Quanto a g, temos que g(z) = —a. Como G é um espago T3 e R é fechado,
podemos tomar uma vizinhanga U’ de = tal que U'N R = (), ou seja, U’ C (G'\ R). Assim,
podemos concluir que

g(U') ={=a} C V',
para toda vizinhanga V' de (—a).

Vejamos que f e g sao R-homogéneas. Dados x € G e r € R, temos que

xr € R. No entanto, temos duas possibilidades para x. Se x € R, temos que
flazr)=ar = f(x)r e glar)=0=0-r=g(z)r.
Se z € (G\ R), como a € ({0} : R)g, temos que

flar)=ar=04+ar =ar +ar = (a + x)r = f(x)r

Portanto, f,g € Ngr(G). O
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Teorema 4.17. Seja R um ideal a esquerda aberto de um anel topolégico G com uma
identidade a esquerda e tal que 2e ¢ R. Se Nr(G) é um anel, entio ({0} : R)g = {0}.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que ({0} : R)g # {0}, e entao consideremos

a € ({0} : R)g nao nulo. Definamos as aplicagoes f,g: G — G por

f<x):{a+x, re(G\R) g(x):{ —a, w€(G\R)

x, reR 0, reR

Além dessas duas aplicacoes, consideremos a aplicacao identidade I : G — G, dada por
I(x) = z, que obviamente estd em Ng(G). Do Lema [4.16] temos que f,g € Ng(G).

Agora, consideramos os casos:

Casol: e+a€R

Como 2¢e ¢ R, temos que a ¢ R. Caso contrério, terifamos que
(e+a)—a=e€R,

0 que nos permitiria concluir que 2e € R. Além disso, temos que (—a + e) ¢ R. Caso
contrario, teriamos que

(e+a)+(—a+e)=2e€R.

Sendo assim, temos que

folg®I)(e) = flgle) +1(e)) = f(mate)=at(-ate)=e

(feg)@(fol))(e) = flgle)) + f(I(e)) = f(—a) + fle) = (a—a) + (ate) =a+e.

Portanto, fo(g® 1) # (fog)® (fol).
Caso 2(i): e+a¢ Rea¢ R

Nesse caso, temos

folgaD(eta)=flglet+a)+I(eta))=f(-atet+a)=fle)=ate

(fog)@(fol))(eta) = f(g(e+a))+f(eta) = f(~a)+f(e+a) = a—atateta = ateta

Portanto, fo(g® ) # (fog)® (fol).
Caso 2(ii): e+a¢ Rea€e R
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Nesse caso, temos que a + e + e ¢ R. Caso contrario, terfamos que
(—a)+ (a+e+e)=2e€R.
Sendo assim, temos que

(go(f@dI))(e) =g(fle)+1(e)) =glate+e)=—a

((gof)@(gol))le) =g(f(e)) +gle) =glate) —a=—a—a

Portanto, go (f @ 1) # (go f) ®(go ).

Em cada um dos casos achamos um elemento de Nz(G) que nao é distributivo,

o que contradiz a hipdtese de Ng(G) ser anel. Portanto, temos que ({0} : R)g = {0}. O

Um Corolario imediato dos Teoremas e ¢é o seguinte:

Corolario 4.18. Seja R um ideal a esquerda aberto de um anel topolégico G com uma

identidade a esquerda e tal que 2e ¢ R. Entao Ng(G) é um anel se, e somente se,
({0} : R)e = {0}
No proximo resultado, voltamos a estudar primalidade:

Teorema 4.19. Seja R um anel topolégico primo e A um ideal nao nulo de R. Entao

Na(R) € equiprimo.

Demonstracao. Faremos a demonstracao provando a contra-positiva da afirmacao pre-
sente na definigdo de quaseanel equiprimo. Sejam f, g, € N4s(R), onde ¢ # 0 e f # g.
Sendo assim, existem z,y € R tais que p(x) # 0 e f(y) # g(y). Assim, vale que
fy) —g(y) #0. Como R é primo e A # {0}, existe a € A tal que

alf(y) — g(y)] # 0.

Novamente, como R é primo e p(z) # 0, temos que existe r € R tal que

p(x)ralf(y) —g(y)] # 0,

0 que nos permite concluir que

o(x)raf(y) # e(x)rag(y).
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Defina a aplicagao v : R — R por

W(t) = xrat,
para todo t € R. Como v é a translagao multiplicativa por zra a esquerda, temos que 1
é continua e A-homogénea. Logo ¥ € N4(R).

Como ¢ é A-homogénea e raf(y) € A (pois A é ideal de R e a € A), temos

que
(potvo flly) =oW(f(y)) = plzraf(y)) = e(x)raf(y).

Da mesma forma, temos que

(povog)y) = e((9(y)) = plerag(y)) = e(x)rag(y).
Como p(z)raf(y) # ¢(x)rag(y), concluimos que
(potof)#(potog).
Portanto, Na(R) é equiprimo. O

Agora vamos apresentar com detalhes um exemplo que estd no artigo base, e
no qual, nas notagoes do Teorema [4.19] R nao é primo, fazendo com que N4(R) nao seja

equiprimo.

Exemplo 4.20. Nas notagoes do Teorema[{.19, tome R = Z, com a topologia discreta e
A ={0,2}. Considere a aplicagio [ : Zy — Z4 dada por

f<x>={9’ xe{g’g ,

que € obviamente continua. Note que f também é A-homogénea. Com efeito, se a = 0,

entao

f(z-0)=0= f(z) 0.

para todo x € Zy. Se a = 2, entdo temos que

f(0-2)=f0)=0=0-2= /()2
fI2)=i@=0=2-2=71)-2
f2-2)=f0)=0=0-2=1()2,
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Logo f(za) = f(x)a, para quaisquer x € Zy e a € A. Portanto f € Na(R).

Da definicio de f, dado x € Zy, temos que f(z) € A. Do Lemal].5 temos que p(A) C A,
para todo p € N4(R). Portanto,

(fowo f)(z) = fle(f(x)) =0,

pois o(f(x)) € A e f(a) = 0, para todo a € A. Ou seja, (f opo f) = 0, para todo
¢ € Na(R), o que nos permite concluir que Nao(R) ndo é 3-semiprimo. Segue da Pro-
POSICao que se No(R) fosse equiprimo, deveria ser 3-semiprimo. Logo Na(R) ndo é

equIPTIMO.

Na presenca de elemento identidade, veremos, no teorema a seguir, que a

reciproca do Teorema 4.19| é verdadeira. Mas primeiro, um lema:

Lema 4.21. Seja R um anel topoldgico primo com identidade e A um ideal nao nulo de

R. Entao f(A) # {0}, para todo f € Ns(R) nao nulo.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que existe f € N4(R) tal que f(A) = {0}. Como
A é ideal de R, temos que AR = A e, portanto, f(AR) = f(A) = {0}. Agora, para todo
a € A nao nulo, considere a aplicagdo L/, : R — R por L/ (r) = ar, para todo r € R. Note
que L € N4(R), pois é a translagao multiplicativa por a & esquerda. Sendo assim, para

quaisquer ¢ € Na(R) e r € R, temos que

(fowoLy)(r) = fplar)) € f(A),

pois AR = A e p(A) C A, para todo ¢ € Na(R) (Lema [4.5). No entanto, f(A) = {0}.
Portanto, (f oo L) =0, para todo ¢ € Na(R). Mas isto contradiz a 3-primalidade de
N4(R), uma vez que f e L! sado nao nulas. Portanto, f(A) # {0}, para todo f € N4(R)

nao nulo. O

Teorema 4.22. Seja R um anel topoldgico com identidade e e A um ideal nao nulo de
R. Entao sao equivalentes:

(a) R € um anel primo.

(b) Na(R) € um quaseanel equiprimo.

(¢) Na(R) € um quaseanel 3-primo.
Demonstragao. (a) = (b): Segue diretamente do Teorema [1.19]

(b) = (c): Segue diretamente do item (a) da Proposicao [2.39]

(¢) = (a): Mostraremos a contra-positiva da afirmagao presente na definigdo de anel
primo. Sejam x,y € R nao nulos. Considere as aplicacoes de translagao multiplicativa

por x e y a esquerda L), L; € Na(R), que sdo nao nulas. Como N4(R) é 3-primo, existe



f € Na(R) tal que (L}, o fo L) # 0. Assim, temos que
(Lo fo L)(A) = af(yA) #0,
Sendo assim, como f é A-homogéneo e L;(A) = yA C A (Lema , temos que
z[f(e)lyA = z[f(e)yA] # 0.

Logo z[f(e)]y é um elemento nao nulo de zRy. Portanto, R é primo.
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5 CONCLUSAO

A principal proposta desta dissertagao era estudar a estrutura dos quaseanéis
de aplicacoes homogéneas e continuas definidas em um modulo topolégico, que por sua
vez, é definido a partir de um anel topoldgico, e toma valores neste mesmo moédulo. Além
disso, este trabalho tinha como objetivo apresentar de uma forma mais acessivel alguns
avangos que G. L. Booth, J. H. Meyer e K. Mogae obtiveram sobre alguns trabalhos de
S. Veldsman e C. J. Maxson, estudando a profundidade com que esse quaseanel herda as
propriedades de primalidade do anel de partida.

Considerando um anel topolégico R como um R-moddulo topoldgico, concluimos
que o quaseanel das aplicagoes continuas e homogéneas de R em R, Ng(R), é isomorfo
a R e, portanto, herda suas propriedades de primalidade e admite estrutura de anel. O
mesmo nao ocorre quando consideramos R? como R-médulo topolégico, No entanto, G. L.
Booth, J. H. Meyer e K. Mogae mostraram em “Topological rings, homogeneous functions,
and primeness’que a relagao de primalidade entre R e Ng(R?) é bastante profunda.

Considerando o caso onde G é um anel topolégico, R é um subanel de G
e tomando G como R-médulo, provamos que Ng(G) é isomorfo a G no caso de R ser
denso em (. Por fim, estabelecemos algumas condigoes necessarias e suficientes para que
Ng(G) seja anel, no caso onde R é um ideal a esquerda do anel topolégico G, e exibimos
alguns resultados que mostram relagao de primalidade entre N4(R) e R, sendo R um anel

topoldgico e A é um ideal nao nulo.
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