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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que, se dois germes de fun¢ées w-homogéneas
(mas nao homogéneas) na origem do plano complexo sado bi-Lipschitz equivalentes, no
sentido de que esses germes-fungoes podem ser incluidos em uma familia fortemente bi-

Lipschitz trivial, entao esses germes de funcoes sao analiticamente equivalentes.

Palavras-chave: W-homogéneo. Singularidade isolada. Bi-Lipschitz.



ABSTRACT

The main goal of this work is to show that if two germs of w-homogeneous (but not
homogeneous) functions at the origin of the complex plane are bi-Lipschitz equivalent,
in the sense that these germ-functions can be included in a strongly bi- Lipschitz trivial

family, then these germs of functions are analytically equivalent.

Keywords: W-homogeneous. Isolated singularity. Bi-Lipschitz.
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1 INTRODUCAO

Uma questao fundamental na teoria da singularidade é o estudo das classes
de equivaléncia de germes de aplicacoes geradas por uma determinada relagao. No que
diz respeito a germe de funcgoes analiticamente equivalentes temos o famoso exemplo
dado por Whitney em 1965, WHITNEY]| (1965)). Seja o polinémio complexo F'(t,z,y) =
zy(x — y)(x — ty), sua restricdo para 0 < [¢t| < 1

fi(@,y) = 2y(z — y)(z — ty)

define uma familia de germes de fungoes (C?,0) — (C,0) com singularidade isolada. Em
WHITNEY] (1965), H. Whitney justificou a rigidez da classificagdo analitica de germes
de funcoes provando que: dado t # s, nao ha ¢ : (C?,0) — (C2,0) germe de aplicacio
bi-analitica tal que f; = fs o ¢; isto é, f; nao é analiticamente equivalente a f;.

Por outro lado, no que diz respeito ao ponto de vista topoldgico, esta familia
nao é tao interessante, pois para qualquer t # s existe um germe de homeomorfismo
Y 1 (C2,0) — (C20) tal que f; = f, 0; isto é, f; é topologicamente equivalente a fi,
como pode ser visto em [KUO| (1980).

No primordial paper HENRY and PARUSINSKI (2003), Henry e Parusinski
consideraram a equivaléncia bi-Lipschitz, que esta entre a analitica e a topoldgica, de
germes de fungoes. Por exemplo, [KOIKE and PARUSINSKI| (1977) e BIRBRAIR, FER-
NANDES, and PANAZZOLO, (2009) mostraram que, em certo sentido, para os germes de
funcoes w-homogéneas reais em duas variaveis, o problema da classificagao bi-Lipschitz
é bastante ”"préximo”ao problema da classificagao analitica. Os resultados apresentados
em HENRY and PARUSINSKI (2003) mostram a rigidez da classificacao bi-Lipschitz dos

germes de fungoes. Mais precisamente, eles consideraram a familia
3., .6 2,4 1
filz,y) =2° +y° — 3t°zy ;v0<|t]<§;t€(C

provando que dado t # s, nao ha ¢ : (C% 0) — (C?,0) germe de aplicagao bi-Lipschitz tal
que f; = fs o ¢; ou seja, f; nao é equivalente bi-Lipschitz a f;.

A estratégia usada por eles era introduzir um novo invariante baseado na
observagao de que um homeomorfismo bi-Lipschitz nao move muito as regioes em torno
das curvas polares. Para um tnico germe f, o invariante é dado em termos dos coeficientes
principais das expansoes assintoticas de f ao longo dos ramos das suas curvas polares
genéricas. No caso da trivialidade bi-Lipschitz de uma familia de germes de fungoes,
integrar um campo vetorial Lipschitz, aqui chamado de fortemente bi-Lipschitz trivial, os
calculos sao muito mais faceis e muito ilustrativos.

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que, se dois germes de fungoes
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w-homogéneas (mas nao homogéneos) (C?,0) — (C,0) sao equivalentes bi-Lipschitz, no
sentido de que estes germes-fungao podem ser inclusos em uma familia fortemente bi-

Lipschitz trivial de germes de fungoes w-homogeéneas, entao eles sao analiticamente equi-

valentes.



12

2 PRELIMINARES

Para fazer justiga, essa segao foi praticamente retirada de |GIBSON| (1979) e

EBELING) (2007).

Observacgao:
Denotaremos por O,, o anel dos germes de fungoes analiticas na origem 0 € C",
M oideal maximal de O,, e J; o ideal gerado pelas derivadas parciais de f, <§—9{1, cee %>.

Definicao 2.1 Um grupo de Lie é um grupo que também é uma variedade suave de
dimensao finita, na qual as operagoes de multiplicacdo e inversao do grupo sao aplicagoes
SUaves.
Exemplo: O espaco euclidiano real de dimensao n, R", visto como um grupo aditivo ¢
Exemplo: O grupo linear de todas as aplicagoes lineares invertiveis de R* — R", GL,,
com a operagao de multiplicacao de matrizes ¢
Exemplo: Sejan > 1. O grupo GL, (k) (onde k = R ou C) das matrizes inversiveis n
por n é um grupo de Lie, visto que a operagao multiplicacao de matrizes é continua, ja
que se A e B sao matrizes, entao as entradas de AB sao somas de produtos de entradas
de Ae B. ¢
Definicao 2.2 Uma ag¢ao suave de grupo é uma aplicacao suave ® : G x M — M
de um grupo de Lie G sobre uma variedade suave M tal que para ¥Nx € M, g,h € G e e
sendo o elemento unidade do grupo G

1. d(e,x) ==x

2. ®((gh), x) = B(g, (D(h, ).
Denotamos por H¢(n,p) os espaco das aplicacoes diferencidveis R® — RP Exemplo:
Seja o GL, o grupo linear de todas as aplicacoes lineares invertiveis de R™ — R" sob a
operagao de composicao, ou seja, multiplicagdo de matrizes. Verificasse que temos uma

agao do grupo GL, x GL, sobre o espago vetorial H%(n, p) dada por
(HK)ef=KofoH"

o

Denotaremos agoes @ : Gx M — M como as definidas acima por (g, x) — gex.
Definicao 2.3 Fixada uma acdao suave de grupo, chamamos de orbita de um elemento
x de M a classe de equivaléncia de x com respeito a relacao de equivaléncia ~ determinada
por x ~y se existir g € G tal quey =g ex.

Antes de nos voltarmos para exemplos, notemos um pequeno ponto geométrico.
Sejam x1, ro pontos de uma variedade M que pertencem a uma mesma Orbita, entao existe
g € G com x5 = g e x1. Observe que a aplicacao M — M definida por z — g e z é uma

transformagao de M (isto é, uma bijecao de M em si) que preserva 6rbitas - por essa frase
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queremos dizer que um ponto é sempre mapeado para outro ponto na mesma Orbita - e
que mapeia x; para Ts.

Exemplo:  Voltando nosso olhos para o espaco H&(n,1) no qual os elementos sido
polindbmios homogéneos de grau d nas coordenadas xi,...,x,. Entao, desde que nao
sejam zero, p € H{(n,1) ir4 definir uma hipersuperficie de grau d no espaco projetivo real
PR"™ de dimensao (n — 1). Por exemplo quando n = 2 estamos lidando com d pontos em
uma linha projetiva, quando n = 3 com uma curva de grau d no plano projetivo, e assim
por diante.

Dois elementos de H{(n, 1) estarao na mesma &rbita se e somente se as hi-
persuperficies correspondentes podem ser obtidas umas das outras por uma mudanca de
coordenadas linear inversivel, isto é, sao projetivamente equivalentes. A caso de curiosi-
dade, a dificuldade de listar as érbitas aumenta acentuadamente ao passo que d cresce.
o

Uma grande dificuldade que se apresenta ao estudar érbitas é o de como cal-
cular os espacos tangentes a elas. A proposicao vai servir de apoio para essa tarefa.
Antes disso, apesar de sua enorme aplicacao em varias areas da matematica, enunciarei
formalmente o Teorema de Sard a titulo de completude desse trabalho.

Teorema 2.1 [de Sard] Seja f; : N; — P uma familia enumerdvel de aplicagoes suaves.
Entao o conjunto de valores requlares comuns as f; € denso em P.

Prova. Ver |GIBSON]| (1979). ]
Proposicao 2.1 Seja @ : G x M — M uma acao suave de um grupo de Lie G sobre uma
variedade suave M onde todas as orbitas sao subvariedades suaves de M. FEntao para
qualquer ponto x € M a aplicagao ®, : G — G e x tal que g — g ® x € uma submersao.
Prova. A demonstracao se divide em duas partes a primeira é a seguinte,

Afirmagao 1 : A aplicacao @, tem posto constante em todo ponto de G.

Prova. E suficiente provar que o posto de ®, em qualquer ponto h € G é igual ao de
ecG. Sejama: G — Gep: M — M difeomorfismos definidos por g +— hgeyr— hey
respectivamente. O diagrama de aplicacoes suaves a esquerda comuta e entao implica
o da direita. As setas verticais no diagrama de diferenciais sao isomorfismos, entao as

aplicacoes TP, e T}, P, tém o mesmo posto.

(I)x Teq):v
G Gezx TG T.Gex
0% B TeOé Txﬁ
G Geux T.G ThezG ®x
(I)x Thq)x
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Tendo provado a afirmacao, agora a segunda parte é mostrar que &, é sub-
mersao em qualquer ponto de G. Mas isso segue diretamente do Teorema de Sard que
garante a existéncia de pelo menos um valor regular na imagem de ®,.

]

Uma consequéncia dessa proposicao, como ja dito anteriormente, é facilitar o
célculo do espago tangente T,.(G e x) a uma drbita. A saber, o espago tangente 7,(G o x)
é a imagem do espago tangente T,G sobre o diferencial Ty¢,. Uma amostra de como usar
esta proposicao é o seguinte exemplo.

Exemplo:

Sejam R(n,n) o grupo de germes de difeomorfismo analitico (C",0) — (C",0),
H¢(n,p) o grupo de todas as aplicagoes de C* — CP cujo cada um das componentes
(em relagao asa coordenadas padrao do CP) é um polinémio homogéneo de grau d nas
coordenadas 1, ..., z, em C" e a acio ® : R(n,n)x H{(n,p) — H&(n,p) talque (H, F)
FoH.

Observagao: Note a diferenga entre as notagoes de H{(n,p) e de H%(n, p).

Calculamos a imagem do diferencial da seguinte forma. Seja ey, ..., es, deno-
tando os vetores de base padrao em C", e para 1 <4,j < 2n seja A;j : C" — C” seja a
aplicagao linear que mapeia e; para e;, e os vetores base restantes para 0.

Considere agora as curvas 7;; em R(n,n) através de e, o elemento unidade
do grupo, dadas por 7;;(t) = e + tA;; com ¢t numa vizinhanga de 0. Evidentemente, as
derivadas dessas curvas em e geram uma base para o espaco vetorial M (n) das aplicagoes
lineares de C" — C", que é o espago tangente para R(n,n). Segue-se que a imagem do
diferencial em e para H — F o H seréd gerado pelas derivadas em 0 das curvas F' o ;;, ou

seja, as derivadas em 0 com respeito a t de F(xy,...,x;+tx;, ..., x,), que, pela Regra da
OF

Agora, considere a aplicacdo K — K o F: essa é a restricao de uma aplicacgao

Cadeia, sao x;

linear, assim coincidird com seu diferencial em e, e a imagem serd gerada por todos os
G = (g1, .-, gp) com apenas um g; igual a um f;, e todos os outros g‘s zero.

o

Outro resultado de suma importancia para esse trabalho, mas que é suficien-
temente conhecido para permitir a omicao de sua demonstragao é o
Proposicao 2.2 [Teorema Fundamental das Equagoes Diferenciais Ordindrias de Pri-

meira Ordem] Considere o problema de valor inicial

Oy _
(1) ot f(tv y)

y(to) = vo.

Se f(t,y) e % sao continuas no retangulo R = {(t,y) € Rja <t <bed <y < v}

contendo (tg, o), entdo o problema (1) tem uma tinica solugdo em um intervalo contendo
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to.

As Proposicoes e serao usadas para provar o Lema de Mather, que é a
primeira peca do quebra-cabeca para a construcao desse trabalho. Tal lema é fundamental
para a continuacgao desse texto e por esse motivo foi deslocado para uma outra secao. Na
secao que leva nome desse lema, a préoxima, se encontra mais um outra proposicao que é
igualmente importante, o Teorema de Thom-Levine, pois deu inspiracao para o resultado

almejado no artigo gerador dessa dissertacao.

2.1 O Lema de Mather

Teorema 2.2 [Lema de Mather]
Sejam m : G x M — M uma ag¢ao suave e P C M um subvariedade coneza e
suave. Entao P estd contida numa unica orbita da acao se
(a) T.(G ex)DT,P, para todo x € P.
(b) dimT,(G e x) € constante para x € P.
Antes de provarmos o Lema de Mather, mostraremos a importancia das duas
condicoes acorrerem simultaneamente.
1. Satisfazendo a condigao (a).

Seja G o subgrupo de matrizes em GL(2,R) que preservam o eixo-z. Entao

a b
G:{(O d) GGL(Q,R)}.

Seja M = R? e suponha que a acio é dada por

() =+C)

Existem trés orbitas, (0,0), A = {(z,y) e R*: y = 0;2 <0V z > 0} e 0o comple-
mentar do eixo z.
Comando P =V onde V é o gréfico de y = (z — 1)%. Entao P satisfaz (a), mas nao

(b) e também nao esta contida em uma sé orbita (Figura abaixo).

\Y

o
]
]
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2. Satisfazendo a condigao (b).

Seja a acao a : R x R? dada por

(@, (z.9))) = (z,y) + (0, a).

Suas 6rbitas sao todas as retas verticais em R2.
Fazendo P = {(z,y) € R? : y = 1} satisfaz (b), mas nao (a) e consequentemente
nao estd contida em uma unica orbita.
Mostrado esses exemplos, rumamos a provar o Lema de Mather.
Prova. Antes de atacar o resultado, usemos a Proposicao para fazer uma pequena
mudang¢a no enunciado do problema. Dada a aplicacao m, : G — M, g — g e x as
condigoes (1) e (2) se equivalem as seguintes proposigoes
(a’) dmy(e)(TeG) D T, P, para todo = € P.
(b’) O posto da aplicagdo dm,(e) é constante.
Feito esse ajuste, definamos L, para ser o complemento ortogonal do kernel

da aplicacao dmg(e) para z € P, L = |J (x x L,). Mais ainda se fizermos
zeP

LY = L, [ \(dmg(e))  (T,P) e L* = | J(x x L)

zeP

LY é um subconjunto de L e a diferencial dm,(e) induz um isomorfismo de fibrados
vetoriais L° sobre o fibrado tangente de P, L® = TP; (z,v) — (z,dm.(e)v). A saber
(z,v) = (x,dm,(e)v) é claramente injetivo e é sobrejetivo pois T, P C dm,(e)(T.G).
Seja F' = (id,f) : TP — L° o isomorfismo inverso, onde id representa a
aplicacao identidade, e p : P x T,G — T.G a proje¢ao na segunda coordenada.

Teremos que a p o F'ssa é uma aplicacao suave satisfazendo
dmg(e)(po F(v)) =v, YveT,P

A variedade P sendo conexa, qualquer dois pontos nela podem ser ligados
por um caminho suave em P. Entao é suficiente mostra que qualquer caminho suave
¢ :[0,1] — P tem imagem contida numa tnica 6rbita.

Seja ¢(t) € Tewy P o correspondente vetor tangente, definamos

Xy = p(F(e(t) € T.G,
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onde R,(h) = gh.

Para to € [0, 1], considere a seguinte equagao diferencial ordindria
(1) a(t) = X(a(t), alto) = e.

Para e > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugao a : (to —€,tg+¢) — G

para (1). Entao
£ la(t) () 0 (1)) =0
assim a(t)71(t) ® ¢(t) = c(ty). Mostrando que c(t) se mantém numa tnica 6rbita para
|t — to] < e. Como o intervalo é conexo, temos que a imagem de ¢ estd de fato contida
numa tunica érbita da acao.
|

A prova do Teorema motivou a definicao de uma familia fortemente bi-
Lipschitz trivial e consequentemente o paper que gerou esse trabalho.
Teorema 2.3 [Teorema de Thom-Levine/

Seja U um dominio em C, W uma vizinhanca de 0 em C" e F: W x U — C
tal que F(0,t) = 0. Denotando fi(x) = F(z,t)Vt € U,Vz € W. Se houver uma familia
de campos vetoriais analiticos v : W x U — C", v(0,t) = 0 para todos t € U e

Ofi
W(x) = (dfy)(z)(ve(2))

VvVt € U Vr € W, entao f; é analiticamente equivalente a fs para qualquert,s € U.
Para prova-16 precisaremos de alguma definigoes:
Definigao 2.4 Seja f € O,, um germe de funcao. Uma deformag¢ao p-parametro de

f € um germe F de funcao analitica na origem de CP x C" tal que
Fo(z) = F(0,2) = f(z).

Definicao 2.5 Duas deformacoes p-parametro, F' e G, de um mesmo germe f € O,, sao
isomorfas, se existe um difeomorfismo local ¢ na origem em CP x C™ tal que

1o6(ta) = (Lu(La) e 6(0,a) = (0,2)

2. G=Foo.

Definicao 2.6 Uma deformacao € dita trivial se ela € isomorfa a deformacdo constante

(t, ) = f()

Com todas essas definicoes estamos capacitados para provar o resultado se-
guinte.
Proposicao 2.3 Uma deformagdao um-parametro F' de um germe de func¢ao f em O, é

trivial se e somente se existe um germe de campo vetorial X na origem de R x R™ da
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sequinte forma
X = 9 —|—iX-(t x)i
N 315 i1 n al‘z

tal que X - FF =0
Prova.
(=)
Se F' é trivial, existe ¢ : R x R" — R x R™ um difeomorfismo tal que

f(z) = F(t,9(t, z)).
Diferenciando em repeito a t,

_oF 5 oyt z) OF

=1

fazendo X (t,x) = 2 + 37, aw’é(tt’x)a%i chegamos ao resultado.
(<)

Dado um campo C* definido em um aberto de R x {0} em R™ x R que tem

a seguinte forma

As orbitas do campo X em R x R" sao curvas integrais do sistema de equagoes

diferenciais de primeira ordem

(1)62? — Xi(t,x) i=12,....,n

Definindo t — (¢, ¢(t, x)) onde ¢(t, ) uma solugao de (1) com condicao inicial
z;(0,x) = x.
Pelo teorema fundamental das equacoes diferenciais de primeira ordem temos

que existe U C R x R™ contendo [0, 1] x {0} tal que para cada t € [0, 1], a aplicagao
q)t . UO — Ut

x— ¢(t,x)

onde U; = {z € R"/(t,z) € U} é um difeomorfismo com ®(0,z) = x. Assim, V(t,z) =

(t,®(t,z)) também é um difeomorfismo satisfazendo,

f(z) = F(¥(0,2)) = F(0,2(0,2)).
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Como X - F' =0 a regra da cadeia nos da

0

OF(¥)  OF ~O0Vi(t,2)9OF  OF ~0Xi(t,x)OF
TRl D Dh v M LD D T P

i=1 i=1

o que mostra que F'o ¥ nao depende de t e assim sendo uma deformagao um parametro
trivial.

[ ]

A demonstracao do Teorema [2.3] sai de uma aplicagao direta dessa ultima

proposic¢ao, mas se caso duvidas ainda persistirem, consultar MARTINET] (1982]).
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2.2 Fortemente Bi-Lipschitz Trivial

Motivado pelo Teorema de Thom-Levine para a equivaléncia analitica de
germes de funcoes, Teorema [2.3] e pela vontade de estudar as equivaléncia bi-Lipschitz
de germe de funcoes analiticas definimos a seguinte nocao de trivialidade bi-Lipschitz de
uma familia de germes de fungoes.

Definigao 2.7 Seja f;, t € U, um dominio em C, uma familia de germes de fun¢oes
analiticas, ou seja, existe uma vizinhanca W de 0 em C" e uma funcdao analitica F :
UxW — C tal que F(t,0) =0 e fi(x) = F(t,z)Vt € U Ve € W. Nds chamamos f; de
fortemente bi-Lipschitz trivial quando hd uma familia continua de campos vetoriais
Lipschitz vy : (C*,0) — (C™,0), onde a constante de Lipschitz de vy nao depende de t, tal
que

A )
Ve e WVt e U.
Definigao 2.8 Dois germes de fungao f,g : (C*,0) — (C™,0) sao chamados de bi-
Lipschitz equivalente se existe um germe de aplicagao bi-Lipschitz ¢ : (C",0) — (C™,0)
tal que f = go ¢.

O proximo resultado mostra que se incluirmos dois germes de funcao f e g em
uma familia fortemente bi-Lipschitz trivial de germes de funcoes, entao os dois germes de
fungdes iniciais f e g sao bi-Lipschitz equivalentes.

Para provar-16 precisaremos de um coroléario decorrente do Lema de Gronwall.

A afirmacao é que se f satisfaz a condicao Lipschitz entao, para t fixo e ¢ uma solucao de

&= f(t,x)

¢é Lipschitz relativamente a x.
Lema 2.1 (Gronwall) Sejam a > 0 uma constante, u,v : I — R duas fungoes positivas

continuas tais que

u(t) < a+ /to u(s)v(s)ds, vt € I.

Entao vale
to d
u(t) < aelt’ v(e)ds

Em particular, se o = 0,u = 0.
Com a mesma notagao do lema anterior:
Corolario 2.1 Seja f : U € C x C* — C continua, e Lipschitziana com respeito a

sequnda varidvel, digamos

|f(t,z) = f(t,y)] < K|z —yl.
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Entao, Vt € By 5, N By, .y, temos

|b(t, to, m0) — D, to, yo)| < X1l |z — yql.

Para consultar a demonstracao do Lema de Gronwall e sua consequéncia con-
sultar SOTOMAYOR] (1979)).
Teorema 2.4 Se f; € fortemente bi-Lipschitz trivial, entdo f; € bi-Lipschitz equivalente
para fs para qualquer t,s € U C C.
Prova.

Sejam F' : U x W — C uma funcao analitica tal que F'(¢,0) = 0 e fi(z) =
F(t,z)Vt € U Nz € W e v : (C*,0) — (C™,0) uma familia continua de campos vetoriais
Lipschitz onde a constante Lipschitz nao depende de t e tal que

Af
= (@) = (dF) (@) (v (2)).

Sejam as equagoes diferenciais de primeira ordem

dl‘i
dt

=uv(t,x) i=1,2,...,n. (1)

onde v;(t, x) é a i-éssima coordenada de vy(x).
Seja ¢(t,z) uma solugao de (1) com condi¢ao inicial x;(0,z) = z. Note que
v;(t, x) é continua e satisfaz a condigao Lipchitz na segunda coordenada.
Assim pela Proposigao [2.1] temos que existe B x V' C C x C" tal que para cada
t € B, a aplicagao
P Vo= Vi

x> ¢(t, x)

onde V; = {z € C"/(t,x) € B x V'} é Lipschitz com ®,(0,z) = .
Entao o germe de aplicacao, ¥ (t,x) = (t, —¢(t, z)) é bi-Lipschitz, pois o fluxo
de para (1) é bi-Lipschitz, satisfazendo:

OF(¥(t,x)) OF(t,—¢(t,x))

ot N ot
_OF  OF 0¢:(t,x) OF 0¢,(t, x)
~ ot O0r, ot Om, Ot
of,  Of
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of,  0f 0:(t.x)  Of, Opult.z)

Logo F' o ¥ nao depende de t mostrando que para qualquer t € U, f; é bi-
Lipschitz equivalente a fy. Assim qualquer dois t, s € U sao bi-lipchitz equivalentes por

composicao de bi-Lipschitz.
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2.3 A Algebra de O,

Essa secao se destina a dar uma breve introducao sobre a dlgebra presente no
anel O,,. Dito isso comecamos como a
Proposicao 2.4 O anel O,, de germes de funcao holomorfas na origem em C" € isomorfo
ao anel C{z} da série de poténcias convergentes em 0.

Prova. Defindo a aplicacao
o0, — C{z}

que associa um germe de func¢ao holomorfa representada por uma fungao holomorfa f :
U — C para sua expansao da série de poténcia em 0.

Esta aplicacao estd bem definida pois dois representantes do mesmo germe
concordam em uma vizinhanca aberta de 0 e, portanto, possuem a mesma expansao de
série de poténcias em 0.

A aplicacao ® é sobrejetora. Uma série de poténcia .- a,z” convergente
em um polidisco em torno de 0 define uma fungao holomorfa, assim um germe de fungao
holomorfa.

A aplicacao ® é também injetora, pois esse germe de funcao é exclusivamente
determinado. E claro que @ respeita as operacoes do anel e entao é um isomorfismo de
anéis.

]
Proposicao 2.5 O anel O,, é um dominio de integridade, ou seja, para todos f,g € O,
seque de fg =0 que f =0 ou g =0.
Prova. Sejam f',¢" € O, com f'¢g’ = 0. Os germes [, ¢ sao representados por funcoes
holomorfas f,g : U — C onde U é uma vizinhanca aberta de 0. De fg = O segue que
f(2)g(z) = 0 para todo z € V. C U, onde V é uma vizinhanga aberta conexa de 0. Se
f(w) # 0 para algum w € V, entdo f(z) # 0 para todo z € W, com W uma vizinhanga
de w. Entdo g(z) = 0 para todo z € W. Pelo Teorema da Identidade para fungoes
holomorfas segue-se que g(z) = 0 para todos z € V e, portanto, g = 0. [ |
Proposicao 2.6 As unidades do anel O, sao precisamente os germes de funcao f com
1(0) #0.
Prova.

(a) Se f € O, é uma unidade, existe um g € O, tal que fg = 1, em particular
f(0) — g(0) =1, entao f(0) # 0.

(b) Agora, inversamente, seja f um representante de uma germe de fun¢ao holomorfa
de O, com f(0) # 0. Entdo, por continuidade, f(z) # 0 para todo z em uma
vizinhanga aberta U de 0. Entao 1/f estd bem definida e é continua em U. Agora
1/f é holomorfa em cada varidvel. Assim 1/f é holomorfa em U, donde 1/f € O,.

]

Proposicao 2.7 O anel O,, é€ um anel local
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Prova.

Sabemos que um anel R ¢é local se e somente se suas nao unidades formarem
um ideal I. Se R é local, entao I é seu ideal maximal. Entao é suficiente mostrar que
os elementos de O,, que nao sao unidades formam um ideal em O,,. Pela Proposicao 2.6
estes sao justamente os germes de funcao holomorfas f com f(0) = 0. Se f é tal germe e

g € O,, é um germe de funcao arbitraria, entao fg(0) = f(0)g(0) = 0. Assim

m = {f € On|f(0)}

¢ um ideal em O,,. Entao O,, é um anel local como ideal maximal m. [ |
Definicao 2.9 Uma série de poténcias g(z) € C{z} € chamada de regular de ordem k
em zpt1 se g(0,...,0, z,41) € uma série de poténcias em z,y1 de ordem k.

Lema 2.2 Se g(z) € C{z} € uma série de poténcias convergente de ordem k < 0o, entdo
g(2'), onde 2,,..., 2, sdo coordenadas apropriadas de C™*1 obtidas por uma mudanca
linear de coordenadas de zy,. .., znt1, € regqular de ordem k em 2, ;.

Proposigao 2.8 (Teorema de Divisao de Weierstrass) Sejam f,g € C{z,t} tal que
g € reqular de ordem k em t. Entao existe uma unica série de poténcias ¢ € C{z,t} e um

polinémio r unicamente determinado em C{z}[t] de grau <k —1 com

f=a9+r

Para a prova do Lema e da Proposicao consultar EBELING| (2007).
Teorema 2.5 (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal no anel de polinomios em
varias varidveis sobre um anel Noetheriano € finitamente gerado.
Para maiores esclarecimento a respeito dessa afirmacao veja LANG] (2002).
Finalizando essa secao de propriedades algebricas de O,,, mostrarei que esse
anel é Noetheriano.
Proposicao 2.9 O anel O, = C{z,...,2,} é Noetheriano.
Prova. Provamos o teorema por inducao em n.
Quando n = 0; Oy = C é um corpo, entao ¢é trivialmente um anel Noetheriano.
Seja I C Og,umideale g € I, g # 0. Podemos assumir que, apés uma mudanca
de coordenadas, se necessario, g é regular de ordem k em z,. Pela hipétese de inducao
O,—1 é Noetheriano. Pelo Teorema de Base de Hilbert, o anel O,,_1[z,] é Noetheriano.
Segue que o ideal INQO,,_1[z,] é finitamente gerado por elementos g1, ...,9; € INO,_1[z,].
Agora seja f € I. Pelo Teorema da Divisao de Weierstrass, f pode ser escrita

COo1mo

f=qg+r

com r € Oy_1[z].



Desde que f € [ e g € I, temos
r=f-q9el
entdo r € I N O,_1[z,). Assim, existem ay,...,a; € O,_1[z,) com
r=aigr+ -+ ag.

Segue que

f=q9+ag1+ - +ag.

Logo provamos que g, g1, ..., g geram o ideal I.

25
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2.4 Numero de Milnor

Defini¢ao 2.10 Chamamos de Numero de Milnor u(f) a dimensao do espago %’
onde Jy denota o ideal de O,, gerado pelas derivadas parciais de f.

Uma bonita e simples relagao entre o Niimero de Milnor e os ponto singulares
¢ mostrada na seguinte proposicao.
Proposicao 2.10 Suponha que o germe f em O, tenha Numero de Milnor positivo e
finito. Entao a origem em C"™ é um ponto singular isolado de qualquer representante
de f, ou seja, existe uma vizinhanc¢a da origem em que O € o unico ponto singular do
representante.
Prova.

Observe primeiro que 0 € C" deve de fato ser um ponto singular de (qualquer
representante de) f. De fato, se alguma derivada parcial g—i(O) # 0 entao g—i seria um
elemento invertivel de O,, entao J; = O, e f teria Numero de Milnor zero. Como f

tem Numero de Milnor finito temos, M¥ C J; para algum inteiro k¥ > 1. Em particular,

isso significa que os monomios w1, ..., z, podem ser escritos como combinagoes lineares
de %, cee 887); com coeficientes em O. Em um ponto singular de f todas essas derivadas
parciais devem se anular, entao xi,...,x, devem se anular também, ou seja, o ponto
singular em questao deve ser 0. [
Exemplo:

Considere o germe f(x,y,z) = y*> — z%x* + 2*. Aqui o derivadas parciais sao

of _ .o 0, Of o 0f
e 22°x + 3x°;,  — = 2y; 5

dy

= — 2222

nas quais se anulam simultaneamente no eixo z. Assim a origem no C?* nao é um ponto
isolado de f, e pela Proposicao nos diz que f deve ter Niimero de Milnor infinito.

o
Definicao 2.11 Seja I um ideal de O, chamamos de codim I a dimensao do espaco
quociente %
Um resultado algébrico util para provar um proposicao que facilitard muito nossa vida
quando desejamos calcular o Numero de Milnor de um germe é a seguinte proposi¢ao
Proposicao 2.11 Seja M um O-mddulo com uma base finita, e seja I C M um submddulo
O-médulo. Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para I ter codimensao finita em M é
que exista um inteiro k > 1 com MFM C 1.
Proposicao 2.12 Sob as hipdteses da Proposi¢ao uma condi¢cao necessdaria e Sufi-

ciente para I C M ser de codimensao finita em M € que todos, a menos de uma finidade



27

de codimy I sejam nula; e nesse caso
codim I = codimg I + codimy I + ...

onde
I+ MM

I + Mk‘+1M ’
Para referéncia das Proposigoes e consultar GIBSON| (1979).

Para calcular a codimensao, e conseguentemente o Ntimero de Milnor, proce-

codimy, I = dim

demos da seguinte maneira. Suponha que u(f) seja finito. A ideia é calcular p(f) usando

a Proposicao [2.12| Vamos abreviar codimy, J¢ para codimy, f: sabemos que
p(f) = codim f = codimg f + codim; f + ...

entao devemos calcular sucessivamente codimg f, codim; f,... até chegarmos a uma res-
posta zero e, em seguida, adicione a lista de niimeros inteiros assim obtidos. Os aspectos
praticos da questao faz valer a pena o processo.

Para calcular o codim f temos que encontrar uma base para um suplemento
de J; + M em J; + MPF; claramente, isso pode ser extraido de uma lista de monomios
de grau k nas n varidveis 1, . . ., z, que nao estao em J; + M* 1. O primeiro passo neste
calculo é sempre trivial, pois codimg f = dimﬁ—’; =1.

Na prética, tomasse sucessivamente kK = 1,2,3,...; e para cada k temos que
decidir para cada monomio de grau k na variaveis xq, ..., z, se ele esta ou nao no ideal
Jy + MF+1 Uma observacdo que permite economizar bastante trabalho é que, se esta
condicao ¢é valida para algum monomio m, entao ela é automaticamente verdadeira para
todos os seus descendentes, ou seja, os monomios que podem ser obtidos a partir de m,
multiplicando-os por algum outro monoémio.

Vale a pena tomar nota que decisao sobre se determinado monomio reside no
respectivo ideal pode muito bem envolver um pouco de trabalho. Um caso que frequen-
temente aparece em pratica é para n = 2. Aqui, os monomios sao em duas variaveis x,y

podem ser convenientemente exibidos como no seguinte arranjo

oy
o xy P

3

T x2y xy2 y3

Devemos trabalhar a partir do topo do arranjo para baixo. Uma maneira
simples de gravar os resultados dos célculos é o seguinte. Suponha que alcancamos a k"

linha do arranjo, isto é, os monomios de grau k. Sublinhe aqueles monomios que aparecem
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no ideal J; + M*™! e depois sublinhe todos os seus descendentes no arranjo, evitando
assim trabalho desnecessario. Para o restante dos monomios selecione um suplemento
para J; + M em J; + MP¥; o nimero de mondmios selecionados é o valor de codimy, f.

O calculo termina sempre que alcancarmos uma fila de monomios que podem
ser todos sublinhados. A codimensao, e o Numero de Milner, é a soma desses codimy, f,
mais um, porque devemos que adicionar codimg f = 1, assumindo que f é um germe com
singularidade isolada.

Para ilustrar o que foi dito acima, farei dois exemplos usando o método descrito
acima.

Exemplo: Vamos calcular u(f) de f(x,y) = 2%y +y. Temos

Of _ gy 0

2 3
=2zy, =— =a2"+4
ox y@y 4

se anulam simultaneamente apenas na origem, entao f tem Numero de Milnor finito. Nos

escrevemos o arranjo de monomios em z,y. Nenhum dos z,y estd em J; + M2 Para

S . 10f

2%, vy, y* os dois primeiros certamente estao em J;+ M? como 2% = -~ —4y3 zy = — =,
oy 20x

mas y? nao. Assim, sublinhamos 22, 2y e todos os seus descendentes no arranjo - ou
seja, o3, xy, vy? na terceira linha e z, 2%y, 2%y%, zy® na quarta linha e assim por diante.

Os monomios grau 3 apenas y> precisa ser considerado, e ele nao estd em J; + M*. Dos
monomios de grau 4 s6 precisa ser considerado, e estd em J;+.M? pois y* = iyg—i —%x%
Assim, todos os monomios de grau 4 estao em J; + M* e assim o célculo estd terminado.
O Ntimero de Milnor é o total de monémios que nao foram sublinhados (z,y, ¥%, ¥*) mais

um, entao pu(f) = 5.

Py 2Py ot oy

2 gy Py 2w oy

o . Exemplo: O germe f(z,y) = 2* + zy® tem Ntmero de Milnor finito,
pu(f) = 7. O cdlculo é muito semelhante ao do exemplo anterior, entdo omitirei o texto,

mas manterei o arranjo dos monomios.
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2.5 Polindmios W-Homogéneos

Defini¢ao 2.12 Sejaw = (wy, ..., w,) uma n-upla de nimeros inteiros positivos. Dizemos
que uma fung¢ao polinomial f(x1, ..., ,) € w-homogéneo de grau d se f(s“ xy,...,s""x,) =
sf(xz1,...,2,) para todo s € C*.

Observagao:Denotamos H¢(n,1) o espaco de polinémios w-homogéneos de n varidveis

de grau d.

Definigao 2.13 O espacgo k-jato J*(n,p) é o espago vetorial complezo de todos as
aplicagoes f : C* — CP cujos componentes € um polinomio de grau menor ou igual a k
nas coordenadas padroes x1,...,x, em C" com termo constante zero: os elementos de
J¥(n,p) serao chamados de k-jatos.

Suponha que f : C* — C" é uma aplicacao analitica, e que a € C". Se na
série de Taylor de f(z)— f(a) na origem (expressa em termos das coordenadas padrao em
C™, CP), excluimos todos os termos de grau maior igual a k o resultado pode ser pensado
como um k-jato, no qual escreve-se j*f(a) e chama-o de k-jato de f em a.
Proposicao 2.13 Seja f € O, e suponha que Jy, M - J; tenham codimensoes positivas
e finitas entao

codim M - Jy = n + codim Jy.

Prova.

Observe primeiro que Jy ¢ a soma vetorial dos subespacgos vetoriais M - J¢
e C{axl ...,%} onde as chaves indicam o subespaco vetorial gerado pelas primeiras
derivadas parciais. De fato, um elemento de J; tema a forma ulaa—f + -+ un(,?Tf com
u; € Op; entao segue que u; = (u; —1;(0)) +u;(0) e entdo Jp = M- Jg @C{ax e 8%}

Em seguida, afirmamos que nao é possivel encontrar germes ¢i,..., g, € O,
com pelo menos um g;(0) # 0, para o qual > Giga df = (. Para provar isso, é conveniente
confundir os germes com seus representantes. Imagme J1,--.,Jn COMO OS componentes
de um campo vetorial G em uma vizinhanga de 0 em C" com ¢(0) = 0. Recorde que
podemos encontrar um difeomorfismo h de uma vizinhanca do 0 em C" com h(0) = 0

para o qual e g; 0o h = gh ondehy, ... h, sao os componentes de h.

Observe agora que ¢ = f o h é um germe em O, equivalente a f, assim
também tem codimensdo positiva e finita. Vamos escrever b = h(a). Entao %‘%(a) =
> gi(b)g—zfi(b) = 0, entdo g—;’; é identicamente nula em uma vizinhanga de 0 em C", ou
seja, ¢ é independente da variavel xp:entao, a origem 0 é ponto singular ¢, de modo
que cada ponto numa vizinhanga de 0 no eixo x; é um ponto singular para ¢, e ¢ tem

codimensao infinita. Essa contradi¢ao estabelece nossa reivindicacao.

af af
Tomando gy, ..., g, para ser nimeros complexos, vemos que oz s Gar SA0 li-
of
nearmente independentes sobre os complexos, e, portanto, o subespago vetorial (C{ Bagt E}

tem dimensao n. Além disso, seguem imediatamente do que foi dito acima que a soma
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vetorial de M - Jy e C{%, e %} é direta, isto é, que a intersecao é o espaco trivial,
assim o resultado agora segue.
[ ]

Proposicao 2.14 Seja f € O, uma funcao polinomial w-homogénea de grau d com w =

(wy,...,wy,). Se f tem singularidade isolada, entdo
(d—wip)...(d—w,)
u(f) = 2 :
[Tim, wi
Prova. Veja DIMCA| (1987)). u

Teorema 2.6 Seja F(t,x1,...,x,) uma funcao polinomial tal que para cada t € U temos
que fi(xy,...,z,) = F(t,x1,...,x,) € w-homogénea de grau d com singularidade isolada
em 0 € C", onde U é um dominio de C. Se %—f pertence ao ideal de O, gerado por
{xig—i 24,7 = 1,...,n} para cada t € U fizo, entao f; € analiticamente equivalente a fs
para qualquer t,s € U.
Prova.

Vamos denotar por T'F o ideal de O, gerado por {xi(% ci,7 = 1,...,n}. E
claro que H%(n, 1) pode ser considerado um subconjunto do espago de m—jatos J™(n, 1),

para m suficiente grande. O conjunto
A% (n,1) = {f € H%(n,1) : f tem uma singularidade isolada na origem}

é um subconjunto aberto de Zariski de H%(n, 1).

Em particular, A% (n,1) pode ser visto como uma subvariedade conexa do
espago, m-jato J™(n,1). Seja R(n,n) o grupo de germes de difeomorfismo analitico
(C™,0) — (C™,0). Considerando a acao natural de G = j™(R(n,n)) na variedade M =
J™(n,1) dada por

(7"(9), 5" () = 3" (f 0 ¢).

Entao, dada f € A4 (n, 1), nés temos

codim(G e f) = dim(M) — dim(G e f)
) —

= dim(M) — dim(7T¢(G e f)) (1)
— dim( /\ﬁil) _ dim(%) @)
= dlm(/;t;)

=n+ pu(f) (3)

A igualdade (1) vem de que uma érbita tem mesma dimensao do espago tan-
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gente, (2) M é isomorfo a % e, para a outra parte, segue do exemplo que vem logo
apds o Proposicao [2.1], (3) vem da Proposicao [2.13]
Desde que o niimero Milnor de f € A< (n, 1) nao depende de f, Proposicao m,
temos que a dimensdo de T;(G e f) nao depende de f € A% (n,1). Seja P ={f, :t € U},
entao:
1. Por hipotese, TP C T¢(G o f), para qualquer f € P, e
2. dim(Ty(G e f)) é constante para f € P, porque P C A¢(n,1).
Segue-se do Lema de Mather, Teorema [2.2] que P estd contida em uma tnica
G-orbita.
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3 RESULTADOS

3.1 Resultados Intermediarios

Teorema 3.1 Seja F(t,x,y) uma fungdo polinomial tal que: para cadat € U, as fungoes
filz,y) = F(t,z,y) é w-homogénea de mesmo grau com singularidade em (0,0) € C?,
onde U € um subconjunto aberto de C e wy > wy. Se f; define uma familia fortemente
bi-Lipschitz trivial de germes de fungoes na origem (0,0) € C2, entdo existe uma fungdo

k:U — C tal que
oF 0
—(t,x,y) - k(t)y—(t,x,y) =0

F
ot dy
oF
em {(t,z,y) : %(t,:ﬁ,y) = 0}.
Antes de iniciarmos a prova do Teorema [3.1 como a mesma condi¢oes do

teorema anterior provemos o seguinte resultado.

oF
Lema 3.1 Para cada t € U, seja I'y = {(t,z,y) : a—(t,x,y) =0}. Sey =0 € uma
x
componente de I'y, para alguns ty, entao y =0 é uma componente de I'y para todot € U.
Além disso, Fy(z,y) = yFy(z,y), onde Fy(z,y) é um polinémio w-homogéneo e Fy(z,0) #
0.

Prova. Se y = 0 é um componente de I';,, podemos escrever

Fy(,y) = Hy(z,y)F(z,y)

tal que H, e F'; sdo polindmios w-homogéneos de grau a e b respectivamente e Hy,(x,y) =

m

y™.
m = 1, porque se m > 2, entao f;, nao tem singularidade isolada na origem. Entao,

Como o grau de F; nao depende de t,a e b também nao dependem. Nos temos

H; é um polindmio w-homogéneo de grau wsy para todo t. Como w; > ws, segue que

Hi(xz,y) = a(t)y e a(t) = 0 para todo t € U. O que prova o lema.

Demonstragao do Teorema 3.1

Pelas suposicoes, existe um campo vetorial Lipschitz

U(t,l‘7y) = (1,vl(t,x,y),v2(t,x,y))

tal que %—f = 0. Vamos denotar

L= {(t.9) : 5 (6.9) = 0}

Seja aq(t), ..., a.(t) fungdes definidas da seguinte maneira:

Caso em que {y = 0} nao é componente de T},.



Neste caso, ay(t), ..., a.(t) sdo as raizes da equagao polinomial

oF
— (% 1) =0.
8x(’x’ ) =0

Assim,
vi(s) = (t,a;(t)s™,s"),i=1,...,r

parametriza os ramos de I';. Pois,

oF OF —
i) = S air)s™, 5)
or
_ Jd—w1 7T )
= 5t S (1 ai(0), 1)
= gw1(
=0

Caso em que {y = 0} é componente de T},.

Neste caso, aq(t), ..., a.(t) sao as raizes da equagao polinomial

oF
%(t,x, ].) =0.

Assim, analogamente a conta acima

vi(s) = (t,a;(t)s", s"?),i=1,...,r

parametriza os ramos de I';. que nao sejam {y = 0}.

Vamos definir as fungoes ki (t), ..., k.(t) por

oF
ki) = 95
By
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Afirmo que k;(t) = k;(t) para qualquer i e j. De fato, desde que v5(¢, z,y) é uma funcao

Lipschitz, existe uma constante A > 0 tal que

[0a(t, a;(t)s™, 5%2) = va(t, a;(8)s™, 5™2) < Mai(t) — a;(2)]]s]™".

Por outro lado,
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Q
&

(tai(t)s™,s*2)  Gr(t,a;(t)s™, ™)
vo(t, a;(t)s™, s92) — vy(t, a;(t)s™, s¥2)| = | 2L ’ T \bay ;
‘ 2( ( ) ) 2( J( ) )‘ 6_F<t,ai(t>5w178w2) %—(t,aj(t)swl,st)

= [Ki(t) = k;(1)]]s[**

o) o
< Alas(t) = a;(@)|]s]*-

Q

o5}

Desde w; > ws e fazendo s — 0 temos k;(t) = k;(t).
- = k.(t). Agora, fixando t.

Desse modo podemos denotar k(t) = kq(t)
Nos vemos que a funcao
S ) = KOty
¢ identicamente nula em cada ramo de I'; em (¢,0,0), mesmo quando {y = 0} é uma
componente de I'.
[ |
Comentdrio 1 Como consequéncia da prova da proposi¢ao acima, vemos que k(t) sa-
tisfaz propriedades adicionais. Como k(t) é uma expressao algébrica das fungoes a;(t) e,
como podemos desenvolver a;(t) como uma série de Puiseur em uma vizinhaga de cada to,
temos que para qualquer to € U existem dois conjuntos abertos V>0C C e U 3ty C U
de modo que
s sV + to

mapeia V para U' e a funcgao
s k(s + o)

¢ analitica para algum N € N.
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3.2 Resultado Final

Teorema 3.2 Seja F(t,z,y) uma fungdo polinomial tal que para cada t € U, a fun¢do
filz,y) = F(t,z,y) é w-homogénea (wy > wy) com singularidade isolada em (0,0) € C?,
onde U C C é um dominio. Se {f, :t € U}, como uma famdlia de germes de fun¢io em
(0,0) € C?, é fortemente bi-Lipschitz trivial, entdo f; é analiticamente equivalente a f,
para qualquer t,s € U.

Antes de provar o teorema gostaria de levantar uma breve observacao sobre
as diferencas desse com o Teorema [2.3] No resultado dessa se¢ao, pedimos apenas que o
campo seja Lipschitz, o que é uma hipotese bem mais fraca do que é pedido no Teorema
2.3] no qual o campo é analitico. Em contra partida, aumentamos a rigorosidade sobre os
germes de fungoes, nesse exigimos polinomios w-homogéneos, no de Thom-Levine, germes

de fungoes quaisquer.

Prova.
Seja k(t) dado pelo Teorema [3.1} daf temos uma fun¢ao k : U — C de modo
que
OF OF
—(t — k(t)y—(t =
g (@) = k( )yay( ,2,y) =0

OF
e1m {(tamazﬁ : _x

(t,z,y) = 0}. Seja ty € U. De acordo com a Comentério , existem dois
conjuntos abertos V' C C e U’ C U contendo a origem e t; respectivamente de modo que

SHSN—i-tO

mapeia V para U’ e a funcao
s k(s + o)

é analitica para algum N € N. Vamos denotar G(s,z,y) = F(s¥ + tg,1,9), gs(x,y) =
G(s,z,y) e k(s) = k(sN +ty). Assim, temos uma funcéo analitica k : V — C tal que
oG

~ oG
— — NN — =
55 (b2 y) = Ns"k(t)y o (s,2,9) =0

oG
€1 {(571:73/) : %(571:73/) = O}
Sejam

Pl(S,.T,y),...,PT(S,fL'7y)

tal que definem os fatores analiticos irredutiveis de a—(s,w,y) em Os. Sejam j(s) =
. T
NsV=1k(s) e

a; = max{a € N : P divide Z—G € 03}.
T
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Por hipotese, temos niimeros inteiros positivos fi,..., 3, tais que

oG e
= (s.2,) =u(s, 7, y) PP (s, 2,y) ... PP (s, 2, y) +J(8)ya—y(8, )

com u = u(s,z,y) € Oz. Além disso, podemos supor que o P, nao o divide u em Os.

Vamos denotar

—

ui(s, x,y) = u(s,z,y) PP (s,z,y) ... PP (s,2,y) ... PP (s,2,y).

Assim, temos a equacao

e () = (s, ) P sy, 0) + (5D 5 (5.0,
onde u; = u;(s,x,y) € O3 e P; nao o divide u; em Os.

Devemos mostrar que f3; > «;. Se a; = 1, ndo temos nada para fazer. Assim,
considere a; > 1. Segue de

G N BN €
%(S,I,y) - Ui(S,J},y)R (Saxay) +](S)ya_y<svxay)

que

G Ou; _ 9P 920
1) _ g pe wpi19h ‘
( ) axas(s’x7y) ax (S,l’,y) % (Saxay)+ﬁzuz 7 833 +](S)yaxay($7$ay)

0*G . 0*G
0sO0x  Oyox

Agora, desde P divide o6
Oz

1 qe -
, temos que P divide ; agora,

por (1), obtemos

ou; s, 0P,
2) P! divide PP [ S pPi 4 g, PP
ox ox

Desde P; nao divide nem w; nem %1; L segue de (2) que f; > «;.

Uma vez que 3; > «;, temos que % pode ser escrito da seguinte maneira:

oG oG . oG
g(s7xay) - Q(S,ZE,?J)%(S,ZL',?/) +](S)ya_y(87may)

Agora, BG(S z,y) eyl 30 ¢ (s, x,y),paras fixo, sio funcdes polinomiais w-homogéneas
de grau d, nas varidveis = e y, e 8G(3 z,y) é w-homogénea de grau (d — w;); portanto
q(s,x,y) deve ser w-homogénea de grau w;. Em particular, w(s,0,0) = 0 e 8—G(s x,y)

pertence ao ideal de O3 gerado por

{aG aG xaG 8G}
9oy
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Assim, vem do Lema de Mather ou da versao analitica do Thom-Levine que

G, é analiticamente equivalente a G, para qualquer t,s € V. Isso significa que f; é

analiticamente equivalente a f, para qualquer ¢t,s € U’. Finalmente, segue de U ser
conexo que f; é analiticamente equivalente a f, para qualquer t,s € U.

|

Se g—i for analiticamente reduzida, este teorema pode ser provado da seguinte

maneira. Seja k(t) dado pelo Teorema . Fixando t € U, e desde g—i(t, x,y) é analitica-

mente reduzida, existe uma fungao analitica u(zx,y) tal que

oF oOF oF

x
Desde que %—f(t, x,y) é w-homogeéneo de grau d, y é w-homogéneo de grau ws,
%—g(t,x,y) ¢ w-homogéneo de grau d — wy € %—i(t,x,y) ¢ w-homogéneo de grau d — wy;

segue que u(z,y) é w-homogénea de grau w; e em particular «(0,0) = 0.

oF

Assim, 5~ pertence ao ideal de Oy gerado por

LOF OF OF o,
x@x’xﬁy’y(%’yay ‘

Finalmente, como f(z,y) = F(t,z,y) é w-homogénea de grau d para todo
t € U, segue do Teorema [2.6{que {f; : t € U} define uma familia de germes de fungoes na
origem (0,0) € C? tal que f; é analiticamente equivalente a f, para qualquer t,s € U.

O argumento acima nos permite estender o Teorema [3.2| para polinomios w-

homogéneos em n varidveis (w; > -+ > w,) com a hipé6tese adicional de que o ideal
oF OF )
Ory’ 0z

é radical. No entanto, o exemplo a seguir mostra que, para n > 3 variaveis, se remover
algumas hipoteses acima, este resultado nao é verdade.

Exemplo: Seja fi(r,y,z) = 2% + y* + 2F + tz?y? é fortemente bi-Lipschitz trivial (para
t préximo de 0), mas f; ndo é analiticamente equivalente a f; quando ¢ # s.

<
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4 CONCLUSAO

No capitulo inicial, INTRODUCAO, foram mostrados vérios teoremas que
formaram a base desse trabalho. Entre esses, relembro o Teorema de Thom-Levine,
Teorema [2.3) no qual afirma que se houver uma familia de campos vetoriais analiticos
v:WxU — C" v(0,t) = 0 para todos t € U e %([B) = (dfy)(z)(ve(z)), entao f; e
fs sao analiticamente equivalentes para quaisquer t e s em U. Resultado no qual tem
importancia reforcada durante anos de aplicacao e que serviu de inspiracao para o nosso
resultado.

O resultado primordial desse escrito é o Teorema |3.2] no qual possui um enun-
ciado bem préximo do Teorema [2.3] Apesar dos enunciados parecidos, a diferenca entre
os dois merece nota: os campos vetoriais. Um deles sendo analitico e o outro apenas
lipschitz, e entretanto, ainda obtendo a equivaléncia analitica.

Em conclusao, fazemos uma andlise da necessidade de se pedir que os po-
linomios sejam genuinos w-homogéneos, isto é, nao homogeéneos. O 1ltimo exemplo do
capitulo 3, RESULTADOS, mostra que existem exemplos de familias de polinomios que
mesmo sendo bi-Lipschitz equivalentes nao sao analiticamente equivalentes. Por um lado,
com ajuda de tal exemplo confirmou a importancia das hipdteses e por outro, com o que
foi discutido no segundo paragrafo dessa sessao ratificamos a beleza do resultado principal

desse trabalho.
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