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RESUMO

Neste presente trabalho estudaremos importantes propriedades anaĺıticas de soluções de

equações diferenciais parciais eĺıpticas totalmente não-lineares do tipo

|∇u|γF (X,D2u) = f(X).

Iremos obter a regularidade ótima para este tipo de equação, as quais tem como principal

caracteŕıstica a degenerescência do seu gradiente ao longo do conjunto em que tal taxa

de variação se anula. Faremos aplicações relacionando os resultados obtidos às teorias de

supercondutividade, ∞-laplaciano e p-laplaciano.

Palavras-chave:Regularidade ótima. Degenerecência. Gradiente. Totalmente não-

linear.



ABSTRACT

In this work we study important analytic properties of solutions of fully nonlinear elliptic

partial differential equations type

|∇u|γF (X,D2u) = f(X).

We obtain optimal regularity for this type of equation which has as its main characteristic

the degeneracy of its gradient along the whole in which this rate of change is canceled. We

will make applications relating to the results theories of superconductivity, ∞-Laplacian

and p-Laplacian.

Keywords: Optimal Regularity. Degenerate. Gradient. Full nonlinear .
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1 INTRODUÇÃO

A teoria de regularidade, na qual busca propriedades intŕınsecas de soluções

de equações diferenciais parciais, se torna relevante desde a fundação da teoria de análise

moderna de EDPs, por volta do século XVIII. Esse estudo se torna necessário na mode-

lagem matemática de fenômenos f́ısicos e sociais, por exemplo, que são governados por

equações diferenciais parciais eĺıpticas de segunda ordem.

Suavidade de soluções fracas para equações uniformente eĺıpticas de segunda

ordem, tanto da forma divergente quanto não divergente, é hoje em dia bastante bem

estabelecida. A parte central no desenvolvimento desta teoria, destacamos a busca de um

módulo de continuidade universal de soluções de tais equações. Podemos destacar a teoria

de DeGiorgi-Nash-Moser para equações da forma divergente, onde encontramos a obtenção

do módulo universal de continuidade para soluções da equação linear homogênea Lu = 0

e a desigualdade de Harnack Krylov-Safonov para operadores da forma não divergente.

Apesar da distinta importância das obras supra-citadas acima, um grande

número de modelos matemáticos, envolvem operadores cuja a elipticidade se degenera ao

longo de uma região desconhecida a priori, que depende de sua própria solução. Tais

modelos são chamados de problemas de fronteira livre. Este fato diminui a eficácia das

caracteŕısticas de difusão próximo dessa região, e portanto a teoria de regularidade para

soluções se torna, para este caso, mais sofisticada do ponto de vista matemático.

Outro avanço destacável, está na teoria de regularidade para soluções de vis-

cosidade de equações uniformemente eĺıpticas não lineares,

F (D2u) = 0 (1.1)

que atraiu a atenção da comunidade matemática nessas últimas três décadas. É sa-

bido que soluções da equação homogênea (1.1) são localmente de classe C1,α0 para um

expoente universal α0, isto é, que depende apenas das constantes d-dimensão e λ,Λ-

constantes de elipticidade, veja ROBERTS, CAFFARELLI, and CABRÉ (1995). Caso

nenhuma hipótese estrutural seja imposta para o operador F , a regularidade C1,α0 é de

fato ótima, veja NADIRASHVILI (2007, 2008) e NADIRASHVILI and VLADUTS (2011).

Sob hipótese de concavidade ou convexidade em F , um teorema devido a Evans e Krylov,

estabelece que soluções são C2,α. A teoria de regularidade para o caso não-homogêneo

F (X,D2u) = f(X) (1.2)

naturalmente se torna um caso mais delicado. Como consequência, soluções de tais

equações podem não ser tão regulares quanto as do caso homogêneo. Em um trabalho

de bastante importância, Caffarelli CAFFARELLI (1988), estabelece estimativas W 2,p

a priori para soluções de (1.2), onde f ∈ Lp, com p < d-dimensão, adicionando ao
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operador F uma hipótese do tipo VMO para seus coeficientes. Recentemente, E. Tei-

xeira em TEIXEIRA (2014), fornece um módulo de continuidade universal ótimo para

equações totalmente não-lineares de coeficientes variáveis, baseado nas propriedades de

fraca-integrabilidade que o potencial f em (1.2) pode assumir.

Nosso trabalho tem como objetivo obter estimativas ótimas interiores para

equações eĺıpticas degeneradas da forma:

H(X,∇u)F (X,D2u) = f(X) em B1 ⊂ Rd, (1.3)

onde f ∈ L∞(B1) e o operador H : B1 × Rd → R degenera com uma taxa comparável a

uma potência da magnitude do gradiente, isto é,

λ|p|γ ≤ H(X, p) ≤ Λ|p|γ, (1.4)

para algum γ > 0. O operador de 2a ordem F : B1 × Sym(N) → R na equação (1.3) é

o responsável pela difusão, ou seja, F é um operador uniformemente eĺıptico totalmente

não-linear.

Em diversos modelos matemáticos, a degenerescência eĺıptica ocorre ao longo

do conjunto singular:

S (u) := {X : ∇u(X) = 0},

de uma solução existente. De fato, um certo número de equações eĺıpticas degeneradas

tem seus graus de degenerescência comparados a

f(∇u)|D2u| ≈ 1, (1.5)

para alguma função f : Rd → R, com Zero(f) = {0}. Assim, para compreendermos o

efeito preciso sobre a falta de suavidade imposta pela equação modelo (1.5) nos guia

a uma melhor compreensão sobre a teoria de regularidade ótima para uma quantidade

razoável de operadores eĺıpticos degenerados.

Notemos que pela estrutura da equação (1.3) nenhuma teoria de regularidade

universal para tal equação pode ir além da regularidade C1,α0 , para α0 em (1.1), ou

seja, essa regularidade é ótima. De fato, o termo de degenerescência H(X,∇u) força

as soluções a serem menos regulares que soluções do problema uniformemente eĺıptico

próximo de seu conjunto singular. Esta caracteŕıstica particular indica que a obtenção

de estimativas de regularidade ótima para soluções de (1.3) não deve seguir de técnicas

de pertubação, pois isto exige novas ideias envolvendo uma interação de equiĺıbrio entre

a teoria de regularidade universal para equações uniformemente eĺıpticas e o efeito de

degenerescência atribúıdos pelo operador difusão (1.4).

Sob esta análise estrutural, mostraremos que o gradiente de uma solução de
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viscosidade u, de (1.3), é localmente de classe C0,min{α−0 ,
1

1+θ
}. O expoente ótimo de Hölder-

continuidade para o gradiente de soluções,

β := min

{
α−0 ,

1

1 + θ

}
, (1.6)

nos dá precisamente a regularidade ótima e universal de equações degeneradas do tipo

(1.3).

A originalidade do principal resultado apresentado no decorrer desse trabalho,

está precisamente na obtenção do expoente de Hölder-continuidade ótimo do gradiente de

uma solução da equação degenerada (1.3), que por sua vez, é uma importante informação

dentro de uma quantidade de análises qualitativas de EDPs, tais como análise de blow-

ups, problemas de fronteira livre, estimativas geométricas, etc. Ela é uma aquisição

extra-qualitativa em relação ao recente resultado de Imbert e Silvestre, IMBERT (2013),

onde foi provado que soluções de viscosidade de (1.3) são continuamente diferenciáveis.
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2 PRELIMINARES

No presente trabalho, iremos fazer uso da notação padrão utilizada na li-

teratura. As equações e problemas estudados neste trabalho são modelados no espaço

euclidiano d-dimensional, Rd. A bola aberta de raio r > 0 centrada no ponto X0 será

denotada por Br(X0) e simplesmente Br para as bolas de raio r, centradas na origem.

Denotaremos Ω como um domı́nio limitado em Rd. Para um domı́nio A ⊂ Rd, ∂O
será entendido como o bordo do domı́nio A. Além disso, para cada k > 0, iremos de-

notar kBr(X0) := Bkr(X0). Já o produto escalar usual em Rd será representado por

〈·, ·〉 . Dado um vetor α = (α1, · · · , αd) ∈ Rd, sua norma euclideana será denotada por

|α| :=
√
〈α, α〉. O produto tensorial ξ ⊗ ψ denota a matriz cuja entradas são dadas por

ξiψj onde, 1 ≤ i, j ≤ d. Seja A = (Aij)d×d e B = (Bij)d×d duas matrizes, denotaremos

‖A‖ = sup|X|=1|Ax|. (2.1)

Para uma função u : Ω→ R, seu gradiente e sua Hessiana em um ponto X ∈ Ω

serão denotados respectivamente por

∇u(X) := (∂ju)1≤j≤d e D2u(X) := (∂iju)1≤i,j≤d,

onde ∂ju e ∂iju representam a j-ésima derivada direcional de u e a i-ésima derivada

direcional de ∂ju, respectivamente. Denotaremos por Lp(Ω) = {u : Ω → R; ‖u‖Lp(Ω) <

∞}, onde

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

e L∞(Ω) = {u : Ω→ R; ‖u‖L∞(Ω) <∞}, onde

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
Ω
|u|.

A oscilação de u em um domı́nio Ω será dada por;

oscΩu := sup
Ω
u− inf

Ω
u.

O espaço de todas matrizes simétricas d × d será denotado por S(d). Dizemos que um

operador F : Ω×S(d)→ R é uniformemente eĺıptico, se existem duas constantes positivas

0 < λ ≤ Λ tais que, para cada M ∈ S(d) e X ∈ Ω,

λ‖N‖ ≤ F (X,M +N)− F (X,M) ≤ Λ‖N‖, ∀ N ≥ 0. (2.2)

Equivalentemente, um operador (λ,Λ)-eĺıptico pode ser definido sob a seguinte condição:
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F (X,M +N) ≤ F (X,M) + Λ‖N+‖ − λ‖N−‖ (2.3)

para todo x ∈ Ω e M,N ∈ S(d), onde ‖N+‖ representa o máximo da parte positiva dos

autovalores de N , e ‖N−‖ = ‖(−N)+‖.
Para uma função u : Ω→ R, seu gradiente e sua Hessiana em um ponto X ∈ Ω

serão denotados respectivamente por

∇u(X) := (∂ju)1≤j≤d e D2u(X) := (∂iju)1≤i,j≤d,

onde ∂ju e ∂iju representam a j-ésima derivada direcional de u e a i-ésima derivada

direcional de ∂ju respectivamente. Denotaremos por Lp(Ω) = {u : Ω → R; ‖u‖Lp(Ω) <

∞}, onde

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

e L∞(Ω) = {u : Ω→ R; ‖u‖L∞(Ω) <∞}, onde

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
Ω
|u|.

A oscilação de u em um domı́nio Ω será dada por;

oscΩu := sup
Ω
u− inf

Ω
u.

O espaço de todas matrizes simétricas d × d será denotado por S(d). Dizemos que um

operador F : Ω×S(d)→ R é uniformemente eĺıptico, se existem duas constantes positivas

0 < λ ≤ Λ tais que, para cada M ∈ S(d) e X ∈ Ω,

λ‖N‖ ≤ F (X,M +N)− F (X,M) ≤ Λ‖N‖, ∀ N ≥ 0. (2.4)

Equivalentemente, um operador (λ,Λ)-eĺıptico pode ser definido sob a seguinte condição:

F (X,M +N) ≤ F (X,M) + Λ‖N+‖ − λ‖N−‖ (2.5)

para todo x ∈ Ω e M,N ∈ S(d), onde ‖N+‖ representa o máximo da parte positiva dos

autovalores de N , e ‖N−‖ = ‖(−N)+‖.
Observação 2.1. A definição acima nos diz que o operador F é monótono crescente e

Lipschitz em M ∈ S(d).

De fato, sejam M,N ∈ S(d) tais que M ≤ N (isso significa que a matriz N − M é

positiva). Pela elipticidade uniforme de F temos,

λ‖N −M‖ ≤ F (X,M + [N −M ])− F (X,M) ≤ Λ‖N −M‖.
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Então,

0 < λ‖N −M‖ ≤ F (X,N)− F (X,M)⇒ F (X,M) ≤ F (X,N).

Isso conclui a monotonicidade de F (X,M) em S(d).

Agora, sejam A,B ∈ S(d). A elipticidade uniforme do operador F nos dá que

F (X,B)− F (X,A) = F (X,A+ [B − A])− F (X,A)

≤ Λ‖(B − A)+‖ − λ‖(B − A)−‖

≤ Λ‖(B − A)+‖

≤ Λ‖B − A‖.

F (X,A)− F (X,B) = F (X,B + [A−B])− F (X,B)

≤ Λ‖(A−B)+‖ − λ‖(A−B)−‖

≤ Λ‖(A−B)+‖

≤ Λ‖A−B‖

= Λ‖B − A‖.

Portanto,

|F (X,B)− F (X,A)| = max {F (X,B)− F (X,A), F (X,A)− F (X,B)} ≤ Λ‖B − A‖,

ou seja, o operador F é Lipschitz em S(d).

Dizemos que F é um operador côncavo quando este é uma função côncava no

espaço das matrizes simétricas reais Sd. Para cada ε > 0, definamos

Fε(X,M) := εF

(
X,

1

ε
M

)
∀ X ∈ Ω. (2.6)

Escrevemos f = o(g) quando x→ x0 para significar que limx→x0

|f(x)|
|g(x)|

= 0.

2.1 Espaços de Hölder e soluções no sentido da viscosidade

A continuidade Hölder é uma medida quantitativa de continuidade que é es-

pecialmente apropriada para o estudo de equações diferenciais parciais. Isso sugere uma

ampliação dos espaços Ck(Ω), onde

Ck(Ω) = {u : Ω→ R : Dγu é cont́ınua em Ω para todo |γ| ≤ k}.
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Sendo Ω um aberto, funções em Ck(Ω) (e suas derivadas) não precisam ser limitadas em

Ω, por isso não podemos adotar a norma do sup para transformar Ck(Ω) em um espaço

normado. Mas sabendo que funções limitadas e uniformente cont́ınuas em Ω possuem

uma única extensão cont́ınua para Ω̄ podemos considerar o espaço

Ck(Ω̄) = {u ∈ Ck(Ω) : Dγu é uniformemente cont́ınua em Ω para todo |γ| ≤ k},

com a norma ‖u‖Ck(Ω̄) = max
|α|≤k
‖Dαu‖L∞(Ω).

Definição 2.2. Uma função u : Ω → R é dita ser α-Hölder cont́ınua em um ponto X0,

com 0 < α < 1, se existe uma constante C > 0 tal que

|u(X)− u(X0)| ≤ C|X −X0|α, para todo X 6= X0 ∈ Ω

Quando u : Ω→ R é α-Hölder cont́ınua em todo Ω, e escrevemos u ∈ Cα(Ω),

temos que

|u(X)− u(Y )| ≤ C|X − Y |α, para todo X 6= Y ∈ Ω.

Definição 2.3. Os espaços de Hölder Ck,α(Ω) são subespaços de Ck(Ω) consistindo de

funções cujas derivadas parciais até a ordem k são todas α-Hölder cont́ınuas em Ω, ou

seja,

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) : Dγu ∈ Cα para todo |γ| ≤ k}.

Definimos também

Ck,α(Ω̄) = {u ∈ Ck(Ω̄) : Dγu ∈ Cα(Ω) para todo |γ| ≤ k}

e consideramos a norma

‖u‖Ck,α(Ω̄) = ‖u‖Ck(Ω̄) + max
|γ|≤k

[Dγu]Cα(Ω) ,

onde

[Dγu]Cα(Ω) = sup
X,Y ∈Ω
X 6=Y

|Dγu(X)−Dγu(Y )|
|X − Y |α

.

Definição 2.4. u : Br → R é C1,α na origem se, e somente se, existe um polinômio ` de

grau 1 tal que

|u(X)− `(X)| ≤ C|X|1+α, para alguma constante C > 0.

A partir de agora falaremos sobre soluções no sentido da viscosidade. A origem

desse termo é justificada pelo uso de um método chamado ”vanishing viscosity”para a

obtenção da existência de soluções para tais equações. A definição atual para soluções
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no sentido da viscosidade foi dada por Evans no ano de 1980. Depois disso, importantes

propriedades foram refinadas em um trabalho feito em conjunto por Crandall, Evans e

Lions, em 1984. A principal dificuldade em definir solução fraca de equações totalmente

não lineares é a ausência de uma estrutura divergente. Daremos agora o conceito de

solução no sentido da viscosidade para a equação eĺıptica de segunda ordem totalmente

não linear,

|∇u|γF (X,D2u(X)) = f(X), (2.7)

onde X ∈ Ω, u e f são funções definidas no domı́nio limitado Ω ⊂ Rn.

Definição 2.5. Uma função u definida em Ω tem um máximo local em X0 ∈ Ω quando

u(X) ≤ u(X0) para qualquer X em uma vizinhança de X0.

De maneira análoga, com algumas modificações precisas, temos a definição de

mı́nimo local.

Definição 2.6. Uma função cont́ınua u em Ω é uma subsolução no sentido da viscosidade

para a equação (2.7) se sempre que u − ϕ atingir máximo local em um ponto X0 ∈ Ω,

onde ϕ ∈ C2(Ω), tivermos

|∇u|γF (X0, D
2ϕ(X0)) ≥ f(X0).

Dizemos que uma função cont́ınua u em Ω é uma supersolução no sentido da

viscosidade para a equação (2.7) quando sempre que u − ϕ atingir mı́nimo local em um

ponto X0 ∈ Ω, onde ϕ ∈ C2(Ω), tivermos

|∇u|γF (X0, D
2ϕ(X0)) ≤ f(X0).

Finalmente, dizemos que u é solução no sentido da viscosidade para a equação (2.7)

quando u for subsolução e supersolução no sentido da viscosidade para a equação (2.7).

Uma motivação para esta definição vem das seguintes observações:

Observação 2.7. Suponha que u é uma supersolução da equação (2.7) no sentido clássico,

ou seja,

|∇u|γF (X,D2u(X)) ≤ f(X) pontualmente.

Assuma que u−ϕ atinge um mı́nimo local em um ponto X0 ∈ Ω, para alguma ϕ ∈ C2(Ω).

Do curso de Cálculo, segue que a matriz simétrica D2(u−ϕ)(X0) é não negativa, ou seja,

D2ϕ(X0) ≤ D2u(X0).

A monotonicidade de F nos dá que

|∇u|γF (X0, D
2ϕ(X0)) ≤ |∇u|γF (X0, D

2u(X0)) ≤ f(X0).
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Isso nos diz que u é supersolução da equação (2.7) no sentido da viscosidade.

Observação 2.8. Reciprocamente, suponha que u ∈ C2(Ω) é uma supersolução da equação

(2.7) no sentido da viscosidade. Dado qualquer ponto X0 ∈ Ω, defina a função teste

ϕ(X) = u(X)− ε‖X −X0‖2 (claramente ϕ é de classe C2). Então,

(u− ϕ)(X0) = 0 ≤ ε‖X −X0‖2 = (u− ϕ)(X).

Portanto, u − ϕ atinge mı́nimo local no ponto X0, e sendo u uma supersolução de (2.7)

no sentido da viscosidade, segue da definição que

|∇u|γF (X0, D
2ϕ(X0)) ≤ f(X0). (2.8)

É fácil ver que

D2ϕ(X) = D2u(X)− 2εId.

Segue dáı que

D2ϕ(X0)→ D2u(X0), quando ε→ 0.

Portanto, a continuidade de F em M ∈ S(d) nos dá que

|∇u|γF (X0, D
2ϕ(X0))→ |∇u|γF (X0, D

2u(X0)) quando ε→ 0. (2.9)

Portanto, a partir de (2.8) e (2.9) conclui-se que

|∇u|γF (X0, D
2u(X0)) ≤ f(X0) pontualmente (classicamente).

2.2 Teoremas Importantes

Nessa seção citaremos alguns teoremas que tiveram importância significativa

no desenvolvimento dessa teoria.

Teorema 2.9. (Ascoli-Arzelá) Seja {fn : K → R}n∈N uma sequência de funções definida

em um compacto K ⊂ Rn. Assuma que exista uma constante M tal que |fn(x)| ≤M para

todo n ∈ N e para todo x ∈ K . Além disso, assuma que a sequência {fn : K → R}n∈N é

equicont́ınua em todo ponto de K . Então existe uma subsequência que converge unifor-

memente em K .

Os teoremas a seguir encontram-se no artigo do Imbert e Silvestre IMBERT

(2013) com suas devidas demostrações.

Teorema 2.10. (Estimativa Lipchitz para p’s grandes). Seja u solução no sentido da

viscosidade de,

|p+∇u|γF (D2u) = f em B1 (2.10)

onde oscB1u ≤ 1 e ||f ||L∞(B1) ≤ ε0 < 1. Se |p| ≥ 1

α0

, com a0 = a0(λ,Λ, d, γ, r), então
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qualquer solução no sentido da viscosidade u é Lipschitz cont́ınua em Br e,

[u]1,Br ≤ C

onde C = C(λ,Λ, γ, d, r).

Teorema 2.11. (Estimativa Lipchitz para p’s pequenos). Seja u solução no sentido da

viscosidade de,

|p+∇u|γF (D2u) = f em B1 (2.11)

onde oscB1u ≤ 1 e ||f ||L∞(B1) ≤ ε0 < 1. Se |p| ≤ 1

α0

, com a0 = a0(λ,Λ, d, γ, r), então u é

β-Hölder cont́ınua em Br e,

[u]β,Br ≤ C

onde β = β(λ,Λ, d, r, a0) e C = C(λ,Λ, a0, d, r).

Teorema 2.12. Seja u uma solução de viscosidade de

|p+∇u|γF (D2u) = 0 em B1

então u é uma solução de viscosidade de F (D2u) = 0 em B1.

A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em ROBERTS, CAFFA-

RELLI, and CABRÉ (1995).

Teorema 2.13. Seja u solução de

F (D2u) = 0 em B1

no sentido da viscosidade.Então u ∈ C1,α(B 1
2
) e

‖u‖C1,α(B 1
2

) ≤ C(‖u‖L∞(B1) + |F (0)|)

onde 0 < α < 1 e C são contantes universais.
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3 COMPACIDADE UNIVERSAL

A partir desta seção começaremos a desenvolver a prova da principal estimativa

de regularidade ótima apresentada no Teorema 5.1. Nesta primeira etapa, iremos obter

um tipo compacidade universal que nos dará acesso à teoria de regularidade ótima para

soluções da equação (5.1). Na prova que iremos apresentar, faremos uso da principal

ferramenta técnica obtida no recente trabalho de Imbert e Silvestre, IMBERT (2013).

Lema 3.1. Seja q ∈ Rd um vetor arbitrário e u ∈ C(B1), uma solução de viscosidade de

|q +∇u|γF (X,D2u) = f(X), (3.1)

satisfazendo ‖u‖L∞(B1) ≤ 1. Dado δ > 0, existe ε > 0, dependendo somente de d, λ,Λ, e

γ, tal que se

‖M‖−1 · ‖F (X,M)− F (0,M)‖L∞(B1) + ‖f‖L∞(B1) < ε, (3.2)

então podemos encontrar uma função h, solução de uma equação (λ,Λ)-uniformemente

eĺıptica de coeficientes constantes

F(D2h) = 0, B1/2 (3.3)

tal que

‖u− h‖L∞(B1/2) ≤ δ. (3.4)

Demonstração. Suponhamos por contradição que exista um δ0 > 0 tal que o lema falha.

Portanto podemos encontrar sequências, Fj(X,M), fj, qj e uj, satisfazendo

• Fj(X,M) é (λ,Λ)-eĺıptico,

• ‖M‖−1 · ‖F (X,M)− F (0,M)‖L∞(B1) = o(1),

• ‖fj‖L∞(B1) = o(1),

• ‖uj‖L∞(B1) ≤ 1 e

• |qj +∇uj|γFj(X,D2uj) = fj(X),

com,

sup
B1/2

|uj − h| ≥ δ0, (3.5)

para quaisquer h e F satisfazendo (3.3).

Seja q ∈ Rd arbitrário, pelo teorema 2.10, existe uma constante universalmente

grande A0 > 0, tal que, se para alguma subsequência {qjk}k∈N, tivermos,

|qjk | ≥ A0, ∀k ∈ N,

então, a sequência de soluções correspondentes, {ujk}j∈N, é limitada em C0,1(B2/3). Caso
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tenhamos,

|qj| < A0, ∀j ≥ j0,

então, pelo teorema 2.11, {uj}j≥j0 é limitado em C0,β(B2/3) para algum 0 < β < 1

universal. Portanto {uj}j∈d é uma sequência de funções equicont́ınuas e como por hipótese

a uj é limitada, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli 2.9, a menos de uma subsequência temos,

uj → u∞ localmente uniforme em B2/3,

para algum u∞ ∈ C0,β(B2/3). Nosso objetivo final é provar que a função limite u∞ é

solução de uma equação do tipo (3.3). Para isso, analisaremos dois casos.

Suponha que |qj| é limitado,então pelo Teorema de Bolzano Wiestress podemos

extrair uma subsequência de {qj}, que converge para algum q∞ ∈ Rd. Além disso, pela

elipticidade uniforme e pelo segundo ı́tem das propriedades listadas acima, para cada

x ∈ B1 a menos de uma subsequência Fj(X, ·) → F∞(X, ·) localmente uniforme em

subconjunto compacto S(d), e pela observação 3.2 segue que

|q∞ +∇u∞|γF∞(D2u∞) = 0

em B1 no sentido da viscosidade.

Pelo Teorema 2.12, conclúımos que F∞(D2u∞) = 0 em B 1
2
, assim tomando

F = F∞ e u∞ = h gera uma contradição com (3.5).

Se |qj| é ilimitado, então a menos de subsequência, |qj| → ∞. Neste caso,

defina ~ej = qj/|qj|, então uj será solução de∣∣∣∣~ej +
∇uj
|qj|

∣∣∣∣γ Fj(X,D2uj) =
fj(X)

|qj|γ
.

De fato, já temos que

|~qj +∇uj|γ Fj(X,D2uj) = fj(X).

Multiplicando os dois membros da equação acima por
1

|qj|γ
obtemos o desejado. Como

uj ∈ C0,1(B2/3) temos que o ∇uj é limitado, assim tomando j → ∞ tem-se |qj| → ∞,

portanto
∇uj
|qj|
→ 0 e

fj(x)

|qj|γ
→ 0 pois fj ∈ L∞(B1).

Com isso,encontramos uma função limite u∞, satisfazendo F∞(D2u∞) = 0. Como no caso

anterior, tome F = F∞ e h = u∞, isto nos leva a uma contradição com (3.5). Assim, o

Lema está provado.

Observação 3.2. Supondo uj → u∞ e Fj(X,M)→ F∞(X,M), com |~qj+∇uj|γFj(X,D2uj) =
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fj(X) no sentido da viscosidade, então

|~qj +∇uj|γF∞(0, D2u0) = 0 em B1 (no sentido da viscosidade).

De fato, para mostrarmos isso, é suficiente mostrar que u∞ é uma subsolução no sentido

da viscosidade (aplicamos o mesmo procedimento para −|~qj +~b|γF∞(0,−D2(−u0)) = 0

para mostrar o caso que u∞ é uma supersolução no sentido da viscosidade). Para isso,

seja P um parabolóide que toca u0 por cima em uma vizinhança A de X0 ∈ B1. Devemos

mostrar que |~qj +~b|γF∞(0, D2P (X0)) ≥ 0. Suponha por contradição que

|~qj +~b|γF∞(0, D2P (X0)) = −η < 0.

Seja εj > 0 tal que

|~qj +~b|γ(Fj(0, D2P )− F∞(0, D2P )) ≤ εj ∀j, com εj → 0 quando j → +∞.

Agora, seja ψj ∈ C0(B1) uma solução no sentido da viscosidade (que é garantida pelo

método de Perron) de

M +(D2ψj, λ
∗, 1) = |fj(X)| − |βFj(X)| − εj =: gj(X) em B1,

para algum λ∗ < 1 a ser escolhido a posteriore. Desde que M + é convexo (veja ?) tem-se

que ψj ∈ C2,γ em B1, para algum γ ∈ (0, 1). Portanto, ψj ∈ C2(B1) e satisfaz

1

nλ∗
(
‖(D2ψj)

+‖+ |fj|+ |βFj |+ εj
)
≤ ‖(D2ψj)

−‖ em B1. (3.6)

|~qj +~b|γ 1

nλ∗
(
‖(D2ψj)

+‖+ |fj|+ |βFj |+ εj
)
≤ ‖(D2ψj)

−‖ em B1. (3.7)

Agora, observe que

|~q +~b|γ
(
|Fj(X,D2P )− Fj(0, D2P )|

‖D2P‖

)
≤ |~q +~b|γ sup

M∈S(n)\{0}

|Fj(X,M − Fj(0,M)|
‖M‖

= |~q +~b|γβFj ,

logo temos que

|~q +~b|γ[F (X,D2P )− Fj(0, D2P )] ≤ |~q +~b|γ[|Fj(X,D2P )− Fj(0, D2P )|] (3.8)

≤ |~q +~b|γ‖D2P‖βFj .
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Sabemos que,

λ||N+||−Λ||N−|| ≤ Fj(X,M+N)−Fj(X,M) ≤ Λ||N+||−λ||N−|| para quaisquer M,N ∈ S(n).

portanto,

|~q +~b|γ(λ||N+|| − Λ||N−||) ≤ |~q +~b|γ[Fj(X,M +N)− Fj(X,M)]

≤ |~q +~b|γ(Λ||N+|| − λ||N−||) para quaisquer M,N ∈ S(n).

Assim, usando (3.7) e (3.8) temos

|~qj +~b|γFj(X,D2[P + ψj]) ≤ |~qj +~b|γFj(X,D2P ) + |~qj +~b|γΛ‖(D2ψj)
+‖ − |~qj +~b|γλ‖(D2ψj)

−‖

= |~qj +~b|γFj(X,D2P )− |~qj +~b|γF∞(0, D2P ) + |~qj + ~u|γF∞(0, D2P )

+|~qj +~b|γΛ‖(D2ψj)
+‖ − |~qj +~b|γλ‖(D2ψj)

−‖

≤ |~q +~b|γF∞(0, D2P ) + |~q +~b|γΛ‖D2P‖βFj + |~q +~b|γΛ‖(D2ψj)
+‖

−|~q +~b|γλ‖(D2ψj)
−‖

≤ |~q +~b|γF∞(0, D2P ) + |~q +~b|γ‖D2P‖βFj(X) + |~q +~b|γΛ‖(D2ψj)
+‖

−|~q +~b|γλ||(D2ψj)
−|| − |~q +~b|γ λ

nλ∗
(
‖(D2ψj)

+‖+ |fj|+ |βFj |+ εj
)

≤ |~q +~b|γF∞(0, D2P ) + |~q +~b|γ‖D2P‖βFj(X) + |~q +~b|γΛ‖(D2ψj)
+‖

−|~q +~b|γ λ

nλ∗
(
‖(D2ψj)

+‖+ |fj|+ |βFj |+ εj
)

+ εj

= |~q +~b|γF∞(0, D2P ) + εj − |~q +~b|γ λ

nλ∗
εj + |~q +~b|γ‖D2P‖βFj

−|~q +~b|γ λ

nλ∗
|βFj |+ |~q +~b|γΛ‖(D2ψj)

+‖ − |~q +~b|γ λ

nλ∗
‖(D2ψ)+‖

−|~q +~b|γ λ

nλ∗
|fj|

≤ |~q +~b|γF∞(0, D2P ) + |~q +~b|γ λ

nλ∗
εj − |~q +~b|γ λ

nλ∗
εj +

+|~q +~b|γ λ

nλ∗
βFj(X)− |~q +~b|γ λ

nλ∗
|βFj |+

+|~q +~b|γ λ

nλ∗
‖(D2ψj)

+‖ − |~q +~b|γ λ

nλ∗
‖(D2ψ)+‖ − |~q +~b|γ λ

nλ∗
|fj|

= |~q +~b|γF∞(0, D2P )− |~q +~b|γ λ

nλ∗
|fj|

≤ |~q +~b|γF∞(0, D2P )− |~q +~b|γ|fj|

= −η − |~q +~b|γ|fj(X)|

≤ −η + |~q +~b|γfj(X)

≤ −η
2

+ |~q +~b|γfj, para todo j.
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ou seja,

Fj(X,D
2[P + ψj] < −

η

2
+ fj(X) ∀j, (3.9)

onde λ∗ < 1 é escolhido suficientemente pequeno de tal forma que se tenha

λ

nλ∗
≥ max{1,Λ, ‖D2P‖}.

Agora, como P toca u0 = lim
k→+∞

uj por cima em uma vizinhança A de X0, segue que

P + ψj +
η‖X −X0‖2

(4Λ)
+ C (para j suficientemente grande e para alguma constante C)

toca uj por cima em A em algum ponto a ∈ A. Portanto,

|~q +~b|γFj
(
a,D2P (a) +D2ψj(a) +

η

2λ
I
)
≥ |~q +~b|γfj(a)

e assim

|~q +~b|γFj(a,D2P (a) +D2ψj(a)) ≥ −η
2

+ |~q +~b|γfj(a). (3.10)

Mas 3.10 contradiz 3.9 aplicado no ponto a.
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4 REGULARIDADE C1,α

Nesta seção, iremos desenvolver a oscilação de decaimento, que irá finalmente

nos fornecer a estimativa de regularidade ótima C1,α para soluções da equação (1.3). A

primeira tarefa será obter uma versão discreta da estimativa de regularidade, e é justa-

mente isto que o lema seguinte nos fornecerá.

Lema 4.1. Seja q ∈ Rd um vetor arbitrário e u ∈ C(B1) normalizada, isto é, |u| ≤ 1,

solução de viscosidade de

|q +∇u|γF (X,D2u) = f(X). (4.1)

Dado α ∈ (0, α0)∩(0, 1
γ+1

], existem constantes 0 < ρ0 < 1/2 e ε0 > 0, dependendo somente

de d, λ,Λ, γ e α, tais que se

‖M‖−1 · ‖F (X,M)− F (0,M)‖L∞(B1) + ‖f‖L∞(B1) ≤ ε0, (4.2)

então existe uma função afim `(X) = a+~b ·X, tal que

sup
Bρ0

|u(X)− `(X)| ≤ ρ1+α
0 .

Além disso,

|a|+ |~b| ≤ C(d, λ,Λ),

para uma constante universal C(d, λ,Λ) que depende apenas da dimensão e das constantes

de elipticidade.

Demonstração. Note que estamos nas hipóteses do Lema 3.1, assim para um δ > 0 a ser

escolhido a posteriori, seja h uma solução de uma equação (λ,Λ)-uniformemente eĺıptica

homogênea com coeficientes constantes, ou seja,

F(D2h) = 0 em B 1
2

tal que ||u−h||L∞(B1/2) ≤ δ, para algum ε0 escolhido suficientemente pequeno, dependendo

somente de δ e dos parâmetros universais. A partir da escolha do δ, que será universal-

mente escolhido logo depois, iremos concluir que a escolha do ε0 será também universal.

De (3.4), segue que

‖h‖L∞(B1/2) = ‖u− h+ u‖L∞(B1/2) ≤ 1 + δ < 2;

Como h é homogênea, pelo teorema 2.13 h ∈ C1,α, onde 0 < α < 1 (regularidade ótima)
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e portanto,

sup
Br

|h(X)− (∇h(0) ·X + h(0)) | ≤ C(d, λ,Λ) · r1+α0 ∀ r <
1

2
, (4.3)

|∇h(0)|+ |h(0)| ≤ C(d, λ,Λ), (4.4)

para alguma constante universal C(d, λ,Λ) > 0. A desigualdade 4.4 decorre do fato de

‖h‖L∞(B1/2) ≤ 2 e ∇h ser limitado, uma vez que h ∈ C1,α, onde 0 < α < 1. Denotaremos

`(X) := ∇h(0) ·X + h(0). (4.5)

Pela desigualdade triangular segue que

sup
Bρ0

|u(X)− `(X)| = sup
Bρ0

|u(X)− h(X) + h(X)− `(X)| (4.6)

≤ δ + C(d, λ,Λ) · ρ1+α0
0 .

Agora, fixado um expoente α < α0 iremos escolher ρ0 de modo que

Cρ1+α0
0 ≤ 1

2
ρ1+α

0 , ou seja, ρo ≤ α0−α

√
1

2C
. (4.7)

Consideremos,

ρ0 :=
α0−α

√
1

2C
e δ :=

1

2

(
1

2C

) 1+α
α0−α

(4.8)

onde C(d, λ,Λ) > 0 é a constante universal que aparece em 4.3. Observe que como C > 0

e α < α0 segue que δ > 0 e 0 < ρ < 1
2

e que as escolhas acima dependem somente de

d, λ,Λ e do expoente 0 < α < α0 fixado. Finalmente, combinando 4.4, 4.6, e 4.8 obtemos

sup
Bρ0

|u(X)− `(X)| ≤ 1

2

(
1

2C(d, λ,Λ)

) 1+α
α0−α

+ C(d, λ,Λ) · ρ1+α
0 · ρα0−α

0

=
1

2
ρ1+α

0 +
1

2
ρ1+α

0

= ρ1+α
0 ,

e o Lema está provado.

Na sequência, iremos iterar o Lema 4.1 em bolas diádicas para obtermos a

precisa oscilação de decaimento da diferença entre u e as funções afim `k que serão definidas

abaixo.

Lema 4.2. Sob as condições do Lema anterior, existe uma sequência de funções afins

`k(X) := ak +~bk ·X satisfazendo

|ak+1 − ak|+ ρk0|~bk+1 −~bk| ≤ C0ρ
(1+α)k
0 , (4.9)
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tal que

sup
B
ρk0

|u(X)− `k(X)| ≤ ρ
k(1+α)
0 . (4.10)

onde α é um expoente fixado, tal que

α ∈ (0, α0) ∩
(

0,
1

1 + γ

]
(4.11)

e C0 uma constante universal que depende somente da dimensão e elipticidade.

Demonstração. Faremos a prova por indução finito sobre k. O caso k = 1 segue exa-

tamente do Lema 4.1. Suponha que as estimativas (4.9) e (4.10) sejam válidas para

j = 1, 2, · · · , k, mostraremos que é válido também para j = k+1. Para isso, seja a função

reescalonada v : B1 → R como segue,

v(X) :=
(u− `k)(ρk0X)

ρ
k(1+α)
0

.

Assim, |v| =
|u− lk|
|ρk(1+α)

0 |
≤ ρ

k(1+α)
0

ρ
k(1+α)
0

= 1. Além disso, como D2u =
D2v

ρ
k(1−α)
0

e ∇u =

ρkα0 ∇v + bk, temos que v satisfaz a seguinte equação diferencial,

∣∣ρ−kαbk +∇v
∣∣γ Fk(X,D2v) = fk(X)

onde Fk : B1 × S(d)→ R é dada por

Fk(X,M) := ρ
k(1−α)
0 F

(
ρk0X,

1

ρ
k(1−α)
0

M

)
e fk(X) = ρ

k[1−α(1+γ)]
0 f(ρk0X)

Pela observação 4.3 o operador Fk é (λ,Λ)-eĺıptico, já que F é um operador (λ,Λ) eĺıptico.

Além disso, a ω-norma da oscilação dos respectivos coeficientes de Fk, como definido em

(5.4), não aumenta. Como fk(X) = ρ
k[1−α(1+γ)]
0 f(ρk0X), temos a seguinte estimativa

‖fk‖L∞(B1) ≤ ρ
k[1−α(1+γ)]
0 ‖f‖L∞(B

ρk0
). (4.12)

Devido a escolha do expoente feita em (4.11), a saber α ≤ 1
1+γ

, tem-se que k[1−α(1−γ)] ≥
0 e como 0 < ρ0 <

1
2

segue que ||fk||L∞(B1) ≤ ε0. Desta forma, mostramos que v está sob

as hipóteses do Lema 4.1, que garante a existência de uma função afim ˜̀(X) := a+~b ·X
com |a|+ |~b| ≤ C(d, λ,Λ), tal que

sup
Bρ0

|v(X)− ˜̀(X)| ≤ ρ1+α
0 . (4.13)
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Substituindo v na expressão acima obtemos:

sup
Bρ0

∣∣∣∣∣(u− `k)(ρk0X)

ρ
k(1+α)
0

− ˜̀(X)

∣∣∣∣∣ ≤ ρ1+α
0 ,

ou seja,

sup
Bρ0

|u(ρk0X)− (`k(ρ
k
0X)− ˜̀(X)ρ

k[1+α]
0 )| ≤ ρ

(1+α)(k+1)
0

Observe que dado qualquer Z ∈ Bρk+1
0

podemos escrevê-lo como Z = ρk0X, onde X =
1
ρk0
Z ∈ Bρ0 .Assim,

|u(Z)− `k+1| = |u(ρk0X)− `k+1| ≤ sup
Bρ0

|u(ρk0X)− `k+1| ≤ ρ
(1+α)(k+1)
0

onde

`k+1(X) := `k(ρ
k
0X)− ˜̀(X)ρ

k[1+α]
0

Portanto,

`k+1(X) := ak +~bk · ρk0X + aρ
k(α+1)
0 +~b · ρk(α+1)

0 X

= (ak + aρ
k(α+1)
0 ) + (~bk · ρk0X +~b · ρk0Xρkα0 )

= (ak + aρ
k(α+1)
0 ) + (~bk ·+~b · ρkα0 )X

Dessa forma, definamos a (k+1)-ésima função afim, `k+1(X) := ak+1 +~bk+1 ·X da seguinte

forma:

ak+1 := ak + ρ
(1+α)k
0 a e ~bk+1 := ~bk + ραk0

~b.

Desfazendo o reescalonamento em (4.13), obtemos

sup
B
ρk+1
0

|u(X)− `k+1(X)| ≤ ρ
(k+1)(1+α)
0

e ainda,

|ak+1 − ak|+ ρk0|~bk+1 −~bk| = |a||ρk(1+α)
0 |+ ρk0|~b||ρkα0 |

= |a|ρk(α+1)
0 + |~b|ρk(α+1)

0

= (|a|+ |~b|)ρk(α+1)
0

< C0(d, λ,Λ)ρ
k(α+1)
0

e a prova do Lema 4.2 está completa.

Observação 4.3. O operador Fk é (λ,Λ)-eĺıptico.

De fato, como F é (λ,Λ)-eĺıptico temos:

Fk(X,M + P )− Fk(X,M) = ρ
k(1−α)
0 F (ρk0X,

1

ρ
k(1−α)
0

[M + P ])− ρk(1−α)
0 F (ρk0X,

1

ρ
k(1−α)
0

M)

= ρ
k(1−α)
0 [F (ρk0X, M̃ + P̃ )− F (ρk0X, M̃)],
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onde

M̃ =
1

ρ
k(1−α)
0

M e P̃ =
1

ρ
k(1−α)
0

P.

Observe que M̃ ∈ S(n) e que P̃ ≥ 0. Então,

λ‖P̃‖ ≤ F (ρk0X, M̃ + P̃ )− F (ρk0X, M̃) ≤ Λ‖P̃‖ (4.14)

Multiplicando (4.14) por τ := ρ
k(1−α)
0 obtemos

λ‖P‖ ≤ Fk(X,M + P )− Fk(X,M) ≤ Λ‖P‖.
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5 O RESULTADO PRINCIPAL

Neste caṕıtulo iremos tratar da obtenção da regularidade ótima para equações

eĺıpticas degeneradas da forma:

H(X,∇u)F (X,D2u) = f(X) em B1, (5.1)

onde F é uniformemente eĺıptica, f ∈ L∞ e para algum γ > 0, H satisfaz a seguinte

condição de degenerescência,

λ|p|γ ≤ H(X, p) ≤ Λ|p|γ (5.2)

para cada p ∈ Rd e X ∈ B1. Para efeito de normalização, assumiremos sem perda de

generalidade que F (X, 0) = 0 para todo X ∈ B1.

Como mencionado outras vezes nesse presente trabalho, segue da teoria de

Krylov-Safanov, veja ROBERTS, CAFFARELLI, and CABRÉ (1995), que soluções de

viscosidade da equação

F (X,D2u) = f(X) ∈ L∞(B1),

são localmente de classe C1,β, para todo 0 < β < α0. Veja TEIXEIRA (2014). Soluções

da equação de coeficientes constantes

F (D2u) = 0,

são localmente de classe C1,α0 , para algum expoente α0 = α0(d, λ,Λ) universal. No

decorrer deste caṕıtulo, α0 será entendido como tal expoente. Caso não tenha sido imposta

nenhuma condição adicional à F , α0 é de fato o expoente ótimo. Veja NADIRASHVILI

(2007, 2008) e NADIRASHVILI and VLADUTS (2011). Para a classe de equações com

coeficientes variáveis, soluções são em geral, somente de classe C0,α0 e esta regularidade é

ótima, a menos que alguma condição de continuidade em seus coeficientes seja imposta.

Tal condição é bastante natural, estando sempre presente na teoria linear: Lu = aijDiju.

Para o nosso objetivo de encontrar uma estimativa C1,α para soluções da equação (5.1),

iremos daqui em diante, assumir uma hipótese de continuidade nos coeficientes de F , a

saber:

sup
‖M‖≤1

|F (X,M)− F (Y,M)|
‖M‖

≤ C · ω(|X − Y |), (5.3)

onde C ≥ 0 é uma constante positiva e ω é um módulo de continuidade normalizado,

isto é, ω : R+ → R+ é não-decrescente com ω(0+) = 0 e ω(1) = 1. Para uma notação
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conveniente, iremos denotar

‖F‖ω := inf

{
C > 0 : sup

‖M‖≤1

|F (X,M)− F (Y,M)|
‖M‖

≤ Cω(|X − Y |), ∀X, Y ∈ B1

}
.

(5.4)

Para concluir os nosso comentários iniciais sob a condição de continuidade (5.3), soluções

de viscosidade da equação

F (X,D2u) = f(X) ∈ L∞(B1),

são localmente de classe C1,β, para todo 0 < β < α0. Veja CAFFARELLI (1988); TEI-

XEIRA (2014).

Iremos agora apresentar o principal resultado acerca da teoria que será de-

senvolvida neste caṕıtulo. Tal resultado fornecerá uma estimativa de regularidade ótima

para funções u, satisfazendo

|∇u|γ · |F (D2u)| . 1, γ > 0, (5.5)

no sentido da viscosidade, para algum operador uniformemente eĺıptico F . Como co-

mentado no ińıcio deste caṕıtulo, para o caso não-degenerado, isto é, γ = 0, a melhor

regularidade posśıvel é C
1+α−0
loc . O ponto delicado, está em obter uma estimativa universal

precisa o suficiente para que o grau de singularidade γ > 0, que surge da equação (5.5)

seja explicitamente sentido, ao longo do conjunto singular (∇u)−1(0).

Para entender alguns fatos acerca do que devemos esperar neste estudo, vamos

olhar de um modo ingênuo para a seguinte EDO:{
u′′(t) = (u′)−θ,

u(0) = u′(0) = 0,

que pode ser resolvida de uma maneira simples para t ∈ (0,∞). A solução é u(t) = t
2+γ
1+γ .

Após algumas inferências heuŕısticas, torna-se razoável aceitar que C
2+γ
1+γ é uma barreira su-

perior para qualquer estimativa de regularidade universal para a equação (5.5). Portanto,

a estimativa de regularidade ótima ideal que se deve esperar para funções satisfazendo

a Equação (5.5) deve ser C1,min{α−0 ,
1

1+γ
}. Devido aos comentários feitos acima, estamos

aptos a formular o principal resultado o qual foi dedicado este caṕıtulo.

Teorema 5.1. Seja u uma solução de viscosidade de

H(X,∇u)F (X,D2u) = f(X) em B1. (5.6)

Assuma f ∈ L∞(B1), H satisfaz (5.2) e F : B1×S(d)→ R é uniformemente eĺıptico com
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coeficientes cont́ınuos, isto é, satisfazendo (2.4) e (5.3). Fixado um expoente

α ∈ (0, α0) ∩
(

0,
1

1 + γ

]
,

então existe uma constante C(d, λ,Λ, γ, ‖F‖ω, ‖f‖∞, α) > 0, que dependente apenas de

d, λ,Λ, γ, ‖F‖ω, ‖f‖∞ e α, tal que

‖u‖C1,α(B1/2) ≤ C(d, λ,Λ, γ, ‖F‖ω, ‖f‖∞, α) · ‖u‖L∞ .

Em suma, a estratégia dada no caṕıtulo anterior atesta que, para mostramos

o Teorema 5.1, é suficiente trabalhar sob o regime de pequenez posto como hipótese na

demonstração do Lema 4.1. Uma vez estabelecida a estimativa regularidade ótima para

a função normalizada u, a estimativa correspondente para v será prontamente obtida. A

partir de agora faremos esse processo detalhadamente.

5.1 Regularidade local sob o regime de pequenez

Nesta seção, ainda sob as hipóteses dos Lemas 4.1 e 4.2, iremos estabelecer,

para um expoente fixado α satisfazendo a condição (4.11), a existência de uma função

afim

`?(X) := a? +~b? ·X,

tal que

|~b?|+ |a?| ≤ C,

onde

sup
Br

|u(X)− `?(X)| ≤ Cr1+α, ∀r � 1, (5.7)

para uma constante positiva C que depende somente das constantes d, λ, Λ, γ e α.

Para isso iremos mostrar que para concluirmos a prova do Teorema 5.1 é

suficiente obter que a estimativa (5.7) é válida na origem para uma solução u sob as

hipóteses dos Lemas 4.1 e 4.2.

De fato, seja v ∈ C(B1) uma solução no sentido da viscosidade de

H(X,∇v)F (X,D2v) = f(X),

onde H satisfaz (1.4) e F é um operador (λ,Λ)-eĺıptico com coeficientes cont́ınuos, ou

seja, que satisfazem (2.4) e (5.3). Fixemos um ponto Y0 ∈ B1/2 e definamos u : B1 → R
como

u(X) :=
v(ηX + Y0)

τ
,

para parâmetros η e τ a serem determinados. Note que D2v = D2u
η2 τ e ∇v = ∇u

η
τ , assim
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temos que u é solução no sentido da viscosidade para

Hη,τ (X,∇u)Fη,τ (X,D
2u) = fη,τ (X),

onde Fη,τ : B1 × S(d)→ R é dada por:

Fη,τ (X,M) :=
η2

τ
F

(
ηX + Y0,

τ

η2
M

)
(5.8)

Hη,τ (X, p) :=
(η
τ

)γ
H
(
ηX + Y0,

τ

η
p

)
(5.9)

fη,τ (X) :=
ηγ+2

τ γ+1
f(ηX + Y0). (5.10)

De maneira análoga a observação 4.3 temos que Fη,τ é uniformemente eĺıptica com as

mesmas constantes de elipticidade do operador original F , ou seja, tal operador é (λ,Λ)-

eĺıptico. Note também que Hη,τ satisfaz a mesma condição de degenerescência (1.4), com

as mesmas constantes, pois como

λ|~p|γ ≤ H(X, ~p) ≤ Λ|~p|γ

para algum γ > 0. Assim, sendo ~q =
τ

η
~p tem-se

λ|~q|γ ≤ H(ηX + Y0, ~q) ≤ Λ|~q|γ

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por σ =
(η
τ

)γ
obtemos:

λ

∣∣∣∣ητ
(
τ

η
~p

)∣∣∣∣γ ≤ (ητ
)γ
H(ηX + Y0, ~q) ≤ Λ

∣∣∣∣ητ
(
τ

η
~p

)∣∣∣∣γ
ou seja,

λ|~p|γ ≤ Hη,τ (X, ~p) ≤ Λ|~p|γ

Vamos inicialmente escolher

τ := max
{

1, ‖v‖L∞(B1)

}
,

para que tenhamos |u| ≤ 1 em B1(Y0), pois |u| = |v| ≤ 1 em B1 se τ = 1 ou |u| ≤ ‖v‖∞
‖v‖∞

=

1 se τ = ‖v‖∞. Agora para o ε0 universal que surge nas hipóteses do Lema 4.1, faremos

a seguinte escolha

η := min

{
1, ·(ε0‖f‖−1

L∞)
1

γ+2 , ω−1

(
ε0

‖F‖ω

)}
,
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pois assim teremos ‖fτ,η‖∞ < ε0 temos
ηγ+2

τ γ+1
‖f‖∞ < ε0 assim, ηγ+2‖f‖∞ < ε0, ou seja,

η < (ε0‖f∞‖−1)
1

γ+2 ,e

|Fη,τ (X,M)− Fη,τ (0,M)|
||M ||

=

η2

τ

∣∣∣∣F(ηX + Y0,
τ
η2M

)
− F

(
0, τ

η2M

)∣∣∣∣
||M ||

=
|F (ηX + Y0,M

′)− F (0,M ′)|
||M ′||

Portanto,

sup
‖M‖≤1

|Fη,τ (X,M)− Fη,τ (0,M)|
‖M‖

= sup
‖M ′‖≤1

|F (ηX + Y0,M
′)− F (0,M ′)|

‖M ′‖
≤ Cω(|ηX + Y0 − ηY − Y0|)

= Cω(η|X − Y |)

≤ Cω(η)

Na última desigualdade acima foi usado o fato da função ω ser crescente em (0, 1). Com

isso queremos que Cω(η) ≤ ε0 logo, η ≤ ω−1

(
ε0
C

)
. Obtivemos,

X |u| ≤ 1 em B1;

X ‖fη,τ‖L∞ ≤ ε0;

X ‖M‖−1‖Fη,τ (X,M)− Fη,τ (0,M)‖L∞(B1) ≤ ε0.

Inicialmente, segue de (4.9), que os coeficientes da sequência de funções afins `k geradas

no Lema 4.2, ou seja, ~bk e ak, são sequências de Cauchy em Rd e em R, respectivamente.

Sejam ~b? e a? os coeficientes limites, isto é,

lim
k→∞

~bk =: ~b? ∈ Rd (5.11)

lim
k→∞

ak =: a? ∈ R. (5.12)

Além disso, por (4.9) temos que |ak+1 − ak| < ρ
k(1+α)
0 e |bk+1 − bk| < ρkα0 e portanto,

|ak+d − ak| ≤ |ak+d − ak+d−1|+ |ak+d−1 − ak+d−2|+ ...+ |ak+1 − ak|

≤ C0(ρ
(k+d−1)(1+α)
0 + ρ

(k+d−2)(1+α)
0 + ...+ ρ

(k+1)(1+α)
0 + ρ

k(1+α)
0 )

= C0ρ
k(1+α)
0 (ρ

(d−1)(1+α)
0 + ρ

(d−2)(1+α)
0 + ...+ ρ

(1+α)
0 + 1)

≤ C0

1− ρ0

ρk(1+α).

De maneira análago tem-se

|bk+d − bk| ≤
C0

1− ρ
ρkα0 .
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Fazendo k →∞ nas duas desigualdades acima, temos que:

|a? − ak| ≤
C0

1− ρ0

ρ
k(1+α)
0 , (5.13)

|~b? −~bk| ≤
C0

1− ρ0

ρkα0 . (5.14)

Agora, fixado 0 < r < ρk0, iremos escolher k ∈ tal que

ρk+1
0 < r ≤ ρk0.

Por fim, obtemos a seguinte estimativa:

sup
Br

|u(X)− `?(X)| ≤ sup
B
ρk0

|u(X)− `?(X)|

≤ sup
B
ρk0

|u(X)− `k(X)|+ sup
B
ρk0

|`k(X)− `?(X)|

≤ ρ
k(1+α)
0 +

C0

1− ρ0

ρ
k(1+α)
0

= ρ
k(1+α)
0

(
1 +

C0

1− ρ0

)
=

ρ
k(1+α)
0

ρ
(k+1)(1+α)
0

(
1 + C0

1−ρ0

)
ρ

(k+1)(1+α)
0

=
1

ρ1+α
0

(
1 + C0

1−ρ0

)
ρ

(k+1)(1+α)
0

=
1

ρ1+α
0

(
1 + C0

1−ρ0

)
ρ

(k+1)(1+α)
0

≤ 1

ρ1+α
0

(
1 +

C0

1− ρ0

)
· r1+α,

logo ||u||C1,α ≤ C(d, λ,Λ, γ, ‖F‖ω, ‖f‖∞, α) · ‖u‖L∞ e a prova do Teorema 5.1 está com-

pleta. �

Segue no Corolário abaixo, uma importante consequência do Teorema 5.1.

Corolário 5.2. Seja u solução de viscosidade de

H(X,∇u)F (D2u) = f(X) in B1. (5.15)

Assuma f ∈ L∞(B1), H satisfazendo (5.2), F uniformemente eĺıptica e côncava. Então

u é localmente C1, 1
1+γ e essa regularidade é ótima.

Demonstração. Note que estamos nas hipóteses do teorema 4.1, dáı temos que fixado

α ∈ (0, α0) ∩
(

0,
1

1 + γ

]
existe uma contante C = C(d, γ, λ,Λ, ‖F‖w, ‖f‖∞, α) > 0 tal

que

‖u‖C1,α(B 1
2

) ≤ C = C(d, γ, λ,Λ, ‖F‖w, ‖f‖∞, α)‖u‖∞

Por outro lado temos que soluções de equações côncavas são localmente de
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classe C1,1 pelo Teorema de Evans-Krylov. Logo u ∈ C1, 1
1+γ localmente e essa regularidade

é ótima.

É interessante compreender o Teorema 5.1 como um modelo de classificação

para equações eĺıpticas degeneradas, conectando a magnitude da degenerescência do ope-

rador à regularidade ótima de suas respectivas soluções. De fato, como mencionado ante-

riormente, várias equações tem seus graus de degenerescência comparável a uma equação

modelo da forma |∇u|γ|F (D2u)| . 1. Iremos explorar essa perspectiva na próxima seção.
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6 APLICAÇÕES E PERSPECTIVAS

A heuŕıstica da classificação de degenerescência mencionado no parágrafo an-

terior, possui de fato um vasto campo de aplicabilidade. Nesta seção intermediária, iremos

comentar sobre algumas consequências que a estimativa de regularidade ótima dispõe para

teoria de regularidade eĺıptica.

Na sequência, iremos usar o Teorema 5.1 e o Corolário 5.2 para solucionar

casos particulares de alguns problemas abertos bastante conhecidos. O resultado obtido

nesta seção nos dá a esperança de que progressos decisivos possam ser contemplados para

casos mais gerais em um futuro próximo.

6.1 Equações da teoria de supercondutividade

Começaremos nesta seção, comentando sobre algumas aplicações que o Te-

orema 5.1 fornece para a teoria de supercondutividade, onde as equações totalmente

não-lineares do tipo:

F (X,D2u) = g(X, u)χ{|∇u|>0} (6.1)

regem os modelos matemáticos desta teoria. A equação (6.1) representa a equação es-

tacionária para a ”mean field theory of superconducting vortices”quando a função de

fluxo escalar admite uma dependência funcional no potencial magnético escalar, veja

CHAPMAN, RUBINSTEIN, and SCHATZMAN (1996). Propriedades de existência e re-

gularidade da Equação (6.1) foram estudadas em CAFFARELLI and SALAZAR (2002)

e CAFFARELLI, SALAZAR, and SHAHGHOLIAN (2004). A novidade no estudo da

Equação (6.1) está em testar a equação apenas por polinômios que tocam a solução com

|∇P (X0)| 6= 0. Foi provado em CAFFARELLI and SALAZAR (2002), corolário 7, que

soluções são localmente C0,α para algum 0 < α < 1. Para operadores côncavos, foi pro-

vado em CAFFARELLI and SALAZAR (2002) corolário 8, que soluções estão em W 2,p.

Uma aplicação da fórmula de monotonicidade de Alt-Caffarelli-Friedman CAFFARELLI

and SALAZAR (2002), Lema 9, fornece regularidade C1,1 para o problema particular

∆u = cu χ{|∇u|>0}. (6.2)

A Equação (6.1) pode ser obtida como o problema limite, quando δ → 0, para

a famı́lia de equações singulares da forma

|∇uδ|δ · F (X,D2uδ) = g(X, uδ), B1. (Eδ)

De fato, segue do Teorema 5.1 que se uδ é uma solução normalizada,ou seja, ||uδ||L∞ = 1



38

de (Eδ), para δ suficientemente pequeno, isto é, para

δ < 1− α−0 , para α−0 ∈ (0, α0) ∩
(

0,
1

1 + γ

]
então existe uma constante C(d, λ,Λ, γ, ||g||w, ||g||∞, α−0 ) > 1 que não depende de δ,tal

que,

‖uδ‖
C

1,α−0
loc

≤ C||uδ||L∞ = C. (6.3)

Em particular, a estimativa (6.3) nos dá compacidade local para a famı́lia de soluções

{uδ}δ>0 de (Eδ).Assim pelo teorema de Ascoli-Arzelá,a menos de uma subsequência,seja

u0 a função limite de tal sequência, ou seja,

u0 = lim
j→0

uδj ,

para δj = o(1). De (6.3), temos,

∇uδj −→ ∇u0 localmente uniforme, (6.4)

u0 ∈ C
1,α−0
loc (B1). (6.5)

Agora, fixemos um ponto regular Z ∈ B1 de u0, isto é,

|∇u0(Z)| > 0.

A convergência gradiente (6.4) e a estimativa (6.5) nos dá a existência de η > 0 pequeno,

tal que

inf
Bη(Z)

|∇uδ| ≥
1

10
|∇u0(Z)| =: c0,

para todo δ � 1. Assim,

g(X, uδ) · |∇uδ|−δ −→ g(X, u0), quando δ −→ 0 uniformemente em Bη(Z).

Resumimos a discussão acima com o seguinte Teorema:

Teorema 6.1. Seja uδ ∈ C0(B1) uma solução de viscosidade de (Eδ), com |uδ| ≤ 1,

δ � 1, onde g é cont́ınua em u e mensurável e limitada em X. Assuma que o operador

F está sob as hipóteses do Teorema 5.1. Então, fixado um número α < α0(d, λ,Λ), para

δ suficientemente pequeno, temos

‖uδ‖C1,α(B4/5) ≤ C(d, λ,Λ, α).

Em particular,

uδ → u0 ∈ C1,α(B1/2),
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e u0 é uma solução de viscosidade de (6.1).

A principal vantagem do Teorema 6.1, em comparação com a teoria de re-

gularidade desenvolvida em CAFFARELLI and SALAZAR (2002), é que ela nos dá a

estimativa C1,α ótima, para o caso mais geral de operadores totalmente não lineares, não

necessariamente côncavos.

6.2 Visitando a teoria do ∞-laplaciano

Iremos agora visitar a teoria do operador ∞-laplaciano ,

∆∞v :=
∑
i,j

vivjvij (6.6)

a qual está relacionada ao problema de melhor extensão Lipschitz para um dado de fron-

teira fixado. Além disso, o operador acima tem como caracteŕısticas a não-linearidade e

alta degenerescência. A teoria das funções infinito-harmônicas, isto é, soluções da EDP

homogênea

∆∞h = 0,

tem recebido uma grande atenção. Um dos principais problemas em aberto da teoria

moderna de EDPs está em mostrar que funções infinito-harmônicas são de classe C1. Essa

conjectura tem sido respondida positivamente por O. Savin SAVIN (2005) no plano. Evans

e Savin, EVANS (2008) melhoraram o resultado para C1,α para algum α > 0 pequeno,

porém somente em duas dimensões. Muito recentemente, Evans e Smart provaram que

funções infinito-harmônicas são q.t.p. diferenciáveis independentemente da dimensão,

veja EVANS and SMART (2011). Não obstante, caracteŕısticas de não-continuidade de

∇u podem ser inferidos por argumentos ingênuos. O famoso exemplo de função infinito-

harmônica

a(x, y) := x
4
3 − y

4
3 (6.7)

devido a Aronsson por volta dos anos 60, determina a regularidade ótima ideal para tal

problema. Ou seja, a teoria de regularidade universal para funções infinito-harmônicas não

pode ir além de C1, 1
3 . Até onde sabemos, não houve antes qualquer resultado significativo

de que funções infinito-harmônicas devem ou não ter uma regularidade C1, 1
3 universal,

a menos de especulações baseadas no exemplo de Aronsson. De outra maneira, porém,

a desconfiança para a validade da conjectura da regularidade C1, 1
3 para funções infinito-

hamônicas se confirma explorando as propriedades de escalonamento da equação. Por

exemplo, podemos escrever o operador infinito-laplaciano como

∆∞v = (∇v)t ·D2v · ∇v,
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e desta forma, torna-se tentador comparar suas caracteŕısticas de degenerescência com

|∇u|2 · |∆u| . 1, (6.8)

que possui as mesmas propriedades de escalonamento de ∆∞ e cujas soluções são C1, 1
1+2

regulares, do Corolário 5.2. Embora, em geral não seja verdade que funções infinito-

harmônicas satisfazem (6.8), essa observação nos leva a um interessante guia heuŕıstico.

Note que o exemplo de Aronsson - como quaisquer exemplos populares na te-

oria de EDPs - é uma função de variáveis separáveis. Na sequência, como uma aplicação

do Corolário 5.2, mostraremos que qualquer função infinito-harmônica com variáveis se-

paráveis é de fato, localmente C1, 1
3 .

Proposição 6.2. Seja u : B1 ⊂ Rd → R uma função infinito-harmônica. Assuma que u

é uma função de variáveis separáveis, i.e.,

u(X) = σ1(x1) + σ2(x2) + · · ·σd(xd),

para σi ∈ C0(B1). Então u ∈ C1, 1
3 (B1/2).

Demonstração. Primeiramente note que ∇u = (σ′1x1, · · · , σ′dxd) e

D2u =


σ′′1(x1) 0 · · · 0

0 σ′′2(x2) · · · 0
...

...
...

...

0 0 · · · σ′′d(xd)


Portanto,

0 = ∆∞u = |σ′1(x1)|2σ′′1(x1) + |σ′1(x2)|2σ′′2(x2) + · · ·+ |σ′d(xd)|2σ′′d(xd). (6.9)

Notamos, contudo, que o i-ésimo termo na equação (6.9) depende apenas da variável xi.

Portanto, como a soma acima é nula, cada termo deve ser constante, isto é,

|σ′i(xi)|2σ′′i (xi) = βi,
N∑
i=1

βi = 0. (6.10)

E portanto,
d∑
i=1

|σ′i(xi)|2σ′′i (xi) =
d∑
i=1

βi = 0.

Aplicando a regularidade C1, 1
3 para cada σi que segue do Corolário 5.2, temos que a prova

da Proposição 6.2 está conclúıda.

Em alguns problemas f́ısicos e geométricos, soluções herdam a simetria ra-
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dial do dado de fronteira.É portanto, interessante analisarmos a regularidade ótima para

soluções radialmente simétricas.

Na sequência provaremos que funções radialmente simétricas cujo infinito la-

placiano é limitado no sentido da viscosidade é de classe C1, 1
3 e esta regularidade é ótima

como por exemplo

∆∞|X|
4
3 = cte

Proposição 6.3. Seja u ∈ C0(B1) uma função radialmente simétrica,isto é, u(X) = v(r)

para r := |X|,satisfazendo

∆∞u = f(|X|, u) em B1,

no sentido da viscosidade. Assuma f ∈ C0([0, 1]xR).Então u ∈ C1, 1
3

loc .

Demonstração. Observemos inicialmente que,

ui = v′(r)
Xi

|X|
e uij = v′′(r)

XiXj

|X|2
+ v′(r)

[
1

|X|
δij −

1

|X|3
XiXj

]
Portanto,

∆∞u =
(v′(r))3

|X|5
d∑
i=1

(Xi)
2 − (v′(r))3

|X|5

(
d∑

i,j=1

(Xi)
2(Xj)

2

)
+
v′′(r)(v′(r))2

|X|4

(
d∑

i,j=1

(Xi)
2(Xj)

2

)

=
(v′(r))3

|X|
− (v′(r))3

|X|
+ v′′(r)(v′(r))2

= v′′(r)(v′(r))2

Assim,

v′′(r)(v′(r))2 = f(r, v(r)), (6.11)

no sentido da viscosidade. Como

f(X) ∈ L∞loc(B1),

podemos aplicar o Corolário 5.2 para obtermos u ∈ C1, 1
1+2

loc o que prova a proposição.

Comentamos que a regularidade da Proposição 6.3 é ótima quando

∆∞|X|
4
3 = constante.

Ainda iremos mencionar que, para funções com o infinito-laplaciano limitados, E. Lind-

gren, seguindo as ideias de EVANS and SMART (2011), estabeleceu recentemente esti-

mativas Lipschitz e diferenciabilidade q.t.p..
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6.3 Outras equações eĺıpticas degeneradas

Um outro exemplo interessante a ser explorado é o operador p-laplaciano:

∆pu := div
(
|∇u|p−2∇u

)
para p ≥ 2. (6.12)

Ele aparece por exemplo na equação de Euler-Lagrange associada a integral p-energia∫
(Du)pdX → min.

O estudo de equações envolvendo o operador p-laplaciano tem recebido uma grande

atenção nos últimos 50 anos. Em particular, a teoria de regularidade para funções p-

harmônicas tem sido um assunto de intensa investigação, desde o final dos anos 60, quando

Uraltseva em URALTSEVA (1968) provou que soluções fracas da equação homogênea

∆ph = 0, (6.13)

é localmente de classe C1,α(d,p), para algum α(d, p) > 0. A regularidade ótima para funções

p-harmônicas no plano foi obtida por Iwanec e Manfredi, em IWANIEC and MANFREDI

(1989). O expoente ótimo de Hölder continuidade do gradiente de funções p-harmônicas

em altas dimensões, d ≥ 3, tem sido o maior problema em aberto desde então.

O operador p-laplaciano pode ser escrito na forma não-divergente, simples-

mente aplicando formalmente as derivadas da seguinte forma:

∆pu = |∇u|p−2∆u+ (p− 2)|∇u|p−4∆∞u. (6.14)

A noção de soluções fracas, usando a estrutura divergente em (6.12), e na forma não-

divergente em (6.14) são equivalentes, veja JUUTINEN, LINDQVIST, and MANFREDI

(2001).

Dentro do contexto de funções com o p-laplaciano limitado, é conjecturado que

a regularidade ótima deve ser Cp′ , onde

1

p
+

1

p′
= 1.

Nosso próximo resultado nos dá uma resposta parcial para esta conjectura.

Proposição 6.4. Seja p ≥ 2 e u satisfazendo

|∆pu| ≤ C, em B1.

Assuma u radialmente simétrica, i.e. u(X) = v(r) para r := |X|. Então v ∈ Cp′

loc(B1).



43

Demonstração. Usando os mesmos argumentos da prova da Proposição 6.3 temos que

|v′|p−2|v′′|+ |v′|p−4 · v′2|v′′| ≤ C,

no sentido da viscosidade. Portanto, como uma aplicação do Corolário 5.2, obtemos

v ∈ C
1, 1

1+(p−2)

loc
∼= Cp′

loc,

e a proposição em questão está provada.

Estimativas da forma |∇u|p−2|D2u| < C não são raras em um certo número de

problemas envolvendo o operador p-laplaciano, veja por exemplo LEE and SHAHGHO-

LIAN (2003). Vamos mencionar também que estimativas da forma (ε+ |∇v|2)
p−1

2 |D2v| <
C são comumente obtidas para soluções fracas de equações da forma divergente, Di (A

i(Dv)) =

0, veja DACOROGNA (2007), Caṕıtulo 8.

Iremos encerrar esta seção, revisitando o operador infinito-laplaciano como o

limite do operador p-laplaciano, quando p → ∞. Seja h ∈ C0(B1) uma função infinito-

harmônica. Para cada p� 1, seja hp a solução do seguinte problema{
∆php = 0, in B3/4

hp = h, on B3/4.

É sabido que hp forma uma sequência de funções equicont́ınuas e hp → h localmente

uniforme para h. Em particular

∆∞hp = o(1), quando p→∞.

Dessa forma, iremos denotar hp como a aproximação p-harmônica da função infinito-

harmônica h em B3/4.

Proposição 6.5. Seja h ∈ C0(B1) uma função infinito-harmônica hp sua aproximação

p-harmônica. Assuma |∆∞hp| = O(p−1) quando p→∞. Então h ∈ C1, 1
3 (B1/2).

Demonstração. Como hp é p-harmônica, temos que ∆php = 0 e portanto,

|∇hp|2∆hp − (2− p)∆∞hp = 0 ,ou seja, |∇hp|2∆hp = (2− p)∆∞hp.

Pelo prinćıpio do máximo,

‖hp‖L∞
(B4/5)

≤ ‖h‖L∞
(B1)
≤ ε,

uma vez que h ∈ C0(B1). Por hipótese temos que ∆∞hp| = O(p−1), assim |∆∞hp|p ≤ C e

segue da desigualdade triangular que (2− p)∆∞hp ∈ L∞(B 1
2

). Da hipótese de aproximação
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e do Corolário 5.2, temos

‖hp‖C1, 13 (B1/2)
≤ C,

para uma constante C que independe de p. A prova da proposição segue por argumentos

padrões.

Outra interessante Proposição relaciona funções p-harmônicas com infinito-

laplaciano limitado.

Proposição 6.6. Seja u uma função p-harmônica B1 ⊂ Rd. Assuma ∆∞u ∈ L∞(B1).

Então u ∈ C1, 1
3 (B1/2).

Demonstração. A prova segue por argumentos similares aos da prova da Proposição 6.5.

Segue como um problema em aberto, se a Proposição 6.6 vale mesmo sem a

hipótese extra de limitação do infinito-laplaciano. É plauśıvel conjecturar que se α(d, p)

é o expoente de Hölder continuidade ótimo (universal) para funções p-harmônicas, então

α(d, p) >
1

3
+ o(1), quando p →∞.
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7 SOLUÇÕES MINIMAIS E GEOMETRIA NÃO DEGENERADA

Nessa seção provaremos o seguinte teorema:

Teorema 7.1. Seja u solução minimal para o problema do valor limitado{
H(X,∇u)F (X,D2u) = f(X) em Ω

u = ϕ em Ω,
(7.1)

onde Ω é um domı́nio suave limitado, ϕ ∈ C1,α(Ω̄) e f ∈ C(Ω)∩L∞(Ω) satisfazendo 0 <

inf
Ω
f(X). Dado X0 ∈ S(u) e r < dist(X0, ∂⊗), existe uma constante C̄ = C̄(d, inff, λ,Λ, γ) >

0, tal que

C̄r
2+γ
1+γ + u(X0) ≤ sup

Br(X0)

u(X).

Antes de começarmos a prova desse teorema faremos alguns comentários sobre

a existência de solução mı́nima para o problema de valor limitado acima. Aqui assumi-

remos que Ω é um domı́nio limitado e suave. O dado de contorno ϕ ∈ C1,α(Ω̄) podemos

assumir sem perda de generalidade, ser não negativa. O pressuposto fundamental para o

nosso objetivo é que f ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω̄) satisfazendo,

0 < inf
Ω
f(X)

Dada uma função g, vamos definir o operador eĺıptico da seguinte forma,

Gg[u] := H(X,∇u)F (X,D2u)− g(X)

A existência de solução minimal para equação (7.1), segue das orientações

do método de Perron’s, também chamado método sub-super solução. Para prinćıpio de

comparação em equações eĺıpticas degeneradas, ver teorema 3.3 em CRANDALL, ISHII,

and LIONS (1992) e Teorema 1.1 em BIRINDELLI and DEMENGEL (2004). Tal solução

de viscosidade é obtida por,

u(X) := inf
w∈P

f(X)

onde

P = {w ∈ C(Ω̄);u∗ ≤ w ≤ u∗ e w é supersolução de (7.1)}

e u∗,u∗ resolvem{
Ginf f [u

∗] = 0 em Ω

u∗ = ϕ em Ω
e

{
G||f ||∞ [u∗] = 0 em Ω

u∗ = ϕ em Ω
(7.2)

respectivamente. Além disso, é esclarecedora a comentar que pelo prinćıpio de comparação

a solução minimal constrúıda acima é uma solução única para o problema de dirichlet.
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Passamos agora para a prova do teorema 7.1. A partir de agora nós rotulamos

α :=
2 + γ

1 + γ

Seja u uma solução minimal de (7.1), e assuma sem perda de generalidade que 0 ∈ S(u).

Fixado η > 0 podemos construir a seguinte barreira auxiliar:

θ(X) =


C, se 0 ≤ |X| < Bη;

A
α2

2
ηα−2(|X| −Bη)2 + C se Bη ≤ |X| < η;

A|X|α +

(
C − A

2
ηα
)

se |X| > η;

(7.3)

para B := 1 − 1

α
∈ (0, 1), pois B := 1 −

(
1 + γ

2 + γ

)
=

1

2 + α
< 1, onde as constantes

A e C > 0 serão escolhidas a posteriore. Note que pela própio definição de θ temos

θ ∈ C1 e D2θ ∈ C1. Nosso primeiro objetivo é mostrar que, se escolhermos 0 < A << 1

universalmente pequeno então θ satisfaz

|∇θ(X)|γF (X,D2θ(X)) < inf
Ω
f(X)

pontualmente em Ω.

De fato, temos três casos a serem analizados.

Se 0 ≤ |X| < Bη, temos θ(X) = C logo ∇θ(X) = 0. Portanto,

|θ(X)|γF (X,D2θ(X)) < inf
Ω
f(X), ou seja, 0 < inf

Ω
f(X)

Agora se Bη ≤ |X| < η temos,

θ(X) = A
α2

2
ηα−2(|X| −Bη)2 + C

Dáı computamos,

θi(X) = A
α2

2
ηα−2

[
2(|X| −Bη)

Xi

|X|

]
= Aα2ηα−2(|X| −Bη)

Xi

|X|

θij(X) = Aα2ηα−2

[
XiXj

|X|2
+(|X|−Bη)

|X|δij −Xi
Xj

|X|
|X|2

]
= Aα2ηα−2

[
XiXj

|X|2
+

(
1−Bη
|X|

)(
δij−

XiXj

|X|2

)]
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Em particular para pontos da forma (—X—,0,...,0) temos,
θii(X) = Aα2ηα−2

[
0 +

(
1− Bη

|X|

)
(1− 0)

]
= Aα2ηα−2

(
1− Bη

|X|

)
se i 6= 1;

θij(X) = 0 se i 6= j ( Usamos o fato de XiXj = 0 e δij = 0);

θ11(X) = Aα2ηα−2

[
|X|2

|X|2
+

(
1− Bη

|X|

)
(1− |X|

2

|X|2
)

]
= Aα2ηα−2.

(7.4)

Da teoria de EDP’s eĺıpticas totalmente não lineares temos:

F (X,D2θ(X)) ≤M+

(
D2θ(X),

λ

d
,Λ

)
= Λ

(
Aα2ηα−2 + (d− 1)

[
Aα2ηα−2

(
1− Bη

|X|

)])
.

Observe que,

Bη ≤ |X| < η ⇔ −η ≤ −|X| < −Bη ⇔ −B ≥ −Bη
|X|

≥ −1⇔ 1−B ≥ 1−Bη
|X|

≥ 0⇔ 1

α
≥ 1−Bη
|X|

.

Portanto,

F (X,D2θ(X)) ≤ Λ

(
Aα2ηα−2 + (d− 1)

(
Aα2ηα−2 1

α

)
≤ ΛdAα2ηα−2.

Na última desigualdade acima usamos o fato de
1

α
< 1. Temos também que,

|∇θ(X)| = Aα2ηα−2

(
1− Bη

|X|

)
|Xi|

< Aα2ηα−2

(
1− Bη

|X|

)
|X|

< Aα2ηα−2

(
1− Bη

|X|

)
η = Aα2ηα−1 1

α

= αAηα−1

Portanto,

|∇θ(X)|γF (D2θ(X)) ≤ ΛdAα2ηα−2(αAηα−1)γ

= Λdαγ+2Aγ+1η(α−2)+(α−1)γ

= C(d,Λ, λ, γ)Aγ+1η(α−2)+(α−1)γ

Como

(α− 2) + (α− 1)γ = 0,
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obtemos |∇θ(X)|γF (D2θ(X)) ≤ C(d,Λ, λ, γ)Aγ+1. Dáı escolhemos 0 < A << 1 tal que,

C(d, λ,Λ, γ)Aγ+1 < inf
w∈P

f(X), assim A <
γ+1

√√√√ inf
w∈P

f(X)

C(d, λ,Λ, γ)

Logo,

|∇θ(X)|γF (D2θ(X)) < inf
w∈P

f(X) para 0 < A << 1

E por final analizaremos o caso quando |X| ≤ η. Aqui θ(X) = A|X|α +

(
C− A

2
ηα
)

. Dáı

computamos,

θi(X) = Aα|X|α−1 Xi

|X|

θij(X) = Aα(α− 1)|X|α−2XiXj

|X|2
+

[
Aα|X|α−1

( |X|δij − XiXj
|X|

|X|2

)]
= Aα|X|α−2(α− 1)

XiXj

|X|2
+

[
Aα|X|α−1

(
|X|2δij −XiXj

|X|3

)]
= Aα|X|α−2(α− 1)

XiXj

|X|2
+

[
Aα|X|α−2δij − Aα|X|α−2XiXj

|X|2

]
= Aα[(α− 2)XiXj|X|−2 + δij]|X|α−2.

Pela invariância de rotação fixemos uma direção com os pontos da forma (—X—,0,...,0),

assim temos: 
θii(X) = Aα|X|α−2 se i 6= 1;

θij(X) = Aα0|X|α−2 = 0 se i 6= j;

θ11(X) = Aα[(α− 2) + 1]|X|α−2 = Aα(α− 1)|X|α−2.

(7.5)

Novamente pela teoria de EDP’s eĺıpticas totalmente não lineares temos:

F (X,D2θ(X)) ≤M+

(
D2θ(X),

λ

d
,Λ

)
= Λ(Aα(α− 1)|X|α−2 + (d− 1)Aα|X|α−2)

< Λ(Aα|X|α−2 + (d− 1)Aα|X|α−2)

= ΛdAα|X|α−2.

Onde na segunda desigualdade acima usamos o fato de α < 2. Veja também

que

|∇θ(X)| = Aα|X|α−2 assim |∇θ(X)|γ = (Aα|X|α−2)γ.
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Portanto,

|∇θ(X)|γF (D2θ(X)) < ΛdAα|X|α−2(Aα|X|α−2)γ

= Λdαγ+1Aγ+1|X|(α−2)+(α−1)γ

= C(d,Λ, λ, γ)Aγ+1|X|(α−2)+(α−1)γ.

Como

(α− 2) + (α− 1)γ = 0,

obtemos |∇θ(X)|γF (D2θ(X)) ≤ C(d,Λ, λ, γ)Aγ+1. Dáı escolhemos 0 < A << 1 tal que

C(d, λ,Λ, γ)Aγ+1 < inf
w∈P

f(X) ou seja, A <
γ+1

√√√√ inf
w∈P

f(X)

C(d,Λ, λ, γ)
.

Logo,

|∇θ(X)|γF (D2θ(X)) < inf
w∈P

f(X) para 0 < A << 1.

Com isso mostramos que para 0 < A << 1 universal, θ satisfaz

|∇θ(X)|γF (D2θ(X)) < inf
w∈P

f(X) ≤ f(X)∀X ∈ Ω.

Segue que θ é uma subsolução de

|∇θ(X)|γF (D2θ(X)) = f(X).

O parâmetro C > 0 ainda precisa ser ajustado e η > 0 foi arbitrário até essa etapa da

prova, sem influências sobre as estimativas obtidas até agora.

A partir de agora nos é dado um 0 < r < dist(0, ∂Ω).

Observação 7.2. Se C < u(0) então u(Z) > θ(Z) ∀Z ∈ ∂Br. Escolha η =
1

10
r e suponha

por contradição que u ≤ θ em ∂Br. Como u e θ são subsoluções de

H(X,∇u)F (X,D2u) = f(X),

seque que a função corte,

w :=

{
min{u, θ} em B̄r;

u em ΩB̄r

(7.6)

é uma subsolução de 7.1, pois mı́nimo de subsoluções ainda é uma subsolução.

Portanto pela escolha anterior

θ(0) = C < u(0)
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o que contradiz a minimalidade de u. Isto é, mostramos a existência de um ponto Z ∈ ∂Br,

tal que

C̄|Z|α + C = θ(Z) < u(Z),

para alguma constante C̄ > 0 universal. Finalmente, tomando C = u(x0 − ε) e ε → 0

concluimos que

C̄rα + u(0) ≤ sup
Br

u

que é a estimativa desejada. Dáı conclui-se a prova do teorema 7.1.
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8 CONCLUSÃO

Ao longo deste trabalho, nos foi posśıvel adquirir os conhecimentos necessários

para a análise da teoria de regularidade de soluções para os tipos de equações até então

trabalhadas. Foram estudadas todas as propriedades e comportamentos das soluções,

e sabendo que soluções são C1,α, através do método geométrico tangecial, foi posśıvel

caracterizar e encontrar o expoente α ótimo com exatidão.

O trabalho contribuiu para a ampliação dos conhecimentos acerca do tema e

reforçou o fato do quanto a teoria é importante nas aplicações relacionadas a diversas

áreas, tais como f́ısica, biologia, qúımica, dentre outras.
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