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RESUMO

Neste presente trabalho estudaremos importantes propriedades analiticas de solucoes de

equacoes diferenciais parciais elipticas totalmente nao-lineares do tipo
IVu["F(X, D*u) = f(X).

Iremos obter a regularidade 6tima para este tipo de equacao, as quais tem como principal
caracteristica a degenerescéncia do seu gradiente ao longo do conjunto em que tal taxa
de variagao se anula. Faremos aplicacoes relacionando os resultados obtidos as teorias de

supercondutividade, oo-laplaciano e p-laplaciano.

Palavras-chave:Regularidade 6tima. Degenerecéncia. Gradiente. Totalmente nao-

linear.



ABSTRACT

In this work we study important analytic properties of solutions of fully nonlinear elliptic

partial differential equations type
IVu["F(X, D*u) = f(X).

We obtain optimal regularity for this type of equation which has as its main characteristic
the degeneracy of its gradient along the whole in which this rate of change is canceled. We
will make applications relating to the results theories of superconductivity, oco-Laplacian

and p-Laplacian.

Keywords: Optimal Regularity. Degenerate. Gradient. Full nonlinear .
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1 INTRODUCAO

A teoria de regularidade, na qual busca propriedades intrinsecas de solucoes
de equagoes diferenciais parciais, se torna relevante desde a fundagao da teoria de andlise
moderna de EDPs, por volta do século XVIII. Esse estudo se torna necessario na mode-
lagem matematica de fenomenos fisicos e sociais, por exemplo, que sao governados por
equagoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem.

Suavidade de solugoes fracas para equacoes uniformente elipticas de segunda
ordem, tanto da forma divergente quanto nao divergente, é hoje em dia bastante bem
estabelecida. A parte central no desenvolvimento desta teoria, destacamos a busca de um
modulo de continuidade universal de solucoes de tais equacoes. Podemos destacar a teoria
de DeGiorgi-Nash-Moser para equacoes da forma divergente, onde encontramos a obtencao
do médulo universal de continuidade para solugoes da equagao linear homogénea Lu = 0
e a desigualdade de Harnack Krylov-Safonov para operadores da forma nao divergente.

Apesar da distinta importancia das obras supra-citadas acima, um grande
nimero de modelos matematicos, envolvem operadores cuja a elipticidade se degenera ao
longo de uma regiao desconhecida a priori, que depende de sua propria solucao. Tais
modelos sao chamados de problemas de fronteira livre. Este fato diminui a eficacia das
caracteristicas de difusao proximo dessa regiao, e portanto a teoria de regularidade para
solugoes se torna, para este caso, mais sofisticada do ponto de vista matematico.

Outro avanco destacavel, estd na teoria de regularidade para solucgoes de vis-

cosidade de equagoes uniformemente elipticas nao lineares,
F(D*u) =0 (1.1)

que atraiu a atencao da comunidade matematica nessas tultimas trés décadas. E sa-
bido que solugoes da equacao homogénea sdo localmente de classe C1® para um
expoente universal ag, isto é, que depende apenas das constantes d-dimensao e A, A-
constantes de elipticidade, veja ROBERTS, CAFFARELLI, and CABRE (1995). Caso
nenhuma hipétese estrutural seja imposta para o operador F', a regularidade C10 ¢ de
fato 6tima, veja[NADIRASHVILI| (2007, 2008)) e NADIRASHVILI and VLADUTS| (2011)).
Sob hipotese de concavidade ou convexidade em F', um teorema devido a Evans e Krylov,

estabelece que solucoes sao C*%. A teoria de regularidade para o caso nao-homogéneo
F(X,D%u) = f(X) (1.2)

naturalmente se torna um caso mais delicado. Como consequéncia, solugoes de tais
equacoes podem nao ser tao regulares quanto as do caso homogéneo. Em um trabalho
de bastante importancia, Caffarelli CAFFARELLI (1988), estabelece estimativas W?2?
a priori para solucoes de , onde f € LP, com p < d-dimensao, adicionando ao
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operador F' uma hipdtese do tipo VMO para seus coeficientes. Recentemente, E. Tei-
xeira em TEIXEIRA| (2014), fornece um moddulo de continuidade universal étimo para
equagoes totalmente nao-lineares de coeficientes variaveis, baseado nas propriedades de
fraca-integrabilidade que o potencial f em pode assumir.

Nosso trabalho tem como objetivo obter estimativas étimas interiores para

equacoes elipticas degeneradas da forma:
H(X,Vu)F(X,D*u) = f(X) em B, CR% (1.3)

onde f € L*>(B;) e o operador H: B; x R? — R degenera com uma taxa comparavel a

uma poténcia da magnitude do gradiente, isto é,
Alp[" < H(X, p) < Alp|”, (1.4)

para algum v > 0. O operador de 2% ordem F': B; x Sym(N) — R na equagao é
o responsavel pela difusao, ou seja, F' é um operador uniformemente eliptico totalmente
nao-linear.

Em diversos modelos matemaéticos, a degenerescéncia eliptica ocorre ao longo

do conjunto singular:
S (u) = {X : Vu(X) =0},

de uma solucao existente. De fato, um certo nimero de equacoes elipticas degeneradas

tem seus graus de degenerescéncia comparados a
f(Vu)|D?*u| =~ 1, (1.5)

para alguma funcio f: RY — R, com Zero(f) = {0}. Assim, para compreendermos o
efeito preciso sobre a falta de suavidade imposta pela equacao modelo nos guia
a uma melhor compreensao sobre a teoria de regularidade étima para uma quantidade
razoavel de operadores elipticos degenerados.

Notemos que pela estrutura da equagao (|1.3) nenhuma teoria de regularidade
universal para tal equacao pode ir além da regularidade C'h?°, para ag em , ou
seja, essa regularidade é 6tima. De fato, o termo de degenerescéncia H(X, Vu) forga
as solucoes a serem menos regulares que solugoes do problema uniformemente eliptico
proximo de seu conjunto singular. Esta caracteristica particular indica que a obtencao
de estimativas de regularidade 6tima para solugoes de (|1.3) ndo deve seguir de técnicas
de pertubacao, pois isto exige novas ideias envolvendo uma interacao de equilibrio entre
a teoria de regularidade universal para equagoes uniformemente elipticas e o efeito de
degenerescéncia atribuidos pelo operador difusao .

Sob esta analise estrutural, mostraremos que o gradiente de uma solucao de
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viscosidade u, de ((1.3)), é localmente de classe cOmintey i} O expoente 6timo de Holder-

continuidade para o gradiente de solugoes,

[ := min {ag,llﬂ}, (1.6)

nos da precisamente a regularidade 6tima e universal de equagoes degeneradas do tipo
3.

A originalidade do principal resultado apresentado no decorrer desse trabalho,
estd precisamente na obtencao do expoente de Holder-continuidade étimo do gradiente de
uma solugao da equacao degenerada , que por sua vez, ¢ uma importante informacao
dentro de uma quantidade de analises qualitativas de EDPs, tais como analise de blow-
ups, problemas de fronteira livre, estimativas geométricas, etc. Ela é uma aquisicao
extra-qualitativa em relacao ao recente resultado de Imbert e Silvestre, IMBERT] (2013)),

onde foi provado que solugoes de viscosidade de ([1.3)) sdo continuamente diferencidveis.
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2 PRELIMINARES

No presente trabalho, iremos fazer uso da notagao padrao utilizada na li-
teratura. As equacOes e problemas estudados neste trabalho sao modelados no espago
euclidiano d-dimensional, R?. A bola aberta de raio r > 0 centrada no ponto X, ser
denotada por B,(Xy) e simplesmente B, para as bolas de raio r, centradas na origem.
Denotaremos €2 como um dominio limitado em R¢. Para um dominio A C R? 00
serd entendido como o bordo do dominio A. Além disso, para cada k > 0, iremos de-
notar kB,(Xy) = Bi.(Xy). J4 o produto escalar usual em R? serd representado por
(-,-) . Dado um vetor a = (ay,---,aq) € R% sua norma euclideana sera denotada por
la] == \/m . O produto tensorial £ ® 1) denota a matriz cuja entradas sao dadas por
&y onde, 1 <14, j <d. Seja A= (A;j)axa € B = (Bij)ixa duas matrizes, denotaremos

|A[l = sup|x|=1|Az]. (2.1)

Para uma funcao u: €2 — R, seu gradiente e sua Hessiana em um ponto X € ()

serao denotados respectivamente por
Vu(X) = (Quhigjea e D*u(X) = (9yu)i<ij<as

onde O;u e O;u representam a j-ésima derivada direcional de u e a i-ésima derivada

direcional de 0;u, respectivamente. Denotaremos por LP(§2) = {u : Q@ — R;||urr) <

1
P
ull o) = (/ |U|pdf€> , 1<p<oo,
Q

e L7(Q) ={u: Q= R; |lul|r=@) < oo}, onde

oo}, onde

]| oo (@) = esssup |ul.
Q
A oscilacao de v em um dominio €2 serd dada por;
oscqu = sup u — inf u.
Q Q

O espago de todas matrizes simétricas d x d serd denotado por S(d). Dizemos que um
operador F': Qx S(d) — R é uniformemente eliptico, se existem duas constantes positivas
0 < A < A tais que, para cada M € S(d) e X € Q,

N|N|| < F(X, M+ N) - F(X,M) <A|N|, VN >o. (2.2)

Equivalentemente, um operador (A, A)-eliptico pode ser definido sob a seguinte condigao:
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F(X,M+N) < F(X,M)+A[NT| = AN (2.3)

para todo x € Q e M, N € S(d), onde ||[NT|| representa o méximo da parte positiva dos
autovalores de N, e |[N~| = [|[(=N)*||.
Para uma funcao u: €2 — R, seu gradiente e sua Hessiana em um ponto X € ()

serao denotados respectivamente por
Vu(X) = (Qu)icjea e D*u(X) = (9yu)i<ij<a;

onde d;u e O;ju representam a j-ésima derivada direcional de u e a i-ésima derivada
direcional de O;u respectivamente. Denotaremos por LP(Q) = {u : Q@ = R; |lul|rr0) <

oo}, onde

]| oo (@) = esssup |ul.
Q
A oscilacao de v em um dominio €2 serd dada por;
0scqu = sup u — inf u.
Q Q

O espago de todas matrizes simétricas d x d serd denotado por S(d). Dizemos que um
operador F': Q x S(d) — R é uniformemente eliptico, se existem duas constantes positivas
0 < A < A tais que, para cada M € S(d) e X € €,

MN| < F(X,M+N)—-F(X,M)<A|N|, VYNZ>0. (2.4)
Equivalentemente, um operador (A, A)-eliptico pode ser definido sob a seguinte condigao:

F(X,M+ N) < F(X,M)+A|NT*|| = AN (2.5)

para todo x € Q e M, N € S(d), onde ||[NT|| representa o maximo da parte positiva dos
autovalores de N, e |[N~| = [[(=N)7*|.

Observagao 2.1. A definicao acima nos diz que o operador F é mondtono crescente e
Lipschitz em M € S(d).

De fato, sejam M, N € S(d) tais que M < N (isso significa que a matriz N — M ¢é

positiva). Pela elipticidade uniforme de F temos,

AN = M| < F(X, M + [N = M]) = F(X, M) < AN — M.
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Entao,
O<A|N-M|<F(X,N)-—F(X,M)=F(X,M)<F(X,N).

Isso conclui a monotonicidade de F'(X, M) em S(d).
Agora, sejam A, B € S(d). A elipticidade uniforme do operador F' nos dé que

F(X,B)— F(X,A) = F(X,A+[B- A]) - F(X,A)

< A(B=A)T = Al(B—A)"|
< Al(B—=A)7
< A|B-Al.

F(X,A) —F(X,B) = F(X,B+[A— B])— F(X,B)
< Al(A=B)"[| = Al(A=B)"||
< Al(A-B)7|
< AJA-B|
= A|B- Al

Portanto,

ou seja, o operador F' é Lipschitz em S(d).
Dizemos que F' é um operador concavo quando este é uma funcao concava no

espaco das matrizes simétricas reais S% Para cada € > 0, definamos

Fo(X, M) :=cF (X, éM) V Xeq. (2.6)

Escrevemos f = o(g) quando 2 — xo para significar que lim,_,,,

2.1 Espacgos de Holder e solugoes no sentido da viscosidade

A continuidade Holder é uma medida quantitativa de continuidade que é es-
pecialmente apropriada para o estudo de equacoes diferenciais parciais. Isso sugere uma

ampliacao dos espagos C*(€2), onde

C*(Q) ={u:Q—R: D" écontinua em § paratodo |y| < k}.
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Sendo © um aberto, fungoes em C*(€2) (e suas derivadas) ndo precisam ser limitadas em
Q, por isso nao podemos adotar a norma do sup para transformar C*(2) em um espaco
normado. Mas sabendo que funcgoes limitadas e uniformente continuas em ) possuem

uma tnica extensdo continua para {2 podemos considerar o espaco
C*(Q) = {u e C*Q) : D'u é uniformemente continua em € para todo |y| < k},

com a norma ||u||crq) = |ma)]§ | D%u|| oo (02)-
al<
Definicao 2.2. Uma fungao u : 2 — R é dita ser a-Holder continua em um ponto Xy,

com 0 < a < 1, se existe uma constante C' > 0 tal que
|u(X) —u(Xo)| < ClX — Xo|*%, paratodo X # Xy € Q

Quando u : 2 — R é a-Holder continua em todo €2, e escrevemos u € C*(£2),
temos que

lu(X) —u(Y)| < C|X =Y|% paratodo X #Y € Q.

Definigao 2.3. Os espacos de Holder C**(Q) sdo subespagos de C*(Q) consistindo de
funcoes cujas derivadas parciais até a ordem k sao todas a-Holder continuas em €2, ou
seja,

CH(Q) = {u € C*(Q) : D'u € C*para todo |y| < k}.

Definimos também
CH(Q) = {u e C¥Q) : D'u e C*(Q)para todo |y| < k}

e consideramos a norma

[ullera@y = lluller@) + max (D" ca gy »
e Du(X) — Du(y)
u — u
D'l raron =
[ U]C () XSBEQ |X—Y|a
XAY

Definicao 2.4. u : B, — R ¢ C'%* na origem se, e somente se, existe um polinémio ¢ de

grau 1 tal que
lu(X) — £(X)| < C|X|"*, para alguma constante C > 0.

A partir de agora falaremos sobre solugoes no sentido da viscosidade. A origem
desse termo ¢ justificada pelo uso de um método chamado ”vanishing viscosity”para a

obtencao da existéncia de solugoes para tais equagoes. A definicao atual para solucoes
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no sentido da viscosidade foi dada por Evans no ano de 1980. Depois disso, importantes
propriedades foram refinadas em um trabalho feito em conjunto por Crandall, Evans e
Lions, em 1984. A principal dificuldade em definir solucao fraca de equacoes totalmente
nao lineares é a auséncia de uma estrutura divergente. Daremos agora o conceito de
solugao no sentido da viscosidade para a equacao eliptica de segunda ordem totalmente

nao linear,

|Vu|"F(X, D*u(X)) = f(X), (2.7)

onde X € €, u e f sao fungoes definidas no dominio limitado 2 C R™.
Definicao 2.5. Uma funcao u definida em {2 tem um méaximo local em X, € €2 quando
u(X) < u(Xp) para qualquer X em uma vizinhanca de Xj.

De maneira andloga, com algumas modificagoes precisas, temos a definicao de
minimo local.
Definicao 2.6. Uma fungao continua v em €2 é uma subsolugao no sentido da viscosidade
para a equacgao se sempre que u — @ atingir maximo local em um ponto X, € €2,

onde ¢ € C?(Q), tivermos
[Vu["F(Xo, D*0(Xo)) = f(Xo).

Dizemos que uma funcao continua v em {2 é uma supersolucao no sentido da
viscosidade para a equagao (2.7) quando sempre que u — ¢ atingir minimo local em um

ponto X, € 2, onde p € C?*(Q), tivermos
[Vu["F(Xo, D*p(X0)) < f(Xo).

Finalmente, dizemos que u é solu¢do no sentido da viscosidade para a equacao (2.7
quando u for subsolucao e supersolucao no sentido da viscosidade para a equagao .
Uma motivacao para esta definicao vem das seguintes observagoes:
Observagao 2.7. Suponha que u é uma supersolucao da equacgao ([2.7)) no sentido cléssico,

ou seja,
|Vul"F(X, D*u(X)) < f(X) pontualmente.

Assuma que u— ¢ atinge um minimo local em um ponto X, € Q, para alguma ¢ € C?%(Q).

Do curso de Calculo, segue que a matriz simétrica D?(u — ¢)(X,) é nao negativa, ou seja,
D?*p(Xy) < D*u(Xy).
A monotonicidade de F nos da que

|Vu|"F(Xy, D*0(Xy)) < |Vu|"F(Xo, D*u(Xy)) < f(Xo).
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Isso nos diz que u é supersolugao da equacgao ([2.7) no sentido da viscosidade.
Observagdo 2.8. Reciprocamente, suponha que u € C*(£2) é uma supersolugao da equagao
no sentido da viscosidade. Dado qualquer ponto Xy € 2, defina a funcao teste
o(X) =u(X) — €| X — Xo||? (claramente ¢ ¢ de classe C?). Entao,

(u—9)(Xo) =0 < el| X — Xof* = (u— ¢)(X).

Portanto, u — ¢ atinge minimo local no ponto Xj, e sendo u uma supersolugao de ({2.7))

no sentido da viscosidade, segue da definicao que
[Vu|"F(Xo, D*¢(Xo)) < f(Xo): (2.8)

E f4cil ver que
D*p(X) = D*u(X) — 2¢ly.

Segue dai que
D?*p(Xo) — D*u(Xy), quando e — 0.

Portanto, a continuidade de F' em M € S(d) nos d& que
|Vu|"F(Xo, D*0(Xy)) — |Vu|"F(Xo, D*u(Xy)) quando € — 0. (2.9)

Portanto, a partir de (2.8)) e (2.9)) conclui-se que

|Vu|"F(Xo, D*u(X,)) < f(Xo) pontualmente (classicamente).

2.2 Teoremas Importantes

Nessa secao citaremos alguns teoremas que tiveram importancia significativa
no desenvolvimento dessa teoria.
Teorema 2.9. (Ascoli-Arzeld) Seja { f,, : & — R}, .y uma sequéncia de fungoes definida
em um compacto & C R™. Assuma que ezista uma constante M tal que | f,(z)| < M para
todo n € N e para todo v € . Além disso, assuma que a sequéncia {f, : A — R}, _y €
equicontinua em todo ponto de . Entao existe uma subsequéncia que converge unifor-
memente em K .

Os teoremas a seguir encontram-se no artigo do Imbert e Silvestre IMBERT
(2013)) com suas devidas demostragoes.
Teorema 2.10. (Estimativa Lipchitz para p’s grandes). Seja u solug¢do no sentido da
viscosidade de,

lp+ Vu]"F(D*u) = f em B, (2.10)

1
onde oscgu < 1 e ||fllem) <0 < 1. Se|p| > —, com ag = ag(X, A, d,v,r), entdo
Qo
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qualquer solucao no sentido da viscosidade u € Lipschitz continua em B, e,

[u18, < C

onde C = C(\, A, v,d,r).
Teorema 2.11. (Estimativa Lipchitz para p’s pequenos). Seja u solug¢do no sentido da

viscosidade de,
lp+ Vu]"F(D*u) = f em B, (2.11)

1
onde oscgu <1 e||f|[ze) <o < 1. Selp| < —, com ag = ag(A\, A, d,v,7), entdo u é
Qo

B-Holder continua em B, e,
[ulg.B, < C

onde B = B\, A, d,r,a0) e C = C(\ A, ag,d, ).

Teorema 2.12. Seja u uma solugao de viscosidade de
lp+ Vu["F(D*u) =0 em B,

entdo u € uma solucio de viscosidade de F(D*u) =0 em Bj.
A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em ROBERTS, CAFFA-
RELLI, and CABRE (1995).

Teorema 2.13. Seja u solucdo de
F(D*u)=0 em B

no sentido da viscosidade.Entio u € C**(B

) e

[NIES

lulleres,) < Cllullze) + [£(0)])

onde 0 < a <1 e C sao contantes universais.
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3 COMPACIDADE UNIVERSAL

A partir desta secdo comecaremos a desenvolver a prova da principal estimativa
de regularidade 6tima apresentada no Teorema [5.1] Nesta primeira etapa, iremos obter
um tipo compacidade universal que nos dard acesso a teoria de regularidade étima para
solugoes da equagao (b.1). Na prova que iremos apresentar, faremos uso da principal
ferramenta técnica obtida no recente trabalho de Imbert e Silvestre, [IMBERT] (2013)).

Lema 3.1. Seja q € R? um vetor arbitrdrio e u € C(By), uma solugdo de viscosidade de
|+ Vu["F(X, D*u) = f(X), (3.1)

satisfazendo ||ul|p(p,) < 1. Dado 6 > 0, existe € > 0, dependendo somente de d, \, A, e
v, tal que se

1M P (X M) = F(0, M)l|zoe(sy) + I f oo (my) < e, (3.2)

entdo podemos encontrar uma fungao h, solugao de uma equagio (X, A)-uniformemente

eliptica de coeficientes constantes
§(D*h) =0, DBy (3.3)

tal que
Hu - hHL‘x’(Blm) < 0. (34)

Demonstracao. Suponhamos por contradicao que exista um dy > 0 tal que o lema falha.

Portanto podemos encontrar sequéncias, F;(X, M), f;, q; e u;, satisfazendo

o F;(X, M) é (X A)-eliptico,

o M7 IF(X, M) = F(0, M)|[ro(B,) = o(1),

o [Ifjllzeemr) = o(1),

o [lujllze(my <Te

o |g; + Vu;"Fi(X, D*uy) = f;(X),

com,

sup |u; — h| > do, (3.5)
By

para quaisquer h e § satisfazendo (3.3)).
Seja g € R? arbitrario, pelo teoremal2.10] existe uma constante universalmente

grande Ay > 0, tal que, se para alguma subsequéncia {g;, }ken, tivermos,

~ A . ~ ’ . . 0,1
entao, a sequéncia de solugoes correspondentes, {u;, }jen, € limitada em C%'(By3). Caso
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tenhamos,

|QJ| < AO? \V/j Z jU)

entdo, pelo teorema [2.11] {u;};>j, ¢ limitado em C°P(By3) para algum 0 < f < 1
universal. Portanto {u;};cq ¢ uma sequéncia de funcoes equicontinuas e como por hipdtese

a u; ¢ limitada, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli , a menos de uma subsequéncia temos,
Uj — Us localmente uniforme em By,

para algum u., € C%(By3). Nosso objetivo final é provar que a fungao limite uy, é
solucao de uma equacao do tipo (3.3]). Para isso, analisaremos dois casos.

Suponha que |g;| ¢ limitado,ent&o pelo Teorema de Bolzano Wiestress podemos
extrair uma subsequéncia de {g;}, que converge para algum ¢, € R?. Além disso, pela
elipticidade uniforme e pelo segundo item das propriedades listadas acima, para cada
r € B; a menos de uma subsequéncia Fj(X,-) — F,(X,-) localmente uniforme em

subconjunto compacto S(d), e pela observacao segue que
|Goo + Voo Fiao(D*use) = 0

em B; no sentido da viscosidade.

Pelo Teorema concluimos que Fi,(D%*uy) = 0 em B%, assim tomando
§ = F e uy = h gera uma contradicao com ([3.5]).

Se |g;| ¢é ilimitado, entdao a menos de subsequéncia, |g;| — oco. Neste caso,
defina €; = ¢;/|q;|, entdo u; sera solucdo de

N VU]'

ej+_7 _ X))
|91

F}(X7 D2uj) - |q|,Y :
J

De fato, ja temos que
|3 + Vu, " Fi(X, D*uy) = f;(X).
1
Multiplicando os dois membros da equagao acima por W obtemos o desejado. Como
45
u; € C%(Byy3) temos que o Vu; ¢ limitado, assim tomando j — oo tem-se |g;| — oo,

portanto

Vu; (x .
L0 fi@) — 0 pois f; € L=(By).
1951 lg;

Com isso,encontramos uma fungao limite ., satisfazendo Fi,(D?us,) = 0. Como no caso
anterior, tome § = F, e h = u, isto nos leva a uma contradi¢ao com (3.5)). Assim, o

Lema estéd provado. [

Observagao 3.2. Supondo u; — s € Fj(X, M) = Fyo(X, M), com |gj+Vu;| " Fj(X, D*u;) =
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f;(X) no sentido da viscosidade, entao
@i + V" Foo (0, D*ug) = 0 em B; (no sentido da viscosidade).

De fato, para mostrarmos isso, é suficiente mostrar que u,, € uma subsolucao no sentido
da viscosidade (aplicamos o mesmo procedimento para —|q; + b|"Fu (0, —D?*(—ug)) = 0
para mostrar o caso que U, ¢ uma supersolu¢ao no sentido da viscosidade). Para isso,
seja P um paraboldide que toca ug por cima em uma vizinhanca A de Xy € B;. Devemos

mostrar que |q; + b|"Fise (0, D2P(X,)) > 0. Suponha por contradicao que
@ + B Foc 0, D*P(Xp)) = =11 < 0.
Seja €; > 0 tal que
|7 + b (F;(0, D*P) — Fyu (0, D*P)) < ¢; Vj, com ¢; — 0 quando j — +o0.

Agora, seja 1; € C°(B;) uma solugdo no sentido da viscosidade (que é garantida pelo

método de Perron) de
M (D, X 1) = [ f(X)] = |Br, (X)| — ¢ =1 g;(X) em By,

para algum \* < 1 a ser escolhido a posteriore. Desde que .Z ™ é convexo (veja ?7) tem-se
que ¢; € C*7 em By, para algum v € (0,1). Portanto, ¢; € C*(B) e satisfaz

1
— (1D + 151 + 18|+ ) < (D?5) || em By (36)
L1

@+ 57— (ID20) |+ 1]+ 1851 + &) S I(D*0) )| em Bi. (37)

Agora, observe que

’q»_i_gry(’FJ(X?DQP)_FJ<07D2P)|)

R Fi(X,M — F;(0, M
||D2P|| ‘q_i_b"y sup | ]( J( >|

MeS(n)\{0} | M]]
= |q+ b|’y/6Fj7

logo temos que

¢+ 0][F(X, D*P) — F;(0, D*P)] < |G+ b]"[|F;(X,D*P) — F;(0,D*P)|] (3.8)
< |7+ b"|| D*P||Bk,.
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AN =A[INT]| < Fj(X, M+N)=F;(X, M) < A[[NT|[=X||N7[| para quaisquer M, N € S(n).

portanto,

[+ BN = AN )

T4 BPIE (XM + N) — Fy(X, M)
|7+ b (A[|[N*|| = A|[N||) para quaisquer M, N € S(n).

Assim, usando (3.7)) e (3.8) temos

|3 + b Fy (X, D2[P + 4;])

IN

IN

IN

IA

IAN I IA

IN

1T+ I F(X, DP) + | + BT AN (D205) || — | + BT AN(D2,)" |
| + b)Y F;(X, D®P) — |; + b Foo (0, D*P) + |§; + @|" Fo (0, D*P)
G+ BPAND20) | — 16+ AN (D)

T+ B Fuc(0, D*P) + 1+ B AILD2 P B, + |-+ P AJI(D?65) |
|7+ BPAID) |

7+ B Fua (0, D*P) + 7+ 57| D2P | B, (X) + 7+ B Al (D) |
T BAND? )7 124 B (D)1 + 151+ 166, + )
T 1 Fae(0, D2P) + 7+ P [ D2PlIBr, (X) + 17+ BT AN (D) |

Lo A
—|q+ WW (D> N + 5] + |Br, | +€5) + ¢

- oA .
|7+ b F(0, D*P) 4+ €¢; — |+ b]"—=¢; + |7+ b]"|| D*P|| B,

nA*
- A - - A
g ¥ ‘ 7 YAND2N T — |& YD) T
G4 BB |+ 1+ B AND™) ) g+ B 1(0%0)|
Lo A
—ld+ 0" =il
I Lo A Lo A
7+ b Foo (0, D*P) + |7+ b —e; = |7+ b ——¢; +
DY - A
7+ b|7 (X)) — |7+ b|” .
+|q + bl — P ) — g+ 0| n/\*|ﬁFJ|+
- A - A - A
= y_ 20N |7 y_ 2N | A7 vy .
T B2 D% |~ g+ B2 00— 1+ 575
R Loe A
|7+ b7 Foe (0, D? |7+ 0" — /5]

P) - nA*
|7+ b Foe (0, D*P) — |G+ B[] £
—n = 17+ B[ ;(X)]

—n+|q+ b £;(X)
—g + |7+ 5|7fj, para todo J.
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ou seja,
Fy(X, D[P+ 4] < =3 + f;(X) Vi (3.9)

onde \* < 1 é escolhido suficientemente pequeno de tal forma que se tenha
"> max{1,A,|D*P|)
—— > max{l, A, )
na* =

Agora, como P toca uy = lim wu; por cima em uma vizinhanca A de Xy, segue que

k——+o0

1| X — Xol”
)z oy i 00
T TR

toca u; por cima em A em algum ponto a € A. Portanto,

+ C (para j suficientemente grande e para alguma constante C')

7+ 8P F; (o, D*P(a) + D*i(a) + 251 = |7+ 57 fi(a)

e assim
7+ 5" Fy(a, D*P(a) + D*y(a)) = =2 + |7+ b fi(a). (3.10)

Mas [3.10f contradiz [3.9] aplicado no ponto a.
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4 REGULARIDADE C!'«

Nesta se¢ao, iremos desenvolver a oscilacao de decaimento, que ira finalmente
nos fornecer a estimativa de regularidade 6tima C** para solucoes da equacao . A
primeira tarefa sera obter uma versao discreta da estimativa de regularidade, e é justa-
mente isto que o lema seguinte nos fornecera.
Lema 4.1. Seja ¢ € RY um vetor arbitrdrio e u € C(B;) normalizada, isto é, |u| < 1,

solucao de viscosidade de
| + Vu|"F(X, D*u) = f(X). (4.1)

Dado o € (0, a9)N(0, ﬁ],
de d,\,\,v e a, tais que se

existem constantes 0 < py < 1/2 e ey > 0, dependendo somente

M7 [F(X, M) = F(0, M)|| o (1) + | fllz (1) < €0, (4.2)
entdo existe uma fungao afim ((X)=a+ b- X, tal que

sup [u(X) — £(X)] < p}.

PO

Além disso,
lal + (B < C(d, A, A),

para uma constante universal C(d, \, \) que depende apenas da dimensao e das constantes

de elipticidade.

Demonstracao. Note que estamos nas hipdteses do Lema [3.1] assim para um 0 > 0 a ser
escolhido a posteriori, seja h uma solugao de uma equagao (A, A)-uniformemente eliptica

homogénea com coeficientes constantes, ou seja,
F(D?*h) =0 em Bi

tal que |[|u—h||L=(B, ,) < I, para algum € escolhido suficientemente pequeno, dependendo

By 2
somente de § e dos parametros universais. A partir da escolha do 9, que serd universal-
mente escolhido logo depois, iremos concluir que a escolha do ¢y serd também universal.

De (3.4)), segue que
||h||L°°(Bl/2) = Ju— h+“”L°°(Bl/2) <1+6<2;

Como h ¢ homogénea, pelo teorema h € C» onde 0 < a < 1 (regularidade 6tima)
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e portanto,

sup [A(X) — (VA(0) - X + h(0))| < C(d,A\A)-r+ r<%, (4.3)
T VA(O) + [R(0)] < C(d A A), (4.4)

para alguma constante universal C'(d, A\, A) > 0. A desigualdade decorre do fato de

17l Los (B, ,5) < 2 € Vh ser limitado, uma vez que h € C™, onde 0 < o < 1. Denotaremos
U(X) :=Vh(0)- X + h(0). (4.5)
Pela desigualdade triangular segue que

sup [u(X) — ((X)| = sup [u(X) — h(X) + h(X) — (X)) (4.6)

By Bpy

< 04+ C(d,\A) - pyeo.

Agora, fixado um expoente o < aq iremos escolher py de modo que

1 1
Cpy™ < §P(1)+a7 ou seja, po < "{/ Yok (4.7)
Consideremos,
1+«
1 1 1 \ @0-e
= 0 — 0= — 4.8
po 20 ¢ 2 (20) (48)

onde C'(d, \,A) > 0 ¢ a constante universal que aparece em[1.3] Observe que como C > 0

1

e a < ap segue que 0 > 0 e 0 < p < 5 e que as escolhas acima dependem somente de

d, A\, A e do expoente 0 < o < o fixado. Finalmente, combinando [4.4] [4.6] e [£.8] obtemos

14+«

1 1 come « ap—a
sup [u(X) — £(X)| < (W) £ O D) - o g

Bp, 2 ol,1 A A
— épé‘i‘a _|_ §p(1)+a
= p"
e o Lema esta provado. O

Na sequéncia, iremos iterar o Lema em bolas diddicas para obtermos a
precisa oscilagao de decaimento da diferenga entre u e as fungoes afim ¢, que serao definidas
abaixo.

Lema 4.2. Sob as condigcoes do Lema anterior, existe uma sequéncia de fungoes afins

U (X) = a + b - X satisfazendo

|aks1 — ar| + pllbrsr — bi| < Copl T, (4.9)
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tal que
sup [u(X) — G(X)] < pp . (4.10)

B
of

onde o é um expoente fixado, tal que

a € (0,a0) N <o, ﬁ} (4.11)

e Cy uma constante universal que depende somente da dimensao e elipticidade.

Demonstra¢ao. Faremos a prova por inducao finito sobre k. O caso k = 1 segue exa-

tamente do Lema Suponha que as estimativas (4.9) e (4.10) sejam validas para
j=1,2,---  k, mostraremos que é valido também para j = k+ 1. Para isso, seja a funcao

reescalonada v : By — R como segue,

(u—£)(p5X)

v(X) = T
/00( o
Assim, |v| = |Uk(1+:)| < p2(1+a) = 1. Além disso, como D*u = T_va) e Vu =
oo o Po

pEeVu + by, temos que v satisfaz a seguinte equagao diferencial,
| by + Vol Fi(X, D*0) = fi(X)

onde Fj, : By x S(d) — R é dada por

kE(l—a 1 k[l—«
Fu(X, M) = ot F (ng7mM> e fulX) = a0 (o)
Po

Pela observagao[£.3]o operador Fj, é (A, A)-eliptico, j& que F é um operador (A, A) eliptico.
Além disso, a w-norma da oscilagao dos respectivos coeficientes de Fj,, como definido em

(5.4), ndo aumenta. Como fi(X) = plg[l_a(1+7)}f(p’(§X), temos a seguinte estimativa

k[l1—a(l
lillzwezy < oo " lls,g)- (4.12)

1
1+~

0 e como 0 < pg < 3 segue que || fx]|zoo(p,) < €. Desta forma, mostramos que v estd sob

Devido a escolha do expoente feita em (4.11]), a saber a < tem-se que k[1—a(1—7)] >

as hipoteses do Lema , que garante a existéncia de uma funcao afim ¢ (X):=a+ b- X
com |a| + |b] < C(d, A, A), tal que

sup [o(X) — {(X)] < ph*. (4.13)

PO
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Substituindo v na expressao acima obtemos:

(u — gk)(png) E(X) < ,0[1)+a

sup k(1ta - >
Po( :

By,

ou seja,

0 k (e} a)(k
sup lu(hX) — (6u(ph %) — 1)) < pff++

PO

Observe que dado qualquer Z € B o1 podemos escrevé-lo como Z = phX, onde X =
%Z € B,,.Assim,

(u(Z) = leya] = [u(pfX) = ] < supu(pfX) = leya] < pff Y

PO

onde

ot (X) = Le(ph X)) — 0(X) g

Portanto,
ler(X) = ap+ by, - PEX + apk(aH) +b- k(O‘H)X
= (ax+apy ™)+ (b - phX + 5 phX phe)
= (antapy )+ (b -+ pf)X

Dessa forma, definamos a (k- 1)-ésima funcéo afim, £41(X) 1= apr1+bpr1-X da seguinte
forma:

(14a)k

A1 := Qi + Py a e ka = bk + po‘kb

Desfazendo o reescalonamento em (4.13)), obtemos

sup [u(X) — 41 (X)] < pif DI

B ki1
e ainda,
7 7 14+a o
arpr — ax| + phlBrs — bl = allp6 ] + po|b||po |
k(a+1) k(a+1)
= lalpg! +\b! Po
o¢+1
= (la| + [B])p5 """
< Cold, A A)pp@™
e a prova do Lema esta completa. O

Observagao 4.3. O operador Fj, é (A, A)-eliptico.
De fato, como F' é (A, A)-eliptico temos:

1
k(1-a)

1 @)
Fo(X, M+ P) = (X, M) = pp" VF(pb X, = [M + P)) = pp "V F (o X, — = M)
p

0 0
k(l—a Y S
= oo V(b X, M + P) — F(pf X, M),
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onde . .
M = mM e P= mp
Po Po
Observe que M € S(n) e que P > 0. Entéo,
NIBI| < F(phX, N + P) — F(ohX, 1) < A|[P| (4.14)

Multiplicando (I.14) por 7 := pt* ™ obtemos
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5 O RESULTADO PRINCIPAL

Neste capitulo iremos tratar da obtencao da regularidade 6tima para equagoes

elipticas degeneradas da forma:
H(X,Vu)F(X,D*u) = f(X) em B, (5.1)

onde F' ¢é uniformemente eliptica, f € L*> e para algum v > 0, H satisfaz a seguinte

condicao de degenerescéncia,
Apl < H(X,p) < Alp] (5.2)

para cada p € R? e X € B;. Para efeito de normalizacio, assumiremos sem perda de
generalidade que F'(X,0) = 0 para todo X € Bj.

Como mencionado outras vezes nesse presente trabalho, segue da teoria de
Krylov-Safanov, veja ROBERTS, CAFFARELLI, and CABRE (1995)), que solugoes de
viscosidade da equacao

F(X, D%) = f(X) € L*(By),

sao localmente de classe C'#, para todo 0 < 8 < . Veja |[TEIXEIRA (2014). Solucdes

da equagao de coeficientes constantes
F(D*u) =0,

sao localmente de classe C1® para algum expoente oy = ag(d, A\, A) universal. No
decorrer deste capitulo, ag serd entendido como tal expoente. Caso nao tenha sido imposta
nenhuma condicao adicional a F', ag é de fato o expoente 6timo. Veja NADIRASHVILI
(2007, 2008) e NADIRASHVILI and VLADUTS (2011)). Para a classe de equages com
coeficientes varidveis, solucoes sao em geral, somente de classe C%% e esta regularidade é
6tima, a menos que alguma condicao de continuidade em seus coeficientes seja imposta.
Tal condicao ¢ bastante natural, estando sempre presente na teoria linear: Lu = a;; D;;u.
Para o nosso objetivo de encontrar uma estimativa C'** para solugoes da equagao (5.1)),
iremos daqui em diante, assumir uma hipdtese de continuidade nos coeficientes de F', a

saber: F(X,M)—F(Y,M
sw|( M) = FY, NSCWMX—HL (5.3)
IM<1 [ M]]

onde C' > 0 é uma constante positiva e w é um modulo de continuidade normalizado,

isto ¢, w : Ry — R, é ndo-decrescente com w(0") = 0 e w(l) = 1. Para uma notacao
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conveniente, iremos denotar

F(X,M)—-F(Y,M
IFlo =it € >0 sup A I oy v wxy e sy
IMl<1 || M]]
(5.4)
Para concluir os nosso comentarios iniciais sob a condi¢ao de continuidade ([5.3)), solugoes

de viscosidade da equagao
F(X,D*u) = f(X) € L>(B,),

sao localmente de classe C*?, para todo 0 < 3 < ag. Veja [CAFFARELLI (1988)); [TEI-
XEIRA| (2014]).

Iremos agora apresentar o principal resultado acerca da teoria que sera de-
senvolvida neste capitulo. Tal resultado fornecerd uma estimativa de regularidade étima

para funcoes u, satisfazendo
Vu|” - |[F(D*u)| S 1, 7 >0, (5.5)

no sentido da viscosidade, para algum operador uniformemente eliptico F'. Como co-
mentado no inicio deste capitulo, para o caso nao-degenerado, isto é, v = 0, a melhor
regularidade possivel é C’ﬁ;aa. O ponto delicado, esta em obter uma estimativa universal
precisa o suficiente para que o grau de singularidade v > 0, que surge da equagao
seja explicitamente sentido, ao longo do conjunto singular (Vu)~1(0).

Para entender alguns fatos acerca do que devemos esperar neste estudo, vamos

olhar de um modo ingénuo para a seguinte EDO:

u//(t)
u(0) = u/(0) = 0,

2+
que pode ser resolvida de uma maneira simples para t € (0,00). A solugao é u(t) = T

I
—
IS
3
N~—
K

Apoés algumas inferéncias heuristicas, torna-se razoavel aceitar que C T 6 uma barreira su-
perior para qualquer estimativa de regularidade universal para a equacao . Portanto,
a estimativa de regularidade 6tima ideal que se deve esperar para funcgoes satisfazendo
a Equacao deve ser O™ 55} Devido aos comentarios feitos acima, estamos
aptos a formular o principal resultado o qual foi dedicado este capitulo.

Teorema 5.1. Seja u uma solucao de viscosidade de
H(X,Vu)F(X,D?u) = f(X) em B. (5.6)

Assuma f € L®(By), H satisfaz (5.2) e F': By x S(d) — R € uniformemente eliptico com
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coeficientes continuos, isto €, satisfazendo (2.4)) e (5.3)). Fizado um expoente

€ (0 )ﬂ(O b }
« 7()4 ) Y
0 1+~

entdo existe uma constante C(d, A\, A, 7, | F'l|w; || flloo, @) > 0, que dependente apenas de
da )‘7Aa77 ”FHw7 Hf”oo € Q, tal que

[ullcros, o) < Cd A Ay F s 1 lloos @) - [l e

Em suma, a estratégia dada no capitulo anterior atesta que, para mostramos
o Teorema [5.1], é suficiente trabalhar sob o regime de pequenez posto como hipdtese na
demonstracao do Lema [4.1} Uma vez estabelecida a estimativa regularidade 6tima para
a funcao normalizada u, a estimativa correspondente para v sera prontamente obtida. A

partir de agora faremos esse processo detalhadamente.

5.1 Regularidade local sob o regime de pequenez

Nesta se¢ao, ainda sob as hipdteses dos Lemas [£.1] e [1.2] iremos estabelecer,

para um expoente fixado « satisfazendo a condicao (4.11)), a existéncia de uma fungao

afim
((X) :=a,+b, - X,
tal que
|l_);| +la < C,
onde
sup [u(X) — 4(X)| < Cr'te, vr < 1, (5.7)

.
para uma constante positiva C' que depende somente das constantes d, A, A, v e a.

Para isso iremos mostrar que para concluirmos a prova do Teorema [5.1] é
suficiente obter que a estimativa (5.7)) é vélida na origem para uma solu¢do u sob as

hip6teses dos Lemas [1.1] e

De fato, seja v € C'(B;) uma solucao no sentido da viscosidade de
H(X, Vu)F(X, D) = f(X),

onde H satisfaz (1.4) e F' é um operador (A, A)-eliptico com coeficientes continuos, ou
seja, que satisfazem (2.4]) e (5.3)). Fixemos um ponto Yy € By, e definamos u: By — R

Ccomo X Y
U(X) — U(n + O)’
T

~ . 2 .
para parametros 1 e 7 a serem determinados. Note que D?*v = %7’ e Vv = %7’, assim



temos que u € solucao no sentido da viscosidade para
H, (X, Vu)F, (X, D*u) = f, (X),

onde F), ; : By x S(d) = R é dada por:

U T
F, (X, M) = —F (77X+YO,$M)
/AN T
Hyr(X,p) = (T) H<UX+Yo,np>
n'y+2
for(X) = ﬂ+1f(nX+%)-
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(5.8)
(5.9)

(5.10)

De maneira andloga a observacao temos que F), . ¢ uniformemente eliptica com as

mesmas constantes de elipticidade do operador original F', ou seja, tal operador é (A, A)-

eliptico. Note também que H,, . satisfaz a mesma condi¢ao de degenerescéncia ((1.4), com

as mesmas constantes, pois como
A" < H(X,p) < Alpl”

-
para algum v > 0. Assim, sendo ¢ = —p tem-se

Agl" < H(nX + Yo, q) < Alql”

-
Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por o = <ﬁ> obtemos:
T

7
—\ =P
T\

Y

A

Yy Y
< (9> HOX + Yo, @) < A‘ﬂ(zﬁ)
T T T]

ou seja,

AP < Hy o (X, 9) < AJpI”

Vamos inicialmente escolher

T := max {L HUHL‘X’(Bl)} )

para que tenhamos |u| < 1 em B;(Y), pois |u| = |[v]| < 1em By se ™ =1ou|u| < % =
v o
1 se 7 = ||v||oo. Agora para o gy universal que surge nas hipéteses do Lema faremos

a seguinte escolha

. . = - g
7 = min {1, '(%Hf”L‘L)WQ’w 1 (ﬁ) } ’
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y+2
pois assim teremos || fr |l < €0 temos %Hf“oo < gp assim, 772||fllo < 0, OU seja,
T

1
n < (ol fooll )77 e

PP (nX + Yy, ZM ) — F(0,5M
|Fyr (X, M) — F,.(0,M)] 7 (77 + Yo, 52 O,nz
|| M]] || M1]]
_FP(X + Yo, M) — F(0, M)|
[[A7]]
Portanto,
F, (X, M) —F,.(0,M F(nX + Yy, M) — F(0, M’
p VXD =B O] PO 4% M) — P00
IM)|<1 [ M] <1 | M
< Cw(nX +Yy—nY —Yy|)
= Cw(n|X -Y])
< Cw(n)

Na tltima desigualdade acima foi usado o fato da fungao w ser crescente em (0, 1). Com

€
isso queremos que Cw(n) < ¢ logo, n < w™! (60) Obtivemos,

v |ul <1em By;

Vol forllze < o

M By (X, M) = By (0, M) 5o, < 0.
Inicialmente, segue de , que os coeficientes da sequéncia de fungoes afins ¢ geradas
no Lema , ou seja, l;k e ay, sdo sequéncias de Cauchy em R? e em R, respectivamente.

Sejam b, e a, os coeficientes limites, isto é,

lim by =: b, € R? (5.11)
k—o0
lim a, =: a, €R. (5.12)
k—o0

Além disso, por (4.9) temos que |axi1 — ag| < pg(lm) e |bps1 — b < pk* e portanto,

IN

|aktd — Qhrd—1| + |Qprd—1 — Qhra—2| + ...+ |arp1 — ag
Co(p(()k:-i-d—l)(l—i-a) _I_p[()k+d—2)(1+a) 4 _I_p(()k+1)(1+a) +,015:(1+04))

|ak+d - ak|

IN

_ Coplg(lJroz)(pédfl)(lJra)+p(()d72)(1+a)_i_m_i_p(()lJra)_‘_l)

Co k(1+a)
L= po

IA

De maneira andlago tem-se

Co
po

|bkta — O] < .
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Fazendo k — oo nas duas desigualdades acima, temos que:

Co  k(+a)

a, —ag| < , 5.13
R AL (5.13)
b, —b ——phe, 5.14
| k| l—popo ( )

Agora, fixado 0 < r < pk iremos escolher k € tal que

k+1 k
Py <71 < py-

Por fim, obtemos a seguinte estimativa:

sup|u(X)—€*(X)| S sup|u(X)—€*(X)|

B B i

IA
)]
jar}

o)

£
S

S~—

|
)
=
S

-
_l’_
0
=

o)

=

E

s

|
)

X
S

-

IA
(en)

_ _Po C (k+1)(1+a)
- )1+a)<1+10)00

1 k1) (14
= — <1+1&>pé+)(+)

_ L <1+QL) plk+1)(1+0)

0

VAN
o_T_l —
Q
VRS
[
L8

(=)
~
=
—

Jr
_®

logo |[ullcra < C(d, X\, Ay, [|[Fllw, || fllocs @) - [|uf| 2 € a prova do Teorema [5.1] estd com-
pleta. U
Segue no Corolario abaixo, uma importante consequéncia do Teorema [5.1

Corolario 5.2. Seja u solugao de viscosidade de
H(X,Vu)F(D*u) = f(X) in Bi. (5.15)

Assuma f € L>(By), H satisfazendo (5.2)), F' uniformemente eliptica e concava. Entao

, 1.1 . P
u € localmente C™' T+ e essa reqularidade € otima.

Demonstracao. Note que estamos nas hipdteses do teorema 4.1, dai temos que fixado

1

a € (0,a9) N (O, ?} existe uma contante C' = C(d, v, A\, A, || F||w, || f]|oos @) > 0 tal
g

que

lullerasy) < €= Cd, 7, A A F N, ([ fll, @)lluflo

Por outro lado temos que solugoes de equagoes concavas sao localmente de
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classe C*! pelo Teorema de Evans-Krylov. Logou € C LT localmente e essa regularidade
é 6tima. O

E interessante compreender o Teorema como um modelo de classificagao
para equacoes elipticas degeneradas, conectando a magnitude da degenerescéncia do ope-
rador a regularidade 6tima de suas respectivas solugoes. De fato, como mencionado ante-
riormente, varias equacgoes tem seus graus de degenerescéncia comparavel a uma equagao

modelo da forma |Vu|"|F(D?u)| < 1. Iremos explorar essa perspectiva na préxima segao.
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6 APLICACOES E PERSPECTIVAS

A heuristica da classificacao de degenerescéncia mencionado no paragrafo an-
terior, possui de fato um vasto campo de aplicabilidade. Nesta se¢ao intermedidria, iremos
comentar sobre algumas consequéncias que a estimativa de regularidade 6tima dispoe para
teoria de regularidade eliptica.

Na sequéncia, iremos usar o Teorema [5.1] e o Corolario [5.2] para solucionar
casos particulares de alguns problemas abertos bastante conhecidos. O resultado obtido
nesta secao nos da a esperanca de que progressos decisivos possam ser contemplados para

casos mais gerais em um futuro proximo.

6.1 Equacgoes da teoria de supercondutividade

Comegaremos nesta segao, comentando sobre algumas aplicagoes que o Te-
orema fornece para a teoria de supercondutividade, onde as equagoes totalmente

nao-lineares do tipo:
F(X7 D2U) = g(X7 U)X{\Vu|>0} (61)

regem os modelos matematicos desta teoria. A equagao (6.1]) representa a equagao es-
tacionaria para a "mean field theory of superconducting vortices”quando a funcao de
fluxo escalar admite uma dependéncia funcional no potencial magnético escalar, veja
CHAPMAN, RUBINSTEIN, and SCHATZMAN]| (1996)). Propriedades de existéncia e re-
gularidade da Equacao foram estudadas em (CAFFARELLI and SALAZAR] (2002)
e CAFFARELLI, SALAZAR, and SHAHGHOLIAN| (2004). A novidade no estudo da
Equacao estd em testar a equacao apenas por polinomios que tocam a solucao com
|IVP(Xo)| # 0. Foi provado em CAFFARELLI and SALAZAR] (2002)), coroldrio 7, que
solucoes sao localmente C%® para algum 0 < o < 1. Para operadores concavos, foi pro-
vado em (CAFFARELLI and SALAZAR| (2002) coroldrio 8, que solugoes estao em WP,
Uma aplicagao da féormula de monotonicidade de Alt-Caffarelli-Friedman [CAFFARELLI
and SALAZAR (2002), Lema 9, fornece regularidade C*! para o problema particular

Au = cu X{|Vu|>0}- (6.2)

A Equagao (6.1]) pode ser obtida como o problema limite, quando § — 0, para

a familia de equacoes singulares da forma
Vus|” - F(X, D*us) = g(X,us),  Bi. (Es)

De fato, segue do Teorema que se us ¢ uma solu¢ao normalizada,ou seja, ||us||p~ =1
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de ([Es), para § suficientemente pequeno, isto é, para

§<1—ay ~ ¢ (0,a0)N (0, —
—ap, para o a —
o> P 0 ; &0 3 1 + ~y
entao existe uma constante C(d, A, A,7,||9/|w, ||9||c; @5 ) > 1 que nao depende de 0,tal
que,

lusll o5 < Cllugllz= = C. (6.3)
loc

Em particular, a estimativa (6.3) nos da compacidade local para a familia de solugoes
{us}s>0 de (Es)).Assim pelo teorema de Ascoli-Arzeld,a menos de uma subsequéncia,seja

up a funcao limite de tal sequéncia, ou seja,

up = limus;,

7j—0
para §; = o(1). De (6.3)), temos,
Vus, — Vug localmente uniforme, (6.4)
uw € CLN(B). (6.5)

Agora, fixemos um ponto regular Z € By de uy, isto é,

A convergéncia gradiente (6.4]) e a estimativa (6.5)) nos d& a existéncia de n > 0 pequeno,
tal que

) 1
Blﬁg) |Vus| > E|VUO(Z)| =: ¢y,

para todo 0 < 1. Assim,
9(X,us) - |[Vus| ™ — g(X,u9), quando § — 0 uniformemente em B, (Z).

Resumimos a discussao acima com o seguinte Teorema:

Teorema 6.1. Seja us € C°(By) uma solucao de viscosidade de (Ej), com |us| < 1,
0 < 1, onde g € continua em u e mensurdvel e limitada em X. Assuma que o operador
F' esta sob as hipoteses do Teorema . Entao, fizrado um nimero o < apg(d, X\, ), para

0 suficientemente pequeno, temos
[usllcres, 5 < Cd, A A, ).

Em particular,

Us — Up € Ol’a(Bl/Q),
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e ug € uma solugao de viscosidade de (6.1).

A principal vantagem do Teorema [6.I] em comparacao com a teoria de re-
gularidade desenvolvida em (CAFFARELLI and SALAZAR]| (2002)), é que ela nos da a
estimativa C1® 6tima, para o caso mais geral de operadores totalmente nao lineares, nao

necessariamente concavos.

6.2 Visitando a teoria do oo-laplaciano

Iremos agora visitar a teoria do operador oo-laplaciano ,
AOOU = E V;U;V;4 (66)
i?j

a qual esta relacionada ao problema de melhor extensao Lipschitz para um dado de fron-
teira fixado. Além disso, o operador acima tem como caracteristicas a nao-linearidade e
alta degenerescéncia. A teoria das funcgoes infinito-harmonicas, isto é, solu¢des da EDP
homogénea

Ayh =0,

tem recebido uma grande atencao. Um dos principais problemas em aberto da teoria
moderna de EDPs est4 em mostrar que fungoes infinito-harmonicas sao de classe C!. Essa
conjectura tem sido respondida positivamente por O. Savin SAVIN]| (2005) no plano. Evans
e Savin, EVANS (2008) melhoraram o resultado para C'® para algum « > 0 pequeno,
porém somente em duas dimensoes. Muito recentemente, Evans e Smart provaram que
fungoes infinito-harmonicas sao q.t.p. diferenciaveis independentemente da dimensao,
veja EVANS and SMART] (2011). Nao obstante, caracteristicas de nao-continuidade de
Vu podem ser inferidos por argumentos ingénuos. O famoso exemplo de funcao infinito-

harmonica

ol
ol

a(r,y) =123 —y (6.7)
devido a Aronsson por volta dos anos 60, determina a regularidade 6tima ideal para tal
problema. Ou seja, a teoria de regularidade universal para fungoes infinito-harmonicas nao
pode ir além de C' L3, Até onde sabemos, nao houve antes qualquer resultado significativo
de que fungoes infinito-harmonicas devem ou nao ter uma regularidade Cls universal,
a menos de especulagoes baseadas no exemplo de Aronsson. De outra maneira, porém,
a desconfianca para a validade da conjectura da regularidade C' Lg para funcgoes infinito-
hamonicas se confirma explorando as propriedades de escalonamento da equacao. Por

exemplo, podemos escrever o operador infinito-laplaciano como

Asv = (Vv)'- D*v - Vo,
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e desta forma, torna-se tentador comparar suas caracteristicas de degenerescéncia com
Vul® - |Au| <1, (6.8)

que possui as mesmas propriedades de escalonamento de A, e cujas solugoes sao Ch iz
regulares, do Corolario 5.2l Embora, em geral nao seja verdade que fungoes infinito-
harmonicas satisfazem , essa observagao nos leva a um interessante guia heuristico.
Note que o exemplo de Aronsson - como quaisquer exemplos populares na te-
oria de EDPs - é uma funcgao de variaveis separaveis. Na sequéncia, como uma aplicagao
do Corolério [5.2] mostraremos que qualquer fungao infinito-harménica com varidveis se-
paraveis é de fato, localmente O3,
Proposicao 6.2. Seja u: By C R? — R uma funcdo infinito-harménica. Assuma que u

¢ uma funcao de varidveis separdveis, i.e.,
w(X) = o1(x1) + o9(x) + - - - 04(24),

para o; € C°(By). Entao u € C’l’%(Bl/g).

Demonstragao. Primeiramente note que Vu = (021, -+ ,04x4) €
oy (xq) 0 0
D2 — 0 ol (x2) 0
0 0 al(xq)
Portanto,
0= Agu = |o(21)"07 (21) + |0} (22)]*05 (x2) + -+ + |og(wa) "o (za).  (6.9)

Notamos, contudo, que o i-ésimo termo na equacao depende apenas da variavel z;.

Portanto, como a soma acima ¢ nula, cada termo deve ser constante, isto €,

N
o} () Po} (i) = B, Zﬁz’ = 0. (6.10)
i—1

E portanto,
d d
Z |0} () [Po} (w:) = Zﬁz‘ = 0.
i=1 i=1

Aplicando a regularidade C' Ly para cada o; que segue do Corolario temos que a prova

da Proposigao [6.2| estéd concluida. O

Em alguns problemas fisicos e geométricos, solugoes herdam a simetria ra-
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dial do dado de fronteira.E portanto, interessante analisarmos a regularidade étima para
solugoes radialmente simétricas.

Na sequéncia provaremos que funcoes radialmente simétricas cujo infinito la-
placiano é limitado no sentido da viscosidade é de classe O3 e esta regularidade é 6tima
como por exemplo

As| X |% = cte

Proposigao 6.3. Seja u € C°(B;) uma fungdo radialmente simétrica,isto €, uw(X) = v(r)
para r = | X|,satisfazendo
Asu= f(|X|,u) em By,

1
l,g
loc *

no sentido da viscosidade. Assuma f € C°([0,1)zR).Entdo u € C

Demonstracao. Observemos inicialmente que,

X, X.X; 1 1
W e uij = ’U”(T) |X’2 + UI<')") [méw — WXZXJ‘|

u; = v'(r)
Portanto,

() I ) U S O [ (D) Gl B W

WP @EOP
X e )

Assim,
V() ('(r)* = f(ro(r), (6.11)

no sentido da viscosidade. Como

f(X> € Li)(fc(Bl)7

1
podemos aplicar o Corolario para obtermos u € C|

1
"1+2

oc O que prova a proposicao. [

Comentamos que a regularidade da Proposi¢ao [6.3] é 6tima quando
AOO|X|% = constante.

Ainda iremos mencionar que, para func¢oes com o infinito-laplaciano limitados, E. Lind-
gren, seguindo as ideias de EVANS and SMART] (2011)), estabeleceu recentemente esti-

mativas Lipschitz e diferenciabilidade q.t.p..
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6.3 Outras equacoes elipticas degeneradas

Um outro exemplo interessante a ser explorado é o operador p-laplaciano:
Apu:=div (|Vul'?Vu) para p> 2. (6.12)
Ele aparece por exemplo na equagao de Euler-Lagrange associada a integral p-energia
/(Du)de — min.

O estudo de equagoes envolvendo o operador p-laplaciano tem recebido uma grande
atencao nos tultimos 50 anos. Em particular, a teoria de regularidade para funcoes p-
harmonicas tem sido um assunto de intensa investigacao, desde o final dos anos 60, quando

Uraltseva em URALTSEVA (1968) provou que solugdes fracas da equagdo homogénea
Ayh =0, (6.13)

é localmente de classe C1*(%P) para algum a(d, p) > 0. A regularidade étima para funcdes
p-harmonicas no plano foi obtida por Iwanec e Manfredi, em [WANIEC and MANFREDI
(1989). O expoente étimo de Holder continuidade do gradiente de fungoes p-harmonicas
em altas dimensoes, d > 3, tem sido o maior problema em aberto desde entao.

O operador p-laplaciano pode ser escrito na forma nao-divergente, simples-

mente aplicando formalmente as derivadas da seguinte forma:
Ayu = |VulP2Au+ (p — 2)|Vuf*Agu. (6.14)

A nocao de solugoes fracas, usando a estrutura divergente em , e na forma nao-
divergente em sao equivalentes, veja JUUTINEN, LINDQVIST, and MANFREDI
(2001)).

Dentro do contexto de fungoes com o p-laplaciano limitado, é conjecturado que

. 7. /
a regularidade 6tima deve ser C? ;| onde

1 1
p D

Nosso proximo resultado nos da uma resposta parcial para esta conjectura.

Proposicao 6.4. Seja p > 2 e u satisfazendo
|Ayu| < C,  em By.

Assuma u radialmente simétrica, i.e. u(X) =v(r) para r :=|X|. Entdo v € C{;/C(Bl).
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Demonstracao. Usando os mesmos argumentos da prova da Proposicao temos que
|U/|p_2|1)”| + |U/|p—4 . Ul2|U”| S C,

no sentido da viscosidade. Portanto, como uma aplicagdo do Corolério [5.2] obtemos

1

1
TF(p=2) ~u /
veC, TP 2P

oc loc?

e a proposicao em questao esta provada. O

Estimativas da forma |Vu[P~2|D?*u| < C nao sdo raras em um certo nimero de
problemas envolvendo o operador p-laplaciano, veja por exemplo LEE and SHAHGHO-
LIAN| (2003). Vamos mencionar também que estimativas da forma (e + |VU|2)%1 |D%v| <
C sao comumente obtidas para solugoes fracas de equagoes da forma divergente, D; (A*(Dv)) =
0, veja DACOROGNA| (2007)), Capitulo 8.

Iremos encerrar esta se¢ao, revisitando o operador infinito-laplaciano como o
limite do operador p-laplaciano, quando p — co. Seja h € C°(B;) uma fungao infinito-

harmonica. Para cada p > 1, seja h, a solu¢ao do seguinte problema

Aphp = 0, in 33/4
hp = h, on 33/4.

E sabido que h, forma uma sequéncia de fungoes equicontinuas e h, — h localmente

uniforme para h. Em particular
Axh, =0(1), quando p — oco.

Dessa forma, iremos denotar h, como a aproximacao p-harmonica da funcao infinito-
harmonica h em Bsy.
Proposigao 6.5. Seja h € C°(By) uma funcao infinito-harmonica h, sua aprorimagao

p-harmonica. Assuma |Axhy| = O(p™') quando p — oco. Entao h € Cl’%(Bl/Q).

Demonstragao. Como h,, é p-harmonica, temos que Ayh, = 0 e portanto,
IVh,|?Ah, — (2 — p)Ah, =0 ouseja, |Vh,|*?Ah, = (2 —p)Ash,.

Pelo principio do maximo,

ol ) < Wbl <e

uma vez que h € C°(By). Por hipétese temos que Ayh,| = O(p™), assim [Axhylp < Ce
segue da desigualdade triangular que (2 — p)Ash, € L?El). Da hipétese de aproximacao
2
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e do Corolério [5.2] temos

||hp||cl,%(31/2) S C?

para uma constante C' que independe de p. A prova da proposicao segue por argumentos

padroes. O

Outra interessante Proposicao relaciona fungoes p-harmonicas com infinito-
laplaciano limitado.
Proposigao 6.6. Seja u uma fungdao p-harmonica By C RL. Assuma Asu € L>®(By).
Entio u € CY3(By ).

Demonstracao. A prova segue por argumentos similares aos da prova da Proposicao [6.5]
O]

Segue como um problema em aberto, se a Proposicao vale mesmo sem a
hipétese extra de limitacao do infinito-laplaciano. E plausivel conjecturar que se a(d, p)

é o expoente de Holder continuidade 6timo (universal) para fungoes p-harmonicas, entao

1
a(d,p) > 3 +o0o(1), quandop — oo.
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7 SOLUCOES MINIMAIS E GEOMETRIA NAO DEGENERADA

Nessa secao provaremos o seguinte teorema:

Teorema 7.1. Seja u solugdao minimal para o problema do valor limitado

{ H(X, Vu)F(X,D*u) = f(X) emQ (7.1)

u = pemf,

onde Q é um dominio suave limitado, o € C1*(Q) e f € C(Q) N L>(Q) satisfazendo 0 <
igff(X). Dado Xy € S(u) er < dist(Xy,0®), existe uma constante C = C(d,inff, A\, A,7) >
0, tal que

Crie + u(Xo) < sup u(X).
B:(Xo)

Antes de comecarmos a prova desse teorema faremos alguns comentérios sobre
a existéncia de solugao minima para o problema de valor limitado acima. Aqui assumi-
remos que €2 ¢ um dominio limitado e suave. O dado de contorno ¢ € C4*(Q) podemos
assumir sem perda de generalidade, ser nao negativa. O pressuposto fundamental para o

nosso objetivo é que f € C(2) N L>°(£2) satisfazendo,
0< igf f(X)
Dada uma funcao g, vamos definir o operador eliptico da seguinte forma,
G,lu) = H(X, Vu)F(X, D*u) — g(X)

A existéncia de solu¢do minimal para equagao (7.1)), segue das orientagoes
do método de Perron’s, também chamado método sub-super solucao. Para principio de
comparacao em equagoes elipticas degeneradas, ver teorema 3.3 em |(CRANDALL, [SHII,
and LIONS| (1992)) e Teorema 1.1 em |BIRINDELLI and DEMENGEL (2004)). Tal solugao
de viscosidade é obtida por,

u(X) = inf f(X)

weP
onde
P={we CQ);u., <w < u*ew ésupersolugao de (7.1))}

e u*,u, resolvem

{Ginff[u*] = OemQ { Glifllac[us] = 0 em & (7.2)

*

u* = @em Uy = @ em ]

respectivamente. Além disso, é esclarecedora a comentar que pelo principio de comparagao

a solucao minimal construida acima é uma solugao unica para o problema de dirichlet.
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Passamos agora para a prova do teorema [7.1} A partir de agora nés rotulamos

2+
o= —
1+~

Seja u uma solugdo minimal de ([7.1]), e assuma sem perda de generalidade que 0 € S(u).

Fixado n > 0 podemos construir a seguinte barreira auxiliar:

C, se 0 <|X| < Bn;
2

«
o(X) ={ A5 (X] = Bn)® + Cse By < | X[ <n; (7.3)
A
AlX|™ + <C’ — 57)“) se | X| > n;

1 1 1
para B :=1— — € (0,1), pois B := 1 — ( +7) < 1, onde as constantes
a

2+ T 2+a
A e C > 0 serao escolhidas a posteriore. Note que pela propio definicao de 6 temos

0 € C' e D?0 € C'. Nosso primeiro objetivo é mostrar que, se escolhermos 0 < A << 1

universalmente pequeno entao  satisfaz
IVO(X)|"F(X,D*0(X)) < inf f(X)

pontualmente em €.
De fato, temos trés casos a serem analizados.
Se 0 < |X| < Bn, temos 0(X) = C logo VO(X) = 0. Portanto,

0(X)|"F(X,D*)(X)) <inf f(X), ouseja, 0 <inff(X)

Agora se Bn < |X| < n temos,

2
« _
0(X) = A 2(|X| — Bn)*+C

Dai computamos,

a? X X
9&@=A—W”F¢ﬂ—3m—%=A¥W”¢W—Bm—3
2 x| x|

X4

| X105 — Xi=%

L[ XX | X| L[ XX Bn X, X;
0;;(X) = Aa’n>? !+ (|1 X|-B = Aa’n®? I (120 (6, =22
oA [mw*“' PTIRE } Y hxw*( w0<” MP)]
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Em particular para pontos da forma (—X-—,0,...,0) temos,

Bn Bn ,
B — 2 a—2 . . 2, a—2 o .
0::(X) Aa’n _O + (1 x| |> (1 O)} Aa’n (1 x| |) se i # 1;

0;;(X) = 0sei#j ( Usamos o fato de X;X; =0e ;; =0);

_ 2, a—2 | X]? B77 _’XP 2,0-2
011(X) = Aa’n _\X\2+(1 |X\ (1 ]XP) = Aa’n

Da teoria de EDP’s elipticas totalmente nao lineares temos:

F(X, D*0(X)) §M+(D29(X),%,A> :A(Aa2 24 (d— ){AQZ o= 2(1_ﬁ)D

Observe que,

1-B 1
Bnp<|X|<ne -n<—|X|<-Bnpe —B>— n>—1<:>1—BZT7720<:>—2
(6]
Portanto,

1
PIX,D0(0X)) < A (Aot 4 d = 1) (Aot ) < AdAaye

1
Na ultima desigualdade acima usamos o fato de — < 1. Temos também que,
«

B
V0001 = Aat(1- 2 1x|
| X
Bn
< Aoz2na_2(1— >|X|
| X
Bn 1
A2a21__ :A20¢—1_
s ( rxr)" T
— aAnoc—l
Portanto,
IVO(X)F(D*0(X)) < AdAa’n*?(aAn® ')
— Ada’y-i-?A’y-i—ln(a—?)—i-(oc—l)’y
= C(d, A\ y) A Hyle2rrientn
Como

(@ =2)+(a=1)y =0,
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obtemos |VO(X)|"F(D?*)(X)) < C(d, A, \,y) A", Dai escolhemos 0 < A << 1 tal que,

T+ o_ ' WH—
Cld A A AT < inf (X)), assim A< 74| Zoas——

Logo,
IVO(X)|"F(D*0(X)) < ilelgf(X) para 0 < A << 1

A
E por final analizaremos o caso quando | X| < n. Aqui §(X) = A|X|*+ <C’ - 57}“). Daf

computamos,

0;(X) = Aa|X|* i’

W XX, T i {1X16;
eij(X) = Aa (O‘_1>’X| 2‘X’2 + AO“Xl 1( |X|2 )1
_ XX, T X% —
— A Xa2 _1 <) A Xal
ol X[ e >\X!2+ ol ( |X|3 ﬂ
X, X;
= Ao X|*?*(a—1 AX”@ Aa|X |72
alXPHa = DT + [AalXI*20, — dalx Y

= Aaf(a —2) X, XX |72 + ;]| X2

Pela invariancia de rotacao fixemos uma dire¢ao com os pontos da forma (—X—,0,...,0),

assim temos:

04(X) = Aa|X|*%sei#1;
0;(X) = Aa0|X|*2=0sei# j; (7.5)
011(X) = Aaf(a—2)+1]|X|*? = Aa(a — 1)|X]|*2

Novamente pela teoria de EDP’s elipticas totalmente nao lineares temos:

F(X,D*(X)) < M+ (029()(), 2,/\) = AlAafa —1)|X|*? + (d — 1)Aa| X |*7?)
< AAa|X|*7? + (d — 1)AalX|*7?)

= AdAalX|*2.

Onde na segunda desigualdade acima usamos o fato de a < 2. Veja também
que
IVO(X)| = ACY|X\O‘_2 assim  |VO(X)[" = (Aa’X|a—2>fy.
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Portanto,
IVO(X)|"F(D*0(X)) < AdAa|X|*?(Aa|X|*"2)7
_ Ada7+1A7+1|X|(a—2)+(a—1)7
= C(d,A N7 A x|t
Como

(@—=2)+ (a=1)y=0,

obtemos |VO(X)["F(D?*)(X)) < C(d, A, \,v)A"™!. Daf escolhemos 0 < A << 1 tal que

Y+ _ s ' Y PR
Cld A A MAT < I f(X) ouseja, A<\ 55—

Logo,
IVO(X)|"F(D*0(X)) < irel7f>f(X) para 0 < A << 1.

Com isso mostramos que para 0 < A << 1 universal, § satisfaz

IVO(X)"F(D*(X)) < inf f(X) < f(X)VX € Q.

weP

Segue que 6 é uma subsolucao de
[VO(X)["F(D*0(X)) = f(X).

O parametro C' > 0 ainda precisa ser ajustado e n > 0 foi arbitrario até essa etapa da
prova, sem influéncias sobre as estimativas obtidas até agora.
A partir de agora nos é dado um 0 < r < dist(0,09).

1
Observagao 7.2. Se C' < u(0) entdo u(Z) > 0(Z) VZ € 0B,. Escolhan = 0" ¢ suponha

por contradi¢ao que u < € em 0B,. Como u e # sao subsolugoes de
H(X, Vu)F(X, D?u) = f(X),
seque que a funcao corte,

min{u, 0} em B,;
w = i
u em B,

¢ uma subsolucao de [7.1} pois minimo de subsolucoes ainda é uma subsolucao.

Portanto pela escolha anterior

0(0) = C < u(0)
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o que contradiz a minimalidade de u. Isto é, mostramos a existéncia de um ponto Z € 0B,,
tal que
CIZ|*+C=0(Z) <u(2),

para alguma constante C' > 0 universal. Finalmente, tomando C' = u(xg —€) e € — 0
concluimos que

Cr® +u(0) < supu
Br

que ¢é a estimativa desejada. Dal conclui-se a prova do teorema [7.1}
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8 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho, nos foi possivel adquirir os conhecimentos necessarios
para a analise da teoria de regularidade de solugoes para os tipos de equagoes até entao
trabalhadas. Foram estudadas todas as propriedades e comportamentos das solugoes,
e sabendo que solucoes sao C1%, através do método geométrico tangecial, foi possivel
caracterizar e encontrar o expoente o 6timo com exatidao.

O trabalho contribuiu para a ampliacao dos conhecimentos acerca do tema e
reforcou o fato do quanto a teoria é importante nas aplicagoes relacionadas a diversas

areas, tais como fisica, biologia, quimica, dentre outras.
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