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RESUMO

O objetivo desta dissertacao é estudar o espaco das métricas Riemannianas em variedades
compactas com bordo que satisfazem uma equacao do ponto critico associada com um
problema de valor de fronteira. Nos apresentaremos uma féormula integral que nos permite
mostrar que se uma métrica critica do funcional volume sobre uma variedade compacta,
de dimensao n, conexa, M™ com bordo M tem tensor de Ricci paralelo, entao M"™ é
isométrico a uma bola geodésica em uma forma espacial R", H" ou S". Esta dissertagao
foi baseada no artigo de Baltazar e Ribeiro Jr. (2017).

Palavras-chave: Funcional volume. Métricas criticas de Miao-Tam. Ricci paralelo.



ABSTRACT

The goal of this work is to study the space of smooth Riemannian structures on com-
pact manifolds with boundary that satisfies a critical point equation associated with a
boundary value problem. We provide an integral formula which enables us to show that
if a critical metric of the volume functional on a connected n-dimensional manifold M"
with boundary OM has parallel Ricci tensor, then M™ is isometric to a geodesic ball in a
simply connected space form R"™, H" or S™. This work is based in an article by Baltazar

and Ribeiro Jr. (2017).

Keywords: Volume Functional. Miao-Tam critical metric. Parallel Ricci tensor.
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1 INTRODUCAO

Antes de apresentarmos o objetivo deste trabalho, faremos uma breve contextu-
alizagao. Um problema notavel em Geometria Diferencial consiste em determinar métricas
Riemannianas em uma determinada variedade M™ que forneca curvatura constante. Neste
sentido é crucial compreender as métricas criticas dos funcionais Riemannianos, como por
exemplo, o funcional curvatura escalar total e o funcional volume. Einstein e Hilbert
provaram que os pontos criticos do funcional curvatura escalar total restrito ao conjunto
de métricas Riemannians em M™ de volume unitério sao Einstein. Veja Teorema 4.21 em
(BESSE, [1987). Além disso, o funcional curvatura escalar total restrito a uma determi-
nada classe conforme é exatamente o funcional Yamabe, cujos pontos criticos sao métricas
de curvatura escalar constantes nessa classe. Hilbert (1915) provou que as equagoes da
relatividade geral podem ser obtidas a partir do funcional curvatura escalar total. Com
isso, temos uma maneira natural de provar a existéncia de métricas Einstein.

Motivado pelo resultado obtido em Fan, Shi e Tam (2007, bem como na ca-
racterizacao dos pontos criticos do funcional curvatura escalar total, Miao e Tam (2009;
2011)) estudaram as propriedades variacionais do funcional volume restrito ao espago das
métricas de curvatura escalar constante em um determinado dominio compacto com
bordo. Enquanto Corvino, Eichmair e Miao (2013) estudaram o problema modificado
de encontrar pontos estacionarios para o funcional volume no espaco de métricas cuja
curvatura escalar ¢ igual a uma constante.

Conforme terminologia utilizada em Barros, Didgenes e Ribeiro Jr (2015) e
Batista, Didgenes, Ranieri e Ribeiro Jr (2017), uma métrica critica de Miao-Tam é uma
3-upla (M™, g, f), onde (M", g) é uma variedade Riemanniana compacta de dimensao pelo
menos trés com bordo suave M e f : M™ — R é uma func¢io suave tal que f~(0) = OM

satisfazendo a equacao

Li(f) =g, (1)

onde £} ¢ a forma L*-adjunta da lineariza¢ao do operador de curvatura escalar £,. A

funcao f é dita funcao potencial.
Relembremos que
L3(F) = ~(Af)g + Hessf — fRic,

onde Ric, A e Hess denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador laplaciano e

a forma Hessiana em M™. Para mais detalhes veja (BESSE, [1987). Levando em conta a
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equacao (1), a equacao da métrica critica de Miao-Tam pode ser representada por
—(Af)g+ Hessf — fRic=g. (2)

Miao e Tam (2011) estudaram essas métricas criticas sob a condigao Einstein.

Mais precisamente, eles obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Miao-Tam, 2011). Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
conexa, compacta, Einstein e com bordo suave OM. FEntdao (M",g) € isométrica a uma
bola geodésica em uma forma espacial R™, H" ou S".

Toda métrica de Einstein é paralela. A reciproca dessa afirmacao nao é ver-
dadeira. Para demonstracao desse fato veja (DERDZINSKI, 1980, [1982). Na verdade,
existem exemplos de variedades Riemannianas com tensor de Ricci paralelo que nao sao
Einstein.

Por exemplo, M; x Ms, onde Ricy, = Ag1 e Ricy, = Aage, com A\; # Ao.
Dando continuidade ao estudo de métricas criticas do funcional volume, substituiremos
a condicao de ser Einstein no Teorema pela hipdtese do tensor de Ricci ser paralelo.

Mais precisamente temos o seguinte teorema.

Teorema 1.2 (Baltazar e Ribeiro Jr.,|2017) Seja (M™, g, ) uma métrica critica de Miao-

Tam compacta, orientada, conexa e com bordo suave OM. Entdo
- 2 n R o -2 -2
/ fldivRm|*dM, + —/ |Ric — —g|*dM, —I—/ f(A|Ric|” — |V Ric|*)dM, = 0.
M n—1Jy n M

Como consequéncia desse teorema chegamos no resultado de rigidez citado.
Corolario 1.1 (Baltazar e Ribeiro Jr., |2017) Seja (M",g, f) uma métrica critica de
Miao-Tam, com M™ compacta, orientada, conexa e com fronteira OM suave e tal que
o tensor de Ricci é paralelo. Entao (M",g) € isométrico a uma bola geodésica em uma

forma espacial R™, H" ou S".

O objetivo deste trabalho é portanto apresentar a prova do Teorema [1.1| e
Corolério [L1l

Como citado anteriormente, é facil verificar que variedades de Einstein M",
com n > 3, tem tensor de Ricci paralelo. Portanto, o Corolario melhora claramente
o Teorema [[.1] Além disso, vale a pena destacar, que os argumentos concebidos para a
prova do Teorema diferem significativamente de L.-F Tam e P. Miao (2011]).
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados que iremos uti-
lizar ao longo deste trabalho. Denotaremos por (M", g) uma variedade Riemanniana de
dimensao n com métrica g, V a conexao de Levi-Civita, C*°(M) o espaco das fungoes
suaves sobre M e X(M) o espago dos vetores suaves de M. Outro conceito importante é
o de curvatura de Riemann, que definiremos agora. O tensor de curvatura de Riemann é
o (1,3) tensor

Rm : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),

definido por Rm(X,Y,Z) = VxVyZ —VyVxZ —Vixy)Z, para todo X, Y, Z € X(M).

O tensor de curvatura de Riemann pode ser visto também como um (0,4)-

tensor

X(M)x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M),

dado pela seguinte identidade

Rm(X,Y, Z,W) = (Rm(X, Y)W, Z).

Seja {e;} um referencial ortonormal. Tomando o traco do tensor de curvatura de

Riemann obtemos o tensor de Ricci, que é dado por

Rie(X,Y)=> Rm(X,e;Y,e).

=1

Tomando o traco do tensor de Ricci obtemos a fungao curvatura escalar R.

Dado um ponto em M, se considerarmos coordenadas locais (x') em torno desse ponto,

podemos expressar o tensor de curvatura de Riemann e o tensor de Ricci por

g o0 0 0 g 0 g 0
R = Fm (a— B2’ %a_) = <Rm (a— %) a_a_>

gl
R, = ¢’ Rijw,



respectivamente, onde o tensor de Ricci é dado pelo trago do tensor curvatura de

Riemann com relagao a segunda e quarta coordenadas.

Usando coordenadas a curvatura escalar R é dada por
._ L ij

R :=tryRic = g" R;.

Dada f € C*(M), o 2—tensor Hessiana de f é por definigao

Hessf(X,Y)=Vif(X,Y) =Y (Xf) - (VyX)/,
para X,Y € X(M).

O Laplaciano de f é definido por
Af =tr,V3f
Em coordenadas temos que

Af=g"V,V;f =V,V.f

12

Outro resultado que iremos utilizar é o Teorema de Stokes, que enunciamos

a seguir.

Teorema 2.1 Se M wuma variedade suave compacta orientada de dimensao n com bordo

OM e w € uma (n-1)-forma sobre M com suporte compacto, entdo

/dw:/ w,
M oM

onde OM tem orientacdo induzida de M.

Para demonstracao veja (LEE, 2003)).

Finalmente, relembremos um resultado que pode ser encontrado em (LEE,

2003). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com ou sem bordo, § denotando

a métrica induzida sobre OM e N é o campo vetorial normal unitario apontado para fora

ao longo de OM. Entao
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/ uAvdV, = / (gradu, gradv), dV, — / ulN, dVj
M M oM
/ (uAv —vAu)dV, = / (VNy, — ulN,) dVj.
M oM
2.1 Tensor de Cotton, de Weyl e de Bach

Nesta secao apresentaremos alguns tensores cldssicos que serao utilizados neste

trabalho. Primeiramente, lembramos que o tensor de Weyl W é definido pela relacao

1
Rij = Wiji + E(Rikgjl + Rjgir — Ragix — Rjrga) (3)
B R
2

(gjlgik - gilek)v

onde R € o tensor curvatura de Riemann Rm, R;; é o tensor de Ricci e R € a curvatura

escalar. O tensor de Cotton C' é definido pela equacao

Cijr = ViR, — Vi Ry, — (ViRgjx — V;Rgir). (4)

2(n—1)

Observe que o tensor de Cotton é anti-simétrico nas duas primeiras entradas. De fato,

Cijit = VjRy, —ViRj, — (ViRgir — ViRgjk)

2(n—1)

= —[ViRj, — VR, — (ViRgjr — Vi Rygir)]

2(n—1)

= —Uijk-

Além disso, o tensor de Cotton tem traco nulo tomando quaisquer dois indices. Com

efeito, tomando o trago em relacao a 7 e 7, temos

gijcijk = gijviRjk - gijVjRik - gijvijok - gijijgik)

2(n — 1)(
= ViR, — ViR, — ViRgi, — ViRgik)

= 0.

1
2(n — 1)(

Analogamente obtemos o mesmo resultado tomando o trago em relagao a i e k ou j e k.

Os tensores de Cotton e de Weyl satisfazem a seguinte relacao
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N Chtd RV
C’L]k (n — 3) leZ_]kl7 (5)

Definimos o tensor de Bach sobre uma variedade Riemanniana (M", g), n > 4, por meio

da igualdade

1
B, = — VW, w. koL
ij n—SV \4 zk]l+n_2Rkl i (6)
Quando n = 3 o tensor de Bach é definido por

Em particular, a variedade (AM™, g) é dita ser Bach-flat se B;; = 0.

2.2 Contragoes da segunda identidade de Bianchi

Nesta secao veremos duas importantes relacoes obtidas a partir da segunda
identidade de Bianchi.

Proposicao 2.1 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana com tensor de curvatura de

Riemmann Rm. As sequintes identidades ocorrem
gimvaijkl = (diva)jkl = VkRﬂ — Vlek. (8)

; 1
Demonstracao: Pela segunda identidade de Bianchi temos que

Tomando o trago em relagao aos indices ¢+ e m, chegamos em

0 = ¢"(VimPRiju + ViRijim + ViRijmk)
= ¢""VaRijii + 6" ViRijim + ¢ Vi Rijmi.
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Como a métrica é paralela, segue que

0 = gimeszkz + vkgimRijlm + Vzgimszmk

(diva)jkl — ngszjilm + Vngijikm
= (divRm)ju — ViR + ViR,
(diva)jkl — kajl + lejk-

Portanto, temos
(divRm) i = ViRji — V| Rjy.

Finalizando a prova do primeiro item.

Demonstraremos agora o segundo item. Pelo primeiro item temos que
9"V Riju = ViRj — Vi Rj.

Tomando o trago em relacao a j e [ no lado esquerdo da igualdade e relembrando que a

métrica é paralela segue que

gjlgimvaijkl = gimvmgﬂRijkl

Tomando novamente o trago em relacao a j e [, temos

gﬂVkle — glelek = ngﬂRjz - gjllejk
= Vig''Ry — ¢'ViRji
= ViR—¢'ViRj.
Trocando j por ¢ e [ por m na segunda parcela do lado direito da ultima igualdade,

obtemos

glekle — gﬂVlek ViR — glelek

= ViR - "'V, R
Portanto,

gimeRik = VkR_gimeRik-



Segue entao que

Isto finaliza a demonstracao.

ViR

Qlevazk
2V Rk

16
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3 METRICAS CRITICAS DO FUNCIONAL VOLUME EM VARIEDADES
COMPACTAS COM BORDO

Um problema cldssico em Geometria Diferencial consiste em determinar métricas
Riemannianas em uma determinada variedade M™ que forneca curvatura constante. Neste
sentido, é crucial compreender as métricas criticas dos funcionais Riemannianos, como por
exemplo, o funcional curvatura escalar total e o funcional volume. Einstein e Hilbert pro-
varam que os pontos criticos do funcional curvatura escalar total restrito ao conjunto de
métricas Riemannians em M™ de volume unitario sao Einstein. Veja Teorema 4.21 em
(BESSE, [1987). Além disso, o funcional curvatura escalar total restrito a uma determi-
nada classe conforme é exatamente o funcional Yamabe, cujos pontos criticos sao métricas
de curvatura escalar constantes nessa classe. Hilbert (1915) provou que as equagoes da
relatividade geral podem ser obtidas a partir do funcional curvatura escalar total. Com
isso, temos uma maneira natural de provar a existéncia de métricas Einstein.

Motivado pelo resultado obtido em Fan, Shi e Tam (2007, bem como na ca-
racterizacao dos pontos criticos do funcional curvatura escalar total, Miao e Tam (2009;
2011)) estudaram as propriedades variacionais do funcional volume restrito ao espago das
métricas de curvatura escalar constante em um determinado dominio compacto com
bordo. Enquanto Corvino, Eichmair e Miao (2013) estudaram o problema modificado
de encontrar pontos estacionarios para o funcional volume no espaco de métricas cuja
curvatura escalar ¢ igual a uma constante.

Para o que segue, iremos definir a métrica critica de Miao-Tam, conforme ter-
minologia utilizada em Barros, Didgenes e Ribeiro Jr (2015) e Batista, Didégenes, Ranieri
e Ribeiro Jr (2017).

3.1 Métrica critica de Miao-Tam

Definigao 3.1 Uma métrica critica de Miao-Tam é uma 3-upla (M", g, f) onde (M™, g)
¢ uma variedade Riemanniana compacta de dimensao pelo menos trés com bordo suave

OM e f: M" — R é uma funcio suave tal que f~1(0) = OM satisfazendo a equagio

Ly(f) =g (10)

onde L € a forma L*-adjunta da linearizagdo do operador de curvatura escalar L,. A

funcao f € dita fungao potencial.
Relembre que

L(f)=—(Af)g + Hessf — fRic.
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Onde Ric, A, Hess denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador laplaciano e
a forma Hessiana em M™. Para mais detalhes veja (BESSE, 1987). Levando em conta a

equacao , a equacao da métrica critica de Miao-Tam pode ser expressa por
—(Af)g+ Hessf — fRic=g. (11)

Iremos apresentar agora alguns exemplos de métricas criticas construidos por Miao e

Tam (2009).

Exemplo 3.1 Considere M™ C R™ uma bola geodésica centrada na origem de raio Ry
R2 2

e a funcao f definida por f(x) = 0 __ _ 2] Consideremos em R™ a métrica

2n—1) 2(n-1)
canonica g e em M a métria restrita. A funcao f pode ser escrita também da sequinte

forma

Ry (@i+ay+ . +ai+.ta))

1@ = 50— 2(n — 1)

Calculando a derivada parcial de f em relacdo a x;, seque que

of 0 R? i+ a4 .ol a2l

or; Oy (2(n—1)_ 2(n—1) )
0 R? O (22 +ai+.  +22+.. +22
= o (e n) “an (7 sy
— Ii
T on—1

Agora, derivando em relagao a x; temos

82 f 9

Portanto,
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Vif = ViV,f
0*f

81‘2'023]'

1

Rk

Tomando o traco em relagao i e j, temos que

Af = g'V'f
= gijvivjf

ij 1
= g” (—mgi])

|
- _ T ..
n—lg gzg
1 .
- — By
n—1
n

n—1

n
Portanto, V?f = -9 Af = 7 Como em M temos a métrica restrita do R",
n JR—

entao Ric = 0. Logo,

—A@+Wﬁf—f&c:nn

Observe também que f~1(0) = OM. De fato, resolvendo a equagao f(x) =0, temos que

0 = flz)
R |22
2n—1) 2(n—1)
= Ry —la]”.

Isto é, |x|* = R%. Portanto f~1(0) = OM. Com isso, concluimos que (M™,g, f) é uma
métrica critica de Miao-Tam.

Agora citaremos um exemplo construido no espago hiperbdlico.

Exemplo 3.2 Considere R™! = (R""! ds?), onde ds* = dx? +...+dx? —dt*. Além disso,
considere H" = {(z1, ..., Tp, t) € R" 22 + .+ 22 — 2 = —1,¢ > 1} mergulhado em R™*
e seja g a métrica induzida. Nessas condi¢oes g € uma métrica Riemanniana. Agora fize

p=1(0,...,0,1) € H" e considere M"™ C H" uma bola geodésica centrada em p de raio Ry

1

. . coshr 1 t
e a funcao f definida por f(x1,...,x,,t) = — (1 — coshRo) =7 (1 - coshRo)’

onde r € a distancia geodésica de (x4, ...,ZTn,t) a p. Logo t = coshr et é a fun¢ao altura.
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Portanto,

1 2
(n— l)coshRoV ®)
_ t
(n— 1)coshRog'

Vi o=

Dai, concluimos que o Af € dado por

Af = (Vf)iug”

t y
~ (n—1)coshR, 9idd
~ (n—1)coshRy '

nt

(n —1)coshRy
Assim, como Ric = —(n — 1)g no caso do espago hiperbdlico, temos

nt _ t
(n — 1)coshRog (n— 1)coshRog

1 t
n—1 (1 a coshRo) (n=1)g

_ nt—t+ (n—1)coshRy — (n — 1)t
B (n — 1)coshRy g

~Afg+V?f — fRic =

+

Além disso, como f~1(0) = OM, temos que (M™, g, f) é uma métrica critica

de Miao-Tam.

Exemplo 3.3 Considere S* C R"™ ¢ p = (0,...,0,1) € S*. Sejam M"™ C S" uma
bola geodésica centrada em p de raio Ry < g e [ a fungao definida por f(x1,...,xp,t) =
1 t 1

( — 1) = ( oS _ 1) , onder € a distancia geodésica de (1, ..., Ty, )

n—1 \ cosRy " n—1 \cosR,
ap. Assimt = cosr et € a funcdo altura. Entao,

1
Vi = (n—l)cosROV2(t)
t

(n— l)cosRog

Dessa forma, o laplaciano de f serd dado por
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Af = (V*f)ijg”

_ t ij

~ (n—1)cosR, Jid

-t &
(n—1)cosRy

_ nt

~ (n—1)cosRy

Como no caso do S™ a curvatura de Ricci € dada por Ric = (n — 1)g, entao

nt B t
(n— 1)cosR0g (n — 1)COSR09

_(ni 1) (co:fRo B 1) (n=1)g

nt—t—(n—1)t+ (n—1)cosRy
(n — 1)cosRy

~Af+V2f — fRic =

Temos também que f~1(0) = OM. Podemos concluir entao que (M™, g, f) é uma

métrica critica de Miao-Tam.

Observou-se que as métricas criticas de Miao-Tam originam pontos criticos do
funcional volume em M" quando restrito a classe de métricas g com curvatura escalar
constante prescrita, de modo que gjrgy = h para uma métrica Riemannanian h prescrita
sobre o bordo, conforme foi mostrado por Miao ¢ Tam (2009). Eles mostraram que tais
métricas tém curvatura escalar constante. Veja Proposicao 2.1 e Teorema 2.3 em Corvino,
J., Eichmair, M. e Miao, P. (2013)) para mais detalhes. Alguns exemplos explicitos de
métricas criticas de Miao-Tam podem ser encontrados em Miao, P. e Tam, L-F. (2009) e
Miao, P. e Tam, L.-F (2011)).

Miao e Tam (2011) abordaram o problema de determinar se existem métricas
criticas de Miao-Tam com curvatura seccional nao constante em um variedade compacta
com bordo isométrico a uma esfera canonica. Baseado nisso, e motivados pelas idéias
obtidas por Kobayashi (1982) e por Kobayashi e Obata (1981)), eles provaram que uma
métrica critica de Miao-Tam compacta, localmente conformemente plana, simplesmente
conexa (M™, g, f) com bordo isométrico a uma esfera padrao S*~! deve ser necessariamente
isométrica a uma bola geodésica em uma espaco simplesmente conexo da forma R™, H"
ou S™.

Recentemente, Barros, Didgenes e Ribeiro Jr. (2015) com base nas técnicas
desenvolvidas em um trabalho de Cao e Chen (2013), provaram que uma métrica critica

de Miao-Tam do tipo Bach-flat, simplesmente conexa, compacta e com bordo isométrico a
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uma esfera padrao S* deve ser isométrico a uma bola geodésica em um espaco simplesmente
conexo da forma R*, H* ou S*. Eles mostraram posteriormente que, em dimensao trés, o
resultado continua verdadeiro substituindo hipétese de Bach-flat pela condi¢ao mais fraca
de que M? tem um tensor de Bach harmonico, veja Barros, Diégenes e Ribeiro (2015).
Miao e Tam (2011)) também estudaram essas métricas criticas sob a condigdo Einstein.
Eles observaram que podiam remover a condi¢ao da fronteira ser isométrica a uma esfera

padrao. Neste contexto, eles obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 3.1 (Miao-Tam, 2011). Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
conezxa, compacta, Finstein e com bordo suave OM. Entao (M",g) € isométrica a uma
bola geodésica em uma forma espacial R™, H" ou S™.

Como a métrica é paralela, é facil mostrar que toda variedade Riemanniana
com tensor de Ricci paralelo tem curvatura harmonica. A reciproca dessa afirmacao nao é
verdadeira. Para demonstracao desse fato veja (DERDZINSKI, 1980, 11982). Na verdade,
existem exemplos de variedades Riemannianas compactas e nao compactas com Ricci
paralelo mas nao sao Einstein. Por exemplo, M; X My, onde Ricy, = A\g1 e Ricy, = Aago,
com A\; # Ag. Dando continuidade ao estudo de métricas criticas do funcional volume,
substituiremos a condicao de ser Einstein no Teorema pela hipdtese do tensor de Ricci

ser paralelo, mais precisamente temos o seguinte teorema.

Teorema 3.2 (Baltazar e Ribeiro Jr.,|2017) Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-

Tam compacta, orientada, conexa e com bordo suave OM. Entdo temos

R
/ fldivRm|*dM, + f 1 / |Ric — —g|*dM, +/ f(A|Ric|* — |V Ric|*)dM, = 0.
M M n M

n

Como consequéncia desse teorema chegamos no resultado de rigidez citado.
Corolario 3.1 (Baltazar e Ribeiro Jr., |2017) Seja (M", g, f) uma métrica critica de
Miao-Tam, com M"™ compacta, orientada, conexa e com fronteira OM suave e tal que
o tensor de Ricci € paralelo. Entdo (M™,g) é isométrico a uma bola geodésica em uma

forma espacial R™, H" ou S™.

Antes de apresentarmos as provas do Teorema[3.2]e coroldrio mostraremos
alguns resultados preliminares. Tais resultados nos ajudarao a entender um pouco mais

sobre as métricas de Miao-Tam. De fato, sabemos que por

—(Af)g+ Hessf — fRic=g.

Tomando o trago obtemos

(n—=1)Af+Rf+n=0. (12)
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De fato, note que g”g;; = 0! = n. Além disso, expressando em coordenadas temos

9i; = —(Af)gij + ViV,f — fRi;. (13)

Tomando o traco em relacao a i e j, segue que

n = g7[—(Af)gi; + ViV;f — [Ry]
—(Af)gisg”? + 9"V f — fg7 R
—(Af)gjig? + Af — R

= —(Af)(S’—i—Af fR
—(Af)n+Af — fR.

Portanto,

(n—1DAf+Rf+n=0.
Uma importante relacao entre a forma Hessiana e o tensor de Ricci, ambos
sem traco, é dada pela préxima proposicao.

Proposicao 3.1 Seja (M",g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Temos entdo que
f Ric = Hess f.

o 1
Demonstragao: O tensor de Ric sem trago é dado por Ric = Ric — —tr(Ric) e portanto
n

temos

o trRi
fRic= f(Ric— ! ZC)g.
Pela equacao sabemos que
fRic=—(Af)g+ Hessf — g. (14)

No entanto, por ((12)), temos

0 = (n—1Af+Rf+n
R

- Af+n—fl+nﬁl

Rf+n

n—1"

- Af+
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Assim,

NI

n—1
que implica

(apg = HIED,

Usando essa relagao em ([14]) resulta

fRic = —(Af)g+ Hessf —g

= M + Hessf —g.
n—1

Voltando a expressao de fRDz'c, deduzimos

fROic = M —I—Hessf—g—f—Rg
n—1 n

R B EUENIL N

2 2 .
_ (nfR+n*—n*+n nfR+fR)g+Hessf

n(n —1)
= %g + Hessf.

Usando ((12)), obtemos
fR4+n=—(n—1Af.

Assim,

(fR+n)
n(n—l)g

= Hessf — %Afg
= Hessf — %g

trH
_ Hessp_ (UrHessh)
n

= Hessf. (15)

fRO@'c = Hessf +
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Apresentaremos agora um resultado que utilizaremos com bastante frequéncia
ao longo deste trabalho. Mostraremos que em uma métrica critica de Miao-Tam (M", g, f)

a curvatura escalar é constante.

Proposicao 3.2 (Miao-Tam, 2009) Seja (M", g, f) uma métria critica de Miao-Tam.

Entao (M", g) tem curvatura escalar constante.

Demonstragao: Sabemos de que
9i; = —(Af)gi; + ViV, f — fRi;.

Onde usamos a notacao V2f para o Hessiano de f.

Portanto,
gjkvkgij = gjkvk(_Afgij + ViV, f — fRy).
No entanto, como a métrica é paralela, temos

0 = gjkvk(_Afgij + V;V,f — fRy;)
= ¢ [Vi(=Afgi;) + ViViV, [ + Vi(—fRy;)]
= ¢*[=ViAfgi; — AfVigi; + ViViVif = (Vif)Rij — [ViRy]
= ¢"=ViAfgy + ViViVif = (Vif)Ri; — [ViR).

Portanto,
0 = —g"Vilfgy + g ViViVif — " VifRij — g fViRy;. (16)
Pela identidade de Ricci temos
ViViV,f =ViViVif + Riijs Vs f.
Usando esse fato em obtemos

0 = —¢*"ViAfgij + ¢*(ViViVif + RiijsVsf) — ¢"Vif R — 7" fV Ry
= —ViAf+ " ViViV,f + ¢ Ryijs Vs f — VifRix — ¢ VLR
= —ViAf+ V" ViV, f + RiVof — RuVif — f¢"V iRy
1
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Onde na ultima igualdade usamos @ e a segunda identidade de Bianchi contraida duas

vezes. Temos entao
1

Portanto, fdR = 0. Pelo fato de f ser analitica, entdao dR = 0 em M \ OM. Veja
Corvino, J. (2000). No entanto, como 0M tem medida nula, entdao dR = 0 em M pela
continuidade da curvatura escacalar R. Como M é conexa, segue que a curvatura escacalar
R é constante.

O

3.2 Lemas chave

Antes de apresentarmos o resultado principal deste trabalho, iremos mostrar
alguns Lemas envolvendo métrica critica de Miao-Tam que irao nos auxiliar na prova do

resultado principal. Usaremos o que foi feito nas duas secoes anteriores.

Lema 3.1 (Barros, Didgenes e Ribeiro Jr., |2015). Seja (M", g, f) uma métrica critica

de Miao-Tam. Temos entao

R
f(ViRjx — VRi) = RyuVif + m(vifgjk — V;fgir)
—(VifRji, — V[ Ri).

Demonstragao: Considerando a equagao ((13]), temos

—(Af)gi; + ViV f — [Rij = gij-
Trocando ¢ por j e j por k, chegamos na expressao
—(Af)gjr + ViVif — fRix = gj.
Derivando em relagao a ¢ na igualdade anterior e observando que V;g;; = 0 deduzimos

0 = Vi[—(Af)gjx+ V,;Vif — fRj]
= —(ViAf)gix + ViV, Vif — Vil fR;z).
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Portanto,
Vi(fRjx) = ViV;Vif—(ViAf)gjk.
No entanto, observe que V,;(fRj;) = V. fR;i + fViR;;. Entao,
VifRj + ViR, = ViV;Vif — (ViAf)gjk. (17)
Por , temos que
(mn—DAf+Rf+n = 0.
Derivando em relacao a i e lembrando que a curvatura escalar é constante, temos

0 = Viln—DAT+ (Bf +n)
= (n—1)V;Af +Vi(Rf)+ Vi(n)
— (n— D)V.AS + RV,

Ou seja,

R

Usando esta tltima expressao em , obtemos

VifRj+ fViRj, = V,V;Vif — (ViAf)gi

R
Vvka-f-( )Vfgjk
Com isso, segue que
R
fViRj, = —VifRj,+V,V;Vif+ = )V if Gk (18)
Trocando 7 por j em , deduzimos
R
IViRy, = —V,;fRy+V;V;Vif+ (n— )V if G- (19)
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Agora, subtraindo de , encontramos a expressao

fViRj, — fVjRy, = —VifRj+V,V;Vif + —-=<Vifgjr

R
(n—1)

R
(n—1)

R
(n—1)

—(=V,;fRix +V;ViVif + ——=V, foix)

= (V,V,;Vif —V,;V.Vif) +
—(VifRji — V;fRix).

(Vifgir — Vjfoum)

No entanto, pela identidade de Ricci, sabemos que
ViVVif = V;ViVif = Riju V. f.
Assim,

f(ViRji, — V;Rip) = RijuVif + ———=(Vifgjx — Vjifoiw) — (VifRjr — V,; fRit,).

R
(n—1)
Isto finaliza a prova do lema. A seguir provaremos mais dois lemas que serao de funda-
mental importancia para chegarmos ao resultado principal deste trabalho.

O

Lema 3.2 (Baltazar e Ribeiro Jr., |2017) Seja (M"™, g, f) uma métrica critica de Miao-

Tam. Entao

/f|dz‘va|2dMg = 2/ f|VRic|2dMg+/ (V f,V|Ric|*) dM,
M M M
+2 / f(RijRig Rjr, — Rijra Rt Rig )d M
M

+2 / Craj Vif RindM,.

Demonstragao: Pela equagao sabemos que

(diva>jkl = Vkle - lejk
= ViR — ViR,



29

Pois o tensor de Ricci é simétrico. Logo,

fldivRm|* = f(divRm);u(divRm)
= f(ViRiy; — ViRy;) (ViR — Vi Ryj)
= J(ViRi;)(ViRy) + f(ViRe) (ViBi;) = 2f Ve Ry Vi Ry,
= 2f|VRic|> = 2fVyR;;V Ry (20)

Por outro lado,

Vi(fViRi;Ry;) = Vi(fViRi)Ri; + fVER,; Vi Ry
= VifViRijRyj + VIV R, Ry + fVER;V Ry

Portanto,
ViR, ViR = =V fViRijRij — fViIVLR;j Ry + Vi(fVieRijRij). (21)
Substituindo a equacao em e aplicando a integral sobre M, obtemos
/ fldivRm|*dM, = 2/ fIVRic|*dM, — 2/ VLRV Ry;d M,
M M M
= 2 / fIVRic|*dM, + 2 / Vi ViR Ry;dM,
M M

+2 / FVV Ry RiydM, — 2 / Vi(fViR;Ri;)dM,. (22)
M M

Como (M", g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam, (M", g) tem curvatura escalar cons-

tante R. Por , temos

Oz‘jk: = ViRj, — V;Ry.
Trocando ¢ por k, j por [ e k por j, obtemos

Crij = Vi Rij — V| Ry,
Isto é,

ViR = Cij + Vi Ry, (23)
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onde C' é o tensor de Cotton. Além disso, pela identidade de Ricci, sabemos que

V%V]le - VJVszk == RijisRsk: + RijksRis- (24)
Portanto,
ViVRi, = V;ViRix + Rijis R + Rijrs Ris.
Trocando 7 por [, j por k e k por 7, segue que
Vlele = Vklelj + lelsst + lestls~ (25)
Substituindo e em , temos
/ fldivRm|*dM, = 2/ fIVRic|*dMg + 2/ Vif(Crij + ViRy;) Ri;d M,
M M M
+2/ F(ViViR; + RiasRsj + Rijs Ris) Ri;dM,
M
—2/ Vi(fViRi;Ri;)dM,.
M
Simplificando essa expressao deduzimos que
/ fldivRm|*dM, = 2/ fIVRic|*dM g + 2/ V. fCrijRy;dM, + 2/ VifViRy; Ri;dM,
M M M M
+2/ ViV R Ry jdMg + 2/ f(RisRsj + RijsRis) Rijd M,
M M

—2/ Vi(fViR,; Ry;)dM,.
M
. 1
Pela equacao , sabemos que V R;; = §ij = 0. Portanto, obtemos

/f|dme|2dMg = 2/ f|VRZC’2dMg+2/ VlkaZijdeg+/ VlfQVZRijkdeg
M M M M

1
+2/ ka(éij)Rkdeg —|—2/ f(RysRsj — Ryijs Ris) Ri;dM,,
M M

onde usamos o fato de Rys = Rist = Rijomg™ = Rys © Rijs = —Ryyjs. Além disso, pelo

Teorema de Stokes

/ Vi(fViR;Re)dM, = | fViRiRy;dS =0,
M oM
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pois f se anula no bordo. Logo,

/ fldivRm|*dM, = 2 / FIVRic|*dMg + / Y, f V| Ric?dM, + 2 / CrajRigVifdM,
M M M M

+2/ f(RisRsjRij — RiujsRis Ryj)dM,,. (26)
M

Visto que
2VZRijkj = Vl(Rijkj> = V1|Rz'c|2.

Agora trocando j por i e s por j na quarta integral do lado direito da igualdade em ([26]),

temos
2 /M f(RisRsjRyj — Riijs Ris Ry )dM, = 2 /M S (B RjiBri — Ryaig By Rys )M,
= Q/A/[f(Rijinik — Riji R Ry )dM,
— Q/Mf(RinikRjk — Rij R Rk )d My,

onde usamos o fato do tensor de Ricei ser simétrico e a simetria do tensor de curvatura de

Riemann das duas primeiras entradas com as duas dltimas, isto é, Ry;; = R;ji. Portanto,

/f|dme|2dMg = 2/ f|VRz'c|2dMg+/ (V f,V|Ric|*) dM,
M M M
2 / (R R Ry — RiuRyRa)dM,
M
42 / Ch;Vof RidM,,
M

onde foi usado que V,fV,|Ric|> = (V f, V|Ric|?).
a

Lema 3.3 (Baltazar e Ribeiro Jr., 2017) Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-

Tam. Entao

/fydz'vaPdMg - / V1. V|Ric?) dM, —2/ CuuyVif RidM,
M
/ (RijRixRjr — RijuRjRir)dM,

/ V fRzk:Rjk)dM - 2/ v Z]klR]lka)
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Demonstracao: Inicialmente, de , obtemos

—(Af)gir + ViVif = [Rik = Gir

onde concluimos que

fRix = —(Af)gi +ViVif — gi
= [-(Af +D]gi + ViVif.

Portanto,

/ f R Ry RadM, = / Rijua Ry f RdM,
M M
= / RijuRj|—(Af + 1)gu + ViV fldM,
M
= _/ (Af+1)9ikRijkleldMg+/ R R ViV fdM,
M M
= —/ (Af+1)gikRjilkledMg+/ Riji R ViV fdM,
M M
= —/ (Af+1)|RiC|2dMg+/ RijklelVinfdMg. (27)
M M
Por outro lado, veja que

Vi(RijuRjVif) = ViRijuRjVif+ RijuVi(RyVif)
= ViRijuRjVif + Riju(ViRjVif + RyV,Vif)
= ViRijuRyVif + RijuViRyVif + RijuRyViVif.

Logo,

RijuRjyViVif = Vi(RijuRjVif) — ViRijuRjyVif — RijuViRj Vi f. (28)
Substituindo a equacao em , temos

/ fRijuRyRip.dM, = — / (Af + 1)|Ric*dM, + / Vi(Riji R Vi f)dM,
M M M
—/ ViRijklelefdMg - / Rz‘jklvilekadMg' (29)
M M

Sabemos que V;R;j = (divRm) . Além disso, por , temos que

(dz”uRm)jkl = Vkle - Vlek.
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Assim, segue que
ViRiju = Vi Rj — ViR (30)
No entanto, por temos que o tensor de Cotton satisfaz a equagao

Cijk = ViRj, — VR, — (ViRgjr — V;Rgir).

2(n—1)
Lembrando que R é constante temos
Cuj = ViR —ViRj. (31)
Comparando e (31), segue que
ViRiju = Chyj. (32)

Agora substituindo em , temos
/ fRijmRjyRxdM, = —/ (Af + 1)|Ric|*dM, +/ Vi(Rijr Ry Vi f)dM,
M M M
—/ Cruj Ry Vi fdM, —/ RijiuViR; Vi fdM,. (33)
M M
Por outro lado, note que

1
/MRijleiRﬂkadMg =5 [/M Riji ViRV fdMg + /M RijklvilekadMg:| -

Trocando j por ¢ na segunda integral do lado direito da igualdade, temos

N | —

/ RijuViR; Vi fdM, = [/ Rijiy ViRV fdM, +/ RjiklijilkadMg]
M M M
1

) [/ RijklvilekadMg_/ RijszjRqufdMg]
M M

1
= 5/];4Rijkl(ViRﬂ — V,;Ry)VfdM,.
Onde foi usado que Rj;j; = —R;ji. Trocando k por | segue que
1
/M RijuViRy Vi fdM, = 3 /M Rijie(ViRj, — VjRy)Vi fdM,

1
= _5/ Riju(ViRjx — ViR ) Vi fdM,. (34)
M



Substituindo em , obtemos
/fRijklelRideg = /(Af+ )| Ric?dM, — /Ckl] RV fdM,
M M
1
+§/MRZW(V R, — VRiy,)V, fdM,

+ VZ(RUklRﬂka)dM

—

Pelo Lema (3.1]), sabemos que

R
f(ViRjx — VjRix) = RijuVif + Y (Vifgir —Vifain) — (Vif Rjr. — Vi fRig) .

Portanto,

R

RijuVif = (ViR — VRix) — m(vifgjk = V,fgix) + (Vif Rjr. — V; f Rig).

Multiplicando essa igualdade pela expressao (V;R;;, — V;R;x), segue que

RijuVif(ViRj, — V,Riy) = f(ViRj, — V,;Rix) (ViR — V;Rix)
R
_m(vifgjkz — V[ 9ik)(ViRji, — V; Riy,)

Como (VZRJk — VJRzk)(sz]k — VJRZk) = |VZR]]€ — ijik’27 temos entao

RijuVif(ViRj, — V;Ri) = f|IViRj — VRl
R
_m(vifgjk — V,f9ix) (ViR — V;Ri)

+(VifRj — Vi fRix)(ViRjr, — Vi Rix).
Note que

(Vifgi — Vifoi)(ViRj — VijRi) = VifgiViRjx — VifgixV;iRi
—V;f9iViRjr + Vi f VR,

ou seja,

(Vifgi — Vifouw) (ViR — ViRiy) = VifVigixRix — VifgixV;Rix
—V;f9ixViRjx + V; [V gir Rk
= VifViR—V,fV;R;;
Y, fViR; + V,fV,R.

34

(36)
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Além disso, por , segue que

1

VjRij - Vjle' - §V1R - 0

Analogamente,

1
Portanto,

(Vifgix — Vifgu) (ViR — VRy) = 0. (37)

Usando em , obtemos

Rz’jklvlf(viRjk - ijik) = f|viRjk - Vij'k|2
+(VZijk — ijRzk)(Vszk — vszk) (38)

Observando que (divRm)y;;(divRm)y; = |divRm|?, concluimos que
|divRm|* = |V, R; — V,;Rix|*. (39)
Substituindo em temos

Rijklvlf(ViRjk — VjRik) = f|diva|2 + (V,;Rjk — VjRik)(Viijk — vijik)
= f|dme|2 + VZR]leijk — ijRszZR]k
—VifRj VR, + ViRV f Ry

Isto implica (ao trocarmos i por j)

RimVif (ViR — ViRy) = fldivRm|*> + VRV, fRyx — V[ RV Ry,
~Vif Ry ViR, + VRV, f Ry,
= fldivRm|* + 2V RV, f R, — 2V f R,V Rix
= fldivRm|* + V; f2V;RixRir, — 2V fR;xV; Riy
= fldivRm|* + V; fV;(RixRix) — 2V f RV, Ry,
= fldivRm|* 4+ V,;fV,|Ric|* — 2V, f RV, Rix
= fldivRm|* + (Vf,V|Ric|*) — 2V, fRj;V;Ry.. (40)



Derivando na direcao 7 a expressao V; f R;; R, obtemos

Vi(VifRixRjx) = ViVifRiRjr+ V;fVi(RixRji)

= ViVfRyRp+ V ViR Ry, + V; [V Ry Ry

1
Como por @), ViR = Eka = 0, pois R é constante, entao
Vi(VfRixRji) = ViV fRiRji + V; fViR;, Riy.
Trocando ¢ por j temos

Vi(VijfRixRjx) = ViVfRuRjr+ VifV;RiRji

Portanto, concluimos que
VifRixVjRix = Vi(V; f R Rjx) — ViV f Rip. Rjy..
Substituindo em ([40]), segue que

RijuVif (ViR — V;Ri) = fldivRm[* +(Vf,V|Ric|*)
—Q[Vi(vijikRjk) - Vz‘vijikRjk]
= fldivRm|* + (Vf, V|Ric|*)

—2Vi(V;fRiRji) + 2V, V; fRy Ry

Por , temos que —(Af)gi; + V.V, f — fR;; = gi; e portanto
ViVif = fRij + (Af +1)gi;.
Usando essa relagao em (42)), temos

RijuNVif (ViR — ViRy) = fldivRm|* + (Vf,V|Ric|*)

—2V,(V,fRixRji) + 2[fRij + (Af + 1) gij| Rin Rjc

= fldivRm|* + (Vf, V|Ric|*)

36

(41)

(42)

—2V,(VifRixRj) + 2fRijRi R, + 2(Af + 1)gi; Rir R

= fldivRm|* + (Vf,V|Ric|*)

—2V,(VifRiRj) + 2f RijRi R, + 2(Af + 1) Rip Ri

= fldivRm|* + (Vf,V|Ric|*)

—2Vi(V; fRixRji) + 2f Rij Rir. Ry + 2(A f + 1)| Ric|*,
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Integrando em relagcao a M, resulta

/ Rijklvlf<viRjk — VJRzk)dMg = / f|dme|2dMg +/ <Vf,V|RZC|2>dMg
M M M

—2/ Vi(ijRikRjk)dMg+2/ fRij R RjrdM,
M M

+2 / (Af + 1)|Ric[*dM,. (43)
M
Note que, por ([35)), temos
/ fRijuRjRigdM,; = _/ (Af+1)|RiC|2dMg_/ Craj R Vi fdMg
M M M
1
+§ /MRijkz(ViRjk = V,Ry)VifdM,

+/ Vi(RijuRjVif)dM,.
M
Usando em , obtemos
/fRijklRﬂRideg = —/(Af+1)|RZC|2dMg—/ CkljRﬂkadMg
M M M
1 1
—l——/ f|diva|2dMg+—/ (V f,V|Ric|*) dM,
2 Jm 2 Jm
—/ VZ(V]fRszJk)dMg—k/ fRZ]leR]deg
M M
+/ (Af+1)\Ric\2dMg+/ Vi(RijuRjVif)dM,. (44)
M M

Agora multiplicando por 2 a equagao e isolando [ uf |div Rm|?*dM,, segue que

/ f]dme|2dMg = —/ <Vf,V’RZC’2> dMg+2/ CkljlekadMg
M M M
—|—2/ fRijuRuRidM, —2/ fRij R RjpdM,
M M
—|—2/ VZ(V]lekRjk)dMg—Q/ vl(RZ]klR]lka)dMg
M M

Simplificando a expresssao e trocando k por [ resulta

/fydmeFdMg = —/ <Vf,V]Rz’c[2>dMg+2/ Ciuj Rip NV, fdM,
M M M
~2 [ f(RyRauRo ~ RouBaRi)dM,
M

+2/ Vi(V; fRixRji)dM, —2/ Vi(RijuRjVif)dM,.
M M



38

Como o tensor de Cotton é anti-simétrico nas duas primeiras entradas, isto é, Cy; =

—Clj, temos

/fydmePdMg - —/ <Vf,V|Rz’c|2>dMg—2/ Chuy Ry Vi fdM,
M M M
—2/ J(RijRixRj), — Rijm R Ri,)dM,
M
12 / V(Y f R Ry dM, — 2 / Vi(Ryyu RV f)dM,.
M M

Isto finaliza a prova do lema.

3.3 Prova do resultado principal

Nesta segdo apresentaremos a prova do Teorema [3.2l A partir dele, com a

hipdtese adicional do tensor de Ricci ser paralelo, provaremos também o Corolario (3.1}

Teorema 3.3 (Baltazar e Ribeiro Jr.,|2017) Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-

Tam compacta, orientada, conexa e com bordo suave OM. Entdo temos
. 2 n . R 2 - 12 - 12
/ f\divRm| dMg+—/ Ric— 2 dMg+/ F(A|RicP — |V Ricl2)dM, = 0.
M n—1Jy n M

Demonstragao: Pelo Lema [3.2] sabemos que

/ fldivRm|*dM, = 2/ f|VRic|2dMg+/ (V f,V|Ric|*) dM,
M M M
4 / f(RyRaRjs — Ry Ry Ray)dM,
M
12 / Cr;Vif RjrdM,. (45)
M
Temos também que, pelo Lema [3.3],
/f|dme|2dMg = —/ <Vf,V|Rz’c|2>dMg—2/ CrijVif RjxdM,
M M M
—2/ f(RijRixRjx — RijuRjRix)dM,
M

+2 / ViV, f RipRjp)dM, — 2 / Vi(Riju RV f)dM,. (46)
M M



Somando com , deduzimos
) / fldivRm2dM, — 2 / FIV RicldM, + 2 / Vi(V, fRoc Ry )dM,
M M M
—Q/MVZ-(RijklRﬂka)dMg.
Portanto,
/ fldivRm|*dM, = / fIVRic|*dM, + / Vi(V,f R R)dM,
M M M
- [ ViRV i,
M
Trocando k por [, obtemos
M M M
—/ Vi(Rijn R Vi f )dM,.
M
Logo,
/ fldivRm[2dM, — / FIV Ricl2dM, + / Vi(V, fRoc Ry )dM,
M M M
—l—/ Vi(RijuVifRji)dM,.
M
Relembre que
Cijk = VZRJk — ijzk
Além disso, pelo Lema 3.1, sabemos que

R
f(ViRjy — VjRiy) = RiyuVif+ m(vifgjk -V, fir)
—(VifRjr — V;fRi).

Usando em , resulta que

R
fCik = RigaVif + ——=(Vifgjx = Vi)
—(Vif Ry, — V,;fRir).

39
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Portanto,

R
Rz‘jklvlf = szgk (V fgjk ijgz'k)
(V,ij;C V]lek). (50)
Substituindo em , segue que
M

/ Vi Cie— —(v fo — Vifow)
VfR]k V. fRzk)] RjidM,

R
/V [fCijk Rk — (V fair — Vifgin) R
(szng vaRzk) Jk]dMg‘

Assim,

/ fldivRm|?dM, / FIV Ricl2dM, + / Vi(V, f RuRy)dM,
M

R
/V [fCijeRjk — (V f9iRik — VifgiRjk)
+(VifRjiRjk — v]fRZkRjk)]dMg
_ / IV Ricl2dM, + / Vy(V, f R Ry)dM,
R
/ VilfConlin = ——(Vif R =V, Ry)
+(Vif|Ric” — ngRszjk)]dMg~
Isto implica que
/ f|dme|2dMg = / f|VRiC|2dMg+/ VZ(V]fRsz]k)dMg
M M M
R
+/ Vi[_m(vifR_ V;fRji) + Vif|Ric|*)dM,
u _

+/ Vz(fCZ]kR]k>dMg—/ VZ(VJfRsz]k)dMg
M M
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Note que, pelo Teorema de Stokes,

/ v%(fCZJkng)dMg - / szij]de = 0,
M oM

pois f se anula em M. Usando esse resultado na igualdade anterior e observando que R

¢é constante, apds algumas simplificagoes, deduzimos que

R2

/f|diva|2dMg = /f\Vch| dM, +/ Vi[— Vf—i— d R]ZV f + V,f|Ric|*)JdM,

M

_ /f\VRz’c|2dMg+/[V(
M M

+/ Vi(Vif|Ricl*)dM
M

2

V) Vi R, M,

R? R
M v n—1 n—1

+/ (VlvzflRZCP+vzfvz|RZC|2)dM9
M

n—1

R? R

+/ (Af|Ric]> + (V f,V|Ric|*))dM,
M
(51)

E fcil notar que V,;fV;R;; = 0. Além disso, por , temos que
ViV;f = fRij+ (Af +1)gi;.

Usando essas relagoes em (1)), segue que

2
/ fldivRm|*dM, = /[ B Af+i(me+(Af+1)gm)R i|dM,
M v n—1

+/ (Af|Rz’c|2+<Vf,V|Ric|2>)dMg+/ fIVRicl>’dM,
M M

B / R? A R
= M[ " [+ —(leJRﬂ + (Af + 1)gi Rji)|dM,

+/ (Af|Rz’c|2+<Vf,V|Ric|2>)dMg+/ fIVRic* dM,.
M M
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Portanto, obtemos

R? R
/Mf|dme|2dMg = /M[—n_ 1Af+ — 1(f|Ric|2+ (Af +1)R)]dM,

+/ (Af|Ric]> + (V f,V|Ric|*))dM,

+/ fIVRic|*dM,. (52)
M
Pela equagao , temos que Af = L_ln Logo, Af|Ric|* = mmzdz
n — n —
Usando essa relacao em , segue que
. 9 R2 9 R? R?
fldivRm|*dM, = [— Af + —f|ch| |dM,
M M —1 —1

—i—/ %l]ﬁd dM, +/ <Vf,V\Rz'c\2> dM,
M
+/ fIVRic|>dM,

M

— /[—Rf | Ric|® + 7 —i—( fif - )|ch|]
Mn— n—1 n—

+ [ (9r9IRicR)art, + f|VRz’c|2dMg
M M
2
_ /[(Rf—Rf—n)mid2+ R A,
M n—1

n—1

+/ <Vf,V|Ric|2>dMg+/ fIVRic|*dM,.
M M

Portanto,

2
/fydmeFdMg - /fyvmchMng/( R Rig?)am

+/ (Vf,V|Ric|*) dM,

M

R2
— - 12 M _L/ S 12 T M

| nRicpay, - [ (Rie - Sau,
+/ (Vf,V|Ric*) dM,. (53)

M

2

R R R
Relembre que |Ric — —g|2 |Ric|> — —. De fato, expressando |Ric — —g|2 em
n

coordenadas, temos
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R R R
Rii — =giil> = (Ryi — =¢;)(Ri: — —gi
| Rij n93| (R ngj)( J ngj)

R R?
RijR;; — QEginij + 29
R R?
= |Ric|2—2—R+—2n
n n
R2
= |Ric]* — —.
n

Utilizando essa expressao em , segue que

n

R
/f|diva|2dMg = /f|VRz’c|2dMg— /|Rz’c——g|2dMg
M M M n

n—1
+/ (V [, V|Ric|*) dMj. (54)
M

Agora note que

= (Vf,V|Ric]*) + fA|Ric|>.

Portanto,
(V [, V|Ric|*) = V;(fV;|Ric|*) — fA|Ric|>.

Integrando em M, temos

/(Vf,V|Ric|2>dMg:/ Vi(fvl-|Rz'c|2)dMg—/MfA]Rz’chMg.
M M

No entanto, usando o Teorema de Stokes e que f se anula no bordo, segue que

/ V(Y| Ricl2dM, — / PV RicldS = 0.
M oM

Assim,

/ (V f,V|Ric|*) dM, = —/ fA|Ric|*dM,. (55)
M M

Usando em temos
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n

/f|diva|2dMg = /f|VRz’c]2dMg— /|Rz’c—§g|2dMg
M M M n

n—1

- /M fA|Ric|*dM,.

Concluimos entao que

n

R
/f|dz’va|2dMg+ /|Ric——g|2dMg—/ f|VRic|2dMg—|—/ fA|Ric|*dM, = 0,
M M n M M

n—1

o que simplificando, nos da

R
/f|dz’va]2dMg+ fl/ |Ric——g|2dMg+/ F(A|Ricl? — |V Ric[?)dM, = 0,
M M n M

n

encerrando a prova do teorema.

Finalmente, provaremos agora o coroldrio [3.1] usando o Teorema [3.2]

Corolario 3.2 (Baltazar e Ribeiro Jr., |2017) Seja (M", g, f) uma métrica critica de
Miao-Tam, com M™ compacta, orientada, conexa e com fronteira OM suave e tal que o
tensor de Ricci € paralelo. Entao (M™,g) € isométrico a uma bola geodésica em um espago
simplesmente conexo R™, H" ou S™.

Demonstracao: Observe inicialmente que como o tensor de Ricci é paralelo, derivando

na direcao k, temos que VRic = Vi R;; = 0. Além disso, |Ric| é constante. De fato,

Portanto, |Ric| é constante em M.

De , sabemos que (divRm);u = ViR — VR, = 0, pois o tensor de Ricci é paralelo.

Portanto,

divRm) ;g (divRm);x = |divRml|? = 0.
( j j

Além disso, como |Ric|* é constante, A|Ric|*> = 0. Temos também que |V Ric|*> = 0, pois
V Ric = 0, novamente pelo fato do tensor de Ricci ser paralelo. Logo, pelo Teorema |3.3

temos
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R
0 = /f|dmey2dMg+L/ |Ric——g|2dMg+/ f(A|Ric]* — |VRic|*)dM,
M n—1/y n M

n . R
= /M|ch— Eg|2dMg.

n

Isto implica que [,, |Ric — §g|2dMg = 0. Donde concluimos que |Ric — §g| =0. Ou
seja, M é uma variedade de Einstein. Portanto, basta aplicarmos o Teorema para
concluir que (M™, g) é isométrico a uma bola geodésica em uma forma espacial R™, H"
ou S™. Isto é exatamente o que queriamos demonstrar.

O
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4 CONCLUSAO

Na procura por métricas especiais em uma variedade diferenciavel que fornecam
curvatura constante, se estudou funcionais Riemannianos: Funcional curvatura escalar to-
tal e Funcional Volume. Muitos resultados foram obtidos a partir do estudo variacional
desses funcionais. Destacamos o resultado alcangado por Miao e Tam (2011]), que resultou
do estudo variacional do Funcional Volume e das métricas criticas. Os autores concluiram
que, se (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam conexa, compacta, Einstein e com
bordo suave M, entdo (M", g) é isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial
R™ H" ou S". No entanto, ressaltamos que Baltazar e Ribeiro Jr. (2017)), sob a hipdtese
do tensor de Ricci ser paralelo em vez da variedade ser Einstein, conseguiram a mesma
conclusao. Vale salientar que o tensor de Ricci paralelo é uma hipdtese mais fraca que a
variedade ser Einstein. Sendo assim, os autores conseguiram melhorar significativamente
o resultado, visto que a conclusao agora ¢ valida para um conjunto mais abrangente de

variedades. A idéia é que se consiga aumentar cada vez mais esse conjunto.
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