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RESUMO

No ambito da pesquisa em Analise Aplicada como em Equacoes Diferenciais Parciais, um
matematico tende a lidar muitas vezes com funcoes que se quer sao continuas. Dessa
forma, este trabalho tem como objetivo, apresentar resultados de regularidade e apro-
ximacao por fungoes mais regulares, para fungoes que a priori sao apenas integraveis no
sentido de Lebesgue e/ou gozam de uma propriedade preestabelecida. Contudo, para esta-
belecer tais resultados, se faz necessario consolidar uma série de resultados finos em varios
topicos da Analise Real afim de obtermos ferramentas mais sofisticadas. Em particular,
serd exposto resultados sobre Diferenciabilidade LP”, Diferenciabilidade Aproximada e Di-
fenciabilidade q.t.p. para fungoes Lipschitz, para fungoes de Sobolev cujo gradiente fraco
sao fungoes em LP e para fungoes de Variacao Limitada cujo gradiente é uma medida ve-
torial de Radon. Também sera exposto resultados de regularidade para fungoes convexas.
Mostraremos que tais funcoes sao localmente Lipschitz e que para quase todo ponto do
dominio de uma fungao convexa existem derivadas de segunda ordem. Este é o famoso
Teorema de Aleksandrov. Além disso, sera estabelecido resultados de aproximagao por
funcoes C' para funcoes Lipschitz, de Sobolev e Variacdo Limitada onde temos o controle
sobre a exiguidade da medida de Lebesque do conjunto onde a funcao escolhida e seu

gradiente diferem, respectivamente, da funcao C' e seu gradiente.

Palavras-chave: Diferenciabilidade. Aproximacao. Fungoes Lipschitz. Fungoes de So-

bolev. Funcoes de variagao limitada.



ABSTRACT

In the scope of the research in Applied Analysis as in Partial Differential Equations, a
mathematician tends to deal with functions that are not continuous. In this way, this
work aims to present regularity and approximation results by more regular functions, for
functions that are first only integrable in the Lebesgue sense and /or enjoy a preestablished
property. However, in order to establish such results, it is necessary to consolidate a series
of fine results into real-values of the Real Analysis in order to obtain more sophisticated
tools. In particular, will be exported results on Differentiability LP", Approximate Dif-
ferentiability and Differentiability q.t.p. for Lipschitz functions, for Sobolev functions
whose weak gradient are functions in [P and for functions of Bounded Variation whose
gradient is a vector measure of Radon. Also will be exposed regularity results for convex
functionsWe will show that such functions are locally Lipschitz and that for almost every
point of the domain of a convex function there are derived from the second order.This
is the famous Aleksandrov’s Theorem. In addition, we will establish the approximation
results by functions C' for functions Lipschitz, Sobolev and Bounded Variation where
we have control over the smallness of the Lebesque measure of the set where the chosen

function and its gradient differ, respectively, from the functions and its gradient

Keywords: Differentiability. Approximation. Lipschitz functions. Sobolev functions.

Functions of bounded variation.
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1 INTRODUCAO

No ambito da pesquisa em Andlise Aplicada como em Equacoes Diferenciais
Parciais, um matematico tende a lidar com as eventuais solugoes para suas equagoes, em
espacos de fungoes que se quer sao continuas. Isto é, para ir de encontro a solucao de
uma EDP é necessario uma mudanca de paradigma, tendo em vista mais flexibilidade nos
espacos onde se busca pela resolucao do problema elencado.

Contudo, nessa nova perspectiva, nao sabemos, uma vez encontrada uma
solucao “fraca”, se esta se adequa a situacgOes concretas em outras areas da ciéncia e
tecnologia. Dessa forma, quando se lida com tais espagos, o trabalho do matematico se
estende a averiguar a regularidade da solugao, para uma eventual aplicagao nas demais
areas do conhecimento.

Assim, este trabalho tem como objetivo, apresentar resultados finos de regula-
ridade e aproximacao por funcoes mais regulares (Classe C'), para funcdes que a priori sdo
apenas integraveis no sentido de Lebesgue e gozam de uma propriedade preestabelecida.
Para alcancarmos tal objetivo nos baseamos na obra Measure Theory and Fine Properties
of Functions de Evans e Gariepy (7).

No entanto, para estabelecer tais resultados, se faz necessario consolidar uma
série de resultados finos em varios tépicos da Analise Real afim de obtermos ferramentas
mais sofisticadas. Logo, nos Resultados Preliminares elencamos os resultados da Teoria
da Medida e Teoria Geométrica da Medida. Em particular, nesse capitulo demonstramos
teoremas importantes de cobertura como o Teorema da Cobertura de Vitali e o Teorema
da Cobertura de Besicovitch, além dos resultados cruiais para o estudo das Funcoes de
Variacao Limitada, Teorema da Diferencia¢ao para Medidas de Radon, Teorema da De-
composicao de Lebesque e Teorema da Reprentacao de Riesz entre outros como Teorema
da Diferenciacao de Lebesgue-Besicovitch.

No terceiro capitulo, fizemos um estudo sobre as Fungoes de Sobolev onde
provamos o Teorema de Aproximacao Global, Teorema do Trago e o Teorema de FExtensao,
para abertos limitados do R™ com fronteira Lipschitz, além de desigualdades que aferem
a respeito da regularidade das funcoes de tal espaco.

No quarto capitulo, procedemos um estudo similar ao capitulo anterior, con-
tudo, as func¢oes em questao sao as Funcoes de Variagao Limitadas no R™. Tais funcoes
sao bem mais delicadas, no que diz respeito a manipula-las, pois possui como “gradiente”
uma Medida Vetorial de Radon. Ressaltamos aqui que essas fungoes sao importantes
no estudo dos conjuntos de Perimetro Finito. Infelizmente, nao abordaremos, grandiosa
teoria nesse trabalho.

Por fim, e nao menos importantes, apresentamos neste quinto e tltimo capitulo
teoremas sobre Diferenciabilidade LP", Diferenciabilidade Aproximada e Difenciabilidade

q.t.p. para funcoes Lipschitz, para Funcgoes de Sobolev e para Funcoes de Variacao Limi-
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tada, tais resultados complementam os estudos realizados nos capitulos anteriores sobre
essas fungoes. Também provamos resultados de regularidade para fungoes convexas. Mos-
traremos que tais fungoes sao localmente Lipschitz e que para quase todo ponto do dominio
de uma funcao convexa existem derivadas de segunda ordem. Este é o famoso Teorema
de Aleksandrov. Além disso, estabelecemos resultados de aproximacdo por funcdes C'
para Funcgoes Lipschitz, de Sobolev e Variacao Limitada onde temos o controle sobre a
exiguidade da medida de Lebesque do conjunto onde a funcao escolhida e seu gradiente
diferem, respectivamente, da funcio C' e seu gradiente.

Gostariamos de ressaltar também que quando notacao p-q.t.p. aparecer, a

mesma significa: a menos de um conjunto de medida p nula.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 Teoria da medida

Seja X um conjunto nao vazio e 2X o conjunto das partes de X.

Definigao 2.1. Um funcio pu: 2X — [0, +o00] € chamada uma medida em X se

(1) n(@) =0,

(i) w(A) <322 w(Ax) onde A C U2, Ax.
Definicao 2.2. Seja X um conjunto nao vdzio, e A C X. Entao, | restrita a A, escreve-
mos uLA, é

u|,(B) = u(ANB)

para todo B C X.
Definicao 2.3. Um A C X € dito mensurdvel se para cada B C X,

w(B) =p(BNA)+uB—A).

Teorema 2.1 (Propriedade dos Conjuntos Mensurdveis). Seja w uma medida em X e
{AWRS, uma sequéncia de conjuntos pw-mensurdveis de X.
(1) Os conjuntos |Jpoq Ax € [Neeq Ak sG0 mensurdveis.

(i1) Se {Axk2, sdo disjuntos, entdo

H (U Ak) = Z H(Ay).
k=1 =1

(iil) Se Ay C --- C Ax C Axyq... entao,

gguMﬂ=u<UAQ.

k=1

(iv) Se A1 D - DAL D Axsr... e u(Ay) < oo entao,

&gu%ﬂzu(ﬂAQ.

k=1
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 2. [ |

Definicao 2.4. Uma colecio de subconjutos A C 2X é chamada o-algebra se
(1) @,X e A,
(i) Se A€ A entao X—A € A,

(i) Se para cada k, Ax € A entao | Joq Ax C A.

Do teorema anterior é imediato que a classe dos conjuntos p-mensuraveis de
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X é uma o-algebra

Definicao 2.5. Um subconjuto A C X é o-finito com respeito a | se podemos escrever
A = .2, Bk onde By é p-mensurdvel e u(By) < oo para cada K.

Definicao 2.6. A o-algebra de borel do R™ é a menor o-algebra que contém todos os
abertos de R™.

Definicao 2.7. Diremos que uma medida 1 em X € reqular se para cada A C X existe
B C X mensurdvel tal que A C B e u(A) = u(B).

Definicao 2.8. Uma medida n em R™ € de Borel se todo boreliano é w-mensurdvel.
Definicao 2.9. Diremos que uma medida i em R™ é Borel reqular se w é Borel e para
cada A C X existe B C R™ boreliano tal que A C B e u(A) = u(B).

Definicao 2.10. Uma medida p em R™ € de Radon se w é Borel reqular w(K) < oo para
todo K C R™ compacto.

Teorema 2.2. Seja w uma medida reqular em X. Se Ay C -+ C Ay C Ayxyq..., entado,

lim (A = (U Ak) -
k=1
Demonstrag¢ao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 5. [ |

Teorema 2.3. Seja w uma medida Borel reqular em R™. Seja A C R™ u-mensurdvel e

w(A) < co. Entao, LL\_A ¢ uma medida de Radon.
Demonstrag¢ao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 5. [ |

Teorema 2.4. Seja w uma medida de Radon em R™. Entao,
(1) Para cada A C R™

w(A) =inf{u(U); A C U, U aberto }.
(il) Para cada A C R™ pw-mensurdavel,
w(A) = sup{u(K); K C A, K compacto }.

Demonstrag¢ao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 8. |

Teorema 2.5 (Critério de Carathéodory). Seja w uma medida em R™. Se u(A UB) =
w(A) + w(B) para todos A,B C R™ com dist(A,B) > 0, entao u é uma medida de Borel.

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 9. [ |

2.1.1 Fungoes mensuraveis

Sejam X e Y espacos topoldgicos e p uma medida em X.
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Definicao 2.11. Uma funcao f : X — Y € w-mensurdvel se para cada aberto U C Y,
f~1(U) € u-mensurdvel.

Definicao 2.12. Uma funcdo f : X — [—o0,400] € o-finita com respeito a w se f é
w-mensurdvel e {x € X; f(x) # 0} é o-finito com respeito a \.

Teorema 2.6. Se f,g: X — R sdo u-mensurdveis entdo, f+ g, fg, min{f, g} e max{f, g}

também o sao. Além disso se g #0 em X, entdao é também € w-mensurdvel.
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 11. [ |

Teorema 2.7. Se {fi}t2, € uma sequéncia de fungoes pw-mensurdveis, com fi : X —
[—o00,4+00], entdo, infy>fy, supys; fx, liminfi_,o i e limsup,_,, fx sao fungoes men-

surdveis. Em particular, limy_,o fx € mensurdvel.
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 11. [ |

Teorema 2.8 (Teorema de Lusin). Seja w uma medida Borel reqular em R™ e f : R™ —
R™ p-mensurdvel. Seja A C R™ com nw(A) < oo. Fize ¢ > 0. Entdo existe um K C A

compacto, tal que
(D) nA—=K) <e

(il) flx € continua.
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 15. [ |

Corolario 2.1. Seja u uma medida Borel reqular em R™ e seja f : R* — R™ pu-
mensurdvel. Seja A C R"™ u-mensurdvel e w(A) < oo. Fize ¢ > 0. FEntdo, eriste
uma funcio continua f: R — R™ tal que u({x € A; f(x) # f(x)}) < ¢

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 16. [ |

Teorema 2.9 (Teorema de Egoroff). Seja u uma medida em R™ e suponhamos que fy :
R* — R™ k=1,2,... sdo u-mensurdveis. Seja A C R™ u-mensurdvel com pu(A) < oo
e fx — g em A a menos de um conjunto de medida L™ nula. Entao para cada € > 0
existe B C A w-mensurdvel tal que

(1) wA-B)<e

(ii) fx — g uniformemente em B.

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 16. [ |

2.1.2 Integrais e limites

Seja 1 uma medida em X, para f: X — [—o0, +00], entao defina
ft:=max{f,0} e f :=max{—f,0}

Consequentemente, f =" —f~ e [f| = 7 + 1.
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Definigao 2.13. Uma fungio g : X — [—o00,+00] € uma fungao simples se a imagem

de g € enumerdvel, isto é, se podemos escrever g, como uma soma enumerdvel

Q(X) = Z ng—‘(y)(X)-

—oo<y<+o0

Definigao 2.14. Se g € uma fun¢ao nao negativa, simples e p-mensurdvel entao definimos

L gdu:== > yulg'(v)

0<y<+o0

Definigao 2.15. Se g € uma func¢ao simples e fx g du < oo ou .fx g du < oo, dizemos

que g € uma funcao simples w-integrdvel e defimos

J gdurzj 9+du—J g du.
X X X

Logo, a integral de uma func¢ao simples g em X ¢é dada por

Lg dui= )  yulg ()

—oo<y<+o0

Definig¢ao 2.16. Seja f: X — [—o0,+00]. Definimos integral superior de f

J fdp :=inf {J gdy; g € uma fungao simples w— integravel com g > f, u—q.t.p.}
X X

e integral inferior de f por

J fdu :=sup {J gdw; g € uma funcao simples w — integravel com g < f, u—q.t.p.} .
* X X

Defini¢ao 2.17. Uma funcao f : X — [—o0,+00], u-mensurdvel é dita integrdvel se

f; fdu = f*x fdu e neste caso escrevemos

J fdu:J fdu:J fdu.

X X *X

Definicao 2.18. Uma fungao f: X — [—00, +00] € pw-somavel se f é w-integrdvel e
J Ifl dp < oo.
X

Defini¢ao 2.19. Seja w uma medida em R™. Dizemos que f : R™ — [—o0,400] €
localmente w-somavel se flx € w-integrdavel para cada K C R™.

Definicao 2.20. Dizemos que v é uma medida com sinal em R™ se existe uma medida
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de Radon u em R™ e uma funcao localmente w-somdvel f: R™ — [—o0, +00] tal que

v(K) :J fdu

K

para todos K C R™ compactos. Em particular, representaremos a igualdade acima por

v(K) = [, (K).
Nos denotaremos o espaco das funcoes p-somaveis em X por
L'(X, )
e o espacos das localmente p-somaveis em R™, por

Lil,oc (Rn) I”L) .

Teorema 2.10 (Lema de Fatou). Seja fi, : X — [0,00] p-mensurdvel, k = 1,2....

Entao
J liminf fi, du < lim ian fi dp.
X k—o0 k—o0 X
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 19. |

Teorema 2.11 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja fy : X — [0, 0o] p-mensurdvel
efy <fiy1, k=1,2.... Entao

X k—oo Jx

k—oo

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (7), pag. 20. [ |

Teorema 2.12 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam g p-somdvel e f,

i), nw-mensurdveis. Se [fi| < g e fy — f p-¢.t.p. quando k — oco. Entao,

X

k—oo

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 20. [ |

Teorema 2.13 (Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado). Sejam g,
{g)2,, w-somdveis e f, {fy}i2, n-mensurdveis. Se [fi| < gy, k = 1,2,... f — f
u-q.t.p., g — g, n-q.t.p. quando k — oo e

hmJ gkdu:J gdu.
X X

k—oo
Entao,

k—o0

hmJ!ﬂ—ﬂduzo
X
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Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 21. [ |

Teorema 2.14. Sejam f, {fi} funcdoes u-somaveis em X tais que
lim J [f, — | dp = O.
k—o0 X
Entao existe uma subsequéncia {fy,}%y tal que
fkj — f

quando k — 00, a menos de um conjunto de medida W nula.

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 21. [ |

2.1.3 Espacos LP

Seja n uma medida em X e 1 < p < 00, denotaremos por LP(X, i) o espago
das fungoes f : X — [—o00, +00], p-mensuraveis tais que |f|P é p-somavel. Consideramos
nesses espacos que duas funcoes sao iguais, se sao iguais a menos de conjunto de medida

u nula. Com isso, muniremos LP(X, i) com a seguinte norma,

]

P
||ﬂ|LF’(X,u) = (J |ﬂp dH) ) fe LP(X’ IJ')
Rn

Ressaltamos que os espacos LP(X, i) sao espacos de Banach com essa norma.
Denotamos por L (X, 1) o espaco das funcoes f : X — [—o00, +00] p-mensuraveis
que
inf{o; u({x € X;|[f(x)| > a}) =0} < 0.

Em particular, definimos o nimero acima como a norma de uma funcao de L*®(X, ).
Esse espaco também é Banach com essa norma.

Abaixo seguem trés resultados classicos extremamente importantes.
Teorema 2.15 (Desigualdade de Young). Sejam a,b >0e1 < p,q < oo com :—)—F% =1.
Entao,

1 1
ab < —a? + —b9.
Demonstra¢ao. Ver Wheeden e Zygmund (?), pag. 127. |

Teorema 2.16 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q < oo tais que :—) +% =Te
felP(X,u) egeLdX,u) entdo

J fg du < [flir o llglioa.
X

Demonstragao. Ver Wheeden e Zygmund (?), pag. 128. [
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Teorema 2.17. Seja f € LP(X,u) se 1 <p,q< o0 e %—i— % =1. Entao,

il i = sp {J fg dus; g € L9X, )y llgliancn < 1.} |
X

Demonstragao. Ver Wheeden e Zygmund (7), pag. 128. [ |

Teorema 2.18 (Desigualdade de Minkowski). Seja 1 <p < oo e f,g € LP(X, 1). Entdo,

I + gllr ) < Nflleex,w) + 119lle ) -

Demonstra¢ao. Ver Wheeden e Zygmund (?), pag. 129. [ |

Teorema 2.19. Seja E um espaco vetorial sobre R e p: E — R tal que

P(Ax) = Ap(x) Vx,y € E e VA >0,
px+y) <plx)+ply) VeE

Seja G C E um subespaco linear e seja g : G — R um funcional linear tal que
g(x) <plx) VxeG.

Nessas condigoes, existe um funcional linear f : E — R tal que f(x) = g(x) para todo
xeGe
f(x) <p(x) Vxe€E.

Demonstragao. Ver Brezis (7), pag. 1. |

Teorema 2.20 (Teorema da Reprentacio de Riesz para o dual de L'). Seja @ € (L'(R™))".

Entao existe uma iunica funcao w € L*°(R"™) tal que

¢(f) :J fu dx,
Rn

para toda f € L.

Demonstracao. Ver Brezis (7), pag. 99. [ |

2.1.4 Produto de medidas, Teorema de Fubini

Sejam X e Y conjuntos.
Definicao 2.21. Seja p uma medida em X e v uma medida em Y. Definimos a medida

wxv: 2% 0, 00] definindo para cada S C X X Y,

(},LX V)(S) = 1nf{Z LL(AJV(BI), A; C X, B C Y, 1= ],2,..., SC UAl X Bl} .
i=1

i=1
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Chamamos a medida pu x v de produto de medida de @ e v.
Teorema 2.21 (Teorema de Fubini). Seja p uma medida em X e v uma medida em Y.
(1) Entao, wxv € uma medida reqular em X XY, mesmo que W e vV ndo sejam requlares.
(il) Se A C X € u-mensuravel e B C'Y € v-mensurdvel, entdo A X B é ux v-mensurdvel
e (ux v)(A x B) = p(A)v(B).
(iii) Se S € X x Y € o-finito com respeito a W x v, entdo, Sy := {x; (x,y) € S} € pu-
mensurdvel para v-q.t.p. com respeito a y, Sy :={y; (x,y) € S} € v-mensurdvel para

H-g.t.p. com respeito a y, e W(Sy) € v-integrdvel, v(Sy) € p-integrdvel. Mais ainda,

(X V)(S) = | ulS,) dvly) = | (S dut)
Y X
(iv) Se f é o-finita com respeito a w X v (em particular f € w X v-somdvel), entdo a
funcao

yr— | f(x,y)dp(x)
JX

¢ v-integravel e a funcao

x+— | f(x,y)dv(y)
Jy

€ u-integravel e

Jmf d(pxv) = L UX f(x,y) du(X)} dv(y) = JX UY f(x,y) dv(y)} du(x).

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 23. [ |

2.1.5 Medida de Lebesgue

Definicao 2.22. A medida 1-dimensional de Lebesque, L' em R € definida por

L'(A) = inf {Z diam(C;); A C U Cy, Ci C R}
i1 i=1
para todo A C R.
Definicao 2.23. Definiremos indutivamente a medida n-dimensional de Lebesgue, L™ em
R™, por
Lr=L"x =0 x L x-ox L]

~\
n Vezes

De modo equivalente, L™ = L™ * x L* para cada k € {1,2,...,n—1}.
Sempre que estivermos integrando com a medida de Lebesgue usaremos dx ao
invés de d£™. Além disso, denotaremos por L'(R") o espaco L'(R™, £").
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2.2 Teoremas de cobertura

2.2.1 Teorema da cobertura de Vitali

Se B é uma bola fechada do R™, entao nds escrevemos B para denotar a bola
concéntrica a B e com raio cinco vezes maior do que o de B.

Definicao 2.24. Uma cole¢ao F de bolas fechadas em R™ € uma cobertura de A C R™ se
Ac|JB.

Dizemos que F € uma cobertura fina de A, se para cada x € A
inf{diam(B); x € B, B € F} =0.

Ou seja, para todo € >0 e x € A, existe B € F tal que x € B e diam(B) < ¢.
Teorema 2.22 (Teorema da Cobertura de Vitali). Seja F uma cole¢do de bolas fechadas

nao degeneradas em R™ com
sup{diam(B);B € F} < oo.

Entao, existe uma familia enumerdvel G de bolas disjuntas em F tal que

UsclUB

BeF Beg

Demonstra¢ao. Denotemos por
D = sup{diam(B);B € F}.

Seja,

D , D .
]-"j:{Be]:;5<d1amB§2j—1}, i=1,2,...

Primeiro, escolheremos colecoes G; C Fj de bolas fechadas e disjuntas. Em
particular, tomemos G; C JF; com a colegao maximal de bolas fechadas e disjuntas. A
existéncia dessa colecao G; maximal é garantida pelo Lema de Zorn.

Vejamos, defina § para ser a colegao de todas as familias de bolas disjuntas de

F1. Muniremos § com a seguinte relagao de ordem: dados by, h; € § dizemos que

hi<bhy & bhiCh

Note que tal relagao torna § um conjunto parcialmente ordenado. Seja & C §
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um subconjuto totalmente ordenado e definamos

o=

ged

Claramente, g* é um limite superior para &, com respeito a relagao de ordem

estabelecida. Logo, estamos nas hipdteses do Lema de Zorn, ou seja, isso garante a
existéncia de um elemento maximal em §. Em particular, isso garante a existéncia de G;.

Com isso, seja G, o subconjuto maximal de
{Be F; BNB' =g, VB’ € G}
e seja Gz o subconjuto maximal de
{Be F; BNB =g, VB’ € G UG}

Indutivamente, seja Gy o subconjuto maximal de

k-1
{B € F; BNB =g, VB’ € Ugi}.
i=1
Observe que para cada k, G, é uma colecao enumeravel, pois as bolas de Gy

sao disjuntas e nao degeneradas, logo, podemos tomar em cada uma delas um racional

numa vizinhaca de seu centro. Disso, segue a enumerabilidade. Assim, defina

G=JG
k=1

Afirmagao: Para cada B € F, existe uma bola B’ € G de modo que BNB’' £ @ e B C B
Prova da Afirmacao: Fixe B € F. Logo, existe j tal que B € Fj. Se B € Gj, nossa

afirmacao esta verificada. Por outro lado, se B ¢ G; entao B nao pode pertencer a

j—1
{Be]—“j;BﬂB’:@,VB’eng} (1)

k=1

pois, do contrério, isto é, se para todo B’ € Gj, B’'N B = &, podemos definir
G* =G U{B}.

Disso, temos claramente que G* O Gj. Mas isso fere a maximalidade de G;.
Logo, neste caso, existe B’ € G tal que B'N B # @&. Note que ainda ¢ possivel que B
pertenca ao complementar de . Contudo, neste caso é imediato a existéncia de B’ tal
que BN B’ # &, onde B’ € U{;]] Gy
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Logo, podemos concluir que existe B’ € UL:] Gy tal que
B'NB # @.

Assim, existe jo tal que B’ € Gj, e jo <j. Dessa forma,

uma vez que B € Fj.
Por ([2) temos que

D D
. /
. / D .
2diam(B’) > 7 > diam(B), (2)
4TB/ 2 ZTB (3)

onde Tg: e Tg sd0, respectivamente, o raio de B’ e o raio de B. Agora seja a o centro de

B’ e b o centro de B. Mostraremos que B’ > B. Em particular, basta mostrar que dados

x € B, |x — a| < 5rg/.Com efeito, seja x € B e usando (3)),

x—al < |x=bl+b—al <1, +71p+T18 =218+ T8 < dTR + T = 5T

o que prova o desejado. [ |

Figura 1 — Ilustracao das bolas em questao com 1/ = 5T5.

Fonte: Acervo proprio
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Corolario 2.2. Assuma que F € uma cobertura fina de A por bolas fechadas e
sup{diam(B); B € F} < oo.

Entao, existe uma familia enumerdvel G de bolas disjuntas em F tal que para

qualquer subconjuto finito {B1,By,...,Bn} C F, temos

A—OBkc U B.
k=1

BeG—{B1,B;,....Bm}
Demonstracao. Construa G como na demonstracao do Teorema da Cobertura de Vitalli.
Agora tomemos {B1,B,,...,Bn} C F. Note que se A C (Ji-; By o resultado segue, pois,
A — U By = @ e o vazio estd contido em todos os conjuntos. Por outro lado, se
A — Ut By # @, tome x € A —J,-; Bx. Uma vez que

inf{diam(B); x € B, B € F} =0,

segue que dado 0 < ¢ < %min{diam(Bﬂ, diam(B;), ..., B} existe By € F tal que
x € By e diam(B,) < . Claramente, B, N By = & para todo k = 1,2,...,m. Com isso,
conseguimos uma cobertura para A — |J;-; Bx por bolas de F* := F —{By,B,...,Bn}.
De maneira similar a afirmagao feita na demonstracao do Teorema da Cobertura de Vitali
temos que para cada B € F* existe B’ € G tal que BNB' =@ ¢ B’ > B.
Com isso,
m
A—|JBC U B.
k=1 BEG—{B1,B2,....Bm}

Corolario 2.3. Seja U C R™ aberto, 6 > 0. Entao existe uma familia enumerdvel G de

bolas disjuntas em U tal que diam(B) < 8, para toda B € G e
cr (u -U B) =0
Beg

Demonstracao. A principio tomemos 0 tal que

1
1—5—n<9<1

e assuma que L£"(U) < oo.

Mostraremos que existe uma colecao finita {Bi}i]\i‘] de bolas disjuntas e fechadas
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em U tal que diam(B;) < 5,1=1,2,...,M;, e

( UB)<6£“

Com efeito, seja JF7 :={B; B C U, diam(B) < 8} Pelo Teorema da Cobertura

de Vitali, existe uma familia de bolas fechadas e disjuntas G; C JF;7 tal que

UCU@.

Beg;

Assim,

LMu) < L ( U ﬁ) =) L'(B)=5") L'(B)=5"L" ( U B> :

Beg, Beg, Beg, Beg,

Logo,

cr ( U B) > 51—n£“(u)

Beg

n ] n
= —L (U B) < LMW, (4)

Beg,

Somando £™(U) em ambos os lados de (4)) vem que

<U B) (1-5) e
BeG,
Uma vez que U = (U — Ugeg, B) U Ugeg, B, temos que
(- ye)e Y= (U
Beg, Beg Beg
( UB)+£”(UB> ( B
BeG, Beg, Beg;
e (

. (u s
BeG

ETL

AN
/:\
|
U-Il_‘

E)
N——
D

3
E

os}
VAN
/?\
|
U‘||_‘
S
N——
o
3
£

)
)
¥
)
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Seja {Bi}{2; uma enumeracao de G; entao, Ay == U];:] B; " cresce” para UBGQ1 B,
isto é, Ax /* Upeg, B- Por outro lado,

(U—A) N\, <u— U B>.

Beg,

Observe que para cada k, U — Ay é um boreliano limitado, logo £*(U — Ay) < oo.

Portanto,
c (u— U B) = lim LU~ Ay).
Begy
Dai, existe um M; >> 1 tal que da estimativa em temos que
LU —Ap,) <0LM(U).
Ou seja,

M
Lr (u — UBi> < 0LMU).
i=1

Como queriamos mostrar.

Contudo, agora seja

M,
WU, :=U— U B;
i=1

F, :={B; B C U,, diam(B) < 6}.

Do mesmo modo, pelo Teorema da Cobertura de Vitali, existe uma familia de

bolas fechadas e disjuntas G, C F; tal que

u, c Ug

BeG,
De maneira similar ao passos anterios vemos que,

Lr (uz— U B> < 0LMU,).

Beg,

em particular, existe uma colegao {Bm,+1, Bm;+2y- -, Bm,J, tal que

M3
L" (Uz— U &)seﬁ“(uz)

i=Mi+1

Doravante, considere Ui\iﬁ B; onde, se B; é tal que i € {1,2,...,M;} entao B; C U — Uy,
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seie{M;+1,M;+2,...,M;,} entao B; C U,. Logo,

oo U )

i=M;+1
< 0L™(U,)

M,
= (u—UBi>

i=1
< LU,

Note que repetindo esse processo obtemos para cada k, uma colecao de bolas

disjuntas tais que
( UB ) < o CM(U).

Em particular quando k — oo, 8% — 0 uma vez que 0 < 0 < 1. Portanto,
isso prova o desejado para o caso em que L™"(U) < oco. Se L™(U) = oo entdo, defina para

cada m inteiro negativo
Upn={xel m<|xl<m+1}

Claramente, U = J~_, U, e L™(U,) < oo. Entao basta repetir o mesmo procedimento
para cada U,, e o desejado segue. [ |
2.2.2 Teorema da cobertura de Besicovitch

Teorema 2.23 (Teorema da Cobertura de Besicovitch). Eziste uma constante Ny, que sd
depende de n, com a sequinte propriedade: se F € uma colecao qualquer de bolas fechadas

nao degeneradas no R™ com
sup{diam(B); B € F} < o0

e A € o conjunto dos centros das bolas em F entao existem, Gi,Ga,...,GN, C F tal que

cada G, 1=1,2,..., N, € uma colecdo de bolas disjuntas de F e

ACCJUB

i=1 BegG;
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Demonstracao. Suponha que A é limitado. Seja D := sup{diam(B); B C F} e defina

By = B(ai, 1)

3

onde aj € Aer; > §D' Tome agora,

A, =A—B;

3 .
e B, =B(ay,1;) talque a; e Aer, > 1 sup{r; B(a,r) € F, a € A,}. Entao, tome
A;=A—B,UB,;

3
e do mesmo modo tomemos B; = B(az,r3) com a3 € Az e 13 > Zsup{r; B(a,r) € F, a €

As}. Mais geral, para j > 2 definamos:
j—1
Aj=A— B
i=1

e B; = B(aj,7j) com a; € Aj ety > %sup{r; B(a,r) € F, a € Aj}.

Por outro lado, se para algum j, A; = @ defina ] :=j — 1, mas se para todo j,
A;j # @ entao defina ] := oo.

Observe que dadas By, Bj, com j > i entao 1j < %ri. De fato, como j > i temos

que A; C A;y. Em particular, o centro a; de B; pertence a A;. Logo,
13 <sup{r; B(a,r) € F, a € A}
Dai,

T > Zsup{r; B(a,7) € F, a € A} > %rj.

Portanto,

4
Ty < gﬁ- (6)

Adiante, mostraremos que as bolas {B(a;, g—l)}{:] sao disjuntas. Com efeito,
sejam By, Bj, com j > i, logo, A; C A;. Entao, a; que é centro de B;j nao pertence a Bj,

ou seja,

Ti 2Ti T 2 3 T 1 Ty T;
R T R YAV M R LR S N

Ou seja, {B(aj, %)}{:1 sao disjuntas o que mostra o desejado.

Note que se ] = oo entao 1; — 0 quando j — oo. Suponha que nao, ou



31

seja, existe um n > 0 tal que pra todo j, 1; > 1. Por outro lado, como A ¢ limitado,
entdo existe uma subsequéncia (a;, )y de (a;); e um nimero @ € R tal a;, — @ quando
k — oo. Logo, (aji, )k € de Cauchy. Em particular, para 0 < ¢ < %n, existe ko € N tal
que para todo j,s > ko temos dai e de @ que
e>| LI
ai — qj 4+ =>-n.
Y 1s 3 3 3Tl
Absurdo. Portanto, r; — 0 quando j — oo.
Mostraremos agora que A C U]L] B;. Com efeito, por construcao, se | < oo

entao, A1 = . Ou seja,
J
j=1

Disso, A C Uj]:1 Bj. Seja agora, ] = 0o e tomemos a € A dal existe rq tal que B(a,1,) € F.
Logo, ou a € Aj, oua € Bicom 1 <1 <j—1. Mas se este ultimo acontece para todo

a € A, temos o desejado. Portanto, tenhamos em vista, a € A;. Com isso,
3 3
1 > 7sup(r; B(a,r) € F, a € Aj} > 7
como | = oo segue que 1; — 0. Logo, existe j, tal que

3 3
7o > Ty, > Zsup{r; B(a,r) € F, a € A}

Dessa forma,
jo—1

ac UB) (8)

Logo, para cada a € A existe um jj tal que vale . Portanto, A C U]L1 B;.
Claramente, exibimos uma nova cobertura para A partir de F. Iremos orga-
nizar essas bolas de modo a obter o desejado. Para isso, fixemos By € {Bj})lzl com k > 1
e defina
I[={j; 1<j <k, BjNBy # @}

Estimaremos a cardinalidade de I, em paricular, mostraremos que a mesma
é controlada por uma constante que s6 depende de n. Apds, utilizaremos tal constante

para construir as colecoes G;. Doravante, seja
K=1InN{j; 15 <4n.

Seja Bj tal que j € K, entdo tome x € B(aj, %’) Entao,
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T; 4 43.r
|X—Clk|§|X—(lj|+|(lj—ak|§§]+Yj+Tk:—Tj+T’k< 3k

=5
3 + i 18%

Logo, B (aj, 331) C B(ay,5my) para cada j € K. Disso temos que

x(n)5*(n)™ = L"(B(ak,5ry))

s e(Ueed)
- o)

jeK

- 5o (3)

jek

> ) an) (T4—k>n, (por (6))

jeK

Assim,
Card(K) < 20™.

Agora iremos estimar a Card(I — K). A afirmagao abaixo ird nos auxiliar.

Figura 2 — Ilustracao para auxiliar na compreensao do argumento para
estimar [ — K.

20N

Fonte: Acervo proprio

Afirmacao: Sejam B, Bj bolas tais que 1,j € I —K, com i # j e aj, aj seus respectivos

centros. Tome 0 como o angulo entre os vetores a; e a;. Entao, 0 > arccos (%)'
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Prova da Afirmagao: A menos de uma isometria podemos considerar By centrada na

origem. Note que se 1,j € I — K entao 1,j < k e por construcao, ay ¢ B; U B;. Dali,

lai — a| = |lai| > 13

e
|Clj — (lk| = ’(1]'| > Tj.
Temos ainda que B; N By # @ e B; N By # 9. Logo,
la; — ay| = |a;| <7+ 7
e

|(lj — Clk| = |C1j| < T; + Ty.
Além disso, 1; > 31y e 15 > 31y Consideremos |a;| < |aj]. Em suma,
3Tk << |Cli| < T4 1y,

Ire <15 < lag| <15+ 71y, (9)
lai| < ayl.

Faremos algumas estimativas. Observe que se cos(0) > % entao a; € Bj. De
fato, se a; € Bj, temos duas situacoes a serem estudas. A primeira é que |a; — aj| > [ajl.

Neste caso, temos pela Lei dos cossenos que

lail* + |Clj|2 —la; — aj|2

os(9) Zaillay
’aifz \aj\z —la; — aj’2
2|Cli||C1j| 2’C11’|Clj|
lai] 1 5
gl =2 "6

O segundo caso é 15 < |a; — aj| < |a;|. Entao,
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|<1i|2+|C1]'|2—|C11—C1j|2
0) —
cosl®) Jaillay

_ |(1i|2 ’Cljfz—’ai—aﬂz
zfai’|aj| 2|aiHa]”

< 1+ (lajl = lay — a;]) (151 + ay — ay1)
2 2|ai||(1j|

< 1+ (loyl —lai — a;l2]ay])
2 2|(li||aj|

_ 1 |aj|_|ai_aj|
2 |
1T r+re—r

< §+ ! Tj L (Por @D)
1 Tk

= §+r_1

< 1 n %‘ 1 +1 _ 5

-2 rn 2 3 6

Logo, se cos(0) > % entao a; € Bj. Para obtermos o desejado é necessario

mostrar que se a; € Bj, entao

0 < lai— ol + il — [ay] < lay (gu —cos(e))). (10)

Com efeito, desde que a; € Bj, temos por construgao que i < j, e a; € B, dali,
la; — ay| > 1;. Assim, observe que
lai — gl +lail — g Jai— a5 + ai] = la5] [ay — a5] — |aif + |aj]
aj a; lai — aj] — (lail —lay)
|ai_aj|+|ai|_lajl.’ai_aj|_’ai’+|aj| (Por @)
qj lai —




Logo,

la; — aj] + [ai] — |a]

aj
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la; — (1j|2 — (Jai| — |C1j|)2
|Clj||(11— 0j|
lai|* + |Clj|2 — 2|aillaj] cos(0) — ai* — |<1j|2 + 2|ai| aj]
|aj||ai_ aj|
2|ai||aj|(] —cos(0))
’aj“ai_ Clj’
2|a;|(1 — cos(0))
la; — aj|
< Z(ri—l—rk)(: —COS(G)), (Por @)
2(ri+ %) (1 —cos(0))
Ti

1
= 2 (1 + g) (1 —cos(0))

8
= §(1 —cos(0)).

Vemos com uma simples aplicacao da desigualdade triangular, que 0 < |a; —a;|+|ai| —|aj].

Logo, segue. Tal estimativa estabelece um controle entre os centros de B; e Bj em

funcao de 0.

Por fim, do fato, de a; € Bj e a; ¢ Bj, temos que

T < |Cli — (ljl < Tj.

Sabemos que se i < j entao, 1 < ;—‘n. Logo,

a; — qj| + ai| — a5 >

3
Ti+Ti—(Tj+Tk) ZZTi—Tj—Tkzz.ZT]'—T)'—Tk

1
ET]' — Ty, (POI‘ @)

1T_1T—l—lé_l’]~—l 3 r—l% ]+1 T
27 37 6 647 6 4—}—}—1 ' 674" 37
1 Tj
s(0+3)

1 1
g(T’] +Tk) Z §|a]| (POI' @)
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Dai e por , segue que

gl < oy (30— costo)))
=g < (50 -coston)

IN

IN

8 3
=>i < 1—cos(0)
o = cos
3
< 12
=cos(0) < 1 64
61
< —.
= cos(0) < i

Isso prova a afirmacgao. Agora podemos estabecer um critério para estimar a
cardinalidade de I — k. Pois, se B; e Bj sao tais que i,j € I — K entao, o angulo entre os
61

centros de B; e B; é maior ou igual a arccos (@).

Afirmagao: Existe uma constante positiva L = L(n) tal que Card(I — K) < L.

Prova da Afirmacgao: Com efeito, defina 8y = arccos (%), e considere, a menos de
uma isometria, By centrada na origem do R™. Seja ¢ : R* — {0} — 90B(0, 1) dada por

X
Q(x) = mrk. Em particular, defina

Arx ={¢(q;); B; = B(aj,75),j € I =K}

Claramente, os elementos de A;_x sao as projegoes sobre 0B(0, 1) dos centros
das bolas cujo indice pertence a I — K. Dados y,z € Aj_x, temos que os mesmos sao da
) I
a; a; . . .
forma i ‘—aﬁrk com i # j, respectivamente. Logo,
ai 4

.Tk'_.er a: - Qs
cos((y, z)) = = = =

mr el costan ail).

Dessa estimativa e da afirmagao anterior segue que <((y,z) > 6y. Assim, tendo em vista

a Lei dos cossenos,

ly—z? = P+ 2> — 2Myllzl cos(<t(y, 2))
= 2(m)*(1 — cos(<t(y,2)))
> 2(1i)*(1 — cos(0p)).

Entao,

ly —z| > 1ev24/1 — cos(65).



Assim, seja

R™. Por construgao, (J

A =1 + 0 e considere a bola B(0,A). Claramente, | J

Logo,

Card(AI,K)

5 — TkV24/1—cos(0)
= —F—

B(y, d) é uma uniao de bolas disjuntas. Por outro lado, seja
B(y,d) C B(0,A). Entao,

yeA_k

yeAr

a(m)A™ = L"(B(0,A))

> £ |J By,
yeAr_k

— Y LMB(,9)

yeA_k

= Z a(n)o"

yeAr x

= Card(.AI_K)oc(n) o™

}\Tl

6n

Tk+5 "
o

Tk 6n
3+5)

n
T
Tk +1
TkV24/1—cos(0)
4

4 o "
V2,/1 = cos(8,)

4 61
—+1] , (60 = arccos (—))
V2, /1-8 ) o4

64

4
———+1)
3
32

16v2 .\
W“)

16¢E+3)“
R

n
Portanto, tome L := K@) J + 1, donde segue a afirmacao.

37

. Portanto, tome para caday € A x , B(y,0) C
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Com isso em maos, seja M,, = 20™ + K%) J + 2. Logo,
Card(I) = Card(K) + Card(I — K) < M,,.

Claramente, a constante M, nesta estimativa nao depende da bola By tomanda
para definir I. Isso é de fundamental impotancia para a construgao de nossas colecoes
G1,G2y...,0n, que é o que iremos fazer agora.

Primeiro considere | = co. Tome B = {Bj}g:] e defina @ : 8 — N dada por
Bj — @(Bj) =j. Também defina a relagao & : N — {1,2,..., M.} dada por «(j) = j,
seje{l,2,...,My,}. Para k > M,, defina indutivamente a(k + 1) da seguinte maneira:

note que
Card({j; 1 <j < Mn, BjN By # @} < Card({j; 1 <j <k, Bj N Byyy # 2} < M.

Logo, existe 1 € {1,2,..., My} tal que BN By,; = @. A principio, nao sabemos se 1 é
unico. Contudo, queremos definir & apenas como uma relacdo, logo, tome x(k +1) =1,
tal que BiN By = @ el < M,. Assim, tome 0 := x o @, ou seja, 0 é uma relacao de
B em {1,2,...,M,}. Em particular, 0~ '(j) é uma colecao de bolas disjuntas para cada
je{1,2,...,M,}. Portanto, seja para cada j € {1,2,..., M.},

G ={By; o(Bi) =j}

O caso ] < oo é similar.
Mn
Claramente, U)L] B; = U7 Upeg, B- Portanto,

M
AclJUsB
i=1 BeG;

O que prova o caso onde A é limitado.
Seja A ilimitado. Defina para 1 > 1

Ail=AN{x;3D(1L—1) < |x| < 3D1}.

Observe que para cada 1, A; é limitado. Logo existem colegoes G, i € 1,2,..., My, tais
que
Mn
A C U U B
i=1 Beg!

Como A = |JZ; Ay, utilizaremos essas colegoes G} de Ay para definir colegoes
G; para A. Em particular, ndo temos controle sobre a localizagao de G}, logo nao podemos

definir os G; de qualquer maneira, pois poderiamos por em risco a propriedade de que cada
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G; seja uma colecao de bolas disjuntas. Logo, definamos os G; da seguinte maneira,

:Ung, ie{l,2,...,M.}
¢ o0
G, = JG2,  ie{1,2,..., My}
1=1
Dessa forma, teremos 2M,, colecoes G; de bolas disjuntas. Por fim, defina
N, = 2M,. O que prova o desejado. [ |

Corolario 2.4. Seja w uma medida de borel sobre o R™ e F uma cole¢cao qualquer de
bolas fechadas nao degeneradas do R™. Seja A o conjunto dos centros das bolas de F, tal

que W(A) < oo e para cada a € A,
inf{r; B(a,r) € F} =

Entao, para cada aberto U C R™, existe uma cole¢ao G de bolas disjuntas de F tal que

UBcu

Beg

p<mmuy—UB>:o

Beg

1
Demonstracao. Fixe 0 € R tal que 1 — N < 0 < 1, onde N, é a constante do Teorema
da Cobertura de Besicovitch. "

Afirmagao: Existe uma colecao {Bj, By, ..., By, } de bolas disjuntas e fechadas, em U

tal que

<Amu [JB><euAﬂw

Prova da Afirmagao: Seja /7 = {B; B € F, diam(B) < 1, B C U}. Pelo Teorema da Co-

bertura de Besicovitch, existe uma constante N, = N, (n) e uma familia Gy, Gy, ..., Gn,

de bolas disjuntas de F; tal que

Nn
Anucl]JlJB.

i=1 BeG;
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Assim,

Nn
wANU) = (UAmu UB)
i=1

BeGi
Nn
< Zu((/\ﬂu)ﬂ U B)
i=1 Beg;
Nn
< Z&?ﬁ“ﬁn“ (Anwn|JB
i=1 - Beg;

Seja jo € {1,2,..., Ny} tal que

w((Anwn [ J B = max (Anun|JB
BEgjo Beg;

Logo, pelo que ja foi estimado,

1
u{(Anwn J B N— w(ANu).
Beg;,

Como]—NLn<9<1:>—1+NLH>—9>—1:>N%>(1—9)>O,temosque

u{(Anwn [J B|>0-0)uAnu). (11)

BEg;,

Por outro lado, suponhamos que G;; seja um conjunto infinito. Seja {Bj}]?‘; =

Gj, e defina para cada k
k
Ak - U Bi-
i1

Claramente,

Ay C Ak+1 e Ax / U B.

Beg;,
Portanto,

lim (A =p( (J B

Beg;,
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Logo, por
lim w((ANU)NAL) > (1—0)u(ANnu).

k—o0

Entao, existe M; € N tal que

u((AﬂU ﬂUB) > (1—0)p(ANnuU). (12)

i=1

M
uma vez que, Ap, = [Ji_] Bs.

. M , . / ¢
Assim, temos que | J;_} Bi é um boreliano, logo é p-mensurdvel. Dessa forma,

para todo E C R™,
M, M,
wE)=npn <EﬂUBi> +u (E—UBi) ;
i=1 i=1
em particular,

M,
u(AﬂU)zp((AﬂU)ﬂUBi) (Amu UB)

i=1

Dai e de (12)),

Assim,

O que prova a afirmacao.

Seja agora,
M,
W=U-|JBi e F={BecF diam(B)<1,BC U,

Assim, seguindo os mesmos procedimentos da demonstracao da afimacao anterior, obte-

mos uma cole¢ao {Bm,+1, Bm,+2, ..., Bm,J} tal que

M;

H((Aﬂuz)— U Bi)SGH(AﬂUz)-

i=M;+1
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Em particular,

M, M,
u((Amu)—UBi> = u((Amuz)— U Bi>

i=1

IN
@
=
B
D)
—
)

< P*u(ANU).

Logo, repetindo indutivamente esse processo, temos que

(Amu UB) < O*u(ANU).

Dai, quando k — o0,

(Aﬂu UB) u((Anw-— |JB| =0

Beg;,

uma vez que 0 € (0, 1).Por fim, tome G := G;,. [ |

2.3 Diferenciacao de medidas de Radon

Sejam p e v medidas de Radon sobre o R™.
Definicao 2.25. Para cada x € R™, definamos:

. (B(
— lim su se B(x,7)) > 0, para todo r.
D,v(x) = 'r—>0p n(B(x,1))’ KB, T)) >0, 7
+o00 , se wB(x,r)) =0, para algum 7.
. V(B(x,1))
D,v(x) = hIrIl_)lonfm, se w(B(x,7)) >0, para todo r.
+00 , se wB(x,r)) =0, para algum .

Definicao 2.26. Se D,v(x) = D, v(x) < oo, dizemos que v ¢ diferencidvel com respeito

a L mo ponto X e escrevemos
D,v(x) :5uv(x) =D, v(x),

onde Dyv € a derivada de v com repeito a p. Também chamamos D, v de densidade de
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v com respeito a L.
Mostremos que D,V estd bem definida. Para isso serd necessario o Lema
abaixo. O mesmo é de fundamental importancia para esse topico.
Lema 2.1. Seja A C R™ qualquer e fire 0 < & < 0o. Entao,
(i) Se A C{x €R" D,v < «} temos que v(A) < ap(A).
(il) Se A C{x € RY; D,v > &} temos que v(A) > opu(A).

Demonstracao. Comecaremos por (i), considere a principio que pw(R™) e v(R") sejam
finitos. Fixemos € > 0. Seja U C R™ aberto tal que A C U. Defina,

F={B;B=B(a,7),ac A, BcU, v(B) < («x+e)u(B)}

Afirmacgao: Se A # @ entao F # @.
Prova da Afirmacgao: Fixe a € A. Por hipdtese do lema, temos que D, v(a) < a. Ou

seja,
.. V(B(a,1))
sup inf ——= < «. 13
5>]gr6(0,6) w(B(a,r)) — (13)
Note que para o ¢ ja tomado existe 6, > 0 tal que
v(B(a,1)) v(B(a,1))

sup inf —————" —¢ < inf <sup inf M.
5>0 1€(0) 1(B(a,T)) re(05:) W(B(a, 1)) 7 50 re08) u(B(a, 1))

Somando ¢ na estimativa acima e usando ((13)), segue que

v(B(a, 1))
ont mﬁm—7+8<“+€

Pela definicao de infimo, existe r. > 0 tal que

 v(B(a,r) _ v(Bla,r.)
et N uBl@) © u(Bar)

— | —

Dai,
v(B(a,1e)) < (e + e)p(Bla, ).

Por outro lado, seja 1y > 0 tal que B(a, 19) C U, tal bola existe pois U é aberto.
Se 19 > 1., entao a afirmacao estd provada, pois, B(a,r:) C B(a,1y). Caso contrario se

To < T¢, entao temos que 1y < O, dai,

v(B(a,T1)) . . V(B(a,7))
Bl r)) = et LBl )

Em particular,
v(B(a,T)) v(B(a,T))
f —< f —< .
o (Ba,r)) S M B =
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Somando €, temos que

a

r))
relgfé m—f—sg X+ €.

Dessa forma, pela definicao de infimo, existe 7. < 1y tal que

v(B(a,7.))
WBlar) ~*TE

Claramente, B(a,7.) C B(a,10) C U, e v(B(a,7:)) < (¢ + &¢)u(B(a,T:)).
Portanto, (B(a,T.) € F. O que prova a afirmagao.

Suponhamos agora que a exista ap € A tal que inf{r; B(ay,1) € F} =A > 0.
Se A € {r; B(ap,r) € F}seja 0 < & < A. Claramente, B(a d) C B(ap,A) C U, como & é o

infimo dos raios temos que B(ay, d) ¢ F, em particular,
v(B(ao, 8)) > («+ e)p(B(ao, 8)). (14)

Assim, defina {ri}°; = (Q N [5,A]) U{d,A}, com 7; < 1i11. Logo, tomemos {B(ap, i)}2;.
Note que a estimativa em ((14]) vale para cada r; < A além disso, B(ap, i) , B(ag,A).
Logo,

v(B(ag,A)) = lim v(B(ao, 1))
> (CX-FC)}HH 1(B(ag, 1))
= w(B(aog,A)).

Dai temos uma contradicado. Se A € {r; B(ay, 1) € F} entao
v(B(ao,A)) < (ec+ ¢)p(B(ao,A)).
Por outro lado, suponha que A ¢ {r; B(ap, 1) € F}. Neste caso,
v(B(ag,A)) > (e + e)u(B(ao,A)).
Note que para cada k € N existe 1 € {r; B(aop,r) € F} tal que

1
}\<Tk<7\+i'

Disso,

v(B(ap,A)) < v(B(ag,m)) < (o + e)u(B(ag, )

IN
K
_|_
N
=
N
o~}
Y
o
2
>
_|_
7;‘_1
N———
N————
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Como B(ag, A + %) N\, B(ap,A), e p(B(ap,11)) < 0o temos que

v(B(ag,A)) = lim v(B(ao,A))

k—o0

< (oc+£)kli_>m LL(B(CL(),}\—F%))
= (a+¢€)ulaoA).

Outra contradi¢ao. Dessa forma para todo a € A o inf{r; B(a,r) € F} =0.
Com isso estamos nas hipéteses do Coroldrio do Teorema da cobertura de Be-

sicovitch. Portanto, existe uma colecao de bolas disjuntas G C F enumeravel tal que

Em particular,

v(A) = v A—UBUUB)
Beg Beg
= v A—UB)+V<UB>
Beg Beg
= v UB)
BegG
= ) v(B)
Beg
< (x+¢)) u(B)
BegG

< (et g)p(U).
Como U é um aberto qualquer que contém A e por pu ser ma medida de Radon temos que
w(A) =inf{u(U); U D A e U é aberto}.

Logo,
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Se v(R™) = u(R") = oo defina
E={xeR%j<|x<j+1}h

Claramente, R™ = U;’Z] EjeEBiNE = I sei#j. Com isso temos que para cada j,
VLEj(Rn) < 00, isto é estamos na situacao anterior onde a medida do R™ era finita. O

mesmo vale para p. Logo,

v(A) = iv(AﬂEj)
=1

o0

= Z v[g(A)

j=1

< a) ulgA),  (por (@)
j=1
= Y v(ANE)
j=1
= au(A).
Isso prova (i), a prova de (ii) é similar. [ |

Antes enuciarmos e provarmos o proximo resultado a respeito de densidade de
medidas de Radon, se faz necessario, um breve repasso as fungoes semi continuas.
Definigao 2.27. Seja U C R™ aberto e f: U — R™. Dado xy € U dizemos que f € semi

continua superiormente em Xo, Se€

lim sup f(x) < f(xo).

X—Xo

De maneira similar, dizemos que f semi continua inferiormente em x, se

liminf f(x) > f(xo).

X—X0

Lema 2.2. Seja U C R™ um aberto. Uma funcao f: U — R € semi continua superior-

mente se e somente se para todo a € R o conjunto {x € U; f(x) > a} € fechado.

Demonstragao. (=)Fixe a € R e seja xo € {x € R"; f(x) > a} entdo existe {x;}52; C {x €
R™ f(x) > a} tal que xx, — Xo. Logo, temos que

fx) > a VkeN.
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Dai, e do fato de f ser semi continua superiormente em Xy, temos que

a < limsup f(xy) < f(xo).
k—o0
Logo, xo € {x € U; f(x) > a}. Portanto, {x € U; f(x) > a} é fechado.

(&) Suponhamos por absurdo, que f ndo seja semi continua em xo € U N U. Logo,

f(xo) < limsup f(y).
Y—Xo

Assim, existe M € R tal que f(xo) < M. Veja que, da maneira com que X, foi
tomado existe {xxJ32; C U tal que xx — x¢. Por outro lado, por f nao ser semi continua
superiormente em Xy temos que para todo 6 > 0, se x € B(xq,d) entdo, f(x) > M.
Portanto, fixemos 8y > 0 e para esse §y existe k(dp) € N tal que para todo k > k(dy),
Xy € B(xo,d0). Dai,

f(x) > M, Vk > k(d).

Com isso, {x € U; f(x) > M} nao é fechado, pois x, € {x € U; f(x) > M} e
Xo = limy_o X € {x € U; f(x) > M}. Absurdo! E o mesmo estd no fato de supormos

que f nao é semi continua superiormente. [ |

Com o préximo resultado mostraremos que D, v estd bem definida.
Teorema 2.24. Sejam w e v medidas de Radon sobre o R™. Entao, D, Vv existe e € finita
w-q.t.p .
Demonstracao. Como no Lema , assumamos que p(R") < oo e v(R") < co. Prova-
remos o teorema com trés afirmacgoes.
Afirmacao 1: D,V existe e ¢ finita p-q.t.p

Prova da Afirmacao 1: Seja

[={x € R D,v(x) = co}.
Note que para cada « > 0

[C{xeRY D,v(x) > o}

Pelo Lema em ([2.1)) temos que
v(I) > op(I).

Portanto,

Fazendo o« — oo temos que pu(I) = 0.

Logo, D,V é finito p-q.t.p, em particular D, v também o é. Pois, D, v(x) <

D,v(x), x € R". Agora mostraremos que D,V existe p-q.t.p. Com efeito, para todo
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0 < a < b defina
R(a,b) ={x; D,v(x) < a<b<D,v(x) < oo}.

Novamente pelo Lema ([2.1)),

Dai, temos que
bp(R(a,b)) < v(R(a,b)) < ap(R(a,b)).

Como b > a > 0 segue que p(R(a,b)) = 0. Por outro lado observe que

U R(a,b) ={x € R™ DHV(X) < 5pv(x)}.

0<a<b

a,beQ
Entao, u({x € R™; D, v(x) < D,v(x)}) = 0. Portanto, D, v existe e é finita, p-q.t.p. .
Afirmacgao 2: Paracadax e R"er >0

limsup u(B(y, 1)) < u(B(x,1)).

Yy—x

O mesmo vale para v.
Prova da Afirmagao 2: Dado x € R" seja {yxJ2; € R™ tal que yx — x quando
k — oco. Definamos fy 1= Xp(y,,r) € f := XB(x,r)- Note que fy converge pontualmente para

f. Veja que, para cada w € R"

lim sup fi(w) < f(w).

k—o0

Logo,

IN
—h

— lim inf —fy
k—oo
= liminf —f}

k—o0

= liminf(xpr — fx) > XB2r) — -
k—o0

A%
|
_h
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Assim,

(B, 20)) ~ (Bl 1) = | (xwnn — )

n k—oo

< J lim inf(XB(x,Zr) - fk)dPL
R

k—o0

< lim infl[ (XB(x,2r) — Ti)du, (pelo Lema de Fatou)

= liminf u(B(x,2r)) — u(B(ys, 1))
— u(B(x,2r)) — limsup w(B(ys, ).

k—o0

Dai temos claramente que

lim sup u(B(yx, 1)) < n(B(x,71)),

k—oo

0 que prova a segunda afirmacao.

Essa segunda afirmacao nos garante por que w(B(x,1)) é semi continua
superiormente. Usaremos tal fato na préxima afirmagcao.
Afirmacao 3: D,v é p-mensuravel.

Prova da Afirmacao 3: Pela afirmagao anterior para todo r > 0 as funcoes
x— u(B(x,1)) e x+—— v(B(x,1))

sao semi continuas superiormente. Portanto, sao borelianas. Disso temos que para cada

r>0

v(B(x,T))
——= se u(B(x,1)) >0,
fi(x) =4 uBxr)’ ’
+00 se  u(B(x,r))=0
é w-mensuravel. Logo, de
lim f,(x) = D,v(x), u-q.t.p
r—0

segue que D,v é p-menurdvel, uma vez que limite de p-mensurdvel é p-mensuravel. O

que prova o desejado. [

Definicao 2.28. Sejam p e v medidas sobre o R™ dizemos que v é absolutamente continua

com respeito a W, denotemos por, v <& W se para todo A C R™ com w(A) = 0 entdo,
v(A) =0.

Definicao 2.29. Sejam 1 e v medidas sobre o R™ dizemos que v é mutuamente singular

a W, denotemos por, v L u se existe B C R™ boreliano tal que u(R™ — B) = v(B) = 0.

Teorema 2.25 (Teorema da diferencia¢ao para Medidas de Radon). Sejam w e v medidas
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de Radon em R™, com v < w. Entao,

para todo A C R™ w-mensurdvel.

Demonstra¢ao. Comecaremos com a seguinte afirmagao:

Afirmacao: Todo A C R™ p-mensuravel é v-mensuravel.
Prova da Afirmacao: Seja A C R™ p-mensuravel. Entao, por p ser uma medida de
Radon temos que existe B C R™ boreliano tal que A € B e u(A) = w(B). Dai, u(B—A) =
0. Como v < u, entao, v(B — A) = 0. Logo,
v(B) = v((B—A)UA)
= v(B—A)+v(A)
= v(A).

Portanto, A é v-mensuravel.

Agora, seja

Z={xeR", Dyv=0} e I:={xeR" D,v=o0}

uma vez que DV é p-mensuravel, temos que Z e I também o sao.

Pelo teorema anterior, p(I) = 0 logo, v(I) = 0. Note que para todo, o« > 0
ZC{x Dyv(x) <al

Assim, pelo Lema ({2.1)),
v(Z) < apu(Z).

Fazendo o« — 0, segue que v(Z) = 0. Dal,

J DquH:J 0Odu=0=v(Z)
z z

J D,vdp=0=v(I).
1

Por outro lado, seja A C R™, p-mensuravel e fixemos 1 < t < 400. Definamos
para cada m € Z
An=AN{xeRY t"<D,yv(x) < ™)

Por construcao, A,, é p-mensuravel e pela afirmacao provada também é v-
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mensuravel. Ainda por construcao,
+o00 o
(A - U Am> CZUTU{x € R%;D,v(x) # D,v(x)} := M.

Como (M) = 0 entdo, p (A — U= An) = 0. Logo, v (A — Ure o Am) =0.
Dai,

v(A) = v< Lj Am>

+ooi
= Z V(Am)
. N
- 2 YA
N
< lim t" u(An)  (por @.1))
N—oo —
Entao,
N
< 1 m
v(A) <t lim Z_Nt H(Am)
N
- tim 3| e
m=—N m
N
< tl\}im J D,vdp
o0 N m
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Por outro lado,

v(A) = v( Lj Am>

v
=
—t
3
E
P
Z
=l
[}
]
T
=

AV
| =
f:
gE
i
|I\/]Z
%

O
=

<

o
-

Das estimativas acima, temos que

1
¥J Duvdugv(A)gtJ D,v du, V1<t<+oo.
A A

Fazendo t — 17, temos que

v(A) = J;\ D,v dup.
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O préximo resultado é crucial para lidarmos com funcoes de Variacao Limitada
(BV) e fungdes convexas no R™.
Teorema 2.26 (Teorema da Decomposigao de Lebesgue). Sejam, w e v medidas de Radon

sobre o R™. Entao, existem medidas de Radon Vg € Vs tais que v = Vg + Vs, onde
Voo K 1 e vs L.

Em particular,

Dyv =Dyvec e Dyvs =0, wn-q.t.p

e consequentemente,
v(A) :J Dy vae dp+ vs(A)
A

para cada boreliano A C R™.

Definicao 2.30. Chamamos v a parte absolutamente continua e vy a parte singular de

vV com respeito a .

Demonstracao. Assumamos como nos resultados anteriores que u(R™) e v(R™) sejam

finitos e definamos
E ={A C R™, A é boreliano, u(R™ — A) = 0}

note que £ # &, uma vez que 1 é uma medida de Radon.
Consideremos agora o seguinte ntimero /i\nfg v(A). Logo, para cada k € N existe
€
By € &£ tal que

:
< _
v(By) /I\Iéfgv(A) + <

Dai, defina B = (1%, Bx. Observe que

o0

R"—B=R"—()B.= (ﬂBk) UBC = J®" —By).
i=1 i=1

i=1

Entao
M(R“—B)=H<U( k) > u®R"—By) =0.
i=1 k=1

Dessa forma B € £€. Por outro lado, temos que

—_—

v(B) < v(By) < inf v(By) + - < v(B) +

1
A€EE k’

=~

Fazendo k — oo segue que v(B) = /i\nfgv(A).
S
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Com isso em maos, defina

Voo = V[ € Vo=V g

Afirmacgao: v, < .
Prova da Afirmacgao: Suponha por absurdo que exista A C B com p(A) =0ev(A) > 0.

Entao,

rR" = (B—A)) = u((R" =B)UA) < u(R" —B) + u(A) =0

Logo, (B—A)e & e
v(B—A)=v(B)—v(A) < v(B).
O que contradiz o fato de v(B) = }\ngv(A). Logo, Ve < .
€
Afirmacao: vy 1 .

Prova da Afirmacgao: Se u(R™ — B) = 0 temos por construcao que

v,(B) = v[ (B) = v((R™ — B) N B) = v(&) = 0 = u(R" — B).

Portanto, vy L .

Afirmacao: D, v, = D,v, p-q.t.p..

Prova da Afirmacao: Note que para cada x € R™.

D,v(x) = lim

Logo, para obtermos o desejado, basta mostrar que,
n({x € R™ Dyvs(x) > 0}) =0.

Claramente, {x € R™; D vs(x) > 0} ={x € B; D,vs(x) > 0}U{x € R"—B; D,vs(x) > 0}.
Como p(R™*—B) =0, segue que p({x € R*—B; D,v,(x) > 0}) = 0.Logo, basta estimarmos
a medida do seguinte conjunto, {x € B;D,vs(x) > 0}.

Ora, fixe k € N e defina

1

Cy = {x € B; Dyvs(x) > E}
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Claramente, Cy C B, logo, pelo Lema (2.1)),
1
EH(CK) <v(C) <v(B) =0.

Dai, u(Cy) = 0, para todo k € N. Portanto,

M&GBﬂ%wwbwD=u<GCQ=ﬂ.

k=1

Isso prova a afirmacao.

Por fim, temos para cada boreliano A C R™ que

V(A) = Ve (A) + V4 (A) = JA D,v dp+ vs(A).

2.4 Teorema da diferenciacao de Lebesgue

Nesta subsecao, denotamos a média de uma funcao f integravel sobre E C R™

J[Efdu:ﬁLfdu

A seguir temos um teorema poderoso e sua prova torna se simples com a

com respeito W, por,

uma vez que 0 < p(E) < 4o0.

matematica que desenvolvemos até aqui.
Teorema 2.27 (Teorema da Diferenciacao de Lebesgue-Besicovitch). Seja u uma medida
de Radon em R™ e f € Ll (R™ ). Entdo,

loc

lim fly)duly) = f(x)

r—0 B (X,T)

para quase todo x € R™, com respeito a \.

Demonstracdo. Para cada boreliano B C R™, defina

vH(B) = Jf*du,
B

v (B) = JB f-du

e para cada A C R™ qualquer seja,

v*(A) = inf{v*(B); A C B, B ¢ boreliano}
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v~ (A) = inf{v"(B); A C B, B é boreliano}.

Claramente, v e v~ sdo medidas de Radon. Além disso, temos que para todo

A C R", tal que u(A) =0 tem se que
vH(A) = J ffdu =0,
A

e 0 mesmo vale para v—. Portanto, vV < pe v < w. Logo, pelo Teorema da Diferen-

ciacao para Medidas de Radon segue para todo A C R™ pu-mensuravel que

vi(A) = J D,vidu = J frdp
A A

e
v (A) = J D,v du :J fdu.
A A
Dai segue que
J (f" =Dy )dp =0 VA C R", p-mensuravel.
A
Portanto, f* = D,v*, p-q.t.p.. De maneira analoga temos que f~ = D,v~, p-q.t.p..
Logo,
li fdu Ii 1 (J frdp J f‘du)
im = lim— —
=0 B(x,r) =0 H(B(X,T)) B(x,r) B(x,r)
| 1 ) )
= 11_1>%m [V (B(x,1)) — v (B(x,1))]
= D,v'(x)—D,v (x)
= f"(x)—f(x)
= f(x),
para quase todo x € R™ com respeito a L. [ |

Corolério 2.5. Seja p uma medida de Radon sobre R™, 1 <p < oo e f € L] (R™u).
Entao

lim If —f(x)|[Pdu =0, (16)

r—0 B(X,T)

para quase todo ponto x € R™, com respeito a .

Demonstragao. Seja {ri}i°; = Q. Temos pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesque-
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Besicovitch que para cada 1,

lim [f —ri|Pdu = [f(x) — 7P, Vx € R"—Aj,

r—0 B (X,T)

onde p(A;) =0.
Seja A = [J2; Ay, claramente, p(A) = 0. Logo, dado x € R™ — A, temos que

lim |f — Ti|pd}l = |f(X) — Ti|p, VieN.
r—0 B(X,T’)
Assim, fixemos x € R— A e ¢ > 0. Tome 1; de modo que

13
e &
If(x) — 1y <2p.

A escolha desse 1; é possivel por causa da densidade de Q em R. Portanto,

} F—foPdp = £ fF—m— (fx) = rPdn
B(x,r) JB(x,1)
< 1 (f—m+1f0) —mhrdu
-AB(X,T)
< 1 =m0 —rP)dn
JB(x,r)

_ (]f If—nlpdu+][ If(X)—nlpdu)
B(x,r) B(x,r)

€
< 2! (][ If —riPdu + —) )
B(x,r) 2p

Assim,

lim supJ[ If — f(x)Pdp < lim 2P~ (J[ If —riPdu+ i) < E.
r—0 B(x,r) r—0 B(x,r) 2

Logo, limsup,_,, :FB(H) If — f(x)/Pdn = 0, uma vez que ¢ > 0 foi arbitrério.
Evidentemente, lim inf,_, fB(x . [f —f(x)[Pdu > 0. Dali,

lim [f —f(x)|Pdu = 0.
r—0 B(X,T)
[

Definicao 2.31. Os pontos para os quais valem sao chamados pontos de Lebesgue

de f com respeito a W.
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Corolario 2.6. Se fe ¥

loc

(R™) para algum 1 < p < oo entdo,

1i f—f(x)[Pdy =0
Bll?g}][; (x)Pdy

para quase todo x € R™ na medida n-dimensional de Lebesgue.Onde o limite é tomado

sobre todas as bolas fechadas que contém x com diam(B) — 0.

Demonstracao. De fato, seja xo um ponto de Lebesgue de f e {By}{2; uma sequéncia de
bolas, Bx = B(ax, k), tais que xo € (oo Bk e diam(By) — 0. Defina dy := diam(By),
keNe By = B(xo, di).Observe que dado y € By,

Ixo —yl < Ixo — al + lax —yl| < 2y = dy,

uma vez que Ty = dT. Portanto, para cada k, By C B,. Assim,

1 1
S Jy 1)~ Oy < g [ ) = fxoiay
(

dTl
(1) 5 By

_ zn][@k [f(y) — f(xo)ldy.

Dai, pelo Corolario anterior,

hmsupjf 1F(y) — F(xo)ldy snmsupz“]f f(y) — f(xo)ldy = O.
By

k—o0 k—o0 "

Certamente, lim infy_,. :FBk If(y) — f(xo)|dy > 0. Dessa forma,

lim + [f(y) —f(xo)ldy =0,

k—o0 Bk

donde segue o desejado. |

Corolario 2.7. Seja E C R™ L™-mensurdvel. Entao,

. LMB(x,7)NE) N
11_1% BT 1, x ek, LMq.t.p.

i LMBT)NE)
o LY (B(x,1)

—0, XxER"FE, L' qtp.

Demonstracao. Defina f :=xg e aplique o Teorema da diferenciacao de Lebesque. [

Definicao 2.32. Seja E C R™. Um ponto x € R™ é dito um ponto de densidade 1 para
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E, se

. L"(B(x,T)NE)
lim

B

e é um ponto de densidade 0 para E se

b LB T) N E)

B

Definicao 2.33. Seja f € L] _(R™). Entao,

loc

Fx) = lim,_,o JEB(x,r) f(y)dy, se este limite é finito.
0, caso contrdrio.

€ a representacao precisa de f.

1

Esta ultima definigao, recupera a nogao de valor pontual de uma fungao L.

Em particular, ela é quem melhor representa a classe de equivaléncia f € L] (R™).

2.5 Limites aproximados

Definicao 2.34. Seja f : R — R™. Dizemos que L € R™ ¢é limite aprorimado de f
quando Yy — X € escrevemos,

ap lim f(y) =1

Yy—x

se para cada € > 0,
L LMNBO,T) N~ U > €]

T—0 LM(B(x, 1))

Portanto, segue da definicao que 1 é o limite aproximado de f em x, se para

=0.

cada € > 0 o conjunto dos pontos onde |f — 1] > ¢ tem densidade O.

Teorema 2.28. O limite aproximado € unico.

Demonstracao. Seja f: R™ — R™, dado x € R™ suponhamos por absurdo que existam
L, € R™ 1; # 1, tais que
ap lim f(y) =1

y—ox
ap lim f(y) = L.

y—x

Dai, para todo ¢ >0

LMB(x,1) N{[f — | > ¢€})

lim =0

T— L™(B(x,

o Ban it iz o) (17)
lim =0.

=0 En(B(er))
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Entao, tome ¢ = H]Z;IZI note que dado y € B(x, )

3e =L — Ll < f(y) — Ul +f(y) — Ll
Logo, se |f(y) — L] < € entao,

3¢ < Ifly) =Ll +Ifly) — L
< e+ Ifly) — Ll

Dessa forma, |[f(y) — 15| > 2e. De maneira similar se |f(y) — 1| < €, temos que
If(y) — L] > 2¢e. Assim,

B(x,r) C{If — L] = 2e} U{If — L > 2¢}.

Em particular
B(x,7) C{If =Ll > e} U{lf — Lo[ > e}

Donde segue que
B(X)T) = B(X,T) ﬂ{’f_ l1| > E}U B(X)T) m{hc_ 12‘ > 8}-
Entao,

LYB(x,7)) = LTBx, 1) N{lf =Ll = e UBX,v) N{[f — L] = e})
< LB, 1) N{If =Ll = e}) + LM(Bx,v) N{If — L = €}).

Dividindo a desigualdade acima por £L™(B(x, 1)), vem que

LrBx, ) N{If =Ll =€)  LMBx, 1) N{If — L[> ¢})

1<
B L (B(x,1)) L (B(x,1))
Fazendo 1 — 0, temos por um absurdo. Logo, 1; = 1,. [ |
Teorema 2.29 (Algumas propriedades do Limite Aproximado). Se-

jam f,g: R™ — R™ tais que em x € R™ os limites aproximados nesse ponto sao respec-

tivamente, L e M. Entao,

(Y ap lim[fly) + gyl =L+ M
(ii)Se m =1 entao ap lim f(y)g(y) = LM
y—x

(iii)Sem =1 e f < g em R" entio, L < M.
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Demonstracao. Precisamos mostrar que para todo € > 0

iy £ BO6T) O {f + g — (L+ M) = e})
1m

o £7(B(x, 7)) =0

Com efeito, temos por hipotese, que dado € > 0

L(B(x,r) N{lf —L)[ > 5})

T T
’ L LB N9 =M= 8D

=0 L (B(x,71))
Tome y € {|{f + g — (L + M)| > ¢}. Entdo,

e=If(y) +g9ly) — (L+M)| <If(y) —LI+1Ig(y) — M|

Se [f(y) — L < % entao,

€< §+ 9(y) — M.
Logo, [g(y) = M| > 5. Assimy € {l|g — M| > 5}. De maneira andloga, vem que se
lgly) —M| < % entao y € {|f — L| > 5}. Portanto,

(f+9—(L+M)I > e C{If—L)| > S)Ullg— M) > 3.

N o™

Dessa forma,

LB N{f+g-(L+MI>e)) _ LYBOoT)N{f—L) =3}
LM B(x,1)) - LrB(x,1))
Lr(B(x,r)N{lg—M)[ = 5})
LM (B(x,1)) '

Entao, fazendo r — 0, segue a prova de (i).

Para (ii) queremos mostrar que dado ¢ > 0,

. LM(Bx, 1) N{lfg —LM| > ¢})
lim

3 £7(B(x, 1)) =0

Seja y € {lfg — LM| > &}, logo,

e < [f(y)gy)—LM| = [f(y)g(y) +fly M—f(yyM—LM| < [f(y)llg(y)+M|+IM]|f(y)—L|.
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Observe que se y € {|f — L| < 57—}, temos que

|M|+1

3
[fy)l=If(y) —L+LI < m + L],

em particular,

o™
IN

f(y)llgly) + Ml + MlIf(y) — L]

13
< (m + |L|) lg(y) — M| +

IM[e
2(IM|+1)°

Dessa forma, com célculos simples

e(IM] +2)
e+ 2IL(IM]+1)°

lg(y) — M| >

(IM|+2)
Entdo, y € {lg—M| > W}

De maneira similar, fazendo as mudangas necessérias, temos que se y € {|g —

e(IL|+2)
M| <3 \L|+1 s entao, Yy c {If =LI > W} Portanto,

{Ifg—LMlze}C{lf—L|2 e(ILf +2) )}U{|9—M|Z e(IM| + 2) }

€+ 2IMJ(IL] + 1 e+ 2ILI(IM] + 1)
Dali,
. LMB(x, 1) N{lfg — LM[ > ¢})
lim =0.
=0 L (B(x,1))
Por fim, mostraremos (iii). Suponha por absurdo que L > M entao, tome
€ = %. Pela escolha do ¢, temos que L — ¢ > M + €. Agora, observe que x tem

densidade positiva em {|f — L| < €} e 0 mesmo é verdade em {|g — M| < €}. Assim, se

y € {|f — L| < ¢} temos que

Ifly)—Li<e & —e<fly —L<e
& L—e<fly)<e+ L,

em particular, f(y) > M +¢. Esey € {|g— M| < ¢}, de maneira analoga, vemos que
g(y) < M + ¢. Entao,

{f-L<eullg—Ml<etCc{f>gt=0

Absurdo! Logo, L < M. [ |

Gostariamos de ressaltar que em (iii) do teorema acima, poderiamos enfra-
quecer as hipoteses, ao invés de pedirmos f < g em R™, poderiamos pedir que a densidade

de x em {f > g} seja 0. A demonstragao é identica a essa apresentada e o absurdo seria
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que a densidade de x em {|f —L| < e} U{|g — M| < ¢} iria ser nula. Contrariando as
hipéteses sobre f e g.

Definicao 2.35. Seja f: R™ — R. Dizemos que L € o limite superior aproximado de f
quando Yy — X, escrevemos,

ap limsupf(y) =1

Yy—x

sel € o infimo de todos os numeros reais t tais que

LM (B(x, 1) N {f > )

li =0.
ro LhB(,T))
De maneira similar,
ap liminf f(y) =1,
y—x
se L € supremo dos t reais tais que

. LM(B(x,r)N{f < t})
lim =0.

=0 LY(B(x,7))

Definicao 2.36. Dizemos que f: R™ — R™ ¢é aprorimadamente continua em x € R™ se

ap lim f(y) = f(x).
y—x
Teorema 2.30. Seja f: R — R™, f ¢ L™-mensurdvel se, e somente se, T € aproxima-

damente continua a menos de um conjunto de medida L™ nula.

Demonstracao. Seja f: R™ — R™ L™-mensuravel.

Afirmacgao: Existe uma familia de compactos disjuntos {K}$2; tal que

c (RH—DKi) =0
i=1

e flx, € C(Ky), para cada i.
Prova da Afirmacao: Para cada m € N seja B,, := B(0,m). Considere flg,, pelo

Teorema de Lusin, existe K; C By tal que £"(By — K;) < 1 e flx, € C(K;). Olhando
para flg,_k, existe K; C B, — K; tal que £*((B, — K;) — K;) = L*(B, — Ky UK;) < % e
fl, € C(Ky).

Entao, para m > 2 existe Kny1 C B — U, Ki tal que flg, , € C(Kni) e

m+1

m m+1
1
cr ((Bmﬂ —Um) —KmH) =L (Bmﬂ -U Ki> <7
i=1 i=1
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Assim, fazendo m — oo, vem que

o (s 0x) -
i=1

e flx, € C(Ky), parai=1,2,.... O que prova a afirmacao.
Agora, observe que a menos de um conjunto de medida L™ nula, se x € K;
entao,
lim LMB(x,1) —Ki) — lim LMB(x,r) N (R™—K;)) . (18)
r—0  L(B(x,T1)) 0 LMB(x,1))

Defina
A:={x € R"; x € K;, para algum i e se verifica}.

Por construcao, LM(R™ — A) = 0. Se x € A entdo x € K; para algum 1 e é vélida.
Seja ¢ > 0 pela continuidade de flx,, existe & > 0 tal que para todo y € B(x,8) NKj,

If(y) —f(x)] <e.
Dai para 0 < r < & temos que
B(x, ) N{lf — f(x)| > e} C B(x,1) — Ki.

Logo,
. LMBx, 1) N{lf — f(x)| > €})
lim

=0 L(B(x, 1))

pela arbitrariedade do € > 0

=0

ap lim f(y) = f(x).

y—x
Agora seja f : R™ — R™ aproximamente continua a menos de um conjunto de
medida £™ nula. Suponhamos sem perda de generalidade que o conjunto dos pontos onde
f nao é aproximadamente continua seja vazio. Pois, do contrario, definiriamos g := flgn_a,
onde neste caso, A denota o conjunto dos pontos onde f nao é aproximadamente continua.
Com isso, seja W C R™ aberto. Se W N f(R") = @ nao ha o que fazer, pois
(W) = @. Caso contrario, dado ¢ > 0 mostraremos que existe um aberto O, tal que

f
fT (W) C O, e

L0, —f (W) <.

Com efeito, suponhamos primeiro que f~'(W) ¢ limitado. Dado & > 0 para

cada x € f (W)
Y LM(B(x, ) N{|f — f(y)| > e}
im

3 C(B(x, 1) =0
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Entdo, para cada x € (W) existe 0 < 1, < ¢ tal que

LYB(x, 1) N{[f = f(y)l = e}) < ear(n)ry.

X

Dessa forma, a famiilia {B(x, Tx)}er-1w)¢ uma cobertura para f~'(W). Seja

1
To== sup Ty. Entdo, 9f (W) C U B(x,10)). Dessa forma,
)

2 ertiw) x€df-1 (W

f~1(W) C U B(x,m) | U U B(x, 7o)

xef~1(W) x€of—1(W)

N1

pela compacidade de f~1(W) existe uma familia finita de bola {Bi};_;,

B; = B(xi, 1;) dessa

cobertura tal que
Ny
(W) c | B

i=1

Claramente, {Bi}{\‘:‘] ¢ uma cobertura para f~'(W). Entdo pelo Teorema da
cobertura de Vitali existe uma familia enumerdvel de bolas disjuntas de {Bi}]i\’;], isto é,

{Bi}?‘:ﬂ, de modo que
Ny N>
U Bi C U B(Xi, 5?1).
i=1 i=1

Ny
Defina entao O, := U B(xy, 51;). Como

i=1

Ny
UBin{y e W; If(y) — f(x)| > e} € £ (W)

i=1
segue que

N
0. — (W) € 0. = [ JBin{y € Wi If(y) — f(x)| = ¢}.

i=1

Dessa forma,

i=1

Ny
LMO0.—f (W) < LMO0)—L" <U Bin{y e W; [f(y) —f(x)| > £}>

< £"(O0.)
N2

< Zoc(n)S“r{‘
i=1

< Ce",

onde C := a(n)5™N,. Portanto, se f~'(W) é limitado entdo 6 mesmo é L™mensurével.
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Agora suponha f~' (W) nao é limitado, defina para cada i
A =1 (W) NnB(0,1).

cada A; ¢é limitado segue pelo caso anterior que A; é L™mensurdvel. Entao
(0,0
' w) =JA
i=1

é LM-mensurdvel. [ |

1

loc (R™) entao, todo ponto de Lebesgue de f € ponto de conti-

Proposicao 2.1. Seja f € L

nutdade aproximada.

Demonstracao. Seja x € R™ ponto de Lebesgue de f e ¢ > 0,

LMB(x, 1) N{f —f(x)[ = ¢})

el
= 14
LB, 1) LB S s
1 1J
< 0= [f(y) — f(x)|d
LMB(x, 7)) € Jpmnf—tx)i>e} ) b
1
< —][ () — f(x)| dy,
€ JB(x,1)
fazendo r — 0 vem o desejado. [ |

2.6 Teorema da representacao de Riesz

O teorema da Representacao de Riez é um resultado crucial para o estudo das
Fungoes de Variacao Limitada (BV).
Lema 2.3. Seja u uma medida de Radon em R™ e f : R* — R uma funcao w-mensurdvel

com suporte compacto no R™. Entao,
A={f"(x); u(f'(x)) >0, x € R}

é enumerdvel.

Demonstragao. Defina para cada j € N,
Ay ={f""(x); x e R, u(f'(x)) € (277, 2]},

Afirmacao: A4; ¢ finito.
Prova da Afirmacao: Fixe j € N e suponha por absurdo que Card(.A4;) = co. Observe
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que

f71(X]EA)’
= Y ulf'x), (F'x)Nf(y) =g, Vx,y distintos)
f*](X)G.Aj

> Card(.Aj )27”] .

Contradicao! Uma vez que pu é uma medida de Radon, a medida p de qualquer compacto

¢ finita. Portanto, A; ¢ finito. Em particular, A ¢ enumeravel, pois,

A:UA]

j=1

o0

Teorema 2.31. Seja L: C.(R™;R™) — R um funcional linear tal que
sup{L(f);f € C.(R™R™), |f] < 1, spt(f) C K} < o0 (19)

para cada K C R™ compacto. Entao existe uma medida de Radon w sobre R™ e uma
fung¢ao w-mensurdavel, o : R™ — R™ tal que
(1) |o(x)| =1 quase sempre com respeito a W,
(il) L(f) = [ga T o du, para toda f € C.(R™R™).
Definicao 2.37. Chamamos w de medida de variacao definida para qualquer aberto V C
R™
1(V) = sup(L();f € Co(R™R™), [f] < 1, spt(f) € V}. (20)

Demonstracao. Seja i como na definicao acima e definamos para A C R™ arbitrério:
w=inf{u(V);A CV, V.C R" aberto}. (21)

Mostraremos que p é uma medida. Com efeito, seja V e {Vi}{°, aberto do R™

de modo que

VC G Vi.
i=1

Tomemos g € C.(R™R™) tal que |g| < 1 e spt(g) C V. Da compacidade do

spt(g) existe k € N tal que
K

spt(g) C U V;.

i=1
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Por outro lado, seja {¢;}¥ ; uma sequéncia finita de funcoes suaves tal que

spt(G) C Vi, com 1 <j<ke Zj:] G =1, em spt(g). Logo, podemos escrever g como

k
g=> 9§
j=1

assim,
K
Zgg |—|ZL 9G)| < Z (9G)l.
Note que para cada j € 1,...,k, tem se
n(V;) = sup{L(gG;); ¢ € C(R™R™)IgGl < 1, spt(gg) C Vi)
donde,

k k [e'9)
SZ %SZl <)_mv)

logo, tomando o supremo com respeito a g, no lado esquerdo da desigualdade acima,

temos que

u(V) <) u(vy). (22)

Agora, seja {Aj}l?’; uma sequéncia arbitraria de conjuntos tal que

o0
Ac A
j=1
Fixemos € > 0, e escolhamos abertos Vj tais que A; C Vj e

€ .
(V) < pA; + 5> bara cada j,
assim,

o0

pA) < ulJA) S hUW € Y VI < Y mA)+) 5= niA) +e
i=1 i=1 j=1 i=1

i=1
Com isso, mostramos que g é uma medida.
Seguiremos a demonstracao mostrando que g é uma medida de Radon. Para

isso, é preciso mostrar que i é uma medida borel regular, e que para cada K C R™ com-

pacto, tem se w(K) < oo. Primeiro, provemos que p é uma medida boreliana.
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Com efeito, sejam Uy, U, C R™ abertos tais que dist(U;, U;) > 0. Logo, tendo
em vista a medida definida em (20), pois U; e U, sao abertos,

(U UUy) < p(Uy) + p(Uy). (23)

Queremos mostrar a igualdade. Para isso, tomemos f € C.(R™R™), |f| < 1
e spt(f) € U; U U; e sejam ¢, 1 = 1,2 fungdes suaves com spt(G) C Ui, |G < 1 e
G+ G = 1. Logo,
f =14 + f(,.

Assim,

w(ly Uly) > L(f) = L(fG) + L(fG) > pu(Uy) + u(Uy).

Dai, e de (23), a igualdade segue.
Agora, dados Ay, A; C R™ arbitrérios, tal que dist(A,A;) > 0 temos que

WA UA) < u(Aq) + 1(Az). (24)

Mostraremos que vale a igualdade. Para isso, seja ¢ > 0, e V C R™ aberto, tal
que At UA; C Ve
(AT UAZ) < u(V) +e.

Seja r = d(Aq,A;) > 0. Logo, definamos

WeUs(l) o w-Us(e)

XEA, XGAZ

e tomemos V; = V;NV, i = 1,2, que sdo abertos com d(V;,V,) > 0 e V; C V. Desta
forma,

w(Vi) + (Vo) = u(ViuVa) < (V) S u(AtUA;) + ¢

fazendo ¢ — 0, temos que
(Vi) + u(V2) < w(ArUA,).

Dai e de a igualdade segue. Portanto, pelo Critério de Carathéodory p é uma medida
de Borel. Além disso, por , i é uma medida Borel regular. Pois, dado A C R™ existem
abertos Vi com A C Vi, de modo que Vi1 C Vi e

W(A) < WOV < (V) +
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Logo,
1
. . o < w1
B HA) = g wlV) < i wIA) < iy
Entao,
u(A) < () Vi) < m(A).
k=1
Assim,

Por hipétese, temos que para cada K € R™ compacto, u(K) < oo. Portanto, u é uma
medida de Radon.
Nosso préximo passo, € introduzir um objeto que sera necessario para a conti-

nuar a prova do teorema e provar umas propriedades do mesmo. Logo, considere
CL(RY) = {f € C.(RY); > 0}
e para toda f € CI(R"), definamos:
A(f) = sup{[L(g); g € Cc(R™R™), |g < f}. (25)

Note que dadas fy,f, € C/(R"M), tais que f; < f;, temos que A(f;) < A(fy) e
para todo ¢ > 0 e f € C/(R") segue que A(cf) = cA(f). Agora iremos mostrar que dadas
fi,f2 € CJ(R"),

A(fy + f2) = A(fy) + A(f2). (26)

Com efeito, sejam g7,g; € C.(R™R™) tais que |gi] < f1 e |g2] < f. Temos

que
f1 4+ 2> lgil + 192 > |g1 + gal. (27)

Observe que podemos considerar L(g;) e L(g2) nao negativos. Pois, caso

contrario, tendo em vista a linearidade de L definiriamos, g7 = —g; e g2 = —@; e te-

riamos o desejado. Assim, olhando para (27)), tomemos supremo com respeito as g e ga,

com gq, gz € C.(R™R™) temos
A(f1) +A(f2) < A(fy + f2). (28)

Por outro lado, tome g € C.(R™R™) tal que |g| < f;+f;, e defina parai=1,2

fig
gi = f1+ 1,
0 se f1 + fz =0.

se fi+f, >0,

Nao é dificil ver que g; € C.(R™R™) e se f; + f; > 0 temos que
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f1g fzg :gf1+f2 — g
f1+f, fi+1f f1+ 1,

Além disso, parai=1,2

gr +92=

f1+ 1
f1+ 1

f'lg
f1+ 1

’ < Ity it

g = ‘

Desse modo,

IL(g)l = IL(g1 + g2)| = IL(g1) + L(g2)l < [L(gi)l+ IL(g2)l < A(fy) + A(f2).

Tomando o supremo nas g temos que

A(fy 4+ 2) < A(f) + A(f). (29)

De e , segue a igualdade, para toda fi,f, € CH(R™).

Mostraremos agora que

A(F) :J faw fe CHRY). (30)

De fato, seja € > 0 e escolhamos

0=t <ty < - <ty =2fllt, teR

com 0 <t —ti; <eep(f't}) =0.

Note que a existéncia de tais t; é garantida pelo Lema (12.3)). Dessa forma, seja
U; = f'((tj_1,ji)), observe que U; é aberto e p(U;) < co. Como p é uma medida de
Radon JK; C Uj compacto tal que

H(U]—K)) j:],2,3,...,N.

<t
N
Além disso, existem fungoes g; € C.(R™R™) com |g;| < 1, spt(g;) C U; tal que

£

Lg)l = (W) —

tendo em vista a definicao de p.
Note ainda que, existem fungoes h; € C!(R™) tal que spt(h;) C U;, 0 < hj <1
e hj(x) =1 para todo x € K; U spt(g;). Entao,

£

Alhy) 2 [L(gi)l = k() — -



Como,
M) = sup{lL(g)g € C(RME™, Igl < hy)
< sup{lL(g) g € Cc(RNR™), |gl < 1, spi(g) € Uy)
= u(l)
segue que,
RIU) = 55 < Ah) < (W),

Doravante, seja

A= {x; f(x) (1 —Z]y(x)) > 0}.

Veja que pela continuidade de f, A é aberto. Agora considere as seguintes estimativas

N n
\ <f_fzhj.> o {mg)r; g € C.(RMR™), Ig] < (f—fzm> } .
i=1

j=1
A principio temos que

N
f(x) — f(x) Z h;(x) > 0 se e somente se x € A.
j=1

Logo,
N

N
f(x) — f(x) ) hi(x) = f(x) (1 -y m(x)) < [[fll=xa-
j=1

j=1

Em particular,

{g¢ CC(R“;Rm);f—fim} c {9 € CcRMR™Ig) < [l }.
j=1

Dai,

N
A (f_fz> < sup{|L(g)l;g € C.(R™R™), gl < [[fllreexat
=1

= Al[fllrexa)

[IfllLeeA(xA)

Il sup{|L(g)l; g € C.(R™R™),[gl < xa}

[IfllL sup{|L(g)l; g € C.(R™R™),[gl <1 spt(g) C AL

IN
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Logo,

N
A(f—fZ) < [[fllen(A)

< [lflleop (U j —spt(gy) UK)>
< ||f||LooZu j —spt(g;) UK;)
< |f||LooZu  — UK;)

3
< ey
=

= |Ifflioe.

Desse modo,
Af) = A <f+me —th,)
j=1 j=1
= A (f—me) +A (th,-)
j=1 j=1

N
ellflle + D A(fhy) (31)
j=1

IN

IN

N
ellflli + ) Aljhy)
=1

N
= ¢|[fllto + Z tA(hy)
j=1

IN

N
ellflle + > tu(ly)
j=1

Por outro lado, de ,
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Logo,

N

> 3 Altjh
J?

= ) taAlhy)

AV,

N

L
—
.
£

|
Z| ™
~—

= Zt] ”‘L th 1
Z tj,] },L(UJ) —tnE.
j=1

v

Por fim, observe que

Ztlm SJ fdu<Zt)u (32)

j=1

Multiplicando (32)), por —1, temos

N
— > tan(ly) > —J fdu > — Z tu(U (33)
j=1 Rn j=1
Além disso,
N N
> top(Uy) — tye < A(F Z ) + &llflloo. (34)
j=1

Logo, somando (33) com (34), vem que

Ztﬂu Ztlu —thsx(f)—J fdu<Zt]u Ztﬂu ) + el
R

j=1
entao,
N
j—1

> (-

N
Up) — tye < A() - jfdusz 0 )R(L) + el
j=1 R j=1
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assim,

Rn

N N
— (Z(t]‘ — ) w(ly) + tne + €||f||L°o> < A(f) —J fdp < Z(tj — t1)u(U;)

j=1 j=1

+ ellfllie + ety

e dai,

N

A= [l < 3= )l + e+ el
Rn j=1
N

= Z(t]’ — t ) u(U;) + 3e[fllie
P

N
< ) en(U) + 3ellflle

=1
< eplspt(f)) + 3|lflli=).

Pela arbitrariedade de € temos o desejado.
Usaremos isso para mostrar a existéncia da aplicagao p-mensuravel, o de R™

no R™ tal que
L(f) = J f-odu.

De fato, seja e € R™ com |e| = 1. Definamos
Ae : C.(RY) — R

onde f — A (f) = L(fe).

Pela linearidade de L temos a de A.. Além disso,

Ae(f)l = [L(fe)]
< sup{lL(g)l;g € C(RYRY), [g] < 1}

Af) :J fldu = [l

Claramente, |A(f) < [[flly, Vf € C.(R*). O teorema de Hahn-Banach garante

a existéncia de uma extensao para A.. Com isso, a estenderemos para LL(R“). Ou seja,
Ae:L(R") — R

onde f — A () = (fe).
Como A, € (LL(R“))’ , temos que existe pelo Teorema (12.20) uma fungao em
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L (R™), a denotemos por o tal que
Ae(f) = J foedp,  Vfe L (RY)(R").

Em particular, para toda f € C.(R").

Seja agora {e;}I*; a base canonica de R™ e f € C.(R™R™). Logo,

Lif) = L) <fe>¢)
j=1

|
.I\/]3

j=1

I
hE

}\_e](f ej)

—.
—_

(F- )00, dy

n

-
—_

|
.MB
;—5

= J Z(f- ej) o, dp
R 5
= J f-oduy,
onde 0 : R" — R™ dada por o(x) = (0¢, (X), Oc, (X)y ..., Oc,. (X)).

Por fim, mostremos que |o| = 1, quase sempre com respeito a . Com efeito,
seja U C R™ aberto e u(U) < oo. Por definigao,

w(U) = sup {J f-ody;fe C(R™R™),|fl < 1,spt(f) C U} .

Uma vez que o é p-mensuravel, podemos construir, usando o Coroléario 1 do
Teorema de Lusin, uma sequéncia {fJg2; C C.(R™R™) com spt(fy) C U e [fy| para todo
k tal que

fr -0 — |0

quase sempre com respeito a .
Como o] € LP(R"), temos que [fy - o] < [|o]l. Portanto, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada, segue que

J loldu = lim J fi - odu.
u k—o0 u
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Mas, para cada k,
J fi - odp < p(U).
u

Logo,
J loldp < p(U). (35)
u
Por outro lado, tomando f € C.(R™R™) e [f| < 1, spt(f) C U, obtemos que
J f-odp < J f-crdu‘ SJ If-(f!dpgj loldu.
u u u u
Assim,
(W < | Joidu (36)
u

Como p(U) = [, 1du, temos de e que
J |O'|dp.:J Tdp
u u
& J o] — 1du = 0.
u

Portanto, |o| — 1 = 0, ou seja, |o] = 1 quase sempre com respeito a L. [ |

Corolario 2.8. Seja L: C°(R™) — R linear e ndo negativo, de modo que
L(f) >0, vf e CO(R™), f > 0.

Entao, existe uma medida 1 de Radon sobre R™ tal que
L(f) :J fdu, vf e CZ(R"M).

Demonstracao. Seja K C R™ compacto e seja ¢ uma fungao suave com suporte compacto
em R™ com 0 < ¢ < le ¢ = 1 sobre K. Agora, dada f € C®(R") com spt(f) C K,
definamos

g :=[IfllocC— T >0.

Em particular, g € C(R"). Logo, avaliando g em L, temos que

0 < L(g) = L(lIfllcC — ) = [IfllooL(C) — L(f).

Portanto, L(f) < C||f||oc onde C = L((). Dessa forma, pelo Teorema de Hahn-
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Banach, podemos estender L para
L:C.(R") — R.
Além disso se |f| < 1, entao,
L(f) <C.

Logo,
sup{L(f); f € CZ(R™),[f] < 1,spt(f) C K} < o0.

Usando um argumento de densidade podemos exprimir o resultado acima para L. Com
isso, estamos nas hipéteses do Teorema ([2.31)). Portanto, existe uma medida p de Radon

e uma funcao o : R™ — R com |o| = 1 quase sempre com respeito u, tal que

L(f):J f.oody  Vfe CP(RM.

Pela hipétese, segue que 0 = 1. Dessa forma, temos o desejado. [ |

2.7 Convergeéncia fraca e compacidade para medidas de Radon

Definicao 2.38. Sejam p e {32, medidas de Radon em R™ Dizemos que py converge

fraco para w, denotamos por W, — W, se para toda f € C.(R™)

lim J fdpk:J fdu.
k—o0 n n

Teorema 2.32. Sejam W e {2, medidas de Radon em R™. Sdo equivalentes:

k—oo

(1) lim J fduy :J fdu para toda f € C.(R")
n RT\.
(1) limsup w(K) < u(K) para cada compacto K C R™ e li{n inf w (U) > w(U) para cada
k—00 —00

aberto U C R™.
(ii1) klim w(B) = w(B) para cada boreliano B C R™ com w(0B) = 0.
—00

Demonstracao. Facamos (1) = (ii). Com efeito, dado ¢ > 0 seja U C R™ aberto e K € U
compacto. Seja f € C.(R"™) tal que 0 < f <1, spt(f) c U, e f =1 em K. Logo,

w(K) :J fdu < J fdu = lim J fdu = limian fdu, < limian 1 duy
K n k—o0 n k—oo u k—oo u
= liminf u (U).
k—o0

Pela regularidade de p,

w(U) = sup{u(K); K C U compacto} < li{n inf e (U).
— 00
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Por outro lado, de p(K) = J Tdu < J f duy segue que
K n

limsuppk(K)gj fdp:J fdugj 1Tdp = p(U).
n u u

k—oo

Da regularidade de p vem que
w(K) = inf{u(U); K C U aberto}.

Entao,
lim sup p (K) < p(K).

k—o0
Agora facamos (il) = (iii). Seja B C R™ um boreliano limitado tal que
w(oB) = 0. Entao, sendo B° := int(B),

n(B) = u(B—B°UB) = u(B —B°) + n(B°) = u(B°).
Usando (ii), temos que

(w(B) = u(B°) < liminf py (B°) < liminf py(B) < limsup pux(B) < u(B) = u(BUIB) < u(B).

k—o0 k—oo k—00

w(B) = lim w(B).

k—o0
Por fim, (iii) = (i). Dado ¢ > 0 seja f € CT(R"). Seja R > 0 tal que
spt(f) € B(O,R) e u(0B(0,R)). Podemos garantir a existéncia desse R > 0. Observe que

da compacidade do suporte de f, existe um Ry > 0 tal que, spt(f) C B(0, Ry).
Afirmagao: A ={R > Ry; n(0B(0,R)) > 0} é enumeravavel.

Prova da Afirmacgao: Defina a priori, para cada q € Q N (R, o0],

Aq={q >R > Ro; u(0B(0,R)) > 0}

claramente, A = U Ag.
qu(R0,00]
Agora fixado g € QN (Ry, 00], seja para cada j € N,

Aqji=1{q >R >Ry 27 < u(dB(0,R)) < 2}.

Suponhamos por absurdo que Card(Ag;) = co. Entao,

u(B0,q) > | [J w@BOR) | = Y wBOR)> Y 27 =Card(A;)27".

REA, ; REA ; REA,;
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Assim, u(B(0, q)) = co. Absurdo! Pois, pu é uma medida de Radon. Logo, te-
mos que Card(Ay;) < co. Dessa forma, como Aq = U]- en Ag,j vemos que Aq é enumerdvel.
Em particular, A é enumeravel. O que prova a afirmacao.

Como A € R é enumeravel, temos que o mesmo possui interior vazio. Com
isso, se Ry nao é tal que w(0B(0,Ry)) = 0, entdo Ry € A. Entdo, existe um R > Ry
pertencente a uma vizinhaca de Ry tal que R € R — A. O que garante a existéncia do R
com a propriedade em questao.

Agora, tomemos 0 = tp < t) < t; < -+ < ty tal que ty = 2|[fl[Lo(rn) €
0 <ti—tig <eep(f'{t)) =0, parai=1,2,3,...,N. A existéncia desses t; é
garantida, pelo Lema (2.3)). Agora, defina para i > 2, B; := ' (ti_1, ti].

Afirmacgao: u(0B;) =0 parai=2,3,...,N.

Prova da Afirmacao: Note que

Bi = f'(tir,t)Uf '{t}
B = f'(tig,t)Uf'{t}
f ] = f 1 (tont) UF ' {to U {t

Dai,

Bi) = wu(f'(tin,t))
n(By) = p(f '(tig,t)
w(f 'ty ) = n(f (b, ).

Por outro lado, temos também que
w(Bi) = p(f i, til).

Como f'[t;_1, t;] ¢é fechado, segue que f~'[t;_1,t;] = f'[ti_1,t;]. Entdo,
w(B;) = u(f '"[tig, t;]). Pelas igualdades ja estabelecidas,

n(B;) = u(By),

donde vem que p(0B;) = 0.
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Prosseguindo, temos que

N

N
D tioam(B) < J fde <) tipu(Bi) + tiu(By)
i=1 R i=2

N

N
= Z tiou(By) < JRH fdw < Z titk (Bi) + t1 ke (B(0, R).
)

i=2
De maneira similar, vem que

N N
Z tiu(By) < J fdu < Z tiu(Bsi) + tin(B(0, R).
i=2 R

i—2
Entao,
N N
ZtH e (Bi) — tipn(Bi) — t1(B(0,R) < J fduk—J fdp < Ztillk(Bi)
i=2 R® R™ i=2
— tiu(By)
+ ti(B(0,R)
N N
— <Z tiu(By) — i (By) + 1 H(B(O»R)> < J fduk—J fdp < Ztillk(Bi)
i=2 R® R™ i=2

— tiou(By)
+ tim(B(O,R)

Passando o “lim sup” na desigualdade acima temos por (iii) que

N N
lim sup — <Z tiu(By) — tio e (By) + H(B(O»R)> = — (Z tip(Bi) — ti1u(By)
i—2 i—2

k—o0

+ tiu(B(0,R))

N N
lim sup Z tip(Bi) — tior(Bi) + t1(B(O,R) = Z tip(Bi) — tirp(Bi) + tin(B(0O, R).
i—2

k—o0 i—2
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Logo,

lim supJ fdu — J
Rn

k—oo Rn

N
f du‘ < Z tip(Bi) — ti1u(Bi) + tiu(B(O,R)
i—2

N
= Z(ti — tiq)ll(Bi) +t4 H(B(O» R)

i=2
N
< D en(B) + tin(B(O,R)
i=2
< en(B(0,R)) +en(B(0,R))
= 2eu(B(0,R)).

Pela arbitrariedade do ¢ > 0 temos que

. .
lim sup fdu — f du‘ =0.
k—oo JRn JRM
Assim,
. .
lim sup ( fduw — f du) =0.
k—o0 JRM JRN
Note que (iii) garante essa mesma estimativa para o “liminf”, isto é,
lim inf (J fdu — J f du) =0.
k—o0 n n
Entao,

lim J fduk:J fdu.
k—o00 n n

Assim, se f for continua com suporte compacto no R™ e nao negativa, temos
que (iil) = (i). Para o caso geral, seja f € C.(R") entao, note que f* e f~ também

pertence a C.(R™). Dessa forma,

n Rn

J f*—fduk—J f+—fdu‘
R‘I’l n

< J f+de—J f*du‘%—J fduk—J fdp‘.
RTL n n R'ﬂ
Dali,
lim sup J fdu — J f dp‘ =0.
k—o0 Rn n
Como
lim inf J fduk—J fdu’ > 0.
k—oo R n
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Temos que
lim J fdu = J fdu.
k—o0 R™ R™
O que finaliza a prova do teorema. |

Teorema 2.33 (Compacidade Fraca para medidas de Radon). Seja {2, uma

sequéncia de medidas de Radon em R™ tal que
sup i (K) < o0
para cada compacto K C R"™. Entdo, existe uma subsequéncia {iu };’; tal que
My — W
Demonstracao. Seja {fiJg2; um subconjuto denso de C.(R™) e suponhamos que

sup W (R") < oo.
K

Defina para cada j, x; = [, f1 dpj. Entéo fixado j

ol = ||+ duj‘ < | 101y < 1o () < e st 1 (BY) < 0. (37)

Logo, {xj}{2; ¢ uma sequéncia de niimeros reais limitada. Logo, existem a; € R

e uma subsequeéncia de {x;}{°; a qual denotaremos por {xj] }2y. De modo que x} — ay.

Evidentemente, {xj1 122, estd induzida por uma subsequéncia de {H/j})?i] a qual denotaremos
por {H)] =1

Se ao invés de considerarmos f; na construcao de x;, considerarmos f; e no lugar

de {p}%; considerarmos a subsequéncia {u} }2; obteremos seguindo o mesmo raciocinio,

uma subsequéncia {u]z}f; e um numero real a, tal que
fz dpz — 2
N j

quando j — oco. Indutivamente para k > 3 existe uma subsequencia {u}‘ 2 de {u}“@;’;

e um ay € R tal que a, tal que

fk d.l,l.}< — Qg
R™

quando j — oo.

Observe que, por construcao

J 4 dp,f — 4
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quando j — oo para todo k > 1. Mais geral,
J fi le,}< — Qi

quando j — oo para todo k > 1.
Dessa forma, definamos vj := },L; Fixemos ko > 1 entao, para j > ko, vj €

k .
{uj‘) 2, em particular,

J fko d\/j — Qy,

quando j — oo. Ou seja, dado k > 1,
J T d\/]' — Qg
RTL

quando j — oo.

Assim, construimos uma candidata a subsequéncia desejada. Caminharemos
para mostrar que {vj}fi] ¢é de fato tal subsequéncia.

Definamos, C := {fyJ32; e o funcional linear L : C — R onde fy, — L(fy) = ax.

Vemos, de maneira similar a (37), que

< J il At < [1Filee gy HER™) < sup bt (R™) [l .
R™ j

Fazendo j — oo temos que

IL(fi)l < CllfillLoomn)

onde C := sup; p;(R").

Entao, pelo Teorema de Hahn-Banach existe uma extensao para o funcional
linear L. Em particular, extenderemos o funcional L para o funcional L : C.(R") — R,
usando a densidade de C em C.(R"). Isto ¢, dada f € C.(R") temos que existe {fy;}?% C C

tal que fy; converge uniformemente para f. Entao defina,

L(f) == lim L(fy,).

j—o0

Pela desigualdade acima, isto ¢, |L(fi)| < Cl[fillie®n), temos que L estd bem
definido. Além disso,

[L(f)] = lim [L(fi)] < lim Clifygllioe(mn) = ClIflloo n).
j—o0 j—oo
Dessa desigualdade acima segue que para cada K C R™ compacto,

sup{L(f); f € C.(R™), |f| < 1,spt(f) C K} < 0.
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Entao, pelo Teorema da Representacao de Riez existe uma medida @t de Radon e uma

funcao o : R™ — R tal que |o(x)| = 1 para quase todo x € R™ com respeito a I, e

L(f) =J fddH:J fdu,
RTL n

para toda f € C.(R") onde p:= FLL

Afirmacao: v; — .

o

Prova da Afirmacao: Com efeito, seja f € C.(R"), por densidade de {fy}g2, existe uma

subsequéncia {fy, }3°; tal que fy, — f uniformemente. Em particular, dado ¢ > 0 existe
1o € N, tal que Vi > 1,

If — filliomny <€ e spt(fi,) C spt(f).
Fixado i € N temos para o mesmo ¢ > 0 existe um j, € N tal que Vj > jo

< €.

J fki de — Oy,

Tomemos Jo = max{iy, jo}, entao, para i,j > Jo, segue que

J dej—J fdu‘ = de]+J fkide_J fkide—J fdu’
n n JRn n n n
< (f — fki) d‘Vj + fki de —J f du’
JRn JRM n
< (f — fki) de + fki d'Vj —J fki d}l‘ + J (f — fki) du‘
JR™ JRn n n
= (f — fki) dV]’ + fki d\/j — Oy, + J (f — fki) d}l’
JRM JRn n
<l = i Moo ry V5 (R™) 4 € + J (f —fi.) dH’
spt(f)
< eC+ e+ |If — filleoomny(spt(f))
< eC+ e+ eu(spt(f))

e(C+ 14 u(spt(f))).
Pela arbitrariedade do € > 0

lim sup
j—o0

J fdv]-—J fdu' — 0.

Como f € C.(R") foi qualquer. Segue a afirmacao. Para o caso geral temos que nem
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sempre é verdade a restricao que fizemos inicialmente. Contudo, temos por hipdtese que
sup p(K) < oo
K

para cada K C R™ compacto. Com isso, defina para k=k,1 € N

1.
R LB(O 1

)

e use um argumento diagonal. |

Defini¢ao 2.39. Uma sequéncia {fi}32, em LP(U), 1 <p < oo converge fraco para f em

LP(U) escrevemos f, — f se

lim J frgdx = J fgdx
k—oo Jyy u

para toda g € LI(U), onde % + % =1,1<q< .
Teorema 2.34 (Compacidade fraca em LP). Suponhamos 1 < p < co. Seja {fi}p2, uma

sequéncia de funcoes em LP(U), U C R™ aberto, tal que
Sl;prk“Lp(u) < 0.
Entao, eriste uma subsequéncia {fi,};2; e uma fungao f € LP(U) tal que fy; — f em

Lr(u).

Demonstracao. Se U # R™ extenderemos cada fungao fy para ser 0 em R™ — U. Disso
podemos assumir sem perda de generalidade que U = R™. Além disso, podemos assumir
sem perda de generalidade que para cada k f, > 0, L™-q.t.p.. Caso contrario, aplicariamos

o que segue para f; e f,. Com isso, defina para cada k,
. n
W= L Lck

entao, para cada K C R™ compacto, note que

s (K) zj

_1 n _1
fio dx < [[fillr o £ (K) 7 SSliprkHLv(Rn)ﬁ (K)' 7.
K

Dali,
sup pi(K) < oo
K

para cada K C R™ compacto.

Assim, pelo teorema anterior existe {py }52 C {2y e p tal que

Hig — H
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quando j — oo.
Afirmagao: p < L™

Prova da Afirmacgao: De fato, seja A C R™ limitado tal que L™"(A) = 0. Fixemos ¢ > 0

e tomemos, V C R™ aberto limitado tal que A C V e L"(V) < e. Pela regularidade de
{1 J72¢ segue que

wA) < p(V) <liminf(V) = lim ian fi, dx
%

j—o0 j—o0

pela Desigualdade de Holder,

1
P
w(A) < liminf (J fr dx) (E“(V))P% < SupllkaILp(Rnﬁ]’%
j—o0 Vv ] k
pela arbitrariedade do € > 0, temos que w(A) = 0. Logo, segue a afirmacao.
Portanto, pelo Teorema da Diferenciacao de Medidas de Radon temos que
existe f € L] _(R™) tal que

loc

w(A) = L f dx

para todo A C R™ boreliano.
Afirmagao: f € [P(R").

Prova da Afirmacao: Com efeito, seja ¢ € C.(R"). Entao,

J @f dx :J ¢ dp = lim J @ dpy; = lim J Ty, dx
n n ) n J—00 Rn

— 00

pela desigualdade de Holder, temos que
1 1
P q
J @fdx < lim (J fl. dx) (J || dx)
n j—o0 Rn ) Rn

J of dx < supllfullan 9l

Ou seja,

0nde,%+%=1e1<q<oo.
Assim,

”fHLP(R“) = sup {J fo dx; @ € C(R"), ”(pHLq(R“)g]} < 00.
Rn

Afirmacao: fi; — f em LP(R").

Prova da Afirmacao: Sabemos que
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J fi; @ dx —>J fo dx
R Rn

para toda @ € C.(R").
Dada @ € C.(R") e ¢ > 0 existe g € LY(R") tal que

llo — 9||Lq(R“) < E.

Logo, tendo em vista a desigualdade de Holder,

J fkjgdx—J fgdx| < fkj(pdx—J fg dx| + J fi; (@ —g) dx
n n JR™ n R™
< fkj(pdx—J f dx|+ J f(@ —g)dx
JR™ n R"
+ fi; (@ — g) dx
JRn
< fiyodx — | fodx|+[lo — gllLan) (Il @n)
JRn JRn
+ SlliprkHLP(R“))
< fiyodx — | fodx|+ e(l[fllo@n) + sup [Ifullee @n))-
JRM JRM k

Passando o “limsup” vem que

lim sup
j—o0

J' fkjng—J' fng <E(Hf”[_p(Rn)+Sup”fk”]_p(Rn)).
n n k

Pela arbitrariedade do ¢ > 0. Temos que

lim sup J fi,g dx—J fgdx| =0.
j—00 n n
Entao,
lim J fi,g dx = J fgdx.
)—00 n n
Pela arbitrariedade da g € LY(R™) temos o desejado. [ |

2.8 Medida de Hausdorff

Definicao 2.40. Seja A CR™, 0 <s< o0, 0 < d < o0. Defina

H(A) := inf {i x(s) (diamT(Cj)>s; A C OC]’, diam(Cj) < 5}
j=1

j=1
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N

Tt

r(+1)
Assim, para A e s como acima, defina

. ComT': (0,+00) — R dada por, T(s) = [ exp(—x)x*" dx.

onde x(s) = o

HP(A) := lim H(A) = sup H(A).
5—0 5>0
Nés chamamos H* de medida s-dimensional de Hausdorff em R™.

Teorema 2.35. H® é uma medida Borel reqular, (0 < s < 00).
Demonstracao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 61. [ |

Teorema 2.36 (Propriedades Elementares da Medida de Hausdorff).
(i) H® € a medida de contagem,

(il) H' =L" em R,

(iil) H* =0 em R™ para todo s > n,

)
)
(iv)
)

HI(AA) = AHE(A) para todo A >0, e A C R™,
(v) H3(L(A)) = HS(A) para cada isometria afim, L : R™ — R", A C R".
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 63. [ |

Lema 2.4. Suponha A C R™ e H{(A) =0 para algum 0 < & < co. Entdo, H*(A) =0.
Demonstracao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 64. [ |

Lema 2.5. Seja ACR" e 0<s<t<o0.
(1) Se H¥(A) < oo, entdo H'(A) =0,
(i1) Se HY(A) > 0, entdo H*(A) = +o0.

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 65. [ |

Definicao 2.41. A dimensao de Hausdorff de um conjunto A C R™ ¢é definida por
Hdim(A) = 1nf{0 < s < o0 HS(A) = 0}

Teorema 2.37. H™ = L™ em R".

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 70. |

2.9 Férmulas da area e coarea

Definigao 2.42. Seja A C R™. Uma funcao f: A — R™ é chamada Lipschitz se eziste
C > 0 tal que
f(x) — f(y)l < Clx —yl
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para todo x,y € A. Além disso, se f € Lipschilz, definimos

X, yEA |X - yl
x#Y

Dizemos que f: A — R™ € localmente Lipschitz se para cada K C A com-
pacto, existe Cx > 0 tal que

f(x) — f(y)l < Cklx —yl

para todo x,y € K.
Teorema 2.38 (Extensao de fungoes Lipschitz). Seja A C R™ e f: A — R™ Lipschitz.
Entio existe uma funcdo f: R™ — R™ tal que

(i) f=femA,

(i1) Lip(f) < y/mLip(f).

Demonstracao. Inicialmente seja m = 1. Entdao, f : A — R é Lipschitz. Defina,
f:R™ — R dada por
f(x) := in/f\{f(a) + Lip(f)lx — al}.
ac

Se b € A, temos que
f(b) = in/{;{f(a) + Lip(f)[b — al}.
ac

Note que
f(b) < f(x) + Lip(f)[b — x|

para todo x € A. Entao
f(b) < inf{f(a) + Lip(f)/b — al}
aec

como f(b) € {f(b) + Lip(f)|b — al; a € A}, temos que

Logo, f(x) = f(x) para todo x € A.
Agora seja x,y € R"

f(x) = (ilrel/f\{f(a) + Lip(f)lx — al}
< nf{f{a) + Lip(f)(x =yl + Iy — af)}
< inf{f(a) + Lip(f)ly — all} + Lip(f)lx —y|

f(y) + Lip(f)}x —yl.
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Entao,

f(x) — f(y) < Lip(f)lx —yl.
De maneira similar, vemos que

f(y) — f(x) < Lip(f)lx —yl.

Logo,

f(x) —f(y) = —Lip(f)lx —yl.

Portanto,

If(x) — f(y)l < Lip(f)lx —yl.

Dai, Lip(f) < Lip(f).

Para o caso geral, seja f : R* — R™, f := (f;,f2,...,fn). Definamos f :=

(fi, 2y ..., fm) Isto é, parai=1,2,...,n
fi(x) = in/f\{fi(a) + Lip|x — al}.
ae

Sejam x,y € R", entao,

) = fY)P = > Ifilx) — fi(y)P
i=1
< ) (Lip(f) b —yil
i=1
< ) (Lip(f))*hx —yP’

i=1

= m(Lip(f))*x —yl*

Logo,
[f(x) — f(y)| < v/mLip(f)lx —yl.

Ressaltamos que neste caso geral, é imediato da construcdo que fla = f. [ |

Teorema 2.39 (Teorema de Rademacher). Seja f: R™ — R™ uma fungdo localmente

Lipschitz. Entao f € difencidvel em R™ a menos de um conjunto de medida L™ nula.
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 81. [ |

No ultimo capitulo desse trabalho, daremos uma prova para esse teorema uti-

lizando as ferramentas desenvolvidas nos préximos capitulos.

2.9.1 Aplicagoes lineares

Definicao 2.43.
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(1) Uma aplicacao linear O : R — R™ ¢ ortogonal se Ox - Oy = x -y para todo

x,y € R™
(i) Uma aplicagao linear S : R™ — R™ € simétrica se x-Sy = Sx-y para todo x,y € R™.
(iil) Uma aplicacdo linear D : R™ — R™ € diagonal se existe di,...,dn € R tal que
Dx = (dix1,...,dnxn) para todo x € R™.

(iv) Seja A : R™ — R™ linear. O adjunto de A € a aplicacao linear A* : R™ — R™
dado por x - A*y = Ax -y para todo x € R" ey € R™.
Teorema 2.40 (Decomposicao Polar). Seja L: R"™ — R™ wuma aplicagao linear
(i) Se n < m, existe uma aplicacao simétrica S : R* — R™ e uma ortogonal O :
R™ — R™ tal que
L=0oS.

(il) Se n > m, existe uma aplicacao simétrica S : R™ — R™ e uma ortogonal O :

R™ — R™ tal que

L=S00".
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 87. [ |
Definicao 2.44. Seja L: R™ — R™ uma aplicacao linear
(i) Sen <m, entdo L =0 oS. Definimos o Jacobiano de L por
[L] = [ det(S)].
(il) Semn > m, entdo L =S o O*. Definimos o Jacobiano de L por
[L] = [ det(S)].
Teorema 2.41. Seja L : R™ — R™ uma aplicacdo linear
(1) Sen <m entdao
[L]* = det(L* o L).
(il) Sen > m entao
[L]* = det(L o L*).

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 89.

Definicao 2.45.
(1) Sen < m definimos

Almyn) :={A:{1,...,n} — {1,...m}; A € crescente}.
(i) E para cada A € A(myn), definimos Py : R™ — R™ por

PalX1y.eoyXm) o= (Xm), . "»X)\(n))~
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Teorema 2.42 (Férmula de Binet-Cauchy). Sejan <m e L: R — R™ wuma aplicagdo

linear. Entao,

7= ) (det(Pyol))”.

AEA(MN)

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (7), pag. 90. [ |

2.9.2 Jacobianos

Seja f : R — R™ uma funcao Lipschitz. Sabemos que pelo Teorema de
Rademacher f é diferenciavel a menos de um conjunto de medida £™ nula. Em particular,
Df(x) existe L™q.t.p. e Df(x) é uma aplicacao linear de R™ sobre R™ para cada x € R",
L-q.t.p.

Definicao 2.46. Seja f: R™ — R™ uma aplicagao Lipschitz definimos o Jacobiano de
f, por
Jf(x) == [Df(x)].

2.9.3 Férmula da area

Teorema 2.43 (Férmula da Area). Seja f: R™ — R™ wuma funcdo Lipschitz, n < m.

Entao para cada A C R™ L™-mensurdvel,
[fgax=[ me@ne e
A m

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 96. [

Teorema 2.44 (Mudangas de Varidveis). Seja f : R — R™, uma func¢ao Lipschitz,
n <m, Entdo para cada g € L'(R™),

|, sartxia=] | ¥ gt @iy,
" R™ Ixer1(y)
Demonstrag¢ao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 99. [ |
2.9.4 Férmula da coarea

Teorema 2.45. Seja f : R* — R™ wma funcao Lipschitz, n > m. Entao para cada

A C R™ L™-mensurdvel,

J Jf(x) dx = J H™(ANTF ' (y)) dy.
A n

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 112. |
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Teorema 2.46 (Mudangas de Varidveis). Seja f : R — R™, uma funcao Lipschitz,
n > m. Entao para cada g € L'(R"),

gl (y)

é HV"™-somdvel, para caday a menos de um conjunto de medida L™ nula. E

| gborreoac=|

m

U g(x) d?—[“m(x)} dy.
~1(y)

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 117. [ |

Proposigao 2.2 (Coordenadas Polares). Seja g € L'(R™). Entdo,

J g(x)dx = J <J g d’H“1) dr.
n o \Jag(o,m

d J’ 1
— g(x) dx> = J gdH"
dr < B(0,r) 9B(0,r)

para cada v > 0, a menos de um conjunto de medida L' nula.

Em particular,

Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 118. [ |

2.10 Outros resultados preliminares

Teorema 2.47 (Particao da Unidade). Seja E C R™ e G uma cole¢ao de conjuntos abertos
U tal que E C Uueg U. Entao, existe uma familia F de fungoes f € C°(R™) ndo negativas
tais que 0 < f <1 e

(1) para cada f € F, existe U € G tal que spt(f) C U,

(il) se K C E € compacto, entao spt(f) N K = &, para uma quantidade finita de f € F.

(ii1) Z f(x) =1 para cada x € E.
feF

Demonstragao. Ver Ziemer (7), pag. 53. [ |

Teorema 2.48 (Gauss-Green). Seja U C R™ aberto limitado com fronteira Lipschitz e
@ € C'(W;R™) entdo

J dive dx = J @-vdH™!
u ou

onde v € o vetor normal unitdrio exterior a OU.
Demonstragao. Ver Evans e Gariepy (?), pag. 2009. [ |

Teorema 2.49 (Integracao por partes). Seja U C R™ aberto limitado com fronteira
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Lipschitzs e f,g € C'(U) entao

Xi

of og 4
gdx:—J f dx+J fgvi dH™
Ju 0x; u o ou

ondei=1,2,...,n.

Demonstrac¢ao. Aplique o teorema anterior pra ¢ := fge; onde e; é um vetor da base

canonica do R™. [ |
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3 FUNCOES DE SOBOLEV W'»

Defini¢ao 3.1. Sejam U C R™ aberto, f € L] (U) ei € {1,2,...,n}. Dizemos que

loc
1

gi € Li,.(U) € uma derivada parcial fraca de f com respeito a x; em U se,

o J

f—dx=—| gipdx (38)
Ju 0x; u

para toda @ € Cl(U).

Proposicao 3.1. A derivada parcial fraca é unica.

1

e (W), U C R™ aberto, possua duas derivadas parciais

Demonstragcao. Suponha que f € L

fracas com respeito x;, para algum i € {1,2,...,n}, digamos ¢; e g,. Claramente, por

B3).

J 91(de:J g2 dx
u u

para toda @ € C!(U). Isto é,
J (g1 —g2)edx =0
u

para toda @ € C!(U). Entdo, gi — g2 = 0 a menos de um conjunto de medida £™ nula.

Logo, g1 = g2, L™-q.t.p.. |
of
Se (38)), vale para cada i € {1,2,...,n} entdo escrevemos 3, — di e
Xi

of of of
Df=(—,—,..., —
(67(1 Toxy axn)
é o gradiente fraco da f.

Definicao 3.2. Seja 1 <p < .
(i) Uma funcdo f estd no espaco de Sobolev, o denotaremos por WP (U) se f € LP(U)

e as deriwadas parciais fracas de f, isto €, :—;, existem e sao funcoes LP(U), para
cada i €{1,2,...,n}.

(il) Uma fungao f pertence a W&;E(U) se f € WP (V) para cada V CC U.

(ii1) Dizemos que f é de Sobolev se f € WP (U) para algum 1 < P < oo.

loc

Muniremos WP (U) com a seguinte norma

1
P
Il = (J (1P + IDf/P) dx> L se T<p<oo
u

I[fllw1.00(u) = ess SLL1[p(|f| + |Dfl), se P = 0.
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3.1 Sobre densidade de funcoes suaves em W'P

3.1.1 O mollifier canodnico

Dado ¢ > 0 definamos U, :={x € U dist(x,0U) > ¢}. Definamos agora,

) <1
n(x):{ coxp (7). se I

0, se x| >1.

—1
onde ¢ = <J n(x) dx) . Em particular, seja parax € R e ¢ > 0
Rn

1 X
Ne(x) == —m (—) :
€ €
Nos referiremos a {N;}e~o como o Mollifier Canénico. Se f € L] .(U), defina

sobre U, f¢ :=n. % f, ou seja,
i = | nx-wfty) dy.

Teorema 3.1 (Propriedades da Convolucao com 1;). Seja {ne}eso definida com acima
entao:
(1) Para cada ¢ > 0, f* € C*®(U,).
) Se f € C(U) entao, f* — f uniformemente, sobre cada compacto contido em U.
(iil) Se feL? (u).
)

(W) para algum 1 <p < oo entao, f* — f em L},
Além disso, f¢(x) — f se x € ponto de Lebesque de f, em particular, f* — f a

loc

menos de um conjunto de medida L™ nula.

(v) Se f € W P(U) para algum 1 < P < oo entio para cada i € {1,2,...,n},

loc

of* of

=1, * — sobre U,.
o, Me . sobre U,
(vi) Em particular, se f € W&;E(U) para algum 1T < p < oo, seque que f¢* — f em
1,
WP (U).
Demonstracao. Fixe x € U, e escolha i € {1,2,...,n}. Seja e; um vetor da base canonica

do R™ e h € R, com |[h|] << 1 de modo que x + he; € U,. Logo,

ff(x +he) —f(x) 1 1 x+ he; —y X—y
v w2

R (e
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para algum V CC U. Observe que

o1 x +he; —y X—Y ~1Tom (x—y
gﬂ%h{“( € ) Tl( € )] e €

para caday € V.
Agora, olhando para o integrando em , temos que

1 x+hei—y X—y . naﬂﬂ _ .
Mn( : ) n( : )Hmyn = [er St (x—y + e ly)
ol aTon (x—y+0e
- |l (L )‘myn

< IDNltee (| f(y)]

para algum 0 € (0,1). Logo, o integrando em questao é controlado por uma funcao L' (V).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

N R T ) P

h—0 h h—0 €™ |y, h € €
- Jopmae () (7)o e
- | ey ay
= vg?(( —y)fly) dy

Ou seja,

€
) = | SEtx—yifly) dy.
Observe que esse argumento pode ser reproduzido para derivadas parciais de
f¢ de qualquer ordem. Portanto, isso prova (i).
Para provar (ii), tome V CcC U e W CC U tal que V. CC W cC U. Seja

x € V, entao,

= ] e (5 ey

<2
= — n f(y) dy.
en B(x,¢) € k b
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X p—
Fazendo z = —y, temos que
€

1
dz = —d
z=_dy,
Yy =X — €z,
lz] <1

Assim,

Dessa forma, usando o fato que j'B(O N n(x) dx =1, segue que

() = f(x) =

J n(z) f(x —ez) dz — f(x)
B(0,1)

J n(z) f(x —ez)dz — J n(z)f(x) dz
B(0,1) B(0,1)

< J N (z) [f(x — ez) — f(x)| dz.
B(0,1)

Da continuidade uniforme de f sobre W segue (ii). Doravante, seja 1 < p < oo e
f € LI .(U). Entao, tome V. CC W CC U, x € Ve 0 < ¢ << 1. Observe que para
1 <p<oo.

i (x)] < n(z) [f(x — ez)| dz
JB(0,1)

= M (Z)]P%JF%H(X —¢ez)ldz
JB(0,1)

= i ()" > M ()] [f(x — ez)| dz
JB(0,1)

p=1 1

(J [n(z)JW“’L‘)dZ)p (J n(2)|f(x—62)lpdz>p
B(0,1) B(0,1)

= (J n(z)|f(x —ez)P dz) ’ i
B(0,1)

Dessa forma, temos para 1 < p < oo que

IN

[f (x)P < L(o ) n(z)[f(x — ez)|? dz.
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Passando a integral sobre V com respeito a x, segue que

r

J If(x)[P dx < J N(z)|[f(x — ez)P dz dx
Y Jv s

= n(z)J If(x —ez)|P dx dz
JB(o,1) \%

< n(Z)J ()P dy dz
0,1) w

r

= f(y)lP dy.
JW

Por outro lado, dado & > 0 existe uma funcio g € C.(W) tal que |[f—gllirw
5. Observe que N x (f—g) = (N xf) — (e xg) = f* — g%, portanto da estimativa anterlor,

1= glloy) = (vaﬁ(x)—gs(xnv dx)p

< (J £(y) — g(y)P dy)”
w

= [[f —gllrow)
< b.

Com isso em maos veja que,

e —fllieyy = I —=g°+ g° —fllrv)
< I = gfllee vy + 1195 — fllee vy
< 8+lg° =g+ g—flliry
< 2641lg° = gllr (v

e por (ii) temos o desejado. Isto é a convergéncia uniforme de g quando ¢ — 0.

Agora provaremos (iv), seja x € U ponto de Lebesgue de f € L] _(U). Entdo,

o 2022
B(x,¢)

J l (" y)f lnn("_”>f(x)dy‘
B(x, E XE)E’ 3

1 -y
oy, () 1

—||n||LooJ Ifly) — f(x)| dy
B(x,¢)

[f(x) — f(x)| =

IA

If(y x)| dy

IN

- oc(n)llnllLooJ[B( 190~ 709y
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Logo,
lim sup [f¢(x) — f(x)| < 0.

e—0
Em particular, temos que lim ionf [f¢(x) — f(x)| > 0. Portanto,
e

lim [f*(x) — f(x)| = 0.

e—0

Como isso é verdade para qualquer ponto de Lebesgue de f, segue o desejado.
Por fim, seja f € Wf(;E(U) para algum, 1 < p < oo. Fixado i € {1,2,...,n}e
x € U, temos por (i), que

o) = j Me (o y)fly) dy
u

axi aXi
= | e yitiy) ay
u 0Yi
of
= | Nx—y)5s—(y)d
L Y o y)dy
of
= (Tla * a—yl> (x)
o que prova (v). Note que da regularidade da f, (iil) e (v), segue (vi). [ |

3.1.2 Resultados de aproximagao

Teorema 3.2 (Aproximacao Local por Funcdes Suaves). Seja f € WP (U) para algum
1 <p < co. Entdo, existe uma sequéncia de fungoes, {f,}2°; C WHP(U) N C®(U) tal que
f — f em Wi ,(U).

Demonstracao. Fixemos € > 0 e para cada k defina
1
Uy, = {x e U; dist(x,oU) > E} N B(0, k),
U, =@.

Seja entdo, para cada k, Vi = Uy — Uy e tomemos {G 52, uma sequéncia de fungoes

suaves tais que
GoeCP(Vi), 0< G <1, k=1,2,3,...

ick =1em U.
k=1

Observe que fixado k, f{, € W'P(U), uma vez que, dada @ € Cl(U), ei€{1,2,3,...,n}
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temos
0 [ 0
J b dx = | fl—b dx
u (] Ju x4
[ (Ckp) 0k
= f — d
Ju ( aXi aXi ¢ x
0
_ f (Ck@)d _J £ Ck(pdx
Ju o 0x;
of 0
_ _J Ck(pdx—Jf Ck(pdx
u 0x; u 0
of 0k
= — f d
Ju (aXiCk+ aX1> P
of of 0
Dai j = G pertence a LP(U), tendo em vista, a regularidade de f e (. Além

’ aXi E)xi aXi
disso, temos evidentemente que spt(f(y) C Vi parak =1,2,3,... eque f =Y 7, f{x em

U.
Por outro lado, seja {n;}c=o0 0 Mollifier Canénico. Em virtude das propriedades

da convolucao com 1, segue que existe ¢, > 0 tal que

[ spt(ne, * (fG)) C Vi,

(Ju e * (70) — TGP dx) <o (40)

(j Me, * D(FG) — D(FGP dx> < zik
u

=

\

Portanto, defina f, = Y 2, ¢, * (fx), por contrucao fe estd bem definida e f, € C*(U).

Logo, por ([40),

Ife = fllow = Jim ka (fC) — fl
Lp(U)
< hlelmk (FC) = Fullio
N 1
P
lim 3 (L Mey * (FG) — TG dx)
k=1
N
< L3

Pela arbitrariedade do ¢ > 0 temos que f, — f em LP(U) quando ¢ — 0.
De maneira similar, segue também que Df, — Df em LP(U) quando ¢ — 0". Portanto,
fe — f em W'P(U) quando ¢ — 0. [ |
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Dada uma f € W'P(U) sendo U C R™ aberto e limitado. Quando existe uma
familia de funcoes suaves até o fecho de U que converge para f em WP (U)? O exemplo

abaixo nos mostra que nao ¢ em todo dominio que podemos ter tal aproximacao.

Exemplo: Considere Q = {x = (x1,x2) € R? 0 < |xq] < 1,0 < x; < 1} e definamos

1, se x1 >0
u(x) =
0, se x1<0

u: Q — R dada por

Observe que dada ¢ € CL(Q), temos que

d e 9
J w022 (g ax = J Wy x2) 22 ;%) dxs
o) aX1 J-1Jo aX]

el pl a
= J u(m,Xz)a—(p(x] y X2) dx; dx;
0 X1

r0 1 a(p
+ J u(xhxz)a—(xhxz) dx; dx;
X1

rl 1a
— J 9P (x1,%2) dxr dxa

Jo Jo 0%
N

= (P(],Xz)—(P(O,Xz) dx,
Jo

= 0.

. ou . , ou .
Segue entdo, que g(xhxz) = 0 e de maneira andloga, g(xhxz) = 0. Entao, u €
1 2

WP (Q), para todo 1 < p < co e Du = (0,0).
Agora, suponha que dado ¢ > 0 exista P € C®(Q) tal que

e —Pllwieg) < e
Doravante, seja
L={(xn%x); =1<x<0,0<y <1} e R={(x1,x); —<x<1,0<y <1}

Por construcao, Q =L UR. Com isso, observe que

Jltl)ldx < J|¢—u|dx+J|u|dx
L L L
=0

< 1M I — ulle
= [ —ull )
< e (41)
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De maneira similar,

J IT—y|dx < J |1—u|dx—l—J lu—P|dx
R R R
=0
< 2RI e — Pl
= ||U—1|)||LP(R)
< e (42)

Em particular, por (42))

J]dx < J|]—ll)|dX+J|ll)|dX
R R R
< £+J|1|)|dx.
R

Entao,

Jltl)ldx > [L*(R)—c¢
R

= 1—c¢.

Agora, defina ¢ : [—1,1] — R dada por

1
blxi) = | Wi, dra
0
Note que existe a € [—1,0] tal que ¢p(a) < e. Pois caso contrério se para todo x; € [—1,0],
®(x1) > €. Entao,

0 0 0 1
€ =J e dx; SJ ¢ (x1) dx; :J J P(x1,%2) dx; dxy SJ [ dx
-1 -1 —1Jo L
que contradiz (41)).
Do mesmo modo, existe b € [0, 1] tal que ¢(b) > 1 — ¢, pois caso contrario,

isto é, se para todo x7 € [0, 1], d(x1) < 1 — ¢, temos que

1 1

d)(X])dX] SJ (] —8) dX] =1—c¢.
0

JRII)(X) dx = J] J1 W(x1,%2) dxa dx; = J

0Jo 0
Dali,
e sj 1 Plx) dx sj 11— p(x)] dx
R R

o que contradiz (42)).
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Por fim, tome 0 < ¢ < =. Logo, 0 < 1—2¢, e

2
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0<1—2¢e = 0<1—2e+¢(b)— Pp(b)
= ¢(b) —2e— ($p(b) —1)
< ¢(b)—2e+e, ( pois, d(b) >1—¢)
= ¢(b)—¢
< ¢(b)—¢(a), (pois, p(a) <e)
< [¢(b) — d(a)l
1 1
= J P(b,xz) dxg dx; —J Pla,x;z) dx dx;
0 0
N
S |1Jr)(b>X2) —ﬂ)(a,Xzﬂ dXZ
do
r1 b 0
= J —11)(7(1,7(2) dxq| dx;
JO a aX]
r1 rb o
< J —lb(Xth) dX] dXz
JOo a aX]
p-1 || 0
< 13(a,b) x (0,175 || 22
0%1 |t ((a,01 x10,1)
1|0
< o) ||
%1 [l1p (0
_ zr’pl' o
0x LP(Q)
- 0
= ZPp]'@—a—u , (pois,—uZO)
aX1 aX] P (Q) aX]
< ZPP;]E
Portanto, 1 — 2¢ < 25 €, 0 que implica em & > - Ferindo a arbitra-
2427

riedade do ¢ > 0.
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Definigao 3.3. Dadox e R™ er >0, Q(x,1) :={y € R™; [xi —yil <71 <i<n} denota

o cubo n-dimensional de lado 1.

Figura 3 — llustracao da defini¢ao de fronteira Lipschitz

\R

r %0
U

Graf(y
Q(Xq.rg)

A

€n

Rn—l
Fonte: Acervo proprio

Definicao 3.4. Seja U C R™ aberto limitado. Dizemos que a fronteira de U é Lipschitz
se para cada x € OU, existem v >0 ey : R™' — R Lipschitz tal que a menos de uma

rotacao ou reordenacao dos eiros

UNQx,m) ={y el y(y) <yatnQ(x,). (43)

Teorema 3.3 (Aproximagao global por fungoes suaves). Seja U C R™ aberto limitado
com OU Lipschitz. Entdo, se f € WP (U), para algum 1 < p < oo, ewiste uma sequéncia
(A, c WP (U) N C>®(U) tal que f, — f em WHP(U).

Demonstracao. Tomemos x € 0U, como 0U é Lipschitz existem r > 0 ey : R — R
Lipschitz tais que
UnQx,m ={y el v(y) <yt nQkx,1)

oUN Q1) ={y €l y=y"+v(ye) NQ(x,7).

Fagamos Q := Q(x,7) e Q' := Q <x, %) Seja f € W'P(U), a priori estudaremos f em
UnNQ(x,r). Em particular, suponhamos que f se anula numa vizinhagao de 0Q’ N U.

Agora, paray € UNQ’, ¢ >0 e a > 0. Definamos

Y =y + exen.

Afirmacgao: Existem ¢ << 1 e o« >> 1 que s6 dependem da geometria de U tal que
B(y%e) cUNQ.
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Prova da Afirmacgao: Da compacidade de oU N Q e continuidade da funcao y +—

dist(y, 0U N Q) existe xo € OU N Q tal que
dist(y%, 0U N Q) = Ixo — y°|.
Tomando 0 := <t(xo — Y,y — y°), temos pela Lei dos cossenos que

0<ly*— xolf = (xe)* + ly — xol? — 2aely — xo| cos(0)
en - (xo—y)

2 2
= — _2 _
(oce)” + [y — xol xely — xoloxe o —

= (oe)® + [y —xol* — 20ce(y(x4) —Yn)
< (ae)? + (Y& — xo| + xe)* — 20te(Y(x4) — yn)
= 2(oxe)? + 20ely® — Xo| + Y — Xol* — 2 (v (x§) — yn).

Dai adicionando —[y¢ — x,|* em ambos lados da desigualdade temos que
0 < 2(oee)® + 2aely® — xol — 20te(Y(x4) — Yn)-

. T, ,
Por outro lado, para obtermos y* € U N Q é necessario que oe < 5 isto é,

T . . T ..
¢ < ——. Em particular tomemos ¢ < min {r, 2—} Observe que com essa restri¢ao
x

estabelecida segue que
2 <er < reym.

Dal e do fato de [y® — xo| < Ty/1, temos que

0 < 2(ce)® +2xely® —xo — 20te(y(x4) — Yn)
< 20ferym + 2aeryn — 2ae(y(x)) — yn).

Entao,
20 ery/m > 2xe(y(x)) — Yn) — 2xeTy/ .

Portanto,
‘Y(X(/)) —Yn
o> ———————1.
T\/T_l
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Agora note que

Yol ZUn g Y =YOD e A Q)

TV/n rV/n
hy(xg) —v(y')l
< o — 1
_ i) = vty

V1
Lip(y)Ixy —y

i

< e
. Lipy)rvn
S
= Lip(y)

onde Lip(y) denota a constante Lipschitz de y.
Como queremos « >> 1 tomemos « > Lip(y). Observe que « e ¢ escolhidos
dessa forma, dependem somente da geometria da fronteira de U. Isso mostra a afirmacao.
Continuando com a prova do teorema, defina para auxiliar a seguinte fungao
g:uUNnQ" — UNQ dada por, y — ¢g(y) =y + xee, = Yy° com « e € como na
afirmagao. Dai, definamos paray € UN Q’,

fely) = (Mex1)(9(y))

Prova se de maneira similar as propriedades do Mollifier Canénico, que f. €
C®(UNQ’) e que f, — f quando ¢ — 07 em W'P(UN Q).

Observe que como f = 0 numa vizinhaga de 0Q’NU temos que para 0 < € <<
1, fe = 0 numa vizinhaga de 0Q’ N U. Dessa forma, estendamos fe =0 em U — Q".

De modo mais geral, note que para cada x € U exister, > 0ey, : R — R

T
Lipschitz. Em particular, oU C U Q (X, f) Como a fronteira de U é compacta segue
xeou

T
pelo Teorema de Borel Lebesgue que, existe uma quantidade finita de cubos Q <x, %) a

qual denotaremos {Q <xi, %) }?_1, tal que oU C QQ <x1%)
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Seja agora {(;}Y, uma familia de fungoes suaves tais que
0< ¢ <1,spt(¢) cUNQ (x%) Li=1,2,...,N.
0< G <1, spt(C) C U

N

> G=TemU.

[ i=0

Defina, f' := f(; para i = 0,1,2,...,N. Claramente, spt(f;) C UN Q (xlg) Fixemos
§ > 0 tomemos g':= (f'),, € C*(U) onde (f!),, é definida como anteriormente, de modo
que

. — Ty
pi(g) CUNQ (x5 ),
i g 5
19" = Flhwr (une(3)) < 28

Para i = 0, considere g° := f° x 1, note que como no teorema anterior podemos tomar
e << 1, de modo que g° € C.(U) e

llg°® — f0||w1,p(u) <

N[ o

Por fim, seja g = Zlo gi que por construcido pertence a C*(U). Agora

observe que

llg — f||whp(u) =

N . .
D (g =1
i=0

whp(U)

N
< Z 19" = Fllwrr
i=0

N
- ||go_f0||W]»P(U) +Z||gi_fi’||wl,p(u)
i=1

5
N_
NN

N on

pela arbitrariedade do & > 0 segue o teorema. [ |

3.2 Operacgoes classicas

Teorema 3.4 (Regra do Produto). Se f,g € W'P(U) N L>®(U) entdo, o produto fg €

WP (L) N L®(U) e
ofg  of d
g (99

aX'1 a aXi aXi ’

i=1,2,...,n.

a menos de um conjunto de medida L™ nula.
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Demonstragdo. Seja @ € Cl(U) com spt(@) C V CC U. Seja f*:=1, xf, g° :==n, * g.
Observe que fv fg%‘g dx = lim,_, fv 1“95%‘} dx, pois

dx <|[lf*'g® — fgllir (v

() (o)
ffgf—dx— | f d
Jv J 0x4 X Jv gaxi x

o
< fE E_f
_JVI g gl‘axi

0@
aXi

P (V)

Dai, e pelas propriedades do Mollifier Canonico,

lim sup J fegte dx—J fge dx| < 0.
e—0 \Y \%
Assim,
0 0
Jfg (de = Jfg (de
u aXi Vv aXi
0
= limJ fega—(p dx
£e—0 A% aXi
a fE €
= —limJ (g )(pdx
ofe og°
= —1li —g-+ = dx..
elil(l)Jv <axig + 'c)xi) ¢ ax
€ of
Agora observe que 3 gt — a—g(p, L™-q.t.p. quando ¢ — 0F. Como para ¢ << 1
Xq Xq
€
temos que |g°| < ||glloo, @ menos de um conjunto de medida nula, entao, gecp‘ <
Xi

of*
axi

l9lloll®llee. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado,

of* of
‘pd dx.
Jv axig ¢ X—>Jv aXiQCP X

Por um argumento anédlogo, segue que

0g° 0
J if*”(p dx —>J gf(p dx.
v 0

axi v OXi
Por fim,
0@ ) of* og°®
— € €
Jufgaxi dx Eg%Jv(aXig o a)q)(pdx
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f 0
g+f 9

pertence a LP(U). De fato,
axi aXi

Agora resta nos mostrar que

J of
u | 0%

1

P p

dx < oo,

g

ax < (ngwju

aXi

0
3 9 pertence a LP(U). Entao segue o desejado. [ |
Xi

Teorema 3.5 (Regra da cadeia). Se f € W'P(U) e F € C'(R) com F' € L*(R), F(0) =0
entio F(f) € WP(U) e

e de maneira andloga mostra se f

OF(f) of
— F(f
aXi ( )aXi

a menos de um conjunto de medida L™ nula.

Demonstragio. Seja @ € Cl(U), tal que spt(@) C V CC Ue f¢:=n, * f. Ora,

d d d
J F(r) <2 ax =J F(H) <2 ax :J lim F(£9) °2 ax.
u 0xq Vv Xi v €0 Xi

Note que F(f*) — F(f) pontualmente, pela continuidade da F. Além disso, como F €
C'(R) temos que

0

i

(%
aXi

(o
F(f)—
‘ ( )aXi

= [F(f*) — F(O)]

< |IF[lpoo () €

L (44)

- o
["sroa 2

0 i

Assim, pelo Teorema da Convergénca Dominada Generalizado,

JF(f)a(p dx = Jan(fE)a—‘pdx
u \%

aXi e—0 axi
(o
—_ N AN

-ty Fir15% o

o
= —limJ F/(f*)=— ¢ dx.

Observe que

of¢

Lice of¢
F()3

aXi '

Entao, pelo Teorema da Convergénca Dominada Generalizado,

(P‘ < F oo ry | @llLoo (r)

1

0 of¢ of¢ of
J F(f) (pdx:—lirnj F’(fE)—(pdx:—J lim F/(ff) —¢ dx:—J F/(f)=— ¢ dx
u 0x4 e—0 |y x4 v €0 Xi v 0xi

pela arbitrariedade da ¢ € Cl(U) segue o teorema. [ |

Ressaltamos que nas hipdteses do teorema anterior poderiamos retirar a exigéncia

F(0) = 0. Contudo, terfamos que exigir que £™"(U) < oco. Alterando entao a sentenca em
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([4)). Com efeito,

0@
aXi .

(o)
axi

(%
E)xi

(%
aXi

< [F oo r) T

= [F(f°) — F(0) + F(0)|

P
‘F(fe) = J F'(t) dt+F(O)H

0

Teorema 3.6. Se f € W'"P(U) entdo, f+,f,[f] € W'P(U) e

Df — Df em {f>0} L"-q.lp.
10 em {f<0} Lr-gtp.

Df- — 0 em {f>0} L"-q.tp.
| =Df em {f<O0} LM-g.tp.

Df em {f>0} L"-q.t.p.
Dlff=14 0 em {f=0} L"-qt.p.
—Df em {f<O0} L"-q.t.p.

Demonstracao. Fixemos € > 0 e definamos

(12 +e¥)2—¢, se T1>0.
0, se 1<0.

Note que F, € C'(R), uma vez que o ¢ corrigir a nao difirenciabilidade de

t— Vtna origem. Em particular, se r > 0

T

F/(r) = —(rz—l—ez)%'

Logo, F/(0) = 0 além de que F¢(0) = 0 e [|[F.|[ior) < 1. Portanto, F, é nas condicoes da
Regra da Cadeia. Assim, para toda ¢ € C!(U).

d of
J Fo(f) o2 dx = —J F/(f)~ @ dx.
u 0x; u

Entao,
f of

J <(fz—|—£2)%—e) 09 dx:—J ———@dx.
Un{f>0} 0x; un(r=0y (2 + e2)z 0%

Fazendo ¢ — 07,

d of
J 2P g = — J @ dx. (45)
un{r>0} 0x; i

Definindo, g := —f temos que

0 0
gt P ax = — 9 @ dx.
o :
un{g>0} 1
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Como g™ ={—f}t =f, temos que
Un{g>0}=Uun{f <0}

Entao,

0 of
unif<op 0% UN{f<0} 0x;

De e (46), temos respectivamente que

Df — Df em {f>0} L™q.t.p.
lo em {f<0} L"™q.t.p.

Df — 0 em {f>0} L"q.t.p.
| =Df em {f<0} L"q.t.p.

Note que [f| = f* + f~ entdo, dada ¢ € C!(U)

0 0 0
J 1oP 4y = J f*—(pdx+J 2% ax
u u u

0x; 0X4 0x4

of of
= _J @dX—J (— >(pdx.
unir>0 0Xi Uun{f<o} 0x;

Claramente, Df = 0 em U N{f = 0}. Dessa forma,

Df em {f>0} L"q.t.p.
Di|ff=4¢ 0 em {f=0} L"-q.t.p.
—Df em {f<O0} L"q.t.p.

Corolario 3.1. Se f € W'P(U), entdo Df =0, L™-q.t.p. sobre {f = 0}.

Demonstracao. Do teorema anterior temos que
0 0 0
J ol x = J f+—‘pdx—J =2 dx
u aXi u aXi u aXi

of of
= — ©dx + — @edx ).
un(r>0y 0Xi ungf<op \ 0Xi

Dai, Df = Dft — Df~, entao Df = 0 se, e somente se, Dff = Df~. Contudo, Df" = Df~
ocorre em U N{f = 0}. Logo o resultado segue. [ |
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3.3 Wh™® e as funcoes Lipschitzs

Teorema 3.7. Seja f : U — R. FEntao, f é localmente Lipschitz se, e somente se,
f e whe(u).

loc

Demonstragio. Primeiro mostraremos que se f ¢ localmente Lipschitz entdo f € W% (U).

Logo, fixemos T <1< n e sejam Ve W tais que VCC W CC U e tomemos h > 0 tal
que h < dist(V, 0W). Definamos em V,

f(x + hey) — f(x)

gi'(x) = -

Note que por construgao
g8 (x)] < Lip(flw) < oo.

Logo, gI' € L*(V) para todo h, e como L™(V) < oo temos que g' € LP(V) para todo
1 <p < 0. Em particular,

(Jvmmp dx>p < Lip(flw) (L2 (V)] < 0.

Logo,

sup [lgPlie(v) < oo.
h>0

Portanto, pelo Teorema da Compacidade Fraca em LP existe uma fungao g; €
LP(V) tal que gI' — g; em LP(V) quando h — 0.
Afirmacao: g; nao depende de p.

Prova da Afirmagao: Sejam 1 < p,q < co. Sejam ¢! e g{ tais que gl — g? em LP(V)

e g — g em L9(V). Dada ¢ € C.(V), note que

J (6" — g%)p dx =j (6" — g dx+j (6" — g7 dx
vV Vv Vv

para todo h > 0. Em particular, fazendo h — 0 temos, uma vez que C.(V) C LP(V)
para todo 1 < p < oo, que

(gf —gedx=0
AY4

para toda ¢ € C.(V). Logo, (g7 —g¥) = 0. De onde segue a afirmagao.
Da afirmacio provada, vem que g' — g; em LP(V) para todo 1T < p < co.
Afirmagao: g; € L*(V).

Prova da Afirmacao: Seja @ € C.(V) entao,
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J gip dx = limJ g{‘(p dx < [l@llcr v Lip(flw) < oo.

Entao,
||9i||L°°(V) = sup {J gip dx; @ € Cc(V), ||(P||U(V) < 1} < 0.
\%

O que prova a afirmacao.
Por outro lado, seja @ € C!(V), logo,

J f(X)(p(x—khei)—(p(x) dx = l “ f(x)(@(x + hey) — @(x)) + f(x + hey) @(x + he;) dx
v h h Jy
1 f(x + hey)@(x + hey) dx
h Jy
= [ (0 = #(x + hey)) o dx
h Jy
b [ Ao nedotet he) — fix)o(x) dx
Jv

Como a integral de Lebesgue ¢é invariante por translagao temos que a segunda parcela da

ultima igualdade é zero. Portanto,

(f(x) — f(x + hey))@(x) dx

@(x + hey) — @(x) o
Jvf(x) - (x)dx = H

< ?

Fazendo h — 0 temos que

0@
| 032 ax == | gixiolx) ax.
\% Xi %
Pela arbitrariedade da ¢ € CL(V), f € WH*(V). Em particular, f € W} (U).
Por fim, agora mostraremos que se f € W,%°(U) entdo, f é localmente Lips-
chitz. De fato, seja B CC U uma bola fechada, e f* := 1, * f. Seja ¢ suficientemente

pequeno de modo que para todo 0 < € < g, spt(f®) C B. Em particular, nos restrigindo

a B, para cadai=1,2,...,n, sabemos que dado x € B
ofe of

)| = || nx-wgay
of

< e(x — d

< Jnn(x y)axi(y)' Y

< ||Df||Lm(B)J ne(x —y) dy
— |Dflli(B).
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Entao, paratodox e Be 0 < e < g
IDf*(x)| < IDflles) = [IDflree(s) < IIDFlroo(s)

Dessa forma,
sup |Dff| < [|Dffli () < 0.

O<e<ep

Agora sejam x,y € B. Pela regularidade de f¢,

1

£(x) — f¢(y) = Jo Dfe(y + t(x —y)) dt - (x —y).

Dali,

1

Fx) =)l = |[ DFy+tx—y) dt. (x—y)]

o

Dff(y +t(x —y)) dt| x —y|

2

O

VAN
e

IDnythX y))l dtlx —y|

—_

< j sup [IDF | s dtlx —y|

0 O<e<eg

= Clx—y

onde, C:= sup [[Dff[|re(p)
0<e<eg
Fazendo ¢ — 0, temos que para todos pontos x,y € B de Lebesgue,

[f(x) — f(y)l < Clx —yl.

Afirmacgao: f é Lipschitz para todos os pontos da bola B.

Prova da Afirmacao: E suficiente mostrar que f¢ converge uniformemente para f quando
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e — 0 em B. Seja x € B, entao,

J nw)f(x +we) dw — f(x)

J W) (F(x 4+ we) — F(x)) dw‘

r

VAN

nW)|(f(x +we) —f(x))| dw
JB(0,1)

IN

n(w)Clx +we — x| dw (f é localmente Lipschitz £™-q.t.p.)

IA
=
S
:
g

Entao,
sup [f¥(x) — f(x)] < €.
B

Com isso temos a convergéncia uniforme.

Assim, dados quaisquer x,y € B, temos que
[ (x) — (y)] < Clx —yl.

Fazendo, ¢ — 0 vem que f é Lipschitz em B. O que prova a afirmacgao. E finaliza a

prova do teorema. [ |

3.4 Operador do traco para funcoes W'?P

Teorema 3.8 (Teorema do Trago). Seja U C R™ aberto limitado com OU Lipschitz,

1 <p < oo. Existe um operador linear limitado
T: W (U) — LP(U; H™ )
tal que
Tf=f em oU
para toda f € WP (U) N C(U).

Além disso, para toda @ € C'(R™R™) e f € WHP(U),

J fdiV(deZJ Df-(de—FJ Tf@-vdH™
u u au

onde v € o vetor normal unitdrio exterior a ol.
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Demonstracdo. Assuma que f € C'(U). Como a fronteira de U é Lipschitz, temos que
dado x € OU existe r > 0 e v : R™' — R Lipschitz, tal que a menos de uma rotacdo e

ou reordenagao dos eixos,

UnQx,r)={yel; vy <y NQx,1).

Escrevamos Q := Q(x, 1) e suponhamos que f = 0 em U—Q. Dadoy € oUNQ,
seja v(y) o vetor unitario normal exterior a OUNQ no ponto y. Agora, defina para z € R*

F(z',z,) =v(z') — z,. Entao,
ouUNQ =Qn{F=0}

Em particular,
DF(y’,yn) _ (Dv(y’),—1)

DRy, Yl (14 DY)

v(y)

Dessa forma,

=

—en-v(y):—( - 1): 1 T 1
(1+DyP)2 (T+1DyP)z  (1+ (Lip(v))?)

Entao
:

1< (14 (Lip(v))*)2 (—en - v(y)) (47)

para quase todoy € 0U N Q com respeito a H™ .
Por outro lado, fixemos ¢ > 0 e defina para t € R

Be(t) = (12 +e2)7 —e.
Dai, tendo em vista
J B.(f) dH™ = J B.(f) dH™!
ou UNQ
< J Be(F)(1 + (Lip(¥)))} (—en - v) X
UNQ

= —CJ Be(flen - vdH™!
UNQ

onde C := (14 (Lip(y))?)z. Note que pelo Teorema da Divergéncia

J Bs(f)en Y, d?‘[ni] — J aBs(f) d
aUNQ unQ 0x;
, . Of

= f)— dy.
Jqu Bel )axi y
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Assim, passando o médulo

of
aXi

0< j B.(f) aH™ < cj BL(6) ‘
ou u

dySCJ

/(9 IDf| dy < cj DF| dy,
unQ u

nQ
uma vez que [B/(t)] < 1.
Agora observe que B.(f) \, |[f| quando ¢ — 0. Logo pelo Teorema da con-

vergéncia monaotona,
J f| dH™ zlimJ Be(f) dH™ gcj IDf| dy.
au e=0 Jou u

Diminuindo as restricoes sobre f, isto é, pedindo apenas que f € C'(U). Segue

da compacidade da fronteira de U que existe uma familia finita {Qi}{il de cubos centrados
N

em OU, tais que oU C U Q. Dessa forma, seja {G}Y, tais que

i=1

0< G < 1,Spt(ci) Cqui,i:1,2,...,N.
0 <G <1,spt(C) C U

N
Zci =1em U.
i=0

N
Defina, f; :== f(;, 1 =0,1,2,...,N. Entao f = Zfi em U. Neste caso, pelo
i=0
que foi visto,

j flamn < J £ A
ou ou

r

|Dfi| dy
Ju

IN

'I\/]z T(l)l\/]z

,_.
Il
o

o

i | IDfC + D¢l dy
Ju

I
0

,_a
i
=Y

" N
|, ey + Y e el ay
Ju — Ju

IN
0

,_J
Il
o

M-

i
S

) N
Ci| IDfldy+ 3 Ci| DG~ una, dy
Ju i=0 u

1

C1J IDf| + |f| dy
u

IN

Ci)

1

N N
onde C] = max { CiHDCiHL‘X’(UﬁQi)}-
=0 =0

1
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Dessa forma, se f € C'(U),

Il ou; 2n1y < Cillfllwr -

Agora suponhamos que 1 < p < oo e apliquemos a estimativa acima para [f[P. Entao,

tenha em vista a desigualdade de Young

J [fPdH™ < Ci| plfP ' Dfl + IfP dy
au Ju
< G| p— ()7 +p—DfP +[f" dy
Ju P p
< G| (p—DIfP + D + 1P dy
Ju
= G| [DfP +plff’ dy
Ju
< G| IDfP+ PP dy
Ju
onde C; := pC;. Elevando a % ambos os lados da desigualdade acima temos que se
fe C'(U),
Il ou; -1y < Csllfllwreuy (48)

1
onde C; := CJ. Em particular, isso é verdade para todo 1 < p < oo.

Portanto, defina
T:C'(U) — P(U; H™ )

onde Tf := fly.
Note que T é linear, pois sejam f,g € C'(U) e « € R entdo,

Com isso, por , T é continuo. Usando (48) estenderemos T para W'P(U) tendo em
vista a densidade de C'(U). Logo, dada f € WHP(U) existe {fi}2, ¢ WP (U) N C'(U)
tal que f, converge para f em W'P(U). Logo, {fi}; é de cauchy em W'P(U), assim, por

18),

fm — fulle ou; 2n-1) < Cllfm — fullwiw -

Dessa estimativa, {f;}2°; é de Cauchy em LP(dU; H™'). Portanto, existe uma funcio em
LP(0U; H™ ') a qual definiremos como Tf, onde fx — Tf em LP(oU; H™ ).
Afirmacao: Se f € W'P(U), Tf independe da sequéncia de funcoes em C'(U).

Prova da Afirmagao: Seja f € W'P(U) e {fi)2,{g); C C'(U), tais que ambas
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convergem para f em WHP(U). Seja Tf; o trago dado por {fi}3°; e Tf; o dado por {g};.

Entao,

T — TEallie ou; 2n—1) = lim [[fx — gicllr ou; w1y < C3 lim [[fe — gillwre ) = 0.
k—o0 k—oo
Portanto, Tf; = Tf,, a menos de um conjunto de medida H™' nula. O que

prova a afirmacao. Dessa forma,
T: W' (U) — LP(dU; H™ )

estd bem definido. Além disso, segue da densidade de C'(U), da estimativa em (48)) que
T é linear e limitado.
Por fim, dada f € W'P(U) seja para ¢ > 0, f¢ := 1, * f onde 1. é o Mollifier

Canénico. Logo, seja @ € C'(R™R™), entdo usando integracdo por partes,
fedivp dx = J ff— dx

= ofe
= (—J d (2] dx + J fa(pi - Vi dHn_]>
i u O au

1

= —J Dfa-(pdx+J' e - vdH™!
u ou

onde v = (v1,V2,...,Vy) é um vetor normal unitario exterior a 0U. Fazendo ¢ — 0,

vem que

J fdiV(PdXZ—J Df-(pdx+J' Tfe - vdH™ .
u u au

Definicao 3.5. A funcao Tf € tinica a menos de conjuntos de medida H™' Lau ¢ chamado

o traco de f em OU. Interpretamos Tf como os valores de fronteira de f em OU.

3.5 Operador de extensao para funcoes W'P

Antes de enuciarmos e provarmos o Teorema de Extensao, faremos uma cons-
trucao de um cilindro que depende da geometria da 0U, necessario para o a prova do
teorema em questao.

Seja U CC V CcC R", onde a fronteira de U ¢é Lipschitz. Logo, fixemos xo € oU
e tomemos d := dist(xp, 0V). Pela definicao, existe 1y > 0 e uma funcdo y : R® — R

Lipschitz tal que a menos de uma rotacao ou reordenagao dos eixos,

UNQ(xo,10) ={y € U; v(y') < yn} N Qlxo, 7o)
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Figura 4 — Ilustracao para construcao do Cilindro.

AN

) Graf

RH* ik

Fonte: Acervo préprio

1
Se a metade da diagonal do cubo Q(xo,To), isto é, zroﬁ é maior do que d

entao, tome 17 > 0 tal que

T’]\/_

T‘L<
2

N o

Entao
To
T < —.

Jn

VAL

. . N T
Se 1 ja satisfaz < d entao, tome 11 = =

Note que Q(xo,71) CC V, em paricular, (Q(xo,71) — U) C V. Dessa forma,
defina h = 1y que ira ser a “altura” do cilindro. Determinaremos a r > 0 que sera o raio

da bola na base de modo que

h
max x)) —y’ < —.
e y(xo) =yl 4

Com efeito, veja que

ly(x5) —v(y")l = Lip(y)ly’ —xo| < rLip(y).

Dai, seja r > 0 de modo que

h
rLip(y) < —.
4
Entao,
T< h
4 Lip(y)’
. . . . [h h
Como nao temos controle sobre a constante Lipschitz de y, tome r := min< —, —— 5.
47 4 Lip(y)

Por fim, denotaremos esse cilindro, por C(xo,T,h) e observe também, que



123
uncC(xe,r,h) cCCUNQ(xp,10) esey € UN C(xp, 1, h) temos, sendo Xon := €y - Xo que

‘Y(y/) <Yn = Yn—Xomn + Xon

S |X0,n - yn| =+ Xon

S |X0,n - V(UIN + XO,n
h

S Z + Xom

< Xon + h.

Entao,

un C(X03T>h) :{U S u; |X(/) _y/’ <, ‘Y(U/) <Yn < XO,n+h}‘

Claramente, temos que C(xq, T, h) CC V. Isso finaliza a construcao do cilindro.

Teorema 3.9 (Teorema de Extensao). Seja U C R™ aberto limitado com fronteira Lips-

chitz, 1 < p < oo Seja V C R™ tal que U CC V. Entao, existe um operador linear
limitado,

E:Wh(U) — WHP(RM)
tal que Ef =f em U e spt(Ef) C V para toda f € WP (U).

Demonstragdo. Dado x € 9U existem 1,h > 0 ey : R*™!" — R e um cilindro C(x, T, h)
como na contrugao anterior. Isto é,

h
max [y(y') —xa| < 7,

[x'—y’|<r 4
uncx,nh)={yel; X' —y'l<m, v(y') <yn <xn+hj,
C(x,t,h) C V.

Denotemos entao,
h
C:=C(x,r,h) e C':=C (x,f —)

Uu:=Cc'nu e U :=C'—-U

Seja f € C'(U) e suponhamos que spt(f) € C’ N U. Assim, defina

fy) =fly) se yeu,
fﬁ(y) = f(y/)ZY(y/) —VYn) se ye u .

E fcil ver que ft =1~ =f em 0UN C’. Verificaremos que f~ estd bem definida.
Afirmacao: (y/,2y(y’) —yn) € UNC para todoy € U .

Prova da Afirmacgao: Note que se (y’,2y(y’) —yn) € UN C entao,
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Figura 5 — Ilustracao para os conjuntos Ut e U~.

\R

Graf(y

Rn—l
Fonte: Acervo préprio

YY) <2v(y') —yn < xn +h.
Suponha por absurdo que existe z € U tal que
v(z') > 2y(z') =z > xn + .

Temos de 2y(z') — zq > X, + h que

h < 2y(z2') —zn — X
= v(z')—xn+v(2)— 2o
< Wy(2') = xn +v(2)) =zl
< Wy(2') = xnl + Iy (2) — z4l
h i
< Z+|Y(Z)_Zn|
h’ i
— Z+|‘Y(Z)_Xn+xn_zn|
h ,
S Z+|‘Y(Z)_Xn’+|xn_zn’
< E—i-}—l—l—!x — Zn|
17 n— Zn
_h,hoh
442
= h

Entao, h < h, absurdo! E de y(z') > 2y(z') — z,, vem que z, > y(z').
Absurdo, pois z € U . Portanto, a afirmacdo segue.

Como essa afirmacao vemos que f~ estd bem definida em U .
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Afirmacao: [[f7 [y -y < Clifllwie -
Prova da Afirmagao: Com efeito, seja @ € CL(U7) e {yiJ°, uma sequéncia de fungdes

C> tal que
Yk 2 Y,
Yx — Y uniformemente,

Dy — Dy quase sempre,

Sl}ipHDVk”LO" < 00.

\

A construgao dessa sequéncia de fungoes é da seguinte maneira. Seja para

cada k, 1 o Mollifier canonico, e defina Py := n1 *y. Por construgao, Py converge
k k

uniformemente para y. Defina entdo, para y’ € R™

Yi(y') = sup;(y’).

>k

Logo, é imediato que yy, > vy e pelas propriedades do Mollifier candnico que

Yx — v uniformemente e Dy — D7y quase sempre. Fixemos k entdo, para z’ € R

IDY(z')] =

|yt —yoviy) ey
Rn—1
< | -y IDYY)Idy < DYy
Rn—
uma vez que y € WH*(R™ ). Assim,
SlllcpHDll)kHLoo(R“*‘) < 0.

Como {yx}2; ¢ uma subsequéncia o mesmo segue para ela. Logo, sup ||[Dyy/lie < 0.
K
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Seguindo em frente, fixemos 1 <1 <n —1, entao,

Juf‘(y)a(p dy = Jf(y'ﬂv(y’)—yn)a—@dy

ayi 691
(%
_ : / AN hihd
= Jim | oy 2ty —un 5 dy
/ n
_ hmJ of(y’, 2vk(y’) yn)(pdy
k—oo _ ayl
n—1
. of o(y;)
= —1 ! AN N j
ton | - (1_1 (0,20 ly) —y)
of ) (%"
+ Za—xn(y y2v(y') Un)a—yi) ¢ dy

. of / /
= i [ () - v

1

/ , oy
(v, 2v(y’) —yn)a—) ¢ dy.

Dessa forma, entao para 1 <i<n —1 a derivada fraca é dada por

of(y’,2vy(y’) —yn) Of , of , oy
= 2 —yn) +2—(y',2 —yn)—
2 ayi(y, YY) —yn) + axn(y Yiy') -y )ayi

e pela regularidade de f e y a mesma pertence a [P(U~). Para i = n vem de maneira

similar,

S J / / o¢
fy)s—dy = | fy,2yW)—yu)5—d
JU W3y, YL 2v(y) =yl - dy
. o
= QE&J Sy —un g - dy

n—1
. of o(y;)
= — hmJ — (', 2vk(y") — yn) 52

+ 2y any) —yn)(—n) o dy

d
= — lim L (a—i(y’,m(y’) —yn)(—U) ¢ dy

= | a2y vy,

Portanto,

af(y/>2Y(yl) _yn) af
— / 2 AN N
3y, axn(y, YY) —yn)

que pela regularidade da f e da y pertence a LP(U™). Assim, f~ € WP(U7).
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Agora, seja T: U — U tal que y — T(y) = (y',2y(y’) —yn). Note que
T ¢é Lipschitz. Entao, a matriz jacobiana de T existe a menos de um conjunto de medida
L™ nula. Logo,

0 0 0 3y
0 2 (y)
0 B (y
Tly) = |det V]
oy /
00 m(y )
0 0 . 0 —1 en
que pelo Desenvolvimento de Laplace,
Z al )™ det(A;) + (= 1) (=1) det(Ln_1)],

0
onde A; é a matriz que resta ao omitirmos a linha e a coluna no qual —Y(y’ ) pertence.
j
Note ainda que para cada j = 1,2,...,n — 1, a matriz A; possui uma coluna nula, dessa

forma,

det(A) =0, j=1,2,...,n—1.

Com isso,

_ < | of of dy of ’
PEIP =PATEIP < 3|7 + 250 Ty + —ayn(T(ynD
n of of n—1 aY P
T 2[2 (T /
< (2 [gy )] 2 gy | X aygm)
n af n af n—1 a'y P
§ T 2 T :
< (25 (y))'+ |y M| aw(y))

IN

1+ 2n|Dy(y")))PIDF(T(y))P
n? (14 2n Lip(y)))?
= CIDf(T(y)P

IN

onde C :=nP(1+ 2nLip(y)))P. Passando a integral sobre U~ temos que

| prwrey<c| rrwray

Usaremos a mudanga de variaveis oriunda da Férmula da Area, na integral do
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lado direito da desigualdade. Com efeito,

| mrmray = | D)) ay
— [ > prrw)ranre
Hyer-1(g)
= Z IDf(z)|P dz
Hyer-1(y)
= | prare (@) d=
Ju

Agora veja que para cada A C R™ L™mensurdvel com L"(A) < oo, temos

pela Formula da Area que,

| reanTwnay=| mway=| Tay= | xawa

Dessa forma,
| manT ) -l —o

Entdo, H°(ANT'(y)) = xa(y) a menos de um conjunto de medida £™ nula. Fazendo
A = U, vem que

J IDf(2)PH (T '(2)) dz = J
u

Df(2)Pxulz) dz = J Df(2)] dz.
u

u
Portanto,

J Df ()P dy < C j Df(2)P dz.
u- u

De maneira similar, vemos também que usando a mudanca de variaveis,

|, 1reray=| s

Logo,
J DI+ I ()P dy < CJu DF(Z)P + [f(2)P d.

:
de onde vem que [[f~[lw1.pu-) < Gillfllwie), Ci = C?. Provando entdo a afirmacao.

Doravante, seja

ft  em u .
f.= f~ em u .
0 em R"'— (U UlU).
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Observe que

Claramente, f é uma extensao de f, temos que f é continua, pois poderia haver
problemas em 0U N C’, contudo, temos por construcao, que f* =f~ em oUu N C’.
Afirmacao: f € W'P(R"M).

Prova da Afirmacao: E suficiente, tomar ¢ € ClH(C") pois, spt(f) C C’. Assim, para

i=1,2,3,...,n,
J 004y = [ 7294
Rn ayl C’ a i
[ et - (%
= (f'xg +f Xg — fxeunc’) dy
Jer 0yi
[ 0 _ 0@ 0@
= fr—dy + J f dy — J f— dy
Jur Oy T 0y aunc’ 9VYi
[ o _ 0@
= fr d +J f dy.
Joh e VT e oy Y
Entao,
-0 oft 4 of~
f—dy = —J (pdy+J Tf vy dH™ —J @ dy
JR“ 0y; ot O0Yi U+ T OYi

+ J Tf_(p(—\/i) d%n_]
ou—

_ [ @ dy — J or ¢ dy + J Tfv; + Tfo(—v;) dH™!
Jur 0yi u 0yi aunc’ ' '
[ Of" of ™~

= — ©dy — J ed
Jut 0yi b T Ui b

| of* N ai 4

T e Loy Ty e ) P

Portanto, f € W'"P(R™) sendo e;l*, a base canonica do R"

- & [oft of~
Df = + —_—Y— i
; (ainu Ty ) )

1

0 que prova afirmacao.



Agora, tomando o médulo, elevando a p e passando a integral sobre R™

j DiPdy <

onde C; :=nP2P~' (1 + C).

De maneira similar,

o
ayi

Lo
Xu+ o

i=1

L (£l )

J (MIDf*xus + niDFxu )P dy

np2r-! J IDf[Pxu+ + [Df[Pxu- dy
np2r-! (J IDfYP dy +J IDf P dy)
u+ -

np2r-! (J IDf]P dy + CJ D[P dy>
unc’ unc’

nP2P ' (14 C) J IDfP dy
unc’

CZJ IDfIP dy,
unc’

temos que

J [P dy = J ’f+Xﬁ++f7Xﬂ*_fXaUﬂC’|p dy
< 2 J |f+Xﬂ+ +f Xg P + Ifxounc[” dy
= 2P*1 J |f+XH+ + f7Xﬁf ’p dy
2(p—1 —

< 2% )Jnlf*xwlpﬂf xg I dy

= 22~ (J £ dy+J P dy))
ut u

< 20 (J P ay+ | I dy)
u u

= zzwwj P dy.
u

Portanto,
— f— r. f—
| pisirey < | pray+| ey
n JUﬂC’ n
[
< G| IDfPPdy +22<P”“J [P dy
Ju u
[
< GCi| [DFP+[fP dy.

Ju

130
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onde C; := max{C,,2*P=V*+1} Ou seja,

||?||W1»P(R“) S C3||f||w1,p(u).

Nosso objetivo a priori é aprimorar essa estimativa, ou seja, mostraremos que
se f € C'(U) entdo, vale a estimativa acima. Anteriormente, em adicdo, pediamos que
spt(f) cuncC’.

Para esse caso mais geral aproveitaremos da definicao de fronteira e Lipschitz
e compacidade de 0U para construir uma cobertura finita por cilindros que dependem da
geometria de dU. Com efeito, para cada x € 0U existem 1., hy >0 ey, : R*™ — R, e

uma familia de cubos abertos {Cyxeau, Cx := C(x, Ty, hy) tais que

auc | J ¢l onde c;::c:(x I h")

’20 2
xeou
max [yxy’) — xal < 2,
[x/—y’|<rx 4
UNCe={yel; X —y'| <1y YY) < Yn < xn+ hy,

CkCV.

Em particular, existem {x;}}; C 0U tal que a famflia {C/}}\;, C/ := (xi, i, hi),

Ty i=Ty, € h; := h,, ¢ uma cobertura pra oU, ou seja,
N
ouc| o
i=1

neste caso C{ := Cj .
1

Com isso, sejam {(i}]Y, funcdes suaves tais que,

0< G <1, Spt(Ci) - C{,1:1,2,,N
0< G <1,spt(G) C U

N N
> G=lemuul Jc.
i=0 i=1

Definamos entao

U :=Cc/nu e C/=C—-W

Seja f € C'(U), tome para cadai=0,1,2,...,N, f; :=f(, e

(y) se yel .
(Y, 2vi(y") —yn) se yel; .

1 (y)

fi
fi(y) =1



onde Yi 1= Yy,.
Neste caso, tome parai=1,2,...,N
ff em u'.
?‘i = fi  em u .
0 em R'—(U ul).
Observe também que parai=1,2,3,...,n
fi =17 Xur + i xg — fiXouincr
e
_ foly) se ye U
f =T =
oy oxuly) { 0 se yeR"—U.

Tome entao,

N
]_c = Zi =
i=0

N
f Xgr +fi xg- — fiXouiner + foxu-
1

i

Note que f estd bem definida é continua e estende f. Por construcao, f € WP (R™) e

N
Df = Z Df?xﬂ? + Dfi_Xﬁi_ + Dfoxu.
i=1

132



Entao passando o médulo e elevando a p, vem que

IDFPP

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IA

N P

D Dfixy: + Dfixy + Dfoxu

i=1

N P
( Z Dfixg + Dfixg |+ IDfo!Xu>
i=1
N P
7 (|3 Dfixg: +Dfixg | + IDfol"Xu)
i=1

N ,
2 (ZIDf?xu;ﬂLDﬁxuiI) + IDfoPxu

i=1

N
2p=1 [ 2(N=1)(p—1) Z |D]ci+XHi+ + Dfi_XH; P4+ |Dfo|pXu>

i=1
i=1

N
271 (2N S (1D xgs + D Ixg )P + |Dfo|PxU>

i=1

N
p=1 [ 2(N=1)(p-1) Z op-1 “Dfiﬂpxﬂj + |Dfi_|pxﬁg) + |Df0|pXu>

N
27 [ N0 3 DF P + IDF P + 2N(p”|Dfo|pXu>

i=1

N
2N (Z D PXg + DF X, + |Dfo|pXu) :

i=1

133



Passando integral sobre o R™ vem que

J IDfP dy

IN

IN

IN

IN

IN

IDfi dy,

N
2(N+1)(
= (x],
| PP y)
N
SN+ (p-1) ZJ
i=1
N
HN+T)(p-1) ZJ
N
H(N+1)(p=1) Z
i=1
N
2N+ (p—1) Z
i=1
N
2(N+1)(p—1) (1 —I—C)
N r
2(N+1)(P 1) (] —I—C)
N r
2(N+1)(p—T) (14 Cy)
N
2(N+2)(P 1) (] —I—C)
N r
2(N+2)(p—1) (1+C )

N
2(N+2)(p—1) Z(] + C;) max {1, ||DCi||p00(C_’)}

C4J IDFP + [P dy
u

134

IDf; |pXU; dy
Rﬂ.

IDf P dy + J IDf [P dy + J [Df,[P dy)
u, u
IDf;|P dy + C; J |Df;|P dy + J IDfo|P dy>
1+ ci)j DA dy +j DfP dy)
u u

1+ caj DEP dy + (140) j D dy)
u u

tomando Cy =0

IDfC; + DGAP dy

(IDfG| + [DGA])P dy

IDFG[ 4 [DGAP dy

DFP + D& P dy

J DEP + [P dy
u

N
onde C4 := 2(N+2)p—1) Z + Cy) max{1 ||DC1||poo }
i=0
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Agora nos voltando para f, temos para cadai=1,2,...,n

[filP

IAN A A IA

IN

|fi+Xﬁj + fixg: — fixouinc[”

(|fi+Xﬁ.l+ + i X |+ fixouinc/)”

2v (i xqr + foxg I+ il Xouinc')

2v (e + 1 I )P + il Xewne)

271 (20 (7 Pxr + I Pxg) + il Xouine )
zz(pq]ﬂfﬂp){ﬁj + [ Pxg + IfilPXouinc)-

Tomando a integral sobre o R™, vem que

J P dy

Entao,

< 22 ( £ Pxg dy +J Iy PXg dy +J I3 lPXounc: dy)
n i Rn ' R

IN

IN

IN

J P dy
RT\

Zz(p—l) ( - |fi+|P dy + J

JR

1k dy)
u

bt i

221 ( If]P dy + J Nile dy) , usando mudanca de varidveis.
Ju u

22(p71)+1 J |f|p dy

u

N P
< J Z?i—F?o dy
R™ |i=1
N P
< J (Zﬂ +|1_“o!> dy
" \]i=1
N P
< 2| (YR +Rrdy
L
P
< 2| (X R) ey iray
R\ T u
N
< 20y | Rpay 2| ey
i=1 R™ u
N
< 2N(P”Zzz(P”+‘J [£P dy+2P‘J [P dy
B i=1 u u
< NN J [f” dy +2P1J 1P dy
u u

= ZNZN(P”ZZ“’”“J P dy :CSJ P dy
u u
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onde Cs := 2N2NP-122(p=1)+1,
Como essas estimativas temos que

r

|, o iray < cf oiray+ | Py
n ”u RT‘L

< ¢ |Df|P+|f|de+csj P dy
JUu u

— ¢ | DfPay+(Cit ) j P dy
JUu u

< Co| IDfIP 1P ay

Ju

onde Cg:= C4 + Cs.
Dessa forma,
IDfllwip(rn) < CoAIDFlwe

1
com C7:= C}.

Por fim, defina
E:C'(U) — W'P(R"Y)

dada por Ef :=f.
Mostraremos que E é linear, em particular, pela estimativa acima E é um

operador linear limitado. De fato, sejam f,g € C'(U) e « € R entdo,

E(af+9g) = of+g

o que mostra a linearidade de E.
A extensdo do operador E para o espaco WHP(U) é similar ao do Operador
do Traco. O argumento segue de maneira similar, claramente, fazendo as mudancas

necessarias. Finalizamos aqui o teorema em questao. [ |
3.6 Desigualdades de Sobolev

3.6.1 Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Definigao 3.6. Para 1 < p < n chamamos
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o conjugado de Sobolev de p. Claramente, ]% = % —

Teorema 3.10 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Seja 1 < p < n. Entdo, existe uma

1
constante C > 0, tal que C = C(n,p) e
Ifllip mn) < ClIDAlrp@n)

para toda f € WP (R™).

Demonstragdo. Seja f € Cl(R"). Fixado i = 1,2,...,n defina A : R — R, dada por
A(xi) = f(X1y. ..y Xiy ...y Xp) claramente A € CL(R). Logo, para cada y; € R, vem que

AGx) — Ays) = J Nt dt

Fazendo t — —o0, vem que

Logo, para cadai=1,2,...,n

of
F(X1yeeeyXiyeooyXn) :J .(x1,...,ti,...,xn) dt;.

Entao,
ol of
F(X1yeeey XiyeeoyXn)| < —(X7y ey tiy ey xn)| dty
S axi
rXi
= |Df(X],...,ti,...,Xn)'€i|dti
o
< !Df(xh...,ti, ..,Xn)’dti
oo
S |Df(X],...,ti, ..,Xn)|dti.
Logo, parai=1,2,...,n
+o00
f001< | IDfx o iy o)
Elevando ambos os lados a ﬁ vem que

1

+o00 oy
yf(x)Mg(J !Df(xl,...,ti,...,xn)!dti) . i=1,2...1.

—00
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Em particular,

100 T
IR < ( erm,...,u,...,xn)ldu)
J—0 ]
R r+o0o n—1
S < ( erm,...,u,...,xn)ldm) ()
J—0 ]
R r+o0o n—1
S < ( er(m,...,u,...,xn)ldm)
r+oo ﬁ
. ( ’Df(X],...,ti,...,Xn)ldt2>
N . n +o0 ﬁ
SRl < H(J |Df(>q,...,u,...,xn)|dti) (49)

i=1
Integrando com respeito a x; em R a desigualdade em temos que

1

+00 N +oo T +00 =
[ Tioorran < [ TT(] 0ot lan) T ay

3

—00 —00 —00
+00 ﬁ
- (J |Df(t1,X2,...,Xn)|dt1>
+oo T +o00 nl]
J 11 (J IDF(x1y .oy by ey Xl dti) dxi. (50)
00 oy \J—oo
Olhando para , parai=2,3,...,n, faca
“+o0 ﬁ n
gi(x)) = (J DF(1y oty ) du) e g=]]o
o0 i=2
Claramente, g, g; € C!(R), i = 2,3,...,n, logo, g,g; € LP(R), i =2,3,...,n para todo
1 1
1<p< o0 Comol= + 4+ 4 temos pela Desigualdade de Holder
n—1 n-—1 n—1
n—1 vezes

Generalizada que

n
llgllLrg) < HHgiHLH*‘(R)
i
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ou seja,
1
n r+oo +o00 ﬁ(ﬂ—” n—T1
Iglliimy < H (J |Df(x1)--°)ti>°°°)xn)|dti) dx;
1:2 J—00 —00
n r+oo +00 ﬁ
= H( <J |Df(x1,...,ti,...,xn)|dti) dx1>
i=2 J—00 —0oQ
n r+oo p+oo ﬁ
= H( J |Df(x1,...,ti,...,xn)|dx1dti) .
i=2 J—0o0 J—00
Portanto,
+o0 +o0 n =
J If(x)]7T dx; J (J |Df(x1,...,ti,...,xn)|dti) dx,

( Df(tr, %0, .., %) dt1>

+oo Tl n—1
J (J IDf(X7y.0 0y tiy.nnyXn)l dti) dx;

<( Df(tr, %0, . xn)|dt1>

n —+o0 ﬁ
. | | (J J |Df(X1,...,ti,...,Xn)|dX] dti) .
i=2 T

—00

Agora integrando a desigualdade acima com respeito a x;, temos pelo mesmo

argumento, fazendo as mudancas necesséarias que

400 400 " +0o0 ptoo ﬁ
J j FO0IET dxy drs < (J J |Df(t1)X2>--->Xn)|dt1dxz)

n +oo ptoo ptoo ﬁ
H (J' J J IDf(X7y...ytiy ..oy X)) dxy dx; dti) )
i=3 —o00 J—o0 J—o0

Indutivamente, procedendo de maneira analoga,

1

n +00 +00 “+o0 n—1
H (J J J IDf(X1y.eeytiyeeeyXn)ldxg... dty... dxn>
i=1 -

o0 —00 —00

= (J |Df(x)|dx>n1.
R™

]

(J £ dX) ) SJ IDf(x)| dx.
R™ RN

IN

J ) [f(x)|= dx

Dessa forma,



O que prova o desejado para p = 1.

Agora seja T < p <mne
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definamos g := |f[Y, com y > 0 uma constante a

ser determinada. Formalmente, aplicando a desigualdade obtida anteriormente, tendo em

vista a Desigualdade de Holder, temos que

(Jnlg(x)ln“] dx)nn < Jnng(x)|dx
= (J ROl dx)nn] < YJ 1600 DA
- (J ffear= dX>nn] <y (J R dx)% (JR DFGP dX>;
(RLLUIGREL R (| iwrcor dx);.
(Jin 1P 557 ) an

Logo, é razoavel pedirmos que 7y seja tal que

(v
YF—W ])p_]
Assim,
oy p(n—1)
Yy = (v 1)n(p_”
_ ypin—1) pn—T)
np—-1 np-1)
_ ypin=1) pn—-1)
70T -1 np-n Y
_ pn—1) )_p(n—1
° = Y(n(P—U n(p—1
p(n—};
=y = Ll
(1)
_ pn—1)
pm—1)—n(p—1)
_ pn—1)
Bl —
Com isso, vem que
v noo_ pm—1) n
n—1 n—p n—1
np



_ (Mq)i
n—p p—1

_ np—1) p
n—p p—1

_np .

= n,

Portanto, defina y := “p1 entao,

n—1

(p—1)

(J F(x) P dx)n_p < p(“—_”q IDF(x)P dx |
n n—p Rn
N (j 0P dx)

1
P

n—p

Tome C := p?p] Portanto, o resultado segue.

3.6.2 Desigualdade de Poincaré em bolas

Lema 3.1. Para cada 1 < p < oo existe uma constante C = C(n,p) tal que

J If(y) — f(z)P dy < Cr“*p“J
B(x,r)

B(x,r)

para cada B(x,7) CR™, f € C'(B(x,1)) ez € B(x,T1).

Demonstra¢ao. Dados y,z € B(x, 1), temos que

fly) —f(z)

Passando o médulo e elevando a

fly) —f(2)[

rl af
J, aXi(z—Ft(y —z))dt
o1
Df(z+t(y—2z)) - (y—2z)dt
o1
Df(z+t(y —z))dt- (y—z).

JO

P, temos que

1
J Df(z+t(y —2z))dt- (y—z)
0

J] Df(z + t(y — z)) dt
0

P

1
ly — Z’pJ IDf(z + t(y —z))P dt.
0

< M(J IDf(x)[P dx ’

y—zP

1

1

IDf(y)Ply —z|" ™ dy

141
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Assim, para s > 0 temos que

f(y) — f(z)P dH" ' (y)

JB(x,r)N0B(z,s)

IN

1
y— z|PJ Df(z + tly — 2))P dt dH™ (y)
0

JB(x,r)NdB(z,s)

IA

1
sPJ Dz + tly — 2))P dt dH™ ' (y)

JB(x,r)N0B(z,s) 0

1
= 5P J J IDf(z+tly —2))P dH™ ' (y) dt.
0 JB(x,r)NdB(z,s)

Fazendo w = z +ty — tz entdao, dH™ ' (w) = t"'dH" ' (y). Note também que, |z —w| =
tly — z| < ts. Logo,

j fly) — f2)P dH™(y)
B(x,r)N0B(z,s)

< j L DEW))P dH™ (w) dt
B(x,r)N0B(z,ts)

_ g _ J Df(w))P dH™ (w) dt
Jo (ts) B(x,1)N9B(z,ts)
o

= gptnl J IDf(wW))P(ts) ™ dH™ " (w) dt
JO JB(x,r)N0B(z,ts)
1

_ gpin J IDF(w))Plw — 2™ dH™ (w) dt.
JO JB(x,r)N0B(z,ts)

Considerando « = st temos que dx = sdt. Logo, pela Coordenadas Polares,

J Ify) — )P dH™ (y)
B(x,r)N0B(z,s)

< gpin? J J IDf(w))Plw — 2" ™ dH™ " (w) dx
0 JB(x,r)N0B(z,x)

= sp+“2J IDf(wW))Plw — z|'" ™ dw.
B(x,r)NB(z,s)

Agora observe que

400
J J Ify) — F2)P dH™ ' (y) ds zj fy) — f2)P dy.
0 B(x,r)N0B(z,s) B(x,r)

Em particular, é suficiente considerar a integral com respeito a variavel s, no intervalo
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[0, 37], uma vez que 0B(z,s) N B(x, 1) = & para todo 2r < s < 3r. Entao,

r3r
J fly)— P dy = J f(y) — F(z)P dH ™ (y) ds
B(x,r) JO JB(x,r)N0B(z,s)

r3r

IN

Jo
r3r

spin—2 J IDf(w))Plw — z|' ™ dw ds
B(x,m)NB(z,s)

IA

gpmn—2 J IDf(w))Plw —z|" ™ dw ds
Jo B(x,1)
r3r
= sP2 ds J IDf(w))Plw — z|' ™ dw
JO B(x,r)

3p+n—1
= 7 rp“‘_]J IDf(wW))Plw — z|' ™ dw
P +n— B(x,r)

= Crptn] J IDf(w))Plw — z|' ™ dw,
B(x,r)

onde C:= ———. [ |

Teorema 3.11 (Desigualdade de Poincaré). Para cada 1 < p < n existe uma constante

C =C(n,p) tal que

1

1
(]f I (F), P dy)p <Cr (J[ DfP dy)p
B(x,r) B(x,r)

para todo B(x,r) C R", f € WIP(B(x,T)) e (f)xr = JEB(W) f(y) dy.

Demonstragdo. Por densidade, podemos assumir f € C'(B(x,r)). Assim,

. P
b —maray = 4 | i) ~r)dz| ay
B(x,r) JB(x,r) B(x,r)
< 4 J[ If(y) — f(z)|P dzdy
JB(x,r) JB(x,r)
. 1 l[
= + If(y) — f(z)IP dzd
JB(x,r) “(n)rn B(x,r) Y ke
" Crner]J
< + IDf(z)Ply — 2" ™ dz dy
JB(x,1) (X(TL)T‘” B(x,r)
[ Crp!
= 4 |Df(z)lpJ ly —zI'™ dy dz.
JBn (1) — Y
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Fazendow =y —z, dw=dye w| =y —z| < |y — x|+ |z— x| = 2r. Logo,

[ Crr! [
|f(y) - (f)x,r’p dy < |Df(2)|p ’W’lin dwdz
]LB(X,T) JB(x,1) () JB(0,21)

" C p—1 r2r

= T ~__IDf(2)P J w|' ™ dHM T (w) dt dz
JB(x,7) x(n) Jo JaB(o,t)
r C p—1 r2r

= T " Df)P | YT (9B(0, s)) dtdz
JB(x,r) OC(TL) Jo
" C p—1 r2r

= + r IDf(z)P | noam)t™ 't " dtdz
JB(x,T) OC(TL) Jo
r 2r

= T nCrp_]IDf(z)IpJ dtdz
JB(x,1) 0

= 2nCrp][ |IDf(z)|P dz
B(x,r)
Cﬂpjt IDf(z)[P dz,
B(x,r)

onde C; :=2nC.

Afirmacao: Existe uma constante C5 = Cs(n,p) tal que

1 1
. p* P
(][ gl° dy) < C (][ Dyl dy+][ g dy)
B(x,7) B(x,7) B(x,r)

para toda g € WP (B(x,1)).
Prova da Afirmagao: A principio consideremos g € W'P(B(0,1)) pela regularidade

da fronteira de 0B(0,1), temos que existe uma constante C; e g € W'P(R") tal que

gleon=ge
Igllwre®ny < Callgllwre -

Assim,

1

* p* J— pi*
(J Igl? dy> < (J lgl? dy)
B(O,) n
1
_ P
Cs (j |Dg|vdy)
1
P
Cs (J DgP + [g" dy)
B(0,r)
CsC (J |Dg|v+|g|r’dy)
B(0,1)

1

P
= C4 (J IDglpHglpdy) ,
B(0,1)

IN

IN

1
P

IN
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onde C4 = Cng.

Suponha agora que g € W'P(B(x,1)). Entdo, defina h : B(0,1) — R dada
por h(y) = g(x + ry) e para ¢ > 0 g, := N * g onde N, é o Mollifier Canonico. Seja
@ € CIB(0,1) ei=1,2,...,n. Note que dado y € B(0,1) e t > 0. Temos pelo Teorema
do Valor Médio que existe 0 € (0,1)

) (LRI o) 22y + e

< [h(Y)IID@|lre(B0,1)-

Como [h|[ID@lliem01)) € L'(B(0,1)) e h(y)

quando

@y +te) — cp(y))
t
t — 0 temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

0 : + tei —_
[ w2y = gwﬁm(my ) mw)®
B(0,) BO.1)

0
— hly)z

0yi t—0 t
= limJ lg(z) <(p (Frte) —e (%)> dz
t—0 B(x,1) rm t

1 1 00 [z—x
B ;JB(x,r)r_ng(Z)a_Zi( T ) 4
1 10 —
_ __J ~ 99 e (Z X) dz
T By T 0zZ; T
1 1 9g. —
= —lim—J _ % (z)e <Z X) dz
e=0 T Jp(x T 0Z4 T
= —limlj llim(98(2+t€i)_98(2))([)(Z_X> dz.
e=0T B(’)r“t—w t T
Como argumentamos anteriormente,
© .
T

zt+tei) —gelz z—x
‘(gs( t) ge )> (p( - )‘ < |[|IDgelltoeBx,r)

Entao, novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

J h(y) 00 dy = —limlimlj I (96(Z+tei) — 95(2)) 0 (Z—x) &
B(0,1) ayl e=0t—=0 T B(x,r) ™ t -
= —limlim1J (9£(X+T’H+tei)—ge(x+ry}>(p(y)dy
e—=0t—=0 T B(0,1) t
= —hmlj 199 (x4 1) ply) dy
e=0T Jgony OYi
e=0 Jp(0,1) OYi

a9
= (x +1y)e(y) dy.
L(o,n 0y;



Entao, h € W'P(B(0,1)). Aplicando a desigualdade obtida anteriormente, temos que

s 1
(J P dy) T <c (J DhP 4 b dy) "
B WB(O,1)

{) (ii)

Olhando para (i),

1 1

* p* * p*
(J hp dy) - (J gl + Ty)P dy)
B(0,1) B(0,1)

Agora de (ii), temos que

1 1
)

P

(J DRP + [P dy) -
B(0,)

1
= (], petx+ Py + 1 |

| IDg(X+m)Ip+|9(X+m)Ipdy)
B(0,1)

)

B(x,r)

1
J P|Dg(z)P dz—i——nJ
B(x,r) T

B(x,r)

)

— (a(n))? GB( )rp!Dg(z)lp-l—lg(z)lpdz)p.

Portanto,

(]f |g(z)|p*dz)"* < MQG rP|Dg(z)|p+|g(z)|sz)p
B(x,7) (x(m))?~ B(x,7)

1
< <][ DG + g(z)” dz)".
B(x,r)

onde Cs := (oc(n))%_vi* Cy= (oc(n))%C4. O que prova a afirmacao.

()P dz) ’

]

9P dz) ’

1
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Por fim, apliquemos a estimativa da afirmacao provada anteriormente, em
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g :=f— (f)y,. Com efeito,

(]f 1#(2) — (F)a, " dz> "
B(x,r)

1

[ oID(f2) = ()P +1F(2) = (F)P dz) ’

B(x,r)

IA

(@

[$3]
TN

1

_ ( rpIDf(Z)I"dz+}[ |f(z)—(ﬂx,r)|pdz)p

JB(x,r) B(x,r)
1

IDf(z)P dz) ’

IN

Cs (—— PIDf(2)]P dz + Cﬁp][

J B(X,T) B(X\T)

— Cs(14+Cy)br (][ Df(2)]° dz)p
B(x,T)

1
— Cer (]L |Df(z)lpdz)p,
B(x,r)

onde Cg := Cs(1 + C;)7. m

3.6.3 Desigualdade de Morrey

Definicao 3.7. Seja U C R™ aberto e 0 < o« < 1. Uma funcao f: U — R é Holder

continua, com expoente x se

f(x)—f
[flco.(uy :== sup M < 0.
x,y;R“ |X - y‘fx
XAy

Denotamos por C%*(U), 0 < o < 1 o espaco das funcoes Holder continua em

R™. Muniremos C%* com a seguinte norma,

Il coo = sua) ()] + [flco.quy, fe Co*(U).
RS
Em particular, (CO*(U), || - ||co,x) é um espaco de Banach.
Teorema 3.12 (Desigualdade de Morrey). Para cada n < p < oo existe uma constante

C =C(n,p) tal que

f(y) — f(z)] < Cr (][B D dw) ’

(x7)

para toda B(x,7) C R", f € W'"P(B(x,1)) e y,z € B(x,T1) a menos de um conjunto de

medida L™ nula. Em particular, se f € WYP(R™) entdo, o limite

hm(f)x,r =~ (X)

r—0

n
existe para todo x € R™ e f* é Holder continua com expoente 1 — —.
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Demonstragdo. Primeiro assumamos que f € C'(R™). Sejam y,z,w € B(x,1) C R™
Entao,

[tly) — f(z)] < [f(y) — fw)[ + [f(w) — f(z)].

Tomando a média em B(x, 1) com respeito a w, vem que
Ifly) —flz)l < ][ If(y)—f(W)ldWJr][ [f(w) —f(z)| dw
B(x,r) B(x,7)

CTTH_]_]
< (J IDf(w)|ly —w|'™ dw-l—J
( ) B(x,r) B(x,r)

_c I E——
_ (n)J IDEW)I(ly — W™ + [z — w|'"™™) dw

IDf(w)]jz —w|'™ dw)

p—1

C b p=1
S - (J “U W|] n_’_|Z_W|1fn}pr_)1 dW) P
OC n B(x,r)
1
(J IDf(w)|P dw)
B(x
C p=1
< — (219]1 J lw —y| Taa dw + 2 J w — z| = dw) ’
(T\.) B(x,r) B(x,r)

R

(J IDf(w)[P dw) ’ .
B(x,r)

Fazendo, & =w —y e & = w — z entao, respectivamente, d&; = dw e d&; = dw. Além
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disso, |&;], |€2] < 2r. Entao,

p=1

" daz) '

C 1-n)p
fly) —fz)] < wm (zp 1J Az
B(0,2r)

1 (T—m
de, + 275 J =
o(n (0,27)

<=

B

2r
(1-m)
N (zp]] J (4[ ’EJl 1p_1p
x Tl) 0 3B(0,t)

] )) dt) " (J Df(w )|Pdw)p

/_\

IDf )P dw)

dH"™ (&)

dB(0
C 11 n—1 P ’
= 2 277 " na(n) 0 t e |Df(W)| dw
C 2r (1— p I)lT] %
= — (Zp Tna n)J t et T dt) (J IDf(w)P dw)
x(n) B(x,7)

—1
( np b=

1
C T\ P P
= — (277 no(n ] - (J IDf(w)[P dw>
x(n) — p +n B(x,r)
)p +n p%
C (U=mdintp=1) ) p-1
= — T p—1 p
«(n) ( enlp 4 n)

p 1

(J IDf(w)[? dw)
B(x,r)
1

— cp'h (J IDf(w)Ipdw)p,
B(x,T)

-1
(d—m)p >
2 +n P
onde Cy := . ZP%noc(n)“p— .
x(n) — Ul 4 p

Agora seja f € WLP(B( r)) e f* :=n. x f. Tome y,z € B(x,r) pontos de

el

Lebesgue de f. Entao,

1

e (y) — ()] < Cyr'F ( J D (w)? dw> '
B(x,r)

Fazendo ¢ — 0, vem que

1

f(y) — f(z)] < Cr' 3 (L( IDf dw) " (51)
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a menos de um conjunto de medida £™ nula. Em particular,

fy) —f(z)] < Cr'» (L( )IDf(w)lpdw>p

1

1 P
r ((x(n)T‘“ JB(X, ) IDFw)P dw>

T
1
P

= Cor (J[ IDf(w)Ipdw> ,
B(x,r)

o=

= Ci(a(n))

<=

onde C; := Cy(x(n))».

Afirmacao: Sejan <p < oo e f € CO¥RY) NW'"P(R"), oc :=1— %, entao, existe uma
constante C > 0 tal que
[Ifllco. (R™) < ClIfllwr.p(mn)-

Prova da Afirmacgao: Sejam x,y pontos de Lebesgue de f e tome r:= [x —y|. Por ,

vem que

o (J IDf ()PP dw) ’
B(x,r)

= Cilx—y|"» (J |Df(w)|vdw)"
B(x,r)

= C|Dfllr@nx—yl' >

T(x) — f(y)l

IN

= C3|X—y|17%.
onde Cjz := C4||Dfl|tp(rn). Logo,
fix)—f
[f]co‘a(Rn) = sup M < C3 < o0.
X,y;]R“ |X—y| p
X7y

Por outro lado, seja r > 0 e x € R™, tome y € B(x,1). Logo,

f(x)]

IN

1) — Fy)] + 1F(y)|
Jf |f(x)—f(y)|dy+3[ f(y)l dy
B(x,r)

B(x,7)

IN

)

IA

-1
C J DF(Y)lIx —y"™ dy + ((r)r™) = |l o
B(x,r)

)

p=1

1
P P —1
C (J IDf(y)P dy) (J Ix _y|“*an%1 dy) + (oc(n)r“)PTHflle(Rn).
B(x,r) B(x,r)

IN
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Assim,

(1;711)1’_'_.“ ) o . ot
f)l < CliDfller @) | nen) gm—— e+ (an)r™) [l e

—p_]p +n

(]*ﬂ])P_,'_n P 1
P— _n p—!
C (noc(n)—> 7 4 (x()r) T (fllw ey

IA

(-njp
- +n

< Cyllfllwre gnys

(I-—n)p
p—1 +n
Tomando r = 1, vem que para todo x € R", [f(x)] < Csllfllyipgn) onde
1

(11111117 +n P -
Cs=|C (noc(n)—) + (oc(n))pT] . Entao,

0=—np 4y P
=1 n p—1
onde C4:= | C <no¢(n)p—> ' (a(n)r) e

(-—njp
- +n

sup [f(x)] < Csl[fllwr.p gn).-
XxER™

Dai,

Ifllco.xmn) < (Ca+ Cs)l[fllwrpmn

= Cellfllwrr@n),

com Cg:= C4 + C5 0 que prova a afirmacao.

Por fim, f € WHP(R™) seja {fi}2°; € WHP(R™) N CX(R") tal que f, — f em
WP (R"M). Em particular, {f}2; é de Cauchy em W'P Claramente, por , para cada
k, fi € CO%(R"). Entdo, pela afirmacao, para cada k e 1

i — fullcoxmn) < Csllfic — fllwiegn)-

Logo, {fi}2, é de Cauchy em CO*(R"). Dessa forma, existe f € CO*(R™) tal
que fy converge em C»*(R") para f. Consequentemente, f converge uniformemente para
f.

Observe entao, que
1 — Fllr @) < I — il @) + 1 — Fll @

para todo k. Dessa forma, fazendo k — oo vem que ||[f — 1_c||Lp(Rn) = 0. Entdo, f=fa
menos de um conjunto de medida £™ nula.

Note também que, f* = f em quase todo ponto. Ou seja,
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. lim,_0(f)xr = f(x), se o limite existe.
*(x) = ’

0, caso contrario.

Seja A :={x € R™ f*(x) # f(x)}. Claramente,
A={xeR™ f(x) >0}Uu{x € R™ f < 0}

e LM(A) = 0. Suponhamos que A # @ existe xo € A, digamos que xo € {x € R™; f(x) >
0}, pela continuidade de f existe um bola aberta B contida em A. Logo, 0 < L™(B) <
LM(A) = 0, absurdo! Portanto, A = @. Portanto, f*(x) = f(x) para todo x € R™. Isso
implica que se f € WHP(R™) o lim,_,(f),,, existe para todo x € R™. [ |
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4 FUNCOES DE VARIACAO LIMITADA BV

O conjunto U C R™ sempre serd um aberto do R™.

Definicao 4.1. Uma funcdo f € L'(U) possui Variacio Limitada em U se

sup {J fdive dx; @ € CLL;R™), || < 1} < 0.
u

Usaremos a notacao BV(U) para representar o espaco das funcoes de Variacao
Limitada em U. A sigla BV vem do inglés Bounded Variation.
Definicao 4.2. Um conjunto B C R™, L™-mensurdvel possui Perimetro Finito em U se
Xe € BV(U).

Os conjuntos de Perimetro Finito, também sao conhecidos como Conjuntos de
Caccioppoli.
Definigao 4.3. Uma funcio f € L], .(U) possui localmente Variagio Limitada em U se
para cada V CC U

sup {J fdivedx; @ € CL(V;R™), |p| < 1} < 00.
v

Usaremos a notacdo BVi..(U) para denotar o espaco das funcoes f € L!

loc qu€

safisfazem essa propriedade.

Definicao 4.4. Um conjunto E C R™, L™-mensurdvel possui localmente Perimetro Finito
em U se xg € BVioc(U).

Teorema 4.1 (Teorema de Estrutura para fungoes BVio.). Seja f € BVio(U). Entdo

existe uma medida de Radon w sobre U e uma funcao o : U — R™ u-mensurdvel tal que,

W) lo(x) =1 p-qgtp.
(i1) J fdivep dx = —J @-odu
u u
para toda @ € Cl(U;R™).

Demonstragio. Defina L : CI(U;R") — R onde ¢ +— —fufdivq) dx. Como f €
BVie.(U) temos que

C(V) :=sup {J fdivedx; @ € CH(V;RM), |o| < 1} <
v
para cada V CC U. Logo, fixado V temos que

IL(@)l < C(V)ll@llreerv).- (52)

Por outro lado, seja K C U compacto e V aberto, de modo que K C V CC U.
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Queremos estender o funcional L para um L definido sobre C.(U,R"). Por (52)), temos
que o Teorema de Hahn-Banach garante a existéncia dessa extensao. Enfim, seja ¢ €
Cc(V;R™) com spt(@) C K e {@i}22; uma sequéncia de funcoes C!(U;R™) que converge

uniformemente para . Portanto, defina
L(e) =limL(¢y).
r—0

Observe que garante que L(¢) nao depende da escolha da sequéncia. Em

particular, L estd bem definido e
IL(@)l = lim L(@i)] < C(V) lim [[@llec = 1@lloo-
k—o0 k—o0
Dessa forma,
sup {L(¢); @ € Cc(W;RM), o] <1, spt(e) C K} < oo.

Portanto, estamos nas hipdteses do Teorema da Representacdo de Riesz e o

mesmo garante a existéncia de u e o, de modo a satisfazer (1) e (ii). [ |

Com tal resultado, temos que se uma fungao é de variagao limitada em U, existe
uma medida de Radon pu e uma funcao o : U — R™ associada a mesma. Denotaremos a
medida p por ||Df|| e sua restricao a o, isto é ||[Df]| LG, por [Df]. Com esta notacao, temos

que (i), no teorema acima pode ser escrita assim,
J fdive dx = —J ¢ - od||Df|| = —J @ - d[DF], Yo € CHU;R™M).
u u u

Por outro lado, quando f = xg, onde E C R™, e possui Perimetro finito local-
mente em U usaremos ||0E|| para denotar a medida associada a f e vg para denotar —o.

Dai, (ii) do teorema acima, se reescreve dessa forma,
J divep dx = J @ - v d||OE]|, Vo € CLU;R™).
E u

Assim, ||[Df|| é a medida de variacao de f em U e ||0E|| é a medida do perimetro

de E em U. Segue do teorema acima que,

IDFI(V) = sup{j f dive dx @ € CLV;RY), o] < 1},
\

IOE[I(V) = sup {J dive dx; @ € C{(V;R™), lol < 1}
E

para todo V CC U. Além disso, se f € BVio.(U) N L'(U) entdao f € L'(U) se, e somente
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se, |IDf[|(U) < oo. Neste caso munimos BV (U) com a seguinte norma,

IfllBvy = [Ifllo uy + [IDFICU).
Mais ainda, seja f € BV, (U), escrevamos,

W=IDf.,  te{,2,...,n)

ot

onde 0 = (0',07,...,0™") é a funcao ||Df||-mensuravel associada a f. Ou seja, fixado 1,
£(K) = | oair
K

para cada K C R™ compacto. Logo, pelo Teorema da Decomposicao de Lebesque p' =
ke + i onde,
W< Lt e opllLh
Olhando entao para p. ., temos pelo Teorema da Diferenciacio de Medidas de

1

Radon, que existe uma funcao f; € Lj,

(U) tal que pt, = L™ Lf,. Logo, para cada K C R™

compacto,
pgcu<)::J fi dx
K
Em particular,

= Dﬁn HBC(X)

—— =1y, ie{1,2,...,n},
' of Of of
Dfi=—,—...,—
(6x1’ 0x2 ’axn)’
[Dﬂac = (Hltu u%lc) te) ugc) =L" LDf’
\ [Dﬂs = (HLH?»---)H?)-

Logo, Df € L],.(U;R") ¢ a densidade de parte absolutamente continua de [Df]
com respeito a L™,
Exemplo: Seja f € W)!

e(U). Neste exemplo denotaremos o gradiente fraco de f por Vf.

Entdo, para cada V CC Ue @ € C/(V;R™), com |p| < 1, temos que

J fdivcpdx:—J Vf-(pdxgj |[Vfldx < co.
u u v
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Tomando o supremo nas @ temos que
IDFICV) < (VAo vy

Daf segue toda fungao de WL (U) ¢ de variagao limitada.
Mostraremos que

IDf]|(V) = JVIVﬂ dx.

Primeiro, seja K C V compacto e { € CI(V) com 0 < { < 1e {(x) =1 sobre
K. Logo, parai=1,2,...,n,

—J inCdx:J fCXidx:—J Cdut.
K K

K

onde a primeira igualdade decorre do fato de f € W)l (U) e a segunda da definicao de

loc

funcao variacao limitada uma vez que a mesma também o é. Portanto,

J fy, dx = J dut,
K K

logo, L™ LC (K) = ut(K). Como V é aberto, tomando o supremos nos K C V compacto
segue que

£, (V) = (V).

Dai temos que se Z C R™ é tal que L*(A) = 0 entao pu'(A) = 0. Portanto, u* < L™ segue

entao pelo Teorema da Diferenciacao de Medidas de Radon que
ui(A) :J D npt dx
A

para todo A p'-mensurdvel. Dessa forma temos que [, fy, — Dgnptdx = 0 para todo
A plmensuravel. Portanto, f,, = Dgnp!, L™q.t.p.. Com isso, temos que Df = VT,
L"-q.t.p.

Por outro lado, fixe ¢ > 0. Defina para cada k

1
Ve = {XEV; dist(x, 0V) >E} e Vo =a@.

Defina V = Vk+1 — Vi1 Seja agora {(xJ2; uma sequéncia de fungoes suaves tais que

0< G <1
spt(&y) C Vi

i&k: 1, em V.
k=1
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Observe que fy, {x € L'(V), em particular, fy, = > i, %Gk e spt(fy, &) C Vi

Agora considere n o mollifier canonico e definamos

Zne fxl Ck

Defina para cada N € N
Z Ne * ]Cxl Ck
Por construgao @y ; converge para fy, quando N — oo. Por fim, seja

PN
(o

ON = (PN N2y -+ -y PNn) e Py =

Note que, por construcao, segue que g € Cl(V;R"), Wb§| < 1 e fazendo

N—ooee—0,
Vf

N

Veja também que

J VF -, dx = —J b, - o dIDA < IDAI(V)
Vv \%

para todo N € N e ¢ > 0. Logo, quando N — oo e ¢ — 0 temos que

J Vf. Vf
\%

dx = J IVfldx < [|[DF]|(V).
VA v V)

Com isso, [ |Vf|dx = [[Df||(V). Portanto, £™|
toda @ € C!(V;R"), com || <1,

‘vﬂ(V) = ||Df]|(V). Assim, temos que para

J Vf«(pdx:—J (p-de:—J (@ - 0)| V1| dx.
% v v

Dali, defina
Vf
—, VTl # 0.
oi=1{ Vi Vil #
0, se |Vf]=0.

Exemplo: Seja E aberto no R™ e com fronteira suave tal que para cada K C U compacto,

H™T(OENU) < 0o. Sejam V e ¢ como no exemplo anterior. Em particular pelo Teorema

Da Divergéncia

J dive dx = J @-vdH™!
E oF
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onde v é o vetor unitario normal exterior & 0E. Assim,

J divcpdx:J (p~vd7-[“1:J @ -vdH" ! <H"(0NV) < .
E JF AENV
Disso temos que xg € BVi,.(U). Logo, E possui Perimetro finito. Em particu-

lar, da estimativa acima, segue que
I9E[|(V) < H™ T(dEN V).

Por outro lado, como no exemplo anterior pode se mostrar que ||0E[|(V) =
HT(QE NV). A idéia é similar, ou seja, construir uma familia de funcoes suaves com
suporte compacto em V com valores em R™ e norma euclidiana menor ou igual a um,
de tal sorte que tenhamos a desigualdade contraria para cada uma delas. Neste caso, as
mesma sao construidas a partir do vetor v.

Por fim, temos que para toda ¢@ € C!(V;R™) com |¢| < 1,

j o vdH! =J @ - ve |9 :j (@ - ve)xor dH™ .
oENV \% \%

Portanto,
J (p-vdH“_1=J @ - ve dH™,
OENV

OENV
donde segue que @ - (v —vg) =0, H" '-q.t.p. para toda ¢@. Logo, v = v¢ em todo ponto

a menos de um conjunto de medida H™' nula.

4.1 Resultados de aproximagao para fungoes BV

Teorema 4.2 (Semi continuidade inferior da Medida de Variagao). Seja f, fy € BV(U)
para cada k com f, — f em L _(U). Entdo,

loc

IDF][(W) < lim inf |[Df[|(U).
k—o0
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Demonstragdo. Seja @ € Cl(U;R™) com || < 1. Entdo,
k—o0

J fdivepdx = J lim inf f dive dx
u u

k—o0

< lim ian fi dive dx
u

= liminf—J @ - 0y d||Dfy|
u

k—o0

< liminf —J @ - oy d||Dfy|
kHOO u

< limian @ - ol dIIDF)
k—o0 u

<

lim ian dIDf|
k—o0 u
— liminf [ DA (W).

Agora basta tomar o supremo sobre as @ € C!(U;R™) com |@| < 1 donde segue que
IDAIU) < lim inf [[DA(U).
—00

Teorema 4.3 (Aproximagao Local por fungdes suaves). Seja f € BV(U). Entdo existem
{filee, € BV(U) N C=(U) tal que

(i) fr — f em L'(U),

(i1) ||Dfy|| — IDf|| quando k — oo.

Demonstracao. Fixe ¢ > 0. A priori tomemos m € Z* e definamos os abertos

1
Uk:{xeu; dist(x, oU) > k}ﬂB(O,k+m1).

m+
Note que Uy ~ U. Entao limy_, ||Df||(Uy) = [|Df||(U). Assim, para o ¢ fixado, existe um
ko € N tal que para todo k > ko tem se ||Df||(U) — |[Df]|(Uy) < €. Como ||Df]|(Uy) < oo
temos que

[IDF||(U — Uy) < e. (53)

Portanto, na constucao dos conjuntos Uy tome m = ky.

Doravante, defina Uy = @ e para cada k natural, Vi = Ui — Ue_y. Seja
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{2, uma sequéncia de fungoes suaves tais que

spt(Gy) C Vi, k=1,2,...,
OSCk§17 k:1)2,...,

iCk =1em U.
k=1

Claramente,
f=3 f.
k=1

Por outro lado, considere o mollifier canonico 1n.. Entao para cada k tome 0 < ¢, << 1

tal que

spt(ne, * (fG) C Vi, k=1,2,...,

€
Ju Me, * (fC) — Gl dx < % (54)
|| Ino ¢ DG ~ DG ax < .
u
onde 2 e e
K K K
Ne, * (fDG) = (ﬂek * (fa_x]> y Mgy * (fg> ey Ny * (fa_xn>) -

Defina

fo = ank ().

Por construgao f, € C°(U). E de (54),

.
Hfs - fHL](U) = H:e - ﬂ dx

Ju
ka (fG) — ) fi| dx
k=1

N
> (Mo * (FQ) — )

* (fC) — G| dx

A
[
f:
g2
TI\/]
=1

N

= lim J Z Me, * (fG) — Q)| dx
u

N

= lim 3| e« (00— fe)l

< hm sz’ por

= E.
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uma vez que pelo Teorema da Converéncia Mondtona podemos permutar o limite com a

integral. Pela arbitrariedade do ¢ > 0, temos (i).

Agora iremos provar (ii). Com efeito, por (i), temos do Teorema anterior que

IDAI(U) < lim inf [[DF[|(L).

Por outro lado, seja @ € C!(U;R™) com |@| < 1. Entao,

J fe dive dx —J lim Znek (f¢) dive dx.
u u N—oo

Note que, tomando gx(y) = f(y)Ck(y)Xv, (y), temos que

N L
fe(x) = lim Ne (x —y)f(y)Ckly) dy
N_)OO;JVk k k
N L
= lim Ne, (X —Y)gr(y) d
Neoo;m (= y)gily) dy
Do X—Yy
= i — dy.
Ngrolo;m EEn( e >9k(y) y
X—Y . 1
Logo, fazendo w = o entao, dw = —E—ndy ey =X — W, segue que
k k
N
fe(x) = _nglgo Z JRn N (w) ge(x —wey) dw.

(55)

(56)
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DAi,
N
fe(x)] = ]\}gI;OZJR N (W) ge(x —wey) dw
k=
N
< lim m (W) gk(x —wey)| dw
N—oo 1 JRrn
N .
< lim Y | [gulx —wey)|dw
N—oo - Jrn
N .
= lim [f(x —wei) C((x — wer) )Xy, (x —we )| dw
N—oo 1 Jrn
N .
< 1 —
< nggo;Nk [f(x — wey)| dw
N .
= lim If(w)| dw
N—oo 1 Jvi.
= |IfllLr

para todo € > 0. Portanto em podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada,



logo,

J fe(x) dive(x) dx
u

LM;Z%

1uu

Veja que (i div (Mg, * @) = div(Gx (Me, * @)) —

mativa anterior segue como

N

= lim
N—oo

0Cx
ayi

f(y)Ge(y) (Junsk(x—y) 0

f(y)k(y) (nek *

f(y)[div(C(y) Me, * @) (y
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(fG) (x) dive(x) dx

* (fG) (x) divep(x) dx

Yi dy

D0k - (g, * @), entdo a igualdade da esti-

Juf(y)ck(y) div (n., * @(y)) dy

) = D&(y) - (e, * @) (y)] dy

£(y) div(Ge(y) (e, * ) (y)) dy — Lf(y)Dck(y) (e, 0) (Y) dy)
() div(Cely) (ne, * @) (y) dy

(Yne, * cpi(y)> dy] :
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Assim, continuando a igualdade,

N

— Jim Y || ftu)divicaty) o < o) ) oy

N—oo
k=

)
- Lf(y) (; a]jt(y)Lnsk(X—y)cpi(x) dx) dy]

N

= Jim Y[ ftu)diviaaty) < o) () ay

N—oo
k=1

_ LZ (Jumk(x—y)f(y)ggf(y)cpi(x) dx) dy]

N

= i 3 [ ) div(zuty) i+ ) (9]

N—oo =
[ X (] et v S ay ) e dx]
u u Yi
N
- Jm 3 | ftu)div(aaty) (ne + 0) () ay

- [ Z oo (ns (52) ) e

N .

= lim Y | f(y)div(G(y) (e, * @) (y)) dy

N—oo Ju

:
gk

N r

— lim ) | @(x) e, % (FDG) (x) — @(x) - FD(x) dx

N—oo
1 Ju

N .
= lim f(y) div(Ce(y) (e, * @) (y)) dy
—00 " Ju
l?hr&
N .
— lim @(x) - e, * (FDG) (x) — FDGe(x)] dx
—00 " Ju
l?zfs

Note que a adigao de —fD{y em 7, . nao pertuba a igualdade, uma vez que ) ;> D =0
sobre U. Ainda olhando para Z, ., temos de que

Tl < hmzj e, * (FDG) (x) — DG (0] dx

N

< Jm3 |

], e (fDG) (x) = D&l dx < i sz
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Agora voltando nossa antencao para Z; . temos que para cada k,

C(Y) (M * @)Y < (e * @) (Y] < M @llooyMe [y <

Entao,

|I1’5| = lim

N—oo

IN

IA

Observe que

N

> IDfII(V)

k=2

N

Lf(y) div(G(y) (e, * @) (y)) dy
=

= L fly) div(Gi(y) e, * @) (y)) dy + lim ZJ fly) div(Ce(y) (e, * @) (y)) dy

[ vt ) (e ) (u) g+ Jim Y-

IN

IN

N

oo
k=2 v U
N

L f(y) div(Ck(y) e, * @) (y)) dy‘

N
IDF(U) + Jim. é IDAI(VA).

N
> IDfll(Ur — Tier)

k=2

N

Z IDFl|(Wesr) — IDFI(We1))
k=

(I!Dﬂl( 3) — IDFII(W)) + (IIDFll (L) — [[DFII(U))

(IIDFll(Un) — IDFI(Un-1)) + (IDFI(Uns1) — IDF(Un-1))
IDFII(Un) + [IDFll(Uny1) — DAl (L) — [[DFII(UL)

IDFII(Un) + [IDFIl(Unr) = IDFAI(U) = IDFILL), (U € Uy)
IDFIl(Un — Us) + [[DFII(Unr) — [DFI(L)

IDFIl(Un — Us) + [IDFI((Ungr — Un) U Un) — IDFI(Uy)
IDFll(Un — Us) + [IDFl(Un) + [IDFll(Ungr — Un) — IDFI(U)
IDFIl(Un — Us) + [IDFl(Un — Us) + [DFfl (Ungr — Un)
2|IDl(Un — Us) + IDFl(Unr — Un)

2|IDAl[(Un — Wy) + [IDFI(U — Uy).
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Logo,
00 N
> IDfI(Ve) = I\}E)I;OZHDf”(Vk)
k=2 k=2 ) )
< Jlim 2|DFI(Un — W) + IDFIU — Uy)
= 3|IDFI(U - Uy)
< 3e.
Portanto,

[Z1,e| < [IDFI[(U) + 3e.

Tendo em vista o que estimamos
|, £ex) divo () dx < T~ Lol < Iyl + T < IDAIW) + 4.
u

Tomando o supremo nas @ € C!(U;R™), com || < 1, temos que
IDf[[(W) < IIDFI[(U) + 4e.

Em particular,
lim sup [[Df[|(U) < [[DF]I(LL).

e—0

Dai e de segue (il) o que finaliza a prova do teorema. [ |
Teorema 4.4. Seja f € BV(U) e {fiJg2, € BV(U) N C>®(U) tal que
{ f — f, em L'(u),

[IDfi]|[(U) — [|Df]|(U) quando k — oo.
Defina para cada B C R™ boreliano as medidas vetoriais de Radon

w(B) := J Df dx
unB

Entao,

quando k — o0.

Demonstragdo. Tome @ € CH(R™ R") com ¢ > 0. Seja U; CC U, e como no teorema



anterior seja m >> 1, tal que

:
U : {x e U; dist(x,oU) >
m

T ﬂB(O,]—l—m)}

e IDFII(U = U;) < e.

Seja ¢ uma funcao suave tal que

0<C<1,spt(¢) Cl,
(=1, em Uj.

Entao,

J edy = @ - Dfy dx

RN Ju

= | (1 =C+ Qe - Dfydx

Ju

= (1—C)<P'kadX+J Co - Df dx

Ju u

= —J div(C(p)fkdx+J (1—C)¢ - Dfydx.
u u

"

~~

] (i)
Nos voltando para (i), temos que

—J div(Ce)fy dx—>—J div(Ce)f dx,
u u

uma vez que fy — f em L'(U). Em particular,

r

—J div(Ce)fdx = Co - d[Df]

u Ju

= (1—=T1+ Qe -d[Df]
Ju

r

JUu u

/

(i)

Observe que dali,

J (p-d[Df]:—J div(C(p)fdx—J (C— 1) - d[Df].
u u

u

= <p'd[Dﬂ+J (C—1)e - d[Df1].

167
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Por outro lado de (iii), vem que

J (C— 1) - dIDf]
u

= (C—T)e - d[DA]
JU—U1

= ¢ - od||DA|
JU-U,

< |l d|[DA]]
JU—U1

< l@lfpee ) |IDF| (U — Uy)

< l@llteomn)e.

Tendo em vista (il) vemos que

l[ (1 —C)(p ‘kadx
u

_ J (1- )¢ - Dfy dx
U—uy

IN

J olIDf dx
u—-u,

< l@llieomm) 1D (U — Uy ).

Em particular, pelo teorema anterior para k >> 1, segue que

@ llee e [[DFil[ (U — Uy) < [|@[io0mn)e.

Logo a partir destas estimativas, temos que

J (PdUk_J @du‘ =
Rn n

J @-kadx—J (p~d[Df]‘

-

div(Ce) (f — fy) dX+J (1—=C)¢ - Dfidx

u

+ | (C—Ucp-d[Df]‘
u
< Clifk = fllpy + ell@llieo@mn) + [IDfJI(U —Uy),

onde C = C(¢, ¢). Entao,

lim sup
k—oo

Pela arbitrariedade do € > 0,

lim sup
k—o0

.

CPde—J

J @ dpy — J © dH’ < 2¢ell@l[roo(rn).-
R R

) du‘ =0.
RT‘L
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Portanto,

1imJ (PdUk:J @ dp

k—oo

para toda @ € C!(R"™), uma vez que, “liminf” é nao negativo.
Por fim, seja @ € C.(R"), e defina para ¢ > 0, @, := 1, * ¢, por construcao,

@ € Cl(R™) e converge uniformemente para ¢ quando ¢ tende a 0. Em particular, pela

Desigualdade de Holder

o (x)] =

J nm(x—y)cp(y) dy‘ SJ me(x —yloy)ldy < [[@[lLomn).

n

para todo € > 0. Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

limJ eduy = lim limJ @ dpy

k—oo k—o0 e—0

= lim lim J @ dpy

e—0 k—o0

= limJ @ du

e—0

= J ¢ dp.

Assim, para toda @ € C.(R"),

k—oo

lim J @ dyy = J @ du.
RTL Rn
Portanto, w, — . [ |

4.2 Operador do trago para funcoes BV

Teorema 4.5 (Operador do Trago (BV)). Seja U C R™ aberto limitado com OU Lipschitz.

Entao, existe um operador linear continuo, tal que
T:BV(U) — L'(dU; ™)

e para toda f € BV(U) e ¢ € C'(R™R™M)
J fdivep dx = —J @ - d[Df] —|—J Tfep - vdH™ !,
u u au

onde v € o vetor unitdrio normal exterior a oU.

Demonstracao. Primeiro, assuma que f € BV(U) N C*®(U). Dado x € 0U pela definicao
de fronteira Lipschitz com cilindros, existem r > 0, h > 0 e v : R™' — R Lipschitz tal
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que, a menos de uma rotacao ou reordenagao dos eixos,

, h
max [y(y') —xal < —,
[x'—y’|<r 4

uncx,nh)={yel; X' —y'l <r,v(y') <yn <x,+h}

h
Escreva C := C(x,1,h) e fixemos 0 < ¢ < 5 © para cada oU N C defina,

fe(y) =y, v(y') + ).
Note que f., estd bem definida. Com efeito, é suficiente mostrar que,
(y,v(y)+e)eunc.

Ora, ja temos que |x’ —y’| < r, além disso,

YY) <)+ e <) F o = ot () e

SN

S Xn + h/(y/) _an + =

N

< Xp+h.

Entao, (y’,v(y’) +¢) € UNC. Logo, f. estd bem definida.

Figura 6 — Ilustragao para o conjunto Cs,.

\R

Graf(y

l Rnfl

Fonte: Acervo proprio
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Agora seja

Coe=ye G yvy)+o<yn<vly) +el

com(0<d<e< }2—‘ Tome C®:= (CNU)— Cop.. Entao,

Ifs(y) — fe(y)l = IfY, vy +8) =y, v(y") + €l

¢ of
— vy +1) dt‘
J& ayn y y

¢ of

a(y%v(y’)ﬂ)‘ dt

<

Jd
re
= | IDf(y’,v(y’') +1) - eldt
Jd

re

< | IDf(y',v(y") +t)ldt.

Jbd

Passando a integral em oU N C, vem que

J fo(y) — fe(y)l dH™ " y) SJ J|Df(y',Y(U')+t)|dtd7-l,“_](y)
ounc aunc Js

_ H Dy, v(y) + O] 1™ (y) dt.
5 JouncC

Iremos usar a Mudanca de Varidveis para estimar esta ultima igualdade. Para
isso, defina T : R — R™, dada por T(y) := (y’,y(y’) +t). Claramente, T é Lipschitz.

Note que a matriz jacobiana de T

0 . 0 0

o e 01 ... 00

3y Oyn—1 o0 ... 00

0Th—1 ‘ 0T 1 0 : : : |
ay] o aynfl nxn O O e e 1 O

Dy 0

nxn

Obtemos o Jacobiano utilizado a Formula de Binet-Cauchy, tendo em vista as

submatrizes (n — 1) x (n—1), vem que

(JT(y)* =1+ Dy = JT(y) = V1 +Dy(y)~



Claramente JT(y) > 1, entao,

j DF(Y, Y(y') + 1) A1 (y)
ounc

r

r

r

JR™
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IDf(y’,v(y') + )1+ IDy(y)RdH™ ' (y)
IDF(T(y" )1+ Dy(y)RdH" ' (y)
2

z€T-1(z)ndUNC

IDf(z)|H(T'(z) noUN C)dH™ '(z).

Jounc

Jounc

IDF(T(y"))| dH" ' (z)

JR™

Agora observe que para todo A C R™ H"™ '-mensurdvel temos pela Férmula

da Area que

J HOANT N (2)dH (2
]Rn

Dali,

J Ho(QUNC)NT N (z)) dH™ ' (2)
Rh

Logo, H°((QU N C) N T '(2))

ponto. Entao,

j DY, y(y') + 1) a1 (y)
ounc

onde C;:=+/1+ Lip(y)2.

Com isso, vem que

) = J VTFIDYEE R (2).
A

J T+ DY@E aH ' (2)
ounc

J sounc/TF DY P dH™ (2).
RT\.

= Xouncy/ 1+ |Dy(z)?, H" ! em quase todo

IDf(2)|HO(T ' (z)nduNC) dH™ ' (z2)

JRN
IDf(2)lxouncy/1 + Dy (2)]2 dH ' (2)
IDf(z)|\/1+ IDy(2)]2 dH" ' (2)
JouncC

1+ Lip(y)zj
auNC

JR

IDf(z)] dH™' (2)

¢ J Df(2)| aH™ (2),
ounc
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J If5(y) — fo(y)l dH™ ' (y) < H DF(Y, y(y') + 1) 41 (y) dt
ounc 5 JouncC

< C1J J IDf(z)| dH™ ' (z) dt
s Jaunc

= G J |Df(z)| dz
CB,&
= C|[Dfl[(Cs,e).
Entao, fazendo €, — 0, temos da desigualdade acima que {f,};~o é de Cauchy

em L'(QUNC;H™ ). Como esse espaco é Banach temos que existe f € L'(@UN C; H™ )
tal que

lim [If. — fllr ouncpn—1) = 0.
e—0

Facamos entdo, Tf := f. Ainda da desigualdade acima,

J ITf — f|dH™' < J ITf — fs| dH™ ' + J Ifs — feo| AH™
aunc aunc aunc

< J ITf — £5] A + C,|IDFII(Cs.0)-
ounc

Fazendo 6 — 0
J T — .| dH™ < C,|IDFII(Coy). (57)
uNC

Por outro lado, fixemos @ € C!(C;R™). Entao,
J fdiV(pdy:—J (p-Dfdy—i—J fo-vdH™ !,
€ Ce oCe¢

onde v € o vetor unitario normal exterior a 9C*. Relembre que C* = (UNC) — Co, logo,

se y € 0C%, entdo, y = (y',y(y’) + ¢). Ou seja,

J fdiwpdy:—J @-Dfdy+J fly,v(y) + ey, vy) +e) - vaH" ' (y').
€ Ce ounc

Fazendo ¢ — 0, segue que

J fdivedy = —J (p-Dfdy-i—J fo - vdH™!
unc unc auNnc

:—J (p~d[Dﬂ+J fo-vdH™ .
unc

ounc

uma vez que Xce — Xunc-

Mais geral, para cada x € OU existem v, : R*' — R™ Lipschitz e 7y, h, > 0
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tais que a menos de uma rotacao ou reordenacao dos eixos
CenU:={y el x' =y’ <7 vx(y) <yn <xn+hl

h
onde Cy := C(x,Ty, hy), € ‘ ma‘x y(y') —xal < T
x/—y’|<rx

Claramente a familia {C}ycau ¢ uma cobertura para 0U. Entao, da compaci-

dade de U, existe uma cobertura finita {C;}}Y; tal que

N
ou c U G,

i=1

onde Ci = (xi, Ty, hy,)-

. . hy )
Sejad < e < ]I%lilgnnT e defina, parai=1,2,..., N,
Ci={y € Ci; v (¥') <yn <v(y') + e}

Consideremos entao, uma familia de funcoes suaves {{}, tais que

OS Ci < ]7 Spt(ci) C Cia iz])z)"wNv
0 <G <1,spt(G) C U,

N N
ZCi:1 em UUUCi.
i=0 i=1

Logo, tome parai=1,2,..., N,

P fGlunc, em CiNnU.
i = 0 o U Ci'

e fo :== f(y. Por construcao,

f:Zfi em u.

Observe que se y € 0U, entao, y € oU N Cj para algum j € {1,2,...,N}

Portanto, defina
N N
fo(y) =) fily) =) fily/, vy +e).
i=1 i=1

Tomando 0 < 8 < ¢, seja parai=1,2...,N

be =W € Ci Y (Y) + 08 <yn < Vi (y) +el.

Dessa forma pelo que ja fizemos,
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N
I — £ dH™ = J (£ (y) — FE(y))| Q™!
Lu i au ; Y Y
N
< ZJ {fé _fs | dH™ 1

N
< Z JIDF(

Observe que dada @; € Cl(C}S,E; R™), com |@i| < 1, parai=1,2,...,N, temos que

N
ZJ fidivep; dy = —ZJA (DfCi+fD&) - @i dy

i=1 CZ’),&

z

,.
z 1

N
= ZJ fdive; dy.
i=1 V&5

Dai segue que
N N
> IDf(ci,) = Y IIDe(
i=1 i=1

Em particular,

N
| ito—tiae < ¥ caprici,).
ou i=1

Fazendo, €,6 — 0, vemos que {f}e=o ¢ de Cauchy em L'(dU; H™'). Logo,

existe uma funcio f pertencente a L'(0U; H™ ') onde
lim ”? - fe”[_] (oU; Hn—1) — 0.
e—0

Entdo, faca Tf := f. Em particular, como em , vem quando & — 0 que

N
J Tf—f[dH" " < Y CIDFI(CY,).
ou i=1
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Agora seja C{ :=UNC; — C},)E e Cf = UL C¢. Tome @ € C'(R™ R"™), entdo,

N

J fdivepdy = ZJ fidive dy
‘ i=0 V€I
N N
= —ZJ Dfi-(pdy-l-ZJ fi@ - vdH™
i=0 Vi i=0 JOCt
N N
= —ZJ (DfCi+fDCi)'@dy+ZJ ffo(y’,vily') +¢) - vdH™!
1=0 Cs i—0 ouNcC;

N
= —J Df-cpdy+ZJ oy, vily') +€) - vdu" T,
€ i=0 ouNC;

onde v é o vetor normal unitdrio exterior a 0U. Logo, quando ¢ — 0 segue que

deivcpdy = —J (p-Dfdg%—J Tfe - vdH™!
u u au

= —J (p-d[Df]+J T - vdH™ .
u ou

Portanto, existe um operador
T:BV(U)NC®U) — L'(U; ™),

onde f — TH.
Verificaremos a linearidade de T, sejam f,g € BV(U) N C>®(U) e x € R. Note
que
N

(af +9)c(y) = D (af+9)Gy', vy ([y') +¢)

i=1

N N

= a) G, v +e)+ ) 96 vy(y) +e)
i=1 i=1

= ofe(y) + ge(y).

Como {(af4g)cteso, {fetesol € {ge}eso convergem, respectivamente, para T (ocf +
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g), Tf e Tg em L'(0U; H™'). Temos que

J IT(xf 4+ g) — (oTf + Tg)| dH' < IT(xf 4 g) — (of + g)el dH™!
au Jau
- |(«f + g)e — (oTF + Tg)| dH™
Jau
= IT(of + g) — (oxf + g)gldH“_]
Jau
+ lofe + g — &Tf — Tg| dH™!
Jau
< IT(of + g) — (f + g)e| dH™!
Jau
+ locf, — oTF| AH™ " + J Ige — Tg| dH™
Jau au

para todo 0 < € < ]r<ni<nN % Em particular, fazendo ¢ — 0, vem que
SIS

J IT(of + g) — («TF + Tg)| dH™ ' = 0.
ou

Portanto, T(of + g) = «Tf + Tg a menos de um conjunto de medida H™! Lau nula.
Agora trabalharemos para estender esse operador linear para o espago BV(U),
apds buscaremos mostrar que esse operador é linear e continuo.
Com efeito, dada f € BV(U) existe uma sequéncia de fungdes, {fi 32, C
BV(U) N C*®(U) tal que,
f, — fem L'(U),
IDf]|(U) — [IDF[(U),
He — K.
onde {2, e p sdo definidas como no teorema anterior. Pelo que fizemos antes para
cada k, existe Tf, € L'(dU; H™ ).
Afirmacgao: A sequéncia {Tf,}2°; é de Cauchy em L'(dU; H™ ).

Prova da Afirmagao: Primeiro, mostraremos localmente, apds faremos globalmente.

Dado x € 0U existem 1,h > 0 e y : R*™" — R Lipschitz tal que a menos de uma rotacéo

ou reordenacao dos eixos,
UnC={yely' —x1<myly) <yn <yn+h}

Logo, dado ¢ > 0 e y € oU defina,

€ €

)= ¢ [ Adyvy) o de= | iR a

0
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onde (fi)(y,t) := fi(y’, v(y’) + ).
Note que é razodvel definir f}, dessa forma, pois pelo Teorema da Diferenciagao

de Lebesgue-Besicovitch vem que quando ¢ — 0

fr — fily’,v(y')).

Assim,
] &
J T — f5| dH™' = Tfk——J(fk)(y,t)dt' dH™
aunc Jaunc € Jo
] £
== —J Tfk— (fk)(y,t) dt‘ dHni]
Jaunc | € Jo
R 1 ¢
< —J T — () (y, 1)] dtdH™!
Jaunc € Jo
‘I re
-] j T — fily', v{y') + O] dH™ dt
€ Jo Jaunc
‘I re
< 5 CIIDf/|(Cor) dt  por (57)
JoO
1 (¢
< 5 ClIDfll(Coe) dt  (t <€)
JO
= ClIDA[(Coye ).

Entao, dessa estimativa vem que

J Tf — TH|dH™ ! < J |Tfk—f§|dH“]+J £ — 5] dH™!
ounc ounc

ounc

+ J [ Tf — £} dH™!
aunc

< CIDAI + IDRI)(Cor) +J e — £ dp.
ounc
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Entao,

J Th = ThldH™' < C(DAl + IDAIN)(Coy)
ounc

! J (R, t) — (F)(y, ©) dt| dp!

Jaunc | € Jo
CIDAf[l 4+ IDAU) (Co,e )
r ] re
+ — | 1(fi)(y,t) — (f) (y, t)| dt dH™"
Jaunc € Jo
CIDAf[l 4+ IDAU) (Coye )
r 1 re
+ —| Iy, vy +t) = fily, y(y) + 1) dtdH™!
Jaunc € Jo
1

- C(IIka||+||Df1||)(Co,a)+EJ e — ] dy.
CO,s

Logo,
1
limsupJ [Tfi — Ty dH™' < limsup (C(IIkaII + D) (Coye) + —J [ — ful dy)
k,l—oco Jounc k,l—00 € Co,e
< Climsup||[Dfy[(Co,) + Climsup [[DFf|(Co,)
k,l—o00 k,l—o00
< Climsup [[Dfy|(Co,e) + Climsup|[[DF][(Co,c)
k,l—o00 k,l—o00
< 2C|IDAf(|(Coe NU)  (pois, p — w).

Portanto, fazendo ¢ — 0 segue que

lim supJ ITf, — Tfy| dH™" < 0.
auNC

k,l— o0

Dessa forma, {Tf;}3°; é de Cauchy em L'(QU N C; H™ ). Agora mostraremos
globalmente. Para isso, segue novamente da compacidade e regularidade da oU, existem
x;i € 0U, 1, hy > 0 e y; : R*" — R Lipschitz, i = 1,2,..., N tais que

CinU:={y e W Ix{ —y'l <1y, vi(y') <yn < (xn)i + hi},

a menos de uma rotagao ou reordenacao dos eixos, com C; := C(xi, Ty, hy).

Seja {¢ N, uma familia de fungoes suaves tais que

0< ¢ <1,spt(G;) C Ci,1=1,2,...,N,
0< G <1, spt(G) C U,

N N
ZC1=1 emUUUCi.
i=0 i=1



Definamos entao, paracadak e Nei=1,2... N,

fi(y) = frlilune, se yeunc.

R 0 se yelUu—Cy
Tre(y) == TfeGilounc, se yeounc.
R se ye€oU—Ci.
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N N
e fio := filo. Por construcao, para cada k, fi, = Z friem Ue Ty = Z Tfi; em ol

k=0

Tome 0 < ¢ < min % e observe que se y € 0U entao, y € oU N C; para

1<i<N
algum j, entao defina

Assim,

] €
| omte—riant < 3| 2| =ty viy) + O deane
ou

au € Jo

i=1
N

‘] &€
= Z—J J Thei — fiu(y’s y(y') + t) X" dt
oUNC;

€
i=1 Y0

N
< ZCiHka,iH( 6e):
i

onde Cj, :={y € U; x{ —yl < 7, Y(y') < yn < v(y’) + ¢}. Como anteriormente, seja

P € Cl(C})yE; R"),1=1,2,...,N, entao,

N N

ZJ - fidiveidy = —ZJ  (DfkGi +fDG) - @i dy
i=1 YCo. i=1 YCo

N

i1 JCG.

= > J fi dive; dy.

i=1 C(i)‘z
Dessa estimativa, segue que

N

N
> IDfICh) = 3 IDRI(CE,).
i=1

i=1
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Em particular,

N
| @ < 3 caprdicy,)
ou

i=1

Logo,

J ITf, — TR dH™ <
ou

—

Ty — f5[dH™ + J S —f5dH™ ' + J T, — 5[ dH™
ou ou ou

N

N
< 3 ClIDRI+ IDAIN(CH) + | 11— filan!
ou

i=1

IA
z

Z Ci(I[Dfill + [IDFIN(CE)

i=1

+
™M=

1 ¢ ! ! / n—
J Jrkl( Cvy)) 1) — fualy’, v () + 1) dt
aunc; €

i=1

Z Ci(|[Dfill + [IDFIN(CE)

i=1

IA
z

+
™M=

1 ¢ / / n—
J J ey’ Y(y') + 1) — fuly’, y(y') + 1)) dt dH™!
ouNcC; 0

i=1

3 G+ DA +ZJ e — fil dy

1 Ch,e

IN
z

1

: N
S CuIDA + IDRIN(CS,) + ;j [ — il dy.
u

i=1

IA
z

Dessa forma,

N
N
hmsupj Th — THI dH™ < hmsup<§ C(IDf + IDRIN(CH,) + j|fk—ﬂ|dy>
ou u

k,l— o0 k,l— o0 i=1
N
< hmsupZ Ci(I[Dfll + IDRIN(Cg,)
k,l—o0 im1
< Z lim sup C; ([[Dfy | + HDle)(Co )
i— k,l—o00
< zZ C/IDFII(Cy N W)
i1
<

2N max Ci||Df||(C,. N U).
1<i<N ’
Fazendo ¢ — 0 segue que

lim SupJ T — Tf| dH™' < 0.
ou

k,l—o00
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Portanto, {Tf, }?°, é de Cauchy em L'(dU; H™'). Logo existe uma funcio f
em L'(0U; H™) tal que

lim ”Tfk — ?”Ll(au; Hn-1) = 0.
k—o0

Entdo, defina Tf = f.

Afirmacao: Tf independe da escolha da sequeéncia {fi}32;.

Prova da Afirmacgao: Sejam {fi.}3°,{gx}32; C BV(U) N C*>®(U) tais que

fk, Jx — f em L](U),
IDAJI(W), ID gyl (L) — [IDF][(U).

Seja T;f o traco dado por fy e Tof o trago dado por gy, entao,

J ITyf — Tof| dH™! < J ITf — Tfy | dH™! +J T — Tgy| dH™ +J ITf — Tgy| dH™!
ou ou ou ou

N /

~"

1) (i) (i)

para todo k € N. Em particular passando o “limsup“ com k — o0, note que fazendo

isso, (i) e (iii) se anulam, entdo,

J Ty f — Tof| dH™ ' < lim supJ T — Tgi| dH™.
au au

k—o0

Ora, tendo em vista as estimativas anteriores

J T — Tl dH™ < J ITfk—fﬁldH“1+J
ou ou

Ife — gl dH™ + J Tow — gl dH™!
ou ou

IN

N
. N
> G+ IDg(CE) + | I~ gildy.
u

i=1

Logo,
lim supJ ’Tfk - Tgk’ d?’[ni] < 0.
ou

k—oo
Entao,
J IT,f — Tof| dH™ ' = 0.
ou

Portanto, T;f = T,f, a menos de um conjunto de medida H™! Lau nula.

Afirmacao: O operador T : BV(U) — L'(0U; H™') dado por f —— Tf é linear e

continuo.

Prova da Afirmacgao: Sejam f,g € BV(U) e « € R. Claramente, existem {fiJ32,{gx}32, C
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BV(U) N C>®(U) tais que

f, — fem L'(U),

g — g em L'(U),

IDfill(U) — [IDF[(W),
IDgll(U) — [[Dgll(LL),

Tfi, — Tf em L'(QU; H™),
Tge — Tg em L'(0U; H™ ).

Sabemos que (ofy + gi) converge em L'(U) para (of + g) em L'(U). Logo,
T(ocfi + gi) converge em L' (U) para T(of +g) em L'(0U; H™'). Em particular pelo que

ja vimos anteriormente T(afy + gx) = ocTfy 4+ Tgy para todo k. Entao,

J IT(af + g) — («Tf + Tg)| dH™ ! < [T(of + g) — T(ocf + gi)l dH™!
ou Jou
+ IT(ocfy + gi) — («Tf + Tg)| dH™!
Jou
= IT(of + g) — T(ofi + gi)| dH™
Jou

+ |o«Tfy + Tgy — «Tf — Tg| dH™!
Jou

IN

IT(ocf + g) — T(ocfy + gi)| dH™

Jou

| jaTh — T an™ + J Tgy — Tgl dH™
Jou ou

para todo k. Em particular, passando o lim sup com k — oo temos que
J IT(f + g) — («Tf + Tg)| dH™' = 0.
ou

Portanto, T(oaf + g) = «Tf + Tg a menos de um conjunto de medida H™' Lau nula.

Isso mostra a linearidade. Verificaremos a continuidade do operador T. Com efeito, seja

f € BV(U) como acima. Logo, fixe 0 < € < minj<i<n %, entao

J Tfi|dH™' < J |Tfk—f§|dH“—‘+J ] dH™!
ou au ou

< chkan Z j Ihay

< chkan 2| iy

¢ (||ka||(u) ; L 1 dy) 7

IN
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N
N
onde C; := max {Z Ci, ?} Fazendo k — oo vem que

i=1

J T Q! < ¢ (HDfH(uHJ i dy).
ou u

O que prova da afirmacao. Por fim, seja f € BV(U) como acima e ¢ €

C'(R™ R™) entdo, para cada k temos que
J frdivedy = —J Dfy - ¢ dy —I—J T - vdH" !,

u u ou
onde v é o vetor normal unitario exterior a 0U. Fazendo k — oo, vem que

J fdivedy = —J @ - d[Df] —I—J Tfp - vdH™ ',

u u ou

uma vez que , — p. Como queriamos demonstrar. [ |
Lema 4.1. Volume do cone n-dimensional

Demonstragdo. Sejam a,b > 0, e defina P : R*' — R onde x — —alx| +b. Observe

b
que o grafico da P é um cone e que P(x) =0 & |x| = . Entao, defina

).

(p(x):{ll)(x), se x € B (0, |

0, se x cR"1—B (O,

alc oo

Em particular, o volume desse cone é dado por,

J e(x)dx = J —alx| + b dx
et B(x2)

~ b n—1
= —a Ix|dx +ba(n—1) (—)

JB(0,2) a

b b n—1
= —a J x| dH™2(x) dt + ba(n —1) (—)

Jo Jam(o,t) a

b n—1

b
= —a J tdH™ 2 (x) dt+boc(n—1)<—
Jo JaB(o,p) a
b
= —a| mM=—Namn—2)t"2tdt+ba(n—1)
Jo

/\\_/
elc
N——
T

<

N
el
~—
i

= —an—1Nan—2) Ja t" ' dt+ ba(n—1)
0

— _a (“—_1) an—2) (E)n+boc(n—1) <
n a

elc
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Entao,

n—1
J ex)dx = (E) {boc(n—])—a (n;1> a(n—2) (E)]
R a n a
b

Teorema 4.6. Seja U C R™ aberto limitado com 0U Lipschitz. Suponha que f € BV(U).

Entdo, para quase todo x € OU, com respeito a H™ ',

lim If — Tf(x)|dy =0
=0 JB(x,r)NU)
e entao,

Tf(x) = lim fdy.

=0 B(x,r)NU
Demonstracao. Primeiro mostraremos que a densidade da variagao de f com respeito a
H™1é nula para x € 0U, a menos de um conjunto de medida H™ ' nula. Ou seja,

Afirmacao: Para quase todo x € 0U, com respeito a medida H™',

i [PAICUL N B(x, 7))
11m

r—0 -1

=0.

Prova da Afirmacao: Fixemos 3 > 0, 6 > ¢ > 0 e defina

Ap = {x € oU; limsu

r—0

DAL BT B}'

Mostraremos que H™'(Ag) = 0. Dado x € A note que existe T € (0, ¢) tal que

IDF(WNB(x,1))
rn—]

> B,
pois, caso contrario se para todo v € (0, €)

IDF(UNB(x,1))
rn—]

< B.

Entao,
IDF(WNB(x,1))
sup o

< B.

r€(0,¢)

Dessa forma,

IDAIWNB(x,™) _  [DFIUNBx,1))
= < sup

lim sup <.

r—0 rnil

r€(0,¢)
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Mas x € Ag. Logo, temos uma contradicao. Portanto, para cada x € 0U existe v, € (0, €)

tal que

IDF][(U N B(x, 7))
ol

> P. (58)

Assim, {B(x, ) }kea, € uma cobertura para Ag. Com o
sup{diam(B(x,1x)); x € Ag} < & < o0.

Logo, pelo Teorema da Cobertura de Vitali existe uma colegao enumeréavel de bolas dis-

juntas de {B(x,Tx)}ea,, @ qual denotamos por, {B(xi, 11)}2; tal que
Ac | Bl | JBx,5m).
XEAR i=1
Tendo em vista que 0 < 1T < € < J, segue que

Hms (A ) < Z o(n — 1)(57'1)“71

i=1
= NIE)I;OZOL n—1)056r)"

= a(n—"1)5"" lim Zr” !

N—oo

a(n —1)5""
B

IN

ngr;oZ||Df||(umB(xi,n)), por (58).
i=1

Note que (% B(xi,11) C {x € U; dist(x,0U) > ¢} := U°. Entao,

Hios (Ag) < CIIDFII(U),

a(n —1)5™"!

onde C :=
B

logo,

. Fazendo ¢ — 0 temos que H5;'(Ag) = 0 para todo & > 0,

HY N (Ap) = lim His (Ag) = 0.

Portanto, para cada k, H"! (A%) = 0. Dali,

H ({x € ol; limsu HDfH(um]B(X’ ") >O}) =H"! (G A1) =0.
Lk x

Tr—0 k=1

O que prova a afirmacao.

Doravante, seja x € OU um ponto de Lebesgue de Tf que safistaz a afimacao
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anterior. Tal ponto existe, pois, do contrario, se a intersecao entre o conjunto dos pontos
de Lebesgue de Tf e os que safisfazem a afimacao for vazia, segue que ambos teriam medida

nula, absurdo. Logo, tal x existe. Portanto para esse x

. IIDAlI(B(x,r)nU)
lim =0,

r—0 Tnil (59)
lim ITf — Tf(x)| dH™ " = 0.

T—0 B(x,r)nNouU
Por outro lado, para esse mesmo x € 0U existem 1y > 0 e uma funcao Lipschitz

v :R™ — R tais que

UnNQ(x,mo) ={y € U; v(y') <yn} N Qx,10).

Em particular, sabemos que existem r,, h, > 0 tais que C(x, Ty, hy) C Q(x, 7o) e,

max  [y(y') —xal < —,
[x'—y’|<rx 4

UnNCx,re,h) ={yel; x —y'l <1 v(y') <yn < xn+ht

Para prosseguirmos na demonstracao do teorema, precisamos contruir um ci-
lindro centrado em x que dependa somente da geometria da 0U e um parametro r > 0,
além de que, contenha uma bola centrada em x e raio 1, e para r << 1 esteja contido em
Clx, Txy ).

Observe que tomado, 0 < r < 19, e definindo h(r) = 2r, temos que o cilindro
C(x,7m,h(r)) D B(x,1). Note que esse cilindro depende da geometria de 0U, por outro
lado, nao sabemos se para 1 suficientemente pequeno, C(x, 1, h(r)) C C(x, 1y, hy). Assim,
note que da contrucao feita no Capitulo de Fungoes de Sobolev,

Y(y') — el < Lipy)l' —y'l < e Lip(y) < = (60)
Entao, 4r, Lip(y) < h,. Isso nos sugere que tomar h(r) > 4rLip(y) é uma

boa escolha. Dessa forma, considere h(r) = 2max{1,4 Lip(y)}r. Ora,

h(r) < h,
hy
& rs 2max{1,4 Lip(y)}
T < L
— 8Lip(y)

De temos que % < SIALp(Y) Entao para h(r) = 2max{1,4 Lip(y)}r, e v < TZ—X, 0
cilindro C(x, 7, h(r)) C C(x, 1y, h,) e contém B(x,r). Defina entao, C(r) := C(x, 1, h(r)).
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h
Agorasejau0<e<ﬂe1‘<r—X

5 > Defina para cada y € oU N C(r)

fe(y) .= fly',v(y") +e¢)

Coe() ={y e U; y(y') <yn <v(y') + e}

Afirmagao: Existe uma constante C > 0 tal que
J T — fo|dH™ ' < CIIDF|(ULN C(r)).
auUNC(r)

Prova da Afirmacgao: Como f € BV(U) existe {fi}t2; tal que a menos de uma sub-

sequencia,

f, — fem L'(U),

Tfi — Tf em L'(0U; A1),
fr — f L™q.t.p.,

Tf — Tf  H“ '-q.t.p.,
IDfill(U) — [IDF[(W).

\

Pelo Lema de Fatou, podemos concluir que

J ITf — f.|dH™ = J lim inf [Tf, — i (y’, v(y') + ¢)| dH™!
UNC(r) dUNC(r) Kk
< liminf J The — fulys y(y') + &)l dH™
auUNC(r)

k—o0

IN

lim inf C[[Df|(Co,e(r))  por (57)
Jim ClIDAI(ULN C(r))
ClIDfI(U N C(r)),

IN

0 que prova a afirmacao.

Agora iremos trabalhar para estabelecer uma estimativa para
|ty vty — il ay
B(x,r)NU

tendo em vista que B(x,r) C C(r) por contrucao.
Antes disso, seja @ : UNB(x,1) — oU N B(x, 1), dada por y — (y’,v(y’)).
Logo, ¢ é uma projecao de U N B(x, 1) em oU N B(x,r). Além disso,

Jo(y) = \/det[(Dp o Do) (y)],
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onde D' é a matriz transposta de D¢. Note que

0 e 0 0 10 - 0
0 1 0 0 o1 - 0 &
Do = Do S : eDe'=| : : - P
0 0 ST 0 00 - 1 2
0 0 0
_% % ax:q O_(nxn) _O 0 0 0 4 (nxn)
Dessa forma ~ _
10 0 &
0 0
Dy oDe' = P : Do
0 0 1 axay,1
0 0 0
_% % aXnVA 0 Jd (nxn)

Entao, pelo desenvolvimento de Laplace,

det(Dp o D@") = > (=1)"ay; det(M;),

j=1

onde {anj}}‘:] sao os elementos da tltima linha da matriz D¢ o Dt E de facil verificacao

0
que det(M;) = (—1) a;p sej=1,2,...,n—1edet(M,) =1. Logo,
j

—1

=

.a‘y .a‘y
-1 1+ 27 —1 1+ 27
MU e~

N e (Y
B _( Rl (axi)

= |DY|2

det(Dp o Do') =

IMI LM

Dali,
Jo(y) = VIDy(y)l = Dy (y)l.

Afirmacao: Existe uma constante C; > 0 tal que

L()mexwyn—ﬂwMysaﬂmmmncnn

Prova da Afirmagao: Formalmente, seja A tal que

Tfy', v(y") — fly) + A = [TFy', v(y") — fy)Je(y).
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Entao,
A= [Ty, y(u")) = fWlJey) —1).

Dessa forma,

L( )~y = " |Tf(y’,v(y’))—f(y)+Mdy+J Al dy

JB(x,r)NU B(x,r)NU

= Tf(y’, y(y") — fy)llJe(y)l dy

JB(x,r)NU

+ Ty, v(y") = fy)llJely) — 1| dy

JB(x,r)NU

< TE(y', v(y")) — fly)lle(y)l dy

JB(x,r)NU

+ Tf(y', v(y") — fly)llJe(y)l dy

JB(x,r)NU

:zj THy, v(y) — F) T @(y)| dy.
B(x,r)NU

Entao, pela Formula da Coarea

j Ty v(y) — fly)ldy < 2 Tfo— f|dH dH™'
B(x,r)NU

JaumB(x,m) Jo =1 (y)

= 2 TF(y') — fly', v(y') +t) dt dH™ ' (y)
J auﬂB(X,T) J (p_1 (y)

h(r)
2

Tf(y') — fly',v(y") + t)| dt dH" ' (y)

IA
N

JouNB(x,r) JO

h(r)
=z

= 2 TF(y') — fly', v(y) +t) dH™ ' (y) dt
Jo oUNB(x,r)

hh(zr]

— 2| CIDfl(UNC(r)dt

JO

= Ch(r)|[Df[[(UN C(r))

= C2rmax{1,4 Lip(y)}|Df||(UN C(r))
= Crl[Dff[(Un C(r)),

onde Cy := 2Cmax{1,4 Lip(y)}.
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Por fim,

][ fly) — TE)ldy < ]f Tr(y’, v(y") — f(y)l dy
B(x,r)NU

B(x,r)NU

(1)
+ ]f Tr(y', v(y)) — TF(x)| dy
B(x,r)NU

(ii)
Olhando para (i), temos que

Cyr|[DA|(ULN C(r))
L (B(x,r)NU)

][ Ti(y', v(y") — fly)ldy <
B(x,r)NU

Por outro lado, dados z,y € C(r) temos que

2=yl < /(P2 + a7 =/ (2rmax{1,4 Lip(y)})? + 412 = 1C5,

onde C; := \/(2 max{1,4 Lip(y)})? + 4. Entdo, C(r) C B(x,7C,). Logo,

Cir|[DFf[(UN B(x,1C3))
LM(B(x,r)NU)

][ Ti(y, v(y") — fly)ldy <
B(x,r)NU

Nos voltando para (i) fazendo como anteriormente, usando o A,

][ Ti(y’, v(y") — TFx)| dy
B(x,r)NU

IN

z]f Try’,v(y') — T e )l dy
B(x,r)NU

2 [ J Tan!
_ I Tf(y) — Tf(x)| dH dH"
L (B(x,r)Nnu) oUNB(x,1) Jo~1(y) .

h(r)

2 [ 2

< dtTf(y) — TF(x)|dH™!
LB ) N W Jounsien Jo k

h(r) [ .
= Th(y) — TH(x)[dH™
LB AU Sy W) T T

_ 2r max{1, Lip(Y)}J I Tf(y) — TF(x)|dH™
ounc(r)

LM(B(x,m)NnU)

— rGs J ITf(y) — TF(x)|dH™ ",
oUNB(x,r)

LMB(x,m)NnU)

onde C;z := 2max{1, Lip(y)}.
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Agora observe que para todo y’ € R™!.

Y(y")

Yy') —vx) +v(x)
< vy =y 4 xn
< Lip(y)ly" — x| 4+ xn.

Dessa estimativa vemos que em B(x, 1) N U existe um cone K com vértice em

x. Em particular, o mesmo tem altura rsin(6,), onde 0, := arctan( Lip(y)) pelo lema que

antecede esse teorema, sendo a = Lip(y) e b = rsin(0y), temos

bn

an

—~ {oc(n— 1) — <nT—1) oc(n—Z)]

@ gy (2 a2

(Lip(y))™!

n

T C4,

[a(n—1) — (&) x(n —2)].

Como K C B(x,r) NU temos que L™(K) < L™(B(x,r) NU). Em particular,

LK) =
_ (sin(B0))™
e S Mipy)
Portanto,

]f fly) — TF(x)| dy
B(x,r)noU

| |
o Bx AW = LK)

CirlIDF|[(UN B(x,rC3))
LM (B(x,r)NU)
TC3 n—1
T _
LMB(x,7) N U) JaUﬁB(x,r) Tily) = Ti()ldA
Cirl[DA[[(U N B(x, rC3))
£ (K)

TC3 J'
En(K) oUNB(x,r)
C; C4f[ DA (U N B(x,1C3))

Tnf]
fjcf J [TF(y) — TF(x)|dH"™
AUMB (x,7)
Gs|[DflI(UN B(x,rC;))
(rCy)n!
Cs J
o(n— D™ Jauns i
Gs|[DflI(UN B(x,1C;))
(rCy)™

I Tf(y) — TF(x)|dH™

ITf(y) — TF(x)|dH™

+ C6][ ITf(y) — Tf(x)|dH™ ',
oUNB(x,r)
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onde Cs := C]C4(C2)n7] e Cq = C3C4OC(TL — ])

Tendo em vista a escolha do x € dU, temos que

r—0

lirnsupj[ If(y) — Tf(x)|dy < 0.
B(x,r)ndU

Portanto,
lim If(y) — Tf(x)|dy =0,

=0 JB(x,r)noU
e consequentemente

Tf(x) = lim f(y) dy

=0 Jg(x,r)nou

como queriamos demosntrar. [ |

Observe que como consequéncia desse Teorema tem se que se f € BV(U)NC(U)

entao, Tf = flay.

4.3 Extensao para fungoes BV

Teorema 4.7. Seja U C R™ aberto limitado, com fronteira Lipschitz. Seja f; € BV(U) e
f, € BV(R" — U). Defina

Entdo, f € BV(R") e

IDFI(R™) = [Df[I(U) + IDf[|(R™ —U) +J [Tfy — Tfol dH™ .
ou

Demonstragdo. Seja @ € CH(R™R"™), |p| < 1. Entao,

J fdivpdx = J i dive dx-i—J frdive dx
n u T"*u

- —ch-d[DﬂHJ

T - vdH™ —J @ - d[Df;]
au

Rn—U

+ J T - (—v) dH™!
ou

= —J cp-d[Dﬁ]—J (p-d[szH—J (Tfy — Tf2) e - vdAH™!
u Rn—U ou

< ’—J (P'd[Dﬂ]—J (p~d[sz]+J (Tfy — Tf) @ - vdAH™ .
u R au



Assim,

J T“diV(p dx <

r

@ - d[Df]| + -

u

J @ - d[Df;]
Rn—

u

@ - 01 d||Dfy]|
u
-

+ J -0, d|Df
Rn_

u

J

(Tfy — Tfy) @ - vdH™
ou

IDF,I(U) + [IDF | (R —T) + J TF — T, W™,
ou

J (Tfy — Tfy) @ - vdH™
ou
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onde v é o vetor normal unitario exterior a 0U. Dai tomando o supremo sobre as ¢ €

CH(R™R™) vem que

IDFI(R™) < [[DFI(U) + IDF][(R™ —U) + J

ou

Portanto, f € BV(R"). Agora observe que dada ¢ € C!(U;R"),

—J @ - d[Df] :J fdive dX=J fi dive dx:—J @ - d[Df].
u u u u

De maneira similar vemos que

Portanto,

Em particular,

—J cp-d[Dﬂ:—J o - dDf).
RN RN

- [Df;] em u,
[Df,] em R"™—U.

IDFII(UW) = [[DA (W),
IDFIl(R™ — U) = [IDf[|(R™ — ).

Dessa forma,

IDFI(R™) = [IDf[(U) + [[DFII(R™ — U) + [IDFl|(dU)

Resta nos provar que

= [IDf[I(W) + [IDf[I(R™ — U) + [|DFl|(dUL).

IDFI(OW) = Lu

ITfy — Tfy| dH™ .

ITf; — T, dH™ .
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Com efeito, seja @ € C!(R"), com || < 1 entdo, de

—J ¢ -d[Df] = J fdive dx
Rn n
— | ¢-aDni-| o aDf+ | (- Tr)e var
u Rn—U ou

vem que

J (Tf] — sz)(p -V dHni] =
ou

Por um lado,

J (Pd[Dﬂ :J (Tf] —sz)(p\/ d/Hni] S
ou ou

J (Tfy — Tfy) - vdAH™!
ou

< J Tf1—Tf,| dH™ .
au
Tomando o supremo sobre as @ € C!(R™;R"), com || < 1, segue que
IDTIEW) < | 1T~ Trolan
au
Por outro lado,

J (Tf; — Tf)@ - vdAH™ :J @ - d[Df] <
au au

J @ - de‘ < ||Dfl|(oU).
au
Tomando o supremo sobre as @ € C!(R™;R"), com || < 1, segue que

j TF — TH| dH™ < |IDFI(0U),
ou
uma vez que

sup J (T —Tf) @ - v d?‘[n_] = J [Tt — Th,| den—1‘
pecl®nrn) JoU ou
lpI<1

Tal fato pode ser verificado, utilizando se de que |[g|l;1 = sup J ghdy e
Rn

peLo
[Wllee <1
da densidade das fung¢oes simples em LP para todo 1 < p < oco.

Portanto,
IDfl|(dU) = J Tf) — Tfo| dH™ .
ou
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Logo,

IDFII(R™) = [[DFll(U) + IDf]|(R™ —U) +J [Tfy — Tf,| dH™,
ou

como queriamos demosntrar. [ |

Claramente, esse teorema nos diz que podemos estender uma funcao BV por
qualquer outra funcao de Variacao limitada definida no complementar do fecho do dominio
da fungao a qual queremos estender.

Portanto, a extensao mais simples que podemos fazer para uma f € BV(U),

U C aberto limitado, é definimos
i f em u.
10 em R*—L.
Segue do teorema provado que f € BV(R"M) e ||[Df||(R™) = ||Df||(UL).

4.4 Desigualdades de Sobolev e Poincaré para funcoes BV

Teorema 4.8 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (BV)). Eziste uma cons-
tante C; > 0 tal que

161l 2 gy < CHlIDAR).

para toda f € BV(R").

Demonstracdo. Seja {fi}2; C BV(R™) N C*®(R") tal que a menos de uma subsequéncia,
temos que

fx — f em L'(R"),

f, — f  L™q.t.p.,

IDfil|(R™) — [IDF[[(R™).

Ora, pelo Lema de Fatou,

n—1 n—1

(J li=i dx) - (J li{ninflfklﬁ dx) ’

n—1

< (li{ninf J lik= dx) '

_ n—1

n—1 n —_
wonT | "
= |liminf <J |f|7=T dx> ]
k—oo n

- n—1

ﬁ n
lilgninf <C1J |Dfy| dx) ] (por (3.10)))

IN

o0

= [lim (C/IDAJIR™)T]

n—1

n

= G[[DFI(R™).
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Corolario 4.1 (Desigualdade Isoperimetrica). Seja E C R™ um conjunto de perimetro
finito, entao
1 n
(LME) < CIOE((R™).

Demonstracao. Tome f := xg e aplique o teorema anterior. [ |

Teorema 4.9 (Desigualdade de Poincaré (BV)). Existe uma constante C; > 0 tal que
I = (F)usll s ) < CaIDAIBOG ),

para toda B(x,m) C R™, f € BV, (R") onde (f)y, = JCB(xr) fdy.
Demonstrag¢ao. Dado x € R™, r > 0 e g € BV,(R"). Entao, g € BV(B(x,1)). Defina

_ ) g em B(x,1).
9 0 em R"™—B(x,r).

Logo, [[DglI(R™) = [[Dgll(B(x,1)).

Dessa forma, tendo em vista o teorema anterior,

n—1 n—1

(j gl dy) (j g dy)
B(x,r) n

< GlIDgll(R™)
= GlIDgll(B(x, 7).

IN

Logo, facamos g := f — (), entao,
n-1

<JB( : |f_ (f)x,r|“7ri] dy) ’ S C1||D(f_ (f)x,r)H(B(X)T)) = C]HDfH(B(X) T))

Basta definir C; := C; |

Teorema 4.10. Para cada 0 < « < 1, existe uma constante C3 > 0 tal que C3 = C3(a),

11l 21 gy < CHIDFIBE,T)),

Ln—T (B(x,r
para toda bola B(x,1) C R™ e f € BVio.(R"™) safisfazendo,

L£M(B(x,7) N {f = O}
LB




Demonstracao. Seja f € BVi,.(R™), suponha que exista 0 < « < 1 tal que

LY BTN =0)
LB

Entao, considere a seguinte estimativa

1l 2 ey < IIF

< CalIDAIBEG ) + IF)erll iy

0

(f)XyTH]_n%T (B(x,)) H(ﬂx’ryll_niiT (B(x,1))

xr)

Nos voltando para (i), temos que

n—1

(G N (L(mu%m dy)n
= () (LB (x, 1)) W
B(x,r)

< ] d
- (mB(x,ran(x,r)'( haw
()] dw

J B(x,r ﬂ{f;é()}

3=

(L(B(x,7)))

L (B(x
(L™(B(x,7) N{ 7é0})) (J w52 dw)n
B(x,r)

x, 1) N {f
(L (Bx,1))-

/BT NE=0) P
= (] £ (Bx, 1)) ) <L(X,r)'f(w)' dw)

(J (W)= dw)n.
B(x,1)

Retornando a estimativa anterior, temos que

IN

n—1

3=

2=

< (11—«

IA

1l 2 (g C2lIDFI(B(x, 7)) + (1 — )= If]

I_ﬂ1 B(x,1))
=5 1l 1—(1—oc)ﬁ] < CIDAIBx,)
C,
=>||f||Ln1 () < mHDfH( (%, 7))
S 1l ey < CAIDFIB,T),

C

onde C3 := ——.
1—(1T—o)w

198
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5 RESULTADOS DE DIFERENCIABILIDADE E APROXIMACAO POR
FUNCOES ('

5.1 Diferenciabilidade LP”

5.1.1 Diferenciabilidade L'" para funcoes BV

Relembre que se f € BVi,.(R™) entao associada estd uma medida vetorial de
Radon,
[Df] = [Dflo + [DA],

onde [Df],. < L™ e [Df]; L L™ Ou seja,
Df] = £, + [Df],.

onde Df € L] .(R™R") é a densidade de [Df]y, com respeito a L™
Teorema 5.1. Seja f € BVio(R™). Entdo, a menos de um conjunto de medida L™ nula,

se x € R™ entao,

1
T*

(J[B( Ify) = fx) = Df(x) (y—x)l‘*d"> o
quando r — 0.

Demonstracao. Dada f € BVi,.(R"™), observe que pelo que ja fizemos para x € R",
L"-q.t.p.

lim f(y) — f(x)I dy =0 (por (2.27))
r—0 B(X,T)
lir% IDf(y) — Df(x)|dy = 0 (por (2.27)) , (61)
TP JB ()
DAl
lir% D] IEE(XJ)) =0 (por (2.26)).

Sejax € R™, tal que se verifique. Em particular, a menos de uma isometria
podemos assumir que x = 0. Tome &, > 0 e tenha em vista, f¢ ;= 1, x f onde n, é o
Mollifier canoénico. Fixe y € B(0,1) e defina g : [0,1] — R, dado por t — f(ty).

Entao, pelo Teorema Fundamental do Cadlculo,
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Logo,

1

ffly) = f(0)+ L Df¢(sy) -y ds
1

— £(0)+ DF(0) -y + | (DF(sy) ~DF0)) -y ds.
0

Entao,
1

f(y) — (0) — DF(0) -y = L(Dfﬁ(sy) — Df(0)) -y ds.

Seja @ € CH(B(0,7)) com || < 1. Entdo multiplique a igualdade acima por

@ e tome a média com respeito a y em B(0, ). Logo,

1

][ o(W)[f(y) — £(0) — DF(0) -yldy = ][ @(y)J(Dfe(sy)_m(on.ydsdy
B(0,r) B(0,r) 0

1
= | oty - Dr0) - yayas
B(0,r)

0 )
Fazendo z = sy temos que
dz = s" dy,
y =
lz| = lys| < 7s.

I

» | N

Assim,
][B(O’ﬂ @(y)lf(y) — (0) — Df(0) -yl dy = ; ][BM ©(y)(Df(sy) — DF(0)) -y dy ds
.
= ) ! HB(OJS) ¢ (%) (DF(z) - DF(O)) -zdz} s
= . : Hm,m) ¢ (5)Df(2) 2z

_ J[B(om © (9 Df(0)) -zdz} ds
B ! 1’ he(s)

- L s Lc“us(o,rsn

— ][B(Ors) © (g) Df(0)) -zdz} ds,

onde hg(s) = J

z
© (—) Dff(z) - zdz. Temos a intencao de utilizar o Teorema da
B(0,rs)

S



Convergéncia Dominada na integral com respeito a s. Dessa forma, note que

he(s) = JB(O,rs) © <§> Dff(z) - zdz

Com isso, temos que

limh.(s) =
e—0

Agora observe que

|h£(s)| =

= ofe z
B JB(O,rs) ; azi (Z)(P (g> “ dz

of* z
N Z JB(O,rS) 0z; ()¢ (g> 7dz

i=1

oo S
[ 0 (o () e
JB(o,TS) ((p (9 Z) - d[Df]

JB(O,rs) ) (g) Df(z) - zdz + JB(
h(s).

(o(5)7)-a0n

0,rs

J © <%> Df¢(z) - zdz
B(0,rs) S

JB(O,TS)
J'B(O,rs)

rsJ DF(2)] dz
B(0,rs)

T'SJ
B(0,rs)
= ()
= | — ) fly) dye:
ZJB(O,rs+£) azl € 9

TS J‘
en B(O,rs) | 11

n -
Sl 0 (23Y) wainille
B(0,rs) B(0,rs+¢) €

i=1

@ <§)‘ |IDf(z) - z| dz

© (g) ‘ D (2)ll2] dz

JnDna(z—y)f(y)dy' dz

n

dz

dz.

201
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Assim,
nrs [ z—
hist < [ n( “‘) alDAlfy) dz
€ JB(0,rs) JB(0,rs+¢) €
nrs [ z—
< n(27Y) azairiy)
€% JB(0,rs+e) JB(0,rs)NB(y,e) €
nrs [
< s J dz d|IDF)(y)
e B(0,rs+¢) JB(0,rs)NB(y,e¢)
nrs [ n
= — L*(B(0,s) N B(y, ¢)) dliDfll(y)
€ JB(0,rs+¢)
nrs2™ min{(rs)", e"}
< iy
€ B(0,rs+¢)
2T1. 3 n n
< MrsZTminl(rs) € B0, s 4 6)).

Observe que para 1, e > 0 suficientemente pequenos, existe uma constante C > 0 tal que
IDF[(B(O, s +¢)) < C(rs + €)™

Pois,

. [IDFII(B(0,Ts +€))
lim

=p>0.
T,6—0 (TS —+ 5)“ B -

Em particular, para & = 1 existe 1q, €y tais que para todo r < 1y e € < ¢,

IDFII(B(O, rs + ¢€))
(rs+¢e)n

—BI <1

Entao,
[IDFl|[(B(O,rs+¢€))(rs+ &) < (T+pB)(rs+ &)

para 1, ¢ << 1. Dessa forma,

nrs2™ min{(rs)", e"}C

he(s)] < o (rs+¢e)" ondeC:=1+4+Bere<<]
_ Cirs min{(rs)", s“}(rs e,
en
onde Cq :=n2"C. Assim,
< ST ) + &
_ Cor min{(rs)", sn}(rs)“ n Cor min{(rs)™, e“}gn

shen snen
Cormin{(rs)", ™} ,  Cormin{(rs)™, €™} = Core"
en m sm =

n CzT‘(T‘S)n
’r [ ——

— — — ZCZT’“H,
€ S



onde C; := 2"C;.
Logo,

e
Sn—H
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lhe(s)

é controlado por uma funcao integravel com respeito s em [0, 1].

Portanto, passando o limite com ¢ — 0 temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada

que

IN

IN

IN

][ o(v)[f(y) — F(0) — DF(0) -yl dy
B(0,r)

1
hmj ][ o(y)(DF(sy) — DF(0)) -y dy ds
0 JB(0,r)

[T hels) .
= JO s {m N J[B(O,rs) v (§> D#(0) 'Zdz} ds
) ST SR EN.
J0 s L"(B(O,rs)) ][B(O)rs)(p <S> Df(0)) -zdz| ds
1
s

|:J[B(0,rs) ? <%> (Df(z) — Df(0)) - zdz

S

][B(o,rs) ((p <§> Z) ' d[Dﬂs} ds

1
J % © (f) (Df(z) — Df(0)) - zdz ds
B(0,rs) S

][B(O,Ts) ((p G) Z) -d[Dfl; ds

1
S
L
- H |IDf(z) — Df(0)||z|ldz + J[
S LJB(0,rs)

Jo B(0,rs)
1

I[Dﬂsl(B(O,fS))]
Jo a(n)(rs)™

. " |IDALI(B(0, )
Df — DF(0
[ ][W Df(z) — DF(0)] dz dt + L NET

IZIdI[Df]SI] ds

. H Df(z) — DF(0)| dz +
B(0,rs)

dt.

Vv

(i) (ii)

Olhando para (i) e (ii) como fungdes de t, temos por (61]), ambas sdo continuas

em t = 0. Logo, pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue-Besicovitch, segue que

" [[DA]5|(B(0, 1))

T | B
Jo J[B(O,t) |Df(z) — Df(0)|dz dt + L Xt dt = o(r)

quando r — 0. Portanto,

fm @lf(y) ~ 1(0) ~ DI(O) -y} dy = ol

quando 1 — 0, para toda @ € C!(B(0,1)) com |@| < 1. Entao, tomando o supremo nas
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@ com tal propriedade, vem que
F - ty) = 10) = DF0) -yl dy = ofr) (62)
B(0,r)

quando r — 0.
Por fim, defina f(y) := f(y) — f(0) — Df(0) -y, entdo,

a1
(]f )™ dy)
B(0,r)

1

a1
(]f \?(y)—(?)o,m*dy) +(Jf |(1_c)0,r’]*dy>
B(0,r) B(0,r)

< (L£™(B(0,1))) ™ ColDF(B(0, 1)) + |(Fo

( ] )nCzllD?H(B(O,r)HO(r) por (62)

o(n)rm

IN

= o [DFIBO, 7)) +o(r),

(iii)

a(n)

onde C; := <L> " C,.
Agora trabalharemos para obter uma estimativa para (iii). Com efeito, seja
@ € CL(B(0,1)) e |@] <1, entdo,

J fdivedy = J (f(y) —f(0)) dive dy —J (Df(0) - y) dive dy
B(0,r) B(0,r)

B(0,r)
= — @ - d[Df] — (Df(0) - y) dive dy
JB(0,r) JB(0,r)
[ [ o af a([)l
= — @ - d[Df] — ~—(0)yi5— dy
JB(o,r) JB(o,r) ; 0y; 0y;
= — @ - d[Df] + Df(0) - ¢ dy
JB(O,1) JB(0,r)
— —| ¢ Dfyay—| o aDA, +J DF(0) - @ dy
JB(0,r) B(0,r) B(0,r)
< ‘—J @-Df(y)dy—J cp-d[DﬂerJ Df(O)-cpdy'
B(0,r) B(0,r) B(0,r)

< j plIDF(y) — DF(0)| dy +
B(0,r)

J o - dIDfl,
B(0,r)

< J Df(y) — DF(0)| dy + [[DFLI(B(0, 7).
B(0,r)
Entao, passando o supremo nas ¢ como acima, vem que

IDFII(B(0, 1)) < L(o | [Df(y) — Df(0) dy + [[DfL[(B(0, ).
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Portanto,

|[Df15|(B(0, 7))
1

|
— N ™ 1
(]L Fy)! dy) scgﬁj IDf(y) — DF(0)] dy + C5 s PO 0y
B(0,r) T B(0,r) T

Logo, por ,

1
*

1

(][ #(y) — £(0) — DF(0) -yl dy) — ofr).
B(0,r)

5.1.2 Diferenciabilidade LP" para funcoes WP, (1 <p <n)

Teorema 5.2. Seja f € WP(RY), para algum 1 < P < n. Entdo, a menos de um

loc

conjunto de medida L™ nula.

1
P*

GB( 1Y) = 7x) = DIG) - (y =" d") — o(r)

quando v — 0.

Demonstracao. Dada f € W:O‘E(R“) observe que para x € R™, L™"-q.t.p. tem se

lim f(y) — f(x)P dy =0 (por (2.27)) ,

r—0 B(X,T‘) (63)
lim IDf(y) — Df(x)|P dy = 0 (por (2.27)) .

r—0 B(X,T‘)

Seja x € R™ tal que seja safisfeito. A menos de uma isometria podemos
assumir que x = 0. Tome @ € C!(B(0,7)) tal que ol B0 < 1, onde %—I— # =1. Tal
@ existe pois dada 1 € C!(B(0,7)), claramente, € LP'(B(0,7)) entdo, defina ¢ := C
onde C = (|l pr@iom ). Por contrugao, ||(P||Lv’(13(o,r)):1- Tome y € B(0,1) e tome
f¢ :=mn*f onde {n;}e=o é 0 Mollifier canonico. Seja g : [0, 1] — R dada por g(t) = f.(yt).

Claramente, 1
gl1) = 9(0) + | ¢'(s)ds
Entao,
fe(y) =f.(0) + L] Df.(sy) -y ds.
Dai,

1

fo(y) — £.(0) — DF(0) -y = L(D”S‘” —Df(0)) -y ds.



206

Multiplicando por @ e tomando a média com respeito a y em B(0, 1), vem que

1
3[ o(y)(£.(y) — £.(0) — DF(0) - y) dy =J ][ o(y)(Df.(sy) — DF(0)) -y dy ds.
B(0,r) 0 JB(O,r)

Fazendo z = sy, vem que

dz = s"dy,
_z

y_s’

|z| < rs.

Entao,

onde h,(s) := J
B
utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada. Pelas propriedades da convolug¢ao com o

z . .
) (—) Df.(z) - zdz. Assim, como no teorema anterior queremos
(0,1

Mollifier canonico, temos que

z

limh,(s) = limJ © (E) Df.(z)-zdz :J © ( ) Df(z) - zdz.
B(0,r) (0,r) 5

e—0 e—0 S B

Por outro lado,

he(s)] < J D, (2)|l2] dz
B(0,rs)

IA

rsJ |Df(z)|dz
B(0,rs)

1 _
I (Z y) Df(y) dy’ z
B(O,rs) [JB(0,rs+e) € £

IA

rs [ z—
< 5 ] (P prwlaye
€7 JB(0,rs) JB(O,rs+e) €
rs [ z—
- | . <—y) dzDt(y)| dy
e B(0,rs+¢) JB(0,rs)NB(y,e) €
rs [
< | dzIDf(y)| dy
€ JB(0,rs+¢) JB(0,rs)NB(y,¢)

_ 18 L™(B(0,7s) N B(y, ¢))|Df(y)| dy.

e JB(0,rs+¢)
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Assim,
2"rsmin{(rs)™, ™
h(s) < trs)" }j IDf(y)] dy
€ B(0,rs+¢)
2"rs min{(rs)™, e™ : n n
— ;(L )" }||Df||(B(O,rs+s)), (pois Wl](’)E(]R )CWMC(R ))
< 2 ‘rsmmﬁrs) 3 }C(rs—l—e)“
_ Cirs min{(rs)™, e“}(rs Lo,
8]’1.
onde C; :=2"C. Assim,
[he(s)| Cyrs min{(rs)™, e"} o
Sn-H S STL+1 en : (TS + 8)
S ClrmHSlT{L(;:) )E }zn((rs)n+€n)
< Cﬂmfﬂs‘f) s 4 ) =20
_ Cyrmin{(rs)™, En}(rs)” n Cormin{(rs)™, s“}an
_ Cormin{(rs)", En}r“ n Cormin{(rs)™, e"}
N en sm
< CzT‘i = CzT(TS)
en sn
= 2C,™

Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que fazendo
e —0

" he(s) z
|5 [m - J[B(o,ﬂ v () Dfo) d} as
1
s

Hla(o,rs) ® (E) (Df(z) — Df(0)) -zdz} ds.
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Entao, defina f(y) := f(y) — f(0) — Df(0) -y

][B(O’r)cp(ymy)dy - j;g[fwﬁs)@(g) (Df(z)—Df(on-zdz] s

Jl H <p<f (Df(z) — Df(0)) - zdz ds
B(0,rs) S

[+

0 S JB(ors)
1

a8}

0 JB(0,rs)
1 ' % %
rJ (]L (p(f)‘p dz) (][ y(Df(z)—Df(O))dez> ds.

0 B(0,rs) S B(0,rs)

Observe que a menos de uma mudanca de variaveis nos temos que

I z
I < )
B(0,rs) S

IN

IN

)
¢ ()] I(Df(z) — DF(0))liz) dz ds
)

IN

IN

p’ /
dzz]f o ()P dy < .
B(0,r) k & o(n)rm

IN

3 ] 1 p’ %
— p
fewiay < of (G)” (f, 10 -Dropraz) as

1 !
_ (oc(n))v’r1v’J (]fm ]I(Df(z)—Df(O))lde> ds

= (a(n)) P v JT <][B(O | |(Df(z) — Df(0))[? dz) " dt.

"

~~

(i)
Olhando (i) como uma funcao em t, segue de que

—n r . p _ 1,p
T J(J[B(o,t)KDf(Z) Df(O))Ipdz) dt =o(r

0

|2

)

quando r — 0. Em particular,
][ e(Y)fly)dy =o(r ")
B(0,r)

quando T — 0, para toda @ € C!(B(0,1)) com llollip B0 < 1. Tomando o supremo
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nas ¢@ com tal propriedade, vem que

fly )|de)p < (oc(n))‘v”r‘iff (][B(O)|(Df(z)—Df(on|sz) at

L |(Df(z) — Df(O))] dz)p dt
JB(0,t)

1
o(n)rm ( B(0,r)

;x—( |de)
|de)P
)

:>(— )P dy

1

L |(Df(z) — Df(0))P dz) " at
JB(0,t)

I
2
2

S|

3

'U}ﬁ
A

]

I (Df) - DEOYP dz)p dt.
JB(0,t)

VAN
3 S
/\/ﬁ/\

Portanto,
1

(]f Fy)P dy) "~ o)
B(0,r)

quando r — 0.
Por fim,

(J[ )P dy)* < (][ F(y) — (P, dy)*+(3[ G dy)*
B(0,r) B(0,r) B(0,r)

[ _ P _
[ DFy)P dy) +]f f(z) dz
B(0,r)

B(0,7)

IA
o
ﬁ

< Cr ( - IDf(y)P dy) ' + (J[ [f(z)P dl)) '
B(0,r) B(0yr)

IN
o
—e

[ _ P
- IDf(y)lP dy) +o(r).
JB(0,r)

/

(id)

Iremos melhorar a estimativa para (ii). Seja @ € Cl(B(0,7)) e fixe i €
{1,2,...,n}. Entao,

JB(O )?(y)§$ wdy = JB(O )(f(y) _f(o))g;p_ (y) dy —JB(O )Df(O) yg;p (y) dy
of of
— _LW) ayi(y)cp(y) dy +L(O’T) ayi(O)(p(y) dy
of of
- _af |
L o) (ayi(y) ayi( )) e(y) dy

Dessa estimativa vemos que Df(y) = Df(y) — Df(0). Entao,

<][ o)l dy)* < Cr(][ |Df(y)—Df(0)|de)“+o(r),
B(0,r) B(0,r)
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que por vem que

i

(f |ﬂynwdy)“:=on)
B(0,r)

quando r — 0. [ |

5.2 Diferenciabilidade aproximada

Definicao 5.1. Seja f: R™ — R™. Dizemos que f € aproximadamente diferencidvel em

x € R"Y, se existe uma aplicagao linear L : R — R™ tal que

apmnﬁw)—fWM—Hy—XN

=0.
y—x ly —x|

Teorema 5.3. A derivada aprorimada € inica.

Demonstracao. Seja f: R"™ — R™ aproximadamente diferenciavel. Suponha que existam

L,L’: R™ — R™ aplicacoes lineares tais que

[f(y) —f(x) — Ly —x)|

ap lim =0
y—x ly — x|
’ F(y) — F(x) — L'(y — x)|
ap lim y) —flx) = L'(y —x) _o.
y—x |y — x|
Note que
ILly —x) = L'(y —x)| < f(y) —f(x) — Ly —x)| n Ifly) —f(x) — L'(y — x|
ly —x| - ly —x| ly —x| '
Dai,
—_ J— / J—
ap lim FY =X LY =X _
Yo ly —x|

Doravante, seja T := L — L’ pelo que ja fizemos

ap lim _|T(v)| = ap lim —IT(y — x| =0.
v—0 |V| Yy—x |y — x|
Entao, para todo ¢ > 0
LB, N T > M)
=0 L(B(0, 1)) '

Logo, dado 0 < ¢ < 1, existe 1y tal que para todo r < 1

LM(B(0,r) N{[T(V)[ > elv]})
L(B(0,1))

n
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Entao, para 7y,
LM(B(0,10) N{IT(V)| > epvl}) < e™a(n)ry.

Seja y € R™ tal que |[y| = 19 — €1y, note que dado x € B(y, ery) entao,
x| < x =yl + lyl < 1oe + 10 —T0E = T0.

Assim, B(y,1oe) C B(0,7). Em particular, existe z € B(yre) tal que |T(z)|] < ¢lz|. Do
contrério, isto é, se para todo z € B(y, erp), [T(v)| > €[v|. Entao,

B(y,10e) = B(0,10) N{IT(V)[ > elvl}.

Com isso,
amn)rge™ = LM(B(0,1o) N{IT(V)| > ev]}) < ax[n)rge™

Absurdo! Logo, seja z € B(y, ro¢), tal que |T(z)| < elz|. Portanto,

T(y)l

IN

T(y) = T(2)| + [T(2)]
< [Mlly — 2zl + elz|

< [Tllroe + 1o¢

[ T|lroe + o€
—— (10— €70)
To — €Ty

1yl ((HTH+1)€>
1—¢ '

‘T (i)' < (Tl + 1)——,
yl 1—e¢

para todo y € 0B(0,19 — erp). Temos que 0B(0,1) e 0B(0, 19 — €7p) s@o homeomorfas.

Dessa forma,

Como existe xog € 0B(0,1) tal que |T(xo)| = ||T]|, temos pelo homeomorfismo que existe
um yo € 0B(0, 19 — 19€) tal que xo = S—O| Entao,
0
3
ITI = [T(xo)| < (IITIl + 1)] —
para todo 1 > ¢ > 0. Fazendo ¢ — 0 vem que ||T|| = 0. Entao, L =L". [ |

Como L que satisfaz a definicao de derivada aproximada é tinico, o denotaremos
por apDf(x).
Proposigao 5.1. Todo ponto de Diferenciabilidade Aproximada é ponto de Continuidade

Aprozimada.

Demonstracao. Seja f: R"™ — R™ aproximadamente diferenciavel em x € R". Ora, seja
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v € R", entao, defina r(v) := f(x +v) — f(x) —apDf(x) - v. Note que

T(v
p lim M =0.
v—0 |\)|
Em particular,
r(v r(v
ap lim [r(v)| = ap lim MM = ap lim Map lim [v| = 0.
v—0 v—0 ’V| v—0 |\)| v—0

Assim,

ap lim [f(x +v) — f(x)| < ap lim|r(v)| 4+ ap lim lapDf(x) - v| = 0.
v—0 v—0 v—0

Entao, fazendo v =y — x, vem que
ap lim [f(y) — f(x)| = 0.
y—ox

Portanto, ap lim f(y) = f(x). [ |
y—x

Proposicao 5.2. Seja f : R* — R™ aproximadamente diferencidvel em R™. Entao

apDf(x) =0 em {f =0}, a menos de um conjunto de medida L™ nula.

Demonstrag¢ao. Da proposicao anterior uma fungao aproximadamente diferenciavel é £™-
mensuravel. Logo, {f = 0} é L™mensurdvel. Portanto, para quase todo x € {f = 0} com

respeito a L™,
. LM(B(x,7)Nn{f=0})
lim

T BT

Seja x € {f = 0}, tal que o limite acima se verifique. Veja que é suficiente mostrar que

=0.

. |lapDf(x) - (y — x|
ap lim
Yo ly — x|

Pois, a implicacao que apDf(x) = 0 segue como na demonstracao da unicidade da derivada

aproximada. Com efeito, seja ¢ > 0 entao,

£ (Blx,r) 0 { @Rl > ey on (B(x, 1) {f = 0) 0 {22l > )

ly—x| ly—x|
L(B(x,T)) B L(B(x,T))

N

1)
£ (Blx, ) N (R —{f = 0py 1 { =20fk ol > ¢ 1)

ly—x|
L (B(x, 1))
(it)

Fazendo r — 0 temos que (i) tende a zero, pela definicao de derivada apro-
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ximada e (i1) tende a zero pois x € {f = 0} e esse conjunto é L"-mensurdavel. Entao,

=0.

. |apDf(x) - (y —x)|
ap lim
y—x ly — x|

Teorema 5.4. Seja f € BVio(R™). Entdo, f € aproximadamente diferencidvel e apDf =

Df, a menos de um conjunto de medida L™ nula.

Demonstracao. Seja x € R™ tal que
ity = 0 = DFCx) - (y — )l dy = of)
B(x,r)

quando r — 0. A existéncia desse x é garantida, pelo primeiro teorema desse capitulo.

Agora suponha por absurdo que

Ty T8 = 106) =D - [y —x)

>0 >0. (64)
y—x ’U - X|

Nesse momento, vale a pena relembrar que

L (B(x, 1) N{lf(y) — f(x) = Df(x) - (y —x)| > tly —x|})

ap limsup f(y) = inf {t e Ry PL% L(B(x,T))

y—x

Dessa forma, por temos que

LM (B(x, 1) N{lf(y) —f(x) — Df(x) - [y —xJ)| = Bly —x|})

lim L (B(x,1)) -0
Logo, seja y > 0 tal que
n _ _ Sy —x)| > —
g £ BT 0{1f(Y) = () —DF) - (y = =By =x) _

r—0 ﬁn(B(X,T))

Seja {rj})?i] C R tal que r; — 0, e a menos de uma subsequéncia podemos

pedir que para cada j =1,2,...

LM(B(x,15) N{If(y) —f(x) = Df(x) - (y —x)[ = Oly —x[})
Ln

.
Bx,1) =3

Agora tome o € (0,1) tal que para todo j

LM ([B(x,15) — B(x, orj)] N{[f(y) — f(x) — Df(x) - (y —x)[ = Oly —x[})
En(B(Xar)'))

> Y
=3

:0}_
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Ora,
Y o LMIB(x,1) — B(x, om)] N{lf(y) — f(x) — Df(x) - (y —x)[ > Bly — x|}
4 - L(B(x,1j))
< L™(B(x,1;) — B(x, 013))
B L(B(x, 1))
<1 x(n)rio™
oc(n)r}‘
= 1—o™
Assim,

nf1_Y
O<o< {1 1

Por outro lado, temos que
[B(x,1j) — B(x, omj)] N{If(y) — f(x) — Df(x) - (y —x)| = Oy — x|},
esta contido em

[B(x,15) — B(x, or;)] N {lf(y) — f(x) — Df(x) - (y —x)| > Bomr;}.

Entao,

Y _ £MB(1) = Blx, on)l N{fly) — f(x) — Df(x) - (y —x)| > Bom;})

4 - 1 LM(B(x,T15))
- 5’1‘(3(Xaf)1) J [B(x,rjJ—B(x,mjnm{\f(y)—f(x]—Df(x)-(yfxnzemj}] W
= Oor; LM(B(x, 1)) J[B(x,rj)B(x,m“j)}ﬁ{lf(y)f(x)Df(x){yx)ZGm‘j} fly) = ) = D) - (y =)l dy
< %ﬁ o ) =0 = D) - (y =)l ay

Fazendo j — oo segue o absurdo. Logo, f é aproximadamente diferenciavel e pela

unicidade da derivada aproximada apDf = Df, L™-q.t.p.. |

~ 1,p (Ton 1,p (Ton
Elencamos que o mesmo vale para fungées WP (R™), uma vez que WP (R™) C

BVio.(R™") para todo 1 < p < oco.
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5.3 Diferenciabilidade £™-q.t.p. para fungoes W'P, (p >n)

Definicao 5.2. Uma fungao f : R* — R™ € diferencidvel em x € R™ se existe uma

aplicacao linear L : R™ — R™ tal que

[f(y) — f(x) =Ly —x)| = o(ly —x|)

quando y — X.
Teorema 5.5. Seja f € WSAE(R”) para algum n < p < co. Entao, f é diferencidvel em
R™ a menos de um conjunto de medida L™ nula. Em particular, a derivada fraca é igual

a deriwada cldssica, L™-q.t.p..

Demonstragio. Note que podemos assumir que n < p < oo. Pois, WL*(R™) C WESE(R“)

para todo 1 <p < oco. Sabemos que dada f € WSAE(R“) para quase todo x € R™, a menos

de um conjunto de medida £™ nula, tem se

lim |IDf(z) — Df(x)[P dz = 0.

=0 JB(xm)

Seja x € R™ com tal propriedade e defina g: R" — R

gy) = fly) — f(x) = Df(x) - (y —x).

Note que g € Wl](;E(R“), pois f também pertence e Df(x) é linear. Como
n < p < oo, podemos utilizar a Desigualdade de Morrey. Com efeito, sejam x,y € R™,

com X # Yy, entao,
1

n P
lg(y) —g(x) < Cr' e (J IDgfP dz) .
B(x,r)

com 1 := [y — x|

Como g(x) =0 e Dg = Df — Df(x) temos que

1

n

#(y) — F(x) — DF(x) - (y — x)| < Cr' (L( IDf(z) D dz) ’

Entao,

1
P

[f(y) — f(x) — Df(x) - (y —x)|
ly —x|

< Crv (J |Df(z)—Df(x)|pdz)
B(x,r)

= C <][ IDf(z) — Df(x)|P dZ)p ;
B(x,T)

onde C; := (x(n))PC. Faca y — x o desejado segue. [ |
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Coroldrio 5.1 (Teorema de Radamacher). Seja f : R™ — R uma func¢do localmente

Lipschitz. Entao f é diferencidvel a menos de um conjunto de medida L™ nula.

Demonstracao. Sabemos que uma fungao é localmente Lipschitz se, e somente se, pertence

a WhH*_ Logo, do teorema anterior segue o desejado. [ |

5.4 Funcoes convexas

Definicao 5.3. Dizemos que f: R™ — R € conveza se
fAx 4+ (1 =A)y) < Af(x) + (1 =A)f(y)

para todo A € [0,1] e ,x,y € R™.
Teorema 5.6. Seja f: R™ — R conveza.

(1) Entdo, f € localmente Lipschitz em R™ e existe uma constante C = C(n) > 0 tal que

sup If] < C][ ] dy
B(x,r)

B(x,3)

C
ess sup |Df] < _J[ If] dy.
T JB(xr)

B(x,3)
(ii) Se f € C*(R™) e € convera entio D*f > 0, isto €, matriz hessiana de f é ndo negativa

definida.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que f é localmente Lipschitz.

Afirmacao: f é localmente limitada
Prova da Afirmacgao: Seja L > 0 e Q := [-L,L]"™ um cubo e {v}Z"; os vértices de Q.

Pela convexidade de Q, dado x € Q, podemos escrever x com uma combinagao convexa
. , om om - .
dosvi’s,isto é,x = ) i _; Akvkcom O < A < Te ) i, A¢ = 1 Entao, usando a convexidade

de f, temos que

1<k<2n

ZTL
f(x) < ) Aef(wi) < max f(vy).
k=1

Dali,

<
sgp f(x) < ]2@)2(“ f(vi).

Por outro lado, dado x € Q,
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Entao,
H0) < L)+ 2f(—x)
— X J— J—
=2 2
1 1
< - = .
< zf(X)Jrz]ggnf(vk)
Logo,
f(x) > 2f(0) — max, f(vi).
Portanto,

iIQlff(x) > 2f(0) — max f(vy).

1<k<2m

Assim, temos que f é localmente limitada.

Afirmacgao: f é localmente Lipschitz.

Prova da Afirmagao: Tome x,y € B(0, 7), com x # y. Considere, a semi reta,

X+ Ay —x), A € (0, 400).
Claramente, existe Ag tal que
z:=x+Ao(y —x) € 0B(0, 1),

em particular, z —x = Ag(y — x) entao,

1z — x|

Ao = .
ly —x|

Dai, temos que Ay > 1 pois |z — x| > [y — x|. Além disso,

—]—z+ 1—l X
YN )T



Avaliando y em f, temos que

f(y)

Dessa forma,

onde C := supgq,) Ifl.

Tor

IN

IA

IN

IA

Ao Ao

1) + 5-((2) — 1(x)
0

1) + 5 11(2) — 1lx)
0

F1x) 4 5112 + 1)
0

1
f(x) + —2 sup [f]
Ao B(o)

—x
y ’2 sup [f]
|z — x| B(0,r)

—X
Iy | sup [f].
B(0,r)

f(x) +

f(x) +

fly) —f(x) < Cly —x,
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Para a segunda desigualdade basta trocar o x por y nas estimativas acima.

Entao, f é localmente Lipschitz.

Suponhamos que f € C2(R™) é convexa. Fixemos x € R™. Para cada y € R®

eAe (0,1],

fix+Aly—x)) = f((T—A)x+Ay)

Entao,

< f(x) = A(f(x) —f(y)).

Fazendo A — 0

Df(x) - (y —x) < fly) —f(x).

Logo,

f(y) > f(x) + Df(x) - (y — x),

para todos x,y € R™.

(65)

Agora seja B(x, 1) C R", fixe z € B(x, 5. Note que B(z,3) C B(x,1), de

f(y) > f(z) + Df(z) - (y — z),
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para todo y € R™. Tomando a média em B(z, 5) com respeito a y,

fz) < ][B( )f(y)dy—][ Df(z) - (y —2) dy

15 B(z,

= ][ fly) dy
B(z,3)

T
12

< 2“][ If(y)l dy
B(z,r)

< cn]L f(y)l dy,
B(z,r)

com C; := 2". Uma vez que Df(z)-(y—z) é harmonica. Por outro lado, seja ¢ € C*(R"),
tal que spt(¢) C B(x,r) e
0<¢<,
Dl < €,
¢=1em B(x, 3),
(=0em R"—B(x,T).
Mostraremos a existéncia da (. Ora, considere B(x, ar) onde a é uma constante

positiva a ser determinada. Entao defina para ¢ > 0,

= Ne * XB(x,ar)-

Por construcao,
DC — Dne * XB(x,ar)-

1 X

Observe que

D < j Dne (x — )l XBixan dy
Rﬂ.

1 _
] ()
€ Jgn €T €
1
- —j Dn (2)] dz
€ JB(o,1)
_ G
= =

onde C; := IB(OJ) |Dn (z)| dz.
Agora trabalharemos para determinar a > 0. Para os nossos fins é necessario
impor que a < 1 e ¢ < r. Como spt(¢) C B(0,e) + B(x,ar) = B(x,ar + ¢). Sabemos

que (|g(x,ar—e) = 1, uma vez que ¢ < r. Entao, queremos que ar — ¢ = 5. Dai, vem que
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a > % Logo, tome a = % Assim, com simples calculos, vemos que ¢ = ¢, ar —e = 3 e

NI=

ar+¢ = %. Dessa forma, defina
C=ME * Xe(ny):

Em particular,

Dg < &
T

onde C3 :=6C,. E o spt(() C B(x,5—g) C B(x,1).
Sabendo disso, temos por que

f(z) > f(y) + Df(y) - (z —y).

Multiplicando a estimativa acima por ((y) e integremos em B(x, ) com respeito a y,

j f(2)Cly) dy zj f(y)&(y)dwj Df(y)- (z—y)i(y) dy.  (66)
B(x,r) B(x,r)

B(x,r)

Note que

Df(y) - (z — _ .
J, P eowwiay = | 3 ey ay

Entao podemos reescrever , da seguinte maneira,
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f d [ Y —y) —nf d
[ICEMEIES IS MEMEE Pl % (e~ — ni)Cly) dy
r n Ye
- f - f Zi — Y f d
J,.. oy Z] (9) 31 ) (25— ui)+ () <L) dy
= P £ g
JB(x,1) (y) Z ay1 +nC( ) Y
~ | f(y) _—iﬂ(y)(zi—yi)ﬂnﬁ)c(y)_ dy
JB () | 0y |
- [ |y X W)z~ — 0+ 2ty ay
B(x,7) — 0y |

Veja que passando o modulo e utilizando a desigualdade triangular,

naC

f(y)
JB(X,T) IZ1 ayl

(y)(zi—yi)—(nH)C(y)] dy < L( )If(y)l(an!r+n+1)dy

IN

J F()I(Cs + 1+ 1) dy
B(x,r)

< uj If(y)] dy,
B(x,r)

onde C4 := C3 +n+ 1. Entao,

Agora se f(z) > 0, temos que
()| ) ay < Bl

Logo,
flz) > —c4]f f(y)] dy.

B(x,r)

Por outro lado, se f(z) < 0
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Logo, em ambos o0s casos,

f(z) > —zncq[ f(y)l dy.

B(x,r)

Seja Cs = max{2"Cy4, C;}, entao

f(z)] < cgjf f(y)l dy.

B(x,r)

Portanto,

sup [f(z)| < cﬂ[ If(y) dy.
B(x,r)

B(x,3)
Agora iremos estabelecer a estimativa para o gradiente de f. De fato,se Df(z) =

0 ¢é imediato. Do contrario para z como anteriormente, defina,

T r D(z) 1
L=y ERY T <ly—z <1, (y—2)>2ly—zb.
S {96 g Slhy—2<5 D) (y—2z)=5ly ﬂ}

1
2

B(z,3) — B(z, ). Em particular, no interior de S; hd um tronco de um cone onde seu

Claramente S, é um cone de abertura 71 — 20 onde 0 := arctan(;) intersectado com

volume é dado pela diferenca entre dois cones K;, K, com vértices em z e abertura iguais

am—20. A altura de K; é jeadekK;é mizﬂ e Ky C K;. Portanto, o volume do tronco

contido em S, é dado por

(£al@yn c_ Gr
(m—20)1"°  (m—20)

ne (-G
- C6< 20y

= T‘nC77

LM(Kz) — LK) Ce

sin(@)\yn_(rn
onde C¢:= [a(n—1) — (1) a(n —2)] e C;7:= Ce (%) Ent3o,
L(S,) > rmC5.

Agora tomemos y € S, por ((65)),

v

f(y) f(z) + Df(z) - (y — z)

f(z) + 5IDF(z)ly — 2

v

> f(z) + 5IDf(z)].
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Logo,
ID(z)] < (2))

f(y) — f(z)].

—
-+
—
«
—
|
-+

<

2003 |0

Passando a média em S,, com respeito a y, temos que

8
DAzl < 0 1) - flalldy
8 1 J
< - If(y) — f(z)|d
T LY(S2) Jpp ) k )
8 1 J
< - [f(y) —f(z)|d
Gl (y) —f(z)ldy
C 8 2n
< Sl ) —f2)ldy onde, ¢y = SN2
T B(x,%) C7
C
< —8<|ﬂz)|+3L |f(y)|dy>
T B(x,1)
Cs
< — |G If(y)ldy + If(y)ldy
T B(x,T) B(x,3)
C
< =z f(y)l dy,
T JB(x1)
onde Co = 2C3Cs. Assim,
Co
ess sup |[Df(z)] < — f(y)l dy.
B(x,%) T B(x,r)

Isso prova (i) para o caso onde f € C?(R™) é convexa.
Agora seja f: R™ — R convexa. Considere para € > 0, f® :=n, * f.

Afirmagao: f® é convexa. Fixemos x,y € R" e A € [0,1]). Note que para cada z € R"

flz— M+ (1T—A)y) = flz—Ax—(1—-27A)y)

= f(1=AN)z+(z—=x)A = (1 =A)y)
= f((z—x)A+(1=A)(z—y))
< Mz—x)+ (1 =A)f(z—y)

Entao,
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Em particular,

J Ne(2)f(z— Ax+ (1 —=A)y)dz < AJ

RT\

ne(2)f(z — x) dz + (1 —MJ ne(2)f(z — y) dz,
Rn
ou seja,

A+ (T =A)y) <AF(x) + (T —A)f(y).

O que prova a afirmacao.
Pela regularidade de f¢ vemos que a mesma é C*(R") e é convexa. Entao as

estimativas provadas anteriormente valem para f¢. Logo,

sup (If*(y)l +rIDf*(y)) < sup [f*(y)[+ 7 sup [DFf(y)

B(x,3) B(x,3) B(x,3)

< Cm]L If“(y) dy,
B(x,T)

onde Cyo := Cs + Co.

Pelo fato de f ser localmente Lipschitz temos que sobre compactos f¢ converge
uniformemente para f quando fazemos ¢ — 0. Portanto, as mesmas estimativas valem
para f convexa. Isso prova (i).

Agora iremos provar (ii). Para isso, seja f € C*(R™) convexa, entdo, tome
X,y € R™ distintos e defina 3 : [0,1] — R, dado por (t) = f(ty+ (1—1t)y). Claramente
B € C?([0,1]). Entao pelo Teorema Fundamental do Cdlculo,

1

B(I) = rs(owj B/() dt

0

1
= B(0)+tR(t) :) —J tB”(t) dt (Integracao por partes)
0

rl
= B0+ (1)~ | Bt ar
o 1
= BOI+p0)+ | rs"(y)dt—jo £B7 (1) dt
o1

= BO)+B(0)+ | (1—=t)B"(t) dt.

Jo
Ora,

B(1) = f(y), B(O) = f(x),

B'(0) = Df(x) - (y —x),

B"(t) = (y—x)" - D*(x+tly —x)) - (y —x).
Entao,

1

fy) Zf(X)+Df(X)'(y—X)Jr(y—X)T'L(] —t)DH(x +tly —x)) dt - (y —x).
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Dai

1

fly) — f(x) = Df(x) - (y —x) Z(U—X)T~L(1 —t)D*f(x + t{y —x)) dt - (y —x).

Em particular, por (65,

1
(y—wT}J1—ﬂD%m+tw—xna-m—m)za

para todo x,y € R™
Assim, seja & € R™ qualquer e escreva y = x + s& onde s > 0. Entao,

1
(s&)T- J (1 —t)D*f(x + ts&) dt - s& > 0.
0

Entao,

1
gr J D*f(x + ts&) dt - & > 0.
0

Fazendo s — 0, temos que

g J1(1 —t)D*f(x)dt- &> 0

0
S & IDM(x) £ 0
= & -D*f(x)-&>0.

o que prova (ii). [ |

Teorema 5.7. Seja f: R™ — R conveza. Entdo existem medida de Radon pu9 = W' tais

ach i ..
JRnfaXian dx:Jn(pduJ, ,5j=1,2,...,n

que

para toda @ € C3(R™). Além disso, as medidas u* sdo ndo negativas, i =1,2,....

Demonstracao. Tome & € R™ com ] = 1. Seja f convexa e defina f¢ := f xn,. Pelo
teorema anterior f¢ é convexa e D?f¢ > 0.

Seja @ € C2(R") com @ > 0, entao

n n

£ 0°@ 0 fe
ZJ aaa@m—zj © o F18 x> 0

1\]:1 i,j=1

Entao,
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para todo ¢ > 0. Fazendo ¢ — 0 como f é localmente Lipschitz temos que f* converge

uniformemente para f entao,

>
2 J axla iy dx 2.0

i,j=1

Dessa forma, defina L: C2(R") — R dado por

= 0%
L) =) | 3] Stk d.

i,j=1

Logo, pelo Coroldrio do Teorema da Representagao de Riesz temos que existe uma medida

ué de Radon tal que
L(g) = J @ du’,

para toda @ € C2(R").

Seja {ei}J"; a base canonica do R™. Defina u'* := p%, i=1,2,...,n. E para
1#£j defina & = eif/;j. Neste caso,
= ? 1 92 1 9? 1 9? 1 92
3 P &&= 3 ¢ - 2® - 9¢ 99
K] xkaxl 2 aXiaXi 2 aXian 2 an aXi 2 an an
B 1 0% ach N 1 0%
o 20x ax1 axlaxJ 20%;0%;
] 0%¢ 0%¢
2 Z)xlax1 axlax] 0x;0%;
Logo,
0% R0 1 0%¢ 1 0%
oxi0%; klZ x T 2adn C20%0%;

g]

Multiplicando por f e integrando em R™ vem que

dx

0%¢ [ R0 1 0%¢ 1 0%
f dx = | f dx— = | f dx— = | f
JRH xox; . k; S I zJRn o 2 JRn ax;0%;

[

r

1 o )
= @du“*—zj @du“—zj @ dy

JR™
[ 1

= d oyt
. (u e z“)
A

= @ dp?,
JR™

onde p¥ := pé — Tt — 1yl [ ]
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Teorema 5.8. Seja f: R™ — R uma funcao convexa. Entao,

of of
yeory =— € BV (R™).

ox T Oxy

Demonstragio. Seja V CC R™ e @ € C2(V;R"), |p| < 1. Entdo, parak =1,2...,n,

of = of dq;
—divpdx = — d
JRn an Ve ax Z J]Rn an axi *
_ ZJ az(pl
N axkaxl

= ZJ @; dp™
i=1 YR

n

Z (V) < oo
i=1

IN

Tomando o supremo das @ € C2(R") com || < 1, temos o desejado. [ |

5.4.1 Notagao para fungoes convexas

Seja f : R™ — R convexa. Pelo que ja provamos Df existe a menos de um
conjunto de medida £™ nula, pois f é localmente Lipschitz. Além disso, Df € BV, (R").
Disso, defina L : Cl(R”;R”Z) — R dado por

De maneira similar a demonstracao do Teorema de Estrutura para funcoes BV,
mostra se que existe uma medida de Radon a qual denotaremos por |[D*f|| e uma funcao
SR — RY com |Z| < 1 tal que

Lio)=| o zai?
Em particular, defina [D?f] := ||D?f|| Lz’ logo,

o, ... DA,
[D*f] = : - :
D, ... DA,

Afirmamos que p¥ = ||Df||LZ”, para i,j = 1,2,...,n. Com efeito, seja @ €
ij
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CZ(R™) entao,

i R0 of Do
dp? = | f dx = — — dx.
Jn ¢k J]Rn aXian x J]Rn aXi an x

Agora defina para algum 1 < i < n natural \; := @e; onde ¢; ¢ um vetor da
base candnica do R™ e P : R® — R™, dada por P(x) = (W1, 12, ..., Wiyenny Wty Pr)
onde para cada k € {1,2,...,n} —{i}, Py : R* — R", com P, = 0. Entao, P €
CE(R“;R“Z). Logo,

y = of
J edy’ = — J diviy dx

P - Zd|D*H]

I
6

Py Zy; dlID*]].

I
—

R

Entao,

J @ dpY = J ©Z; D] = J @ dI[D*fll[ ,

n

para toda @ € CZ(R™). Portanto, u¥ = d||D*f[||, .
ij
Por outro lado, dado V C R™ aberto, definimos

n

ID*I(V) = sup {ZJ ! dives dx; @ € C2(V;R™), ol < 1}

0X4
=1 VI

como a medida de variacao total de Df.

Denotaremos também,

{ 0%f

axiaxj =y ij=1,2,...,n.

Entao pelo Teorema da Decomposicao de Lebesgue,
W = e + 1,
onde u). < L™ e uJ L L". Em particular,
Hij — EnL N
ac fu 9

onde f¥ € L] (R") e defina

loc
£

0%f
aXian o

parai,j=1,2,...,n.
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Com isso estabelecido, segue que

9%f 92f
0x10x1 Tt 0Xx10xn
D*f = : :
9% f 9% f
0xn 0Xq o 0Xn 0Xn nxn
(§]
1 n
Hac s Hac
2 .
[D ﬂac -
nl nn
Hac s Hac nxn
e
1 n
g e S5
[D*f]s = ' :
nl nn
Hs Tt Hs nxn

Assim, [D?f] = [D?flq + [D?*f]s = E“L

a densidade com respeito a L™.

0o + [D*f]; onde D*f € L (R R™) 6

Exemplo: Para ilustrar, seja f : R — R dada por

x?, se x>0
0, se x<0.

f(x) = 2x, se x>0
N 0, se x<0

F(x) = 2, se x>0
0, se x<0.

Entdo, seja @ € CL(R), dessa forma, usando a integracio por partes

o0 o0

Jf’(x)@’(x)dx:J ZX@’(x)dx:—J 2¢(x) dx
R 0 0

para toda @ € C!(R). Entdo,
IIDf’|| := L] L

f//'

Sendo n > 1, seja g : R* — R, dada por

f(x) = X}, se x>0
0, se x7<0.
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Claramente, f é convexa, em particular,

(2X1,0,...,0), se x1 >0
Df(x) = n vezes
(0,0,...,0), se x <0
n vezes
e
2 ... 0
o ... 0
nxn

se x1 > 0 e D*f(x) é uma matriz n x n nula, se x; < 0. Assim, dada @ € C!(R™;R"),

@ = (@1,-.., @n) temos que

of . ) = 0@y
JRn a_x1 dive dx = J § 2x; divep dx = ; JRn 2x4 ai dx = — JRn 2@ dx

eparai=2,3...,n,

of
J dive dx = 0.
R™ aXi

Em particular, em termos de medida,

D]l = LM

D2f"
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5.4.2 Existéncia de D?f para funcdes convexas, £™-q.t.p.

Teorema 5.9 (Teorema de Aleksandrov). Seja f: R" — R uma fungdo conveza. Entao,
f possui uma matriz hessiana cldssica a menos de um conjunto de medida L™ nula. Mais

precisamente,

1

[fly) = f(x) = DF(x) - (y —x) — 5 (y —x)" - D*(x) - (y —x) = o(ly — xP)

quando y — X, a menos de um conjunto de medida L™ nula.

Demonstracao. Dada f: R™ — R convexa, observe que pelo que ja fizemos para x € R™,
L"-q.t.p.

;

limt  [Df(y)— Df(x)|dy = 0 (por 227)) ,

r—0 B (X,T)

lim ID*f(y) — D*f(x)| dy = 0 (por (2.27)) , (67)

r—0 B(X,T)
DB x, 1)
1m

\ r—0 ‘rT\.

=0 (por (2.26)).

Seja x € R™ tal que seja satisfeito. A menos de uma isometria podemos
assumir x = 0. Seja v > 0, considere ¢ := 1, x f, onde {N¢}e=0 € 0 Mollifier canonico.

Sejay € B(0,r). Em particular,

1

ffly) = fE(O)+Df£(O)~y+yT'L(1—s)szE(sy)ds«y
1

= f(0)+Df(0)-y+y'- J (1 —s)(D*ff(sy) — D*(0))ds -y
0

1
+ yT J (1 —s)D*f(0) ds -y
0

1

= f°(0)+Df(0)-y+ %yT - D?f(0) Yy —|—yT . J (1— s)(szE(sy) — D?f(0)) ds Y.
0
Entao,
1

F(y) = (0] = DF(0) vy — 537 DH(O) -y =y« | (1= )(D*(sy) —~ DPf(0)) ds .

Tome @ € C2(B(0,7)) com |@| < 1. Multiplique a estimativa acima por @ e
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tomando a média com respeito a y em B(0, 1) temos que

r

i) ()~ (01 DF(0) -y - 3y7 DH(O) -y ) ay
JB(0,r)

r 1

= 1 oW (UT'J (1 —S)(szE(SU)—sz(o))ds'y) dy
JB(0,r) 0

rl

- |a —s)J[ o(y) (7 - (D (sy) — D*(0)) -y) dy ds
B(0,r)

Jo
rl
b : ;S)}[B(o ) ¢ G) (2" - (D*f*(z) — D*f(0)) - 2) dzds

[ e O E v g e o) 002 ) o

_ [T0=s) [ hels) N 1
b §? (ﬁ“(B(O,TS)) _J[B(O,rs)(p (g> (z"-D*f(0) - 2) dz) ds,

z
onde h,(s) := J @ (E) (z' - D*f(z) - z) dz.
B(0,rs)

Temos a intencao de utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada. Entao,

note que

he(s) = JB(o,r) © (f) (z"-D*(2) - 2) dz

Z) 0% fe
= - z)ziz; dz
Z JB(O,T‘S) (p <S azlalj ( ) )

ij=1

- iL(om e az?;% (0 () ) a=

ij=1

Como f¢ converge uniformemente para f temos que

n r az Z
limh.(s) = f(z) ((p <_) Z,iz-) dz
. ! ;JB(O,rs] 0z;0z; S j
n r Z
- Z ® <g) Ziz; dp
i,j=1 JB(0,rs)
n r n
z z
=3 | ()t | 0(%)mma
i»j:]JB(O,rs] S = Bows) S
n r 2
z\ o°f . )
= @ <—) (z)ziz; dz + J © (_) 2z dyl
Z Jbors) N8/ 02107 : Z Bogs) N8/ T

= J o @ (z) 2 - D*f(z) - zdz + iJ | (@) (g) zizj dpd.

i,j=1 B(0,rs



. h.(s
Agora precisamos mostrar que ——
S

¢ limitado. Com efeito,

ya
ol = || 0 (}) Do) a:
B(0,rs) S
< 2" D*(z) - z| dz
B(0,rs)
i
< (z)z
B(OYS) aZlaZ] Z]
< ZJ ID*f*(z)| dz
B(0,rs)
— s J Dzns(z—y)f(y)dy‘ dz
B(0,rs) B(0,rs+¢)
2 _
_ J J n (ﬂ> d[D*f]| dz
B(O,rs) |JB(0,rs+¢) €
s)? 7 —
= J J n( ”) Ty dlID*fll(y)ey| dz
B(0,rs) ij=1 B(0,rs+¢) €
. .
< UL () api e
€ JB(0,rs) JB(O,rs+¢) €
rsn)? [ z—
_ (rsn) | n< “‘) dz d|D*f](y)
€ JB(0,rs+¢) JB(0,rs)NB(y,e) €
2 r~
TSN
< () £7(B(0,rs) N By, ¢)) dIDll(y)
€ JB(0,rs+¢)
2n 2
< TS in(em (rs) D2 FI(B(O, 1 + ).
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De maneira similar ao do primeiro teorema desse capitulo, vemos que para r e

¢ suficientemente pequenos,

ID*flI(B(0,Ts +¢)) < (1+B)(rs +¢&)"
onde B := lim ID*fII(B(O,s + 8)). Entao,
1‘5%0 (rs+¢)m
h.(s)] < (rs)*C min{e™, (rs)"}(rs + €)%,  C:= (14 B)2"n2.
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Dessa forma,

he(s) _ (s)°C

min{e™, (rs)"Hrs + &)"

gn+2 —  gngn+tZ

PAS TGN " N N

< ngn min{e”, (rs)"H(rs)" + (e)")
g2 M2 C

= 5:55 min{e™, (rs)"}Hrs)" + sTTs“ min{e™, (rs)"}He)"
om ZC om 2C

= !n min{e™, (rs) " + Srn min{e™, (rs)"}

= 2"rCr 4 2M O

— 2n+1rn+2C‘

Assim, fazendo ¢ — 0 temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

f ot (ftw) — f0) - Dr(O) -y~ 337 D¥10) -y ) ay
B(0,r)
— tig] o) ()~ 101~ DF10) y - 537 D¥(0)y) ay
e=0 JB(o,m)
L (fa=s) he(s) 2\ (T 2
= ] 5 (e fyny @ ) 021000 iz) as
o "(1—5) Z 2 - z ij
= JO v <~£3(0’TS) ® <g) 21D f(Z) -zdz + Z_ ‘J‘B(OYTS) © (g) ZiZ; dusl
z
B J[B(O,rs) v (;) (= D*(0) 2) dz> @
o "(1—5s) ZN\ 7 2 2
_ L S (J[B(o,rs) © (g) 2T (D*f(z) — Df(0)) - zdz

* i ][B(o,rs) ® (9 #izi du?) ds.

Lj=1
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Continuando a estimativa, majorando pelo moédulo,

E a S s) (][ o (f) 2" . (D*(z) — D*(0)) - z dz

+ij

zlz] du ) ds
i,j=1

[ GM o

n z ..
+ J[ © (—)‘ |zizi| du? | ds
Z B(0,rs) S ] °

Li=1

(0,rs)

IA

()] -

r1 o
< ( ZS) (T‘S)ZJ[ ID*f(z) — D*f(0)| dz + (rs ZZ][ 1duY
Jo S B(0,rs) ij=1 IBOrs)
1
= (1—s5) TZ][ ID%f(z) — D?f(0)| dz + 1* ][ ds
JO B(0,rs) ”Z] B(0,rs)
! D2f||(B(0
< [0-9(Pf e - D0az 212 ff”) ds
Jo B(0,rs) o (n)(rs)
! ' ID2f|/(B
< 1‘2][ |D2f(z)—D2f(0)|dzds+r2J (Lol (O’IS)) ds
Jo  JB(ors) o a(n)(rs)
" " [[D*]|(B(0, t
= TJ[ |D%f(z) — D*f(0)| dz dt—i—rJ ID~FI(B(O, 1)) dt.
Jo JBioy

/

0 o(n)tm
-~ | S —
(i) (i1)

Note que por (67)), (i) e (ii) sdo continuas em t = 0. Ainda por (67) vem que

ambas integrais sdo o(r?) quando r — 0. Entao,
1
f ot (fty) — 110) - Dr(O) -y — Ju7-DM0) - ) ay = olr)
(0,r)

quando T — 0, para toda @ € C2(B(0,7)) e |@| < 1. Entdo, tomando o supremo sobre

essas @, vem que

j[;B(O,r)

quando r — 0.
Defina f : R* — R dada por

fly) = f(0) = DF(0) -y — %yT - D*f(0) -y’ dy = o(r?)

fly) = ) — 1(0) ~ DF(0) -y — gy" - D*1(0) .

Afirmacgao: Existe C > 0 tal que
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- _C
sup |[Df| < —

J[ Ifldy + Cr
B(0,1) T JB(o,m)

com 1 > 0.
Prova da Afirmacao: Seja A := |[D?*f(0)| e defina g : R® — R dada por g(y) =

fly) + /7\|y|2. Claramente, g é convexa. Entao pelo primeiro teorema dessa se¢ao,

C
sup |Dg|g—‘J[ gl dy.
B(0,%) T JBom

Como /2—\ > 0, temos que

sup |Df| < sup |Dgl.

Entao,
- C
sup [Df| < — gl dy
B(0,%) T Js(on
C — C A
< = fldy + — Syl dy
B(O,1) T Jeon 2
C — C A
< fldy + — —r’ dy
B(0,1) T Jeon 2
C — A
< = fldy + Ci=r
B(O,1) 2
C _
< =2 [fldy + Cor,
B(0y1)

onde C; := max{Cy, C4 %}. Provando entao a afirmacao.
Por fim,
Afirmacao: sup |f| = o(1?)
B(0,3)

Prova da Afirmacao: Tome 0 < ¢, < 1, com n% < % Agora, note que

LM{z € B(O,r); [f(2)] > er’}) = 1dz

L(O»ﬂﬂ{fNTZ}
1

er? JB(OYT)ﬂ{f%TZ}
1 _

ET° JB(0,r)
L"(B(0,1))

= = ][ If| dz.
er B(0,7)

Pelo que ja fizemos lej:B(O’T) [fldz — 0, quando r — 0, dessa forma, para 1 existe um

IN

If| dz

IN
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To = To(m, €), tal que para todo 0 < r < 19

— fl dy <.
er? Jp(on)

Entao para 0 < r < 19,
L™({z € B(0,7); [f(z)] > er’}) < L*(B(0,7))n.
Agora note que para 0 < 1 < 19 vem que para cada y € B(0, 3) existe z € B(0,7) tal que

If(z)] < er?

1
[y —z| <nmrr.

Suponha por absurdo que exista yo € B(0, 3) tal que para todo z € B(0, 1), [f(z)] > er? e
lyo — z| < M7 entdo,
B (yo,n7r) € B(O, 1) N{f] > er?).

Logo,

£7({z € B(O,); [f(2)] = &) = £ (B (yo,n7r) ) = «ln) (n7r) " =nL™(B(0,)).

Absurdo!
Assim, tomemos y € B(0

T

,5) ez € B(0,7) tal que [f(z)] < er? e [y —z| <.

Entao,

[f(2)] + [f(y) — f(2)]

[f(y) — f(2)]
- ly - z|
grz —+ n%rw

ly —z|

er? —1—11%1' sup |Df|
B(0,r)

C _
er? 4t (—2][ f] dy + szT)
2r B(0,2r)

1 _
= 81‘2 +n%T22C2 (—ZJ[ |f| dy + 1)
4r? o

er? +T]%r24C2, (r<<1).

[f(y)l

IN

IN

er’ + [y —z|

IN

IN

VAN

IN
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Escolhendo 1 de modo que T]%4C2 = ¢, entao,

fly) < er*+er?

= 2¢er’

para todo y € B(0, 7). Entao, para r << T,

sup [f(y)| < 2er’.
B(0,2)

Pela arbitrariedade do ¢ > 0, temos que a afirmacao segue.

Dessa afirmacao vem que

sup [1{y) — (0) — DF(0) — 2y" - Df(0) - y| = ol

B(0,%)

Logo, a parte absolutamente continua de [D?f] com respeito a medida de £
¢ a hessiana de f no sentido classico. Claramente, a menos de um conjunto de medida £"

nula. [ |

5.5 Teorema da extensao de Whitney
Seja C C R™ fechado e sejam f: C — R e d : C — R" fungoes dadas.
Defina,
fly) —fx) —d(x) - (y —x)

(1) Rly,x) =
ly — x|
(i1) Seja K € C compacto e defina

) VX’UGC)X#U'

pk(8) = sup{|R(y,x)|; 0 < x —yl < 8, x,y € K}.
Teorema 5.10. Sejam f e d continuas e para cada K C C compacto
pk(8) — 0
quando & — 0. Entdo, existe uma funcdo f: R™ — R tal que

(i) feC'(RY),
(ii) f=f, Df =d em C.

Demonstracdao. Defina U := R™ — C. Claramente, U é aberto e defina

r(x) = 21—0 min{1, dist(x, C)}
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para todo x € R™. Entao,

uc | JBxr(x).

xel
Pelo Teorema da Cobertura de Vitali, existe uma familia de bolas disjuntas {B(x;, 7(x;)) ;2
tal que
U c | B, 5r(x)).
j=1
Queremos mostrar que U = Ui] B(x;,571(x;)). Suponha que exista x perten-
cente a Uf; B(x;,57(x;)) de modo que x ¢ U. Entao, x € C, dessa forma, existe j, tal

que x € B(x;,,7(x;,)). Logo,

5

1.
1 dist(x;,, C)

IA

1
< z diSt(XjO, C)
1

=X = x5, .

2

IN

Absurdo! Portanto, para todo x € U;’Z] B(xj,57(x;)), temos que x € U. Assim,

(@

U= JB(x57(x;)).

1

N

Seguindo em frente, para cada x € U seja

S« i={x5; B(x,107(x)) N B(x, 107(x;)) # @}.

1 r(x)

Afirmacao: Card(S,) < (129)" e

Prova da Afirmacgao: Fixe x € U e tome x; € Sy entao,

B(x,10r(x)) N B(xj, 10r(x;)) # 2.

Como a funcao t —— min{a,t} para t € R e a uma constante real, é Lipschitz com
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constante 1. Temos que

r(x) —r(x)l = Z]_Ol min{1, dist(x, C)} — min{T, dist(x;, C)}|

IN

L :
%l dist(x;, C) — dist(x, C)|

1
20

1
%(Ixj —yl+ly—x|), ondey e B(x,10r(x)) N B(x;, 10r(x5))

1

(o) 4 7(0)
1 1

= ET‘(X) + ZT‘(X])

IN

|Xj — x|

IN

IA

Entao,

=
=
|
=
el
A
|
=
aP
_|_
|
2
2

=
aP
IN
2
=
_|_

IN A
N

=
=
|
=
Ra?
IN
|
=
Ra?
_|_

=

2

|

|
=

Kol
IN
2
aP
_|_

|
=
=

3r(x). (69)

Assim, de e

Portanto,

para X;j € S.
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Por outro lado, seja y € B(xj,7(x;)) e z € B(x, 10r(x)) N B(x;, 10r(x;)),

x—yl < Ix—xl+Ix—yl
< e =x50 +1r(x5)
< =zl +lz—x0+r(x)
< 10r(x) + 10r(%;) + r(x5)
= 10r(x) + 117(x;)
< 10r(x) + 11(3r(x)) (por (69))
(x).

43r(x

Entao,
B(x;, (%)) C B(x,43r(x))

para todo x; € Sy. Logo,

x(n)(43)"(r(x))" = L" ( U B(Xj)T(Xj)))

Xj €Sx

= > aln)rlx)"

XjESx

> 3 an) (%)n

XjE€Sx
(r(x)"

= Card(S,)x(n) 3

Assim,

Card(Sy) < (43)"3™ = (129)™.

O que prova afirmacao.

Agora seja i : R — R uma funcao tal que p € C*(R), 0 < u <1, u(t) =1
set<Tleupu(t)=0,set>2 Construiremos tal . Com efeito, sejaa>0e0<e<a
entao defina, L : R — R dada por

ﬁ(t) - (Tle * X(—a,a))(t)-

Ressaltamos que, neste caso

B exp(ﬁ) se te (—1,1).
n(t)_{o se teR—(—1,1).

t
ene == En <E> . Determinaremos a e ¢ para que possamos definir i como a desejada. De
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fato, sabemos que spt(n:) C (—(a+¢€),a+¢€) e pela escolha do €, [t|_gie,a—e) = 1. Como

queremos a — e =1 vem que ¢ = a— 1> 0. Dai, a > 1, por outro lado queremos a < 2.

Entao tomemos a = % e entao, ¢ = % Assim, temos que spt(p) C (—2,2), portanto,
defina
1 em (—oo,1].
W= T]1 *Xi%% em (1,2)
0 em [2,00).

Agora defina para cadaj=1,2,... e x € R"

Ix — x;]
1(x) =u<5T(Xj)’ )

Por construgao u; € C*, pois

o) e () 1 bom)
T

x4 51(x) (x5)  Ix —x

O problema que poderia haver ¢ quando x — ¥%;, contudo nao ocorre pois, a derivada de
p se anula, uma vez que p =1 em (—oo, 1]. Além disso, 0 < u; < 1, para cada j. Observe

também que se x € B(x;,57r(xj)) entao,

Ix —5%| _ 57(x;)

5r(x;)) — 57(xj) I

Entao, para todo x € B(x;,57(xj)) uj(x) = 1. De maneira similar, vem que se x €
R™ — B(xj, 10r(x;)) entao,

Ix —x;| _ 10r(x;)

5T(Xj) - ST(X]') N

Logo, para todo x € R™ — B(x;, 10r(x;)), uj(x) = 0. Entao, temos para cada j,

weC?0<y <,
u; = T em B(x;,57(x;)),
W = 0 em Rn—B(Xj),1OT’(Xj).

Além disso, sendo {e;}l' ; C R™ a base canonica

= Ix — X;] 1T (x—%)-¢
Du(x Z( (STX])])ST(X]') Ix—]le )ei'

1i=1

Logo, pela afirmacao.

= / |X—X'| 1 (X_XA).ei
|DUJ(X)| S Z 2% (51.()(]; > Sr(xl) |X —]le S

i=1

N[ oo () < 3n|[[|roo () C
5r(x)  —  5r(x)  r(x)’
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3nu||;
onde C := M.

Agora defina o : R™ — R, dada por

Observe que o esta bem definida, pois fixado x € R™ se x; € Sy, temos que
x —x| > 10r(x) e [x—x5/ > 10r(x;).

Em particular, se y € B(x, 10r(x)), vem que

ly — x| - 10r(x;)
ST(Xj) ST(X)') -

Dessa forma, u;j(y) = 0 para todo y € B(x, 10r(x)) se x; ¢ Sy e assim,

oly)= ) wly), comy € B(x,10r(x)).

X;j €Sy

Com isso, vem que se para algum y € R" existem x;,%x; € R™ tais que y €
B(x1,101(x1)) N B(x2,10r(x2)). Entado, se Sy, = Sy, ndo ha o que fazer. Por outro lado,
se Sy, # Sy,, digamos Sy, C S,,. Entao, existe x;, € Sy, — Sy,. Logo, u;,(w) = 0, para
todo w € B(xs, 10T(x1)), em particular, u;,(y) = 0. Claramente, o mesmo vale para todo
Xj € Sy, — Sy,. Entao,

o)=Y wly= D wly=) uyl),

X €%y X €8x USxy=Sx;) Xj€Sx,

Como Card(Sy) < (129)™ vem que o0 € C*®(U) e por construcao ¢ > 1 em U. Em

particular, para cada x € U

129"C G

(
R

[Do(x)| =

Y

> w(x)
j=1

com Cy:= (129)"C.
Sejav;: U —R,j=1,2,..., dada por,
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Dessa forma, por construgao,

e
Du; D
o222
Entao,
v )l = | 2o 4 ug0) o | < Dl + 1Dl < 1

com C, := C+ C;. Logo,
Z'Vj =1em U.,
i=1

iva:OemU,

i=1
C
IDvj(x)] < T;)

Ressaltamos ainda que spt(vj) C B(x;, 10r(xj)) e 0 < v < 1, portanto, a familia {vj})?’g é

uma particao da unidade de U.

Doravante, seja para cada j, s; € C tal que
|Xj - S]'| = diSt(Xj, C)
Finalmente, defina f : R™ — R por

f(x) se x € C.

)= D ViIf(s) +dls;) - (x—s;)] se x €U
j=1

Por construcao, fly € C®(U). Logo, para x € U,
Df(x) = Z Dv;(x)[f(s;) + d(s;) - (x — ;)] +v;(x)d(s;).
Afirmacao: Df(a) = d(a) para todo a € C.

Prova da Afirmacao: Com efeito, fixemos a € C e defina K= CNB(a,1). Claramente,

K é compacto. Defina agora, para & > 0,

@(8) = pk(8) +sup{ld(y) — d(x)}; x,y € K, [x —y| < &}
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Por hipétese, px(8) — 0 quando 6 — 0 e d é continua, e em K é uniformemente
continua. Dessa forma,

@(0) — 0.

quando 6 — 0.

Por outro lado, se x € K, entao,

I
El
|
e

[d(x) —d(a)] < sup{ld(z) —d(y)l; z,y €Kelz—yl <Ix—al}
< @(x—al).

Em particular,

quando x — a em C.
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Agora tomemos x € U tal que [x —a] < ¢, 0 < e < 1. Logo,

XjE€Sx
= | Y vlf(s) +dls) - (x—s)l = Y vi(x)f(@) — Y vi(x)dla) - (x - a)
XjESx XjESx XjESx

X} €5
< ng(ﬂﬂ)+dw%bvﬂﬂ—ﬂd—dw%w—aﬂ

= i;wwmkﬂ+dw-w—a+a—$—ﬂd—dWMm—aH

= i;wwmkﬂ+ﬂw-m—®+dmykkwﬂ—ﬂ®—dw%w—aﬂ

= i;wwmkﬂ—ﬂ®+dm%Ukﬂﬂ+mwﬂ—ﬂﬂkw—aﬂ

< i;wwﬂﬂw—fﬁﬂ—dw)%a—&w+E;VﬂwHM%%—MaH%x—aN
< i; ()(M—SIM—SM+§;VJ @—SHX—M

Queremos uma estimativa para [a — s;|. Como |x —a] < e < 1 entdo

r(x) = Z]—Omm{] dist(x;, C)} = 2]—0 dist(x, C) < ] Ix— al.

Logo, para x; € S

la—si| < fa—x5]+[x;— sl
= |a—x|+ dist(x;, C)
< 2la—x
< 2la—x|[+ x —x)
< 2(x —al +10(r(x) + r(x5))
< 2(x —al+10(r(x) +3r(x)), (r(x) < 3r(x))
< 2(]x — a| +40r(x)
< (Ix—al+40l|x—al) =6/x —al.

20
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Usando esse fato,

f(x) = fla)—d(a)- (x—a)l < ) vi(x)ella—sla—s

XjESx

+ Y vixela—s)x—al
XjESx

< Y vix)e(6lx— al)élx —al
Xjesx

+ Y vil)e(6lx — al)x — al
XjESX

< 7(129)"¢(6lx — al)lx — al.

Dessa estimativa vem que

f(x) —f(a) —d(a) - (x — a)| = o(lx — al)

quando x — a. Dessa forma Df(a) existe e é igual a d(a).
Afirmacao: f € C'(R").

Prova da Afirmagao: Com efeito, fixemos a € C, e sejax € R", tal que [x —a| < e < 1.

Se x € C, entao pela afirmagao anterior.
IDf(x) — Df(a)] = |d(x) — d(a)] < @(Ix — al).

Agora, se x € U seja b € C tal que |x — b| = dist(x, C). Assim,

[Df(x) — Df(a)l IDf(x) — d(a)|

< |Df(x) — d(b)| +d(b) — d(a)l
< [Df(x) — d(b)|+ ¢(|b — al)
Como,
b—al < [b—x|+|x—qd]
< dist(x,C) + |x — q|
< 2x—al.
Temos que

IDf(x) — Df(a)| < IDf(x) — d(b)| + ¢(2/x — al).
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Agora observe que

= | ) Dv;(x)If(s;) + d(s;) - (x—s)]— > Dv;(x)f(b) + > v(x)[d(s;) — d(b)]

X €8x X €8x X €8x

< | ) Dy(X)If(sy) + dls)) - (x —s5) +] D vilx d(b)]
XjE€Sx XjE€Sx

= | ) Dv;()[f(s;) +d(s;) - (x—b+b—s5) = F(D|+ | > v;(x) d(b)]
Xj€Sx Xj€Sx

= | ) Dv;(x)[f(s5) — f(b) + d(s;) - (x = b) + d(s;) - (b — ;)]

XjESx
< | ) Dv(x)[f(s)) — f(b) +d(s;) - (b — )| +| > Dv;(x)d(s;) - (x — b)
XjESx X;€S
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Logo,

IDf(x) — d(b)|

< | ) Dy(x)[f(s)) — f(b) + d(s;) - (b—s)]| +| Y Dv;(x)[(d(s;) — d(b))(x — b)]
Xj€Sx x;€S

+ | ) v(x)d(s;) — d(b)]
XjE€Sx

< ) IDv(X)If(s;) — f(b) +d(s;) - (b—s)ll+ D Dv;(x)[(d(s;) — d(b))(x — b)]|
Xj €8x XjE€Sx

+ ) [y(x)d(s;) — d(b)]]
XjE€Sx
C

< r(—xz) (ZS [[f(s;) — f(b) + d(s;) - (b —s;)]] +ZS jd(s;) — d(b)xb)

+ > ld(s;)) —d(b)]

XjESX

T.?_Xz) (Z (p(|b—$j|)|b—8j|+ Z (P(ij)Xb) + Z (P(|b—s]-|).
Xj €8x

XjESX Xjesx

IN

Veja que |x — b| = dist(x, C) < |[x — a| < ¢. Entao,

1 1 €
T(x) 20 min{1, dist(x, C)} 20|b al < 20
Temos que se x;j € S, entao,
3¢ 3¢
) < < o
T(x) < 3r(x) < 20 < 10
Como
T . . 3¢
(%) = %mmﬂ, dist(x;, C)} < 70 < 1.

Entao, r(x;) = 21—0 dist(x;, C) = z]—olxj — sj|. Dessa forma,

b — sl b — x|+ [x — sl

b — x|+ [x — x| + |xj — sj]

20r(x) +10(r(x) + (%)) + 207(x;)
20r(x) + 107(x) + 307(x) + 60r(x)

— 120r(x)

VAN VAN VAN VAN

12021—O|b —x| = 6dist(x,C) < 6/x — al.



Portanto,

IN

IN

IN

IN

IN

<

onde C;z := (20C,7 + 1)) Card(S,). Retornando a nossa estimativa anterior,

IDf(x) — d(b)]
Z @ (b —s;l)[b — 55 + Z @(lb—s;l)lx —=bl | + Z (/b —s))
Xj €Sx Xj €Sx
—2(|b—sj|+|x—b|) > elb—sh+ ) olb—s
T(X) Xj €Sx Xj€Sx
—7|x—b| D elb—sh+ ) ollb—s
Xj €5x X €Sx
2 7k—bl+1)) Y oo s
r(x) PP
Xj €S«
( 7e+1) ) Y e(b—sl) (x—bl<x—al<e)
Xj €Sx
20C; €
(B27e41) X olo-si) 0 <)
XjESX
(20,7 +1)) > ollb—s)
XjGSX
(20C,7 + 1)) Card(S,) @(6lx — a)
Csp(6)x —al),

IDf(x) — Df(a)

IN

IDf(x) — d(b)| + @(2x — al)
< Csop(6lx —al) + @(6lx —al)
Cs(6x — al),

onde C4 := C3+ 1. Entao,

IDf(x) — Df(a)| = o(1)

quando x — a. O que prova a afirmagao e finaliza o teorema.

250
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5.6 Aproximacao C' para funcoes Lipschitz, Sobolev e BV

5.6.1 Aproximacao de fungoes Lipschitz

Teorema 5.11. Seja f : R™ — R Lipschitz. Entao para cada € > 0 existe uma fung¢ao
C', f:R* — R tal que

LM({x € R™ f(x) # f(x) ou Df(x) # Df(x)}) < ¢

sup IDf| < C Lip(f),
RTL

onde C = C(n,p).

Demonstracao. Pelo Teorema de Radamacher f é diferenciavel em um conjunto A C R"
tal que LM(R"—A) = 0. Seja Ay = B(0,1) e paraj > 2, seja A; = AN(B(0,j)—B(0,j—1)).

Dado ¢ > 0, para cada j = 1,2,..., existe K; C Aj tal que LM(A; — Kj) < 5 e Dfly; é

o0
continua. Defina B := U Kj. Assim,

j=1

LYA=B) =LY JA —K) <) LA —Kj) <e,
j=1 j=1

e Df|g é continua. Entao, defina

d:= Df||3

fly) — flx) —d(x) - (y —x)
ly —x|

R(y,x) =

e definamos também,

1
nel(x) = sup {|R(y,x)|; yEB,0<k—y < E} |

Da diferenciabilidade de f temos que para cada x € B,
Mk(x) — 0

quando k — oo.
Por construcao ny é mensuravel. Entao usando o Teorema de Lusin como
anteriormente existe um conjuto C C B fechado tal que ny|c é continua e L*(B —C) < e.

Em particular, ni(x) — O uniformemente em cada compacto K C C. Entdo, seja

PK (1> = sup M (x).
) K



252

Assim, tenha em vista f|c e d|c, pelo que foi visto, estamos nas hipoteses do
Teorema da extensio de Whitney. Entdo, existe uma funcdo C', f : R* — R, tal que

f=fem C e Df(a) =d(a) = Df(a) para todo a € C. Note que
R*"—C=B—-—CUR"-B=B—-—CUA—-BUR"—A.
Além disso, Z :={x € R™ f(x) # f(x) ou Df(x) # Df(x)} ¢ R™ — C, entéo,
LMNZ) <L R"—C)=L"(B—-C)+L"(A—B)+ LY(R"—A) < 2e.
Agora resta nos provar que sup |Df| < C Lip(f). Note que, por construgao

Rn

sup [d(x)| = sup [Df(x)| < Lip(f).
C C

Do mesmo modo, dados x,y € C,

fy) —f(x) —d(x) - (y —x]| < 1fly) —f(x) | ld(x) - (y —x]|
ly —x| - ly — x| ly — x|
< Lip(f) +[d(x)]

< 2Lip(f).

Relembrando a notacao da demonstragao do Teorema da extensao de Whitney

temos dessa estimativa, que

IR(y, x)| < 2Lip(f),

para todo x,y € C com x # y. Seja para K C C compacto e & > 0, @k(d) como na

demonstracao do Teorema da extensao de Whitney. Dessa forma, temos que
¢ (8) < 3Lip(f)

para todo & > 0.
Enfim, seja x € R*— C e b € C tal que |x — b| = dist(x, C) temos por

IDf(x)] < [Df(x) — Df(b)| + [DF(b)|
< (20C,7+1)) D @(lb—sjl) + [DF(b)|

X;j €Sy

(20C,7 + 1)) Card(Sy) Lip(f) + Lip(f)
= C4 Lip(f).

IA

Dali,

sup |Df| < C4 Lip(f).
RT‘L
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Teorema 5.12. Seja f € BV(R™). Entdo, para cada ¢ > 0 existe uma func¢do Lipschitz

f:R* — R, tal que
LM({x € R f(x) #f(x)}) <.

Demonstracao. Seja A > 0, definamos

Df||(B
RN := {XGR”; HfH(T%T)) §Aparatodor>0}.
5TL
Afirmacao: LM(R™ — RY) < () |IDf[|(R™).

Prova da Afirmacao: Note que para cada x € R™ — R existe 1, > 0 tal que

IDFII(B(x, )
L

> A

Do contrério, teriamos que x € R*. Logo,

R™— R C U B(x,Ty).

xERM—RA

Além disso, por construgao

ro < PACETY /DR
- A - A

Entao,

sup Ty < +00.
xER™M—RA

Dessa forma, pelo Teorema da Cobertura de Vitali existe uma familia de bolas {B(xi, 1y, )},

disjuntas de {B(x, 1) }xern_gr tais que

R™ —R* C | B(x;,5my,).

i=1



Assim,

LM(R™ —RY)

IN

O que prova a afirmacao.
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o0

5« (n) Zr;
-
5h(n) Z ||DfH(B}(\Xi>rxi))
=
5"x(n) *
A HDf” (9 B(Xi)rxi)>
o (ny

Afirmacgao: Existe uma constante C > 0 tal que

If(x) —

fly)l < CAx —y|

para X,y € R a menos de um conjunto de medida £ nula.

Prova da Afirmacao: Seja x € R* e v > 0. Pela Desigualdade de Poincaré para funcées

BV temos que

1
i
B(x) B(x)
1
< ————|IDAlI(B(x,T))
(a(n)rm) "= ’
_ IPAlBe )
‘rn
< CrA,
1
onde C i = ———.
(x(n)) =
Em particular, para cada k
g~ (Do = || flwlay— (g
B(x,ﬁ)
S R I R
B(x,ﬁ)
1 J ‘
< " fy) = (x| d
OC(TL) (2k+T)n B(x,sz] y 2% y
=ty - g ay
B(x,zik)
< CA—



onde C; :=2"C
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Agora observe que para quase todo x € R*, temos pelo Teorema da Diferen-

ciagao de Lebesque-Besicovitch, que

lHm(f)y, =

r—0

f(x).

Com isso, seja x € R* de modo que o limite acima seja safisfeito, entdo,

C r?\ >
CimA = Z = 2 D () — () 4]
j=0
D NN
k=0
N
> lim ) (e — () 5)
k=0
= ]\}Ego (f)x,% - (f)x,r + (f)x,ziz - (f)x,% + + (f)x,erH - (f)x,ziN
- T\}gr;o ( )x,zNﬁ - (f)x,r
= [f(x) = (F)xl -
Portanto,
|f - x,r’ < Z X72k+1 - x—| < C])\Y
k=0

Agora sejam x,y € R* distintos. Entdo, seja =[x —y| e z € B(y,r) N B(x,1). Logo,

|(f)x,r - (f)y>r| S |f(Z) -

(f)x,r| + |f(Z) - (f)y,r|-

Passando a média em B(y,r) N B(x, ) com respeito a z, vem que

|(f)x,r - (f)y,r| S

][B (y,m)NB(x,r

£(2) — (Flsl dz + ]f 1£(2) — (Fly,] dz
) (y,r)NB(x,r)

LBy, 1) N B(x,71))

JB(y,r)ﬂB(x,r

_|_

<

1
( J #(2) — (F)u] dz
B(y,r)NB(x,r)

112) — (£ dz)

ot
En(B(l.:br) N B(X,Y)) B(x,r)

f(2) ~ (ol dz + |

B(y,r)

() — (), dz) |

Note que existe um cubo Q contido em B(y, ) N B(x, ) de diagonal r, em particular, seja
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. Logo, r = y/nt, portanto, t = T Assim,

(;)n < L"(B(x,) N B(y,1)).
Entao,

(Flar— (el < 1 (2) — (Fur] d (2) — (F)y] d
X, yrl = L£7(B(y,7) N B(x,1)) (JB(x,r) Z) — \Mxyr Z+JB(y,r) Z) — Ny Z)
< Wnr (J (2) — ()l dz-+ | |f(z)—(f)y,r|dz>

T B(x,1) B(y,r)
— (VA)an) (][B(X ) = ()l ]fB(y Iz = ) dz)
< 2(ym)"a(n)CAr
= Cz)\T‘,

onde C, := 2(y/m)wa(n)C.

Dessa forma pelo que ja estimamos

[T(x) — £yl

IN

onde C3 =2C + Cz.

|f(X) - (f)x,r| + |(f)y,r -
2CAr + Cz)\T‘
Cg)\T,

(f)x,r| + |f(y) - (f)y,rl

Logo, para todos x,y € R*, a menos de um conjunto de medida £™ nula, temos

que

f(y) — f(x)| < C3Alx —y.

Portanto, existe A C R» tal que £*(R}) = 0 e f|x é Lipschitz. Usando o Teorema de

extensio para fungoes Lipschitz, temos que existe f : R™ — R Lipschitz tal que fla = f|a.

Em particular, Z :={x € R™; f

(x) # f(x)} € R — A. Entao,

LYZ) < LYR"—A)
= LY"(R*—AUR"—RY
< LYRM—A)+ LM(R" —RY)
S*a(n
< 2 by rm),
Seja ¢ > 0 e defina A := > oc(n)llngII(]R ). Entéo, existe f : R* — R Lipschitz tal que
0 o= 5"x(n) 0
LM({x e RY f(x) # f(x)}) < IDF[(R") = e.

A
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Corolério 5.2. Seja f € BV(R"™). Entdo, para cada € > 0, existe f: R* — R C! tal que
LM{x € R™ f(x) # f(x) ou Df(x) # Df(x)}) < e.

Demonstracao. Pelo teorema anterior segue que dado € > 0, existe uma funcgao f; : R™ —

R Lipschitz tal que
LM({x € R f(x) # f1(x)}) <

N o

Defina g := f — f; entao, note que {f = f1} = {g = 0}. Entao, para quase todo x € {g = 0}
tem se que

apDg(x) = 0.
Dali,
apDf(x) = apDfy(x.)
para quase todo ponto.

Dessa forma, Df(x) = Dfy(x) a menos de um conjunto de medida £™ nula.

Assim,
LM({x € R f(x) # fi(x) ou Df(x) # Df1(x)}) < LMx € R"; f(x) # f(x)} < %
Zy
Por outro lado, para o mesmo ¢ existe f, € C'(R™) tal que
€
L7({x € RY f1(x) # fa(x) ou Dfi(x) # DH(x)}) < 5.
Z,
Em particular,
{x € R™; f(x) # f2(x) ou Df(x) # Dfy(x)} C Z; U Z,
logo,
LM({x € R™ f(x) # f2(x) ou Df(x) # Df,(x)}) < e.
Tome f := f5. n

5.6.3 Aproximagao de fungoes de Sobolev

Teorema 5.13. Seja f € W'P(R") para algum 1 < p < co. Entdo para cada € > 0,
existe uma funcdo Lipschitz f: R™ — R tal que

LM{x e R™ f(x) #f(x)) < e
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If — 1?||w1m(Rn) <e.

Demonstragao. Seja g := |f| + |Df| e para A > 0 defina
RA::{XER“;]L gdyg?\paratodor>0}.
B(x,7)

Afirmacao: LM(R"—RM =o (;—p) quando A — oo.
Prova da Afirmagao: Usando o mesmo argumento do Teorema anterior. Segue pelo

Teorema da Cobertura de Vitali que existe {B(xi, 1y, )}{°; disjuntas tais que

R™ —R* € | B(x;,5my)

i=1

e para cada i

][ gdy > A.
B(xivrxi)

Dali,

A< }[ gdy
B(Xiyrxi)

ol
= mie gdy + J gdy
LB (xiy Tx) \ JB(xira)nig=2) Blxi,m )Ng<3)
1 [ 1 A
< = gdy + o J 5 dy
*Cn(B(Xh rxi) J B(xi;rx.l)ﬂ{g>%} ‘Cn(B(Xi’ Txi) B(Xi»Txi)ﬂ{QS%} 2
< L " gdy + A
— LB ) JBxirenie=2) 2
Logo para cadai=1,2,...,
A 1

>
|
I
IN

S E— g dy
2 L (B(Xi)rxi) JB(xi,rx.l)ﬂ{g>)z‘}

gdy

1
N >
R
2
—*

3
IN

JB (Xi Txq )ﬂ{g>%}
2

" A JB(xi,rxim{g%}

1
R
2
-—*
3
IN

gdy.
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Dessa estimativa, temos que

LMR*—RY) < 3 a(n)5™y
i=1

o5

i=1

JB(xi,rxim{g%}

Veja que
A
e ({o-3f) =],
2 {9>3}
ZPJ‘ AP
= 33 75 4Y
AP Jig>3y 2P
2PJ‘
< = g’ dy
AP {g>3}
Logo,
MY P 2 "
e(fo-2}) "= 0w
( 2 AP {9>3}
Assim,

1 1—-1
5m2 il P
LMR"—RY < == J gdy | — J g’ dy
A\ AP\ g2y

ZPSHJ
AP St pe=2)
22p—15nJ
AP D=2y

()

Provando entao a afirmacao.

(If] 4 [DF))P dy

IN

[f? + IDFIP dy

Afirmacao: Existe uma constante C > 0 tal que

O <A e f(x) = fly)l < CAlx —yl,
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para todo x,y € R* a menos de um conjunto de medida £™ nula.

Prova da Afirmacao: Note que para quase todo x € R*, pelo Teorema da Diferenciagao

de Lebesgue-Besicovitch
lim(f),, = 0.

r—0 ’

Entao, dado x € R} de modo que o limite acima seja safisfeito e T > 0 temos que

O < 1F(X) = (Pl +1(F)x]
< () = (Ffl + (] + D))
< [f(x) = (Fepl + A

Fazendo r — 0 temos para quase todo ponto x € R}
If(x)] <A

Agora observe que pela Desigualdade de Poincaré e x € R

1

1*
J[ |-f - (f)x,r| dy S (][ |f - (f)x,r|] dy)
B(x,1) B(x,T)

< rcz]L IDf| dy
B(x,r)

< rCz][ If| + [Df| dy
B(x,r)
< T’Cz)\.

Dai, para x € R}

Py — (gl < ][ = (sl dy
B(x,ﬁ)
< ) - (agldy
B(x,;k)
< 2“C22k7\
= Ciph

onde C3:=2"C,. Dal, segue de maneira similar ao teorema anterior que

|f - xr| S Z x,zk+1 7| < Cg}\Z K = C3}\T‘

i=1

Seja entdo, x,y € R* com x # y e defina 1 := [x —y| tome z € B(x, 1) N B(y,1).
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tenha em vista o cubo Q de aresta \/Lﬁ que esta contido em B(x,r) N B(y,r). Entao,

|(f)x,r - (f)y,r|

1£(2) — (F)us] dz + ][ 1£(2) — (F)y] dz

B(x,r)NB(y,r)

< DEE(] = (et | e = (6l e)
B(x,r) B(y,r)

= amvi (f, rf(z)—(f)x,qdzﬁlw rf(z)—(f)y,rwdz)

< 2Cx(n)(v/n)"rA

— Cyrh,

onde C4 :=2Ca(n)(y/n)™. Logo,

[f(x) — f(y)l

H:(X) - (f)x,r’ + |(f)y,r -
2C3T7\ + C4T}\
C5}\T’,

(f)x,r‘ + ’f(y) - (f)y,rl

onde Cs := 2C3 + C4. Daf, temos x,y € R*, a menos de um conjunto de medida £™ nula,

O que prova a afirmacao.

1f(x) — f(y)ICsAlx —yl.

Logo, existe A C R?, tal que L(R* —A) = 0 e f|x é Lipschitz. Pelo Teorema

Extensdo para funcgées Lipschitz existe uma funcao f : R* — R Lipschitz tal que fla =

fla.

Agora observe que [f(x)| < A para todo ponto de A. Mostraremos que [f(x)| <

A para todo x € R™. Com efeito, evidentemente basta verificar nos pontos de R™ — A.

Suponha por absurdo que exista xo € R™— A tal que [f(x)| > A. Entao, pela continuidade
de f existe 5 > 0 tal que & = 5(A), B(xo,8) € R*—R? e para todo x € B(x,d), |f(x)] > 0.

Logo,

x(n)d"™ = L*(B(x,8)) < LM(R" —

Dali,

x(n)

22p—1 5N
<

RY) = [P + [DFPP dy.

J{|f+Df|>g}

22p—1 5n
OAP

[fP + [Df” dy,

J'{f+|Df>§}
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1

entao, a(n) =o < ) Absurdo! Logo, [f(x)| < A para todo x € R™. Entao,

AP
If| <A em R™,
Lip(f) < CsA em R™,
f=of em R L™-q.t.p..

Afirmacao: ||f —?HWLp(Rn) = 0(1) quando A — oo.
Prova da Afirmacao: Como f = f em R* a menos de um conjunto de medida £™ nula,

temos que

| =tray < | r-iray
Rn RM—RA
< ZWJ [P dy +2P1J [FP dy
RnN_RA RN _RA
< ! J [P dy + 2P AL (R™ — RY)
RN_RA

= of1),

quando A — oco. Pela primeira afirmacao desse teorema. Do mesmo modo, temos que

Df = Df em R* a menos de um conjunto de medida £™ nula. Entao,
J IDf —DffPdy < J IDf — DffP dy
n RM—RA
< 2 J IDFFP dy + 27" J IDF” dy
RN—RA RM—RA
< ! J D" dy + 2" "APCELM(R™ — RY)
RN—RA
= o(1),

quando A — oo. Pela primeira afirmacao desse teorema. O que prova a afirmagao.
Agora observe que {x € R™ f(x) # f(x)} C R™ — A, entéo,

LM{x e RY f(x) #f(x)}) < LMR"—A)
< LMR*—A)+ LM(R™—RY)
= L'(R™—RY)

(%)

Assim, dado ¢ > 0, existe um A suficientemente grande tal que f : R® — R
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Lipschitz tal que
LM({x e RY f(x) ZF()N) <e e [If = fllwipen <&

Corolario 5.3. Seja f € WP (R™) para algum 1 < p < co. Entdo, para cada € > 0 existe
uma funcio f € C'(R™) tal que

LM{x € R™; f(x) # f(x) ou Df(x) # Df(x)}) < ¢

If — ]_CHW‘»P(R“) <e.

Demonstracao. Do teorema anterior, dado € > 0, existe uma funcao f; : R® — R

Lipschitz tal que

LY(x €RY F) A RN S = e = Fillwioen < &

N ™

Vemos como no Corolario anterior que Df = Df; em {f = f;}. Entao,

LM {x € R f(x) # f1(x) ou Df(x) # Dfi(x)}) < L*({x € R™; f(x) # f1(x)}) <

VA

N ™

Por outro lado, do fato de f; ser Lipschitz existe uma funcao f, € C'(R™) tal que

L ({x € RY; f(x) # f1(x) ou Dfy(x) # Dfi(x)}) <

Z;

£
>

Logo,
L ({x € R"; f(x) # fa2(x) ou Df(x) # Df2(x)}) < L%(Zy) + L™(Z,) < e.

Por fim, temos que mostrar que [[f—fallw1prn) < €. Note que [, [f—fi[P dy <



e?. Entao,

J f—fPdy < zv‘J rf—mpdwzp‘J ) — £,lP dy

n

< 2p—1€P + Zp_‘ J |f1 — fz|p dy

n

= 2p7Tgp + bl (J [f; — 1P dy + J [f; — 1P dy)
n-7, Z)

= 2p7Tgp + plad <J |f; — f,|P dy)
Z;
e 200 (| P+ i ay)
Z

277 1eP 4 227V ((Lip(f1))PL™(Z2) +
< 2071 £ 22T Lin(f1))Pe

IN

IN

e do mesmo modo temos que fRn IDf — Dfy|dx < €P

n

+ (Lip(f1))PL*(Z2))

J IDf —Df,Pdy < 27 J IDf — Dfy[P dy + 27! J |IDf; —

20 TeP 4 2P

IN

|Df1 — Df2|p dy

= PP 4 v

.
(

= 27Tl 4 27 (J IDf; — Df,f? dy>
Z

IN

2PTeP 4 271 ( IDfy[” + [Df,[? dy)

27 TP 4 22071 ((Llp f1))P LY (Z2) +
< 2P 4 220-U Lip(f1))P(1 4+ CP)e.

IN

Dessas estimativas segue o desejado. Logo, tome f := f,.

J |Df1 — sz|p dy —|—J |Df1 — Df2|P dy>
RM—Z,

(CLip(f1))PL"(Z2))
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6 CONCLUSAO

Apesar de estimativas mais densas, no final vemos que vale a pena o esforco de
lidar com fung¢oes menos regulares, uma vez que podemos obter resultados fortes e alguns
deles permanecem validos quando a funcao tem mais regularidade ou até mesmo melhor.
Ou ainda, termos informagoes sobre a regularidade da funcao em questao de maneira mais
elegante utilizando apenas dimensao do espaco euclidiano em questao, além do impacto
de aplicagoes de tais resultados.

A titulo de exemplo, podemos elencar as fungoes de Sobolev, digamos f €
WP(R™), dependendo da relagao de ordem (usal da R) entre p e n, sabemos aferir sobre
a regularidade dessa funcao em termos de diferenciabilidade e sobre em que sentido o
gradiente estd préximo a esta funcao.

Outro exemplo interessante é o segundo Teorema do Trago para fungoes BV,
onde conseguimos estabelecer os valores pontuais de fronteira de uma funcao BV atraves
de uma média, similar ao Teorema da Diferenciacao de Lebesque-Besicovitch, esse mesmo
teorema se propaga para as Fungoes de Sobolev. Além de ainda termos pelo primeiro
Teorema do Traco para fungoes BV, a veracidade da integracao por partes para essas
funcoes.

Por fim, vemos como uma poderosa aplicacao da teoria desenvolvida, a de-
monstracao do Teorema de Aleksandrov para fungoes convexas, e os resultados que a pre-
cedem. Tal teorema garante a existéncia de uma matriz hessiana em quase todo ponto,
para fungoes convexas. A priori a matriz “hessiana” tinha em suas entradas Medidas
de Radon, que a posteriori, nos forneceram como candidata a matriz hessiana classica, a
matriz constituida pelas fungoes que sao a densidade da parte absolutamente continua da

medida de variagao do gradiente de uma fungao convexa pela medida de Lebesgue.



266

REFEENCIAS

ADAMS, R.A.; FOURNIER, J.J.F. Sobolev spaces, v. 140. New york, NY: Academic
press, 2003.

BREZIS, H. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential
equations. New york, NY: Springer Science & Business Media, 2010.

EVANS, L.C.; GARIEPY, R.F. Measure theory and fine properties of functions.
Boca Raton, FL: CRC press, 1992.

FEDERER, H. Geometric measure theory. New york, NY: Springer, 1996.

FOLLAND, Gerald B. Real analysis: modern techniques and their applications. New
york, NY: John Wiley & Sons, 1999.

LEONI, G. A first course in Sobolev spaces. Providence, RI: American
Mathematical Soc., 2009.

STEIN, E. M.; SHAKARCHI, R. Real analysis: measure theory, integration, and
Hilbert spaces. Princeton, NJ: Princeton University Press, 2009.

WHEEDEN, R.L.; ZYGMUND, A. Measure and integration. 1.ed. Boca Raton, FL:
CRC press, 1977.

ZIEMER, W.P. Weakly differentiable functions: Sobolev spaces and functions of
bounded variation, v. 120. New york, NY: Springer Science & Business Media, 1989.



	INTRODUÇÃO
	RESULTADOS PRELIMINARES
	Teoria da medida
	Funções mensuráveis
	Integrais e limites
	Espaços Lp
	Produto de medidas, Teorema de Fubini
	Medida de Lebesgue

	Teoremas de cobertura
	Teorema da cobertura de Vitali
	Teorema da cobertura de Besicovitch

	Diferenciação de medidas de Radon
	Teorema da diferenciação de Lebesgue
	Limites aproximados
	Teorema da representação de Riesz
	Convergência fraca e compacidade para medidas de Radon
	Medida de Hausdorff
	Fórmulas da área e coarea
	Aplicações lineares
	Jacobianos
	Fórmula da área
	Fórmula da coarea

	Outros resultados preliminares

	FUNÇÕES DE SOBOLEV W1,p
	Sobre densidade de funções suaves em W1,p
	O mollifier canônico
	Resultados de aproximação

	Operações clássicas
	W1, e as funções Lipschitzs
	Operador do traço para funções W1,p
	Operador de extensão para funções W1,p
	Desigualdades de Sobolev
	Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
	Desigualdade de Poincaré em bolas
	Desigualdade de Morrey


	FUNÇÕES DE VARIAÇÃO LIMITADA BV
	Resultados de aproximação para funções BV
	Operador do traço para funções BV
	Extensão para funções BV
	Desigualdades de Sobolev e Poincaré para funções BV

	RESULTADOS DE DIFERENCIABILIDADE E APROXIMAÇÃO POR FUNÇÕES C1
	Diferenciabilidade Lp
	Diferenciabilidade L1 para funções BV
	Diferenciabilidade Lp para funções W1,p, (1p<n)

	Diferenciabilidade aproximada
	Diferenciabilidade Ln-q.t.p. para funções W1,p, (p>n)
	Funções convexas
	Notação para funções convexas
	Existência de D2f para funções convexas, Ln-q.t.p. 

	Teorema da extensão de Whitney
	Aproximação C1 para funções Lipschitz, Sobolev e BV
	Aproximação de funções Lipschitz
	Aproximação de funções BV
	Aproximação de funções de Sobolev


	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

