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RESUMO

Provaremos que nao existem hipersuperficies completas e estéveis de R* com curvatura

escalar nula, crescimento de volume polinomial e tal que ;[_3 > ¢ > 0 em todo ponto,
para alguma constante ¢ > 0, onde K denota a curvatura de Gauss-Kronecker e H denota
a curvatura média da imersao x : M3 — R* onde M" é variedade riemanniana. Nosso
segundo resultado é do tipo Bernstein, o qual garante que nao existem graficos inteiros

de R* com curvatura escalar nula e tais que ;1—3 > ¢ > 0 em todo ponto. Por fim,

serda mostrado que, se existe uma hipersuperficie estavel com curvatura escalar nula e
-K
3
entao sua vizinhanca tubular nao é mergulhada por raios suaves.

> ¢ > 0 em todo ponto, isto é, com crescimento de volume superior ao polinomial,

Palavras-chave: Curvatura escalar. Curvatura de Gauss-Kronecker. Curvatura média.

Estabilidade. Gréficos. Vizinhanca tubular. Volume.



ABSTRACT

We will prove that are no stable complete hypersurfaces of R* with zero scalar curvature,

polynomial volume growth and such that _[-[_3 > ¢ > 0 everywhere, for some constant
¢ > 0, where K denotes the Gauss-Kronecker curvature and H denotes the mean curva-
ture of the immersion z : M3 — R*, where M3 is a riemannian manifold. Our second
result is the Bernstein type one there is no entire graphs of R* with zero scalar curvature

-K
such that 5 > ¢ > 0 everywhere. At last, it will be proved that, if there exists a

-K
stable hypersurface with zero scalar curvature and Ve > ¢ > 0 everywhere, that is, with

volume growth greater than polynomial, then its tubular neighborhood is not embedded

for suitable radius.

Keywords: Scalar curvature. Gauss-Kronecker curvature. Mean curvature. Stability.

Graphs. Tubular neighbourhood. Volume.
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1 INTRODUCAO

Seja o : M3 — R* uma imersao isométrica. Se A1, A2, A3 sdo os autovalores as-
sociados & segunda forma fundamental, entao a curvatura escalar R, a (ndo-normalizada)

curvatura média H e a curvatura de Gauss-Kronecker K sao dadas, respectivamente, por:
R = )\1)\2 + )\1)\3 + /\2)\37 H= /\1 + )\2 + )\3 e K = )\1)\2/\3. (1)

Hartman e Niremberg mostraram em 1959 que as tnicas superficies com cur-
vatura gaussiana nula no espago euclidiano de dimensao trés sao os planos e os cilindros.

Esse fato foi generalizado por Cheng e Yau, em [1977, onde foi mostrado que
as unicas hipersuperficies completas, nao-compactas, com curvatura escalar constante e
curvatura seccional nao-negativa no espaco euclidiano R"*! sao os cilindros generalizados
S"P x RP.

Alencar, do Carmo e Elbert apresentaram em 2003 a seguinte

QUESTAO: Existe alguma hipersuperficie estdvel e completa M3 em R* com curvatura

escalar nula e curvatura de Gauss-Kronecker nao-nula em todo ponto?

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar trés resultados que res-
pondem parcialmente a esse questionamento. As suas respectivas demonstracoes serao
fundamentadas no que foi feito por NETO| (2014). Antes de apresentar esses resultados,
faremos aqui um resumo do que serda exposto nos proximos cinco capitulos e nos dois

apéndices desta dissertacao.

Capitulo 2 - PRELIMINARES: Nesse capitulo, apresentaremos alguns resultados co-
nhecidos de Geometria Riemanniana que serao utilizados no decorrer do texto e uma série
de lemas e proposicoes que nos serao lteis nas demonstragoes dos teoremas principais.
Os resultados mais conhecidos terao suas provas omitidas, pois podem ser encontradas
facilmente na literatura, como por exemplo em CARMO]| (2011. (Projeto Euclides), CHA-
VEL (2006. (Cambridge Tracts in Mathematics|), PETERSEN]| (1988. (Graduate Texts
in Mathematics) e LEE (2003. (Graduate Texts in Mathematics).

Capitulo 3 - O OPERADOR L, E O OPERADOR LINEARIZADO: O objetivo
desse capitulo é apresentar um apanhado sobre os polinomios simétricos elementares, a
r-ésima transformacao de Newton e o operador L,, o qual, definido em termos da trans-
formacao de Newton, aparece naturalmente no estudo de estabilidade de hipersuperficies
com curvatura escalar nula. Determinados resultados gerais deste capitulo serao restrin-

gidos no decorrer da dissertacao ao caso particular » = 1, o qual é chamado operador
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linearizado: L, e se trata de uma ferramenta de suma importancia para o desenvolvi-
mento dos resultados principais deste trabalho. Serao desenvolvidas duas abordagens do
operador linearizado, com resultados oriundos de cada uma delas. A primeira, apresen-

tada por Cheng e Yau em [1977, escreve o operador L; como:

n

Li(f) = Z(nH% — hij) fij: (2)

4,j=1

ou seja, em funcao da curvatura média H = i, dos coeficientes h;; da segunda forma
fundamental e dos coeficientes f;; da matriz hessiana de f, que ¢ uma funcao de classe
C?, com f: M" — R.

Como nesta dissertacao consideraremos a curvatura média na forma nao-

normalizada, mostraremos que (2) se tornara:

n

Li(f) = > (Héij — hij) fi, (3)

i,j=1

pois nesse caso, teremos H = S7, onde S; denota um polinomio simétrico.
A segunda abordagem, apresentada por ROSENBERG| (1993), expressa o ope-

rador L, da seguinte forma geral:

L(f) = div(P.grad(f)). (4)

onde div é o divergente de um campo vetorial, P, denota a r-ésima transformacao de
Newton e grad(f) é o gradiente da fungao f.

Serd visto em detalhes nesse capitulo que (3) é um caso particular de (4) e que
o operador L, se trata, na verdade, de uma generalizacao da ideia de Laplaciano que ja

conhecemos.

CAPITULO 4 - O PROBLEMA VARIACIONAL: Esse capitulo estard funda-
mentado no que foi feito por Barbosa e Colares em |1997 e seu objetivo ¢ apresentar as
formulas da primeira e segunda variagao do volume e, em posse delas, introduzir o conceito

de estabilidade para imersoes e verificar a seguinte desigualdade:
—3/ K f2dM < / (PLVf,Vf)YdM. (5)
M M

A importancia de (5) residird no fato de que ela serd uma condicao necessaria
e suficiente para uma imersao ser estavel, de acordo com a definicao de estabilidade que
serda adotada neste trabalho. Por conta disso, (5) é aqui chamada de Desigualdade de
Estabilidade.
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Capitulo 5 - RESULTADOS AUXILIARES: Os principais resultados desse capitulo

sao o0s seguintes:

Proposicao 5.2: Seja x : M3 — R* uma imersao isométrica com curvatura escalar nula,
-K

estavel e tal que K # 0 em todo ponto. Se existe uma constante ¢ > 0 tal que 75 >c>0

em todo ponto, entao para toda funcao suave 1) com suporte compacto em M, para todo

0 >0 e para todo 0 < g < existem constantes Aj(q), A2(q) > 0 tais que:

1
142c02?

/ 52 <;I—[§ - Alaiiiz> WM < Nyd— 5 / V| T24d M.
M M

Corolario 5.1: (Desigualdade tipo Sobolev): Seja z : M3 — R* uma imersdo isométrica

—-K
estavel com curvatura escalar nula e tal que 5 > ¢ > 0 em todo ponto. Entao, para

55 I
toda fungao ) com suporte compacto em M, paratodod >0ep€ | -,z + /7753 |
2'2 "\ 1422
existe C'(p) > 0 tal que

/ AP M < C(p) / VM.
M M

Esses resultados terao muita utilidade na demonstracao dos resultados-alvo
desta dissertagao. Os demais resultados desse capitulo tem por finalidade apresentar fa-

tos que serao uteis na demonstragao da Proposicao 5.2.

Capitulo 6 - RESULTADOS PRINCIPAIS: Em posse do que foi apresentado nos
capitulos anteriores, serao enfim demonstrados os resultados-alvo desta dissertacao, que

sao os seguintes:

TEOREMA A: Nao existem hipersuperficies M? de R* com curvatura escalar nula,

completas, estaveis, com crescimento de volume polinomial e tais que:

(_K)>c>0
H3 —

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

Uma consequéncia do TEOREMA A é o seguinte resultado tipo Bernstein:

TEOREMA B: Nao existem graficos inteiros M? de R* com curvatura escalar nula e

tais que:
(—K)
3

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

>c>0
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Adaptando-se o trabalho de Nelli e Soret em 2007, que envolveu o cendrio da

curvatura média constante, mostraremos que, se M3 é uma hipersuperficie completa e
(—K)
J7E
tubo ao redor de M nao é mergulhado para raios suaves. Precisamente, definiremos aqui

estavel de R* com curvatura escalar nula e tal que > ¢ > 0 em todo ponto, entao o

o tubo de raio h ao redor de M como o conjunto:
T(M,h)={x cR3pec M,z =p+tn,t <h(p)},

onde 77 é o campo de vetores normais a segunda forma fundamental de z e h: M — R é

uma func¢ao positiva em todo ponto.

TEOREMA C: Seja M? uma hipersuperficie completa e estdvel de R*, com curvatura

escalar nula. Se a segunda forma fundamental da imersao ¢ limitada e existe uma cons-
(=)
PE

0 < by <1, by >0 e para qualquer funcao suave h : M — R satisfazendo:

tante ¢ > 0 tal que > ¢ > 0 em todo ponto, entao, para quaisquer constantes

h(p) > inf {Mf)(—;”,bzp(p)é} L6 >0, (6)
o tubo T'(m, h) ndo é mergulhado. Aqui, p(p) denota a distancia intrinseca em M de p a
um ponto fixo py € M.

Antes das respectivas demonstracoes desses teoremas, ainda sera apresentada
uma ambientacao, isto é, nogoes e hipoteses necessarias para a compreensao desses resul-
tados que nao serao expostas nos capitulos anteriores por serem de carater mais especifico
e para garantir maior comodidade de leitura.

Além disso, serd dedicada uma secao para a apresentacao de dois exemplos re-
lacionados a classe de hipersuperficies que esta sendo abordada neste trabalho. O primeiro
tem o objetivo de comprovar que a classe de hipersuperficies tratada aqui é nao-vazia e
ainda pode ser visto em estudos sobre a Teoria da Relatividade. O segundo apresenta
uma conhecida classe de hipersuperficies estaveis com curvatura escalar nula. Tal classe
nos mostra algumas condicoes em que a nulidade da curvatura de Gauss-Kronecker se faz

necessaria.

APENDICE A: Um dos resultados que serao apresentados sobre os polinomios simétricos

no Capitulo 3 terd como consequéncia a seguinte desigualdade:

1
HK < 5R?.

Em posse dela e considerando K e H?3 como funcoes dos autovalores da segunda

forma fundamental, conforme apresentado em (1), teremos como objetivo neste apéndice
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verificar que:
(—K) _ 4
< —.
H3 — 27
APENDICE B: Fundamentando-se no trabalho de Zhu e Fang em 2016, o objetivo deste

apéndice é apresentar resultados semelhantes aos que serao demonstrados no Capitulo 6,

0<

s6 que, dessa vez, ambientados em outro espaco-forma de dimensao 4: a esfera S*. Assim,
o caminho natural desta linha de pesquisa consiste em desenvolver resultados semelhantes
que tenham como espaco-forma ambiente o espaco hiperbélico de dimensao 4: H*.

Aqui, sera considerada a curvatura média H em sua forma normalizada. Assim,
serao feitas adaptacgoes especificas em certos resultados a serem apresentados nos Capitulos
3 e 4, com principal destaque para a Desigualdade de Estabilidade. Além disso, sera
apresentado de forma breve o conceito de curvatura r-média: H,.

Serao demonstrados os seguintes teoremas:

TEOREMA B.1: Nio existe hipersuperficie M3 — S* completa, estavel, nao-compacta,

com Hy; = 0, crescimento de volume polinomial e tal que a curvatura média H satisfaz:

(3]s

onde d; e 05 sdo constantes positivas quaisquer.

|H|§(51€

TEOREMA B.2: Nao existe hipersuperficie M2 em S* estdvel, completa, nao-compacta,

com H, = 0, crescimento de volume polinomial e tal que:

1
— )| <
v (7)<

onde d; e 05 sao constantes positivas quaisquer, onde H e K sao as curvaturas média e

Z zhe

de Gauss-Kronecker, respectivamente.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados conhecidos de Geometria
Riemanniana que serao utilizados no decorrer do texto e uma série de lemas e proposigoes
que nos serao uteis nas demonstracoes dos teoremas principais. Os resultados mais co-
nhecidos terao suas provas omitidas, pois podem ser encontradas facilmente na literatura,
como, por exemplo, em (CARMO), (2011. (Projeto Euclides), CHAVEL (2006. (Cam-
bridge Tracts in Mathematics|), PETERSEN (1988. (Graduate Texts in Mathematics) e
LEE| (2003. (Graduate Texts in Mathematics]).

2.1 Métricas Riemannianas

Neste trabalho, o conceito de variedades (que assumiremos ser do conheci-
mento do leitor, mas que, se necessario, pode ser encontrado com todos os seus detalhes
em |LEE (2003. (Graduate Texts in Mathematics))) serd visto por meio da variedade como
objeto munido de uma nocao de distancia. Tal distancia é dada por um elemento cha-
mado métrica, que nada mais é do que um produto interno introduzido em cada espaco

tangente.

Definigao 2.1 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma dada
variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um
produto interno (,) (isto €, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago
tangente T,M , que varia diferencialmente no sequinte sentido: Se ¢ : U C R" — M ¢é um
sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(xy,xa,...,x,) = q € z(U) e a%i(q) =
dz(0,...,1,...,0), entao <%(q), %(q)> = gij(x1,...,2,,) € uma fungao diferencidvel em
U. !

Sempre que nao houver possibilidade de confusao, deixaremos de escrever o
indice p em (, ), para nao carregar desnecessariamente a notacao, mas sempre lembrando

que a métrica estd sendo considerada no espaco tangente do ponto dado.

Definicao 2.2 As fungoes g;; = <£, £> sao chamadas componentes da métrica rie-
K J

manniana no sistema de coordenadas ©: U C R* — M™.

Definicao 2.3 Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana é cha-

mada de variedade Riemanniana.

O principal objeto de estudo desta dissertacao chama-se hipersuperficie, mas

antes de defini-lo, precisamos da seguinte
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Definicao 2.4 Sejam M e N wariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
N (isto é, f é uma bijecdo diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado de isometria

(u, v)p = (dfyp(w), dfp(V)) 1)

para todo p € M,u,v € T,M.

Exemplo 2.1 (Variedades imersas): Uma aplicacio f : M™ — N"** ¢ uma imersao,
se f ¢ diferencidvel e df, : T,M — TN € injetiva para todo p em M. Chamamos k de
codimensao da imersao. Se N tem uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura
Riemanniana em M por (u,v), = (dfp(u), df,(v)) sp), v € T, M. Como df, é injetiva, (),
é positivo definido. As demais condi¢oes da Definicao 2.4 sao facilmente verificadas. A

métrica de M é chamada, entao, de métrica induzida por f, e f é uma imersao isométrica.

Definigao 2.5 Quando a codimensio da imersao € 1, i.e., f: M™ — M " f(M) C M

¢ chamada de hipersuperficie.
A préxima definicdo nos apresentara um tipo especial de imersao.

Definicao 2.6 Sejam M e N wvariedades diferencidveis com ou sem bordo. Um mergulho
suave de M em N ¢é uma imersao suave f : M — N que é um mergulho topoldgico, isto

¢, um homeomorfismo sobre sua imagem f(M) C N na topologia do subespago.

2.2 Conexoes afins; conexao riemanniana; geodésicas

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*° em M

e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 2.7 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplica¢ao
V:X(M)xX(M)— X(M),
a qual indicaremos por (X,Y) — VxY, que satisfaz as sequintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ 4+ gVyZ,

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

i) Vx(FY) = VY + X())Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Definicao 2.8 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M €é uma cor-
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respondéncia que, a cada ponto p € M, associa a um vetor X (p) € T,M, onde T,M € o

plano tangente a M no ponto p.

Definicao 2.9 Um campo de vetores é dito diferencidvel se a aplicacio X : M — T M é
diferencidvel, onde T M € o fibrado tangente de M, o qual é a unido disjunta dos espacos

tangentes a M em todos os pontos de M, isto é:

™ = | J T,M.

peEM

Figura 1 — Representagao de um campo de vetores em uma
variedade.

Definicao 2.10 Um campo de vetores V' ao longo de uma curva ¢ : I — M € uma

correspondéncia que associa a cada t € I um vetor V(t) € Ty M.

Definicao 2.11 Dizemos que um campo de vetores V ao longo de uma curva € dife-
rencidvel se, para toda fungdo f em M, a fungdo t — V(t)f € uma curva diferencidvel
em 1.

A préxima proposicao mostra que a escolha de uma conexao afim V em M d&

origem, de forma bem definida, a uma derivada de campos de vetores.

Proposicao 2.1 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Entao
eriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva
diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial % ao longo de ¢, denominado covariante
de V' ao longo de c, tal que:
a) 2(V+ W) =LY 4 D
b) %(fV) = %V + f%, onde W € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma
fungao diferencidvel em I.

c) Se'V € induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.e., V(t) = Y(c(t)), entdo
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DV _
= V%Y.

Definigcao 2.12 Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V. Um
campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é chamado de paralelo quando
%:0, para todo t € I.

Proposicao 2.2 Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V. Seja
c¢: I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty), to €
(i.e., Vo € T,4)M ). Entao existe um tnico campo de vetores paralelo V' ao longo de c,
tal que V(to) = Vo, (V(t) € chamado de o transporte paralelo de V (to) ao longo de c).

Definicao 2.13 Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M €é compativel com
a métrica se e so se

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ),

para todo XY, 7 € X(M).

Definicao 2.14 Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY - VyX = [X,Y],

para todo XY € X(M), onde [X,Y] = XY — Y X.

Teorema 2.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica co-
nexao afim V em M satisfazendo as condigoes:
a) V é simétrica;

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é chamada de conexdo de Levi-Civita ou
conexao Riemanniana de M. A partir daqui, V indicard a conexao de Levi-Civita e M

serda uma variedade Riemanniana munida de sua conexdao Riemanniana.

Definicao 2.15 Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € I se
% (Z—Z) = 0 no ponto ty. Se v € geodésica em t, para todo t € I, dizemos que vy €
uma geodésica. Se [a,b] C I e~ : I — M € uma geodésica, a restri¢io de vy a [a,b] €
chamada (segmento de) geodésica ligando ~y(a) a y(b). E comum, por abuso de linguagem,

chamarmos de geodésica a imagem y(I) de uma geodésica 7.

Definicao 2.16 Um segmento de geodésica 7y : |a,b] — M é chamado de minimizante

se l(y) < l(c), onde l(.) denota o comprimento de uma curva e ¢ € qualquer curva dife-
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rencidvel por partes ligando y(a) a y(b).

Definicao 2.17 Um conjunto S C M ¢é chamado de fortemente convexo se para quaisquer
dois pontos p,q do fecho de S existe uma unica geodésica minimizante v ligando p a q,

cujo interior estda contido em S.

E possivel provar que todo ponto p € M possui uma vizinhanga fortemente
convexa.
O proximo resultado permite que o conceito de aplicagao exponencial seja

introduzido.

Proposicao 2.3 Dado p € M, existem uma vizinhanga V de p em M, um nimero € > 0

e uma aplicacdo diferencidvel,
v:(=2,2) xU = M,

onde U = {(p,w) € TM;p € Viw € T,M, |w| < €}, tal que t — v(t,p,w),t € (—2,2), €
a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por p com velocidade w, para cada
peV ecadaw e T,M, |w| <e.

Sejam p € M e d C TM um aberto dado pela proposicao anterior. Entao a
aplicacao exp : U — M, dada por

v
exp(p,v) = 7(1,p,v) = 7 (|v|,p, —) (p.0) €U,

|v]
¢ chamada de aplicagao exponencial em U.
A aplicacao exponencial é diferencidvel e usaremos a restricao da exponencial

a um aberto do espago tangente 7,M, isto ¢, definiremos
expy : B(0) C T,M — M

por exp,(v) = exp(p,v). Indicaremos por B.(0) a bola aberta de centro na origem 0 de
T,M e deraio e. Além da exp, ser diferencidvel, temos que exp,(0) = p. Geometricamente,
expy(v) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual a |v|, a partir de p,
sobre a geodésica que passa com velocidade igual a ﬁ

Proposicao 2.4 Dado p € M, existe um € > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M é um

difeomorfismo da bola B.(0) de centro na origem de T,M e raio € sobre um aberto de M.

Exemplo 2.2: Se M = R", a derivacao covariante coincide com a usual. Assim, as
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Figura 2 — A aplicacao exponencial.

exp,(v)

geodésicas sao retas parametrizadas propoporcionalmente ao comprimento de arco e a

exponencial é a identidade.

Lema 2.1 (de Gauss) Sejam p € M e v € T,M tal que exp,v esteja definida. Seja
weT,M~T,(T,M). Entao

((dexpp)v(v), (dexpp)y(w)) = (v, w).

Seja V' C T,,M uma vizinhanca da origem tal que exp,|y é um difeomorfismo.
O conjunto U = exp,(V) é denominado de vizinhanga normal (ou geodésica) de p. Se
B,(0) é a bola de centro na origem de T, M e raio €, entao B(p) = exp,(B(0)) ¢ de-
nominado bola normal (ou geodésica) de centro p e raio €. Decorre do lema de Gauss
que a fronteira de uma bola normal S.(p) = exp,(9B(0)) é uma hipersuperficie em M
ortogonal as geodésicas que partem de p, a qual denominamos esfera geodésica de centro

P e raio €.

Figura 3 — Representacao de bolas geodésicas.
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Apresentaremos agora a definicao de referencial geodésico, que sera ttil no
decorrer deste trabalho.

Seja p € M e U uma vizinhanga fortemente convexa de p. Fixada uma base
ortonormal {ey, ..., e, } para T,M, existem n campos de vetores diferenciaveis Ei, ..., E,
tais que

a) E;(p) = e;(p), para todo i € {1,...,n};
b) {Ei(q), ..., En(q)} ¢ uma base ortonormal para T,M, para todo q € U;
c) Vg, E; =0, para todo 4, j € {1,...,n}.

Para construir tais campos, dado ¢ € U, considere uma geodésica minimizante
~ ligando p a ¢q. Seja E;(q) o transporte paralelo de e; ao longo de . Pode-se mostrar
que os campos F; construidos dessa forma satisfazem as condiges a), b) e ¢). Entao
{E1(q), ..., E,(q)} é chamado de referencial geodésico.

Quando nao houver risco de equivocos, usaremos letras minusculas na repre-
sentacao de um referencial geodésico, isto é, escreveremos o referencial geodésico da se-
guinte forma: {ey,...,e,}, ao invés de {Ey,...,E,} (em concordancia com o item (a)

acima).
A definicao a seguir serd necessaria no Capitulo 6.

Defini¢ao 2.18 Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se, para
todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, i.e., se as

geodésicas ¥(t) que partem de p estio definidas para todos os valores do parametro t € R.
Uma das equivaléncias que o Teorema de Hopf-Rinow nos garante é a seguinte:

Proposicao 2.5 M € (geodesicamente) completa se, e somente se, eriste uma sucessao
de compactos K, C M, K, C int(K,41) e UK” = M, tais que se q, ¢ K, entdo
d(p,qn) — o0, onde d representa a distancia entre os pontos p e q,, que aqui deve ser
entendida como o infimo dos comprimentos de todas as curvas diferencidveis por partes

ligando p e qy.

2.3 Operadores diferenciais sobre variedades riemannianas

2.3.1 Gradiente

Defini¢ao 2.19 Sejam M uwma variedade Riemanniana, f € D(M) e p € M. Definimos

o gradiente de f como o campo vetorial grad(f) em M tal que:

(grad(f), X) := X(f) =df(X), para todo X € X(M).
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Proposicao 2.6 O gradiente satisfaz as sequintes propriedades:

1. grad(f+ g) = grad(f) + grad(g).
2. grad(fg) = fgrad(g) + g(grad(f)).

Demonstragao: 1) Temos o seguinte:

(grad(f +9),X) = X(f+g)
= [X(9)+9X(f)
= flgrad(g),X) + g{grad(f), X)
= (fgrad(g),X) + (g(grad(f)), X)
= (fgrad(g) + g(grad(f)), X).

Segue-se entao o resultado.
2) Com efeito:

(grad(fg), X) = X(f9g)
= [X(g9)+9X(f)
= flgrad(g),X) + g{grad(f), X)
= (fgrad(g) + g(grad(f)), X),

garantindo-nos o resultado.
Proposicao 2.7 Seja {E;}, i € {1,...,n}, um referencial geodésico em p € M. Entao

vale

gradf (p) = > _ (Ei(f)) Ei(p).

i
Demonstragao: Como {E;} é, por defini¢ao, uma base ortonormal, temos:

gradf(p) =) a:(p)Ei(p) = as(p) = (gradf (p), Ei(p)).

Mas por definicao,

Assim,

0 que prova a igualdade.
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2.3.2 Divergente

Definigao 2.20 Sejam M wuma variedade Riemanniana, X € X(M) e p € M. Defini-
mos a divergéncia de X como a fun¢ao divX : M — R dada por divX(p) = tr(Y(p) —
— VyX(p)), onde tr denota o trago da aplicagao linear Y (p) — VyX(p) e Y € T, M.

Proposicao 2.8 Para quaisquer X,Z € X(M) e qualquer f € D(M), o divergente sa-

tisfaz as sequintes propriedades:

1. div(X + Z) = div(X) + div(Z).
2. div(fX) = fdiv(X) + (grad(f), X).

Demonstragao: 1) Pela definicao acima, segue-se que:

div X+2) = tr(Y — Vy(X + 2))
= tr(Y = VyX + Vy2)
= tr(Y = VyX)+tr(Y — Vy2)
= div(X)+ div(Z),

seguindo-se o resultado.

2) Partindo-se mais uma vez da definigao, segue-se que:

div(fX) = tr(Y — Vy(fX))

n

= (e ValfX))

= ) (e [V X +e(f)X)
=1

= > e VLX) + Z<€iaei(f)X>

=1

= fz<€iaveiX> + Z<€i,€i(f)X>

= fltr(Y = Vy(X))] + Z@u ei(f)X)

— fdiv(X) + (grad(f), X),

o que nos fornece a igualdade desejada.
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Agora abriremos nesta secao um breve paréntese para apresentar certas nogoes
que serao uteis para embasar o Teorema 2.3 a seguir e também no decorrer desta dis-

sertacao, com especial destaque para os resultados principais do Capitulo 6.

Definicao 2.21 Considere a funcgao real f : M — R. Chamamos de suporte de f,

denotado por supp(f), o fecho do conjunto dos ponto de M onde f nao se anula, isto é:

supp(f) = {p € M; f(p) # 0}.

Defini¢ao 2.22 Dizemos que f : M — R possui suporte compacto quando supp(f) é um

conjunto compacto.

Exemplo 2.3: Considere ¢ : M — R tal que:

1, sepe B,
2r —

vow) = XA e, B,
0, sep € M\ By,

onde p(p) = p(p, po) ¢ a funcao distancia de M e B, e By, sao bolas geodésicas centradas
na origem de raio r e 2r respectivamente.
Perceba que supp(y)) = Ba,. Assim 1 possui suporte compacto. Esta fungao

serd bastante til no Capitulo 6.

Definicao 2.23 Sendo X um campo vetorial em M, o suporte de X € definido como o
fecho do conjunto {p € M; X, # 0} e dizemos que o campo X possui suporte compacto
quando o fecho do conjunto suporte é compacto.

A nocao de suporte compacto nos permite apresentar o conceito de particao
da unidade, o qual sera til no Capitulo 4.

Considere M um espago topoldgico e seja x = (X4 )aca uma cobertura aberta

de M indexada por um conjunto A.

Definicao 2.24 Uma particao da unidade subordinada a x € uma familia indexada de
fungoes continuas (Vo)aca, com 1, : M — R satisfazendo as segquintes propriedades:
1. 0 <9, <1, para todo o € A e todo x € M;
2. supp(vs) C X, para cada o € A;
3. A familia de suportes (suppta)aca € localmente finita, significando que todo ponto
possui uma vizinhanga que intersecta suppi, em uma quantidade finita de valores

de a;
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4. Zwa(a@) =1, para todo x € M.

a€A

Teorema 2.2 (Ezisténcia de parti¢oes da unidade): Seja M uma variedade suave com ou
sem bordo, e x = (Xa)aca uma cobertura aberta indexada qualquer de M. Entao existird

uma particao da unidade suave (a qual consiste em cada 1, ser suave) subordinada a x.

Teorema 2.3 (Teorema da Divergéncia) Seja (M,g) uma variedade riemanniana ori-
entdvel com bordo, munida com a métrica g. Para qualquer campo vetorial diferencidvel

com suporte compacto X em M, temos:

[ wivexnav = [ x.n,av,

oM

onde N € o campo normal unitdrio exterior a OM e g € métrica riemanniana induzida
em OM.

Corolério 2.1 Sejam ¢ : M — R™! uma hipersuperficie compacta sem bordo, orientada
e X € X(M). Entao

/ divXdA = 0.
M

2.3.3 Laplaciano e hessiano

Estes dois operadores serao apresentados na mesma se¢ao porque a aborda-
gem que deles faremos agora serd bastante breve, pois eles serao pouco mencionados no

restante do texto desta dissertacgao.

Definicao 2.25 Seja M uma variedade Riemanniana. Defina um operador A : D(M) —
— D(M), chamado de o Laplaciano de M, por

Af =div(grad(f)), fe€DM).

Definicao 2.26 Um tensorT de ordem r em uma variedade Riemanniana € uma aplica¢ao
multilinear

T:X(M)x..xX(M)— D(M).

N

Vv
rfatores

Definigao 2.27 Seja M uma variedade riemanniana munida da conexio V e f € D(M).

Definimos o Hessiano de f em p € M, denotado por Hess(f), como o tensor de ordem
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2, dado por:
(Hess(f))(X,Y) = XY (f) = VxY(f),

para todo X,Y € X(M).

Proposicao 2.9 Dada f € D(M), o Hessiano é um tensor simétrico, isto €, Hessf(X,Y) =

Hessf(Y, X).

Demonstragao:

Hessf(X,Y)— Hessf(Y,X) = (XY -YX)(f)+ (VyX — VxY)(f)

Proposicao 2.10 Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conexao de Levi-Civita.
Entao
H@SSf(X, Y) = <ngrad(f)> Y>

Demonstracgao: Basta fazer a simples manipulacao:

Hessf(X,Y) = XY(f)—VxY(f)
= X{(grad(f),Y) — (grad(f), VxY)
= (Vxgrad(f),Y) + (grad(f), VxY) — (grad(f), VxY)
= (Vxgrad(f),Y).

Observagao 2.1: Podemos ver o Hessiano como o operador

Hessf : T,M — T,M
X +— Hessf(X) = Vxgrad(f).

2.4 Curvaturas

Definicao 2.28 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
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que associa a cada X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + VixyZ, Z € X(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Se M = R" entao R(X,Y)Z = 0 para todo XY, Z € X(R"). Com efeito, se
indicarmos por Z = (z1, ..., z,) as componentes do campo Z nas coordenadas naturais do

R"™, obteremos que
VxZ = (Xz,....,Xz,),

de onde

VYVXZ = (YXZl, ...,YXZn),

o que implica que
R(X,Y)Z =VyVxZ —=VxVyZ + Vxy)Z =0,
como afirmado.

Proposicao 2.11 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes pro-

priedades:

(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(le + gX27 le) = fR(Xla }/1) + gR(X27 }/1)7

R(X1, fY1+ gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y3),

f,g€ D(M), X1,X5,Y1,Ys € X(M).
(ii) Para todo par XY € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) ¢
linear, isto €,
R(X,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feD(M), X,Y € X(M).

Dado um espago vetorial V', indicaremos por ||z A y|| a expressao

ViIzlRllyl? = (@, y)2,

que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinada pelo par de vetores

z,y€eV.
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Proposicao 2.12 Seja o C T,M um subespaco bi-dimensional do espaco tangente T, M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(z,y)r,y)

K —
S P E

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.

Definicao 2.29 Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional o C T,M o
nimero real K(x,y) = K(o), onde {z,y} € uma base qualquer de o, é chamado de cur-

vatura seccional de o em p.

Lema 2.2 Sejam M wuma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina um
aplicagao trilinear R' - T,M x T,M x T,M — T,M por

<R,(X7KW)7Z> = <X7 W><K Z> - <Y7 W><X7 Z>7

para todo X,Y, Z, W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a K se,

e somente se, R = KoR', onde R € a curvatura de M.

Proposicao 2.13 Seja M™ uma variedade riemanniana com curvatura seccional cons-
tante c. Entao:

para todo X,Y,7Z € X(M).
Definicao 2.30 Dada uma variedade Riemanniana M e p € M, consideramos uma base

ortonormal {z1, ..., z,} de T,M. Entao, para quaisquer X,Y € T,M definimos o tensor

de Ricci, denotado por Ric, como o tensor do tipo (0,2) dado por

Ric(X,Y) =) (R(X,z)Y,z) .

)

Além disso, se || X|| = 1, entao Ric(X,X) é chamado de curvatura de Ricci na dire¢do
de X.

E vélido observar que esta definicao nao depende da escolha da base ortonormal

escolhida para T, M.

Definicao 2.31 Dada uma variedade Riemanniana M e p € M, consideramos uma base
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ortonormal {z1, ..., z,} de T,M. Definimos a curvatura escalar S em p por

S(p) =Y (R(zi, %)z, %) -
]
No restante do texto, conforme ja havia sido mencionado na Introducao desta
dissertacao, denotaremos a curvatura escalar pela letra R ao invés de S. Neste capitulo

fizemos tal troca para dar uma exposi¢ao mais classica sobre a curvatura seccional.

2.5 Segunda forma fundamental

Seja f : M™ — M uma imersdo. Para cada p € M, existe uma vizi-
nhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isso nos diz que existe
um difermorfismo ¢ : U — V C R¥ em um aberto V C R¥, tais que ¢ aplica difeomorfica-
mente f(U)NU em um aberto do subespaco R” NR¥. Isso nos permite identificar U com
f(U)ecadav € T,M,p € U com df,(v) € Ty M, de modo a facilitar a notagao. Também
identificamos para estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de ve-
tores de M a um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M. Dessa forma, para
cada p € M, T,M ¢ considerado um subespago vetorial de T,M de dimensdo n. Assim,
se considerarmos o espaco m-dimensional (T,M)* = {v € T,M; (u,v) = 0,Yu € T,M},
podemos escrever

T,M =T,M & (T,M)*.

O espago (T,M)* é chamado de espago normal & M em p. Assim, dado
v € T,M,p € M, podemos escrever

v=0v"+oN, o e T,M, vN e (T,M)*".

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos

locais de vetores em M, e X e Y sao extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY)T.

Nao ¢é dificil verificar que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica

induzida de M. Temos entao:
V¥ = (V)T + (V)Y = ViY + (V7).

Definicao 2.32 Sejam X e Y campos locais de vetores em M, e X e Y eatensies locais

a M. Definimos a sequnda forma fundamental da imersio f como sendo a aplicacao
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B :X(M) x X(M) — X(M)* definida por
B(X,Y) = (VgY)" =VxY — VyY.

Proposigao 2.14 A sequnda forma fundamental B : X(M) x X(M) — X(M)* definida

por

B(X,Y) = (VxY)" =VxY — VxY

é bilinear e simétrica.

Definigao 2.33 Seja n € (T,M)*. A seqgunda forma fundamental e a n fica associada
uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M definida por

(Ay(2),y) = (B(x,y),n),

que chamamos de operador forma (shape operator). Quando ndo houver perigo de con-
fusdo, indicaremos A, (X) por AX.

A matriz de A com respeito a base ortonormal {ey, ...e, } é dada por

(hZJ) = ((ﬁeiej,n)) ,’i,j = 1, ...n.

Proposigao 2.15 Sejamp € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local de

n normal a M. Entdo

Observacgao 2.2: Se a codimensao da imersao for 1, isto é, f : M™ — M e N for uma

extensao local de n tal que (N, N) = 1, entao
0= X(N,N)=2(VxN,N)

= (VxN,N)=0= VxN é tangente a M = (VxN)' = VxN.

Sejape M en e (I,M)*,|n| =1. Como A, : T,M — T,M é simétrica, existe
uma base ortonormal de autovetores {es, ..., e, } de T,M com autovalores reais Ay, ..., Ap,
ie., Ay(e;) = A, comi € {l,...,n}. Se M e M s@o orientéveis, escolhendo uma orientacio
para ambas, o vetor 7 fica univocamente determinado se exigirmos que {ey, ..., e,, 1} seja
uma base na orientacao de M, se {ey,...,e,} for uma base na orientaciao de M. Neste

caso, chamamos os e; de diregoes principais e os \; de curvaturas principais de f.
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Definicao 2.34 Uma imersio f : M — M ¢é geodésica em p € M se, para todo n €
(T,M)*, a sequnda forma fundamental é identicamente nula em p. A imersdo f é dita
totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M. A razao dessa terminologia é
que [ ser geodésica em p € equivalente a dizer que toda geodésica v de M partindo de p é

geodésica de M em p.

Defini¢ao 2.35 Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, {ey,...,e,} a base orto-
normal de T,M de direcoes principais de f e A1, ..., \, suas curvaturas principais. Entao

definimos a curvatura média, denotada por H(p), no ponto p por

H(p) = %(Al + .+ A

Observacao 2.3: Como o trago de um operador independe da base na qual escrevemos,

temos que

1
H = —irA.
n

em qualquer referencial ortonormal em uma vizinhanca de p que diagonalize o operador

forma A em p.

Observagao 2.4: Nesta dissertacao, com excecao do Apéndice B, trabalharemos com a

curvatura média H em sua forma nao-normalizada, isto é:
Hpp) =M+ ...+ .

Definicao 2.36 Definimos a curvatura de Gauss-Kronecker como sendo o det(A) =
= M...A\n. A partir do Capitulo 3, passaremos a denotar a curvatura de Gauss-Kronecker

pela letra K.

E comum o uso sistematico das letras latinas X,Y, Z, etc., para indicar os
campos diferenciaveis, tanto em M quanto em M, desde que fique claro que estaremos
considerando suas respectivas extensoes, e as letras gregas n, &, (, etc., para indicar os

campos diferenciaveis de vetores normais.

Proposicao 2.16 (Equagao de Gauss) Sejam f : M"™ — M uma imersao, B a se-
gunda forma fundamental, X,Y,Z, T campos diferencidveis, R e R as curvaturas de M e

M, respectivamente. Entdo vale:

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T), B(X, Z)) + (B(X,T), B(Y, Z)).
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Observacao 2.5: A Equacao de Gauss admite uma expressao mais simples. Sendo p € M

e x,y vetores ortonormais de 7, M. Entao:

K(z,y) — K(z,y) = (B(z, ), B(y,y)) — |B(z,y)|*.

Assim, no caso de uma hipersuperficie f : M™ — M"! sendo p € M,
n € (T,M)*, com |n| = 1 e {ey,...,e,} uma base ortonormal de T,M para a qual o
operador forma é diagonal, isto é A(e;) = \;e; para todo i € {1,...n}, onde Ay, ..., \,, sdo

os autovalores de A. Entao: (B(e;,e;),n) = A\ e (B(ei,e;),n) =0, se i # j. Portanto:

K(ei, €j> — K(Gi, €j) = )\1)\j
Dados X e 7, ji vimos que a componente tangente de Vx7n é dada por
(Vxn)T = —A,(X). A componente normal de Vxn ¢ chamada de conexao normal da

imersdo e é denotada por V*+. Explicitamente,
Vxn = (Vxn)V = Vxn — (Vxn)" = Vxn + 4,(X).

Verifica-se facilmente que a conexao normal V+ possui as propriedades usuais

de uma conexao, isto ¢, é linear em X, aditiva em 7, e

Vx(fn) = fVxn+X(f)n, feDM).

Dada uma imersdo isométrica, é conveniente denotar por X(M)~* o espaco dos
campos diferencidveis de vetores normais a M. Podemos considerar a segunda forma

fundamental da imersao como um tensor
B:X(M)x X(M) x X(M)*+ — D(M)

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

Podemos definir a derivada covariante deste tensor da maneira natural:
(VxB)(Y,Z,n) = X(B(Y, Z,n)) = B(VxY, Z,n) = B(Y,VxZ,n) = B(Y, Z,Vx1).
Proposicao 2.17 (Equag¢ao de Codazzi) Com a notagdo acima, vale
(R(X.Y)Z,n) = (VyB)(X, Z.n) — (VxB)(Y. Z,7).

Observacao 2.6: Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a equagao

de Codazzi se escreve como

(vXB)(Ya Zﬂ?) = (VYB)(X’ Z, 77)'
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Se a codimensao da imersao é 1, temos pela Observagao 2.2 que:
Vi = Vxn — (Vxn)' = Vxn - Vxn =0.
Dad,

(VxB)(Y,Z.n) = X(B(Y.Zn) - B(VxY,Zn) — B(Y,VxZ.n)
= X(B(Y,Z),n) —(B(VxY,Z),n) —(B(Y,VxZ),n)
= X(AY,Z) - (A(VxY),Z) — (AY,Vx Z)
= (Vx(AY),Z) — (A(VxY), Z) e, analogamente,

(VyB)(X, Z,n) = (Vy(AX), Z) - (A(Vy X), Z).

Portanto, temos

YB>(X Z.m)
Vy(AX), Z) = (A(Vy X), Z)
A(VxY) = A(VyX), Z)
AVxY —VyvX), Z)
A(lX,Y]), 2).

I

Portanto,
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3 O OPERADOR L, E O OPERADOR LINEARIZADO

O objetivo deste capitulo é apresentar um apanhado sobre a r-ésima trans-
formacao de Newton e o operador L,, o qual, definido em termos da transformagao de
Newton, aparece naturalmente no estudo de estabilidade de hipersuperficies com cur-
vatura escalar nula. Ao longo desta etapa e do restante da dissertagao, determinados
resultados gerais que serao apresentados a seguir serao restringidos ao caso particular
r = 1, o chamado operador linearizado L1, que sera uma ferramenta de suma importancia
para o desenvolvimento dos resultados principais desta dissertagao, a serem demonstrados

no Capitulo 6.

3.1 A r-ésima transformacao de Newton

Definicao 3.1 Dada uma funcao f : R* — R, temos que f é chamada de funcgao
simétrica quando € invariante por permutacdo de suas varidveis independentes, isto é:

f(z1,.yxn) = flo(xq,...,x,)), onde o € uma permutagdo qualquer de (xq,...,2,).

Exemplo 3.1: As fungoes f, g, h: R" — R, dadas respectivamente por:

n
fz1, . zn) = fo,
i=1

h(zy,...,T,) = Z (%’93]‘)27

1<i<j<n

sao exemplos de fungoes simétricas.

Definicao 3.2 Um polinomio S, com coeficientes em um corpo ou em um anel associativo

e comutativo K com uma unidade, é dito simétrico quando S for uma funcao simétrica.

Definicao 3.3 Os polinomios simétricos elementares Sy : R™ — R sao definidos como:

1, se k=0
Sp(x1, ey ) = D i<y < cip<n TinTin Ty, se 1 <k <n

0, sek>n
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~ e e . ——n+1 . . .
Em posse dessas nocgoes iniciais, considere M™ e M variedades riemannia-

. ;. —n+1 . ~ . s ~
nas orientaveis e x : M"» —- M imersao isométrica. Temos entao a

Definigao 3.4 Sendo A o operador linear associado a sequnda forma fundamental e
A1y ooy A 08 autovalores do operador auto-adjunto A, o r-ésimo polinomio simétrico asso-
ciado a A, S.(A) : R" — R, é definido como:

1, ser=0
ST(A>(/\1, 7>\n) = Zl§i1<---<ir§n Ail"‘)\’iﬂ serc {]_,2, ,n}

0, ser>n

Observacao 3.1: Uma outra maneira de se definir os polinomios simétricos é por meio

do polindémio caracteristico de A, isto é:

det(t] — A) = (t — \)o(t — ) = Zn:(—l)’”Srt”_’".

r=0

O resultado a seguir relaciona a curvatura escalar R e o polinomio simétrico

no caso r = 2, S:

Proposicao 3.1 Seja z : M" — M wma imersio. Sendo M"" wma variedade ri-
emanniana de curvatura seccional constante c, entdo: n(n — 1)(R — ¢) = 2S5(A). Em

particular, So = 0 se, e somente se, R = c.

Demonstracao: Considere {ey,...,e,} a base ortonormal de T,M que diagonaliza A.

Temos por definicao que
1< .
R(p) = " Z Ric,(e;).
j=1
Sabendo-se que

1
n—1

Ricy(ej) = Z<R(€j; €;)ej, €,

i#]
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temos entao o seguinte:

R(p) = ﬁZZ<R<€j’ei)e‘j’ei>

i=1 i#j

B ﬁ YD (Rleweyeie;)

i#j j=1
1 n

- n(n—1) Z Z Kleire;).
i#j j=1

Como K (e;,e;) = ¢+ \Aj, em consequéncia da Observagao 2.5, segue-se que:

n(n—1R(p) = > ) (c+ X))

i#j =1

= on(n—1)+2) A\

1<j

Logo: n(n —1)(R(p) —¢) =23 _,; \iAj = 25(A), seguindo-se o resultado.
[ |
Da definicao do r-ésimo polinomio simétrico, seguem-se dois resultados que

serao muito uteis no decorrer desta dissertacao, a saber:

Si(A)* = |A]* +25,(4) (7)

25,95 < 3. (8)

Para verificar (7), é preciso lembrar que a norma de um operador A é definida
como: |A|* = tr(AAT), onde AT denota a matriz transposta de A. Assim, no caso em

que A denota o operador associado a segunda forma fundamental, teremos

AP = tr(A%) =) "\
i=1

Dessa forma:

n 2
Si(A)? = (Z Ai)
=1
= i A H2) AN
=1

i<j

= AP +255(A).
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Agora, para provar (8) é preciso ver que, por um lado, temos:
25153 = 2(A1 + Ao + A3) A\ Ao N3 = 2()@/\2/\3 + )\1)\3)\3 + /\1/\2>\§).
Por outro lado:

S22 - (/\1/\2 + )\1)\3 —|— /\2/\3)2
= (MA2)? + (AAs)2 + (Aads)? + 2( A3 hs + A A3As + )\1/\2/\§)
= (MA2)” + (MA3)” + (Aads)? + 25155,

seguindo-se a desigualdade (8).

Observacao 3.2: Como estamos considerando nesta dissertacao a curvatura média H
em sua forma nao-normalizada, teremos que S; = H. A Proposicao 3.1, quando n = 3
e M = R (particularizagoes que serao feitas nos préximos capitulos), nos garante
Sy = R e, quando se considera uma variedade riemanniana M3, temos por definicao

Sy = K. Assim, (7) e (8) podem ser reescritas respectivamente da seguinte forma:

H?> = |AP?+2R (9)
e
|-
HK < §R . (10)
Podemos, enfim, apresentar a r-ésima transformagao de Newton associada ao
operador A:

Definicao 3.5 A r-ésima transformacao de Newton P,(A) : T,M — T,M, para cada
r€{0,1,....,n— 1} € definida recursivamente da sequinte forma:
PI(A> = Sll - A
P.(A)=S,1 — AP, 1(A), para2<r<n-—1,

onde I € a identidade. Mais geralmente:
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I, ser=0
P(A) = S ((—1Y8,j(A) A7, sere{1,2,.,n—1} (11)

0, ser>n

onde 0 denota a transformacao linear identicamente nula.

As duas proposicoes a seguir apresentam determinadas propriedades da r-ésima

transformacao de Newton que nos serao uteis no decorrer deste capitulo.

o~ . ——n+1 . ~ . - .
Proposicao 3.2 Seja z : M"™ — M uma tmersao isométrica entre duas variedades
riemannianas e seja A o operador linear associado a sua sequnda forma fundamental. A

r-ésima transformacdao de Newton associada a A satisfaz:

1. P.(A)A= AP.(A);
2. Poi1(A) =S, 1(A) — AP.(A), para todo r € {0,1,....n —1};
3. P. € auto-adjunto;

4. P, € simétrico.

Demonstragao: 1) A verificagdo serd feita por indugao sobre r. Para r = 0, temos:
PyA=1A= A= Al = AF,. Agora, suponha que P,_1A = AP, ;. Assim:

AP, = A(S.I—AP._,)
hipétese indutiva — = A(S.] — P,_1A)
= S, A—AP._ A
= (S, —AP,_1)A=P,A.

2) Pela defini¢ao mais geral dada por (11), temos que:

Por(A) = Spoi(A) — Sp(A)A+ S, 1 (A)A? — .+ (—1)"Sy (A)AT + (—1)H1 AT+
= Sy (A — A(S,(A)T — Sy (A)A + oo+ (—1) 18, (A) AT 4 (—1)7 A7)
= Sr—i—l(A)I APT'<A)

3) Novamente, usaremos indugao sobre r. Para r = 0, temos: P, = I. Logo:
(PX,Y)=(IX,Y)=(X,IY) = (X, RY),

para todo X,Y € X(M). Suponha agora que vale: (P,_1X,Y) = (X, P._1Y).



41

Sendo A um operador auto-adjunto, para todo X,Y € X(M), obtemos:

(BX,Y) = (S —AP,1)X,Y)
(S.X,Y) — (AP, X,Y)
(X,5,Y) = (P, 1 X, AY)
hipétese indutiva — = (X,S,Y) — (X, P,_;AY)
(X,S,Y — P, AY)
(X, (S,] — P,y A)Y)
{

X,PY).

4) Temos que P, sera simétrico se, e somente se, [P, ] for uma matriz simétrica,
em qualquer base ortonormal 5 de X(M).

Assim, dada uma base ortonormal de X(M), (eq,...,e,), temos que a ma-
triz do operador P. é dada por [P,] = ((Pre;,ej))ij. Logo, para [P,] ser simétrica,
sendo [P]7 a matriz transposta de P,, devemos ter [P,] = [B.T, isto é: (P.e;,ej) =
(i, Pre;), para todo ¢ # j em {1,...,n}. Mas isso é verdade pelo que verificamos no item

anterior: P, é auto-adjunto.

As nogoes a seguir serao tteis para se compreender a Proposicao 3.3.

Considere {e, ..., e, } uma base ortonormal que diagonaliza o operador linear A
associado a segunda forma fundamental da imersao x : M" — MHH, isto é, A(e;) = \ey.
Denotaremos por A; a restri¢ao do operador A ao subespago normal a ¢;, e por S,.(4;) o

r-ésimo polindmio simétrico elementar associado a A, isto é:

1, ser=20
Sp(Ai) = 4 S, (A, .., i, o), sere{l,2,...,n—1}

0,ser>n

onde X, indica que a funcao \; foi omitida.

Dessa forma, sendo Aq, ..., \, autovalores de A, fixado \;, temos S,(A;) =
Sy — NiSr_1(4).

Para verificar isso, perceba que podemos escrever S, como soma de duas par-

celas: uma onde \; aparece, (', e outra onde \; nao aparece, C :
ST == Cl + )\202

Temos entao que C; é exatamente S,(A;) e Cy é a soma cujas parcelas sao

somas de todos os produtos de (r — 1) curvaturas principais, quando se omite \;, ou seja:
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Sr_l(Ai). LOgO: ST(A) == ST<A1) -+ >\’LS7"—].(A’L)

Em posse dessas nocoes, podemos entao apresentar a
Proposicao 3.3 Para cada 1 <r <n —1, tem-se:

1. P.(e;) = Sp(Ay)es, i € {1,...,n}, onde {ey,...,e,} € uma base que diagonaliza A em
D;

2. tr(P.) = (n—r)S,;

3. tr(AP,) = (r +1)S,41;

4. tr(A%P,) = 815,41 — (r +2)S,40.

Demonstragao: 1) A verificacdo serd, mais uma vez, por indugao sobre r. Para r = 1,

temos:
P1 = 51] —A = Pl(ei) = Slei — A(Gl) = (Sl — )\,)6Z = Sl(Al)GZ

Supondo-se que o resultado seja valido para r—1, temos: P._1(e;) = S,_1(A;)e;.

Assim:

P.(e;) = Sye; — AP, _1(e;)
= S,e; — A(S,_1(A)e;)
= (Sr = NS (4i))es
= S.(A))e;.

2) Temos que:

tr(P.) = Z(Pr(ei)u €;)

pelo item 1 desta proposicao — = Z(S,.(Ai)ei, e;)
i=1

= > > N,
i=1 i1 <...<iy
para todo i; # 4, com j € {1,...,7}.
Logo:
tr(P)=(n—r) > AN, =(n—r)S,.

’i1<-..<ir
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3) Da igualdade P,_y = S,411 — AP,, temos: AP, = S, 111 — P,4;. Logo:

tT(APT) = tT(ST+1] — PT+1)
= tT(ST+1]) - tT(Pr+1)
= nSpp1—(n—r—1)S1

- (7" + 1)ST+1'
4) Temos que:

tr(APy1) = tr(A(S, 1] — AP))
= t/r(SrJrlA) — t?“(AZPr).

Observando que tr(A) = S;, por conta da definigao, segue-se que:

tT<A2PT) = SlSrH — tT(APTJrl)
pelo item 3 desta proposicao — = S15.41 — (r +2)S,12.

3.2 O operador L, e o operador linearizado: L,

Os operadores L, apareceram pela primeira vez, nao ainda na forma como ve-
remos aqui, no trabalho de K. Voss, em 1956, R. Reilly, em 1973|relacionou o operador L,
com a derivada da (r+1)— ésima fungao simétrica 5,1, trabalho relacionado a problemas
variacionais.

Cheng e Yau, em (1977 restringiram-se ao caso r = 1 e escreveram o operador

Ly como:

n

Li(f) = Y (nHdi; — hij) fij, (12)

,j=1

ou seja, em funcao da curvatura média H = i, dos coeficientes h;; da segunda forma
fundamental e dos coeficientes f;; da matriz hgssiana de f, que é uma funcao de classe
C?, com f: M™ — R.

Como nesta dissertacao estamos considerando a curvatura média na forma

nao-normalizada, temos que (12) se tornard aqui:

n

Li(f) = Z(H5ij — hij) fij (13)

ij=1

pois nesse caso, temos H = 5.
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Veremos que tal expressao é uma particularizagao do seguinte resultado obtido

por Rosenberg em |1993:

Ly(f) = div(P.grad(f)). (14)

Feitas tais consideracoes, o operador L, serd apresentado por meio da seguinte

Definicao 3.6 Dada uma funcao diferencidvel f: M™ - R er € N, com0<r <n-—1,

definimos o operador diferencial de sequnda ordem L, em M™ por:

L. (f)(p) = tr[P.(A)Hess f(p)],

onde tr e Hess significam traco e Hessiano, respectivamente.

A fim de demonstrar a expressao para o operador L, apresentada em (14),
consideremos um referencial ortonormal {ey,...,e,} que diagonaliza o operador linear A
associado a segunda forma fundamental de uma imersao = : M" — WH, num ponto
p € M e, com isso, verifiquemos as duas préximas proposicoes, cujas demonstracoes
podem ser encontradas em |AQUINO) (2003)), mas que serao apresentadas aqui para maior
completude desta dissertagao e, além disso, mostrar determinados passos em maiores
detalhes.

. ~ . —n+1 . ~ . L. .
Proposicao 3.4 Sejam z : M™ — M uma tmersao isométrica entre as variedades
. . —n+1 ~
riemannianas M™ e M en um campo normal a M. Entao, para cadar € {1,...n—1}

e qualquer campo Y € X(M), vale a sequinte igualdade:

tr[X — (VxP,)Y ZZ D)7 IN Y R(es, P, €), (15)

=1 j=1

onde R € o tensor curvatura de M.
Demonstragao: Precisamos inicialmente verificar a seguinte:

Afirmacgao 1:

(Ve P )Y e)) = ei(Sy)Yi— PaY(\i) + <E(ei7 P 1Y)77, ei) — Ai((Ve

= i[ei(&« )N (1)) +Z G)\f)

j=1

+Z j 1>\] 1 R(eiapT—jY)n7€i>7
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onde Y; = (Y, ¢;).

Prova da Afirmacgao 1: Procederemos por inducao em r. Para r = 1, obtemos:
(Ve, )Y =V, (511 —A)Y = (V.,511)Y — (V,A)Y. (16)

Aplicando-se a primeira parcela do terceiro membro da igualdade (16) as pro-
priedades de derivadas covariantes de tensores e da conexao riemanniana V de M, segue-se

que:

(Ve S1I)Y = I(Y)) = SiI(V..Y)

Y) = Si(Ve,Y)

— (S)Y + SV.LY — VLY
ei(S

Y.

Vei (Sl
\4 Z(Sl

Assim, (16) se torna:
(Veipl)y = 62(51)3/ - (VGZA>Y (17)
Portanto:

(Ve,P)Y,e;) = (ei(S51)Y — (Ve A)Y e)
= (S, &) — (Ve A)Y, e). (18)

A Equacao de Codazzi é testemunha que:
(Res, Y)n,ei) = ((VyA)ei,ei) — (Ve A)Y, e;). (19)
Assim, substituindo-se (19) em (18), obtemos:
(Ve P)Y e) = e(S)(Y,e) + (Rlei, Y)n,e) — (VyA)es, e). (20)

Observando que (VyA)e; = VyA(e;) — A(Vye;), Ale;)) = \e; e A é auto-



adjunto, teremos o seguinte:

(VyAes,e) =

Assim, (20) se torna:

(Ve )Y ei) = e(Si)(Y,e:) +

— A(Vy€2) 6i>
i),€i) — (A(Vyei), ei)
ei) — (Vyei, A(e;))

- )\i<vY€iaei>

(R(ei, Y)n, ;)

que ¢é exatamente a igualdade da Afirmacao 1 para o caso r = 1.

- )\i<vY€ia €¢>

—Y(N),
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(21)

Agora, suponha que a igualdade que queremos verificar nesta afirmacao seja

verdadeira para r — 1. Sabendo-se por definicao que P, = S, — AP,_1, temos entao o

seguinte:

(Vo P)Y =V, (S.] — A)Y =

(V.S 1)Y

— (V. AP,_,)Y.

(22)

Fazendo-se uso mais uma vez das propriedades da derivada covariante de ten-

sores e da conexao riemanniana V de M, agora na primeira parcela do terceiro membro

de (22), obtemos:

(Ve, S, )Y

Assim, (22) se torna:

(Ve, P )Y =¢€,(S,)Y —

Dessa forma:

<(ve¢Pr>Y7 6i> =

Ve (Sr
Ve (Sr
ei(S,
ei(S,

(S)Y — (Vo AP )Y, e3)
(ST)K 61> - <(V€iAPT’—1)Y7 ei)
Sp)Y, i) — (Ve AP1)Y e;).

1(Y)) = S 1(Ve,Y)
Y) =S (VeY)
)Y +8,V.Y - S V.Y
)Y.

(V. AP,_,)Y.

(23)

(24)
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Agora, observe que:

(Vo AP,_)Y = V.AP,_1Y — AP,_{(V.Y) (25)

(Vo A)P_)Y = V.AP,_Y — A(V.,P._iY). (26)
Assim, (25) e (26) nos fornecem:
(Vo AP, )Y = A(VPryY) = APy (VYY) + (Vo A)P, Y.
Dessa forma:

<(veiAPT_1>}/, 6i> <A(V61PT 1Y) APT_l(VeZ.Y) (VelA) r— 1Y €z>
= (A(V,P_1Y),e;) — (AP,_1(V.,Y), ;) + (Ve,A)P,_1Y, e;)
por A ser auto-adjunto — = (V. P._1Y, A(e;)) — (Pr_1(V,Y), A(e:)) + (Ve, A)Po_1Y, €)
= MN(Ve,P1Y,e)) — N(P_1(Ve,Y),e;) + (Ve,A)P,_1Y, e;).

Observando que: (V. P._1)Y =V, P,_1Y — P._1(V.,Y), obtemos:
(Ve AP )Y e)) = N((Ve, Po1)Y,e) + (Ve A)PraY e).
E assim, (24) se torna:
(Ve P)Y.e) = e(S)(Y,e:) = MNil(Ve,Frm1)Yo€) — (Ve A)PaY es). (27)
Fazendo uso mais uma vez da equacao de Codazzi, obtemos o seguinte:

(Ve,P)Y,e) = (S )(Y,e) = X\i((Ve, Poo1)Y, €i) + (R(ei, 1Y )n, e;)
—((Vp._,yAei, ;). (28)

Agora, notando que:

(Ve_ivA)(e:)) = Vp_yAle) — A(Vp,_yei)
= Ve ,v(he) — A(Vp,_ye)
= P Y(N)e;+NVp _ye, —A(Vp _ve;),
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segue-se que:

(Ve vA)(e),e) = (PiY(N)ei + Ve vei— A(Vp,_,vei),e)
= (PaY(N)ei e) +(ANiVp_ve, e) — (A(Vp,_vei), e)
por A ser auto-adjunto — = (F_1Y(\)es, ) + (Ve _vei,e) — (Ve _ye, Ae;))
= (PaY(Neisei) + (AVp_ivei, e) — (Ve _ ves, Aieg)
= (Y (Nei, )
= P._1Y(N)(e,e)
— PY(\)

Dessa forma, (28) se torna:
<(ve¢Pr>Y7 ei> - ez(Sr)Yz + <E(ei7 P'r—1Y>777 ei> - Pr—1Y<>\i) — Ai((veipr—l)yy 62‘>,
onde Y; = (Y, e;).
A hipétese indutiva nos garante que:
1 r—1

(1) N 1Y) 4 S (1Y P Y GA)

Jj=1

\3
|

<(veiPr—1)K €i> —

g

Il
S =

J

[y

+ (_1>j71>\gil<ﬁ(€i7 P._1_;Y)n,e;).

1

J
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Logo:
<(v€iPT)Y7 €i> - (S )Y + <R<617Pr IY)Thez) r IY()\Z)
r—1
_>\ Zez r—1— ]+1 1( J 1Y )\z 7" 1—j5 ( )\])
3:1

—/\ Z ] 1/\] 1 (eiapr—l—jy)nvei>

= »(s )Y-+<E(ei,Pr 1Y), e:) — B 1Y (A)

, 1.,
+Z Sro1-j) X (=1)Y]] +Z P Y (;Agﬂ)

+Z ])\j 617 r—1 3Y>7776i>

r

= YN+ YRy (54)

7=1

+Z D7 IR (es, PyY ), e4), (29)

o que nos garante o resultado da Afirmacao 1, e em posse dele, continuaremos a demons-
tracao desta proposicao.

Observe que:

tr[X > (VxP)Y] = i((veia)y, e;). (30)

i=1

Assim, substituindo-se (29) em (30), segue-se que:

tr(X — (VxP,)Y ZZ (S )N =Y D D (-1 Py GAJ)

i=1 j=1 i=1 j=1
"‘ZZ 1IN (R(es, P_jY ), e). (31)
=1 j5=1

Veja agora que:

n

ZZ@ e O Vi ZZe, )N T (1) Y]
i=1 j=1 =1 i1

= D (DY fel S YL (32)

j=1 i=1
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Como {ey, ..., e, } é um referencial ortonormal, temos que:

gmd(SrH_j) = = Zek(sr+1—j)ek'

Assim:

(gmd(srﬂ—j)a 6i>

k=1

n

e (Sr41-j) €k €i>

k=1

:/\

ex(Sr1-j) (€, €:)
=1

o

= 6¢(Sr+1—j)-

Como Z Y;e; e usando o fato que A7~'(e;) = X 'e;, temos que (32) se torna:

=1
D e Seju) X (=171
=1 j=1
Agora, perceba que:
n ' 1
S Y wry (30
=1 j=1 J

Além disso:

i P_;Y (ﬁf)
=1 J

Assim, (34) se torna:

>SS -urey (1)

i=1 j=1

T

- Z(—l)j71<97“ad(5r+1fj)aAjfly>' (33)
r ; n 1 j
- j:1(_1) ;PT_JY (EAi>. (34)

=1
S My grad()
=1
Z P._}Y, jgrad()\i)
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Substituindo-se (33) e (35), em (31), segue-se que:

T

(X = (VxP)Y] = ) (=1 Ngrad(S.1-;), A'Y)

+ zr:(—nﬂ’ <Pr_jY, %gmd (i Af) >
20D (TN (Bl PrgY ). (36)

Considerando:

r

T = S (1) (grad(S,s1-y), A7Y)

j=1

T n
. 1 ,
T, = Z(—l)] <Pr_jY, —grad (Z Ai) > :
j=1 J i=1
teremos a conclusao da demonstragao desta proposicao apés verificarmos que 77 + 715 = 0.

Em vista disso, observe inicialmente que a definicao de P,, para cada j €

{1, ...,7}, fornece-nos o seguinte:

r—j

Py =) (-1)'8,_ ;A" (37)

1=0
Substituindo-se (37) na expressao de T3, obtemos:

L o= i(_l)j <X_:(_1)lsrlelY, %grad (2”: 5>>
= YIS <A1K Sgrad (Z Az-‘>>

r—j (_

- Z <AIY, Z(—l)lSr,j,l j1>j grad (Z Af) > .

j=1 1=0

Fazendo [ = k — 1, obtemos:

r r—k+1 . n
—1)7 .
T, = ) <Ak—1Y, > (—1)k—1ST_k—j+1%grad <Z Ag) > ,
j=1 i=1

k=1
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r—k+1 . n
1) .
Afirmagao 2: grad(S,;1_x) = E (—1)’“_1%Sr_k_j+1gmd < g /\f)
j=1 =1

Prova da Afirmacgao 2: Perceba inicialmente que verificar o resultado desta afirmacao

é equivalente a verificar que:

grad(S,) = Z (_1],)j1 Sr_;jgrad (Z )xf) . (38)

=1

Para provarmos a igualdade (38), sera feito uso de indugao em r e a seguinte
identidade de Jacobi:

r—1

5= ((—1>“5H ixi) . (30)

=1

Para r = 1, temos claramente que a identidade em (38) é satisfeita. Calculando

o gradiente de S, na expressao (39), obtemos:

r—1 n r n
1 -1 ! 1 -1 !
grad(S,) = . ; ((—1) grad(S,_;) Zl )\Z-) + - ; <(—1) Sy_igrad Zl X -
Observe ainda que, quando [ = r, temos S,_; = Sy = 1 e com isso grad(Sy) = 0.

Dado r € {1,...,n}, suponha que a igualdade (38) seja verdadeira para todo
j €{1,...,r — 1}. Considere entao:

Wie 1y ((—wl—lgmd(sr_z) > Aé) (40)

=1

Wy = %Z ((—1)1_1Sr_lgrad (zn: A§)> : (41)

=1 =1

Pela hipdtese indutiva, segue-se que (40) se torna:

L5 (e |5 D7 ~ )] Sy
W1 = ; (—1) Z ] Sr—l—jgrad Z)\f Z)‘z

1 ¢ (=D! ~ K
denando os t _ - — 1S grad [ SOF) )
reordenando os termos — s ([ ’ (r—k)S,—| gra 2N

(42)
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Assim, somando-se as expressoes (41) e (42), obtemos:

W %Z ([(— - k)sr_k} grad (i A?))
1 Z( )e1S, _ygrad (Z Ak))

=1

. ]; ((—1)’“‘1 [r oLl } S,_wgrad (i Af))

r

> ((—1)k (%) _vgrad (ZA’“))

- 1;1 <(_1k?k_ Sr—_rgrad (; Af)) .

Temos entao garantida a igualdade (38) e, consequentemente, temos o resul-
tado da Afirmacao 2.

Dessa forma, segue-se que:

—_

<

S |

T

T, = Y (1) (A7Y,grad(Se1-;))

=1

= — Z(—l)j_l <Aj_1Y, gTCLd(ST+1_j)> = —Tl.
Portanto, 77 + T5 = 0, o que conclui a demonstracao desta proposicao.

Proposicao 3.5 Seja z: M" — M wma imersio isométrica. Se M tem curvatura
seccional constante, entdo L,(f) = div(P,.grad(f)), para toda f € D(M).

Demonstragao: Considere {eq, ..., e,} um referencial ortonormal que diagonaliza a se-

gunda forma fundamental A da imersao x num ponto p € M. Por defini¢ao, temos que:
divX =trlY — VxY],
para todo (X,Y) € X(M) x X(M).

Entao, pela ortonormalidade da base {e;}!" , segue-se que:

n

div(Pograd(f)) =Y (Ve (Prgrad(f)), e;).

=1

Observando que: (Ve,Pr)grad(f) = Ve, (Prgrad(f)) + P(Ve,(grad(f))), obte-
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mos:

n

div(Pygrad(f)) = Z<v5i<Prgmd<f>)+Pr<v (grad(f))), e:)

= Z<(Veipr)grad ,€i) + Z Ve, (grad(f))), e:).
i=1
Por outro lado:

n

Lr(f) = tr<PrH€53f) = Z((R“Hessf)ez'7 ei)'

i=1
Como (Hessf)e; = V., (grad(f)), obtemos:

n

Li() = Y (PAV e (grad(1))). ).

Logo:

n

div(P.grad(f)) = L.(f) +Z((Veipr)gmd(f),€i>

— L)+ tr(V P (grad()))).

Agora, observe que a Proposicao 3.4 nos garante que:

tr((VP,)(grad(f ZZ )N Y (R(es, Pr_jgrad(f))n, e:),

i=1 j5=1

onde R é o tensor curvatura de M e 1 é normal a M.

Como M tem curvatura seccional constante, temos pela Proposicao 2.13 que
R(e;, Pr_jgrad(f))n = 0.

Segue-se, entao, o resultado.

Observacao 3.3: Perceba que, quando r = 0, Lo(f) = div(Pygrad(f)) = div(grad(f)) =
A(f), o Laplaciano na forma com ja conhecemos. Ou seja, o operador L, consiste na ge-

neralizacao da ideia de Laplaciano.

A partir de agora, por comodidade de escrita, denotaremos o gradiente de
f € D(M) por V, sempre que nao houver riscos de confusao com a notagao da conexao
riemanniana de M.

Uma consequéncia muito 1til da Proposicao 3.5 é dada pela
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.~ . —n+1 , L L
Proposicao 3.6 Seja x : M"™ — M"" uma imersio isométrica. Se M for compacta e
sem bordo ou se M nao for compacta, com f : M"™ — R possuindo suporte compacto,

teremos entao que:
1. fMLT(f)dM =0y
2. foLT(f)dM = —fM<PTVf, V)ydM.

Demonstracao: 1) Como a Proposicao 3.5 nos garante que L,(f) = div(P,V f), segue-se

diretamente do Teorema da Divergéncia que

/M L.(f)dM = 0.

2) Agora, observe as propriedades do operador divergente nos garantem que:

div(fPVf) = fL(f) + (V[ BV ).

Mais uma vez usando o Teorema da Divergéncia, teremos que:

O:/J\Jdiv(fPer)dM:/MfLr(f)dMnL/MWf,Per)dM.

Dai, segue-se que:

/M FLo(f)dM = — /M (P, Vf)dM. (43)

Verifiquemos agora que, quando r = 1, L; = div(P,V f) coincide com o ope-

rador de Cheng e Yau:

n

Li(f) =) (H; — hiy) [

ij=1

Tal expressao para o operador L, que chamaremos aqui de operador lineari-
zado, serd util na demonstracao do Lema 5.1, o qual serd apresentado no Capitulo 5 desta
dissertacao.

n
Sabemos que V[ = Zfiei e L =51—A=HI—- A, onde {ey,...,e,} é 0

i=1
referencial geodésico.
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Dai:

n

PVf= Z(HI - A)fiei = Z(Hfiei - fiAei)'
i=1

=1

n
Como Ae; = g hj:e;, temos:

PVf = Z (Hfzez szhM])
=
= ]Z hji) fie;
_ Z (Z U)ﬁ-) ¢
Assim:
div(PVf) = zn: (Zn:( D ) fi+ Z hij) fis
o\ by
-3 (ZH %) =St +Z )
- ZIH(SUfl ZHfZJrZI — hij) i
- ZHfZ ZHfZ-i-Z — hij) fij

i,j=1
n

= Z(H i = hij) fij-

,j=1

Segue-se entao o resultado.
Tal forma de escrever o operador linearizado nos permite garantir o seguinte:

Lema 3.1 Sendo f,g: M™ — R, tem-se entdo que:

Li(fg) = fLi(9) + 9L (f) + 2(V f, Pi(Vg)).
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Demonstracgao: E preciso observar inicialmente que:

(o = (o)) = (9fe + forh
= (gfe)i+ (for)
= gufx+ fug + fige + [9u-

Portanto:

([P = afe+ fug+ figs + fgu- (44)

Usando-se (44) na expressao (13) do operador linearizado, para o produto fg,

e ainda lembrando que H = Z hi;, segue-se que:

)

Li(fg) = Z(H5kz—hkl)(f9)kz

k.l

- Z(H(Skl — hi)(gufr + frag + fige + fam)
o

= ;(H% —hw)gife + g ;(H&cl — Tt) fra
+,;(H5kl — hwt) fige + J;;(H%l — D) g
= fo(g) +gLi(f) + ;mék; — i) frgi + ;wém — hwa) fign
= fLi(g) +gLi(f) + HZ) Ot frgr — ; hklf;gl
+H ; Skt fign — ; hk;fzgk |
= fL1(97) +gL(f) .y g frge —2 ; hit g

= [Li(g) + gL (f) + 2(PA(V ), Vg)
por P; ser auto-adjunto — = fLi(g) + gL1(f) +2(Vf, Pi(Vg)).

Assim, temos o resultado.

Proposicao 3.7 Seja N o vetor normal a M™. Entao:

1 n
1. L1<N) = (—5152 + 383)]\7 - in(n — 1) ZRkek;
k=1

1 n
2. Li({(N,v)) = (—=S152 +353)(N,v) — §n(n —1) Z Ry (ex,v), onde v € um vetor fixo

k=1
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em R,

Demonstracao: 1) Seja {ey, ..., ¢, } um referencial ortonormal em M. Entao: V., X = e;.
Dai:

Xij = Ve].veiX = Veiei = hz]N (45)
Além disso: (N,er) = 0 e (N,N) = 1. Dessas igualdades, concluimos que

<Ni7€k‘> = _hki (§ <NZ,N> =0.

Assim:
n
Ni = — E hkiek.
k=1

Logo:

N = — Z hyijer — Z hiiVe;ex
=1 =1
= — Z hkijek — Z hmhk]N (46)
=1 k=1

Calculemos agora Li(N). Por defini¢do, temos que:

n

Li(N) = ) (Hb; — hyj)Ny

ij=1
= Z (Hoi — hij) <— Z hrijer — Z hkihij>
i,j=1 k=1 k=1
= =) (Hbi;— hy) (Z h,m-hkj> N
ij=1 h=1

— Z (H(SU — hij)hkijek.

t,5,k=1
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Usando Codazzi e bilinearidade da segunda forma fundamental, segue-se que:

Ll(N) = - zn:(H(S” — h”) (Zn: hkzhk:]) N

i,j=1
— Z <HHk — Z h”hk”) €k
k=1 i,7=1
= =) (Hbi;— hy) (Z h,m-hkj> N
3,j=1 k=1

1
- Z §n(n — 1) Ryey,
k=1
ivj k=1 irj k=1
1 n
—En(n —1) Z Ryey,
k=1
1 n
= (—H|A? +trA*N — §n(n - 1) ; Ryey.
Perceba que a Proposicao 3.3, item 4, nos fornece: trA3 = H| A% — 5155+ 395,
temos:
1 n
Ly(N) = (=818 +383)N — on(n—1) ; Reiex,

seguindo-se o resultado.
2) Verifiquemos inicialmente a seguinte:
Afirmacao: Li((N,v)) = (Li(N),v).

Demonstracao da Afirmacgao: Para isso, temos os seguintes calculos:

n

Li((N,v)) = > (Hbi; — hi)(N,v);

ij=1
= Y (Hbi; = hij)(Nij, v)
ij=1
= <Z(H5z‘j - hij)Nij,v>
ij=1

= (La(N),v).
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Assim, usando-se o resultado obtido no item 1 desta proposicao no resultado

da Afirmacao acima, segue-se que:

L1(<N, U>) = <(—5152 =+ 383)N - %n(n — 1) iRkek,v>
k=1

1 n
= (=515 +385)(N,v) — on(n —1) ; Ry(ex,v),
o que nos garante o resultado do item 2 desta proposi¢ao.

Verifiquemos agora que P; é positivo-definido. Tal fato serd muito 1util no
Capitulo 5. A proposigao a seguir nos fornece uma condigao necessaria e suficiente para

que P, seja positivo-definido.
Proposicao 3.8 L, € eliptico se, e somente se, P, for positivo definido.

Demonstragao: Supondo-se L, eliptico, temos por definicao que existe # > 0 tal que:

o\ o
) = > 2
S :<pT (8@-) ’axj> (p)vso; = 0],

ihj

para quase todo p € M e para todo v € T,M (Para maiores detalhes sobre operadores
elipticos, recomendamos a leitura de EVANS (1998. (Graduate Studies in Mathematics)),

paginas 293-295). Para provarmos que P, é positivo definido, devemos mostrar, por

definicao, que v’a,(p)v > 0, para quase todo ponto p € M e para todo v € T,M, v # 0,
Gao, q D P
0

— €
8x,-

(e am) - ((58) o)

onde (a,(p)) é a matriz do operador P.. Mas note que, dado p € M e v = Zvi
i=1
T,M:

vla,(pv = (vl S vn>

(r () ) - () )

0 0
= E R s > 2
<pr (83:1) ’ 8xj> (p)viv; > Glv|” > 0,

i7j

pois v # 0 e # > 0. Portanto, P, é positivo definido.

Reciprocamente, supondo-se P, positivo definido, teremos que S,.(A;) > 0,

U1

Un,
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para todo i € {1,...,n} e, dessa forma, min{S,(4;);1 <i <n} > 0. Logo:

(0 () 2o - (S0 S

i,j=1 i=1 j=1
= > Bibi(Prles), ;)
ij=1
pelo item 1 da Proposi¢ao 3.3 —» = 0;0;5,(Ai) (e, ;)
ij=1

1,j=1

= min{S,(4;);1 <i<n}v,v)
= min{S,(4;);1 <i < n}j)”

Assim, tomando 6 = min{S,(4;);1 <i < n}, temos L, eliptico.

Hounie e Leite em [1999a;, Proposicao 1.5, pagina 873, nos garantem que, sendo
M?3 uma hipersuperficie em R* com curvatura escalar nula (particularizando o resultado),
o operador linearizado L; serd eliptico em um ponto p € M? se, e somente se, tivermos
curvatura de Gauss-Kronecker K # 0 em p.

No cenario dos Capitulos 5 e 6 desta dissertacao, consideraremos hipersu-
perficies M3 imersas em R* com curvatura escalar nula e curvatura de Gauss-Kronecker
nao-nula em todo ponto. Assim, o resultado de Hounie e Leite nos garantira que L; é
eliptico e a Proposicao 3.8, por sua vez, nos garantird que P; é positivo-definido.

Para maior completude desta dissertacao, terminaremos este capitulo apresen-
tando uma demonstracao alternativa de que P; é positivo-definido, no cenédrio em que
consideramos uma imersao isométrica x : M3 — R*, ou seja M? é uma hipersuperficie.
Ja vimos que, nesse caso, temos R = A\ Ao + AMA3+ Aod3, H = A1 + Ao+ A3, K = A A3
e, em consequéncia da nogao de polindomios simétricos, que HK < §R2.

Em posse disso, considerando R = 0 e escolhendo uma orientagao para M
tal que H > 0, observe que, pela definicao de P;, mostrar que ele é positivo-definido é
equivalente a verificar que H — \; > 0, para todo ¢ € {1,2,3}. Faremos aqui os cédlculos

para verificar o caso ¢ = 1. Os demais sao analogos. Inicialmente, veja que:

N(H — A\ = A2+ A3) = AT + A, (47)
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Uma vez que R = A A + A\ A3 + A A3 = 0, segue-se que:

0=XMR = M+ A3+ A)s)
= A+ AT+ A do)s
= )\%()\2 + A3) + Ao As

por (47) — = A(H — \) + A2

Dessa forma:
)\%(H - )\1) = —)\1>\2)\3 = —K

1
Observe que R = 0, H > 0 e HK < §R2 nos garantem K < 0. Assim:
NH-XN)>0 = H-X>0.
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4 O PROBLEMA VARIACIONAL

Fundamentando-se no trabalho de Barbosa e Colares em e na exposicao
feita por , o objetivo deste capitulo é apresentar as formulas da primeira e
segunda variacao do volume e, em posse delas, desenvolver a chamada Desigualdade de
Estabilidade, a qual se apresentard como uma condicao necesséria e suficiente para uma
imersao ser estavel.

Ao longo deste capitulo, M™ denotard uma variedade riemanniana orientavel
compacta, conexa, sem bordo; z : M" — Mnﬂ(c) sera uma imersao isométrica e c sera a
curvatura seccional de 77" (a Observagao 4.1, na reta final deste capitulo, apresentard
uma explicacao importante sobre como os resultados que serao demonstrados nesta etapa
serao validos para auxiliarem nas demonstracoes dos resultados dos capitulos 5 e 6 desta

dissertagao).

Defini¢ao 4.1 Uma varia¢ao de x € uma aplicagao diferencidvel X : (—e,e) x M™ —
Wnﬂ(c) tal que, para cada t € (—€,€), com € > 0, a aplicagio Xi(.) = X(t,.) : M" —

5+l . . ~
M (¢) € uma imersio e Xy = x.

Figura 4 — Variacao X;.

A fungao volume associada a variacao X é a fungdo V' : (—¢,¢) — R definida

por:

V(t) = / X*dM.
[0,¢]x M

Dizemos que a variagao X preserva volume se V(t) = V(0), para todo t €

<_€7 6)'
Definicao 4.2 O campo E(t,p) € chamado de campo variacional de X. Denotaremos

ax\"
por ( ) a componente tangencial do campo variacional de X .

ot
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Seja N um campo vetorial normal unitario ao longo de x. Ao longo deste

capitulo, usaremos a seguinte notacao:

r= (G ).

Para cada r € {0,1,...,n} considere os funcionais:

Ar:/ Fr(Sl,...,ST)dM,
M

onde as fungoes F). sao definidas recursivamente por:

=1
Fi =5
cln—r+1)

F.=5 + F. o para2<r<n-—1.

r—1
Vamos considerar o problema variacional de minimizar A, para variacoes de x
que preservam volume.
Para resolvermos tal problema, precisamos supor inicialmente que um de seus
pontos criticos é a imersao dada x. Assim, com relacao as variagoes que preservam volume,

a imersao dada x deve ser um ponto critico da funcao:

AT(t):/ Fu(S1, . S)dM,,
M

onde dM; é o elemento de volume da métrica induzida em M por X;.

Para podermos encontrar os pontos criticos deste problema, usaremos um pro-
cedimento padrao que consiste em olhar para os pontos criticos de J,.(t) = A,.(t) + AV (¢),
onde A\ é uma constante.

Para calcular .J.(0) = 0, é necessario inicialmente determinar a derivada de
S, (t) com respeito a t, em ¢t = 0. Isso nos é fornecido por REILLY] (1973), paginas 471-

472, Proposicao C, a qual nos garante a

Proposicao 4.1 Sob as notagoes anteriores, vale:

/

Srp1 = Lo (f) + (S1Sr41 — (r +2)Spq2) f +c(n —1)S, f + D(%)T i1

Os trés lemas a seguir serao tuteis na demonstracao da primeira e da segunda
formula da variagao do volume. O primeiro deles pode ser facilmente encontrado também

em REILLY| (1973) e terd sua prova omitida nesta dissertagao.
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Lema 4.1 Seja X uwma variagao da imersao x. Entdao:

0 ~rox\"
a(th) = (-Slf + div (E) ) th,

onde f = f(t) = <%—§,Nt>.

Lema 4.2 Seja X wma variagao da tmersao . Entao:

V(1) = /M £(t)dMM,

Demonstracgao: Fixemos um ponto p € M e escolheremos aqui um referencial ortonor-

mal adaptado positivo {ey, ..., €,, €,+1 = N} numa vizinhanga de z(p). Entao:
X*(dM) = a(t,p)dt A dM.

Observe que:

— (0
a(t,p) = X*(dM) <a,€1,...,en>

= dM(%—)t(,Xm(el),---7an(€n))

= ol (8—X, dXi(eq), ..., an(en))

onde N; é um campo de vetores unitario e normal a imersao X;. Dessa forma, segue-se

(/ a(t, p)dt A dM)
[0,t]x M

a<t7 p)th

que:

f(t)th7

I
E\i\ S~

e assim temos o resultado.

Quando a variacao preserva volume, o resultado acima é testemunha que:

/M F(t)dM, = 0.
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No que se segue, vamos considerar apenas variagoes que preservam volume.

Lema 4.3 Para qualquer r:

’

A(t) = —(r +1) / S, o1 (£) F(£)dM,.
M
Demonstracao: Analisaremos dois casos:

Caso 1: r é par.

Fazendo-se inducao sobre r, quando r = 0, temos que:

Ag(t):/M%(th):/M (—Slf(t)erz'v (%—f)? dM,,

onde usamos a definicao do funcional A, e o Lema 4.1.

Uma vez que M é compacta, segue-se do Teorema da Divergéncia que:

A(t) = — /M SuF(£)dM,.

Agora, supondo-se que o lema seja vélido para r — 2, isto é:

A1) = —(r 1) /M S, f(1)dM,,

provaremos que o resultado é valido para 7.

Fazendo uso das definigoes de A, (t) e F,, obtemos:

cn—r+1)

A (t).

E assim:

/ / 0 —r+1)
A () = /M Si(t)dM; + / S,E(thH% »

M

(t).

Usando-se a hipdtese indutiva em conjunto com a Proposicao 4.1 e o Lema 4.1,

obtemos:

ot

—i—/ <—Slf + div (%—f) > SrdM; —c(n —r + 1)/ Sr—1f(t)dM,.

A(t) = /M (Lrl(f) + (518, — (r+1)S,a)f+en—r+1]S, 1 f + D(OX)TST) dM,
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Por outro lado, das propriedades da divergeéncia, temos que:

4 ax\" _fox\"
div (ST (E) ) = Srd“) (E) + D<%)TST

Entao:

A = [ (L) = (4 08,00f + Dy S, )

, ox\"
‘f‘/j\/ldlv (S'r (W) ) th - [wD(%()TSTth

Usando-se o fato que o operador L, pode ser escrito na forma divergente e o

Teorema da divergéncia, obtemos:

| eatpinn =0

, ox\"
/]wd’ﬂ) (ST (W) > th =0.

Portanto: A/(t) = — [,,(r + 1)S,41 fdM,.

Caso 2: r é impar.
Novamente, iremos verificar o resultado fazendo inducao sobre r. No caso

r =1, temos:
0
AL (1) = / S1(H)dM, + / S1 (M)
M M 13

Segue-se da Proposicao 4.1 e do Lema 4.1 que:

Ai(t) = /M (Lo(f) + [S151 = 28| f +enf + D(aa)t()TSI) dM,

T
+/ Sl (—S1f + div (8—X) ) th.
" ot

Por outro lado, das propriedades da divergéncia, segue-se que:

, ox\" ~rox\"
div <Sl (E) ) = Sldl’U <E> + D(%)Tsl

Assim:

T
(t) = /M (Lo(f) —2Syf + enf + div (aﬁ_)t() ) dM,.
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Usando que Ly = A (Laplaciano) e o Teorema da Divergéncia, obtemos:

[, ttsyan = [ (s (55) ) s

Finalmente, como a variagao preserva volume, concluimos que:

A (t) = —2 /M S, fdM,.

O restante da demonstracao é andlogo ao que foi na demonstragao do caso em

que r é par.

Proposicao 4.2 (Fdérmula da primeira variagio): Para qualquer variagao de x, vale a

wgualdade:
B0 = [ (-4 1S+ 0 i,
M

onde A € uma constante e f € a projecao normal do campo variacional.

Demonstracao: Como J,(t) = A.(t) + AV (t), temos: J/(t) = AL(t) + A\V'(t). Fazendo

uso dos Lemas 4.2 e 4.3, segue-se que:

Tit) = [ (= DSeer 4 M
M
Em particular, vale para t = 0.

O Lema 4.4 e a Proposicao 4.3 a seguir serao necessarios para a demonstracao
da Segunda Forma da Variagao. A demonstragao do Lema 4.4 foi apresentada por Bar-
bosa, do Carmo e Eschenburg em 1988 e pode ser encontrada em |2012. p. 291-306|, pagina

294, e serd omitida aqui.

Lema 4.4 Para dada funcao suave f : M — R satisfazendo fM fdM = 0, existe uma

varia¢ao normal que preserva volume, cujo campo variacional € fN.

Proposigao 4.3 Sejam A= [, dM, v=A"" [, S, 1dM e X = (r+1)y. Se J(0) =0

para qualquer variagdo de x, entdo I' =\ — (r +1)S,41 = 0.

Demonstragao: Vamos assumir que existe um ponto p € M onde I'(p) # 0. Assim,

podemos considerar I'(p) > 0. Defina os conjuntos abaixo:

Dt :={qe M;T(q) >0} e D™ :={q € M;T(q) < 0}.
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Como I' é continua, temos que DT é aberto e existe uma aberto U tal que
U C D*. Usando-se particdo da unidade, é possivel mostrar que existe uma funcio suave
¢ : M — R satisfazendo:
L.0<¢o<1
2. p=1em U,
3. supp(¢) C DT.

Dessa forma: oy :/ oI'dM > 0.

M
Agora, sendo:

/M(—(r 1)+ A)AM = —(r +1) /M SyrdM + (r +1)Ay = 0,
temos que existe um aberto V tal que V C D~.
Usando-se mais uma vez a particao da unidade, garantimos a existéncia de
uma funcao suave v : M — R que satisfaz:
LO0<¢y <1
2. =1em V;
3. supp(y) C D~.
Dessa forma: as :/ YI'dM < 0.

M
Tome entao o = —524 > 0. Assim:
/ (¢ +a)ldM = oy — My =
M Q2

Pelo Lema 4.4, temos que existe uma variacao da imersao x que preserva
volume cujo vetor variacional é (¢ + «)['.N. Assim, pela Férmula da Primeira Variacao,

segue-se que:

_ 2
0_/M(¢+a)r dM > 0.

Tal contradicao oriunda do fato de supormos a existéncia de um ponto p € M,

onde I'(p) # 0. Desta forma, A = (r + 1)S,41, 0 que completa a demonstracao.

A Proposigao 4.3 acima nos diz que os pontos criticos para o problema varia-
cional sao imersoes com curvatura média constante. A fim de decidir se a imersao é ou
nao um minimo local, calcularemos a segunda derivada de A,(t) em t = 0.

Observe que, para variagoes que preservam volume, temos J/.(t) = A.(t). As-

sim, para calcular A4”(0) é suficiente calcular J/(0).
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.~ . . ~ . —n+1 . ~
Proposicao 4.4 (Fdérmula da seqgunda variagio) Seja x : M"™ — M uma ¥mersao
. S . —n—+1 . -
isométrica com S,y1 constante e ¢ a curvatura seccional de M~ . Para variagoes que

preservam volume, a sequnda derivada de A, em t =0 € dada por:
A”(0) (r+1 / fIL + (815,11 — (r+2)S,12)f + ¢(n—r)S, f]ldM. (48)
Demonstracgao: Da Proposigao 4.2, temos:
J(t) = /M(—(r 1), 41 + A)fdM,.
Derivando J/(t), obtemos:

J// / 875 7’ + 1)ST+1 + A)f( )th
+

/M(—(T +1)S, 11 + N f(t)dM,

4 /M(—(r +1)Srp1 +A) f(t )§t<th)

Observe que, para t = 0 as duas ultimas integrais da igualdade acima se
anulam, pois A = (r 4+ 1).S,41, pela Proposigao 4.3.

Da Proposicao 4.1, segue-se que:

%(_(T + 1S+ Mo = —(r+1)S,,,(0)
= —(r+ D[L(f) + (S1Sr41 — (r +2)Spp2) f +c(n —7)S, f].

Tal igualdade nos fornece o resultado desejado.
Vejamos agora a ja mencionada

Observacao 4.1: NETO) (2014)), artigo-base desta dissertagao, trabalha com uma versao

diferente da Definicao 4.1 de variagoes apresentada neste capitulo, a qual consiste em:

Definigdo (de variagdo com suporte compacto): Seja D C M? um dominio regular em uma
variedade riemanniana M? imersa em R*, isto é, D é um dominio com fecho compacto e
bordo suave por partes. Uma variagao com suporte compacto de uma imersao = é uma
aplicagao diferencidavel X : (—¢,¢) x D — R* com € > 0, tal que, para cada t € (—e¢,¢).
X; . D — R* com X;(p) = X(t,p) é uma imersao satisfazendo X, = rp e X; fixa o
bordo, isto é: X;|sp = Xo|ap, para todo t € (—¢,€).

Essa versao da definicao de variacao se faz necessaria porque nos Capitulos
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5 e 6 desta dissertacao passaremos a trabalhar com variedades riemannianas M? nao-
compactas. Assim, se analisarmos esse cenario de nao-compacidade em restricbes onde
a variedade M3 serd compacta, por meio da nocao de suporte compacto, teremos que o0s
resultados demonstrados neste capitulo continuarao validos no restante do texto. Além
disso, perceba que a consideracao feita no inicio deste capitulo de que a variedade M nao
possui bordo é adaptada nessa nova versao da definicao de variagao por meio da noc¢ao
de bordo fixado. Ou seja, independente da versao adotada, o bordo nao influenciara nos

resultados.

Estamos, enfim, em condi¢oes de contemplar a definigdo de estabilidade (a
qual serd dada de acordo com Alencar, do Carmo e Elbert em 2003) e de que forma ela

sera explorada nesta dissertacao.

Definicao 4.3 Seja x : M" — M wma imersdo isométrica. Escolhendo-se wma ori-
entacao para M"™ tal que H > 0 em todo ponto, dizemos que a imersao serd estdvel se
A(0) > 0, sob todas as variagoes com suporte compacto. Analogamente, escolhendo uma
orientacao tal que H < 0, a imersao serd dita estdvel se A{(0) < 0, também sob todas as

variagoes com suporte compacto.

. —n+1 . ~ . sy ,
Considerando x : M™ — M~ uma imersao isométrica estavel, tal que R = 0,

r=1e MHH(C) = R*, teremos n = 3, ¢ = 0, Sy = 0, pela Proposicao 3.1 e S5 = K, pela

defini¢ao da curvatura de Gauss-Kronecker. Dessa forma, (48) se torna:

A(0) = 2 / F(LA(f) — 3K f)dM > 0.

E assim, ganhamos:

/M F(Ia(f) — 3K )M <. (49)

A Proposicao 3.6, no caso r = 1, é testemunha que

/M FLy(f)dM = — /M (PIV 1,V f)dM. (50)

Combinando (49) e (50), segue-se que:

Oz/Mf(Ll(f)—BKf)dM:—/M(<P1Vf,Vf)+3Kf2)dM.
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Assim:

—/ (P1Vf,Vf)dM—/ 3K f2dM <0,
M M

e portanto:

—3/MKf2dM§/M(P1Vf,Vf)dM. (51)

Perceba que essa tltima sequéncia de calculos também é verdadeira quando
partimos da desigualdade (51) e voltamos para a desigualdade (49), que segue diretamente
da definigdo de estabilidade. Ou seja, a desigualdade (51) nos garante uma condigao
necesséria e suficiente para uma imersao ser estavel (dentro do que foi considerado até o
momento), de acordo com a Defini¢ao 4.3. Por essa importéancia, (51) serd de agora em
diante chamada de Desigualdade de Estabilidade e sera muito ttil no Capitulo 5 a seguir.

No Apeéndice B, veremos que a Desigualdade de Estabilidade muda de acordo

com o tipo de hipersuperficies que é considerado inicialmente.

Observacao 4.2: Quando H < 0, temos entao que K > 0 e P; é negativo definido. Nesse

caso, a Desigualdade de Estabilidade mostrada em (51) se torna:

3/MKf2dMg/M«_Pl)(w),me. (52)
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5 RESULTADOS AUXILIARES

Os principais resultados deste capitulo sao a Proposicao 5.2 e o seu posterior
Corolério 5.1. Eles serao determinantes na demonstracoes dos resultados-alvo desta dis-
sertacao, que serao apresentados no proximo capitulo. Mas, para entendé-los, sera preciso

apresentar antes os dois resultados a seguir.

-K
Proposicao 5.1 Se R = 0 e existe ¢ > 0 tal que 75 > ¢ > 0 em todo ponto, entao

existe cg > 0, dependendo apenas de c, tal que:

2
VAR = |VH] 2 5 VA

onde VH ¢é o gradiente de H.

Demonstracao: Considere p € M e escolha {e1(p), ea(p), e3(p)} uma base ortonormal
de T,M tal que h;;(p) = A\i(p)d;;, onde h;; = (A(e;), e;j), Ai(p) denotam os autovalores de

Aem p e d;; é o delta de Kronecker

1, set =3

5@':
0, sei#j

Estendendo esta base via transporte paralelo ao longo de geodésicas partindo
de p para um referencial em uma vizinhanca de p, temos V., e;(p) = 0, Vi, j € {1,2,3}.
Este referencial é chamado de referencial geodésico em p.

Vamos denotar por hij = (hij), := ex(hi;) as derivadas covariantes da fungao
hij, e por h;;, os componentes do tensor VA no referencial {ey,eq,e3}, isto é, hjp =

V A(ey, eq,e3). Visto que {ey, ez, e3} é um referencial geodésico, temos:

hie = VA(ei,¢5,e1) = (Ve (Ale))) = A(Veei)  ¢5)
= (Ve (Ale) ) = {(A(Verei) s )
—_———

=0

(
= (Ve (A1), €5) + (A(€:), Verej) — (Alei), Ve, €5)
= e ((Alei), €5)) — (Alei), Vere))
——

= ek ((A(e:), €5)) :
= ex(hij)

- hij;k7
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isto é,
hijk = hiji.
Como R = 0, temos que H? = |AJ? (lembrando que H? = |A|> + 2R). Usando

este fato, temos:

AH?|VH|* = 4H*(VH,VH)

— (2HVH,2HVH)

regra da cadeia — = (V(H?),V(H?))
= |V(#E?)]
= [V(4P) P

- 2
3
(Z hfj)
| \ij=1 k

3 2
— > thjhij;k>

k=1 \ij=1

3 3 2
= 42( hhk> :
k=1 1

|
ol
i Mw
I

w

Em seguida, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

) < $[59 ()

Dessa forma,

3
AH*|VH|? < 4H? (Z hfi;k)

ik=1

3
= |VH> < ) bl

ik=1
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Por outro lado, sabendo-se que R = hy1hag+hi1hgz+hoghsz—h3,—h3,—h3; = 0,
temos, Vk € {1,2,3}:

0 = (hithas + hiihss + hashss — h2y — his — h3s)e

= hyighes + hithaog + hiikhss 4+ hiihask + hoorhas + haahasi — 2hiohior, — 2hishis, — 2hash
11k /122 111022k 11k/133 11133k + Nookhag + Nazhssg 121012k 13/013% 231123

= hiig (ho2 4 hss) 4 haor (11 + has) + hasi (hi1 + hao) B B
= hyig (H — ha1) + hook (H — hag) + hasr (H — hag) .
Logo:
hatg (H — hay) + haog (H — haa) + has, (H — hss) = 0. (53)
Escolhendo k£ =1 em (53), temos:
hit1 (H — hi1) = —hooy (H — hao) — haz (H — hag) .
E assim:
hin = 4 :lhu (221 (H — haa) + sy (H — hss)]. (54)

Analogamente, para k = 2 e k = 3 respectivamente, obtemos:

-1

hage = [hare (H — ha1) + hasa (H — ha)] (55)
H — hy
e
-1
h3ss = [ha1s (H — ha1) + hags (H — has)] . (56)
H — hss
Agora, elevando-se ao quadrado e somando as igualdades (54), (55) e (56),
teremos:
2 2 2 1 2
iy + hg + h3es = m [ha21 (H — haa) + hasi (H — has)]
1
T ) [hiro (H — hay) + hago (H — hag))? (57)
1
+m (s (H — huy) + hass (H — hao))?.

=0
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Agora, usando a desigualdade (a + b)* < 2 (a® + b%), (57) se torna:

2 (H = ha)? (H h33) 5 (H h33) 5
hlll + h222 + h333 S 2 [( ) h221 ( ) h331 ( ) h112:|
v | g, o+ g 9

2
Defina Gij R? — R, tal que gij(hu,h227h33) = (%) , para todo 1,] €
77
{1,2,3}. Observemos o casoem quei = 1l e j = 2. Como H = A\j+Xo+A3 = hy1+hoo+hss,
segue-se que H — hyy = hgs + hys € H — hoy = hy1 + hss. Dessa forma:

912(h11> haa, h33)

H —hit \* _ h3y + 2hashgs + h3y
H — has hiy + 2hiihss + iy

E assim:

t2h2, + 2t2hoohsz + t2h2,
t2h2, + 2t2hq1hss + t2h3,
t2(h3, 4 2haohss + h;)
t2(h3, + 2h11hss + hi;)
h3g + 2haohss + hiy

h3y + 2hiihss + h3y

= gia(hu1, haz, haz).

G12(thyy, thas, thss) =

Fazendo-se cdlculos andlogos para qualquer combinagao de ¢ e j em {1, 2, 3},
poderemos concluir que as funcoes g;; sao quocientes de polinomios homogéneos de grau
2. Assim, os valores de g;; dependem apenas de sua restrigao a S%.

Como {(hy1, has, h33) € R R = O} é fechado em R3, segue-se que { (i1, hao, hsz) €
R3; ;I—K > ¢ > 0} = {(hq1, has, h33) € S% =

tersecdo {(hi1, hao, hs3) € S% 75 > ¢ > 0} N'S?* é um subconjunto compacto de S2.

; 7 > ¢ > 0} é compacto em R®. Assim, a in-

Portanto, todas as fungoes g;; tem um médximo e um minimo em S?. Considerando ¢y > 0

o maior dos valores méximos das fungdes g;;, Vi, j € {1,2, 3}, entao (58) se torna:

hin + hbos + hiss < 2¢5 (hfu + s+ Mgy + Roay + P33 + h332) (59)
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Dessa forma:

IVH|? < Z hip = By By + Wi+ hgy + higy 4 Ragy + h3a1 + higo + hig
i,k=1

= 2 (h%u + hiyg + hgy + Bays + Risy + h332)
+hiyy + hiyg + h3ay + hogs + higy + Risy
= (142¢) (h112 + hiys + h221 + h3ps + h3sy + h%:az)

S (1 + 20(2)) [ (h'121 + h’211) (h131 + h311) (h212 + h122)

(h§32 + h3y) + (h§13 + hiss) + (hgzzs + h233)]

(1 +2¢2)
— TO [h%ﬂ + gy + Wiy + B3y A Ry 4 higy + gy + B

+h313 + h133 + h323 + h233}

= 1+2€0 [Z hzkz+ Z hku] :

i#k=1 i#£k=1
Logo:
3
Z hz2kz Z hkm - )|VH|2 (60)
i£k=1 itk=1
Portanto:

3
|VA|2 Z hz]k Z Z h11k+ Z thk2+ Z hkzz

i,5,k=1 i,k=1 i#£k=1 1#k=1
2
60) - > |VH]*+ ———|VH?

seguindo-se o resultado.

A demonstracao do Lema 5.1 a seguir pode ser encontrada em AQUINO| (2003),
porém serd exposta aqui nao apenas por questao de comodidade de leitura, mas também
para apresentar o mesmo resultado com uma demonstracao adaptada para o cenario em

que trabalhamos com a curvatura média H nao-normalizada.

. —n—+1 . - . S —n+1 .
Lema 5.1 Seja x : M™ — M uma imersao isométrica, onde M possui curvatura

seccional constante e igual a ¢ e M™ tem curvatura escalar nula. Entao:

1
Li(H) = |[VA? — [VH|? + 3S3H + c(n|A]* + H*) +n(n — 1)(R — ¢) <|A|2 - §H2) :
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onde A € a sequnda forma fundamental e H = S1 € a curvatura média nao-normalizada.

Demonstragao: Temos por (7) e pela Proposigao 3.1 que H? — |A]? = 2S5, = n(n —
1)(R — ¢). Entao, em termos de um referencial ortonormal (ey, ..., e,41), considerando

f € D(M) segue-se que:

n

Ll(f) Z(Sl g Z])fl]a

7,7=1
onde h;; sao os elementos da matriz da segunda forma fundamental associada a .

Assim:

=Y by =n(n—-1)(R-o). (61)

k=1
Sendo R constante e igual a zero, derivando covariantemente ambos os mem-
bros da equagao (61), segue-se que:
n
2HH; —2 ) hihwi = 0.
k=1

E assim:

HH; — Y hyhy; = 0. (62)
k=1

Derivando mais uma vez, obtemos:

HiH;+ HHyj =Y hygihgg — Y hiihig; = 0. (63)
k=1 k=1

E fazendo i = j em (63), teremos:

H?+ HH; — Z Mo — > hwthii = 0. (64)

k=1 k=1

Usando o fato que h;jz = hij, temos:

Logo:
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Entéao, (64) se torna:

H - Z hiwi = —HZ Piri + Z PPt (65)
k=1

k=1 k=1

Usando o fato de que:

n n
hjlki - hjlik = - E hmlijik - E hijmlika
m=1 m=1

obtemos:
hikki = ikt — > Mk Roniite — > him R (66)
m=1 m=1
e
Pitki = Nty — Z Py Roiite — Z N Rk (67)
m=1 m=1

Substituindo (66) e (67) em (65), obtemos:

Hi2 - Z hili = —H Z [hikik - Z S T Z i Ronkik
k=1 k=1 m=1 m=1
t2

k=1

haahatie = Tt Y Pt Bt = it > ion Rei

m=1 m=1

Dessa forma:

H — Z hiyy = —H Z Ot hiik + Z il

k=1 k=1 k=1

+H Z [Pk Boiike + Pim Ronit]

k,m=1

- Z [Pkt Pt Rt + Pt Pim Rtk -

k,l,m=1

n

Observe ainda que Li(h;;) = Z[Hc?kl — hii)hiie (operador linearizado na
k=1
abordagem de Cheng e Yau, apresentada em (13), no Capitulo 3).



80

Assim:

Ly(hy) = Z hi; — H} + H Z [Pk Rimiik + Rim Rk

k=1 feym—1
— Z [Pkt Pt Rt + Pt Pim Rt - (68)
k,l,m=1

A Equacao de Gauss é testemunha que:

Substituindo (69) e (70) em (68), obtemos:

Li(hii) = i hiw; — H + H i Rk Rniire + H i Ponglomi i,

k7l:1 k,m:1 kj’mzl

—H z": heghi + H 2": Rim Bt + H z": h3 Pk

k’m:]‘ kvm:]- k’,m:l

—-H Z Rim P — Z PPt Roniik

k,m=1 k,l,m=1

— Z hithopi o g =+ Z Pt P P i

k,l,m=1 k,l,m=1

= Y hwhim Bk = > hwhl b+ Y hghimhghi. (71

k,l,m=1 k,l,m=1 k,l,m=1



81

Observando-se que |A|* = Z hy, H = Z hix € que algumas parcelas de (71)
k=1 k=1
se anulam, obtemos:

k=1 km=1

k,m=1 k,m=1

— > hihRoiii + (trA%) by

k,lm=1

—|AP> hi, = HIAPh: — > hiahim Rt (72)
m=1

k,l,m=1

Uma vez que M tem curvatura seccional constante por hipétese, temos que
Riju = c(6ixdj1 — 040;%). Usando o fato de que H? — |A|? = 2S5 = n(n — 1)(R — ¢), temos
que (72) se torna:

Li(hy) = Z hizi - Hiz + Hce Z Pt (0miGi; — Omi0is)

k=1 km=1

+Hc Z Rim (OmiOkk — Omrlik) — H|A’2hn‘

km=1
—¢ Y hithut(Omibix — Smidis) + (trA%)hy;
k,l,m=1
tnn—1D)(R=0c)Y b, —c Y hyhim(Omidw — 6mid).  (73)
m=1 k,l,m=1

Observando que:

-1, sem=%k
0, sem #k

1, sel=k
OmiOtk — OmiOii = 7 (75)
0, sel #k



1, sem=1
6mi5ll - 5mk(5kz = )
0, sem # 1

substituindo (74), (75) e (76) em (73) serd equivalente a:

Ll(hu) = Z hilz - H? — HCZ hk:k + Hch”
k=1 k=1

+e Z hiy — H|APhii + (trA%) hi;

k=1

tn(n—1D)(R=c) Y hl, =Y hgpha
m=1 k=1

Ou seja:

Ly(hi) = > hiy— H} — cH? + Hchy
k=1

+c|A|? — H|APhy + (tr A% hy

+n(n—1)(R — ¢) Z h:. + cnHhg;.
m=1

Como H = Z hi;, temos Ly(H) = Z Ly (hi;) e, portanto:

i—1 i=1

Ly(H) = > hj,— Y H}—cnH®+cH
k,li=1 i—1
ten|A|? — H?|A|? + (trAHH

4n(n —1)(R — ¢)|A]* + enH>.
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(76)

Sabendo-se, por meio da definicao do operador P;, que A3 = HA%? — A%P;,
tomando-se o trago, obtemos: tr(A3%) = Hir(A?) — tr(A*P;). Além disso, tr(A%P,) =

518,11 — (1 + 2)S,42, pela Proposicao 3.3, item 4.

Assim, fazendo r = 0 e r = 1, obtemos: tr(A%) = H(H?* — 2S3) — HSs + 3Ss.

Como 2S5, = n(n — 1)(R — ¢), temos que:

1
tr(A%) = H|A]* — §n(n —1)(R—c¢)H + 385;.
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Assim:

Li(H) = |VAP? —|VH|> —cnH? + cH?
+en|A|? — H?|A]? + <H|A|2 - %n(n —1)(R—c)H + 353) H
+n(n —1)(R — c)|A]* + cnH?
= |VA]? = |VH)]? + ¢(n]A]* + H?)
—H?|A|? + H?|A|? — %n(n —1)(R—c)H?
+3S3H +n(n — 1)(R — )| Al

Portanto:

Li(H) = |VA]?— |VH]* +3S3H + c(n|A]* + H?)

+n(n —1)(R —c¢) (|A|2 — %H2) ,

como queriamos.

Estamos, enfim, em condi¢oes de demonstrar os dois resultados principais deste

capitulo, sendo que o primeiro deles consiste na seguinte

Proposicao 5.2 Seja x : M? — R* uma imersao isométrica com curvatura escalar nula,

-K
estdvel e tal que K # 0 em todo ponto. Se existe uma constante ¢ > 0 tal que 75 >c>0

em todo ponto, entao para toda func¢do suave b com suporte compacto em M, para todo

0 >0 e para todo 0 < q < m, existem constantes A1(q), A2(q) > 0 tais que:
/ Ho+2 <ﬂ - A15?i33> PITHAM < Npd T / VP2 M. (77)
M H? M

Demonstragao: Vamos escolher uma orientacao para M tal que H > 0 e aplicar a
Desigualdade de Estabilidade (51):

3 /M (—K) f2dM < /M (PL(Vf), Y f)dM,

para f = H'"p, onde ¢ > 0 e ¢ é uma funcao suave com suporte compacto em M.
Inicialmente, notemos que a Proposicao 2.6, item 2 (propriedade do gradiente)

nos garante:
Vf=V(H") = (1+q)H"WVH + H' V.
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Dessa forma:

(PL((1+ q)H%V H + H™ V), (1 + q)HVH + H*V)
(1 4+ q)HY%P,(VH) + H'T P, (V), (1 4+ q)HI9VH + H' V)

(14 q)H9pP,(VH),(1+ q)H'9VH) + (1 +q)HlP, (VH), H V)
+(H'MPI(V), (1+ q)H$VH) + (H' 9 P(V), HV )

(1+ Q)2H2q902<P1(VH), VH) +2(1+ q)HlHng(Pl(VH), Vo)
+H*(P (V). V).

Portanto:

= (1+q)’H**(P(VH),VH) +2(1+ q)H' (P (VH), V)
+H*P P (Vy), V). (78)

A seguir, vamos estimar a segunda parcela do membro direito da igualdade

(78). Pelo fato de P; ser positivo-definido, conforme foi mostrado no Capitulo 3, temos
que existe v/ Py, que também serd auto-adjunto e, além disso, P, = (v P, )(\/Pl) Usando
a desigualdade de Cauchy-Schwarz, seguida pela desigualdade xy < “"’— + £ a qual é

valida para todo x,y € R, obtemos:

H1+2q90<

P(VH), V) = H*pP(VH), V)

— HY(\/BoP,(VH),(1/\/B)HV )

por \/P; ser auto-adjunto: = H \/_4,0\/?1 VH),(1/\/B)H\Pi (V)

< HY||\/Bov/PUVE)|[[(1/v/BYHN P (V)|

< (nmomwmn? . ||<1/¢B>Hm<w>u2)
- (P WVRBIE + L IVAEIR)
_ (5;0 (v/PUVH), \/E(VH)>+§I—B<\/E(V¢)7\/E(V<P)>>
- (5;0 (P((VH), VH)+;[—6<P1(V ); V@)
— SHUAR(TH), VH) + S H 2 P(V0), V).
Portanto:
HY (P (VH), Vi) < SHAP(VH), TH) + o A P(T), V), (79

para qualquer constante g > 0.
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Dessa forma, combinando a Desigualdade de Estabilidade com o que foi en-

contrado em (78) e em (79), obtemos:

3/ (—K)H*™10%dM < /(Pl(Vf),Vf)dM
= (1+4¢)? / H** (P (VH),VH)dM
+2(1+q) / H'"1o(P(VH),V)dM

+ / H*™4(P(Vy), Vp)dM
M

IN

(1+q)* /M H**(P(VH),VH)dM
¥2(140)5 /M HY (P, (VH), VH)

21 +a)g; [ AR,V

+ /M H*"4(P(V), V)dM

= ((1+q)2+(1+q)6)/MH2qcp2(P1(VH),VH>dM

(14 050) [ o o0, v

Portanto:

3/ (~K)H*™1p?dM < ((1+q)2—|—(1+q)ﬁ)/ H*p*(P(VH),VH)M (80)

+ (1+(1’%Q)) /M H*1( P (V), V)dM.

Agora, vamos estimar:
/M H*o* (P (VH),VH)dM.
O Lema 3.1 é testemunha que:

Li(fg) = div(Pi(V(f9g))) = fLig + gL1f + 2(V [, PL(Vyg)).
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Assim, usando a propriedade do divergente:
div(fP1(Vg)) = fdiv(Pi(Vg)) + +(Vf, Pi(Vg)),

segue-se que:

Li(fg) = fLig+gLlif+2(Vf P(Vg))

= fdiv(Pi(Vg))+ gL f +2(Vf, Pi(Vg))
= div(fP(Vg)) — (Vf, Pi(V9g)) + gLif +2(V, Pi(Vg))
= div(fPi(V9)) + gLif + (V [, Pi(Vg))

por P, ser auto-adjunto — = div(fP(Vg)) + gL f + (P(V[),Vg). (81)

Fazendo f = H e g = H'™9? em (81), segue-se que:

Ly(H*™19%) = div(HP(V(H %)) + H°Li(H) + (P(VH), V(H' " #1%))
= div(HP,(V(H""9?))) + H'"™1p* Ly (H)
+H(P(VH), (14 2q)H*¥VHp* + 2H 10V p)
= div(HP,(V(H""?9?))) + H'""1p* Ly (H)
+(1+29) H*'0*(P(VH), VH) + 2H'"1p(P1(VH), V).

Portanto:

Ly(H**1p?) = div(HP\(V(H'"%))) + H1p Ly (H) (82)
+(1 4 29)H*@*(Py(VH), VH) + 2H"10(P,(VH), V).

Integrando-se ambos os lados de (82) em M, usando o Teorema da Divergéncia

e a Proposicao 3.6, item 1, obtemos:
(1+ 2q) /M H*p*(P(VH),VHYM = - / H™10% L (H)dM (83)
9 / HY215(Py(VH), Vp)dM
Usando a desigualdade (79) em (83), segue-se que:
(14 2q) /M H*o*(P(VH),VH)YdM < — /M H"™1p* L, (H)dM
+5/MH2‘1<)02<P1(VH),VH)CZM

+% /M H**4(P(V), V)dM
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isto é:
(1+2q—B) /M H*p*(P(VH),VHYdM < — /M H™10° L (H)dM (84)
+% /M H>*T2(P|(Vp), Vip)dM.

O Lema 5.1 é testemunha que —Ly(H) = | VH | — | VA |* = 3HK, uma vez
que M"Tt = R* e assim, n = 3 e ¢ = 0, nas hip6teses desse lema. Além disso, sendo P,

positivo definido, obtemos a desigualdade:
(P((VH),VH) < (trP,)| VH | = 2H| VH |*. (85)

Para verificarmos (85), observe inicialmente que, partindo da definigao de Py,

teremos o seguinte:

P1 - H[—A:;S’lj—A

DYIE D T 0 0 hii hiz his
= 0 (A1 4+ Ao+ A3) 0 — | har haa hos
0 0 (A1 + A2+ A3) har  hza  has
AL+ Ao+ A3 0 0 A0 0
= 0 (A1 + A2 + A3) 0 -1 0 X O
0 0 A+ Ao+ \y) 0 0 X
MotXg) 0 0
= 0 (A1 +A3) 0
0 0 (A1 4+ A2)

Logo: tr(Py) = 2(A1 + Ao+ A3) = 2H.

Além disso:
(A2 + A3)? 0 0
P12 = 0 (/\1 + /\3)2 0
0 0 (M + Ag)z
E assim:

tr(Pf) = o+ X3)" + (A +X3)* + (M + Ao)?
= 2(A7 + A3+ A3) + 2(Ahe + Aids + Aadg)
= 2\ + A3+ A3) +2R
pois R = 0 por hipétese — = 2(\7+ A5 + A3). (86)
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Por outro lado, temos que:

(tr(P)* = 4H? =4\ + Xa + A3)?
= AMTH AT+ S 2N+ AtAs + Aods)]
= 4[N+ A3+ )\ +2R)
= 4(AT+ A5+ A3)

Assim, comparando-se com o que foi achado em (86), segue-se que: tr(P?) <

(tr(Py))?. Dessa forma, usando Cauchy-Schwarz e a definicio da norma de uma matriz:

(A(VH),VH) < [A(VH)||[VH]
= tr(PE(VH))|VH]

IN

tr(P(VH))|VH|?
< /tr*(P(VH))|VH]
tr(P(VH))|VH?
2H|VH|?.

o que nos garante a validade de (85).

Observacgao 5.1: A verificagao de (85) que foi feita para V H é exatamente a mesma para
demonstrar (85) em sua generalidade, isto é: (P;(X), X) < 25| X%, para todo X € T,M.

Dessa forma:

s 1
| VH [* 2 s=(P(VH), VH). (87)

Usando a Proposigao 5.1 e a desigualdade (87), obtemos:

—Li(H) < \VH|? - 3HK < P\(VH),VH) - 3HK. (88)

T 14 2¢y? (1+2002)H<

Dessa forma, substituindo (88) em (84), segue-se que:

1
(1+—+2q—6> / H*¢*(P(VH),VH)dM < 3 / H*™1(—K)p*dM (89)
1 —I— 2602 M

/ H*10(P(Vy), V)dM.
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Substituindo-se a desigualdade (89) em (80), a Desigualdade de Estabilidade

se torna:
3/ (—K)H*™1p*dM < ((1+q)2+(1+q)5)/ H**(P(VH),VH)dM
(1+q) 2429
+ (1+ 3 )/MH (P1(Vp), Vo)dM

3((1+ Q)2 +(1+9)8) / H2+2q(—K)g02dM
(14 sk + 20 8)

IN

1 1 (1
+ 1+ +q+ (A+a)*+ (1 +q)5 /H2+2q (V), Vip)dM
5 /8<1+1+2 2+2q_

Portanto:
3 / (-K)H*™1p?dM < 30 / H*™1(—K)p*dM
M M
+02/ H2+2q<P1(Vg0),V§0>dM
M

Isto é:

3(1—C)) / H>P9(—K)@?dM < Cy / H>*21(Py(V), Vi)dM
M M

onde:
1492+ (1 1 1492+ (1
o= At +U+af o0 1te, (e +0+a)5
(1+ iz + 20— B) B 81t ke + 20 )
b
1+2€02

0<qg<y/ 1+2c —— por hipdtese e 3 é escolhido tal que 0 < < S
q

Essa escolha de (8 é necessaria para termos C < 1. Verifiquemos isto:

1 2
1r2¢2 4 1 2 2
< L0 — 28 < — — 208 < ———
B (42 Bq+ 26 1_1_2002 q q —l—ﬁq—i— 6 1+2002

2
— 20+1—-2¢—1 28 — <—
¢ +2q+ q—1+pBqg+286—-5+p 17 202

1
— (1+q)2+5(1+q)<1+T2602+2q—5
(14+9°+(1+q)8

<l = C1 <1
<1+m+2q—ﬁ>
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Portanto:

/ H2+2q(_ 2dM < —/ H2+2q P <VQO) VQO>dM (90)
" 3(1—-Cy

Por outro lado, como P, é positivo definido, temos:

(P((Vp), V) < (trP)|VH|* < 2H |V, (91)

205

30-Cy) e usando a desigualdade (91), (90) se torna:

Denotando por C5 =

C
/ H*(—K)*dM < 23 / H>T1(P(V), V)dM < Cs / H*™4|\Vp2dM.
M M M
Escolhendo ¢ = P, onde 2p = 5 4 2¢, obtemos:
/ H*2(—K)p"2dM < Cy / H3¥24 5 (¢P)[PdM
M
= [ ), V)
M
e / HO 2 (pyr =15, pu 1) dM
M
— 03/ H3+2qp2|¢p—1v¢|2dM
M
= COyp? / H3 2020~ 2|7op|2d M
M
= Oyp? / H3 24342974 |2d M.
M
Dessa forma:

/H2+2q ¢5+2qu < Cp / H3+2‘1¢3+2q|v¢\ dM. (92)

Usando a desigualdade de Young:

a b 1 1
:L‘yS——i-y—, onde — + - =1,
a b a b
Vi|? 542 542
para x = 0 H3+24q)3+24 ¢ = %, a=3 i 23, = Z Too> 0, obtemos:

5H3+2qw3+2q

5+2¢ 2 =51

Vol _ @H* Py (50 7
5 = 513 R
3+2q 2
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Isto implica que:

2 (5+2q)
5+ 2

3+2q5

H3+2qw3+2q’v,¢| 3T qH5+2qw5+2q+ |vw|5+2q (93)

Substituindo-se (93) na igualdade (92), segue-se que:

3+ 2qp20352123 / H5+2q¢5+2qu

/H2+2q ¢5+2qu <

+ 2005 / IV T2d M.
M

5+ 2q

Ou seja:

/ 5 +24 (;—I_{f _ A@iﬁ‘é) WM < A257(5§r2q) / VP24,
M M

onde teremos A;(q) = gi—;g *Cy e Ny(q) = 5+2q

Observe ainda que, como 2p = 5 + 2¢, teremos A; e Ay dependendo, de fato,

03, seguindo-se o resultado.
de q.

Observagao 5.2: Schoen, Simon e Yau obtiveram em [1975| a seguinte desigualdade tipo

Sobolev para hipersuperficies minimas M"™ imersas em R"*!:
/ |A|*P*dM < C(n,p) / [V|*Pd M, (94)
M M

para p € [2,2 + \/2/_71), e para toda funcao ¢ : M — R com suporte compacto em M.
Usando a Proposicao 5.2, podemos obter um resultado similar para hipersu-
perficies M? imersas em R* com curvatura escalar nula.
Com efeito, sendo R = 0 e escolhendo uma orientacao para M tal que H > 0,
teremos H = |A|. Considerando-se ;I—lg > ¢ > 0 em todo ponto e 1 : M — R funcao

com suporte compacto em M, a Proposicao 5.2 nos garante que, para todo d > 0 e

/1.
0<g< 23"

/ Ho+2a (_K — A153+2q> VIT2dM < Ayd HQq)/ IV [P2d 0,
M

H3

onde teremos A1(q) e Ay(q), constantes positivas

Usando a condicao de curvatura —— > ¢ > 0, segue-se que:

H3

/ H5+2q A153+2q) POT2AM < Npd— 2 =gz / \V?ﬁﬁ“qu
M
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Assim, usando-se mais uma vez que 2p = 5 + 2¢, de modo que dessa forma

teremos p € (g, g + ﬁ), e que H = |A|, segue-se que:
0

/ AP AM < C(p) / VPP,
M M

Ay0~P

(c _ Aléﬁ)‘

De acordo com o que foi feito na Observacao 5.2, podemos enunciar o

onde C(p) =

Coroldrio 5.1 (Desigualdade tipo Sobolev): Seja x : M? — R uma imersao isométrica

-K
estavel com curvatura escalar nula e tal que —= > ¢ > 0 em todo ponto. Entao, para

55 1
toda fungao i com suporte compacto em M, para todo d >0 ep€ | =, =+ /——=35 |,
2’2 1+ 2¢
existe C(p) > 0 tal que

/ APP2dM < C(p) / V[P, (95)
M M

Este corolario sera muito 1til na demonstracao dos resultados principais desta

dissertagao no Capitulo 6 a seguir.

Observacao 5.3: Ilias, Nelli e Soret obtiveram em 2012 resultados nessa diregao para hi-
persuperficies com curvatura média constante. O que foi feito aqui consistiu, basicamente,

em adaptagoes para o cenario da curvatura escalar constante e igual a zero.



93

6 RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo, serao enfim apresentadas as demonstracoes dos trés teoremas
principais desta dissertacao, que foram enunciados no Introducao. No caso do TEO-
REMA B e do TEOREMA C, antes de suas respectivas demonstragoes, ainda sera
apresentada uma ambientacao, isto é, defini¢oes e resultados necesséarios para a compre-
ensao desses teoremas. Tais ambientacoes nao foram expostas nos capitulos anteriores
por serem de carater mais especifico e para garantir maior comodidade de leitura.

Além disso, sera dedicada uma secao para a apresentacao de exemplos relaci-
onados a classe de hipersuperficies que esta sendo abordada neste trabalho.

Antes da demonstracaio do TEOREMA A vejamos a seguinte

Definicao 6.1 Dizemos que uma variedade riemanniana M3 possui crescimento de vo-
lume polinomial se existe a € [0,4] tal que: %(f(p)) < 00, para todo p € M, onde B,(p)

¢ a bola geodésica de centro em p e raio r.

6.1 Demonstracao do TEOREMA A

TEOREMA A: Nao existem hipersuperficies M? de R* com curvatura escalar nula,

completas, estaveis, com crescimento de volume polinomial e tais que:

(=K)

H3

>c>0

em todo ponto, para alguma constante ¢ > 0.

Demonstracao: Suponha que existe uma hipersuperficie completa e estével satisfazendo
as condigoes do enunciado acima. Estaremos, dessa forma, em condigoes de aplicar a

Proposigao 5.2. Para isso, escolhamos a funcao v : M — R, definida por:

1, sepe B,
2r —
o) =3 T e, (96)
0, se p € M\ By,
onde p(p) = p(p,po) ¢ a funcao distancia de M.

Perceba que 1 possui suporte compacto pelo que foi verificado no Exemplo

2.3, no Capitulo 2 desta dissertacao.
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Usando esta fungao ¢ na desigualdade (77) da Proposic¢ao 5.2, obtemos:

—K 2q —K 2q
H % (—( 75 ) _ Alaiizq) dM < | H (—( 75 ) _ Al(siizq) VN
BT B2r

—(54+29)

Ao 2 / |Vap|PH29d M
B27‘

sz (524
(*) - Azé(sf’c—/ dM
Ba,

75+2¢

IN

IN

(5429 OOF20
= A25 (2+ >—UOZ(B27~)

r5+2q
~5+20) VOl (Bay)
2 R
r5+2q

< Ayd

A passagem (x) indicada acontece pois, pela defini¢ao da fungao 1, temos que:

—Vp
Viop) = =L
E assim:
Vol _ C
[V (p(p))| = < —, (97)
r r
com C constante que nao depende de p e que por conta disso foi anexada & constante As.
Portanto:
sr2q ((=K) 5429 —(5+29) VOl(Ba,)
/ HH(?_A”SS”)CZMSA”S == (98)

/1
para 0 < ¢ < 23"

Utilizando-se a hipétese

(—K)
3
pequeno (o que é possivel por conta do resultado da Proposigao 5.2 valer para todo § > 0),

> ¢ > 0 e escolhendo § > 0 suficientemente

podemos concluir que:

-K 5+2q
(( H3) - Alasizq) > 0. (99)

Por hipotese, M tem crescimento de volume polinomial. Dessa forma a De-

finicao 6.1 nos garante:
. wvol(B,)
lim —— <
r—00 roe
com « € (0,4].
Fazendo r — oo na desigualdade (98), obtemos:
—K 29 - q l B r 1
lim [ HoH (u - Alégi”) M < 2p3 -0 iy WU B2) =0

r—oo [p H3 r—00 ro rooo rot2q—a
s
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Assim, levando-se em conta (99), obtemos H = 0, o que nos dd uma con-

tradigao. Segue-se, entao, o resultado.

Observacgao 6.1: Na demonstracao do TEOREMA A, M nao precisa ser propriamente
imersa, uma vez que estamos tomando bolas (geodésicas) intrinsecas. Uma vez que M
é, por hipétese, completa, temos que M = |J >~ , B,, para alguma sequéncia r, — 00, e

assim podemos tomar r — oo na desigualdade (98).

6.2 Ambientacao e demonstracao do TEOREMA B

Usando desigualdade tipo Sobolev (94), Schoen, Simon e Yau deram em |1975
uma nova demonstragao para o Teorema de Bernstein para dimensao menor ou igual a 5,
o qual garante que os unicos graficos minimos inteiros M™ em R"™!, com n < 5, sdo os
hiperplanos. Usando a desigualdade tipo Sobolev (95), teremos que o TEOREMA B ¢

um resultado tipo Bernstein. Feita essa consideracao inicial, contemplemos a

Definigao 6.2 Dada uma funcio u : R — R de classe C*°(R™), a hipersuperficie M"

em R dada pelo grdfico de u é o que chamaremos aqui de grdfico inteiro.

Tal definicao é trabalhada com mais detalhes e em aspectos mais gerais por
Alias, Colares e de Lima em 2015|

A proposicao a seguir serd determinante na demonstracaio do TEOREMA
B e foi apresentada por Alencar, Santos e Zhou em 2010, pagina 3308. Devido a sua
importancia e visando a comodidade da leitura, serd apresentada aqui junto com sua de-

monstragao.

Proposicao 6.1 Seja M™ o grdfico inteiro de uma fun¢ao u : R™ — R de classe C*(R™).

Se Sy =0 e S1 nao muda de sinal em M™, entao M™ é uma hipersuperficie estavel.

Demonstragao: Considere f : M — R funcao suave com suporte compacto e seja
W = 4/1+ |Vul?. Definindo g = fW, teremos o seguinte:
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T
S
= >
> 7
+
)1_W
— =~
~— >
> <
> =
\/l_W m.,l.\

SRS
> = ~— Z
/9\ . g_W a
+ —l= +

Como P, é auto-adjunto, temos que <P1(Vg),V (%» = <Vg,P1 (V (%))% e

=
S
T =
=
>
—
A~
1_W
S~
>
N
o
~——
SJl=
I_|
S
A~
1_W
S~
>
A/~ >
JW _W\
— —
~ _W
> =
~——
SOl
<17W
5 +
Il
=
>
[y
>
)

longo de M,

foi+9 <%)

)i:

1
w

+92<

B 1
- gg'LW

> = g/

1
W/,

o

1
fi —giW
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Dessa forma:

i (100 (7)) = L[ (a (7)) + (1 () ) (1 (o) )
o ()
S (s8)) () (2 (5) )
()
(o) (o) 53 e )
_ 2% <V%,P1(Vg)> + g <P1 (v%) ,v%> WL (%) .
Assim:
2% <V%,P1(Vg)> — div (ng1 (V%)) Sy <P1 (v%) ,v%> (101)
— WL, (%) .
Substituindo-se (101) em (100), obtemos:

1

(PU(Vf), V) = div ( foPr (v%)) WL (%) + o3 (A(V9).(Vg)). (102)

Integrando-se os membros da igualdade (100) em M e usando o Teorema da

Divergéncia, obtemos:

/M<P1(Vf),Vf>dM:—/Mf2WL1 (%) dM+/M%(P1(Vg),(Vg)>dM. (103)

Escolha uma orientagdao para M tal que S; > 0. Uma vez que S? — |AJ]> =
255 > 0, teremos S; = |A|? +2S, = S > |[A]? = S; > |A|. Assim:

(P1(Vg),Vg) = (5:1(Vg) — AVy, Vg)

= (51(Vg),Vg) — (A(Vyg), Vg)
S1|Vgl? = (A(Vg), Vg)
> (S —|A[)|Vg]* > 0.
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Assim, (103) se torna:

1
/(Pl(Vf),Vf>dM > —/ WL, (-) dM. (104)
M M W
Sendo Sy = 0, a Proposicao 3.7 nos garante que:
Lo () = Lu(N, enar)) = —(S155 — 3S5) (N, enst) = —(S1.S5 — 3S5)——
1 w) = 1 yEnt1)) = 102 3 yEnt1) = 193 3W7

onde N é o vetor normal de M e e,,1 = (0,...,£1), de acordo com a orientagao escolhida
para M.
Assim, (104) se torna:

/ (P ),V )AM > / (5155 — 35) f2dM,
M M

para toda fungao f com suporte compacto.
Logo, se Sy = 0, obtemos a Desigualdade de Estabilidade (51) e, portanto, M

sera estavel, como queriamos.

TEOREMA B: Nao existem graficos inteiros M? de R* com curvatura escalar nula e

tais que:
(=K)
H3

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

>c>0

Demonstragao: Suponha que existe um grafico inteiro M satisfazendo as condicoes
enunciadas.

Como M" = R*, o qual possui curvatura seccional nula, a hipétese R = 0
nos garante, por meio da Proposicao 3.1, que Sy = 0. Além disso, R = 0 implica em
|H|? = |A]?. Como K # 0 em todo ponto, temos que |H|? = |A|> > 0 e isto implica
que H nao muda de sinal. Como estamos considerando nesse trabalho H em sua forma
nao-normalizada, temos H = S;. Logo, pelo que mostramos na Proposicao 6.1, o grafico
inteiro M é estavel.

Por outro lado, gréficos satisfazem wvol(B,) < Cr?, para alguma constante
C > 0. De fato, como M é um gréfico, se Q, = {(x1, 29,73, 24); 2% + 23 + 2% + 23 <

r?, —r < x4 < r}, entdo:
vol(B,) < / dridrydrsdr, = Crt.
Q.

Para maiores detalhes sobre essa verificacao, recomendamos a leitura da ex-
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posigao de Berger e Gostiaux em [2012. (Graduate Texts in Mathematics, pagina 208.

(;{3) > ¢ > 0 e considerando a funcao ¢ : M — R

de suporte compacto usada no TEOREMA A, definida em (96), o Coroldrio 5.1 nos
garante, para M = Bsy,:

Agora, usando a hipdtese

| 1aperar<cw) [ v (105)
Ba,.

BQT

Dessa forma:

/|A\2p¢2de = / |AIPdM

T

< / APPYPaNT
B2r

il
Q
=

—
o

N
1

IA

() /B VoM

IN

r2p

0= < oy [ an

I
2
=

A

Q

=
|

re’

A passagem (x) indicada acontece pois:

_ =V _ Vol _C

< =, com C constante que nio depende de p .
r r

Vi(p(p)) = |V (p(p))|

Nas passagens seguintes, as constantes que nao dependem de p que surgem
nos calculos foram incorporadas a constante C'(p) para facilitar a escrita e usamos o fato
vol(B,) < Crt.

Agora observando que p € (g, g + 4 /@), existird 0 < g < ﬁ tal que
2p =5+ 2.

Dessa forma:

C(p)r*  C(p)

5+2q <
|A| dM < ro+2q¢  ple2g’

B,

(106)

Fazendo r — oo em (106), obtemos:

lim/ |A[P*2dM < lim Clp) _
B,

r—00 r—oo rlt2q

Assim, teremos |A| = 0, o que nos d& uma contradigao.
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6.3 Exemplos

Nesta secao, apresentaremos dois exemplos. O primeiro tem o objetivo de com-
provar que a classe de hipersuperficies tratada aqui é nao-vazia. O segundo, apresenta
uma conhecida classe de hipersuperficies estaveis com curvatura escalar nula. Tal classe
nos mostra algumas condi¢oes em que a nulidade da curvatura de Gauss-Kronecker se faz

necessaria.

Exemplo 6.1: Seja M3 — R* a hipersuperficie rotacional parametrizada por:

X(t,0,¢) = (f(t)senbcosy, f(t)senbsenyp, f(t)cosh,t),

2

onde f(t) = I + m, com m sendo uma constante nao-negativa.
m

Hounie e Leite apresentaram em |[1999b que as curvaturas principais sao dadas

por:

oy =ky = —————— (107)

-
—
—_
—~
5
3
N—
()
N—
[N

_f//
kg = ————— (108)
(1+(f)?)?
Fazendo-se entao as devidas substituigoes, segue-se de (107) que:
1 1
ki =Fky = 1 ANovl N
fFA+(f)?)z f(1+(%)>2
1 1
B NE Y
f(1+(ﬁ)) f 1+ 5)
B 1 B 1
o m242 L 1/2
Fmt)r e (i)
mli/2 /2

FE S R
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Agora, fazendo as substituigoes em (108), obtemos:

—f" =1
U )
t
(1+ (z) >
-1 1 -1 1
- 9 - 32 o mm3/2
2 (14 452) 2 ()
- 32 9 £3/2 o9 £3/2°
Assim, teremos:
R=Ada4+AAs+dhg— 0 m _m_M_

f32p3  2f3 p3 3

ml/2  1ml2 gml/2
1372 ) 1372 - 232"

H=M+X+A3=2

—1mm?  —1m??
K== ——F—7+=——7.
2 f3 f3/2 2 f9/2
Logo: —& tod t
0go: —— = —, em todo ponto.
Uma vez que M3 é uma hipersuperficie rotacional e a sua curva geratriz é
quadratica, temos que M possui crescimento de volume polinomial, e assim, pelo resul-

tado do TEOREMA A, a imersao ¢ instavel.

Observacao 6.2: Este exemplo aparece em Teoria da Relatividade, fazendo-se as devidas
mudancas de variaveis, como o mergulho da variedade tipo-espaco de Schwarzschild de
massa m/2 > 0. A importancia dessa variedade reside no fato histérico dela ter sido a
primeira solucao nao-trivial da Equacao de Campo de Einstein, obtida por Schwarzschild
em 1915. Para detalhes dos calculos envolvidos e também dos aspectos histéricos, reco-
mendamos a leitura de Bray em 2001, Li e Wei 2017 e Heinicke e Hehl em [2015|

Exemplo 6.2: Seja M3 C R?* o cilindro parametrizado por:
z(u,v,t) = (u,v,a(t), B(t)), u,v,t € R,

onde ¢(t) = («(t), 5(t)) é uma curva parametrizada com curvatura positiva k(¢) em todo

ponto.

Calculemos as suas curvaturas principais. Observe inicialmente que a curva c
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e seu vetor normal 1 podem ser escritos respectivamente da seguinte maneira:

c=(0,0,a(t),B(t))

n= (07 0, a”(t)a B/I(t))'

Dessa forma:

k=1 = yfora + 50

e o vetor normal unitario sera dado por:

n __(0,0,a"@),5"1t)) __(0,0,a"(t), 5"(t))

W e e :

Derivando-se o (t)2 + 3'(t)> = 1 em relacéo a t, segue-se que:
20/ (t)a”(t) +26'(1)8"(t) =0 = o (t)? + /(1) (t) + B/ (1) 8" () + B"(t)" = 0,
e dessa forma:

o' (W) () + B 1)B" () + K =0 = o' (t)a"(t) + f'(1)3"(t) = —k>.

Assim:
10 O
1 00 0 0 01 0
dN = — | 0 0 0 0
k 0 0 o(t)
0 0 O/ll (t) /8/// (t)
00 Bt)
. 00 O 000
= 00 O =] 000
0 —k? 0 0 k

Logo, as curvaturas principais serao dadas por Ay = 0, \o = 0 e A3 = k(1) e,
dessa forma, R =0, H > 0 e K = 0 em todo ponto.

Portanto: M? é estavel.

Observe ainda que, se c(t) = (t, f(t)), o cilindro M é o gréfico da fungao
suave F' : R* — R dada por F(u,v,t) = f(t). Em particular, tomando f(t) = ¢
ou f(t) = V1 +t2, obtemos um gréfico inteiro com crescimento de volume polinomial,
R=0,H >0e K =0 em todo ponto.
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6.4 Ambientacao e demonstracao do TEOREMA C

Iniciemos com as seguintes nocoes:

Definicao 6.3 Seja x : M3 — R* uma imersao isométrica. Definimos o tubo de raio h

em torno de M por:
T(M,h)={z e R:3pe M,z =p+in,t<h(p)},

onde 1 € o campo de vetores normais a seqgunda forma fundamental de x e h : M — R €

uma fungao positiva em todo ponto.
Definigao 6.4 Se |A| # 0 em todo ponto, definimos o tubo subfocal por:

€
T\ M,—];0<e<1.
( 7|A>7 6_

Considerando M = B, na Definigao 6.3, denotemos por 7'(r, h) o tubo de raio
h em torno de B, C M. Seja ainda:

V(r,h) = / dT,
T(r,h)

onde d1" denota o elemento de volume do tubo.

Se R = 0 e escolhermos uma orientacao para M tal que H > 0, entao H = |A|.

-K
Sob as condicoes da Proposicao 5.2 e assumindo que ( H3> > ¢ > 0, o calculo que nos
forneceu (106), nos forneceré:
vol(Bs,)

Em posse disso, contemplemos o seguinte:

Lema 6.1 Seja M3 uma hipersuperficie de R* com curvatura escalar nula, completa,

7/ (_K)
estavel e tal que 73 > c >0 em todo ponto.
1. Para v > 0 suficientemente grande, existe uma constante o(q), dependendo apenas

de 0 < q < L

m, tal que:

vol(B,) > a(q)r°t?. (110)
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2. Para cada > 1,0 <q< ﬁ er > 0 satisfazendo a desigualdade (110), existe
0

T > r suficientemente grande tal que:

vol(Br) — vol (Bzg) > a(q)r’*. (111)

[ 1
Demonstragao: 1) Observe inicialmente que, para 0 < € < 2 1 — 2q, teremos

+ 2¢2
53, [
P=9mims = 22" V1+22)

Com efeito:
O<e<?2 2q = 0<€< !
‘ 1+2¢ 1 2 1+2¢ 1
s g+t dygn !
g TAS ATy sy AT T2 T Y
S PN N
2 S TS IS\ T 22

2 SPSoT\1T 2

Assim, o Corolério 5.1 nos fornece mais uma vez que:

como queriamos.

APty san < Ofg) [ [uerean.

By By

Supondo-se que vol(B,) < a(q)r®?, e mais uma vez fazendo uso de cdlculos

andlogos aos que nos deram a desigualdade (109), segue-se que:

vol(B,) _ a(q)r*™?  C(q)a(q)
7“5+QQ+€ — (Q) 7~5+2q+e - re :

[APT2¥edM < C(q)

By

Fazendo r — 0o, obtemos |A| = 0 em M, o que nos dd uma contradigao, pois

04 H = |A

2) Considerando r > 0 tal que vol(B,) > a(q)r®™, com 0 < ¢ < | /175= ¢
0

£ > 1, defina a seguinte sequéncia:

rm=rTry= 57"17 rs = 62T1,"'7 Ty = Bkilrr"
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Podemos escrever:

UOl<B7“k) = (UOZ(B%> - UOZ(BTIQ71)) + (UOZ(BTk—l) - UOl(Brk72))
+... + (vol(B,,) — vol(B,,)) + vol(B,,).

Como 75, > 7, temos vol(B,,) > a(q)r, ™ e, dessa forma, existe 1 < j, < k

tal que:

a(q)r> T

vol(B,, ) —vol(B,, ) > ’

(112)

Observe que nao podemos ter:

alq)r®?  a(q)(Br try)Pt2
B i ’

vol(B,.) = vol(B,,) >

uma vez que r; = r é um valor fixado e o membro direito da desigualdade acima tende
ao infinito quando k — oo.

Para k suficientemente grande, podemos escrever (54) da seguinte maneira:

alq)rs®*2  a(q)rtard
vol(B,;, ) —vol(B,, ) > Z = h k

olg) () (8
k
afg) (83t r)Pra(g- e
k
> alo)(ry)"

Denotando rj, por 7, observemos que:
rj, = By
Tjem1 = BT = g imly — Tjel = rjkﬁfl = Tj—1= B
Dessa forma:
vol(B;) — vol(Bg-17) > a(q)7T > a(q)r™™,
como queriamos.

Podemos agora demonstrar o:
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TEOREMA C: Seja M? uma hipersuperficie completa e estdvel de R*, com curvatura

escalar nula. Se a segunda forma fundamental da imersao ¢ limitada e existe uma cons-

(—K)
J7E

0 < by <1, by >0 e para qualquer funcao suave h : M — R satisfazendo:

tante ¢ > 0 tal que > ¢ > 0 em todo ponto, entao, para quaisquer constantes

h(p) > mf{lA( T pr()},(5>O, (113)

o tubo T'(M, h) néo é mergulhado. Aqui, p(p) denota a distancia intrinseca em M de p a
um ponto fixo py € M.

Demonstracgao: Observe inicialmente que:

n

det(1 —tA) = JJ(1 —thy) =1+ (-1y¥S;,
7=1

j=1

onde k; sao as curvaturas principais de M e S; sao os polinomios simétricos elementares de
by

ki, ...k, e Sy = 1. Assim, para h(p) > A e observando que dM; = det(1—tA)dM (ver

GRAY] (2012. (Progress in Mathematics|), Lema 3.14, pagina 47, para maiores detalhes)

segue-se que:

Virh) = / dM,dt
(1)

= / det(1 — tA)dMdt
(rh)

= 1+ —1Y#S; | dMdt
/w( > 1) )

= / /Oh(p) (1 - i(—mﬂ'tﬂ'sj) dMdt

Jj=1

= / (/Oh(p) 1+ Zn:(—l)jthjdt> dM

= / h(p)dM+Z(._T1)1j/ h(p) S;dM.

T j=1 j r
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Dessa forma, fazendo n = 3:

Vrh) = /B h(p)dM +Z§_T1)1J / h(p)'*1S;dM

r

= / h(p)dM+<_21)l/ h(p)*S1dM
+<_31>2 / ,« h(p)®S2dM + (_41)3 / r h(p)*SsdM
Portanto:
Vi = [ wist -5 [ neraear - [ we'E@on

Usando a desigualdade classica entre as médias geométrica e quadratica, ob-

temos:

A2 42402\ 1
K = M3 < [Ar]|Ae]]As] < ( 1 32 3) = 3\/§|A|3;

isto é:

1
K(p) < —=|AJ%. 115
(p) < 3\/§| | (115)
b
Seja B;f o subconjunto de B, tal que |A(1 I é o infimoem (113) e B, = B,\B;'.
p
Temos entao que (114) se torna:
1 b? 1 b 1
V(r,h) > bl/ —dM - = [ — — | —KdM (116)
st |A] 2 Jpr |A| 4 Jpt Al

b2 b
+by / pPdM — 2 / P HdM — 2 / P KdM.
By 2 By 4 By

Visto que H = |A] e usando (115), segue-se que (116) se torna:

V(rh) > (b ok )/ L (117)
= U 2 12vB) S 14

b2 bl
+by / pPdM — 2 / P HdM — 2 / PP KdM.
B 2 JB; 4 B

Agora, vamos estimar as integrais sobre B, em (117). Observando que, em

T

B, bap(p)? se torna o infimo em (113), segue-se que:

b1 b
b o< = 0 <
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— JAG)| < 300 = AP =~ o)

Dessa forma:

]_ 1b17 bI,
K> —— AP > ————=p% — —|H|=—|A| > —p~°.
> =P > ] = 4] > 2L
1
Visto que |A| é limitado por hipétese, existe a := infMW. Logo, (117) se
torna:
b? bt 1
Virh) > (b -2 - 1)/ —_dM
=2 (1 2 12v3) Jur Al
b1by blbg)/ 5
+ by — — — —= dM
(2 > 12v3) Ju”
b? bt b1b b, b3
> a b——l——l)0013++(b—ﬂ— 12)/ bdM.
- <1 2 123 B+ b5 12v3) /5"
Portanto:
b? b} b1b b, b3
V(ir,h) > alb—=2—— )vozB++(b—ﬂ— 12)/ bdM. (118
o) = 0 (b= = el + (b= 22 - ) [ i n

em B\ B ;. Logo:

()
— | dM
s \P

Jos, P00 |
B \B. B \B

r/B

Dessa forma:

/ pPPdM = / p’dM + /
- Br\B_ B

pPdM > / pPdM
- /B BB,

v

(%) [vol(B;) — vol(B;)5)] > [vol(B;) — vol(B;,)].
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E assim, temos de (118) que:

V(r,h) > a (b1 — = — ) [vol(B) — vol(Bj/B) + Uol(B:'//B)]

3
+ <b2 by biby ) [vol(B,”) — vol(BT_//B)]

b b + v
a (b1 —5 = 12\/5) [vol(B,") — vol(B,]5)]

biby  bibj _ _
+ (bQ - T - m) [UOZ(BT ) — ’UOl(Br/ﬁ)]

Sendo C' uma constante tal que:

2 4 3
C’Smm{a(bl—b_l_ b )7(1)2_5152_ ble)}’
2 12V3 2 123

temos:

V(r,h) > Clvol(B;)) — vol )] + Clvol(B,") — vol(B, ;)]

Bl5) +vol(B,") — vol(B, )]
= Clvol(B,) — vol(B,3)].

E portanto:
V(r,h) > Clvol(B,) —vol(B,3)]. (119)
O Lema 6.1, item 2, é testemunha que existe 77 > r tal que:
V(7 h) > CFoT, (120)

Visto que a distancia euclidiana é menor ou igual a distancia intrinseca, temos
B,(p) C B(p,r), onde B,.(p) = B, e B(p,r) denotam as bolas intrinseca e euclidiana de
centro p e raio r, respectivamente.

Usando (113), obtemos:

. bl ) . . bl ) . bl
h > — b > f—.b = inf — = bya.
0 _mm{| ol }_mm {?4 Dol } f = buo

para 0 < b; < 1 e p suficientemente grande, entdo T(r,bia) C T(r, h).

Suponha que T'(r,bja) é mergulhado. Visto que T'(r,bja) C B(p,r + 2b1a),
entao seu volume V (r,bya) satisfaz V(r,b1a) < vol(B(p,r + 2b1a)) = wa(r + 2b1a)*, onde
wy €é o volume de B(p, 1).

Vamos considerar dois casos diferentes.
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Primeiro, se M nao esta contida em nenhuma bola, a desigualdade acima é
uma contradigdo com (120) para r suficientemente grande. Portanto T'(r,bia) e, desta
forma, T'(r,h) nao é mergulhado para r suficientemente grande. No segundo caso, se
M esté contida em alguma bola, entdao T'(M, h) tem volume finito (visto que T'(M,h) é

mergulhada), o que também contradiz (120).
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7 CONCLUSAO

Nesta dissertacao, foi respondido de forma parcial o seguinte questionamento

levantado por Alencar, do Carmo e Elbert em [2003}:

QUESTAO: Existe alguma hipersuperficie estdvel e completa M? em R* com curvatura

escalar nula e curvatura de Gauss-Kronecker nao-nula em todo ponto?
Isso foi feito por meio da verificagao dos trés seguintes resultados:

TEOREMA A: Nao existem hipersuperficies M? de R* com curvatura escalar nula,

completas, estaveis, com crescimento de volume polinomial e tais que:

(=K)
3

>c>0

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

TEOREMA B: Nio existem gréficos inteiros M3 de R* com curvatura escalar nula e
tais que:

(_K)>c>0
H3 —

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

TEOREMA C: Seja M? uma hipersuperficie completa e estavel de R*, com curvatura

escalar nula. Se a segunda forma fundamental da imersao é limitada e existe uma cons-

(—K)
I3

0 < b <1, by >0 e para qualquer funcao suave h : M — R satisfazendo:

tante ¢ > 0 tal que > ¢ > 0 em todo ponto, entao, para quaisquer constantes

h(p) > inf {Mf)(—;”,bzp(p)é} ,6 >0,
o tubo T'(m, h) ndo é mergulhado. Aqui, p(p) denota a distancia intrinseca em M de p a
um ponto fixo pg € M.

Foi visto ao longo de suas apresentagoes que esses teoremas sao adaptacoes
para o caso da curvatura escalar de resultados anteriores feitos para o cenario da curvatura
média, como é o caso do trabalho de Nelli e Soret em 2007 em relagao ao TEOREMA
C.

Para dar maior completude a este trabalho, foram apresentados ao longo dos

capitulos resultados generalizados para posterior particularizagao exigida nas hipdteses
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dos Teoremas A, B e C. Além disso, esta dissertacao apresentou um exemplo relacionado
ao Teorema A que aparece em estudos sobre a Teoria da Relatividade e ainda conta com
um apéndice dedicado a apresentacao de resultados semelhantes aos que sao mostrados
nos Teoremas A, B e C, mas dessa vez ambientados na esfera de dimensao 4: S*, o que

garante a possibilidade dessa linha de pesquisa se desenvolver para o espaco hiperbédlico

de dimenséao 4: H*.
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APENDICE A - CALCULO DO INTERVALO DA CONDICAO DE CURVATURA

Iremos agora provar o seguinte fato enunciado na Introdugao:
Seja x : M? — R* uma imersao isométrica com curvatura escalar nula. Se H
e K denotam a curvatura média (ndo-normalizada) e a curvatura de Gauss-Kronecker,

respectivamente, entao:
—-K 4
0< — < —,
3 =27

para todo ponto em M.

Demonstragao: Seja (A, Ay, A\3) = tw, com t # 0 e w € S%. Teremos entao

Al A2 A
w = (71, 72, 73> e lembrando que:

R - )\1)\2 + )\1)\3 + )\2)\3

H=M4+ X+ X\s
K = X2 As,

segue-se que:

t
H(tw) = H(A, Ao, A3) = A+ Ao+ A3 = E()‘l + Ao+ A3) = tH(w);

t2

R(tW) = R()\l, )\2, )\3) = )\1)\2 + )\1/\3 —|— /\2)\3 = t—2(>\1)\2 + )\1/\3 + A2>\3) = tQR(w),

t3
K(tW) = K()\l, )\2, )\3) = )\1)\2/\3 = t—g(/\l)\g)\g) = t3K(w)
Ou seja, H, R e K sao fun¢oes homogeéneas de grau 1, 2 e 3, de forma

respectiva. Assim:

 K(tw)  tKw) Kw) K
T H3(tw) BH3w) H3(w) )

()
Logo, os valores de % dependem apenas de seus valores na esfera S?. Uma
vez que N := {(\;, Xo, A3) € R3; R = 0} é fechado e S? é compacto, teremos entdao que
N, = NNS? é compacto.
Assim: % : N, — R é uma funcao continua definida num compacto e, pelo
Teorema de Weierstrass, admite maximo e minimo.

Observe que o limite inferior 0 que desejamos pode ser obtido através da
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Figura 5 — Representacao do dominio N, de ;I—[g sobre S?,
considerando o quociente como uma funcao algébrica de seus
autovalores. Este dominio se trata da interseccao do plano

A+ Ao+ A3 =1 com S?. A hipdtese suprime apenas trés pequenas
vizinhangas em torno dos eixos coordenados.

1
desigualdade HK < §R2, a qual verificamos no Capitulo 3. Com efeito, sendo R =0 e

K # 0, temos os seguintes casos:

Caso 1: E escolhida uma orientacao para M tal que H > 0. Nesse caso, teremos que
K <0.

Caso 2: E escolhida uma orientacao para M tal que H < 0. Assim, teremos K > 0.

. K . .
Assim, em ambos os casos, teremos: I < 0, isto é, independente da escolha

3

Verifiquemos agora, através do método dos multiplicadores de Lagrange, que:
K 4

< —.
H3 — 27 ] ) )
Consideremos o seguinte sistema:

K K
da orientacao de M, i sera sempre um valor negativo. Portanto: ——= > 0.
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;

J(AL, A2, A3) = At Aads

g(A1, A2, A3) = AL+ Ao + A3

h( A1, Ao, Ag) = AT+ A2+ A2 . (121)
M+ A+ A3=1

| AT+ A =1

Temos que: V (A1, A2, A3) = (A2A3, AtA3, AtAg), Vg(A, A, A3) = (1,1,1) e
Vh(>\17 >\27 >\3) = 2<)\17 )\27 )\3)

Assim, pelo método dos multiplicadores de Lagrange, segue-se que:
V(A1 A2, Az) = aVg(Ar, Az, Az) + BVA(A1, A2, A3).
Assim:

(ads = a + 28\ (a)
Mg = o+ 262 (b)
Mo = a + 26X ()
Moot A =1 (d)
MN+A+ A =1(e)
MAs 4 Mg+ Aokg = 0 (£) -

: (122)

\

Observe que a equagao de restri¢ao (f) no sistema (122) é obtida quando se
eleva ambos os membros da equagao (d) ao quadrado e em seguida se utiliza nos
célculos a equacao (e).

Somando-se as igualdades (a), (b) e (c) no sistema (122), obtemos
0 = 3a + 25, o que nos fornece por sua vez: 23 = —3a.

Multiplicando-se as igualdades (a), (b), (¢) no mesmo sistema por Aj, Ay €
A3, respectivamente e substituindo em cada uma delas a igualdade que nos fornece 3 em

funcao de «, obtemos o seguinte sistema:

)\1)\2)\3 = )\1@ - 30[)\% (a’)
)\1)\2)\3 = )\20& — 3@)\% (b’) (123)
)\1)\2)\3 = )\3@ — 304)\% (C’)

Somando-se (a’), (b") e (¢’) de (123) e usando as equagoes (d) e (e) do
sistema (122), obtemos Aj A3 = —Ta' Tal igualdade nos garante que « # 0, pois
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K = M\XA3 # 0, e assim \; # 0, para todo i € {1,2,3}. Com isso, (123) se torna:

—2= ) 30 (a7)

2 =), -3\ (b") (124)
—2 = X\3—3A} (V)
Usando-se Bhdskara, obtemos as seguintes rafzes para (a”), (b”) e (¢7): Ft e
2. Assim, os pontos que satisfazem as equagoes de restri¢ao sao: (—3,2,2), (3,—3,2) e
(55 —3)-
Assim, para tais pontos, teremos que K = —%%% = —2%.

Portanto: 0 < —— < — . como queriamos.

H® — 27
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APENDICE B - SOBRE HIPERSUPERFICIES ESTAVEIS NA ESFERA DE DIMENSAO 4

O objetivo deste apéndice é apresentar resultados semelhantes aos que foram
demonstrados no Capitulo 6, s6 que ambientados em outro espago-forma de dimensao 4:
a esfera S*.

Assim, o caminho natural desta linha de pesquisa serd desenvolver resultados
semelhantes que tenham como espaco-forma ambiente o espaco hiperbélico de dimensao
4: H*.

Consideraremos aqui z : M? — S* imersao isométrica de M? variedade
riemanniana completa em S*, com curvatura escalar nula.

Além disso, é escolhido um campo unitario normal a M e o operador forma
A associado a segunda forma fundamental de M ¢ definido como A : T,M — T,M, para
todo p € M, de modo que (A(X),Y) = —(VxN,Y), onde V é conexao riemanniana em
S*. Considere ainda A, A2, A3 os autovalores de A.

O principal motivo destes resultados nao terem sido apresentados no
Capitulo 6 em companhia dos Teoremas A B, C, deve-se ao fato de que, ao longo de
todo o texto da dissertacao até o momento, consideramos a curvatura média H em sua
forma nao-normalizada enquanto que os resultados deste apéndice dependerao de sua

forma normalizada, isto é, a partir de agora:
A1+ A2+ A3 ﬁ
3 3

Tal consideracao é feita pois aqui serda utilizada a nocao de r-ésima curvatura

H =

média da imersao z, a qual é denotada por H, e consiste em:

Sy

Hr =
C3

onde S, sao os polinomios simétricos elementares ja apresentados no Capitulo 3 e C§ € a
combinagao de 3, r a r, com r € {1,2,3}.

Assim, temos que H; = H é curvatura média que ja conhecemos, K = H3 é a
curvatura de Gauss-Kronecker e H, esté relacionada a curvatura escalar. Dizemos ainda
que a hipersuperficie M ¢ r-minima quando H,,; = 0.

Ou seja, o tipo de hipersuperficies que trabalhamos até o Capitulo 6 sao
1l-minimas.

Neste apéndice, dizemos que uma variedade riemanniana M?, completa,
possui crescimento de volume polinomial se existe o € (0, 3] tal que:
lim M < 00,

T—00 ro

para todo p € M e sendo B,.(p) a bola geodésica centrada em p de raio r em M.
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Vimos ainda no Capitulo 4 que a Segunda Forma da Variagao nos fornece:
A7(0) (r+1) / fIL + (S1Sr41 — (r +2)Spp0) f +c(n —1)S, fldM.  (125)

Dessa forma, sendo 7 = 1, n = 3 e ¢ = 1 (pois agora o espago ambiente é S*),
e lembrando que, no caso de M? ser estdvel, devemos ter por definicao A” > 0, segue-se

que:
AL (0 / fLy(f)dM +/ [(S1S5 — 3S3) f* + 25, f4]dM < 0. (126)

Lembrando-se da seguinte igualdade verificada na Proposicao 3.6, item 2:

| suinav == [ 919 nam

teremos que (126) se torna:

/ (S155 — 355 + 281 f2AM < / (PV Y f)dM, (127)

para cada f € D(M) com suporte compacto.

Assim, temos que (127) serd, no cenério deste apéndice, o que chamaremos
de Desigualdade de Estabilidade.

Este apéndice foi baseado no trabalho de Zhu e Fang em [2016 .

TEOREMA B.1: Nao existe hipersuperficie M3 — S* completa, estavel, com Hy = 0,

nao-compacta, crescimento de volume polinomial e tal que a curvatura média H satisfaz:

(3]s

onde d; e 05 sao constantes positivas quaisquer.

|H|§(51€

Demonstracao: Suponha que exista uma hipersuperficie nao-compacta, completa,
estavel satisfazendo as condi¢oes enunciadas no TEOREMA B.1.

Por tais condigoes, temos H # 0. Logo: S; = 3H # 0. Dessa forma, escolha
uma orientacao para M tal que S; = 3H > 0.

Verificamos no Capitulo 3 que 25,53 < S3.

Assim: S3 < 0.

Sabendo-se que P; é positivo-definido e usando a hipotese de 1-minimalidade

da hipersuperficie M na Desigualdade de Estabilidade do cenario desse apéndice,



obtemos:

/M(251 — 385)f2dM < /

M

para cada f € D(M) com suporte compacto.

(P(Vf), V[)dM,

122

(128)

Fazendo f = Sy em (128), onde ¢ é uma constante positiva e ¢ € D(M)

com suporte compacto, obtemos pela Regra da Cadeia:

Vf=qSi VS, + SiVe.

Dessa forma:

(P (gS{ "oV S + S{V),qST oV S, + SiV)
= (gSI'pPI(VS)) + S{P (V) ST oV S + S{V)
(gST P (VSy), ¢ST oV S)) + (¢S P (VS)), SIV )

H(SIP(V), gST ' oV S)) 4 (STP, (V) SIVe)

+qS2!

por P; ser auto-adjunto —

92512q72902<P1(VS1)> eV Sy) + 61512q71€0<P1(V51)7 V)

p(PL(V), VS1) + STUPI(Ve), Vi)

25222 (P(VSy), oV S1) + 2¢S2 7 (P (VSy), Vi)
+S7U(P(Vp), V).

(129)

Sendo P; positivo-definido, segue-se que a segunda parcela de (129) se torna:

2¢S;" (P (VS)), Vo)

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz —

22
pela desigualdade xy < 5 N —

2

Portanto:

2¢S;7 (P (¢VS1), S1Vep)
2872 (V/ Pi(pV S1), VP (S1V))

2451 2V PV S|V P (S Vo) |

24512 (IVPL(eVS)I? + IVP(S1Ve)|1?)
1

2

aS7 2 (I PV S|P + IV PI(S V) )
4S; (VP (oY ), VPi(9V Sh))

+4ST 2V Pi(S1V), V/Pi(S1V))
g P9V Sh), gV S1)
+¢S272(Py(5,V ), S1V ).

2¢S2 T (P (VSy), V) = ¢S2 203 (P (VS), VS1) + ¢S272(Py(S1V ), S1 V). (130)
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Assim, usando-se o fato ja apresentado na Observacao 5.1 de que:
(PL(X), X) <25|X]%,

substituindo (130) em (129) e, por sua vez, substituindo (129) na Desigualdade de
Estabilidade (128), obtemos:

/ (25 — 355)S2p%dM < (¢* +q) / S22 Py (VSy), VS, )dM
M M

(140 / S2(Py(Vig), ViphdM

IN

2<q2+q>/ S22V, [PdM
M

+2(1 +q)/ SYH V| 2dM. (131)
M

342¢q .
Fazendo ¢ =172 | teremos o seguinte:

3+2qwﬂ

Vo = 5 2 V.

E assim:

(3 +2¢)*

Vol? =
IVl 1

YIHVY)R (132)
Combinando (132) e (131), segue-se que:

/ (25) — 355)S71p%dM < 2(¢* +q) / SY 2|V Sy [PdM
M M

L CI)(23 +2¢)?

/ SPtLyH2 |7y 2dM.  (133)
M

Usando-se a desigualdade de Young, teremos:

|V1/1|2>

512q+1w1+2q|vw’2 — (5qu+lwl+2q)< ﬁ

3+2q)

1+ 2q %834—2(11/]3-%2‘1 4+

\V4 3+2q
-~ 342 ! 3—|—2q Vel

onde [ é uma constante positiva.
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Substituindo-se em (133), obtemos:

/ (25) — 385) P2 dM < 2(¢® + q) / SP Ly S, |2dM
M M

+(1+Q)(3+2Q)/ [1+2q5%53+2q¢3+2q} dM
2 M
1 2 3+2q
+< +Q)é3+ Q)/ [QB—%lvw%m} dM. (134)
M

Observe agora que:

MG IRRUGRICY)

pela Regra da Cadeia —» = —%VSl, —%VSl
S Si
1
- —4 <V51, V51> .
St

E dessa forma:

2
_ o3+2q,,342
=57

2
2q—1 ;342 2 2q—1 ;342 4

"(s) “(s)

Usando-se essa igualdade na primeira parcela do membro direito de (134) e

realizando-se as devidas manipulacoes, obtemos:

/ C1S3H2ay3+2aq )N < O, / |V P2 M, (135)
M M
onde:
2 39 NP (14 q)(3+2¢)(1+2¢)877
¢, = 25 AP+ q) |V (= )| - d vr 136
=g e (g) ; (136)
e
Cy=(1+q)B3+29)8 =" >0. (137)
Verifiquemos agora que C} > 0.
1
Uma vez que |H| < §; e |V <E) ‘ < 95 por hipdtese, temos entao que:
S




125

2

-G
- (7(5)7(5))

3 3

- o((5) v ()

2

Logo:

1 1 1 P
— == — | < = 1
‘V(Sl)’ 3‘V(H)‘_3 .t
Usando (138) e (139) em (136), temos:

2 3% 2AC+a)%  (L+q)B+29)(1 250

> =
=957 S 9 2

Dessa forma, tomando g e § suficientemente pequenos tais que:

2 2(*+q)05 (1+q¢)B+290+ 2q) B2

952 9 2

> 0,

e usando o fato que —% >0, pois K =53 <0eS; >0, obtemos C; > 0, como
1
queriamos.

Agora, considerando v : M3 — R definida por:

1, sepe B,
2r —

Y(p(p)) = +(m, sep€ By \ B (140)
0, sep € M\ By,

onde p(p) = p(p,po) ¢ a fungao distancia de M (mesma fungao de suporte compacto
usada na demonstragdo do TEOREMA A), obtemos:
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/ Cl Si’>+2qu — / Cl Sf+2q¢3+2qu
B, r

< Gy [ |VYPrdn

B,

< (G / [V r2adM
BQT\BT

1
< C! dM
~ Q/BQT\BT r3+2q

vol(Ba,)
r3+2¢

< Gy (141)

Observando que M possui, por hipotese, crescimento de volume polinomial e
fazendo r — oo, de forma andloga ao que foi feito na demonstracao do TEOREMA A,
obtemos S; = 0, contradizendo o fato de que S; # 0, o qual foi verificado no inicio desta

demonstracao.

TEOREMA B.2: Nao existe hipersuperficie M3 em S* estdvel, completa, com Hy = 0,

nao-compacta, crescimento de volume polinomial e tal que:

1
()] =

onde d; e 05 sao constantes positivas quaisquer, onde H e K sao as curvaturas média e

o0

de Gauss-Kronecker, respectivamente.

Demonstracao: Suponha que exista uma hipersuperficie nao-compacta, completa e
estavel satisfazendo as condicoes do TEOREMA B.2.

Utilizando-se mais uma vez a desigualdade (135) obtida na demonstragao
anterior, precisamos verificar que, nas condicoes do TEOREMA B.2, (] continuard
sendo positivo.

Para isso, observe que:

(142)

(-2 ()<

onde (143) ¢é obtida pelos mesmos célculos que nos forneceram (139).



127

Assim, a igualdade (136) que nos fornece C) se torna:

2 0 2P +aq)dy  (a+q)(3+20)(1+2)81
Cy > e T _ .

(144)

Escolhendo ¢ e 8 suficientemente pequenos de modo que:

o 2(¢*+ag)d  (a+q)(3+2¢)(1+ 2q) 8152 0
9 3 2a

e observando que slf > 0, obtemos C; > 0, como queriamos. Assim, utilizando-se a

mesmo fun¢ao com suporte compacto ¢, definida em (140) e repetindo os célculos que
nos forneceram (141), obtemos, tomando r — oo e usando a hipdtese de que M possui
crescimento de volume polinomial, que S; = 0, quando sabemos que S; # 0, o que nos

dé a contradicao que garante o resultado.
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