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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo exibir a solucao de Max Dehn para o terceiro
problema de Hilbert, que é o seguinte questionamento “existem duas figuras no espaco
que nao sao equivalentes por disseccao e tém o mesmo volume?”. Figuras equivalentes
por dissecgao também sao chamadas de equidecompostas. O trabalho é dividido em trés
capitulos: No primeiro é feita uma breve introducao sobre unidades de medida tanto de
comprimentos como de areas e em seguida é construida uma funcao que mede a parte do
plano ocupada por uma figura, esta funcao é denominada de funcao area. No segundo
capitulo sao estudados os poligonos equivalentes por disseccao, isto é, aqueles que podem
ser formados um a partir do outro dividindo-se um deles em um ntimero finito de partes
que nao se sobreponham e que, quando reposicionadas no plano de modo a também nao
se sobreporem, essas partes formem o outro poligono. E feita ainda a demonstracao do
teorema de Bolyai-Gerwien, que estabelece a area de uma figura plana como invariante
para a equivaléncia por dissecgao. No terceiro capitulo, trataremos da equivaléncia por
disseccao no espago, com uma abordagem sobre a Proposicao 5 do livro XII de “Os
Elementos” de Euclides e sobre o terceiro problema de Hilbert, exibindo a solugao de
Max Dehn para esse problema. Uma caracteristica importante na demonstracao de Max
Dehn é o uso de elementos de um grupo abeliano como invariantes para a equivaléncia
por disseccao. Uma consequéncia do Teorema de Dehn é que o principio da exaustao é

necessario no estudo do volume de piramides.

Palavras-chaves: Area. Volume. Problemas de Hilbert. Invariantes. Grupos abelia-

nos.



ABSTRACT

This paper aims to show the solution given by Max Dehn to the third Hilbert’s problem,
which is the following question “there are two figures in space that are not equivalent
by dissection and have the same volume?”. The work is divided into three chapters: in
the first presents a brief introduction on units of measure both lengths and areas. A
function is constructed which measures the part of the plane occupied by a figure, it is
called area function. The second chapter is devoted to the study of polygons that are
equivalent by dissection, i.e., polygons that may be constructed splitting one of then in
smaller parts that do not overlap and, when placed together in another position, form
the other polygon. It also a proof of the Bolyai-Gerwien theorem which establishing
the area as an invariant for equivalence by dissection. The third chapter deals with
equivalence by dissection in space, with a discussion of Proposition 5 of Book XII of
“The Elements” of Euclid and the third problem of Hilbert, and the solution given by
Max Dehn to the Hibert’s third problem is presented. One important feature of Max
Dehn proof is the use of elements of an abelian group as invariants to equivalence by
dissection. A consequence of Dehn’s theorem is that the principle of exhaustion is ne-

cessary in the study the volume of pyramids.

Key-words: Area. Volume. Hilbert’s problem. Invariants. Abelian groups.
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1 Introducao

Na realizagao do IT Congresso Internacional de Matematicos no ano de 1900 na ci-
dade de Paris na franca o matematico David Hilbert deixou para que fosse divulgado
e estudados uma série de 23 problamas até entao insoliveis, objetivando que esta pro-
pagacao fizesse com que outros matematicos de diferentes partes do mundo buscassem

solucioné-los.

Nesta série de problemas o terceiro pergunta se ”existem duas figuras no espaco que
nao sao equivalentes por dissec¢ao e tém o mesmo volume?”e foi o primeiro a ser soluci-
onado. O matemadtico que conseguiu esta proesa foi jovem Max Dehm o qual havia sido
aluno de David Hilbert.

Este trabalho é dedicado ao estudo da solucao encontrada por Max Dehm. E com
esta pesquisa realizamos um estudo sobre a exiséncia e unicidade da funcao area, sobre
poligonos equivalentes por disseccao fazendo uso do teorema de Bolyai-Gerwien e por
fim estudamos a equivaléncia por disseccao dos poliedros por meio das invariantes de
Dehm e o teorema do mesmo matematico os quais sao necessarios para a demonstragao

do terceiro problema de Hilbert.
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2 Funcao area

2.1 Comprimento

Comecaremos fixando um segmento de reta u, que chamaremos de segmento unitario

ou unidade de comprimento, e por definigao o comprimento de u serd 1.

Assim a medida do segmento de reta AB sera expressa por AB e indicard quantas
vezes a unidade de comprimento cabe em AB. Desse modo todos os segmentos de reta
congruentes a u terao unidade de comprimento 1 e se um segmento de reta AB contém

um ponto C', tal que AC é congruente a C'B e esses sao congruentes ao segmento unitario

1, entao o segmento AB terd comprimento 2, ou seja, AB = AC' + CB = 2.

De modo geral, se o segmento AB contiver exatamente n — 1 pontos entre A e B de
tal modo que AA;, A1A,, ..., A,_1B, sejam todos congruentes ao segmento unitario u ,
entao AB = AAl + AlAQ + A2A3 + ...+ Anle e E = n.

E possivel observar as situacgoes descritas acima na figura 1.1, abaixo.

Figura 1: segmento unitario u e segmento AB de comprimento n

Com este modo de medir comprimento s6 é possivel mensurar segmentos de reta
cujo comprimento ¢ um nimero inteiro. Ja para medir um segmento que nao é possivel

medir com um nimero inteiro devemos usar os submultiplos de wu.

Para definirmos um submuiltiplo de u vamos supor que AB nao contenha u um
numero inteiro de vezes mas que exista um segmento menor v de modo que v esteja
contido n vezes em u e m vezes em AB com m e n inteiros. Tal segmento v assim
definido é um submiltiplo de u. Como v esta contido n vezes em u dizemos que v tem

comprimento &, e que AB = 2.

13



Quando isto acontece, ou seja, v esta contido um ntmero inteiro m de vezes no seg-
mento AB e um numero inteiro n de vezes em u, dizemos que AB e u 820 comensuraveis
m

e que o comprimento dos segmentos AB e v sao os numeros racionais 7 e %, respecti-

vamente.

Durante muito tempo acreditavam que so existiam segmentos comensuraveis. Foi
entao que os pitagoricos descobriram um par de segmentos incomensuraveis, isto é,
que existem dois segmentos que nao possuem submiltiplos comum, contrariando até
mesmo suas proprias crencas. Esta descoberta na época causou grandes impactos na
matematica trazendo avangos mas também muitas desconfiangas ao ponto de provocar

a primeira grande crise entre os matematicos da época.

O caso de incomensurabilidade que os pitagéricos mostraram é o do lado e da dia-
gonal de um quadrado. Pois se caso fossem comensuraveis tomando o lado do quadrado
como unidade obteriamos pelo teorema de Pitagoras um nimero racional para a diago-

nal, o que nao é possivel. Vejamos:

Figura 2: quadrado unitério

P\2 __ 12 2
(B =1°+1°

ou seja,



Daf resulta que p? = 2¢?, com p e ¢ inteiros. O que é um absurdo pois os inteiros p?
e ¢* tém cada um, os seus fatores primos um nimero par de vezes, pois estao elevados
ao quadrado. Por conseguinte, 2¢? contém um ntmero fmpar de fatores igual a 2, e
assim nao pode ser igual a p?>. O que nos leva a concluir que o lado e a diagonal de um

quadrado, sao incomensuraveis, como mostra figura 1.2 e a demonstracao acima.

Se o lado do quadrado é unitdrio e a sua diagonal é incomensuravel com o mesmo

entao a medida dessa diagonal serd por definicao, um nimero irracional.

Nesse caso como entao definir a medida de um comprimento que é incomensuravel
com a unidade u, ou seja, como medir um segmento cuja medida é um nimero irracional?
Todo nimero racional pode ser expresso por uma fracao 1507 com p e ¢ inteiros. Se
desenvolvermos um ntmero racional em fracao decimal pode ocorrer uma fracao de-

cimal finita do tipo = = 0,3125 ou uma fracao decimal infinita e periédica do tipo

16
5= 0,83333... .

Podemos, assim identificar um niimero irracional como aqueles cuja forma decimal
nao seja finito nem periédico. Para conhecer um niimero irracional basta identificar os
racionais menores e os racionais maiores. Ou seja, suas aproximacgoes por falta e por

€XCesso.

Sabendo que um segmento AB ¢é incomensuravel com a unidade, para medi-lo, deve-
mos encontrar seus valores aproximados por falta e por excesso. Seja dado um niimero
inteiro positivo n, dividimos o segmento unitario u em n partes iguais a % Seja v uma
dessas partes. Existe um inteiro positivo m em que AB contém m segmentos congruen-
tes a v e ainda sobra alguma coisa, mais nao chega a conter m + 1 desses segmentos, de

acordo com a figura 1.3 a seguir. Se isso ocorrer temos:

m < AB < ™t
n n
Assim 7 é uma aproximagao por falta para o comprimento de AB, enquanto que
m+1
n

mos o teorema de Thales como um exemplo de incomensurabilidade.

¢ uma aproximacao por excesso, aproximacoes essas com erro menor que +. Veja-
n

15
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Figura 3: segmento AB incomensuravel com o submultiplo w

Teorema 1 Sejam r, s e t retas paralelas. FEscolhemos A, A" € r, B, B' € s, ¢
C, C"et, de modo que A, Be C e A, B e (" sejam dois ternos de pontos colineares.
Entao

AB AB
BC BC"
Demonstracao: Observando a figura 1.4, se fossem AB = BC terfamos, pelo

teorema da base média do trapézio A’B’ = B'C". Assim,

A'B’

=1.

1=

S

B'c’

!

Figura 4: teorema de Thales

AB

Suponhamos, agora, que VT seja um numero racional, 3 como na figura. Dividamos
o segmento BC' em 3 partes todas iguais a AB, obtendo os pontos X e Y em u de tal

modo que

AB=BX =XY =YC

Se tracarmos por X e Y retas paralelas as retas r, s et que intersectem v’ em X’ e Y/,
respectivamente, entao mais algumas aplicacoes do teorema da base média para trapézio

garantem que

16



AB =BX' =X'Y'=Y'C"

e, dai
AB 1 AB 1
_ = = = = = —.
BC 3 B'C" 3
. . AB  m N
Prosseguindo dessa maneira suponhamos que fosse VT, = — com m,n € N. Entao
n

com raciocinio andlogo, dividindo AB em m e BC' em n partes iguais teriamos

= — :> j—
BC n B'C’

E assim sempre que os segmentos forem numeros racionais a relacao abaixo serd

AB m A'B m
.

valida:
AB A'B
BC BC"
. AB ) ) ) ,
Faremos agora uma demonstracao para ﬁ = x, com x irracional, ou seja, = ¢é

incomensuravel com a unidade. Escolha uma sequencia (a,),>¢ de racionais positivos,

tal que

1
r<a, <x+ —
n

para todo n € N. Em seguida marque o ponto C,, € u tal que
AB
BC,

Q.

Seja t,, uma paralela as retas r, s e t tragada por C,, e C! o ponto onde ¢, intersecta

u’. Como a, € Q, um argumento andlogo ao anterior garante que

A'B’
— = a,.
B'C!
Desta forma temos que
A'B’ 1
T < <TH+—=r< =<2+ —
BC, n B'Cl, n

que podem ser reescritas da maneira abaixo,

AB AB AB 1 AB AB AB 1

< < + - = < < +
BC BC, BC n BC BC, BC n

17



Figura 5: teorema de Thales, caso irracional

As desigualdades acima garante que, a medida que n cresce, os pontos C,, aproximam-

se mais e mais do ponto C'. Como t,, é paralela a t, segue que os pontos C/, aproximam-se

A'B’ A B
mais e mais de C’ e assim a razao B’—C’ aproxima-se mais e mais da razao o Este
n
fato serda denotado por
A'B’ A'B’
Vile — el quando n — +00.
n

Também devido as desigualdades acima e usando notagao analoga a anterior podemos

inferir que

A'B’ AB
— quando n —» +00.
B'C! BC

Como uma sequéncia de niimeros reais nao pode aproximar-se simultaneamente de
dois reais distintos quando n — 400, concluimos que
AB A'DB
BC  BC

Observacao 2 O ultimo argumento usado na demonstracao do Teorema de Thales, a
saber, que uma sequéncia de numeros nao pode se aproximar simultaneamente de dois
numeros reais distintos, € a esséncia do método conhecido como principio da exaustao
de Eudoxo, que aparece no livro V dos Elementos de Euclides e foi ferramenta poderosa

nas maos de Arquimedes.

18



2.2 Area

Agora vamos tratar de medir a regiao do plano ocupada por uma figura plana F|,
para isso vamos comparar F com uma medida padrao, a unidade de area. O que obte-
remos com essa comparacao € um numero que representa quantas vezes essa porgao F

do plano contém a unidade de area.

Antes vamos primeiro conhecer a definicao de poligonos congruentes: dizemos que
dois poligonos sao congruentes se for possivel mover um deles no espago, sem deformé-lo,

até fazeé-lo coincidir com o outro.

Na educacao basica aprendemos que se pode associar cada poligono P a um nimero
real nao negativo, que representa a area de P e que essa associacao tem as seguintes

propriedades:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais.
2. A unidade de area sera o quadrado () de lado unitario, e a area de () é igual a 1.

3. Se P é um poligono que pode ser decomposto em n poligonos menores Py, P, ..., P,
tais que dois quaisquer deles tenham em comum no maximo alguns lados, entao a

area de P é igual a soma das areas dos P;.

A area de uma figura plana qualquer F' pode ser determinada como o supremo das
areas de todos os poligonos contidos em F' ou como o infimo das dreas de todos os
poligonos que contém F'. Podemos interpretar essa situagao do seguinte modo: a area
de cada poligono contido em F' é uma aproximacao da area de F' por falta, enquanto a

area de cada poligono que contém F' é uma aproximagao da area de F' por excesso.
A drea a(F') de uma figura plana F' aproximada por falta representa a area de um

poligono P contido em F'| ja a drea a(F') aproximada por excesso é dada pela édrea de

um poligono ) que contém F', ou seja,

a(P) < a(F) < a(Q).

19



A figura 1.6 esta representando a situacao descrita acima.

Figura 6: aproximacao da area de F' por falta e por excesso

Para determinar a area de figuras planas, é suficiente trabalharmos com poligonos
retangulares contidos na regiao plana F' da qual desejamos calcular a area, isto é, nos
limitaremos apenas a valores aproximados por falta de a(F') por poligonos de um tipo

particular, formados por retangulos, como mostra a figura 1.7.

Portanto definiremos a area da figura plana F' como o nimero real nao negativo

aproximado por falta pelas areas dos poligonos retangulares contidos em F'.

Por esta definicao conclui-se que para todo poligono P contido em F' tem-se:

a(P) < a(F).

Adotaremos a definicao dada acima para area de uma figura plana F', mas poderiamos
também ter definido a area de uma figura plana como o nimero real nao negativo
aproximado por excesso pelas areas dos poligonos retangulares contendo F'. Neste caso,

teriamos
a(F) < a(Q).

A discussao acima mostra que, se pudermos calcular a area de poligonos, podemos
também calcular a area de qualquer figura plana que ocupe uma porcao finita do plano.

A sistematizagao dessas ideias consiste na teoria da medida e integracao.

20



Figura 7: area de P menor que de F

Formalizando as propriedades de area dadas acima, podemos associar o espago que
cada poligono ocupa no plano a um nimero real nao negativo. Para isso definiremos uma
funcao que associa cada poligono com o espaco que ocupa no plano e denominaremos

de funcao area para poligonos.

Definicao 1 Seja I o conjunto de todas os poligonos planos, a funcdo a : K — R,

chama-se funcao drea se tem as sequintes propriedades:

1. (Positividade) Para todo poligono K, a(K) > 0.

2. (Invariancia) Se duas figuras poligonais Ki e Ko sao congruentes, entao a(Ky) =
G(KQ).

3. (Normalizag¢ao) Se a figura poligonal K é o quadrado de lado unitdrio, entao
a(K) =1.

4. (Aditividade) Se a figura poligonal K for decomposta em n figuras poligonais me-
nores K1, Ky, ..., K, entio, a(K) = a(K1y) + a(K3) + ... + a(K,).

Na proxima secao iremos mostrar que uma fungao com as propriedades acima existe

e é unica.

2.3 Existéncia e Unicidade da funcao area

No final da secao anterior destacamos quatro propriedades que definem uma funcao

que associa a cada poligono plano nao degenerado K um nimero real positivo a(K). A

21



seguir, iremos responder as seguintes perguntas:

Pergunta 1: uma funcao satisfazendo as condigoes da definicao 1 existe?

Pergunta 2: Se uma tal funcao existe, ela é tnica? De modo mais preciso, dadas
duas fungbes a e b satisfazendo as condigoes da defini¢ao 1, a(K) = b(K) para qualquer

poligono plano nao degenerado K7

A primeira vista, os dois questionamentos acima nao parecem ser de grande im-
portancia. Afinal, um leitor incauto podera pensar, se todo poligono pode ser dividido
em triangulos e se a area de um triangulo pode ser calculada como metade do compri-
mento da base vezes o comprimento da altura, entao é claro que existe uma fungao areal!
O problema com esse raciocinio é que a féormula para a drea do triangulo nao pode ser
imposta axiomaticamente. De inicio, nao podemos sequer admitir que a area de um
retangulo seja igual ao comprimento da sua base multiplicado pelo comprimento de sua
altura. Tudo isso tem que ser deduzido a partir da existéncia de uma funcdao como na

definicao 1.

Outro problema é que, mesmo de posse de uma férmula para a drea do triangulo,
como cada triangulo tem trés bases e trés alturas correspondentes, devemos mostrar
que a area nao depende da escolha de um dos lados do triangulo para ser a base. Mais
ainda, admitindo que todo poligono pode ser triangulado, isto é, pode ser decomposto
em poligonos menores de modo que cada um deles seja um triangulo, em geral, um
poligono pode ser dividido em triangulos de varias maneiras. O que nos permite con-

cluir que a area do poligono nao vai depender de uma triangulacao particular deste?

Vamos comecar tratando do problema da unicidade, isto é, vamos mostrar que, se
uma func¢ao a tem as propriedades enunciadas na definicao 1, entao ela € unica. Isso

equivale a responder a Pergunta 2.

Primeiramente, vamos supor que existam duas funcgoes a e b com as propriedades
dadas na defini¢ao 1. Suponhamos que, para cada triangulo T', a(T) = b(T'). Seja K um
poligono plano, e seja K = T1U- - -UT,, uma triangulacao de K, isto é, uma decomposigao

de K como uniao de triangulos, sem justaposicao, ou seja, tal que a intersecao entre dois
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triangulos quaisquer seja no maximo um lado comum desses triangulos. Pela aditividade,
a(K) = a(Ty) + -+ a(T,) = b(T1) + - - + b(T5,) = b(K).

Assim, se a e b coincidem para triangulos, devem coincidir também para poligonos pla-

nos nao degenerados quaisquer.

Suponha, agora, que a(R) = b(R) para todo retangulo R. E possivel decompor um
triangulo qualquer 7" em trés partes 7' = 17 U T, U T35 de modo que essas trés partes
podem ser rearranjadas no plano para formar um retangulo R (veja a figura 2.3). Esse
processo sera estudado com mais detalhe no capitulo 2. Por enquanto, é suficiente saber
que essa decomposicao é possivel. Usando as propriedades de invariancia e aditividade,

da definicao 1, vemos que
a(T) = a(Ty) + a(T3) + a(T3) = a(R) = b(R) = b(11) + b(T) + b(T3) = b(T).

Dessa forma, se a e b coincidem em retangulos, devem coincidir em triangulos e, pela
argumentacao anterior, devem coincidir em quaisquer poligonos planos nao degenera-
dos. Portanto, é suficiente mostrar que, dadas duas fungoes a e b, com as propriedades

elencadas na definigao 1, para qualquer retangulo R, a(R) = b(R).

Seja, pois, R = R(x,y) um retangulo de comprimento x e largura y. Vamos mostrar,
usando apenas as propriedades da fungao area, que a(R(z,y)) = xy, como esperado. Se
b for outra funcao drea, entao b(R(x,y)) = zy, logo a(R(z,y)) = xy = b(R(x,y)), isto

é, a e b coincidem em retangulos.

Pela invariancia da fungao area, a(R(z,y)) depende apenas de x e de y, uma vez
que dois retangulos com mesmo comprimento e mesma largura sao congruentes. Assim,
podemos escrever a(R(z,y)) = f(z,y). Como R(x,y) e R(y,x) sdo congruentes, nova-

mente pela invariancia, f(z,y) = a(R(z,y)) = a(R(y,x)) = f(y,x).

A propriedade de normalizagao da drea nos diz que f(1,1) = a(R(1,1)) = 1. Fi-
nalmente, se = x; + x9, podemos considerar o retangulo R(z,y) decomposto como a

uniao dos retangulos R(x1,y) e R(z2,y). Pela aditividade da fungao érea, temos:

f(l'l + mQay) = f(x,y) = CL(R(:L’,y)) = a(R($1ay) U R(I%y)) =
= a(R(z1,y)) + a(R(z2,y)) = f(z1,9) + f(22,9).
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O que expomos acima mostra que a fungao' f: R, x R, — R, dada por f(x,y) =

a(R(z,y)) tem as seguintes propriedades:
i. (Positividade) f(z,y) > 0, para quaisquer z e y positivos;
ii. (Simetria) f(z,y) = f(y, z), para quaisquer x e y positivos;
iii. (Aditividade) f(x1422,y) = f(z1,y)+ f(x2,y), para quaisquer xy, xs € y positivos;

iv. (Normalizagao) f(1,1) = 1.

O resultado abaixo finaliza a discussao sobre a unicidade da fungao area.

Teorema 3 Se uma funcdao f: Ry x Ry — R satisfaz as condigoes i, 1, i1 e 1v acima,

entao, f(x,y) = xy para quaisquer x,y € R,.

Demonstracao: vamos dividir a demonstracao em quatro passos.

Passo 1: vamos mostrar que f(m,n) = mn para numeros naturais m e n. De fato,
usando-se inducao é possivel estender a aditividade de f para um nimero finito de

parcelas:
f(‘r1+ +‘Tm7y) - f(x17y> ++f($m,y>

Pela simetria de f, também temos

fle, it tyn) = ot Hyn o) = [y o)+ 4 flyn ) = fl2,p0) + -+ (@, 0n).
Em particular, podemos escrever

Flmm) = (14 4+ 1n) = f(Ln) 4+ f(1,n),
onde a soma acima tem m parcelas iguais. Logo,

fm,n)=m- f(1,n)=m-(f(1,1)+---+ f(1,1)) =mn- f(1,1) = mn.

!Usaremos a notacao R para denotar o conjunto dos niimeros reais positivos.
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Passo 2: vamos mostrar agora que, se 7 € s sao numeros racionais positivos, entao

p

f(r,s) =rs. Sendo r e s nimeros racionais positivos, podemos escrever r = ™ e 5 = ot

onde m,n,p e ¢ sao numeros naturais. Temos

Passo 3: vamos mostrar que, se < 2’ e y < ¢/, entao f(z,y) < f(2/,y'). Intuitiva-
mente, este é um fato 6bvio porque a fungao f(x,y) corresponde a area do retangulo de
lados x e y, logo ela cresce com o crescimento dos lados. No entanto, devemos demons-

trar essa propriedade apelando apenas para as condicoes i, ii, iii e iv dadas.

Se r =1’ e y =y o resultado é imediato.

Sex <z ey=1, entado

f@y) = f' y) = flo+ (2" —x),y) = f(z,y) + f(&' —2,y) > f(z,y).

Observe que x < &’ implica que ' — xz > 0. Observe ainda que f(2' — z,y) > 0.

Sexr=u1a"ey <y, entao

f@' ) = flx,y) = f,2) > fly,x) = f(z,y).

Se r < z'e y <y, entao
flayy) < fla,y) < f@,y).
Passo 4: sejam x e y numeros reais positivos. Para cada ¢ > 0, existem ntmeros

racionais rq, 9, S1, So tais que
r—e<nrmlzr<rn<<rz+te,

y—e<s1<y<sy<y+e.

Pelo que vimos no passo 3,

fri,s1) < fz,y) < f(ra, s2).
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Pelo passo 2, temos f(ry,s1) = 1181 € f(r2, S2) = rasy. Assim,
(x—e)ly—e) <risy < flr,y) <ryse < (x+e)(y+e).
As desigualdades acima podem ser reescritas como
xy—cla+b—e) < f(x,y) <axy+ela+b+e).
Como essas desigualdades valem para qualquer € > 0, podemos fazer ¢ — 0, obtendo
fla,y) = zy.

Isso conclui a demonstracao. 0

Tendo respondido a pergunta 2, isto é, demonstrado que, caso exista, a funcao area
é Unica, passamos agora a pergunta 1, ou seja, vamos investigar a ezisténcia da fungao

area.

Vamos comegar definindo a drea de um triangulo como sendo

base x altura
5 )

Como todo poligono pode ser triangularizado, ou seja, decomposto em triangulos que
nao se sobrepoem, a partir da area do triangulo vamos construir uma funcgao area para

qualquer poligono. Essa funcao area deve satisfazer as condicoes da definicao 1.

Primeiramente, devemos mostrar que a fungao area estd bem definida para triangulos,
o que é equivalente a mostrar que formula da area dara o mesmo resultado para qualquer

uma das trés possiveis escolhas de um lado do triangulo como sendo a base.

Teorema 4 Seja ABC um triangulo e sejam D, E e I os pés das perpendiculares bai-

zadas respectivamente desde os vértices A, B e C' aos lados opostos. Entao
AB x CF = AC x BE = BC x AD.

Em particular, a darea de um triangulo, como definida acima, nao depende da escolha do

lado que servird como base.
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Figura 8: Tres alturas de um triangulo.

Demonstracao: Na figura 1.8, os triangulos ACF e ABE sao semelhantes, pois sao
ambos retangulos e tém um angulo interno comum. Logo,

Ac _cr

AB  BE’
Portanto, AC' x BE = AB x CF. A outra igualdade pode ser obtida de modo similar.
O

Corolario 5 Em um triangulo ABC se D € um ponto sobre o lado BC, entao a drea

do triangulo ABC € a soma das dreas dos triangulos ABD e ACD.

Demonstragao: os triangulos ABC, ABD e AC'D tém a mesma altura h. Pelo Teo-

rema 4, a(ABC) = 484 = (ADZDC)h = 4Dk 4 DEh — 4(ABD) + a(ACD). Isso conclui

a demonstracao. ([l

O teorema a seguir generaliza o Corolario 5. A sua demonstracao é longa e é feita
por indugao sobre o nimero de triangulos interiores. Nao exibiremos a demonstragao

aqui. Ela pode ser encontrada na referéncia [2], p. 207, Lema 23.4.
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Teorema 6 Se um triangulo é dividido em um numero finito de triangulos menores T,
entdo a drea do triangulo maior € igual a soma das dreas dos triangulos menores:
a(T) = a(Ty).
i
Suponha, agora, que um poligono P admita duas triangulagoes: P =T, U---UT, e
P=T/U---UT],. Queremos mostrar que a area de P nao depende da escolha de uma

triangulacao particular. Isso segue do resultado abaixo.

Lema 1 Se P ¢ um poligono e P = Ty U---UT, e P =T{U---UT/ sao duas

triangulagoes de P, entao
a(Ty) + - +a(T,) = a(T}) + -+ + a(T)).

Demonstragao: as intersecoes de T; com T (que nao sao necessariamente triangulos)
podem ser triangularizadas, de modo que cada triangulo 7T;, assim como cada triangulo
T7, fica dividido em triangulos menores. Pelo Teorema 6, a soma das dreas dos triangulos
menores que compoem um triangulo 73, ou um triangulo T3, ¢ igual a a(T;), ou a(7}),

respectivamente.

Dessa forma, a soma das areas dos triangulos menores é simultaneamente igual a

a(lh)+---+a(T,) e a(T)) +-- -+ a(T),), e isso conclui a demonstragao. O

O Lema 1 acima nos permite definir a area de um poligono P como sendo
a(P) =a(Th) + -+ a(T),),

onde P =T, U---UT, é uma triangulacao qualquer de P. Essa area esta bem definida

porque nao depende da triangulagao particular escolhida.

Resta mostrar que a fungao area dada acima satisfaz as condi¢oes dadas na Defini¢ao

1. A positividade é imediata, pois a area de cada triangulo é um nimero real positivo

e a soma de nimeros reais positivos € um numero real positivo. A invariancia segue

do fato de dois poligonos congruentes admitirem triangulacoes congruentes. A norma-

lizacao é consequéncia do fato de um quadrado poder ser triangularizado pela diagonal,
11 _ 1

dividindo-o em dois triangulos congruentes, ambos com drea igual a - = 5. Logo, o

quadrado de lado 1 tem &area igual a 1.
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Para verificarmos a aditividade, consideremos que o poligono P ¢ dividido em poligonos
menores: P = P U---UP,. Se cada poligono P, for triangularizado, isto ¢, se para cada

i, P, =PFPyU---UDP,,, onde cada P;; ¢ um triangulo, entao P admite a triangulagao
p=Jr;
i’j

Assim, a(P) = >, a(Py) = >, > a(Py) = >, a(F;), o que mostra a validade da

aditividade para a funcao area.

Isso, finalmente, responde a pergunta 1.
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3 Poligonos equivalentes por disseccao

3.1 Area e equivaléncia por disseccao

Observemos as duas imagens expostas na figura 2.1, veja que o hexdgono foi que-
brado em cinco poligonos menores, quatro quadrildteros e um triangulo, e rearranjado
a fim de formar o quadrado. Além do mais por esta situacao podemos perceber que as

duas figuras tém mesma &rea.

Figura 9: figuras equivalentes por dissecgao

Mas sera que esse método é adequado para mostrar que duas figuras tem a mesma
area’ Vejamos as situagoes a seguir mostrando que a area de um triangulo é igual a
area de um retangulo cuja base é igual a do triangulo e altura é um meio da altura do

triangulo.

Inicialmente consideremos um triangulo retangulo e, portanto, sua altura coincide
com um dos catetos, tracando uma paralela a sua base passando pelo ponto médio desse
cateto(altura), dividimos este triangulo em um trapézio ACFD e um triangulo menor

DFB os quais podem ser rearranjados para formar o retangulo ACED.

A figura 2.2 ilustra a situacao descrita no pardgrafo acima.

Na figura 2.3 observemos o triangulo acutangulo ABC, cuja altura é interior ao
mesmo. Se o cortarmos sobre a paralela a base que passa pelo ponto médio dos outros
dois lados obtemos o trapézio ACED e um triangulo menor DEB que ao ser cortado ao
longo de sua altura fica dividido nos triangulos retangulos BHD e BHE. Rearranjando

os novos poligonos, o trapézio ACED e os triangulos retangulos BHD e BHE, de forma
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Figura 10: triangulo retangulo e retangulo equivalentes por disseccao

adequada formaremos o retangulo ACGF.

Figura 11: triangulo acutangulo e retangulo equivalentes por dissec¢ao

Na situacao apresentada a seguir, a altura do triangulo é exterior ao mesmo. Entao
divide-se o triangulo em um triangulo menor DEB acima da paralela a base pelos pontos
médios e um quadrilatero ACED que é dividido em um trapézio retangulo ACGD e
um triangulo retangulo CEG, os quais se rearranjados de maneira adequada formam o

retangulo ACGF, como mostra a figura 2.4 a seguir.

Analisando os trés exemplos ilustrados acima é facil perceber que cada triangulo tem
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Figura 12: triangulo obtusangulo e retangulo equivalentes por disseccao

a mesma area que o seu retangulo correspondente. Esta ideia pode ser tornada formal

da seguinte maneira.

Sejam P e P’ poligonos e suponha que seja possivel dividir cada um deles em partes
que nao se sobreponham e que sejam congruentes entre si, cada uma a cada uma. Isso é
equivalente a repartir um dos poligonos em partes que, reposicionadas, formem o outro

poligono.

Mais precisamente, se P = PLUP,U...UP,, e P = PfJUP,U...UP,  onde, parai # j,
1 <i<m,1<j<m,aintersecdo entre F; e P;, bem como a intersecao entre P, e PJ’ é
no maximo um lado comum aos dois poligonos, dizemos que os poligonos P e P’ foram
decompostos em m partes. Denotamos essa situacao escrevendo P = P+ P, +...+ P, e
P' = P/+Py+...+P)  onde a “soma” deve ser entendida como uma maneira de denotar

essa reuniao especifica, com a propriedade de nao sobreposicao mencionada acima.

Definigao 2 Dois poligonos P e P' dizem-se equivalentes por disseccao, se € possivel
ter decomposi¢oes P = Py + Py + ...+ P, e PP= P/ + P, + ...+ P/ com o poligono P,

congruente a P!, para cada i =1,2,...;m.

Em outras palavras diz-se que dois poligonos sao equivalentes por disseccao se é

possivel dividir um deles em um numero finito de partes que nao se sobreponham afim
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de que possam ser reposicionadas de modo a formar o segundo poligono.

Pelo que discutimos no inicio dessa secao, temos o seguinte teorema:
Teorema 7 Todo triangulo é equivalente por dissec¢ao a algum retangulo.

Demonstracao: Seja o triangulo ABC da figura 2.5, construa um retangulo com
base AB igual a base do triangulo, e o lado DE paralelo a base passando pelos pontos
médios F e G dos outros dois lados, AC e BC, do triangulo. Trace o segmento CH
perpendicular a FG, como na figura a seguir. Como os triangulos CFH e CGH sao
congruentes aos triangulos AFE e BGD, respectivamente, podemos transporta-los a fim
de formar o retangulo ABDE. O

Figura 13: triangulo e retangulo equivalentes por disseccao

Portanto o triangulo ABC e o retangulo ABDE sao equivalentes por dissecgao.
Com a definicao de equivaléncia por disseccao e com a demonstracao do teorema

acima, pode-se justificar o processo do calculo da area de algumas figuras planas. E o

que mostraremos nas seguintes proposicoes.

Proposicao 8 Um paralelogramo e um retangulo que tem mesma base e mesma altura

sao equivalentes por disseccao.
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A figura 2.6 mostra que os triangulos AEC e BFD sao congruentes pelo caso LLL de

congruéncia de triangulos e portanto o paralelogramo ABDC e o retangulo EFDC sao

equivalentes por disseccao.

D

P

me— — — — — — —

|

|

|

|

|

|

——— 4
B F

Figura 14: paralelogramo e retangulo equivalentes por dissec¢ao

A ideia ilustrada na proposicao 2.3 acima nos mostra como proceder para calcular a

area de um paralelogramo.

Proposicao 9 O triangulo de mesma base que um paralelogramo e com altura o dobro

da altura do paralelogramo é equivalentes por dissec¢cao com este paralelogramo.

Observando a figura 2.7 vemos que os triangulos DEB e EFC sao congruentes pelo
caso ALA de congruéncia de triangulo, portanto o triangulo e o paralelogramo tem

mesma area e assim os dois sao equivalentes por disseccao.

Figura 15: paralelogramo e triangulo equivalentes por disseccao

A proposicao 2.4 mostra uma ideia de como proceder no calculo da area do triangulo

a partir do paralelogramo. A mesma ideia vale para o calculo da area a partir do
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retangulo, mostrado no teorema 2.2.

Proposicao 10 O triangulo de altura igual a do trapézio mas com base igual a soma

das bases desse mesmo trapézio € equivalente por disseccao com este trapézio.

A figura 2.8 mostra que os triangulos DCE e BFE sao congruentes pelo caso AAA o

que nos permite concluir a equivaléncia por disseccao entre o triangulo e o trapézio.

el
m
-

Figura 16: trapézio e triangulo equivalentes por dissecgao

Este é um procedimento para calcular a area do trapézio, ja que o mesmo ¢é equi-
valente por disseccao com o triangulo que tem mesma altura e base igual a soma das

bases(menor e maior) do trapézio.

Assim torna-se natural a percepcao de que dois poligonos equivalentes por disseccao
tem mesma area. Mais aqui cabe a seguinte indagacao: Serd valida a reciproca, ou seja,

poligonos de dreas iguais sao equivalentes por dissec¢ao?

A resposta a esse questionamento foi dada por Farkas Bolyai em 1832 e independente
por Phillip Gerwien em 1833 e ficou conhecido como o teorema de Bolyai-Gerwien que

sera objeto de estudo da proxima secao.

3.2 O Teorema de Bolyai-Gerwien

Esta secao sera dedicada a demonstracao do teorema de Bolyai-Gerwien, mas para
a prova do teorema primeiramente precisamos demonstrar alguns lemas auxiliares. Ve-

jamos:
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Lema 2 Se o poligono A ¢ equivalente por disseccao com o poligono B, e também com

o poligono C', entao os poligonos B e C sao equivalentes por dissec¢ao.

Demonstragao: Suponhamos A, B e C trés poligonos tais que A é equivalente por

disseccao com B e A é equivalente por disseccao com C.

Sejam Aqp, As, ..., A, uma decomposicao de A, ou seja, A = A; + Ay + ... + A, e
o poligono B construido usando as partes By, Bs, ..., B, que sao congruentes as partes
Ay, As, ..., A, da decomposicao de A. Entao B = By + By + ... + B,,, e assim A; é

congruente a B; com ¢ =1,2,...,n.

Sejam A’, A), ..., A" uma outra decomposigao de A, entdo A = A]+ A, +...+ A e
o poligono C' construido usando as partes C1, Cy, ..., C,, que sao congruentes as partes
Al AL, .. AL desta nova decomposicao de A. Entao C' = Cy + Cy + ... + C)y,, € assim

Al é congruente a C; com 7 = 1,2, ...,m.

Considere a decomposicao de A obtida por uma combinacao das duas decomposicoes

citadas acima, ou seja, A serd formada pelas partes A;; = A; N Aj.

Considerando agora o indice j de A;; como uma constante e variando o indice ¢
obtemos uma nova decomposicao de A;;, como a decomposicao de A; corresponde a
decomposicao de B; obtemos um refinamento {B;;},ou seja, uma subdivisao da decom-
posicao {B;} de B.

Considerando ainda o indice ¢ de A;; como uma constante e variando o indice j
!/

K
decomposigao de C; obtemos um refinamento {C;;} da decomposicao {C;} de C. Assim

obtemos uma nova decomposi¢ao de A.., como a decomposi¢cao de A; corresponde a

B;; é congruente com Cj; e, portanto os poligonos B e C sao equivalentes por disseccao,

como queriamos mostrar. O

A figura 2.9 a seguir mostra um exemplo de trés poligonos A, B e C, onde A recebeu
as seguintes decomposicoes: A = A1 + Ay + Az e A=A, + Ay + As + A,. Em seguida
foi feito seus respectivos refinamentos, a fim de mostrar que B e C' sao equivalentes por

disseccao.

Lema 3 Dois paralelogramos que tem mesma base e mesma drea sao equivalentes por
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Figura 17: Figuras A, B e C equivalentes por disseccao

disseccao.

Demonstracgao: Sejam ABCD e CDEF dois paralelogramos que tem base comum CD
e igual drea. Desses fatos tiramos que a altura desses paralelogramos também sao iguais,
pois os segmentos AB e EF se encontram em uma mesma reta. Tracemos na reta DC
uma série de segmentos iguais a CD e por cada ponto de divisao se tragam segmentos
paralelos a AD e DE. Entao as faixas entre as retas paralelas AB e DC se parte em uma
série de poligonos, como mostra a figura 2.10. Em cada um destes poligonos, se deslo-
carmos um segmento igual a AB o mesmo coincide com o segmento de outro poligono
que ¢ igual a este. Observando a figura vemos que poligonos idénticos estao marcados
com numeros iguais. Podemos notar que cada um dos paralelogramos ABCD e CDEF
foram decompostos em cinco poligonos menores marcados com os nimeros 1, 2, 3, 4 e

5. Portanto estes paralelogramos sao equivalentes por disseccao. 0

Lema 4 Dois retangulos de igual drea sao equivalentes por dissecgao.

Demonstracao: Sejam ABCD e EFGH dois retangulos de igual drea. Dos quatros
segmentos AB, BC, EF e FG elejamos o maior: consideramos, por exemplo, o segmento
AB. Agora prolonguemos o segmento HG fora do ponto H, e nesta reta, com um raio

igual a AB, tracemos uma reta do ponto E (j4 que AB > EH, a circunferéncia de raio
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Figura 18: Paralelogramos de base comum

AB e centro E terd com a reta um ponto comum). Ao marcar o ponto recebido com
L, teremos AB = EL e, tracemos o segmento LK = EF, construirmos o paralelogramo
EFKL da figura 2.11. Do lema 2.7 podemos concluir que os paralelogramos EFGH e
EFKL, os quais tem um lado comum EF, sao equivalentes por disseccao. Como os pa-
ralelogramos ABCD e EFKL tem um lado igual AB = EL, também em virtude do lema
2.7 eles sao equivalentes por disseccao. Por tultimo, ja que o paralelogramo EFKL ¢é

equivalente por disseccao com cada um dos retangulos ABCD e EFGH, entao pelo lema

2.6 os retangulos sao equivalentes por dissec¢ao, como queriamos demonstrar. O

L K H G

e i e e o« ---

~ ~
D C ~ ~
. s
~ ~
. .
~ ~
A ~
Y A
* ~
~ ~
~ ~
~ ~

A B E F

Figura 19: retangulos de areas iguais

Lema 5 Todo poligono admite uma decomposi¢ao poligonal formada por triangulos.

Demonstracao: Dado um poligono P, fixe uma reta r que nao seja paralela a ne-
nhum dos lados de P. As retas paralelas a r, que passam através dos vértices de P,

decompoem o poligono em triangulos e trapézios, e estes podem agora ser decompostos
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em triangulos; basta considerar uma diagonal do trapézio. 0

Lema 6 Quaisquer dois triangulos com mesmas base e altura sao equivalentes por dis-

sec¢ao.

Demonstracao: Sejam ABC e XY Z dois triangulos que possuem mesma base e
mesma altura, entao pelo Teorema 2.2, eles sao equivalentes por disseccao com algum

retangulo, e pelo Lema 2.6, sao equivalentes por disseccao entre si. O

Lema 7 Quaisquer dois triangulos com mesma drea sao equivalentes por dissec¢ao.

Demonstragao: Em virtude do Lema 2.10, podemos supor que os triangulos dados,
ABC e XY7Z, sao retangulos em B e Y, respectivamente. Além disso, com um movimento
rigido no plano, sobreponha o vértice Y em B, como na Figura 2.12. Assim temos:

d(B’C)éd(A’ B) — Area (ABC) = Area (XY Z) = d(B, Z)'d(B’X).

2
Disso decorre que

d(A,B) d(B,Z)

d(B,X) d(B,C)’
logo os triangulos ABZ e X BC' sao semelhantes. Em particular, tem-se XC' paralelo
a AZ. Assim, os triangulos AXC e CXZ tém mesmas base e altura, logo tém mesma
area. Portanto, usando o Lema 2.6, temos que: X BC' é equivalente por disseccao com
ABC + AXC e esse com XY Z + CXZ, dai concluimos que ABC' e XY Z sao equiva-

lentes por disseccao. 0

Lema 8 Dados um retangulo R e um niumero b > 0, existe um retangulo S, de base b

e altura h, tais que R é equivalente por dissec¢ao com S.

Demonstracao: Considere o retangulo S, de base b e altura h = Area(R)/b. As di-
agonais de R e S determinam os triangulos R/, R” e S’, 5”7, respectivamente como é
mostrado na Figura 2.13. Como Area(R) = Area(S), tem-se Area(R') = Area(9’) e
Area(R”) = Area(S”). Assim, segue do Lema 2.11 que R’ e S sdo equivalentes por
dissecgao, bem como R” e S”. Como, R é decomposto em R + R”, que é equivalente
por dissec¢ao com S’ 4 5”7, (defini¢ao 2.1), que é uma decomposigao de S, entdo R e S

também sao equivalentes por disseccao, como queriamos demonstrar.
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h=A(R)/b
R" §"

Figura 21: retangulos R e S equivalentes por dissec¢ao

Lema 9 Se P ¢ um poligono formado por dois retingulos R e R, entdo existe um

retangulo S tal que S € equivalente por dissec¢ao com P.

Demonstracao: Pelo Lema 2.12, existe um retangulo R, com mesma base de R, tal
que R é equivalente por disseccao com R". Considere, entdo, S = R" + R". Temos: P
é equivalente por disseccdo com R + R" que é equivalente com R” + R” e por sua vez

equivale a S, e isso prova o lema. O

Observacgao 11 Se P é um poligono constituido por n retingulos R ,R", ..., R", po-
demos usar inducdo para determinar, também neste caso, um retangulo S tal que S €

equivalente por disseccao com P.
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Usaremos a partir de agora o simbolo ~ para indicar que dois poligonos sao equiva-
lentes por disseccao. Assim, A ~ B significa que os poligonos A e B sao equivalentes

por disseccao.

Apo6s os lemas anteriores estd quase provado o teorema de Bolyai-Gerwien. Que tem

o seguinte enunciado:

Teorema 12 (Bolyai-Gerwien) Se dois poligonos tem mesma drea, entio sio equi-

valentes por disseccao.

Demonstracgao: Sejam P e ) dois poligonos de mesma area. Note, inicialmente, que
todo triangulo T' é equivalente por disseccao a um triangulo retangulo com altura igual
a 2 e base igual a area de T, e este é equivalente por disseccao a um retangulo com
altura igual a 1 e base igual a area de T'. Denote este retangulo por R,, onde z ¢ a sua

area. Assim, para o poligono P, temos:

~ RArea(Tl) + RArea(Tg) + ...+ RArea(Tn)
~ RArea(Tl)+A7"ea(T2)+...+A7"ea(Tn)

~ RArea(P) .

Analogamente tem-se Q) ~ Rarea(@)- COmo R4peq(p) € Rareq(@) S0 equivalentes por

disseccao, concluimos que P ~ (). O
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4 Poliedros equivalentes por disseccao

4.1 Elementos XII-5

Para entendermos o terceiro problema de Hilbert, e sua fundamentacao, precisa-
mos esclarecer inicialmente o que se entende, em geometria elementar, por método de

exaustao.

“Dadas duas quantidades A < B se removermos, pelo menos metade de B e

em seguida, pelo menos, metade do restante e procedermos igualmente conti-

nuamente, chegaremos a uma quantidade menor que A”.

Este método também é chamado de axioma da continuidade que tem uma forma
equivalente proposta por Arquimedes e é conhecido hoje como o axioma de Arquimedes:
“Dadas duas quantidades A e B, existe um multiplo (natural) de A que excede B,
isto é, existe um natural n tal que, nA > B”. Ele nos permite demonstrar entao
a proposicao 5 do livro XII dos Elementos de Euclides que versa sobre o volume de

piramides triangulares.

Proposicao 13 (Proposi¢ao XII-5) Piramides de altura igual com bases triangulares

estao uma para outra da mesma forma que suas bases.

Demonstragao: Sejam piramides de mesma altura com bases triangulares ABC' e
DFEF e vértices G e H, como mostra a figura 3.1 a seguir.

Uma outra maneira de enunciar a proposicao acima é: “a base ABC' estd para a
base DEF', assim como a piramide ABCG estd para a piramide DEFH”.

Considere P; e P, como sendo as piramides ABCG e DEF H, respectivamente, V] e
V5 seus respectivos volumes e By e By as areas das bases ABC e DEF, respectivamente.

Devemos mostrar que
‘/1 . ‘/2 = B1 . BQ.

Afirmamos que Vi : Vo = By : By, pois, caso contrério existiria um valor W tal que a
base B esta para a base B, assim como a piramide V; esta para W, onde W é o volume

de algum solido de volume diferente ao da piramide DEF H. Ou seja,
B1 . B2 == Vi W
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Figura 22: piramides

Sendo W # V5. Suponhamos que W < V5. Podemos pelo método da exaustao
decompor a piramide de volume V5 em partes de volumes conhecidos e de restantes que
podem igualmente serem decompostos. A Figura 3.2 abaixo mostra a decomposigao de
uma piramide de base triangular, em partes que sao duas piramides iguais e semelhan-
tes a original e dois prismas. Os vértices das componentes foram escolhidos de modo
a serem pontos médios das arestas originais. Como as duas piramides sao semelhan-
tes a original, podemos continuar o processo de subdivisao produzimos quatro prismas
e quatro piramides, semelhantes as anteriores. Este procedimento pode ser repetido

indefinidamente.

\

Figura 23: piramide dissectada
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Pelo método da exaustao descrito acima podemos subdividir P, até que o volume

das piramides remanescentes sejam menor do que Vo — W > (0. Entao
Vo > (volume dos prismas em Py) > W.
Fazendo o mesmo com P; chegamos a
(volume dos prismas em Py) : (volume dos prismas em P) = By : Bs.
Por hipétese By : By = Vi : W e portanto
(volume dos prismas em Pj) : V] = (volume dos prismas em P,) : W

Chegamos assim a uma contradi¢do pois (volume dos prismas em P;) < Vi. As-
sim devemos ter (volume dos prismas em P») < W. Mas, sabemos que por construcao

(volume dos prismas em P,) > W. Portanto, a suposicao W < V5 deve ser falsa.

Uma contradicao semelhante é produzida pela suposicao W > V5, . Assim sendo

W = V5 e, portanto, temos a tese. 0]

A Proposicao XII-7 de Os Elementos de Euclides, na verdade um corolario de XII-5,
afirma que o volume de uma piramide triangular é igual a um terco do volume de um
prisma triangular de mesma base, estabelecendo, assim, a férmula do volume de uma
piramide triangular. Aqui nao fazemos a demonstragao de XII-7, a mesma é comumente

encontrada em livros de geometria bésica.

Toda essa discussao acima faz da Proposicao XII-5 um teorema importantissimo em

geometria.

O método da exaustao é algo surpreendente entretanto, ele nao produz uma resposta,

uma férmula. Antes de ser aplicado, é preciso que se saiba o resultado final.

4.2 O terceiro problema de Hilbert

O uso do método da exaustao na demonstracao de Euclides para XII-5 nao seria
necessario se existisse um resultado analogo ao teorema de Bolyai-Gerwien que fosse

valido no espaco.
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Gauss mostrava-se insatisfeito com a necessidade do uso desse método na demons-
tragao de FEuclides XII-5. Em cartas a Gerling ele expressa seu descontentamento com
certas demonstragoes da geometria espacial que dependem do método da exaustao.
Gauss diz: é nossa obrigagao provarmos que nao conseguimos fazé-lo sem o método

da exaustao ou axioma de Arquimedes, referindo-se a demonstracao de XII-5.

O terceiro problema de Hilbert é essencialmente a pergunta de que se é possivel fazer
uma teoria de volumes para poliedros no espaco tridimensional semelhante ao que se
tinha para poligonos no plano. Em caso positivo poderia eliminar a desconfortavel ne-
cessidade do uso do método da exaustao. Entretanto nem Gauss nem Hilbert achavam

que isto seria possivel.

David Hilbert, apresentou no Congresso Internacional de Matematica no ano de 1900,
em Paris, como o terceiro, em sua famosa lista de 23 problemas, a seguinte questao: “O
método da exaustao é realmente necessario na demonstracao de XII-57 Em outras pa-
lavras: existem duas figuras no espaco que nao sao equivalentes por disseccao e tem o

mesmo volume?”

A resposta a essa questao foi dada por um de seus orientandos, Max Dehn, alguns

meses depois de ser proposta. Para isso Dehn usou métodos de dlgebra moderna (gru-
pos).

Definicao 3 Seja G o conjunto de todas as expressoes da forma (a1, 1) + (az, az) +

o+ (ap, ), onde a; € R e a; € R/TZ, isto é a; = o < a; — o, = k., com k € Z.

Suponha ainda que um elemento de G seja gerado pelas seguintes operagoes:

(a,a) + (a,8) = (a,a + B)
(a,a) + (bya) = (a + b, ).

Se A, A € G, e A= (ar,on)+ (ag,a2) + ... 4+ (an, ) € A" = (al, o)) + (ah, o) + ... +
(al,, ), entdao a soma A + A’ é definida como:

A+ A = (ar, 1) + (ag, @) + ... + (an, ) + (@, ) + (ah, ah) + ... + (a;,, a,) = A'+

(. /
-~

A Al

A.

Desta forma, a soma em G é associativa e comutativa.
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Lema 10 G € um grupo abeliano (Chamado produto tensorial de R e R/7Z).

Notagao: G = R®@ R/7Z

Demonstracao: Um grupo é um conjunto nao vazio munido de uma operacao li-
near + : G x G — G tal que
(1) + ¢ associativa.
(2) 4+ admite elemento neutro.
(3) + admite elemento inverso para cada g € G.
(4) Se + é comutativa, dizemos que G ¢é abeliano.

Para mostrarmos que G, + é um grupo abeliano, basta checar se + admite elemento
neutro e elemento inverso de cada g € G.

Assim qualquer que seja a € R, temos,

(a,0) = (a,0)+(0,0)

(0,0)
= (a,0) —|—(a, 0) + (—a, 05
= (a,0) 4 (—a,0)
= (0’ O)

Analogamente, 0 = (0,0), qualquer que seja a € R/7Z.
Seja 0 = (0,0). Entao para todo (a, ),

0+ (ava) = (070) + (ava) = (a’vO) + (CL,O[) = (aaa>a

logo 0 é o elemento neutro para +.

Dado (a, @), temos (a,a) + (—a,a) = (0,a) = (0,0), logo (—a, ) é o inverso (adi-

tivo) de (a, ). Portanto, G é um grupo abeliano. O

4.3 Invariante de Dehn

Seja P um poliedro. O invariante de Dehn 6(P) € G é definido da seguinte maneira

para cada aresta de P, seja a € R o comprimento da aresta e & € R/7Z o angulo diedral,
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medido em um plano perpendicular a aresta, no interior do poliedro entre os dois planos
que se encontram na aresta. Entao d(P) = > (a;, ;) € G, onde a soma é tomada sobre

todas as arestas de P.

Exemplo 14 Seja C' um cubo com aresta de medida a.

Figura 24: cubo

Entdo, §(C) = 12 (a, %) €G.

D) G 6D -G G-

Logo, §(C) = 0.

Exemplo 15 Seja P um prisma triangular reto com arestas da base medindo a,b,c e

angulos a, B,y e altura h.

5(P) =2 <a, E) +2 <b, g) +2 (c, g) + (hya) + (h, B) + (h, 7).

Como (a, g) =0, <b, g) =0e <c, g) = 0, temos que
ha) +

(h,8) + (h,7) = (hya + B +7) = (h,m) = 0.

Exemplo 16 Seja T um tetraedro reqular de aresta a.

Temos que T tem 6 arestas de comprimento a, todas tendo o mesmo angulo diedral

a. Entao,
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Figura 25: prisma triangular

Mais adiante, serd mostrado que §(7) # 0. Agora, vejamos alumas consideragoes

cabiveis sobre o tetraedro regular.

No tetraedro regular da figura 3.5 acima temos que AE = EB, pois sdo alturas do
— 1——
triangulo equilatero de lado a, além do mais FF = §EB’ pois I é o baricentro do

triangulo BC'D.

EF
Dai obtemos que cos(a) = -5



Teorema 17 O invariante de Dehn tem as sequintes propriedades:

(1) Se P e P' sio congruentes entio 6(P) = 6(P').

(2) Se Py e Py nao tem interior sobreposto, entdo 6(Py U Py) = 6(Py) + 6(P). Onde,
(Py U P,) € o poliedro obtido acoplando-se Py e Ps.

Demonstragao: (1) Poliedros congruentes tém arestas congruentes e angulos die-

drais congruentes, logo tém mesmo invariante de Dehn.

(2) Vamos comparar a uniao P; U P, com as partes Py e P,. Existem trés modos das

arestas de P; U P, serem diferentes do agregado das arestas de P, e Ps.

(I) Uma aresta de P; e uma aresta de P, podem ser coladas de modo a formar uma
Unica aresta de P; U P,. Neste caso, o angulo a formado em P; U P, serd a soma o + qug,
onde a1 € P e ag € P,. Ou seja, em P temos (a,aq), em Ps, (a,a3) e em Py U Py,

(a, a1 + az). Como mostra a figura 3.6.

B

4"

Al /j 4

Figura 27: Primeiro caso: arestas coincidentes

Assim, como (a,a; + az) = (a, 1) + (a, az), a contribuicao de (a, ay) + (a, az) para

(P, U P,) é a mesma.
(IT) Duas arestas, uma de comprimentos a em P; e a outra de comprimento b em Ps,

tendo o mesmo angulo diedral a podem ser ligadas de ponta a ponta para formar uma

unica aresta de P, U P,. Assim a aresta ¢ formada em P; U P, é a soma de a + b, onde
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a € P e b€ P,. Desse modo temos: (a,a), em Pp, (b,a) em Py e (a+b,a) em Py U Ps.

Como mostra a figura 3.7 abaixo.

Figura 28: Segundo caso: arestas consecutivas

Neste caso como (a + b, ) = (a, @) + (b, ), a contribuigao de (a,a) + (b, @) para

d(P, U Py) é a mesma.

(III) Duas arestas, uma de P; e a outra de P, com o mesmo comprimento podem ser
coladas, de modo a formar uma tnica face de P, U P,. Neste caso nao ha nenhuma
aresta correspondente a P; U P e, portanto, temos em Py o par (a,«), em Py, (a, () e
em P, U P, a aresta deixa de existir. Como na figura 3.8 seguinte.

Assim, como (a,a) + (a,5) = (a,a + ) = (a,7) = (a,0) = 0, a contribui¢do de
(a,a) + (a,B) para P; U Py é zero. O

4.4 O Teorema de Dehn

Na demonstracao que Dehn apresentou para o terceiro problema de Hilbert a pequena
introducao que foi feita acima sobre grupos bem como a definicao de sua invariante e os

dois lemas a seguir é suficiente.

Lema 11 Um elemento da forma (a,«) € G € igual a zero se, e somente se, a =0 ou

a=rm, onder € Q.
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Figura 29: Terceiro caso: faces coincidentes

Demonstracao: Se a = 0, entdo (a,a) = (0,a) = 0. Se «
m ~

— € Q, entao (a,a) =

n

r.m, onde r =
a,—7 ), com m,n € Z,n # 0. Logo, (a,a) = (a, Tﬂ')
n n
1 1 1
n. <—a, ﬁﬂ') = (—a,mw) = <—,O> =0, pois mm =0 em R/7Z.
n’'n n n

Reciprocamente, suponha a # 0. Queremos mostrar que (a,a) =0 = o € Q.7. Para
isso vamos definir um homomorfismo de grupos ¢ : G — R/7Z da maneira seguinte:

Seja R um espaco vetorial sobre Q. Como a # 0, aQ é um subespago de dimensao
1. Existe um subespaco V de R tal que

R=aQ+ V.

Assim, dado b € R, existem r € Q e v € V tais que b = ar+v. Dado g = > (b, 5;) €
G, escreva b; = r;a+v;, comr; € Qewv; € V.

Defina ¢(g) = >_r:i8; € R/7Q.

¢ € bem definida.

Se, B;i € 7Z entao, ;3 € 7Q, logo, g = g € G = g — ¢ = (0,0) = (a,0) = (a, 3)
com 3 € Z. Neste caso p(g—¢g') =rf € mQ = p(9g—¢) =0 € R/1Q = ¢(9) = v(¢)



Se, (b, B) = (b1, B) + (b, ), com by = ria+ vy e by = rea + ve, entdo, b = by + by =
(r14+r2)a+ (v1 +v2) = (b, B) = (11 +12)8 =118 + 126 = @(b1, B) + (b2, B).

Se, (b,8) = (b,B1) + (b,32) e b = ra + v, entao, p(b,8) = rf = r(f + B2) =
rB1 + 1By = (b, B1) + (b, B2).

Agora, observe que a = 1.a + 0, logo, ¢(a,a) = a € R/7Q. Logo, (a,a) =0= a =
ola,a) = p(0) =0 = a € 7Q. O

Lema 12 Se um dngulo « € tal que cos(a) = 3 entao a nao € um maltiplo racional de

.

~ . . . 1
Demonstragao: Construindo um triangulo retangulo de tal modo que cos(a) = 3

temos que tg(a) = 2v/2, como na figura 3.6 abaixo.

2+/2

g0

Figura 30: triangulo retangulo

m
Da funcao tangente representada na figura 3.7, temos que, se a € 7Q, entao o = —,
n
com m,n € Z,n # 0. Logo nao = mr e tg(na) = tg(mn) = 0.
Para mostrarmos que « nao pertence a 7Q, basta mostrarmos que tg(na) # 0.

De, tg[(n+1)a] = 1?(;)(0—; tgtfqrzz)a) edetg(a) = 2v/2, temos: tg(2a) = —$\/§, tg(3a) =
5V

a
2\/§+g\/§ 2b+ a
1—2\/5.%\/5 b—4a

Se tg(na) = %\/5, com a,b € Z, entao tg[(n + 1)a]
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Figura 31: grafico da funcao tangente

Assim concluimos indutivamente que tg(na) é um irracional miltiplo de V2, ou seja,
tg(na) =rv2,7 € Q, r #0. O

Observacao 18 Outra maneira de chegarmos a conclusao do Lema acima € olharmos
para o numerador e o denominador da fra¢ao, que surge na expressao da tangente, (
mod 3). Para ser mais preciso, considere a transforma¢ao que toma um par ordenado
(a,b) e envia-o para (a + 2b,b — 4a), e que diz respeito a,b como elementos de 7Z./37 e,

comecando com a =2 e b= 1. Assim temos:

7./37. —s 7./37.
(a,b) — (a+2b,b—4a)}

(2,1) — (1,2) — (2,1)

Observ;zlmos assim que esta transformacao € ciclica. Entao podemos concluir que
tg(na) = E\/ﬁ, com (A, B) = (1,2) ou (2,1)( mod 3). Assim, em particular, A # 0
e B#0, logo tg(na) # 0.

Teorema 19 (Max Dehn, 1902) Um tetraedro e um cubo nao sio equivalentes por dis-

secgao.

Demonstragao: Se fossem equivalentes, o tetraedro 7" e o cubo C' teriam mesmo inva-

riante de Dehn, ou seja, §(T) = 6(C'). Mas, como ja vimos 6(C') = 0. Por outro lado,
1

(T) = 6(a,a), com a # 0 e cos(a) = 3 Pelo lema 3.5, §(T') = 0 = a € 7Q. E pelo
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1
lema 3.6, cos(a) = 3= nao pertence a Q. Logo, 0(T) # 0 isto é, 6(T) # 6(C) e T

e C' nao podem ser equivalentes por disseccao. O
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5 Conclusao

Neste trabalho fizemos um estudo sobre unidade de comprimento e unidade de érea,
definimos uma funcao area, além de mostrar que existe e é unica tal funcao. Apresenta-
mos varias figuras planas que sao equivalentes por dissec¢ao a um retangulo e a partir

delas demostramos as férmulas para o calculo da area das mesmas.

Estudamos ainda poligonos e poliedros equivalentes por disseccao com o objetivo de
dar uma resposta ao terceiro problema de David Hilbert. Para isso pesquisamos e apro-
fundamos sobre a proposigao 5 do livro XII dos Elementos de Euclides, as invariantes e o

teorema de Max Dehn, o qual foi o primeiro matemaético a resolver o problema de Hilbert.
Com todos esses elementos aqui apresentados as nocgoes estudadas em disciplinas

mais elementares comecaram a fazer mais sentido e alguns conceitos se tornam mais

natural.
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