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RESUMO

O estudo da estabilidade de estruturas esbeltas ¢ de fundamental importancia para garantir
seguranca dos projetos de placas e cascas, principalmente quando sdo utilizados materiais com
alto desempenho estrutural, como os compositos refor¢cados por fibras e os materiais com
gradacdo funcional (MGF). A Analise Isogeométrica (AIG) ¢ uma técnica recente, que utiliza
como funcgdes de aproximagdo dos deslocamentos as mesmas fungdes utilizadas pelos
programas CAD para representacdo da geometria, como as NURBS. A AIG apresenta vantagens
como a representagdo exata da geometria e a facilidade de refinamento do modelo. Este trabalho
trata da analise isogeométrica de placas e cascas abatidas de material compdsito, com foco nos
compositos laminados refor¢ados por fibras e nos materiais com graduagdo funcional. A
formulagdo apresentada ¢ baseada nas teorias de Reissner-Mindlin para placas considerando o
cisalhamento transversal e de Marguerre para analise ndo linear de cascas abatidas. Esta
formulacao apresenta travamento numérico quando aproximacdes de baixa ordem sdo
utilizadas juntamente com a integracdo completa por quadratura de Gauss. O uso de fungdes de
base de ordem superior alivia, mas ndo o elimina, o problema do travamento. Por outro lado,
técnicas de integragdo reduzida foram aplicadas com sucesso para resolver o travamento para
qualquer ordem de aproximagdo. Assim, excelentes resultados foram obtidos para todos os
exemplos analisados. Na estabilidade de placas laminadas, foi observado que a convergéncia e
os comportamentos pds-criticos dependem do /ayup e da espessura das laminas. Verificou-se
que placas angle-ply precisam de maior refinamento que placas cross-ply e isotropicas.
Adicionalmente, a laminag¢do angle-ply pode apresentar carga de flambagem maior que
laminagdes cross-ply, porém seu enrijecimento pos-flambagem ¢é menor. Placas com
laminagdes simétricas apresentaram bifurcacdo simétrica estdvel com pouca sensibilidade as
imperfeigdes iniciais. Nas placas de MGF, compostas por metal e ceramica, verificou-se que a
carga critica aumenta com a fragdo volumétrica de ceramica, fendmeno observado também no
comportamento pos-critico. Verificou-se ainda a forte influéncia das condi¢des de contorno
sobre a estabilidade destas placas. A formulacdo permitiu ainda estudar com sucesso a
influéncia da espessura, esquema de laminacdo e variagdo da fracdo de volume sobre o

comportamento nao linear e a estabilidade de cascas cilindrica abatidas.

Palavras-chave: Andlise Isogeométrica. Cascas Abatidas. Estabilidade. Material com

Gradacao Funcional. Materiais Compdsitos. Comportamento Pos-Critico.



ABSTRACT

The stability study of slender structures is of fundamental importance to guarantee the safety of
the plates and shells, especially when high structural performances, like fiber-reinforced
composite and functionally graded materials (FGM), are used. Isogeometric Analysis (IGA) is
a recent technique that approximates the displacement field using the same functions used by
CAD programs to geometry modeling (e. g. B-Splines and NURBS). IGA presents advantages
such as the exact representation of the geometry and the model refinement simplicity. This work
discusses isogeometric analysis plates and shallow shells of composite materials, focusing on
fiber-reinforced composite laminates and functionally graded materials composed of metal and
ceramic. The presented formulation is based on Reissner-Mindlin plate theory considering the
transversal shear and Marguerre theory nonlinear analysis of shallow shells. It was verified that
low-order approximation elements suffer from shear locking when full integration by Gaussian
quadrature is applied. The use of higher order basis functions decreases, but do not eliminate,
the locking problem. On the order hand, reduced integration techniques were applied with
success to solve the locking problem for any approximation order. Excellent results were
obtained from all analyzed examples. In the stability of laminated plates, it was observed that
convergence and post-critical behavior depend on the composite layup. It was verified that
angle-ply plates need to be more refined than cross-ply and isotropic plates. Furthermore, the
critical loads of angle-ply laminates can be higher than the buckling loads of cross-ply
laminates. However, angle-ply laminates present a smaller post-critical strength reserve.
Laminated plates showed stable-symmetric bifurcation with small sensitivity to initial
imperfections in all cases. The results showed the critical load of FGM plates increase with the
ceramic volume fraction and that the boundary conditions have a strong influence on the
stability of these plates. The presented IGA formulation also allowed to successfully study with
the influence of thickness, layup and volume fraction variation on the nonlinear behavior and

the stability of shallow shells.

Keywords: Isogeometric Analysis. Shallow Shells. Stability. Functionally Graded Materials.

Composite Materials. Post-buckling Behavior.
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1 INTRODUCAO

Placas e cascas sdo muito usadas nas engenharias civil, aeronautica,
automobilistica, naval, dentre outras. Com interesse em aproveitar ao maximo o potencial da
geometria e do material, dentro dos limites de economia e seguranga, técnicas de analise para
determinagdo de deslocamentos, deformagdes e tensdes sdo fundamentais para o projeto destes
elementos estruturais. Essas estruturas sdo, atualmente, modeladas via Método dos Elementos
Finitos (MEF), em softwares comerciais como Abaqus, Ansys e Nastran.

Embora seja um método classico e ja consolidado, o MEF tem limita¢des que geram
erros intrinsecos a técnica. Quando se modela uma estrutura curva, por exemplo, a geometria
ndo ¢ exatamente representada, causando erros na sua representacao. Além disso, refinamentos
com elevagdo do grau e alta continuidade entre elementos sao dificeis de conseguir.

A Anadlise Isogeométrica (AIG) ¢ uma formulacdo desenvolvida para andlise de
solidos e estruturas semelhantes ao MEF, mas que usa na aproximac¢dao do campo de
deslocamentos as mesmas fungdes utilizadas para representar a geometria nos programas de
CAD (Computer Aided Design). A AIG foi proposta inicialmente por Hughes et al. (2005). Em
Cottrell et al. (2009), Hughes e seus colaboradores publicaram um livro sobre AIG, onde ha
vastos estudos sobre problemas de andlises isogeométricas e ¢ uma das principais referéncias
para quem deseja trabalhar com esse tema.

Segundo Adam et al. (2014), a precisdo do CAD no modelo de MEF ¢ perdida
devido a discretizagdo, a menos que uma malha muito refinada seja gerada, o que cria um alto
custo computacional. Como a AIG fornece uma geometria exata, independente do refinamento,
0s unicos erros sdo causados pela aproximagao do campo de deslocamentos. Wall et al. (2008)
estudaram a otimizagdo de forma usando AIG, mostrando que o problema de relacionar
corretamente o projeto e a andlise ¢ eliminado. Adam et al. (2015) ainda citam que elementos
de Lagrange de alta ordem sdo sensiveis a distor¢cdo da malha, que geralmente limita seu
emprego em problemas de grandes deformagodes, ja elementos B-Splines/NURBS aparentam
ser cada vez mais robustos quando o problema de analise estrutural envolve fun¢des de ordem
superior e alta continuidade.

A grande vantagem do uso da AIG ¢ que ela permite serem feitos trés tipos de
refinamento. O refinamento p € referente a elevagdao de grau do polindmio de interpolagao,
complicado de se fazer em MEF, ¢ bem facil de executar em AIG. O refinamento 4 ¢ a divisao

em um numero maior de elementos, sendo o mais utilizado no MEF. Por fim, o refinamento &
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¢ o efeito dos anteriores combinados, podendo-se aumentar a continuidade entre os elementos,
que nao existe no MEF (HUGHES et al., 2005; COTTRELL et al. 2009).

A flambagem ¢ um fendmeno de perda de estabilidade importante em placas e
cascas, pois devido a sua grande esbeltez, essas estruturas podem falhar antes que seu material
atinja a resisténcia maxima. Por isso, determinar a carga critica, a forma da perda de estabilidade
e o comportamento pos-critico sdo necessarios nas analises. A sensibilidade as imperfei¢cdes
iniciais ¢ outro parametro importante nesse contexto. Barros (2016) aborda a estabilidade de
placas e cascas abatidas com nao linearidade fisica e geométrica utilizando a AIG, apresentando
cargas criticas e os comportamentos pds-criticos.

A AIG ndo é capaz de eliminar o travamento (locking) numérico de cisalhamento e
nem de membrana (que aparecem em vigas curvas e cascas), sendo esses fenbmenos bem
nitidos para problemas dominados pela flexdo, como foi estudado por Echter e Bischoff (2010),
que relataram que o travamento surge quando a teoria de Reissner-Mindlin é usada para analise
de estruturas finas. Segundo Bouclier et al. (2012), o travamento se d& devido a
incompatibilidade na ordem de interpolacéo dos diferentes termos dos deslocamentos.

De acordo com Oesterle et al. (2016), os elementos de casca de Kirchhoff-Love
sofrem travamento de membrana, enquanto as cascas de Reissner-Mindlin tém um adicional do
travamento de cisalhamento transversal e, para elementos de casca tridimensionais com
mudanga de espessura, ainda ha a adicdo do travamento de espessura.

Assim, a andlise de placas e cascas utilizando a abordagem isogeométrica tem
varias vantagens em relacdo ao uso de elementos finitos. Contudo, sendo uma metodologia
recente, a AIG ainda tem muitas questdes em aberto, necessitando do desenvolvimento de
pesquisas com objetivo de chegar ao grau de maturidade atingido pelo MEF.

Os materiais utilizados para a construgdo das estruturas sdo de suma importancia
nas analises também. A resisténcia mecanica, o tipo de ruptura, a tolerancia a altas temperaturas
e corrosdo, por exemplo, sdo caracteristicas que influenciam na escolha de um material. Além
disso, o aperfeicoamento desses aspectos visa desenvolver materiais melhores, respeitando as
devidas condi¢des de seguranca. Assim surgiram materiais compdsitos, onde se misturam dois
ou mais materiais para criar um aprimorado.

Materiais compdsitos laminados sao amplamente utilizados na engenharia devido a
suas caracteristicas de resisténcia e rigidez associados ao baixo peso. Eles também sdo bastante
estudados no mundo todo. No Laboratoério de Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV)
ha diversos trabalhos que exploram esses compésitos (TEOFILO, 2010; SILVA, 2012;
ROCHA, 2013; MORORO, 2013; DANTAS, 2014; BARROSO, 2015; BARROS, 2016;
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D’AGUIAR, 2017) e trouxeram um s6lido conhecimento sobre o assunto. Com certo dominio
do tema, € possivel explorar outros tipos de materiais.

Os compositos tradicionais sdo incapazes de suportar altas temperaturas, por isso
novos tipos de materiais vém ganhando destaque no cendrio mundial, conhecidos como
Materiais com Gradagdo Funcional (MGF) (Functionally Graded Materials — FGM),
inicialmente desenvolvidos no Japao.

Segundo Yamanouchi at al. (1990 apud Shen, 2009) e Koizumi (1997), o conceito
de MGF foi proposto em 1984, pelo Dr Niino e outros cientistas, na cidade de Sendai, visando
criar materiais com uma barreira térmica para estruturas aeroespaciais e reatores de fusdo.
Koizumi (1997) traz uma linha do tempo com os progressos na pesquisa de MGF que o Japao
fez durante os anos de 1984 e 1996, sendo em 1988 o 1° Simpdsio de MGF organizado pelo
Functionally Graded Material Forum (FGMF), no Japao. Em 1990 foi realizado o 1° Simposio
Internacional, ainda no Japao. Ja o 2° Simposio Internacional de MGF ganhou o mundo, sendo
realizado na América do Norte, em Sdo Francisco, nos Estados Unidos. Em 1994 o 3° foi
realizado na Suica, Europa. Esse novo material despertou grande interesse no mundo, pois, em
10 anos, ja tinham sido realizados trés eventos de nivel internacional com foco no MGF em trés
continentes. Em agosto de 2018, acontecerda o 15° Simpoésio Internacional de MGF, em
Fukuoka, no Japao.

Segundo Birman e Byrd (2007) as vantagens do MGF vao além do tratamento
térmico, incluindo uma reducao potencial de tensdes no plano e transversais na espessura, uma
distribuicao de tensao residual melhorada, maior tenacidade a fratura, fatores de intensidade de
tensao reduzidos e, em relacao aos laminados, a eliminagao da descontinuidade das tensdes e,
consequentemente, dos problemas relacionados a delaminagao.

Em geral, o MGF une as melhores propriedades de cada material, por exemplo, a
resisténcia do aco e a capacidade de suportar altas temperaturas da cerdmica, formando um
novo material ndo homogéneo. Nesse caso, um material € robusto onde o outro ¢ fraco, ja que
0 ago ndo resiste ao calor e a cerimica tem baixa resisténcia mecanica. E possivel juntar dois
ou mais materiais e formar um MGF com caracteristicas especificas que se desejam utilizar,
ndo necessariamente apenas para problemas de temperatura.

Os MGF sao boas solugdes para serem aplicados quando mais de uma variavel esta
em foco, por exemplo, quando uma estrutura precisa ter resisténcia mecéanica e suportar altas
temperaturas, ou ser flexivel de um lado e rigida de outro. Assim, € possivel obter uma estrutura

com desempenho superior ao que seria obtido utilizando os materiais de origem isolados.
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Diversos trabalhos tém analisado o comportamento do MGF, em especial sob cargas
de temperatura, para as quais ele foi originalmente desenvolvido. Segundo Shen (2009), a maior
parte das primeiras pesquisas eram voltadas para as tensdes térmicas e a mecanica da fratura.
Contudo, pesquisas mais atuais tem se voltado para outros tipos de andlises, como flexao,
estabilidade e vibragdo. De acordo com Hirai e Chen (1999), ha aplicagdes também nos ramos
elétrico, 6tico, magnético e bioquimico.

Swaminathan et al. (2015) traz um estudo sobre o estado da arte da andlise do
comportamento estatico e dindmico de placas MGF, bi e tridimensionais, com métodos
numéricos adotados, MEF e Meshless, abordando os estudos de tensdo, vibracao e flambagem.
Ainda segundo eles, arduos estudos tém sido feitos para entender a flambagem em placas MGF
e placas MGF com distribui¢ao sanduiche.

Reddy (2000) também estudou placas MGF usando MEF e a teoria de terceira
ordem para deformacdo de cisalhamento de placas, elaborada por ele. Ele apresenta a
formulagdo do elemento finito e sua ndo linearidade, considerando também o efeito da
temperatura e vibracdo. As placas de MGF tém sido bastante estudadas (REDDY, 2000;
ZENKOUR, 2005, 2005b; CHI e CHUNG, 2006, 2006b; ZHAO et al., 2009, BATENI et al.,
2013; TRAN et al.,, 2013 BERNARDO et al., 2016), tanto a flexdo, a vibragdo quanto a

estabilidade, com ou sem o efeito térmico.

11 Objetivos e Contribuicoes

Neste trabalho, o principal objetivo foi avaliar a estabilidade de placas e cascas
abatidas aplicando a abordagem isogeométrica, com base nas teorias de Reissner-Mindlin e
Marguerre, considerando deslocamentos moderadamente grandes (ndo linearidade geométrica).
Na analise da estabilidade serdo obtidos a carga de flambagem, o comportamento pos-critico e
o tragado do caminho de equilibrio de estruturas perfeitas e imperfeitas.

Quanto aos materiais, compositos laminados e de gradagdo funcional foram
modelados e apresentaram excelentes resultados quando comparados com trabalhos da
literatura. E importante ressaltar que essa ¢ a primeira vez que se trabalha com MGF no LMCV
€ a pesquisa ja apresentou respostas bastante satisfatorias e o embasamento solidificado com
laminados foi fundamental para isso.

A implementa¢do do material com gradag¢do funcional foi adicionada ao FAST

(Finite element AnalySis Tool) e usada juntamente com a implementacao de Rocha (2013) para
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o elemento isoparamétrico cldssico de cascas abatidas e de Barroso (2015) para analise
isogeomeétrica.

A AIG, como ja citado, nao ¢ capaz de eliminar o travamento causado pela
integragdo numérica. Assim, outro objetivo deste trabalho ¢ o estudo de novos esquemas de
integracdo reduzida, visando eliminar ou aliviar o travamento, no contexto do estudo da
estabilidade e andlise ndo linear de placas e cascas abatidas, j4 que os estudos anteriores na

literatura tinham foco na analise linear.

1.2 Organizacio da Dissertacio

O presente trabalho foi dividido em sete capitulos. No Capitulo 2 sdo apresentados
0s principais conceitos sobre os materiais compositos, sua definigdo e classificacdo. A atengao
¢ voltada para dois tipos de materiais que foram incorporados aos estudos, primeiro os
compdsitos refor¢ados por fibras, em especial, os laminados. Depois o material com gradagao
funcional, apresentando um pouco de como eles sao classificados e produzidos, além das leis
de formagao e determinagdo das suas propriedades.

No Capitulo 3, é apresentada uma breve discussao entre as teorias de placas e cascas
de Reissner-Mindlin e de Kirchhoff-Love é desenvolvida para embasar a escolha, optando-se
por considerar a teoria de Reissner-Mindlin mais apropriada para o estudo. Em seguida ¢
apresentada a formulacdo matematica da teoria, considerando a teoria de Marguerre para os
esforcos de membrana. Feito isso, o proximo passo € calcular os esfor¢os internos em cada um
dos dois materiais abordados, adotando-se a teoria de deformagdo de cisalhamento de primeira
ordem.

No Capitulo 4, apresenta-se uma breve revisao sobre as curvas B-Splines e NURBS,
que sdo utilizadas para a modelagem geométrica deste trabalho. Sdo retratados os trés tipos de
refinamentos e os seus efeitos em uma estrutura unidimensional. Além disso, destaca-se a
formulacao do elemento de superficie bidimensional.

No Capitulo 5 ¢ desenvolvido o elemento isogeométrico de casca abatida nao linear
geométrico, com formulacdo Lagrangeana Total para a considerag¢do de deformagdes e rotagdes
moderadas. Sao expostas as expressoes para os calculos da matriz de rigidez a partir das curvas
da AIG e para a solugdo de equilibrio do sistema. Nesta se¢cdo também sao abordados os
conceitos de estabilidade e travamento.

No Capitulo 6 estdo os exemplos numéricos da dissertacdo. Inicialmente, sdo

estudadas placas isotropicas e laminadas, considerando trés tipos de esquemas de integragao



18

numérica, determinando-se as cargas criticas € os caminhos pos-criticos e placas perfeitas e
imperfeitas. Em seguida, para uma placa MGF biaxialmente carregada, foram determinadas as
cargas criticas para diferentes fracoes de volume e, posteriormente, seu comportamento pos-
critico quando simplesmente apoiada e engastada. Posteriormente, a AIG foi utilizada na
analise de uma casca cilindrica, considerando materiais homogéneos, laminados e de gradacao
funcional.

No Capitulo 7 sdo apresentas as conclusdoes da dissertacdo e sugestdes para

trabalhos futuros.
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2 MATERIAIS COMPOSITOS

Materiais compositos, segundo Reddy (2004), sdo resultantes da mistura de dois ou
mais materiais que, quando combinados, resulta em um novo material com caracteristicas
melhores do que os materiais iniciais isolados. O novo material deve ser homogéneo em
analises macroscopicas e ter comportamento mecanico uniforme.

De acordo com a forma de mistura desses materiais, os compoésitos podem ser
classificados da seguinte maneira (JONES, 1999):

a) Compositos particulados: Sdo materiais com uma matriz de base e particulas

macroscopicas imersas nela. (Figura 1a);

b) Compositos fibrosos: Também apresentam uma matriz, mas aqui as particulas

sdo fibras longas (Figura 1b);

¢) Compositos laminados: Aqui temos um material composto por varias camadas.

Compositos particulados ou fibrosos podem, por exemplo, dar origem a esse

tipo particular (Figura Ic).

Figura 1 — Classificacdo de materiais compdsitos.
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b) Compédsito fibroso. c¢) Compdsito laminado.

Fonte: Elaborado pela autora.

Os materiais compositos tratados neste trabalho serdo discutidos nos itens a seguir.
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2.1 Compositos Reforcados por Fibras

Compositos reforcados por fibras sao formados por fibras de alta resisténcia e
rigidez (e.g. carbono ou vido) imersas em uma matriz polimérica (e.g. resina epoxi). Estes
materiais apresentam alto desempenho mecanico, alta resisténcia a corrosao e fadiga, baixa
expansao térmica, bom amortecimento estrutural e baixo peso (BARBERO, 2011). Isso faz com
que estruturas compostas por eles sejam muito atrativas na Engenharia. As industrias
aeronautica, mecanica e naval sdo onde esses materiais mais tém se destacado.

O compdsito laminado tem seu comportamento mecanico definido pelo
comportamento de cada lamina. O desempenho mecanico da lamina pode ser analisado
utilizando duas abordagens: micromecanica e macromecanica. A primeira faz uma andlise dos
materiais isoladamente, no nosso caso, das fibras ¢ da matriz, considerando também a interacao
deles. Esta abordagem ¢é importante para a determinacdo de propriedades mecanicas
equivalentes e estudo dos mecanismos de falha.

J& na abordagem macromecéanica, o conjunto fibras e matriz ¢ analisado
associadamente, formando um material homogéneo. Neste trabalho sera dado enfoque a
segunda abordagem, que ¢ mais adequada a analise do comportamento global de estruturas de
material composito, incluindo o estudo da estabilidade destas estruturas.

Os compositos reforcados por fibras unidirecionais sdo bastante utilizados em
aplicacdes que requerem alto desempenho estrutural. Neste caso, cada camada tem
comportamento ortotropico no sistema de coordenadas do material (xi1, x2, x3), sendo x; a
direcdo das fibras, x» a dire¢do perpendicular as fibras no plano e x3 a direcao perpendicular a
lamina. A analise de estruturas laminadas requer a utilizag¢do de trés sistemas de coordenadas:

o sistema local de cada lamina (x1, x2, x3), 0 sistema local do laminado (X,¥,2) e o sistema

global da estrutura (x, y, z), como apresentado na Figura 2.

A partir das caracteristicas de cada lamina, ¢ preciso combinar os efeitos de todas
elas para representar o comportamento do material laminado. De acordo com Ghugal e Shimpi
(2001), em geral, ha dois grupos de teorias de laminacdo: as Teorias de Lamina Equivalente
(Equivalent Single Layer), onde a contribui¢do de todas as laminas é somada a uma lamina
equivalente, e as Teorias de Laminas Discretas (Layerwise), onde cada lamina é modelada

individualmente.
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Figura 2 — Sistemas de coordenadas do laminado.

Fonte: Barroso (2015).

Nas Teorias de Lamina Equivalente o problema é simplificado do tridimensional
para o bidimensional. Hipdteses cinematicas sdo consideradas para simplificar o campo de
deslocamentos e deformacdes do laminado, ou seja, a compatibilidade € feita nas deformacdes
e suas tensdes sdo descontinuas na espessura (Figura 3). Como vantagem esta abordagem traz
um custo computacional reduzido da andlise estrutural e como desvantagem ela apresenta erros

causados pelas hipdteses cinematicas adotadas.

Figura 3 — Deformacdes e tensdes ao longo da espessura do laminado, usando a teoria de

Lamina Equivalente.

Fonte: Reddy (2004).

As Teorias de Laminas Discretas obtém, mais precisamente, 0 campo de
deslocamentos e deformacBes do laminado, sendo capazes de detectar o fenbmeno da
delaminagdo. Porém o custo computacional da anélise estrutural ¢ alto.

O esquema de laminacdo (layup) também é fundamental para os estudos de
laminados. Uma laminacdo € representada pelos seus angulos de orientacdo das fibras,

numerados de baixo para cima (Figura 4), dados por [a/ B/ Y/.../®], l0go, o € 0 angulo de
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orientacdo das fibras da primeira camada,  é 0 angulo de orientacdo da segunda camada e

assim por diante.

Figura 4 — Esquema geral de laminagao.
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Fonte: Rocha (2013).

Os angulos de orientagdo devem estar entre -90° e +90°. Os laminados sdo definidos

de acordo com seu esquema de laminagdo de duas formas:

a) Cross-ply: Esse tipo de esquema apresenta apenas laminas com orienta¢do das
fibras exclusivamente iguais a 0° ou 90°. Por exemplo, [0°90°0°90°] ¢ um
laminado cross-ply.

b) Angle-ply: Esse tipo de laminag@o apresenta quaisquer valores para a orientagao
das fibras, tendo, pelo menos, um angulo diferente de 0° e 90°. Por exemplo,
[45°/0°/-45°/90°] ¢ um laminado angle-ply.

Por fim, os laminados ainda podem ser classificados quanto a sua simetria:

a) Laminado Simétrico: Laminados que apresentam simetria ao longo da
espessura, do material e da orientagdo das fibras em relacdo a superficie média.
Por exemplo, [0°/90°/90°/0°] ou pode ser expressado por [0°/90°]s, onde o indice
s indica que o laminado possui simetria. Para um laminado com nimero impar
de laminas, o angulo que nao repete tem um trago sobre ele. Assim, podemos
definir o esquema de laminagédo [45°/-45°/0°/-45°/45°] como [45°/-45°/ 0 °]s.

b) Laminados Balanceados: Laminados que apresentam para cada camada com
orientacdo a diferente de 0° ¢ 90°, outra camada com orientacdo —ot, com as
mesmas propriedades do material e espessura, podendo ou ndo ser adjacente.

Por exemplo, o esquema [-45°/90°/45°/0°] ¢ balanceado.



23

¢) Laminados Simétricos ¢ Balanceados: Aqui se unem as duas caracteristicas
supracitadas, ou seja, o laminado apresenta um plano de simetria e camadas com
angulos invertidos. Por exemplo, [90°/-45°/0°/45°]s € simétrico e balanceado.

d) Laminados Antissimétricos: Nesse caso, o laminado apresenta simetria de
espessura, de material, porém uma antissimetria nas orientacdes das fibras, em
relacdo a superficie média. Assim, temos que o esquema [30°-30°]3, que ¢
referente a [30°/-30°30°/-30°/30°/-30°], € antissimétrico.

e) Laminados Assimétricos: Para essa situagdo nao temos um plano de simetria de

espessura, material e nem orientacdo das fibras em relagdo a superficie média.

2.2 Materiais com Gradacao Funcional

Os Materiais com Gradagdo Funcional (MFG) (em inglés: Functionally Graded
Materials — FGM) sdo constituidos por dois ou mais materiais misturados de forma nao
homogénea. Como caracteristicas mecanicas variam de acordo com sua microestrutura, cada
ponto do material tem propriedades distintas. Estes materiais tém potencial de aplicacdo em
diversos campos de estudos, de artigos esportivos a reatores nucleares (Figura 5).

Quanto aos materiais que podem compor um MGF, Miyamoto et al. (1999) os
classifica de diferentes formas: segundo sua composi¢do quimica, por exemplo, organico,
inorgénico, ceramica, metal e polimeros; o estado fisico, como estado i6nico, momento
magnético, barreira; a configuracdo geométrica, como fibroso e granular; e também podem
assemelhar-se com unidades biologicas, por exemplo, células, tecidos e organelas.

De acordo com o processo produtivo dos MGF também podemos classifica-los de
duas maneiras: produzidos por processos constitutivos e produzidos por processos baseados em
transportes. Para Wessel (2004), os MGF s3o mais bem classificados de acordo com o
processamento (Figura 6). Ele explica que processos construtivos dependem da intervengdo de
um engenheiro de processamento, fazendo a colocagdo de fases de um material dentro de uma
estrutura. Pegas de revestimentos de protecdo sdo exemplos de estruturas nessa categoria. Ja
processos baseados em transporte dependem de reacdes ou processos in situ, €sSe processo ¢

mais simples.
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Figura 5 — Campos de aplicacdo potencial dos MGF.
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Fonte: Miyamoto et al. (1999).

Figura 6 — Classificacdo do MGF de acordo com sua fabricagao.

Constructive Processes Transport-Based Processes
Infiltration and
Deml'ton =11 Coating Mass Transport [ Segregation
Related Processes
Conventional el +— Diffusion from — Transport-Based
Liquid Ph asma Spray Surface: Steel Porous Preform
sg:l,:,m soes Thermal Spray Carburization Preparation
Infiltr: alk? X Laser Cladding and Nitridation - Macrosegregation
Reactive - Electroforming [~ Other and Segregative
Powder Vapor Depositio: Surface Mass Darcian Flow
apor Leposilion | Transport Grading Processes
Deformation/ Processes — Infiltration Combined
Lamination Martensitic ~ Interdiffusion g_itr;el.iquid Phase
Transformation intering or

Reactive Processing

Settling and
Centritugal
Separation

|

Thermal Processes [~

Fonte: Wessel (2004).

Kiebac et al. (2003) citam que ha diversos processos de fabricagdo de MGF,
dependendo dos materiais que se deseja misturar, da geometria do componente, do tipo e da
extensdo do gradiente. Ainda citam diversos processos, dentre eles empilhamento em po,

solidificagdo de jato e gradagdo eletroquimica. Naebe e Shirvanimoghaddam (2016) também
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trazem um estudo sobre os processos de fabricagdo e mostram que entre 1980 e 2016, os paises
que mais tinham pesquisas relacionadas aos MGF eram China, Estados Unidos e Iran, segundo

a plataforma Scopus (Figura 7).

Figura 7 — Dados de pesquisas sobre MGF entre 1980 e 2016.
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A Figura 8 e a Figura 9 apresentam exemplos de pecas produzidas com MGF. A
primeira imagem mostra uma pe¢a com gradag¢do na distribui¢do das fibras e a segunda uma

mistura de metal com zircdnia.

Figura 8 — Exemplo de uma peca feita de material composito para um receptor de calor solar
fabricado usando o alinhamento das fibras de MGF.
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a) Alinhamento das fibras de carbono. b) Temperatura dentro e fora das paredes.

Fonte: Shiota e Miyamoto (1997).
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Figura 9 — Secdo transversal de um material MGF composto por Zirconia (Y203-ZrO2) e uma

superliga de niquel, cromo, aluminio e itrio (NiCrAlY ou YPSZ), fabricado por deposi¢ao.

Fonte: Shiota e Miyamoto (1997).

Segundo Shen (2009), o que vai ditar o comportamento do MGF ¢ a chamada fracao
de volume, essa fracado mede a quantidade relativa em volume de cada material constituinte. A
fragdo de volume varia gradualmente na dire¢ao da gradacao (espessura, em geral), desta forma
as propriedades do material mudam ao longo dessa dire¢do. Ha duas possibilidades de
constru¢do de um MGF: em camadas com a mesma fragdao de volume ou varia¢ao continua da

fragdo de volume (Figura 10).

Figura 10 — Se¢do transversal de modelos de MGF.

a) Constitui¢ao em camadas. b) Constituigdo em gradagio.

Fonte: Elaborado pela autora.

De acordo com Shen (2009), a fragdo de volume do metal pode ser expressa como:

N
Vm:(22+hj )

2h
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onde z ¢ a coordenada da espessura e varia de -A4/2 até h/2, h € a espessura, N ¢ o expoente da
fracdo de volume que dita o perfil de variagdo do material (0 < N < ), variando esse valor,
temos uma infinidade de composi¢des possiveis.

Para modelar as propriedades dos MGF podemos usar a lei das misturas (modelo
de Voigt). O novo material tera suas propriedades P de cada camada, como por exemplo o
Modulo de Elasticidade E, o coeficiente de Poisson v ou o coeficiente térmico ¢, expresso por

P= jz_lpjvj )

onde P; ¢ V; sdo as propriedades e a fragdo de volume do material j de origem. E importante

ressaltar que a soma de todas as fragdes de volume ¢ unitéria:

jz_:lvj =1 (3)

Nos MGF compostos por dois materiais, em geral, metal e ceramica, a Equagao (3) pode

ser escrita como
Ve +V, =1 4)
Um MGEF pode ser definido pela sua variagdo fragdo de volume, de qualquer um
dos materiais usados. Segundo Chi e Chung (2006), a principal caracteristica de um material
MGF ¢ a microestrutura ndo uniforme com macropropriedade gradada de forma suave. Para
Koizumi (1997), as mudangas continuas na microestrutura do MGF sdo o que o distingue dos
demais materiais compdsitos convencionais. E essa mudanga continua na composigdo do

material que gera os gradientes nas propriedades do MGF, como apresentado na Figura 11.

Figura 11 — Comparagdo das caracteristicas de um material MGF e materiais compositos

convencionais.
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Fonte: Koizumi (1997).

A maioria das pesquisas com MGF adota uma lei de poténcia (P-FGM), uma fungao

sigmoide (S-FGM) ou uma fung¢do exponencial (E-FGM) para descrever a variagao das fragdes
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de volume ao longo da estrutura. A fracdo de volume pode ser determinada para quaisquer dos
materiais envolvidos.
De acordo com Frikha e Dammak (2017) e Mars et al. (2017), que aplicam a P-

FGM para calcular a fragcao de volume da ceramica no novo material:

VC(Z){l—a(%+ﬁj+b(%+%jCT ()

onde z ¢ a coordenada na dire¢do da espessura. Os parametros a, b € ¢ determinam o perfil de
variagdo da ceramica, no caso, na se¢do transversal. Em Su et al. (2014), analises de placas e
cascas sao feitas com combinagdes diferentes desses parametros a, b, c € N e foram apresentadas
diversas distribui¢des de fracdes de volume em relacao a z/h.

Determinada a fragdo de volume, é necessario obter as propriedades do novo
material em cada ponto da estrutura. Neste trabalho sera utilizada a lei das misturas, Equacao
(6), para calcular o modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v, em fungdo da posigao

z na se¢do transversal.
P(2)=(R=P)Ve(2)+F, (6)
sendo P(z) a propriedade do novo material em cada ponto z na espessura, P. € Py as

propriedades da ceramica e do metal, respectivamente. Sendo assim, E(z) ¢ v(z) do novo

material sdo definidos por
E(z)=(E,-E,)V,(z)+E, (7)
v(2)=(v, =V )V, (2)+V, (8)

A funcao sigmoide (Sigmoid funciton ou S-FGM) ¢ uma maneira mais suave de

calcular a fracao de volume, sendo o V. dado por

h/_,\"
Vcl(z):l—l A para Oszs%

2\ D

V N ©)
1| Vo+1 "
V,,(z)== . para—égzgo
2
Para calcular as propriedades do novo material a relagdo ¢ dada por
P(z)=V,(z)P +(1-V,s(2))PR, para 0<z<h/
(10)

P(2)=V,,(2)P +(1-V,,(2))P, para N/ <z<0

Na E-FGM ou Exponential function, as propriedades do material sao dadas por
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P(z)=P, e*™72) onde lelniij (11)
h | P

Chi e Chung (2006) trazem mais detalhes sobre P-FGM, S-FGM e E-FGM, além
de graficos mostrando a variagdo da propriedade do material, no caso o mddulo de elasticidade
E, pela razdo de z/h (Figura 12). Na distribui¢do P-FGM, quando o expoente ¢ menor que 1, £
aumenta rapidamente na superficie inferior, podendo gerar concentragdo de tensdo nessas
mudangas bruscas (LEE e ERGODAN, 1995), e depois fica mais suave, enquanto que quando
0 expoente ¢ maior que 1, £ aumenta mais lentamente. Em S-FGM, proximo as superficies, ha

uma mudanga mais lenta ¢ no meio, mais acentuada, esse ¢ um modelo mais suave. Por fim, E-

FGM traz uma distribui¢do também mais suave que P-FGM.

Figura 12 — Mdédulo de Young do MGF para diferentes distribui¢cdes ao longo da espessura,

onde p ¢ referente ao expoente N usado no presente trabalho.

Eq

Young's Modulus

Young's Modulus

Young's modulus

T |
-0.5 0 0.5
zlh

a) P-FGM. b) S-FGM. ¢) E-FGM.
Fonte: Chi e Chung (2006).

Outros autores, como Zenkour (2005, 2005b), Shen e Li (2008), Chen et al. (2017),
trabalham com fragdes de volume com distribuigdes sanduiche. Macias et al. (2017, 2017b)
estudam painéis confeccionados com nanotubos de carbono (carbon nanotubes - CNT), sendo
estes inseridos em uma matriz polimérica eldstica, formando um material chamado de
compdsito com nanotubos de carbono (carbon nanotubes composite - CNTRC). Lei et al.
(2016) e Mercan et al. (2018) fizeram trabalhos sobre placas MGF também usando CNT, o
primeiro estuda a flambagem e o segundo a vibragao. Estudos com nanocompésitos € MGF sao

mais recentes e vem ganhando notoriedade.
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3 PLACAS E CASCAS ABATIDAS

Placas e cascas sdo elementos bidimensionais, com duas dimensdes bem maiores
que a terceira, que corresponde a espessura. Basicamente, as cascas diferem das placas por
poderem ser curvas no espaco, ja placas sdo planas. Segundo Cook et al. (2002), cascas podem
suportar cargas elevadas quando as tensdes de membrana sdo dominantes. Ele compara as
cascas ao exemplo de um fio que suporta muita carga axial, porém nao tem resisténcia a flexao.
Assim, a casca ¢ mais resistente do que uma placa plana, considerando o mesmo volume e
material em ambas. Analogamente ao fio, a casca ¢ susceptivel a flambagem se as tensdes de
membrana sdo compressivas em toda ou parte dela.

Ainda de acordo com Cook et al. (2002), na casca, em geral, as agdes de membrana
e flexdo estdo presentes. Devido ao formato curvo da peca, os elementos de casca podem
superar possiveis deficiéncias de elementos planos e de placas, pois a geometria curva faz com
que as acdes de flexdo e membrana interajam, enquanto na teoria linear das placas perfeitas
estas agdes geralmente sdo desacopladas.

As duas teorias mais difundidas na Engenharia para analise de placas e cascas sdo
a de Kirchhoff-Love e a de Reissner-Mindlin. As principais diferencgas entre as duas dizem
respeito a consideracdo do efeito do cisalhamento transversal. Enquanto que a teoria de
Reissner-Mindlin considera o cisalhamento transversal e tende a ser usada em cascas espessas,
podendo também ser aplicadas em cascas finas, a teoria de Kirchhoff-Love despreza o efeito
do cisalhamento, sendo adequada apenas a cascas finas.

Além disso, cascas Kirchhoff-Love necessitam de continuidade C', que é muito
dificil de conseguir no Método dos Elementos Finitos, sendo esse um dos motivos pela
dificuldade de se estudar cascas com a aplicagdo do MEF. Em AIG, as NURBS sdo capazes de
manter essa continuidade no patch, o que fez voltar o interesse em se estudar cascas finas sob
a luz dessa teoria (NGUYEN-THANH et al., 2015; KIENDL et al., 2015; DENG et al., 2015;
CASQUERO et al., 2017).

Porém, além da limitagdo da espessura pela propria teoria, de acordo com Nguyen-
Thanh et al. (2011), que estudaram cascas finas com aproximacao polinomial com T-meshes
(Polynomials Splines Over Hierarchical T-Meshes ou PHT-Splines) e continuidade C', na casca
de Kirchhoff-Love hé dificuldades em impor condi¢cdes de contorno de rotagdo e, quando
usados varios patches, sao necessarios outros artificios para conectar os patches. Por outro lado,
a utilizag¢do da teoria de Reissner-Mindlin facilita a imposi¢do de condigdes de contorno e a

conexao entre varios patches.
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Benson et al. (2013) fizeram um estudo de cascas isogeométricas com formulagao
combinada de Kirchhoff-Love e Reissner-Mindlin, sendo a segunda teoria citada usada em
alguns setores da peca em estudo, onde foi necessario acentuar as restricoes. Ainda citam que
embora a capacidade de aumentar a continuidade das NURBS permita estudos com Kirchhoff-
Love, uma formulagio de Reissner-Mindlin, com continuidade C° foi suficiente, sendo usada
por ser mais apropriada para o metal com dobras acentuadas na geometria inicial e na solugao.

Assim, a teoria de Reissner-Mindlin sera utilizada neste trabalho.

3.1 Teoria de Placas de Reissner-Mindlin

Uma teoria de placas que considera o efeito do cisalhamento transversal foi
desenvolvida por Reissner e Mindlin. Reissner (1945) desenvolveu sua pesquisa considerando
as tensoes variaveis. Ja Mindlin (1951) fez seu estudo considerando os deslocamentos varidveis.
Os dois consideraram o cisalhamento transversal constante ao longo da espessura da placa, por
isso, estas sao chamadas de teorias de deformagao de cisalhamento de primeira ordem (First-
Order Shear Deformation Theory - FSDT).

A teoria de placas de Reissner-Mindlin esta fundamentada em trés hipoteses:

e Os pontos da reta normal ao plano médio tém deslocamento transversal igual;

e A tensdo normal da diregdo transversal ¢ desprezada;

e Retas que sdo normais ao plano médio na situacdo indeformada permanecem

retas ap0Os a deformacdo, porém ndo necessariamente normais ao plano médio.
Devido esta hipdtese, € possivel a consideragdo do cisalhamento, por isso a teoria
de Reissner-Mindlin pode ser empregada no estudo de cascas de média a grande
espessura.

Nota-se a semelhanga entre a teoria de vigas de Timoshenko e a teoria de placas de
Reissner-Mindlin, tendo como diferenga que as placas sdo analisadas em duas dimensdes. A

Figura 13 ilustra o campo de deslocamentos resultantes das hipoteses de Reissner-Mindlin.
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Figura 13 — Deslocamentos de um ponto na placa segundo a teoria de Reissner-Mindlin.

Deformada do
Plano Médio

Elemento Deformado

A

w

L S Plano Médio

Elemento Indeformado

Fonte: Elaborado pela autora.

A partir da Figura 13, onde sdo apresentados os deslocamentos para os eixos y ¢ z,
também valido para os eixos x e z, podemos escrever o campo de deslocamentos em qualquer
ponto (x, y, z) da placa como
u (% y,z)=u(xy)+z6,(xy)
u, (% y,2)=v(x,y)-260,(xy)
u, (x,y,2)=w(x,y)

(12)

onde u, v e w sdo deslocamentos ao longo dos eixos x, y e z € 6 e 6, s@o as rotagcdes da reta
normal em torno dos eixos x e y, respectivamente.

A partir das hipdteses cinematicas adoptadas verificamos que &, =0u,/0z=0,

enquanto as deformagdes no plano sdo expressas por

RO - B
OoX oX OX
ool . ou, ov 00, | m o mp
=| &, E @ +2 & =g +ZK=¢" +¢ (13)
Pl lou au | |ov oau| |6, ae
_+_ _— _— —_—
| ox oy | |Lox oy] | oy ox |
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Assim, estas deformagdes sdo compostas por uma parcela constante,

correspondente as deformagdes de membrana:

) 8_u ]
&y gc
Sm: 8;11 = 5 (14)
Pwl lou ov
_+_
oy OX]

e uma parcela que varia linearmente com a distancia a superficie média da placa e que depende

da curvatura:

_ 20, i}
K, OX
& =2k |- -2 (15)
= , |= -
K, 8y
’ 00, 96,
Loy ox ]
Finalmente, as deformagdes de cisalhamento transversais ao plano da placa sdo
dadas por:
y aa—W+6?y
Xz X
L/ yj MW_, (16)
oy

Estas deformacdes sdo constantes ao longo da espessura da placa, o que nao
corresponde a solucao da Teoria de Elasticidade, no qual a variagao € parabolica. Assim, a teoria
de Reissner-Mindlin considera o cisalhamento transversal de forma aproximada.

Neste trabalho serd adotada a hipotese de deslocamentos moderadamente grandes,
de forma a estudar a estabilidade de placas. Isto pode ser feito utilizando as deformagdes de von
Kérman, que sao oriundas das deformagdes de Green, quando se considera que os termos Ou/0x,
Ou/0y, Ov/Ox e Ov/Oy s@o muito pequenos em relacdo aos demais e podem ser desprezados.

Assim, as deformag¢des de membrana sdo expressas por
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(17)

Portanto, as deformagdes de membrana sdo compostas por uma parte linear (€; )

devido a deslocamentos no plano e uma parte ndo linear causada pelos deslocamentos

transversais (€, ), levando ao acoplamento dos efeitos de membrana e flexdo.

Marguerre estendeu a teoria ndo linear de placas de von Kérman para cascas

abatidas (Crisfield, 1991). Nesta teoria, as deformacdes de membrana sdo dadas por:

éﬂ{
OX
n_| o
oy

ou

_+_
oy oX

ov

2 OX

2| oy
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(18)

onde zo (x, y) € a elevacdo da superficic média da casca. Quando zo = 0, as deformagdes da

Equagdo (18) se reduzem as da teoria de von Kérman. Reorganizando a Equacao (18), temos
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(19)

Assim, cascas abatidas apresentam um acoplamento entre deslocamentos

transversais ¢ deformagdes de membrana devido a curvatura inicial da casca. Ao contrario dos

termos de von Karman, este acoplamento ocorre mesmo para pequenos deslocamentos.

E importante lembrar que a estabilidade de estruturas esbeltas ¢ bastante

influenciada pelas imperfei¢des geométricas iniciais. Assim, o uso da teoria de Marguerre

permite ndo somente o estudo de cascas abatidas, mas pode ser utilizada no estudo da

estabilidade de placas imperfeitas.
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3.2 Esforc¢os Internos

A formulacao das equacdes de equilibrio de placas e cascas ¢ feita de forma mais
simples em termo dos esfor¢os internos (resultantes de tensoes). Para isso, ¢ necessario fazer a
integracao das tensdes ao longo da espessura. Estes esforcos podem ser escritos em funcdo das
deformacdes de membrana, flexao e cisalhamento, resultando nas matrizes A, B, D e G. Este
procedimento sera discutido a seguir, primeiro para laminados e depois para materiais com
gradacgdo funcional.

O laminado difere do MGF devido a variagdo discreta das propriedades do material
ao longo da espessura. Adicionalmente, cada lamina ¢ considerada como um material
homogéneo e ortotrdpico, enquanto o MGF se comporta como um material isotrépico, mas nao

homogéneo, pois suas propriedades mudam ao longo da espessura.

3.2.1 Laminados

Os materiais compositos reforcados por fibras podem ser considerados elasticos e
ortotrdpicos no sistema da lamina (Figura 2). Assim, as relagdes entre tensdes e deformagoes

sdo dadas por:

O Q, Q. 0| &

0, =1Q, Q, 0 |& | = 06,=Qg (20)

T 0 0 Qe || 72

713 Q, O }{7 13}

= = 1,=Q. 21
L'zj { 0 Q|72 ' ' 1)
onde
E Ev E

Qu=—— Qu=—"%-Q,=—"2—;

" 1-vpvy . 1-vvy # 1-vvy (22)
Qee = Glz; Q44 = GlS; st = GlS;

Para fazer a transformagdo do sistema local da lamina para o sistema global do
laminado teremos duas matrizes de transformacao, sendo uma para as deformagdes no plano
(T) e a outra ¢ referente ao cisalhamento transversal (Ts):

cos’ @ sen’d senécosf

T=| sen’d cos’ 0 —sengcosé (23)
—2sen@cos@ 2sendcosd cos’ @ —sen’d
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cos@ send
To= (24)
-send cosé
As matrizes constitutivas no sistema global sdo dadas por
_ gll ?12 ?16
Q=T TQT =1Q, Qy Qze (25)
Q16 QZG Q66
~ 644 645
QS = TS TQSTS ={ ~ ~ (26)
Q45 Q55

Os coeficientes da matriz Q e os da matriz QS sdo obtidos realizando os produtos
indicados:
Qu =Qy cos* 0+2(Q,, +2Qy )sen’ #cos’ 6+Q,, sen* &
Qp =(Qy +Q,, —4Qy )sen” fcos® 0+ Q,, (sen‘ O+ cos* 0)
Qi = (Qu —Qy, —2Qy )sen #cos® 0+(Q,, —Qy, +2Qy, )sen® Hcos @

N 27
Q,, =Qy,5en’ 0+2(Q,, +2Qg )sen” Hcos® 6+ Q,,c0s*¢ .
Qs =(Q, —Q, —2Qqs )sen® fcos 0+ (Q,, — Q,, +2Q; )sen #cos’ &

Qe =(Qu +Q,, —2Q,, — 2Qy4 )sen” Oc0s” O+ Qy (sen* O+ cos* )

Q,, cos’6Q,, +sen’0Q,,

645 = (st —QM)seanosé’ (28)

Q. =sen’0Q,, +cos’ HQ,,
com Q44 = G13 st = Gza

Figura 14 — Coordenada z do compdsito laminado.
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Fonte: Teofilo (2010).

Logo, integrando as tensdes para se obter os esfor¢os, sendo n/ 0 numero de laminas

e k alamina em estudo (ver Figura 14), temos
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N vo | O
X /2 X nl zkﬂ_k
N=| N, |= [ |o, [dz=) [ Q" az (29)
N -h/2 r k=1 7,
Xy Xy
I\AX O-X Z
M=l M ~ h/2 dy— nl () © g
- y_jayzz_kszazz (30)
—h/2 =l 7,
Mxy z-xy
V h/2 T nl Zkid —(k)
_ xz | Xz . (k)
v_{vy} | L }dz_kZJ'sts y"dz G1)
z —h/2L"yz =1l 7

Nesta teoria existem deformagdes transversais, que sdo independentes do eixo z. O
cisalhamento transversal é considerado constante, quando na verdade ele tem uma distribui¢ao
quadratica. Para contornar essa aproximagao ¢ usado um fator de corregdo ks, sendo este 5/6
para geometrias retangulares.

Separando entdo as deformagdes em parcelas de membrana, flexao e cisalhamento,

a relagdo constitutiva do laminado ¢ dada pela matriz ABDG:

N (A A As By, B, Bg 0 01 &
N y A, A, As B, By By O 0 | ¢ ;n
N,y As As As Bg By By 0 0 |l 7y
M, _ By, B, By Dy, D, Ds 0 0 | & (32)
M y B, B, By D, D, D, O 0 ||« y
M Xy Bs Bx By D Dy Dy O 0 || x Xy
A O 0 0 oO 0 0 G, Gigl 7.
'V, | O 0O 0 O 0 0 G Gy | 7y |
Ou simplesmente
N A B 0f¢e"
M|=|B D 0|k (33)
Y 0 0 Gy

Os termos da matriz ABDG sao dados por

nl Zkst nl Zka

A=) I Q™Mdz B=> I Q™ zdz

k=l 7, k=1 2,

(34)

nl Zks Zun

D= I Q¥z%dz G :i I k.QWdz

k=1 3, =

As matrizes podem ser integradas analiticamente ou numericamente. Em Rocha

(2013) fo1 utilizada uma integracdo numérica na espessura com trés pontos de Lobatto em cada
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lamina, visando captar efeitos de ndo linearidade fisica devido a falha do material. Por outro
lado, considerando que o material permanece no regime elastico, as matrizes podem ser

integradas analiticamente:

ol B ol Qij(k) (Zlf+1 - Zf)

(35)

sendo os indices i, j = 1, 2, 6 para as matrizes A, Be D e i, j =4, 5 para a matriz G.

A matriz A ¢ referente a rigidez de membrana do laminado, a matriz D a flexdo e a
matriz B apresenta termos de acoplamento membrana-flexdo. Para o caso de laminados
simétricos a matriz B ¢ nula, logo ndo hé acoplamento membrana-flexdo causado pela relagdo
constitutiva.

E possivel que ocorram trés tipos de acoplamentos simultineos no elemento de
casca abatida. O primeiro devido a geometria da casca oriundo dos termos de deformacao de
Marguerre (Equacao (19)), o segundo causado pela matriz B oriundo da relacdo constitutiva
linear e o terceiro da analise nao linear oriundo da consideracdo da deformacao de Green-
Lagrange.

Os acoplamentos presentes na matriz B de laminados ndo simétricos podem causar
comportamentos termo-mecanicos indesejaveis (DANIEL e ISHAI 2004), além de tornar a
andlise mais complexa. Neste trabalho sdo consideradas laminagdes cross-ply e angle-ply
simétricas, o que elimina os acoplamentos da matriz B. Laminados cross-ply simétricos
apresentam menos acoplamentos nas matrizes A e D, permitindo a obtencdo de solugdes
analiticas de alguns problemas de estabilidade. Por outro lado, laminados angle-ply apresentam
acoplamentos nestas matrizes, tornando necessario o uso de métodos numéricos.

Na Teoria Cléssica de Laminagdo, baseada na Teoria de Kirchhoff para placas, nao
¢ considerado o efeito do cisalhamento transversal e a matriz que relaciona esforcos e

deformacdes € composta apenas pelas matrizes A, B e D.
3.2.2 Materiais com Gradac¢ao Funcional
Os materiais com gradac¢do funcional sdo considerados isotropicos, ndo sendo

necessario considerar matriz de transformacao T. Por outro lado, as propriedades vao depender

da posicao z onde estdo sendo calculados devido a variagdo das fragdes de volume ao longo da
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espessura. Logo, o valor do modulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson vao variar ao
longo da espessura.
Considerando um comportamento linear elastico, as relagdes entre tensdes e

deformacdes podem ser escritas como

O Q, Q. 0| &

0, 1=|Q, Q 0] & | = 06,=Q¢g (36)
T1 0 0 Q7
T13 Qs O ”:713}
= = 1,=Q.y 37
|:sz {O Qss || 725 ' ' 67
onde
E(z) E(z)v(z) E(z)
Qu=Q,=—""5; Q,=—""3; Q,=0;=Qy=o——"—
1 = 1—V(Z)2 12 1—1/(2)2 aa = Nss = Nes 2(1+V(Z)) (38)
Integrando as tensdes para se obter os esforcos, temos
Nx h/2 Gx %
N=| N, |= [ |o,|dz= [ Q(2) & dz (39)
N,, 2 Ty %
Mx h/2 Oy %
M= M, |= I o, |zdz= '[Q(z) £zdz (40)
M,, 2 Ty Rz
VXZ h/z TXZ %
V:[v }: j{ }dz: [ kQ,(z) ydz (41)
v ] iyal By -y

Sendo assim, a relagdo constitutiva ¢ dada pelas Equagdes (32) e (33), porém os

termos ABDG agora sdo calculados por

" P 7! 7!
A= j Q(z)dz B= I Q(z)zdz D= IQ(Z) 2’z G= _[ k.Q, (z)dz (42)
L R D L

Estas matrizes podem ser integradas analitica ou numericamente, dependendo da
lei de variacdo V.(z) adotada. Na implementa¢do computacional realizada neste trabalho foi
adotada a integragdo numérica por quadratura de Gauss. Neste caso, o nimero de pontos para
integrar exatamente varia de acordo com os coeficientes c e N da lei de variagdo adotada.

A discussao no item anterior sobre o acoplamento membrana-flexao devido a matriz

B também ¢ valida para os MGF. Contudo, ao contrario dos laminados, a matriz B dos MGF



40

raramente ¢ nula, uma vez que a distribui¢do dos materiais constituintes geralmente ndo ¢

simétrica em relacdo a superficie média.
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4 MODELAGEM GEOMETRICA

A Analise Isogeométrica (AIG) adota as fungdes de desenho usadas em CAD
(Computer Aided Design) para fazer a modelagem geométrica. As analises de engenharia
estaticas, dinamicas, térmicas, dentre outras, feitas pelas ferramentas computacionais
conhecidas como CAE (Computer Aided Engineering), que abrangem, por exemplo, Método
dos Elementos Finitos (MEF) e Dinamica dos Fluidos Computacional (Computational Fluid
Dynamics - CFD).

A motivacao por tras do desenvolvimento da AIG foi aproximar CAD e CAE, ou
seja, ligar geometria e analise, fazendo com que ambas usem as mesmas fungoes e reduzindo
erros, ja que a geometria ¢ representada exatamente. AIG faz analises semelhantes ao MEF,
com a vantagem da geometria exata e da facilidade de refinamento do modelo de andlise.

Atualmente, a maioria dos programas CAD utilizam curvas e superficies B-Splines
e NURBS para modelagem geométrica. Neste capitulo sera apresentada uma breve discussao
deste assunto de forma a facilitar o entendimento da Andlise Isogeométrica. Uma apresentagao

detalhada deste assunto pode ser encontrada em Piegl e Tiller (1997).
4.1 B-Splines

Uma curva B-Spline ¢ definida pela combinagao linear de pontos de controle p; e

funcdes de base N p:

n

C&)=DN;,(€)p, (43)

i=1
onde n ¢ o numero de funcgdes de base, p € o grau destas funcdes e & € a coordenada paramétrica.
As curvas B-Splines sdo muito utilizadas para modelagem de objetos de geometria livre (free-
form), porque permitem o controle da geometria da curva simplesmente alterando a quantidade
e posi¢do dos pontos de controle (Figura 15).

As B-Splines podem retratar diferentes segmentos dentro de uma mesma
representacao paramétrica, apenas limitando as func¢des de base em faixas (i.e. intervalos) deste
espago paramétrico. Essas faixas sdo conhecidas como knot spans, ou apenas spans, € sao
definidos pelo vetor de knots (knot vector). O vetor de knots é um conjunto de valores nao

negativos e ndo decrescentes que estdo definidos dentro do intervalo paramétrico da curva E =

[&1, &, &, ..., Siep+i].
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Figura 15 — Controle local exercido por um ponto de controle, alterando a forma da curva de
acordo com a mudanca da posi¢ao de ps.

p2(0.2) p:(2.2)

3

-
=8

————————————————

o—_—

L) ——=
P (0.0) p:(20) ps(3.0)
Fonte: Barroso (2015).

As fungoes de base B-Spline sdo definidas pela formula recursiva de Cox-de Boor

(Piegl e Tiller, 1997):
1’ i = < i+1
Ni,o(§)={ 0Ee (44)

0, caso contrario

éf—é:i §i+p+1_§
Nip(§)=——">N E &
Ip (é’:) épr - ¢ Sivnst ~ Sint

A primeira derivada da fun¢ao de base ¢ importante, pois ela ¢ necessaria para

i,p—1(§)+ Ni, p—l(é:) (45)

compor a matriz de rigidez K. Logo, derivando a Equagao (45), temos:

d p P
N, = N; 1 Ni+1 p-1
dﬁf "P (5) §i+p - é:| "P (§)+ §i+p+l - §i+1 Y (6) (46)

A Figura 16 mostra exemplos de fungdes B-Splines e suas respectivas derivadas.
Podemos ver que o vetor knot do item (c) tem um knot span a mais que o do item (a), ou seja,
ele € mais discretizado. Isso faz com que ele tenha uma funcao base a mais. Além disso, no item
(c) a fungdo N1 contribui apenas no primeiro span [&1,84], No2 € Na3 contribuem em todo o
espaco paramétrico [£1,&7] € Naa atua apenas no segundo span [ &,&7]. Podemos perceber que
esse comportamento também estd nas derivadas. Um vetor knot € uniforme quando os valores
paramétricos t€ém um padrao de variagdo igual, por exemplo, Z =10, 0,0, 1, 2, 3, 4,5, 5, 5] ¢

um vetor knot uniforme. Ja o vetor 2=1[0, 0,0, 1, 1,4, 5, 5, 5] ndo é.
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Figura 16 — B-Splines e suas respectivas derivadas.

1.0 T T L T 2.0
0.8
1.0 ~ N,
I - N,
0.6 1 o — N,
= =)
Z = 00
2
0.4r-
1.0
0.2
0.0 L L - 2.0 L I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
< g
a)p=2e¢==1[0,0,0,1,1, 1]. b) Derivada da fungao do item a.
1.0 6.0
[ 4.0
0.8F
L 2.0F
0.6 hel
e =
Z > 00
5
0.4r-
2.0F
02r-
4.0
0.0 ‘ ‘ : 6.0 ‘ ‘ ‘ -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
g &
c)p=3e==[0,0,0,0,0.5,1,1,1, 1]. d) Derivada da fung¢ao do item c.

Fonte: Elaborado pela autora.

Piegl e Tiller (1997) citam caracteristicas importantes das fungdes B-Splines:
e  Nao-negatividade: N;, (&) > 0;

Z Ni o (&)=1;
. Parti¢do da unidade: =
o Suporte compacto: N;, (&) = 0 se Eestiver fora do intervalo [ &, &p+1];
o Apenas p + 1 fungdes de base ndo sdo nulas em um knot span [ &, &+];

o Todas as derivadas de N;, (&) existem no interior dos knot spans.

Outra caracteristica importante das B-Splines é possuir continuidade C?"! dentro do
knot span e CP™" em um knot de multiplicidade m. Quando um knot interno & tem multiplicidade

igual ao grau da curva (m = p), um ponto de controle em & serd interpolado pela curva. No caso
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de vetores de knots abertos, a multiplicidade dos extremos ¢ m = p+1, de forma que os pontos
de controle extremos serdo interpolados. A maioria dos vetores de knots utilizados em
modelagem geométrica e AIG possui esta propriedade.

O nuimero de pontos de controle (n.), correspondente ao nimero de bases B-Spline,
¢ dada pela expressao:
n=n-p-1 (47)
onde nx ¢ o tamanho (i.e. nimero de elementos) do vetor de knots. Considerando como uma
funcdo quadratica (p = 2), dividida em 4 spans, com vetor de knots igual a = = [0, 0, 0, 0.25,
0.50, 0.75, 1, 1, 1], temos n. =9 — 2 — 1 = 6. Portanto, esta curva tem 6 pontos de controle ¢ 6
fung¢des base.

A Figura 17 mostra os pontos de controle ilustrados em uma barra, representados
por asteriscos azuis (*), € os spans, que sdo os pedagos entre as bolas vermelhas (0). Note que
temos 4 spans ¢ 6 pontos de controle. Dentro do patch os limites dos spans € os pontos de
controle ndo necessariamente coincidem, porém nas extremidades do patch isto ocorre
obrigatoriamente devido ao uso de vetor de knots aberto, fazendo com que os pontos de controle

das extremidades sejam interpolados.

Figura 17 — Pontos de controle em uma barra (problema unidimensional).

1

; ; ; ! ! r ! 5 !
:hu% P L P 4 %
r L i R S S

0 0.1 0z 03 04 0s 06 07 o8 0% 1
X

Fonte: Elaborada pela autora.

Nas B-Splines € possivel inserir knots e elevar o grau da curva (Piegl e Tiller, 1997).
Essas operagdes alteram a descri¢ao da curva sem alterar sua forma. Quando adicionamos um
knot, ou seja, incluimos um novo valor & no vetor de knots =, também ¢ adicionada um nova
base N;, € um novo ponto de controle. Para manter a curva com a mesma geometria, alguns
pontos de controle sdo alterados. Considere um vetor de knots 2 = [&1, &, &, ..., &ip+1] Onde
iremos adicionar um novo knot & e [&, &+1], como mostrado na Figura 18, entdo os novos
pontos de controle p podem ser redistribuidos de acordo com a expressdao dada a partir dos

pontos de controle antigos p (Piegl e Tiller, 1997):
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Py, i=1
P =1 ap;+(L—a;)p; -1, 1<i<h (48)
Ph-1, i=h

sendo 4 o tamanho do novo vetor de pontos de controle p e o pardmetro o ¢ dado por

1, 1<i<k-p
£-¢ -

o = —=—, k—p+1<i<k 49
§i+p_§i ( )
0, i>k+1

Figura 18 — B-Splines com inser¢do de knot (& =2).

—_d
Ps = Ps Ps Py

Vetor de fmots antes = [0.0,0,1.3.4,4.4]
Vetor de fnots depois =[0,0,0.1,2,3.4.4.4]

Fonte: Barroso (2015).

A inser¢do de knots serve para dar ao usuario um controle local maior da curva em
estudo. Se for inserido um ou mais knots iguais a um dos knots que ja existam no vetor, isso ird
quebrar a continuidade da curva e permitir isolar em intervalos paramétricos as modificacdes
feitas devido as posi¢des dos pontos de controle (Figura 19).

Outro efeito importante € a elevagao do grau (degree elevation) das curvas. Quando
se aumenta o grau das bases de uma B-Spline, a continuidade ndo ¢ alterada, ou seja, a
multiplicidade de cada knot aumenta em 1, mantendo a continuidade inicial dos knots. Aqui
também temos o acréscimo de pontos de controle. O algoritmo de elevagdo de grau de B-Splines

¢ mostrado em Piegl e Tiller (1997).
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Figura 19 — Exemplo do controle local obtido pela insercao de knots.

T =10,0,0,0,0.33,0.67,1,1,1,1]

p2(0.2) P:(2.2)

P (0.0) p(20) BsGO)

£=[0,0,0,0,0.33,0.33,0.67,0.67,1,1,1,1]

P2 (.Oi__l!; 12  p22)

ps(2.1)

p1(0.0) ps(20)  p;3.0)

Fonte: Barroso (2015).

A Analise Isogeométrica permite trés tipos de refinamento, a partir dos algoritmos

de refinamento das B-Splines. O refinamento / ¢ obtido adicionando um novo knot ao vetor Z,

como mostrado na Figura 20, fazendo que também sejam gerados uma nova fungio N;, € um

novo ponto de controle.

Figura 20 — Exemplo de fung¢des de base quadratica com refinamento de malha.

1.0

0.8

0.6 b

N i2

0.4 b

0.2 N

0.0 0.2 0.4 0.6 0j8 1.0
3
a) ==[0,0,0,0.33,067 1,1, 1].

Fonte: Elaborado pela autora.

L0

0.8

0.6 b

N 2

0.4 b

0.2 N

0.0 0.2 0.4 0.6 OjB 1.0
£
b) £=[0,0,0,0.25,0,50,0.75, 1, 1, 1.

O refinamento 4 na AIG reduz o tamanho e aumenta o nimero de spans ns, de forma

analoga ao refinamento # do MEF que reduz o tamanho e aumenta o nimero de elementos da
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malha. A Figura 21 apresenta exemplos de refinamento # de uma B-Spline quadratica,

aumentando o .

Figura 21 — Exemplo de refinamento 2 em uma B-Spline quadratica em uma barra.

! ! ! ! ! ! T T T !
hn% S ' : : e %
1 T S S S SR N S SR

a) ns=3,n.=5
==10,0,0,0.33,0.67,1, 1, 1]

! T . !
hu% P _— S — %
p N R N S S S S S

0 0.1 0z 03 04 05 0B 07 08 08 1

b) ns=4,n.=6
==10,0,0,0.25,0.50,0.75, 1, 1, 1]

Fonte: Elaborada pela autora.

O refinamento p da AIG ¢ referente a elevacao do grau das bases. A multiplicidade
do knot ¢ elevada em 1, porém a continuidade inicial ndo se altera. Na AIG, esse refinamento
melhora a solu¢do numérica, aumentando o numero de graus de liberdade e o grau das fungdes
base, sem aumento de 7,. Este refinamento ¢ similar ao refinamento p do MEF que consiste no
uso de elementos de grau mais elevado. O refinamento p ¢ ilustrado na Figura 22 e na Figura

23.

Figura 22 — Exemplo de func¢des de base com elevacdo de grau de quadratica para cubica.

1.0 T T T T 1.0 . .
- Nr‘J
- N]J

0.8 - N}‘J 0.8

0.6 g 0.6

z z

0.4F 0.4 S

0.2F . 0.2f

0.0 " i L i 0.0 : :

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
€ g
a) p=2e==[0,0,0,1,1, 1]. b) p=3e==[0,0,0,0,1,1,1,1].

Fonte: Elaborada pela autora.



Figura 23 — Exemplo de refinamento p de uma B-Spline quadratica na barra.

1 ! ; ! ! ; ! !
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a) p=2,n.=3
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Fonte: Elaborada pela autora.
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O refinamento £ é uma combinacdo dos refinamentos p e A, pois tanto o grau p

quanto o nimero de spans ns sdo aumentados. Este refinamento ¢ realizado fazendo primeiro a

elevagdo do grau e depois a inser¢do de knots, fazendo com que haja o aumento tanto do grau

das bases como da continuidade entre os spans, como ilustrado na Figura 24. Esse tipo de

refinamento nao existe no MEF. O refinamento & na barra eleva o grau e o nimero de spans ns,

com isso, o numero de pontos de controle n. vai aumentando, como mostrado na Figura 25.

Figura 24 — Exemplo de refinamento £.

1.0 T T T T 1.0
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g
a) Curva inicial quadratica p = 2:
==[0,0,0,1,1,1].

0.2 0.4 0.6 0.8
g
b) Elevagao de grau p = 3:

£=10,0,0,0,1,1, 1, 1].



49

0.8

0.4F 1

€
¢) Inser¢do de um knot na curva cubica: 2=10,0, 0,0, 0.5, 1, 1, 1, 1].
Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 25 — Exemplo de refinamento k. O processo se inicia de (a) para (b), com a elevac¢do do

grau, depois de (b) para (c¢) com a inser¢ao de knot.

1 ! ; g ! ; ! ! g !
~ % e T %
p A S R S N T N B

0 0.1 0.z 03 04 05 0B 07 o 09 1
it

A p=2,n.=3,n=1e=2=10,0,0, 1,1, 1].

Elevacao de Grau

=

PDyp=3,n.=4,n=1¢=2=[0,0,0,0,1,1, 1, 1].

Inser¢ao de knot

C)p=3,n.=5n=2e==[0,0,0,0,0.5,1,1,1, 1].

Fonte: Elaborado pela autora.

4.2 NURBS

As curvas B-Splines ndo conseguem reproduzir exatamente geometrias conicas, por

exemplo, circulos, elipses e superficies de revolugdo, pois estas ndo tém geometrias definidas
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por polindmios. Para resolver esse problema, sdo usadas as fun¢des B-Splines ndo uniformes
de base racional (Non-Uniform Rational B-Splines — NURBS), que possuem vetores de knots
nao uniformes. Na Figura 26 estd a comparagdo entre uma semicircunferéncia feita com B-

Splines e NURBS.

Figura 26 — Diferenca na geometria entre uma semicircunferéncia construia com NURBS e um

arco de 180° feito com B-Spline.

— B-Spline curve
NURBS curve
T T T

12

02r

Fonte: Barroso (2015).

As vantagens de usar as bases racionais sdo, segundo Piegl e Tiller (1997):

e Representar modelos matematicos padrdo e de formas livres, tendo a mesma
base de dados para armazenar os dois;

e Os pontos de controle e pesos podem ser alterados para se obter inimeras
formas;

e Podem ser avaliadas de forma rapida e numericamente estavel;

e Os pontos de controle podem sofrer transformagdes diretamente neles, como
translagdo, espelhamento, etc.

e Sdo capazes de reproduzir outras representagdes paramétricas, como as proprias

B-Splines, Bézier racionais e ndo-racionais.

Uma curva NURBS ¢ descrita por uma combinagao linear entre fungdes de base

racional R;, e pontos de controle pi (Figura 15):

Cl§)=2 R (&P (50)

n
i=1
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As funcdes de bases NURBS sao obtidas por uma relagdo entre as fungdes de bases
B-Splines N;, e dos pesos wi:

Nip@w  NipEw _ Alg)

R.p(¢)= N Ew  WE) W) (51)

Lp

sendo W(¢) a fungdo peso. Cada ponto de controle possui um peso associado a ele. Variando o

peso, pode-se alterar a geometria da pega, como mostrado na Figura 27.

Figura 27 — Efeito da variacdo do peso nas curvas.

Fonte: Barroso (2015).

As fungdes de base NURBS herdam as propriedades das fungdes de base B-Splines.
Assim, as operagoes de refinamento phk apresentadas anteriormente sdo validas.

A derivada da NURBS, ou seja, derivada da Equacao (51), ¢ obtida aplicando a
regra da cadeia, como mostrado a seguir:

iy WOA(E)-W(E)AE) _WIE)AE)-W' (EW(E)R 4(£)  A(£)-W'(E)Ri,(£)
Rinlt)- w(ey ) w(ey S WE) 2

De acordo com Piegl e Tiller (1997), usando a regra de Leibnitz, a expressdo para

a k-ésima derivada ¢ dada por

A<k>(§>_i(k_jw<”(§>a€:i>(z;)

Ri(,kp)(‘f): = \J/V(f)

(33)

4.2.1 Superficies

Placas e cascas abatidas sdo estruturas tridimensionais representada pela superficie

média, tornando a analise bidimensional. Portanto, para o estudo destas ¢ necessario a
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representacao de superficies. Uma superficie definida por fungdes NURBS pode ser obtida pelo
produto tensorial de duas bases univariantes. Logo, a superficie S ¢ dada por um tensor de

pontos de controle p (nxm), entre uma NURBS de grau p com vetor de knots Z=[&, &, ...,

&rp+1] com outra NURBS de grau g com vetor de knots H=[m1, m, ..., Nm+q+1], sendo assim,

temos

S(em)=3, 2R (Enp, (54)
A funcdo R(& 7) € a fungdo de base bivariante racional expressa por

Ru@w%ﬂwngﬁy“m (59)

sendo a funcao do peso bivariante ' dada por

W(@’?Fi Zn:Wij Ni,p(f)Nj,q(U) (56)

j=1 il

As derivadas parciais sdo calculadas pela regra da derivacdo do quociente, logo

W(EDN', (E)--2w(EnN,, (€)

%Ri, J(Em)=wy N, o () E (2{7) o

FI L S W(EDNo(n)

on " B W*(g.n)

sendo as derivadas do peso dadas por

%W(é n)= i ianlWij Nt (€N () .
LWEn)=3 SNy (N (7)

.l
N
UN

j i

A Figura 28 apresenta uma superficie NURBS e seus pontos de controle.

Figura 28 — Superficie NURBS.

Fonte: Elaborado pela autora.
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5 ANALISE ISOGEOMETRICA DE CASCAS ABATIDAS

A formulacdo cinematica para cascas abatidas adotada ¢ baseada na teoria de
Reissner-Mindlin, apresentada anteriormente, para deformagdes de flexdo e cisalhamento
transversais e na teoria de Marguerre para deformacgdes de membranas ndo lineares, incluindo
o efeito das curvaturas iniciais e rotagdes moderadas.

A analise das estruturas reais de projeto ¢ feita, em sua grande maioria, no regime
linear, apesar de todo o avango computacional. A andlise linear ¢ bem mais simples, rapida e
fornece resultados satisfatorios para os problemas em geral que a nio linear. Porém, para
estruturas proximas ao colapso, verifica-se que o comportamento ¢ nao linear, apresentando,
por exemplo, grandes deslocamentos, fissuracdo, plastificagdo, flambagem etc. Logo, uma
analise mais realista da situacdo ¢ feita considerando os efeitos da nao linearidade, sendo
possivel o desenvolvimento de projetos mais econdmicos, otimizados € sem comprometer a
seguranga ¢ durabilidade.

A anélise linear ¢ baseada em trés hipoteses basicas: pequenos deslocamentos,
material linear eldstico e condi¢des de contorno constantes. Quando uma dessas hipoteses ¢
violada, é necessario fazer um estudo nio linear.

A andlise ¢ dita ndo linear geométrica quando os efeitos dos grandes deslocamentos
sdao incorporados ao comportamento da estrutura, ou seja, a nao linearidade ¢ causada pela
mudanca de geometria, sem que o material saia do seu regime elastico.

Para se considerar grandes deslocamentos na anélise, € preciso considerar os termos
de deformacao ndo lineares (CRISFIELD, 1991), fazendo com que a matriz de rigidez dependa
dos deslocamentos, ou seja, a analise passa a ser iterativa e tem um custo computacional maior.

Neste trabalho sera adotada a formulacdo Lagrangeana Total, considerando os
termos de deformacdo de Green-Lagrange e as tensdes de Piola-Kirchhoff II. Essa formulacao
usa a configuracdo inicial de equilibrio, que ja ¢ conhecida, para determinar tensdes e

deformacdes em qualquer instante de tempo.
51 Deslocamentos e deformacoes

A geometria da casca abatida ¢ descrita por superficie NURBS como:

Ne

X:zRiXi y:anRiyi ZOZZRiZOi (59)
i=1

i=1

onde R; ¢ dado na Equagdo (55), n. € o nimero de pontos de controle da superficie.
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Na analise de cascas abatidas, os deslocamentos de membrana e transversais (u, v €
w) e rotacdes da superficie média (6 e 6)) sdo escritos a partir dos graus de liberdade nos pontos

de controle como:

u ZiRiUi V= nzcl RiVi W=2RN\4 9)( = nzcl Rié’xi Qy = nzcl Rieyi (60)

Em notacao matricial, temos
u=Ru, (61)
onde u e u. sdo os vetores de deslocamentos da superficie média da casca e de seus pontos de
controle, respectivamente, ¢ R ¢ a matriz das fun¢des de forma.

O vetor das deformagdes esta relacionado com o vetor de deslocamentos dos pontos

de controle u. por meio da matriz B. Utilizando as Equac¢des (15), (16), (19), (60) e (61), esta

matriz pode ser escrita como:

| g | |g
e=|K |=| K |[+| 0 |[=Bu, (62)
viLv] |0
Os termos da matriz B sdo determinados combinando-se as Equacgdes (60) e (62):
u +w z, R, O ZR, 00
g = VAW 7, =Bju,—»Bj=| 0 R, ZR, 00 (63)
U]y +va +szo-y +W,y20,x Ri,y Ri,x ZxRi,y +ZyRi,x 00
w? w0
1 1 W1
g== w |==0 w "|==Ap->p=Gu 64
L 2 y 2 y W 2 ﬁ B e ( )
2w w woow '
) ) 00 R W, 00
g = EAG“e :EBTue —-B'=/0 0 R.W, 00 (65)
00 Ri,ny +RW 0 0
Qy’X 000 0 R,
k= -6, |=Bu,»B)=[0 0 0 -R, 0 (66)
6, -0 000 -R, R

¥,y X,X i,X i,y
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W +6, B B 00 R, 0 R
= = u - = ' 67
V W_ex (V] 0 0 O Riyy Ri O ( )
onde os valores de G, Z ¢ W sao dados por:
o [00R, 00
“lo o R, 00 (%)
Zx :ZRi,xZOi Zy :ZRi,yZOi (69)
i=1 i=1
Wx = Z Ri,x\Ni Wy = Z Ri,yWi (70)
i=1 i=1
Por fim, a Equacao (62) ¢é reescrita como
By 1 By 1
¢=| B “e+§ 0 ue:[BO+EBLjue:Bue (71)
BS
0
5.2 Vetor de forcas internas e matriz de rigidez

Agora, ¢ necessario fazer o equilibrio do sistema para de obter o campo de
deformacdes. Para isso, aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), temos que a

variacao do trabalho virtual interno € igual a varia¢do do trabalho virtual externo:

é\Nint = Mext (72)
sendo
Wi = [ 5260V, = [ (5" ] NdA, + [ 5% My + [ 7" ValA, (73)
Vo Ay Ay A
n
Moy = [SuTbdVy + [SuTqdA, +> Sy p; =5u'f (74)
V0 AO i=1

onde J¢ € a deformacéo virtual relativa ao deslocamento virtual infinitesimal Ju, b é o vetor
respectivo as forgas de corpo, q é o vetor das forcas de superficie prescritas em Ao, 6 € 0 vetor
das tensdes, ou; € o deslocamento virtual no ponto de aplicagdo de pi, que sdo as cargas

concentradas aplicadas em n pontos sobre a estrutura e f é o vetor de cargas externas.
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As integracOes sdo realizadas na &rea e volume iniciais, Ao e Vo, visto que uma
formulacdo Lagrangeana Total estd sendo aplicada. A integracdo ao longo da espessura para
obtencdo dos esforcos internos (N, M e V) foi discutida no Item 3.2.

Para associar incrementos de deformagdo dg com incrementos de deslocamentos
nodais due, adota-se uma matriz B , obtidas a partir das Equacdes (63) a (67):

5" | |5gf| |ogl
oe=| 0k |=| ok |+| 0 |[=Bdu, (75)
oy oy 0

sendo as parcelas de incremento de deformacao dadas por:

seM =Bo su, =BlSu, (76)
m 1 1 pm m

§8L :E§(AG)Ue+EAG§Ue:BL§ue:BL5ue (77)

Sk =Bosu, =Bsu, (78)

Sk=Bosu, =BJsu, (79)

Portanto, a Equagdo (75) pode ser escrita como

Bo Bl

Se=|Bo |5u,+| 0 |5u, =(B, +B, )Su, =BsU, (80)
—-S
Bo 0

Os termos obtidos sao inseridos na expressao da variagdo do trabalho virtual interno

da Equagao (73):

M =" { /&[ (Em)TNdAO + /{) (EbJT MdA, + /{) (@S)TVdAU] —a A[ B' adA, (81)

Por fim, a expressdo do PTV da Equacdo (72) pode ser descrita como
ou’ [I B'6dA, f} =0 ou ou' [g(u)-f]=0 onde g(u)= jl_sTédAo (82)
A A

sendo g(u) o vetor das forgas internas. E importante notar que ele depende dos deslocamentos
da estrutura, devido aos efeitos da ndo linearidade geométrica de Green-Lagrange. Finalmente,
considerando que os deslocamentos virtuais du Sdo arbitrarios, obtemos as equagdes de
equilibrio:

r=g(u)-f=0 (83)
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sendo r o residuo.

Para determinar a solugdo de problemas ndo lineares e tragar seu caminho de
equilibrio ¢ necessario determinar sua matriz de rigidez tangente, pois essas analises sdo
realizadas utilizando métodos incrementais-iterativos. O Método de Newton-Raphson,
utilizado para determinar a solu¢do das equacgdes de equilibrio a cada passo, se baseia na
linearizagdo das equacdes de equilibrio (Equagdo (83)) e usa a matriz de rigidez tangente Kr.

A matriz Kr ¢ dada pela variagdo do residuo r em relagdo aos deslocamentos nodais

u. Quando as cargas independem dos deslocamentos, a matriz ¢ dada por

_or _og(u)-f]_og(u) _ T 06 0B
TRy éu IB e I T &

Na primeira parcela da Equagdo (84), aplicando a regra da cadeia, obtém-se uma

integral que depende da lei constitutiva do material, o resultado desta integral ¢ a matriz de

rigidez K;. Na segunda parcela, a integragio da matriz B multiplicada pelo vetor de tensdes

generalizadas 6 gera a matriz de rigidez geométrica Ko. Assim, podemos reescrever Kr como

K, =j§Ta_"@dAb+j(a;L} NdA, = jB C,BdA, + j[‘aBL] NdA =K _+K,  (85)

. o : =m :
sendo Cr a matriz constitutiva tangente do material. Como BrL =AG e aplicando essa

igualdade em Ko, temos

N N

N N
K_du= JGTdATNdAO —[IGTSGdAOJdu SK, = jGTSGol/sb com S { * W} (86)
A Ay Ay Xy y

Na AIG, as matrizes de rigidez sdo calculadas numericamente utilizando a

Quadratura de Gauss:
K, ang:(B c.BJ3l) w

Y

K, Z(G 56 3)).w,

sendo npg o nimero de pontos de Gauss da integracdo, J o Jacobiano e W os pesos de Gauss.

87)

O mesmo procedimento ¢ utilizado para o vetor de forcas internas:

I CE

Jow (88)

Na AIG as fungdes de forma (NURBS) sdo definidas em um patch, que ¢ dividido

em spans, como apresentado no Capitulo 4. Como discutido em Cottrel et al. (2009), tanto os
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patches como os spans podem ser utilizados para integra¢do das matrizes de rigidez e vetores
de forgas, podendo serem interpretados como elementos no contexto da AIG.

E importante notar que devido a caracteristica do suporte compacto, apenas p + 1
fungdes de base sao nao nulas em um dado span (Figura 29). Assim, a consideracao do span na
AIG como o anélogo ao elemento no MEF leva a um ganho no custo computacional, pois s6 é
necessario fazer a integragdo dos termos de K associados as bases ndo-nulas no span. Depois,
faz-se um somatorio das integrais nos spans de forma a obter a matriz de rigidez da estrutura.
Este somatorio ¢ idéntico ao processo de montagem da matriz de rigidez global pelo Método
da Rigidez Direta.

Com um numero fixo de bases que s3o ndo nulas no elemento e cada base associada
a um ponto de controle diferente, os pontos de controle que tem influéncia em um determinado
elemento (span) sao facilmente determinados. A diferenga principal em relagao ao MEF ¢ que
os pontos de controle associados a um determinado elemento AIG geralmente ndo estdo
contidos neste elemento, ja que os pontos de controle ndo sdo interpolados pelas NURBS. A
Figura 29 ilustra utilizando cores, os elementos, bases ndo nulas e pontos de controle associados

de uma malha isogeométrica 1D.

Figura 29 — Geometria de um cabo, graus de liberdade e fungdes de base.
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Fonte: Barroso (2015).

A Figura 30 mostra a vista em planta de uma superficie com malha 6 x 6, ou seja,
36 elementos e 81 pontos de controle. Nota-se que, diferente do MEF, em AIG os pontos de
controle nao estdo nos lados dos elementos. Na realidade, com exce¢do das bordas retas, os
pontos de controle em geral ndo estdo sobre a superficie NURBS. Neste caso, os limites dos
elementos correspondem ao mapeamento dos limites de cada span sobre a geometria da

estrutura.
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Figura 30 — Modelo de uma superficie NURBS vista em planta.

a) Pontos de controle. b) Elementos.

Fonte: Elaborado pela autora.

As curvas e superficies NURBS utilizam a representacdo paramétrica. Assim, as
superficies NURBS sao definidas no espago paramétrico (&, 77) de acordo os knot vectors
utilizados, sendo feito um mapeamento para o espaco no espaco tridimensional (x, y, z). Logo,
o modelo fisico, que ¢ a estrutura real (placa ou casca), sera representada parametricamente. A
geometria da estrutura depende uma malha de controle, definida pelos pontos de controle p..
Como discutido anteriormente, a geometria real dos elementos corresponde ao mapeamento dos
limites dos knot spans para a geometria real da superficie.

Um mapeamento adicional € necessario quando a integracdo por quadratura de
Gauss ¢ utilizada, uma vez que estes pontos sdo definidos no intervalo paramétrico [-1, 1]. A

Figura 31 ilustra estes mapeamentos para uma superficie ciibica com 3 elementos.
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Figura 31 — Malhas de controle e fisica. Mapeamento da superficie NURBS. Percebe-se que hé

a estrutura real, a sua parametrizagdo e o elemento.

Control mesh

Fonte: Nguyen-Thanh (2011).
5.3 Soluc¢do da equacio de equilibrio nao linear

A Equacgdo (83), que representa o equilibrio do sistema, pode ser reescrita como
r(u,2)=g(u)-2q (89)
onde A ¢ o fator de carga e q o vetor de cargas externas de referéncia. Para uma estrutura com
n graus de liberdade, o sistema que sera resolvido tera n equagdes. Porém, € preciso determinar
tanto os deslocamentos u quanto o fator de carga A, fazendo com que o sistema tenha n + 1
incognitas. Como temos mais incognitas que equacdes, ¢ impossivel resolver o sistema de
forma direta, sendo preciso adotar um dos métodos de tragado do caminho de equilibrio (path-
following methods), como, o Método de Controle de Carga, Controle de Deslocamento,
Comprimento de Arco (CRISFIELD, 1991).
Aplicando o Método de Newton-Raphson, as equagdes de equilibrio do sistema sao

linearizadas da seguinte forma:

or or
r=r+—ou+—ol > r, =r+K;ou-ai
n au 6/1 n T q (90)
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Por se tratar de um método iterativo, € necessario determinar quando o método de
Newton-Raphson atingiu a convergéncia considerando uma tolerancia to/ que satisfaga a
seguinte condigao:

max (L a])

O método adotado para tragar o caminho de equilibrio ¢ o Comprimento de Arco
(Are-Length), pois ele é capaz de capturar comportamentos complexos de snap-through
(diminuicao da carga) e snap-back (diminui¢do dos deslocamentos), fendmenos apresentados

na Figura 32.

Figura 32 — Caminho de equilibrio com snap-through e snap-back.

I

il

Fonte: Parente e Sousa (2014).

O Método do Comprimento de Arco foi proposto por Riks e Wempner. A ideia ¢
usar como parametro de controle o comprimento do arco entre dois pontos sucessivos ao longo
da curva de equilibrio. Portanto, os incrementos de carga e deslocamento sdo varidveis ao longo
das iteragdes, mas a distancia entre o novo ponto de equilibrio e o ponto de equilibrio anterior
¢ constante e corresponde ao comprimento de arco.

A equagdo de restri¢do a faz com que todos os pontos alcangados durante o processo
iterativo da Equagdo (90) estejam a uma distancia A/ do ponto anteriormente obtido (Figura

33). A restri¢do ¢ dada por
a=(AuAu+A2%*q'q)-AIP =0 (92)

sendo Al é o incremento do comprimento de um arco que forma uma hiperesfera no espago R™*!

e ¢ um fator de escala entre os termos de carga e deslocamento.
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Figura 33 — Itera¢des do Método do Comprimento de Arco.
AA
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Fonte: Rocha (2013).

Aplicando Newton-Raphson também na Equagao (92), temos
a =a+2Au' Su+2A180y*q'q=0 (93)

Agora, o sistema tem n + 1 equagdes também, pois a Equacdo (93) ¢ adicionada. Portanto, agora

temos o seguinte sistema:

oul | K, —q r
SA| | 2AuT 2A4p’q'q || a 4

Resolvendo o sistema acima, encontramos as variacdes de carga e deslocamento.
No inicio de cada passo, a solu¢do tangente € procurada a partir do ponto em equilibrio anterior.
A solugdo sai de um preditor inicial e chega até um novo ponto com uma nova solu¢do onde r
= 0, dentro da tolerancia escolhida, encontrando um novo ponto de equilibrio e finalizando o
passo. Depois, esse ponto agora encontrado sera o preditor do proximo, tanto para carga quanto
para deslocamento.

Ha varias versdes do Método do Comprimento de Arco, onde diversos fatores de
escala y sdo adotados. Porém, Crisfield (1991) relata que esse fator tem pouca influéncia no
método e recomenda adotar y = 0, transformando a hiperesfera em um hipercilindro, passando
esse modelo a ser chamado de Comprimento de Arco Cilindrico. A implementagao no FAST foi
feita de acordo com Crisfield (1991), para comprimento de arco cilindrico. Rocha (2013) traz
a arquitetura que foi implementada para o tracado do caminho de equilibrio feito com

comprimento de arco.
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54 Estabilidade

O estudo do comportamento pos-critico de placas e cascas ¢ muito importante, pois
permite classificar a perda de estabilidade, determinar a capacidade de carga da estrutura e
quantificar sua sensibilidade as imperfei¢des iniciais.

O método de comprimento de arco e outros métodos de analise ndo linear podem
tracar os caminhos de equilibrio apresentando comportamento nao linear complexo (por
exemplo, snap-through, snap-back e loops), mas capturam somente o caminho fundamental
(primario) de estruturas com flambagem de bifurcagdo. Portanto, abordagens numéricas para
analise de estabilidade demandam a avaliacdo de pontos criticos ¢ a determinagdo de caminhos
pos-criticos (WRIGGERS et al., 1988; WRIGGERS e SIMO; 1990; PARENTE et al., 2006).

A matriz de rigidez tangente ¢ singular nos pontos criticos (limite e bifurcacao).
Assim sendo:
detK(u,1) =0 (95)
Alternativamente, o ponto critico pode ser detectado usando a condi¢ao de autovalor nulo
K(u,2)$ =0, com ||¢|=1 (96)
onde ¢ ¢ o autovetor associado, que representa o modo de flambagem.

Portanto, o ponto critico (uc, Acr) a0 longo do caminho de equilibrio pode ser
determinado resolvendo o sistema nao linear:

r(u,A)
K(u,2)¢ (=0 (97)
6] -1

Procedimentos numéricos t€ém sido propostos para resolver eficientemente este
sistema (WRIGGERS et al., 1988; WRIGGERS e SIMO; 1990; PARENTE et al., 2006). Apds
o célculo do ponto critico, 0 modo de flambagem associado pode ser usado para sua
classificagdo (PARENTE et al., 2006):

"f 0= ponto limite
{¢ p %)

¢'f = 0= bifurcacio
Finalmente, o modo de flambagem pode ser usado para realizar o branch-switching

(Parente et al., 2006) para o caminho pos-critico secundario em um ponto de bifurcagdo, como
ilustrado na Figura 34. E importante notar que esta abordagem pode ser usada para estudar a

estabilidade de estruturas perfeitas e imperfeitas, com instabilidade por bifurcacdo e pontos
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limite. Além disso, funciona bem quando ndo hd modos distintos com a mesma carga critica,

ou seja, outros caminhos partindo do mesmo ponto critico.

Figura 34 — Pontos criticos € caminhos de equilibrio.

Ponto Limite

(primario)
S
= Bilurcagdo
@) +  (secundario)
hY

Deslocamento

Fonte: Elaborado pela autora.

Em muitas estruturas perfeitas, como colunas e placas, os deslocamentos anteriores
ao primeiro ponto critico (uc-) s30 muito pequenos e podem ser desprezados, simplificando o
problema. Como a matriz tangente pode ser decomposta na soma da matriz do material e

geomeétrica, temos
K= KL + Ka (99)
Considerando que a matriz tangente do material ¢ igual a matriz de rigidez linear

(ue- = 0) e a matriz geométrica depende de um fator de carga A € proporcional a matriz para a

carga de referéncia, temos que:

K, =K, (100)

K, =K, (101)
Finalmente, lembrando que a matriz K deve ser singular nos pontos criticos ( K¢ =

0), podemos escrever:
(Ko +2K, )9=0 (102)
que corresponde a forma classica da flambagem linearizada (COOK et al., 2002), onde os

autovalores A correspondem as cargas criticas e os autovetores ¢ aos modos de flambagem.
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55 Travamento

O travamento (locking) corresponde a um aumento excessivo da rigidez do modelo
numérico, devido a deficiéncia da sua formulagao, nao estando relacionada ao problema fisico.
Elementos finitos de baixa ordem de interpolacdo, baseados na teoria de Timoshenko/Mindlin,
sofrem de severo travamento de membrana e de cisalhamento transversal (COOK et al., 2002).

O travamento reduz significativamente a velocidade de convergéncia do modelo
numérico, principalmente quando a espessura da viga/placa/casca € pequena em relagao ao vao.
Este problema ¢ bastante conhecido no contexto do Método dos Elementos Finitos (COOK et
al., 2002), mas ocorre também na Analise Isogeométrica (ECHTER e BISCHOFF, 2010).

Rank et al. (1998) fez um estudo de placas finas de Reissner-Mindlin e encontrou
resultados que evitam o travamento de cisalhamento para ordem dos polinomios de Lagrange
superior a 6, mesmo com malhas grosseiras. Porém, quanto mais alto o grau, maior o custo
computacional, logo ¢ interessante que técnicas de alivio de travamento sejam estudadas para
elementos de baixa ordem.

Para Dornisch et al. (2013), o travamento de cascas finas sob a teoria de Reissner-
Mindlin € quase eliminado quando a ordem das fungdes de base aumenta, fazendo com que as
cascas de Reissner-Mindlin sejam mais flexiveis quando comparadas com as cascas de
Kirchhoff-Love, abrindo um amplo campo para aplicagdes.

Segundo Adam et al. (2015), os travamentos de membrana e cisalhamento também
ocorrem na AIG devido a inconsisténcia dos campos de deslocamentos aproximados e da
incapacidade das fun¢des de base B-Splines/NURBS para representar comportamentos de
flexao inextensional. Quando a ordem dos polindmios aumenta, os resultados sao melhorados,
mas o travamento ndo ¢ eliminado.

Segundo Oesterle et al. (2016), o travamento estd presente independente da ordem
do polindémio adotado, tanto em MEF quanto em AIG. Contudo, ressalta que os erros diminuem
bastante para ordens mais altas. Estes autores apresentam uma formulacdo para vigas de
Timoshenko e cascas de Reissner-Mindlin, com 5 graus de liberdade e continuidade C', baseada
em uma divisdo hierarquica dos deslocamentos transversais, sem utilizar quaisquer graus de
liberdade de rotagdes. Com isso, as cascas sdo livres de travamento de cisalhamento por
construgdo, em nivel tedrico, porém o problema do travamento de membrana nao podde ser
resolvido por um conceito semelhante, sendo tema de estudos futuros.

Lyly et al. (1993) propds uma técnica de estabilizagdo para os termos do

cisalhamento em placas que reduz o travamento, ele corrige o cisalhamento por uma equagao
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que depende de pardmetros geométricos e de uma constante em MEF. J4 Thai et al. (2012) usa
o estudo de Lyly adaptando para a AIG. A matriz de rigidez de cisalhamento ¢ multiplicada por

um fator de corregao (d) dado por
h2
d=—— 103
Nt al? (103)
sendo /4 a espessura, & uma constante entre o intervalo 0.05 < a < 0.15 e [/ a razdo entre o

comprimento L e o nimero de spans n,, ou seja, L/ns. Sendo assim, quando a espessura diminui

ou a relagdo L/ns aumenta, o fator d diminui, diminuindo o efeito do travamento nos resultados.

Hu et al. (2016) apresentaram uma nova formulagdo isogeométrica baseada em B-
Splines, chamada Método de Reducdo da Ordem (OR), que elimina o travamento modificando
as deformacdes de cisalhamento, que, segundo os autores, apresentam melhor precisdo por grau

de liberdade quando comparado com outras alternativas em vigas de Timoshenko. Este trabalho

cita nove diferentes métodos para eliminar o locking em vigas, placas e cascas: 1. Método B,
2. Discrete Shear Gap (DSG) que também ¢ conhecido como Discrete Strain Gap, 3. Integragao
seletiva e reduzida (Seletive and Reduced Integration — SRI), 4. Formulacao Mista, 5. Método
de Colocagao, 6. Método de variavel unica (Single-Variable - SV), 7. Método das deformagdes
naturais assumidas (4ssumed Natural Strain - ANS), 8. Método minimos quadrados moéveis
(Moving Least Square - MLS) e 9. Método de campo polinomial acoplado (Coupled Polynomial
Field - CP).

Em resumo, o travamento ¢ importante nos elementos de baixa ordem,
principalmente a medida que vao ficando mais finos. Como mostrado nas referéncias citadas,
o travamento acontece em todas as ordens de aproximagdo, porém ¢ reduzido a medida que o
grau das fun¢des de aproximagao aumenta. Esse problema persiste por causa do paradigma de
inconsisténcia de campo, causado pela utilizagdo de fungdes de mesma ordem para aproximar
deslocamentos e rotacdes, que ndo € solucionado com o aumento da ordem.

Um aspecto particular da AIG ¢ que a continuidade do campo de deslocamentos
também tem efeito direto sobre o travamento. De acordo com Adam et al. (2015), os
travamentos de cisalhamento transversal e de membrana em elementos B-Spline/NURBS

aumentam com o grau de continuidade das fun¢des base.
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5.5.1 Integracio Reduzida

Uma alternativa simples para reduzir ou eliminar o problema do travamento ¢ a
utilizacao de técnicas de integragdo reduzida ou seletiva. Esta alternativa tem sido bastante
utilizada no MEF (COOK et al., 2002) e pode ser adaptada para a AIG (ADAM et al., 2015).
Esta sera a abordagem utilizada neste trabalho.

A integragdo completa corresponde a quadratura de Gauss que integra exatamente
a matriz de rigidez do elemento. No caso de elementos de placas, o nimero de pontos de Gauss
da integracdo completa, de cada lado, ¢ dado por

npg > 222 (104)

onde p ¢é a ordem das bases B-Spline utilizadas. O uso da integragdo completa leva a uma
superestimacao do valor da rigidez da estrutura, sendo os valores aproximados maiores que 0s
reais, o que reduz a velocidade de convergéncia do modelo numérico.

A integragdo reduzida integra a matriz de rigidez com menos pontos que o
necessario para a completa, deixando o elemento menos rigido. No caso dos elementos finitos
bidimensionais, o nimero de pontos de Gauss da integracao reduzida, por lado, ¢ dado por
npg=p (105)
A quantidade de pontos de Gauss para placas e cascas sdo representados na Figura 35.

E importante notar que a integragdo reduzida consegue eliminar totalmente o
travamento em vigas de Timoshenko, mas o mesmo ndo ocorre no caso de placas e cascas de
Reissner-Mindlin. Adicionalmente, a integracao reduzida pode levar ao aparecimento de modos

espurios de energia nula (COOK et al., 2002) e deve ser usada com cautela.

Figura 35 — Pontos de Gauss nas integragcdes completa (Comp) e reduzida classica (Rmgr), como

usada em MEF, da casca.
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(b) Integragdo Reduzida
Fonte: Adaptado de Adam et al. (2015b).

Outra alternativa ¢ a integracdo seletiva, com numeros de pontos de Gauss
diferentes para as matrizes de rigidez de flexdo e de cisalhamento. Essa técnica resolve o
problema de travamento, permite explorar outras continuidades e usa menos pontos que a
completa e a reduzida. Porém, segundo Adam et al. (2015), esse tipo de integragdo numérica ¢
ruim para resolver sistemas globais de equagdes ndo lineares, a convergéncia do solver ndo ¢
garantida em grandes sistemas. Segundo Bouclier et al. (2012), embora a integragdo seletiva
seja de facil implementagdo e com baixo custo computacional, ela ¢ dificil de ser generalizada
para uma ordem polinomial qualquer.

O trabalho de Adam et al. (2014) estuda uma viga curva de Timoshenko com
aproximagdo isogeométrica e integragdo seletiva. Ele desenvolve uma solugdo otimizada,
tirando proveito de poder usar diferentes graus de continuidade permitidas pela AIG e obtém
bons resultados. Em Adam et al. (2015) sdo propostas regras de integracado seletiva e reduzida,
que eliminam o travamento sem introduzir modos de energia nula em placas e cascas com
formulagao isogeométrica.

Nas cascas de Reissner-Mindlin, segundo Adam et al. (2015b), com integragdo
completa, a alta continuidade das fungdes B-Splines causa travamento e evita que a regra de
quadratura reduzida classica de elementos finitos (Rmer) elimine-o e deteriora o desempenho
dos elementos. Assim, estes autores propuseram um novo esquema de integracdo reduzida
uniforme (Raig) para elementos isogeométricos de placas e cascas, apresentado na Figura 36,

que pode ser adotado tanto na flexdo quanto no cisalhamento.
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Figura 36 — Pontos de Gauss da integragcdo reduzida isogeométrica (Raig) usada por Adam et

al. (2015b).
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Fonte: Adaptado de Adam et al. (2015b).

O uso dos diferentes esquemas de integra¢do reduzida propostos na literatura para
a AIG tem sido limitado a analise linear de placas e cascas. Assim, este estudo serd estendido
neste trabalho para a estabilidade linearizada e analise geometricamente ndo linear de placas e

cascas abatidas.
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com a utilizagdo da formulagao
1sogeométrica apresentada para deslocamentos e rotacdes moderadamente grandes. Para isso,
foi necessario adotar uma analise ndo linear geométrica. O objetivo principal ¢ validar a
metodologia adotada, por meio de estudos de estabilidade das estruturas, determinando suas
cargas criticas, caminhos pos-criticos e sensibilidade a imperfei¢cdes. Em especial o material
com gradagao funcional, pois sua implementagao ¢ recente.

Os exemplos numéricos foram modelados no FAST (Finite element AnalySis Tool),
usando a andlise isogeométrica, para placas e cascas cilindricas com materiais isotropicos,
compositos laminados e MGF. Os resultados obtidos foram comparados tanto com a literatura

quanto com Elementos Finitos, usando o software ABAQUS (Simulia, 2012).

6.1 Placas laminadas

Este exemplo trata do estudo da flambagem e do comportamento pos flambagem
de uma placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro bordos, isotropica e laminada, sujeita
a compressdo uniaxial quando isotropica e compressdo biaxial quando laminada, como
mostrado na Figura 37. A Tabela 1 apresenta as propriedades eldsticas dos materiais compodsitos

em estudo.

Figura 37 — Placa quadrada sujeita a compressao biaxial.

Fonte: Elaborado pela autora.

Tabela 1 — Propriedades dos materiais laminados.

EiV/E> Gi/Ex v Gi12/Giz Gas/Es
25 0.5 0.25 1 0.2

Fonte: Elaborado pela autora.
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As condigdes de contorno adotadas por Sundaresan et al. (1996) e Liew et al. (2006)
também sdo admitidas aqui:

w=6, =0, x=+a/2; w=6, =u,=0eu, =cte, x=-a/2

{ery =0,y=+b/2; w=6, =u,=0eu, =cte, y=-b/2 (106)

Inicialmente, foi realizado um estudo de convergéncia da formulagao proposta para
a andlise classica da flambagem linearizada (autovalor), considerando diferentes malhas, graus
de fungdes de base, esquemas de laminagao (layups) e esquemas de integracao.

As cargas de referéncia de flambagem para placas isotropicas foram calculadas
usando a solugdo analitica para a teoria de Kirchhoft (Dym, 2002), para laminados cross-ply ¢
usada a solu¢do analitica para a Teoria Classica da Laminagdo (Reddy, 2004) e para laminados
angle-ply foram calculadas usando MEF com uma malha muito refinada (40 x 40).

A Tabela 2, a Tabela 3 e a Tabela 4 apresentam as cargas de flambagem das placas
quadradas de paredes finas com a/h = 1000, modeladas usando IGA com fungdes de base
cubicas (p = 3). Os resultados mostram que a formulacio proposta converge para os valores de
referéncia com a discretiza¢dao de malha para todas as laminagdes e integragdes.

E interessante notar que a convergéncia é mais rapida para placas isotropicas que
placas laminadas e os resultados da placa isotrdpica convergem com valores abaixo do de
referéncia. Além disso, os acoplamentos presentes na matriz D dos laminados angle-ply pioram
a precisao dos resultados em relagdo aos laminados cross-ply. Finalmente, os resultados
mostram que a precisdo do esquema de integragdo Raic € claramente superior as outras opgoes,

levando a excelentes resultados mesmo para malhas pouco refinadas.

Tabela 2 — Cargas criticas (4 = Na*/ 72D) das placas isotrdpicas.

Malha Comp Dif (%) RMEF Dif (%) Raig Dif (%)
4x4 4.4265 10.66 4.4077 10.19 3.9820 -0.45
6%6 4.2492 6.23 4.2041 5.10 3.9942 -0.14
8x8 4.0780 1.95 4.0575 1.44 3.9975 -0.06

10x10 4.0227 0.57 4.0161 0.40 3.9984 -0.04

Dym (2002) 4.0000

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 3 — Cargas criticas (4 = N.a* E>h?) das placas cross-ply (0/90)s.

Malha Comp Dif (%) RMEF Dif (%) Raic Dif (%)
4x4 12.779 8.79 12.526 6.63 12.010 2.24
6Xx6 11.937 1.62 11.883 1.15 11.851 0.89
8x8 11.784 0.31 11.774 0.23 11.795 0.41
10x10 11.757 0.08 11.754 0.06 11.772 0.21
Reddy (2004) 11.747

Fonte: Elaborada pela autora.
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Malha Comp Dif (%) RMEF Dif (%) Raig Dif (%)
4x4 18.767 18.19 18.213 14.70 16.469 3.72
6x6 16.710 5.24 16.538 4.15 16.107 1.44
8x8 16.195 1.99 16.142 1.66 15.987 0.68
10x10 16.033 0.98 16.008 0.82 15.913 0.22
MEF (40x40) 15.878

Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 38 apresenta os resultados obtidos usando modelos AIG gerados com

refinamento k e continuidade C*"!. Uma malha fixa de 4x4 elementos (i.e. knot spans) é usada

em todas as analises, enquanto a relacao a/h € variada. A precisao das solugdes obtidas usando

integracdes Completa e Rmer claramente piora quando a espessura diminui, especialmente para

elementos quadraticos e cubicos, devido ao travamento de cisalhamento. Como ocorre para o

refinamento %, o travamento de cisalhamento ¢ menor para placas isotropicas, intermediario

para placas cross-ply e maior para placas angle-ply.

Figura 38 — Cargas criticas para o refinamento k.

1.6 ™
15— p2(Comp) -——- p3(Comp) e p4(Comp) |
’ — P2Rygr) P3(Ruer) PHRyer)
- ]’J?(R,\lci ) ————— p3(R_-\|c1 ] ]’J4(R.-\|c3 ) :
1.4F .
S 1.3 .
N
1.2 =
L1E T .
1.0 S S SO -
'9 paal | s L
le+02 1e+03 let+04 let+05
a’h

a) Isotropica.
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1.6 i
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LSFl— p2Rue)  —— P3(Rouer) PA(R aer)
I E— pz(RAIG] ----- p3(RA[G) p4(RA]G]
—":;”F
) sl sl R
let+02 1e+03 let+04 let+05

Fonte: Elaborado pela autora.

a/h
C) Angle-ply.
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Como esperado, o travamento de cisalhamento diminui para elementos de alta
ordem. Assim, os elementos de quarta ordem (p = 4) geram excelentes resultados para todos os
esquemas de integracao para toda a faixa de a/h considerada aqui, que inclui placas muito finas,
incluindo espessuras muito inferiores as utilizadas na pratica.

Finalmente, os resultados mostram que a integracdo Raig elimina o travamento de
cisalhamento, uma vez que sua precisdo ¢ independente da relagdo a/h. Pode-se notar que
excelentes resultados sao obtidos mesmo para a aproximacao quadratica. Como Raig ndo ¢
apenas mais precisa, mas também mais eficiente que os outros esquemas de integracao, ele sera

adotado nas analises ndo lineares apresentadas a seguir.

6.1.1 Analise Nao Linear

A andlise ndo linear geométrica de placas isotropicas e laminadas foi realizada
usando elementos cubicos. As placas tém a/h = 100, exceto por apenas um exemplo com placa
isotopica, onde a/h = 50, uma vez que esta ¢ a mesma relacdo considerada por Sundaresan et
al. (1996) utilizando o MEF e Le-Manh e Lee (2014) utilizando a AIG.

As curvas apresentadas na Figura 39 mostram claramente a convergéncia da
formulagio apresentada com o refinamento da malha. E interessante notar que, para todos os
layups, a convergéncia se da “por baixo”, pois a solu¢ao nao linear aproximada ¢ menos rigida
do que a solugdo exata. Os resultados para as placas angle-ply estdo de acordo com Sunderasan
et al. (1996) e as pequenas diferencas sdo devidas a malha pouco refinada usada em sua solug¢ao

pelo MEF.



Figura 39 — Comportamento pos-critico.
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1.10 T |
1.08 =
I y'
1.06
~ I
2 *  Sundaresan (1996)
P — AIG (4x4)
= Lo4l | — AIG (6x6) i
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w/h
C) Angle-ply.

Fonte: Elaborado pela autora.

E interessante notar que, enquanto as cargas criticas angle-ply sdo maiores que as
cross-ply, ocorre o inverso para a reserva de resisténcia pos-critica, uma vez que a relagdo N/N,,
das placas cross-ply apresentam menor aumento com os deslocamentos transversais (w/4). No
entanto, todos os laminados apresentam um comportamento pos-critico simétrico estavel, o que
indica pequena sensibilidade as imperfeicdoes geométricas iniciais.

Para estudar a sensibilidade da imperfei¢do, a geometria das estruturas imperfeitas

pode ser modelada como uma combinagao linear de seus modos de flambagem (@;):
n

Ximp = X perf +Z:Ai(l)i (107)
i=1

onde Xinmp € Xperr S30 as coordenadas dos pontos que definem a geometria na configuragdo
imperfeita e perfeita, respectivamente, e A; ¢ a amplitude da imperfeicdo relacionada ao modo
de flambagem ¢;, cujo maior componente tem valor unitario. Neste trabalho, apenas o primeiro
modo de flambagem sera usado para descrever a imperfeicao geométrica.

Vale ressaltar que, ao contrario dos nés no MEF, os pontos de controle AIG nao
interpolam o modelo geométrico. Assim, uma geometria imperfeita com amplitude especifica
nao pode ser obtida diretamente pela aplicacdo da Equagao (107). No entanto, como NURBS

tem a propriedade de invariancia afim (Piegl e Tiller, 1997), a geometria com a amplitude de
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imperfeigdes correta pode ser obtida aplicando uma transformacdo de escala S. = 41/4, em

coordenadas z dos pontos de controle da placa. A Figura 40 ilustra esse procedimento.

Figura 40 — Aplicagdo da curvatura inicial em placas.

1.0 ;% ST
. /./ \.\
I S / \\
~ T, / \
Ti»x 2 ~ A u \\ / A 1 \\

Fonte: Barros (2016).

Uma malha de 10 x 10 elementos cubicos C? é usada para estudar a sensibilidade a
imperfei¢ao, exceto para a placa isotropica quadrada com a/h = 50, onde uma malha 6 x 6 ¢
usada para comparacgio com os resultados obtidos por Le-Manh e Lee (2014). E importante
notar que esses autores usaram as condig¢des de contorno:
{W:HX =0,x=+al/2

W=0,=0y=2b/2 (108)

que sdo diferentes das utilizadas condi¢des descritas pela Equacdo (106) utilizada por
Sundaresan et al. (1996), Liew et al. (2006) e neste trabalho.

Os resultados do AIG sdo comparados com os resultados do MEF obtidos usando
uma malha 40 x 40 elementos de casca S8R. As curvas apresentadas na Figura 41 mostram que
a formulacdo isogeométrica de casca abatida proposta leva a resultados muito precisos na
analise nao linear de placas imperfeitas quando comparadas com as solucdes de Sundaresan et
al. (1996) e Liew et al. (2006).

Por outro lado, ha uma clara diferenca dos resultados apresentados por Le-Manh e
Lee (2014) em relagdo aos demais resultados. Essa diferenca foi erroneamente atribuida por
estes autores a certas caracteristicas da formulacdo IGA (Le-Manh e Lee, 2014), mas a causa
real foi simplesmente o uso de condi¢gdes de contorno diferentes. Pode-se notar que as placas
cross-ply t€m uma maior rigidez pos-critica que as placas isotropicas e angle-ply. De fato, os
resultados mostram que as placas angle-ply apresentam um aumento desprezivel de resisténcia
pos-critica. Como as placas isotropicas, as placas laminadas sdo apenas levemente sensiveis a

imperfei¢des, como esperado a partir do comportamento das estruturas perfeitas.



Figura 41 — Comportamento pés-critico de placas imperfeitas.
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Fonte: Elaborado pela autora.

C) Angle-ply a/h = 100.
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Finalmente, a formulagao proposta foi utilizada para estudar o efeito do numero de

camadas no comportamento pds-critico. Neste estudo, o nimero de ldminas foi aumentado

mantendo constante a espessura do laminado. De acordo com a Figura 42, o aumento no nimero

de camadas ndo influencia a resposta pos-critica das placas cross-ply, mas diminui ainda mais

a rigidez pos-critica das placas angle-ply.



Figura 42 — Efeito do niimero de laminas.
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Fonte: Elaborada pela autora.
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6.2 Placas de material com gradacgdo funcional

Placas simplesmente apoiadas (SA) e engastadas (ENG) de material com gradagao
funcional sob carga de compressao uniaxial foram analisadas sob uma temperatura constante
de 300K, como estudado por Bateni et al. (2013). As placas sdo quadradas com comprimento a

=2.0m e espessura # = 0.02m (a/h = 100).

As propriedades dos materiais constituintes (fases) sao dependentes da temperatura,

sendo normalmente descritas pela expressao:
P=PR(P,T"+1+RT +R,T*>+RT?) (109)

onde os coeficientes P; dependem do material. A Tabela 5 apresenta estes coeficientes para o

calculo do moddulo de elasticidade. O coeficiente de Poisson foi considerado constate.

Tabela 5 — Coeficientes termodependentes para o calculo do mddulo de elasticidade.

i E [Pa]
Material P,y Po P, P, P; (300 K) N
Metal -
SUS304 0 201.04e9 | 3.079e-4 | -6.534e-7 0 2.060ell | 0.3
Cersai?;ja ) 0 348.43¢9 | -3.07e-4 | 2.16e-7 | -8.946ell 3.229¢11 | 0.3

Fonte: Adaptado de Bateni et al. (2013).

A variagdo da fracao de volume ¢ ilustrada na Figura 43, sendo expressa como

c

1 z N
V.=|=-+-| eV, =1-V, (110)
2 h
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Figura 43 — Fragdo de volume ao longo da espessura.

T T T T T T 7
1.0
— N=0
— N=05 |
0.8+ — N=1 ,
— N=2
— N=3
3 — N=5 1
0.6 1
o |
e
0.4
0.2+ -
i i

O'O L | I |
-05 -04 -03 -02 01 00 01 02 03 04 05

z/h

Fonte: Elaborado pela Autora.

A carga ¢ aplicada na direcdo x. No caso SA, todos os lados estdo fixados na dire¢ao
z. Os n6s no ponto médio dos lados carregados e transversais sdo fixados nas dire¢des y ¢ x,
respectivamente. Além disso, no caso ENG, as rota¢des em torno dos eixos y e x sdo fixadas.
Estas condi¢des de apoio estdo ilustradas na Figura 44. O modelo AIG utilizado na andlise das

placas MGF possui 8 x 8 elementos no um quarto com fungdes de base cubica (p = 3).

Figura 44 — Condigdes de apoio.
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a) Engastada. b) Simplesmente apoiada.

Fonte: Elaborada pela autora.

Os resultados sdo comparados com a solucdo MEF obtida usando o software

Abaqus. Como o Abaqus nao possui MGF nas op¢des de materiais, as matrizes de rigidez A, B,
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D e G foram avaliadas em uma rotina externa e fornecidas como dados de entrada. A analise foi
realizada usando uma malha 16 x 16 de elementos S8R quadraticos.

Diversos estudos sobre a influéncia das condi¢des de contorno em placas de MGF
foram apresentados na literatura. Estes trabalhos mostraram a inexisténcia de flambagem de
bifurcacdo em placas simplesmente apoiadas sujeitas a cargas de compressao no plano, como
também ocorre para placas laminadas ndo simétricas, varios autores tinham apresentados
estudos equivocados sobre isso. Portanto, apenas o caso engastado foi considerado na analise
de bifurcacdo (flambagem linearizada), uma vez que placas com todas as bordas engastadas
exibem flambagem de bifurcacdo (SHEN, 2008). As integra¢des neste caso foram feitas com
Rwmer, devido a sua modelagem no FAST, a placa foi analisada completa, porém o input foi de
um quarto, sendo esse rotacionado trés vezes, o que dificultou adotar a Raig neste caso.

Os resultados obtidos na Figura 45, onde o coeficiente de flambagem normalizado
¢ definido comoA = N.a%/7?Dy onde Do = E:h*/12(1-v?). Os resultados sdo satisfatorios entre
AIG e MEF e mostram que a carga de flambagem diminui com o aumento do expoente da
fragdo de volume (W), ou seja, com a inclusdo de mais metal na ceramica para temperatura de

300K. Isto ocorre porque o modulo de elasticidade da ceramica € superior ao do metal.

Figura 45 — Carga de flambagem de placas engastadas para diferentes expoentes N.
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Fonte: Elaborado pela autora.

A formulacao AIG proposta € usada para analise geometricamente ndo linear de

placas MGF. Os resultados obtidos para placas simplesmente apoiadas sdo apresentados na
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Figura 46. O fator de carga ¢ normalizado como A = Nu/Nc, onde N, € a carga de flambagem da
placa com se¢ao ceramica homogénea (N = 0).

Os resultados mostram que a flambagem da bifurcacdo ocorre apenas para N = 0
(placa isotrépica), uma vez que N > 0 resulta em uma distribuicao de rigidez ndo simétrica (B
#0), fazendo com que aparegam deflexdes transversais mesmo quando a placa estd submetida
apenas a cargas no plano. Assim, as placas MGF apresentam caminhos de equilibrio estaveis,
semelhantes ao comportamento de placas imperfeitas. Além disso, os resultados mostram que

aumentar o expoente da fracdo volumétrica (N) diminui a resisténcia da placa.

Figura 46 — Placa simplesmente apoiada com diferentes expoentes N.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Os resultados obtidos para as placas engastadas sdo apresentados na Figura 47. Os
resultados mostram que as placas MGF engastadas apresentam flambagem por bifurcagdo, ao
contrario das simplesmente apoiadas. Além disso, aumentar o N ndo apenas diminui a carga de
flambagem, mas também diminui a reserva de forca pds-critica das placas MGF, levando a um
comportamento pds-flambagem caracterizado por pequena sensibilidade as imperfeigdes. Os
resultados indicam que a sensibilidade as imperfeicdes aumenta com o expoente da fragao de

volume (N).
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Figura 47 — Placa engastada com diferentes expoentes N.

T T T
1-2- //
1-0/_///
0.8F /
.—ﬁ 4
0.6} -
o041 — N=0 — N=1 — N=3 |
— N=05 — N=2 — N=5

0.2} -

0_0 L L L L N L L L L L L L L L L i L L x
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

w/h

Fonte: Elaborada pela autora.

6.3 Casca Abatida

Este exemplo aborda a analise ndo linear de uma casca cilindrica abatida submetida
a uma carga concentrada no centro, como mostrado na Figura 48. Esta casca foi analisada
inicialmente por Sabir e Lock (1972) e depois por varios autores, incluindo Sze et al. (2004),

cujo trabalho que apresenta varios benchmarks de analise ndo linear de cascas.

Figura 48 — Casca cilindrica sujeita a uma carga concentrada.
E

Fonte: Barros (2016).

Os parametros geométricos da estrutura sdo R = 2540, § = 0.1 rad, L = 254. No

trabalho de referéncia (Sze et al., 2004) ndo foram definidas unidades, como também serd
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considerado neste trabalho. A estrutura ¢ simplesmente apoiada (z =w =0) em AB e DE e livre
em AD e BE. As propriedades do material isotrépico sdo £ =3102.75 ¢ v=0.3. As propriedades
do material composito sdo apresentadas na Tabela 5. Vale ressaltar que as fibras na dire¢do 0°

sdo paralelas ao eixo y.

Tabela 6 — Propriedades do material composito.
Er Ex vz G2=Gi3 G
300 1100 0.25 660 440

Fonte: Elaborada pela autora.

Sze et al. (2004) consideraram a simetria e apenas um quarto da estrutura foi
modelada usando o MEF, por outro lado, a simetria ndo foi usada aqui e toda a casca foi
modelada usando a AIG. Todas as malhas sdo obtidas por refinamento & sobre um modelo
quadratico inicial com um elemento (Figura 49). Devido ao uso de NURBS, a geometria da

casca ¢ representada exatamente mesmo utilizando apenas um elemento quadratico.

Figura 49 — Modelo inicial NURBS quadratico com 9 pontos de controle e 1 elemento.

Fonte: Elaborado pela autora.

Virias analises foram realizadas considerando cascas isotropicas e laminadas com
h = 635 e h = 12.7 e os resultados sdo apresentados na Figura 50, onde 4 = N/N.
Diferentemente das placas estudadas nos exemplos anteriores, estas cascas perdem estabilidade
por ponto limite, de acordo com Sze et al. (2004), e apresentam caminhos de equilibrio
complexos, com fendmenos de snap-through e snap-back.

A Figura 50a apresenta resultados da AIG para fungdes de base cibicas com malhas
8x 8,16 x 16 e 32 x 32, enquanto a Figura 50b apresenta resultados obtidos usando um modelo
com malha 16 % 16 e aproximacao quadratica, ciibica e quartica. Integracdes completas (Comp)
e reduzidas (Raig) foram consideradas. Os resultados com elementos ctbicos e quarticos
considerando os dois esquemas de integracao sdo quase idénticos aos resultados de Sze et al.

(2004). Por outro lado, a aproximagdo quadratica com Raig produz melhores resultados do que
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aqueles com integracdo completa, devido ao travamento da formulacdo AIG com integragdo
completa e fun¢des de base de baixa ordem.

Na Figura 50c e a Figura 50d foram utilizadas apenas bases cubicas e integragao
Raig. A Figura 50c mostra resultados para malhas 16 x 16 e 32 x 32, onde a diferenca ¢
perceptivel apenas quando a razdo w/h € muito grande (w/h > 30).

A Figura 50d apresenta os resultados obtidos para a espessura # = 12.7, que sdo
muito proximos aos resultados de Sze et al. (2004). E interessante notar que a casca mais
espessa apresenta um comportamento nao linear mais simples, caracterizado pela presenca de
apenas um ponto limite. A casca mais fina apresenta comportamentos pds-criticos mais

complexos caracterizados por snap-through, snap-back e loops (Figura 50a, b e c).

Figura 50 — Curvas carga-deslocamento das cascas isotropicas e laminadas.
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c) [90/0/90] e modelo isotrépico com 4 = 6.35 e refinamento 4.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Desde Sabir e Lock (1972) esta casca foi utilizada por diversos autores como
benchmark de analise ndo linear de casca, sempre considerando apenas o caminho primario.
Contudo, Wardle (2008) verificou a existéncia de uma bifurcagdo no caminho de equilibrio
desta estrutura, que ocorre antes do ponto limite obtido na solugdo de referéncia. Este resultado
foi confirmado por Zhou et al. (2015).

A fim determinar o caminho secundario, o método do comprimento de arco foi
combinado com o procedimento de determinagdo de pontos criticos e troca de caminho
(branch-switching) descrito no Item 5.4 e aplicado a esta casca modelada com p = 3 e uma
malha de 16 % 16. Os resultados obtidos pela AIG sdo apresentados na Figura 51, verificando
que a perda de estabilidade desta casca realmente se da por bifurcacdo em uma carga 11.43%
abaixo do ponto limite da solucdo de Sze et al. (2004), que estd, aproximadamente, em A =
585.90. Segundo Wardle (2008), a solucao sofre bifurcag¢do por volta de A =510, porém a carga
no caminho secundario ainda aumenta até aproximadamente 4 = 520 (ponto limite) e depois
comeca a cair. No FAST, usando integracdo Raig, 0 novo caminho foi obtido em A = 518.96

(Figura 51).



Figura 51 — Caminho de equilibrio com bifurcagdo /# = 6.35.

600.0

500.0

400.0

300.0

200.0

< 100.0

0.0

-100.0

-200.0

-300.0

-400.0

0.0

Fonte: Elaborado pela autora.

90

Sze et al. (2004)
Wardle (2008)
Zhou et al. (2015)
Caminho primario
Caminho secundario

5.0 10.0

| I
15.0 20.0 25.0

w

30.0

Além disso, as cascas laminadas (Figura 52) apresentam um comportamento similar

com a bifurcagdo em um nivel de carga inferior ao primeiro ponto limite. Portanto, as cascas

laminadas também apresentam uma capacidade de carga menor do que a solugdo cléassica de

benchmark apresentada na literatura (Sze et al., 2004).

Figura 52 — Caminhos de equilibrio primario e secundario com bifurcagdo 4 = 6.35.
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Fonte: Elaborado pela autora.

6.4 Casca de material com gradacio funcional

A casca cilindrica considerada anteriormente foi analisada considerando um MGF.
Na Tabela 7 estdo listadas as propriedades do metal e da ceramica adotados por Mars et al.
(2017). A espessura foi tomada como /# = 12.7, corresponde a estrutura mais espessa do exemplo

anterior. A casca foi analisada pela AIG com malhal6 x 16 e p = 3.

Tabela 7 — Propriedades do material MGF.
En(GPa) vn E.(GPa) v« a b c
70 03 168 0.3 1.0 0.5 2.0

Fonte: Elaborada pela autora.

Para efeito de comparagdo, adotou-se os mesmos valores da fragdo de volume e a
power-law de Mars et al. (2017), que fizeram suas andlises com MEF, usando o elemento de
casca S4 no ABAQUS. Foi adotada uma fragao de volume para a ceramica, segundo a Equacao
(5) e as propriedades dadas pela Equacao (6).

Os valores do expoente N foram variados, mostrando que os resultados da mistura
se apresentam entre o material totalmente cerdmico, quando N — 0 e tem maior rigidez, e

totalmente metalico, com N — co e menos rigido (Figura 53). Contudo, a forma geral das curvas
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carga-deslocamento é a mesma para todos os expoentes considerados. E importante destacar
que os resultados obtidos neste trabalho sao muito proximos dos resultados de Mars et al.

(2017), validando a implementagao dos MGF no FAST.

Figura 53 — Gréafico carga % deslocamento de casca abatida com /4 = 12.7mm (A = N/Nx1000).
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Fonte: Elaborado pela autora.

Frikha e Dammark (2017) analisaram esse mesmo exemplo, usando aluminio como
o metal e zirconia como a ceramica, chegando a resultados similares, onde os painéis
intermediarios entre a ceramica e o metal apresentaram propriedades intermediarias de cargas
e deflexdes. Arciniega e Reddy (2006) e Payette e Reddy (2014) também trazem estudos de
cascas, incluindo esse exemplo com MGF, onde os resultados obtidos dos MGF tém

propriedades intermedidrias entre seus componentes de origem.
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7 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma formulagdo isogeométrica baseada em NURBS para
analise ndo linear geométrica de placas e cascas abatidas de materiais compoésitos laminados e
materiais com gradacdo funcional, baseadas nas teorias de Reissner-Mindlin e Marguerre. Essa
abordagem permite a representagdo exata de geometrias curvas e uma facil aplicagdo dos
refinamentos 4, p e k. A formulagdo permite o estudo de placas imperfeitas considerando-as
como cascas abatidas.

A formulagdo proposta foi utilizada com sucesso na andlise de estabilidade de
estruturas com comportamento nao linear complexo. Foi realizado um estudo da influéncia do
travamento sobre a precisao dos resultados da estabilidade e analise ndo linear de placas e
cascas abatidas, com foco na consideragdo diferentes esquemas de integracdo numérica.

Nas placas laminadas, verificou-se que a formulagdo apresenta uma convergéncia
mais rapida para os laminados cross-ply e o caso isotropico, exigindo malhas menos refinadas
do que os laminados angle-ply. Placas angle-ply submetidas a cargas biaxiais apresentam uma
carga de flambagem mais alta do que cross-ply com a mesma espessura.

Os resultados também mostraram que o comportamento ndo linear de placas
laminadas ¢ fortemente influenciado nao apenas pelo esquema de laminagdo (layup), mas
também pela espessura de cada lamina. Assim, as placas de cross-ply exibem um enrijecimento
pos-flambagem muito mais alto do que as angle-ply, independentemente do nimero de
camadas. De forma geral, o estudo de placas perfeitas e imperfeitas com laminagdo simétrica
mostrou estas estruturas apresentam comportamento tipico de bifurcagdo simétrica estdvel com
pouca sensibilidade as imperfei¢des iniciais.

Quanto ao travamento, os resultados obtidos mostram que o uso de funcdes de base
de ordem superior alivia, mas nao elimina, o travamento quando a abordagem isogeométrica ¢
utilizada na anélise de estabilidade de placas e cascas abatidas. No entanto, o travamento pode
ser facilmente eliminado usando o esquema de integragdo adequadamente reduzido para a
abordagem IGA baseada em NURBS. E importante observar que o uso desse esquema de
integragao reduzida melhora ndo apenas a precisdo, mas também a eficiéncia computacional da
formulacdo proposta. Portanto, este esquema de integracao ¢ recomendado para o caso de
geometrias regulares. Contudo, mais estudos sdo necessarios no caso de geometrias complexas.

As placas de material com gradagdo funcional apresentam reducdo da carga de

flambagem quando o expoente N aumenta, isto ¢, quando a quantidade de metal aumenta na
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ceramica, pois possui modulos de elasticidade menor e sua inclusao deixa a placa menos rigida.
Esse fenomeno também ¢ observado no comportamento pos-critico.

No que diz respeito a condi¢ao de apoio, confirmou-se que placas de material com
gradacdo funcional simplesmente apoiadas ndao apresentam bifurcacdo e¢ o caminho de
equilibrio se comporta de maneira semelhante como se a placa possuisse uma imperfei¢ao
inicial. Por outro lado, placas engastadas perdem estabilidade por bifurcagdo mesmo quando
constituidas de material com gradacao funcional, apresentando carga de flambagem e reserva
pOs critica menores com o aumento do expoente N.

A formulagdo isogeométrica apresentou excelentes resultados no caso da casca
cilindrica, tanto para materiais isotropicos quanto compdsitos laminados, quando comparados
com as solucdes disponiveis na literatura. Os resultados obtidos neste trabalho também
confirmaram a existéncia de um segundo caminho de equilibrio, correspondente a uma
bifurcacdo antes do ponto limite obtido pela solugdo cléssica deste benchmark.

Também foram obtidos excelentes resultados no caso de materiais com gradacao
funcional, com os caminhos de equilibrio para diferentes expoentes N estando entre o valor da
ceramica (maximo) e do metal (minimo).

A obten¢do do comportamento geometricamente ndo linear correto de placas de
material com gradagdo funcional com diferentes condigdes de contorno e a detec¢do da
bifurcagdo e tracado do caminho secundario da casca cilindrica foram possiveis devido a
combina¢do do Método do Comprimento de Arco com as técnicas automaticas de calculo de
pontos criticos e mudanca de caminho (branch-switching) utilizadas neste trabalho. Esta
estratégia evita erros cometidos em outros trabalhos onde o tipo de comportamento da estrutura

(com ou sem bifurcagdo) foi adotado a priori pelos autores, levando a solucdes inadequadas.

7.1 Sugestdes para trabalhos futuros

A AIG ¢ uma area nova e ainda demanda muitos estudos até chegar em um grau de
maturidade do MEF, embora venha sendo bastante explorada atualmente. Novos esquemas de
integracdo e o estudo de estruturas curvas e com furos, explorando a capacidade de modelar
exatamente a geometria da estrutura, por exemplo, sdo bons temas a serem estudados.

Quanto aos materiais com gradacao funcional hd uma infinidade de combinagdes
possiveis para as fragdes de volume, podendo ser feito um estudo de otimizagdo da mistura. A

inclusdo de formas mais refinadas para determinar as propriedades destes materiais, baseadas
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em método micromecanicos, poderiam ser estudadas visando obter os resultados mais

representativos com a situagao real.
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