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RESUMO

Tratamos de métricas criticas do funcional volume sob a hipotese da variedade ser
fracamente Einstein com restrigoes no sinal da curvatura escalar. Usamos o resul-
tado de Miao e Tam 2009| para também classificar tais métricas como bolas geodésicas
em espacos forma. Obtemos um resultado tipo Hopf para tensores, mais precisa-
mente, provamos que em variedades Riemannianas compactas o tensor de Cotton é
nulo quando sua divergéncia é nula e o tensor de riemman com segunda divergéncia
nula tem nulo o seu tensor divergéncia. Fazemos aplicacoes na conjectura CPE refi-
nando alguns resultados cléssicos como o de Yun, Hwang e Chang de 2014] que aborda
variedades com curvatura harmonica, daremos uma prova mais simples que a de San-
tos em 2017 para validade da conjectura CPE em variedades com divergente do tensor
Weyl nulo. Além disso, aplicaremos os resultados tipo Hopf em variedades com ope-

rador de curvatura positivo e em quase solitons de Ricci.

Palavras-chave: Métrica critica. Miao-Tam. CPE. Einstein. Fracamente Einstein.

Cotton. Cotton nulo. Curvatura harmoénica. Operador de curvatura. Hopf.



ABSTRACT
We deal with critical metrics of the functional volume under the hypothesis that the
manifold is weakly Einstein with constraints on the scalar curvature signal. We use
the result of Miao and Tam 2009 to classify such metrics as geodesic balls into space
forms. We obtain a Hopf type result for tensors, more precisely, we prove that in
compact Riemannian manifolds the Cotton tensor is null when its divergence is zero
and the tensor of riemman with second null divergence has zero its tensor divergence.
We make applications in the CPE conjecture by refining some classical results such as
Yun, Hwang and Chang of 2014 that approaches manifolds with harmonic curvature,
we will give a simpler proof than that of Santos in 2017 for the validity of the CPE
conjecture in manifolds with divergent Weyl tensor null. In addition, we will apply the
Hopf type results in manifolds with positive curvature operator and in almost Ricci

solitons.

Keywords: Critical metric. Miao-Tam. CPE. Einstein. Weakly Einstein. Cotton.

Null cotton. Harmonic curvature. Positive curvature operator. Hopf.
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1 INTRODUCAO

Esta tese aborda dois assuntos ligados a pontos criticos de funcionais rie-
mannianos. O primeiro é estudar variedades conexas e compactas com bordo denomi-
nadas métricas criticas de Miao-Tam. Os precursores deste estudo foram Miao e Tam
que em 2009 estudaram pontos criticos do funcional volume em variedades com bordo
e métrica fixada na fronteira. Formalmente, uma métrica critica de Miao-Tam é uma
tripla (M", g, f), onde (M", g) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta de
dimensao pelo menos trés com uma fronteira suave OM, f : M™ — R é uma funcao

suave com f~1(0) = OM que satisfaz o sistema de equagoes

—(Af)g+V*f = fRic =g, (1)

onde A, V? e Ric denotam, respectivamente, o operador Laplaciano, o operador Hes-

siano e o tensor de Ricci. Observe que, tomando o trago na identidade (1f), obtemos
(n—1)Af+Rf+n=0, (2)

sendo R ¢ a curvatura escalar. Convém mencionar que Miao e Tam em 2009 provaram
que tais métricas criticas tém curvatura escalar constante e que as bolas geodésicas
em formas espaciais tem a estrutura de métrica critica. Os mesmos autores em 2011
avancaram neste tema e provaram o seguinte teorema
Teorema 1.1 (Miao-Tam). Se (M", g, f) é uma métrica critica Miao-Tam, coneza,
FEinstein com fronteira suave OM, entao (M™, g) € isométrica a uma bola geodésica em
um espaco forma simplesmente conexo R™, S™ ou H™.

A partir dai surgem outros trabalhos considerando outras hipdteses sobre
a variedade para se tentar classificar métricas criticas sob tais condigoes. Em [2015
Barros, Didgenes e Ribeiro Jr. classificaram também como bolas geodésicas as métricas
de Miao-Tam, simplesmente conexas de dimensao quatro com a condigao da métrica ser
Bach-flat. J& Baltazar, Batista e Bezerra em 2017 melhoraram este tltimo resultado
para uma dimensao arbitraria. Baltazar e Ribeiro Jr. em [2017a mostraram que
métricas de Miao-Tam com tensor de Ricci paralelo sao isométricas a bolas geodésicas
nos espaco forma. Além disso, também Baltazar e Ribeiro Jr. em 2017b| mostraram
que em dimensao trés as métricas de Miao-Tam sao isométricas a bolas geodésicas

quando a curvatura seccional é nao negativa.
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Na referéncia Besse de 1979 define-se o tensor R por

éi]’ = ZRipququr' (3)

p,q,r

Neste trabalho analisamos métricas criticas que sao fracamente Einstein
com uma imposi¢ao sobre o sinal na curvatura escalar. Usaremos a definicao de uma
variedade ser fracamente Einstein quando o operador curvatura de Riemman Rm
satisfaz a seguinte identidade )

v Rm

Rij = %gzj- (4)
Nestas condigoes, provaremos o seguinte resultado em dimensao trés
Teorema 1.2. Seja (M3, g, f) uma métrica critica Miao-Tam fracamente Einstein
com curvatura escalar nao-negativa R > 0. Entao (M?3,g) € isométrica a uma bola
geodésica nos espacos forma simplesmente conexos R? ou S3.

Obtemos também um resultado para dimensao quatro na mesma classe
de métricas do teorema anterior. Enunciamos como um resultado a parte devido
a necessidade técnica de impor, em dimensao quatro, a condicao da variedade ser
simplesmente conexa no caso da curvatura escalar ser nula, ou seja, R = 0.
Teorema 1.3. Seja (M*, g, f) uma métrica critica Miao-Tam fracamente Einstein
com curvatura escalar nao-negativa R > 0, com M* simplesmente conexa no caso em
que a curvatura escalar é nula. Entao, (M*,g) é isométrica a uma bola geodésica nos
espacos forma simplesmente conexos R* ou S*.

E portanto, natural pensar o que acontece em dimensdo arbitraria. Neste
contexto, temos o seguinte
Teorema 1.4. Seja (M", g, f,n > 5) uma métrica critica Miao-Tam fracamente Eins-
tein com curvatura escalar nao-positiva R < 0 e tensor de Weyl se anulando no fibrado
tangente da fronteira. Entao, (M",g) € isométrica a uma bola geodésica nos espacos
forma simplesmente conexos R" ou H".

Na segunda parte deste trabalho abordamos outro conhecido funcional ri-
emanniano estudado, principalmente, em variedades sem bordo, a saber, o funcional
curvatura escalar total. Na verdade Miao e Tam(2009) destacam que o estudo deste
funcional foi um dos inspiradores para os estudo de métricas criticas Miao-Tam. O

funcional curvatura escalar total é definido por

S(g) = /M RydV, (5)

onde R, indica a curvatura escalar na métrica g. Seus pontos criticos foram estudados

por Besse em |[1979| que conjecturou serem as variedades de Einstein os 1inicos pontos
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criticos do funcional curvatura escalar total restrito ao conjunto C das variedades de
curvatura escalar constante e volume unitario. As equagoes de Fuler-Lagrange do

funcional restrito a C sao dadas por

Ric—Eg:VQf—f<Ric—ig>. (6)
n n—1

A partir destas consideragoes, podemos enunciar a seguinte defini¢cao

Definigao 1.1. Uma métrica CPE é uma tripla (M", g, f), onde (M™, g) € variedade
Riemanniana orientada, compacta de dimensao pelo menos trés com curvatura escalar
constante e f € uma fungao suave em M, chamada funcao potencial, satisfazendo o
sistema de equagoes @

Foi estabelecido por Besse em (1979 a conhecida conjectura CPE:
Conjectura 1.1. Toda métrica critica do funcional curvatura escalar total restrito ao
conjunto das métricas de curvatura escalar constante e volume unitario é isométrico
a esfera euclidiana unitdria.

Muitos pesquisadores analisaram a veracidade da Conjectura e obtive-

ram uma resposta para ela quase sempre acrescentando hipoteses. O primeiro trabalho
que tratou do tema foi publicado por Lafontaine em 1983 Ele provou que a conjectura
torna-se verdadeira ao supor que a variedade é localmente conformemente plana. A
literatura nao trouxe resultados diretamente relacionados com a conjectura nos de-
zessete anos seguintes, até que Hwang em [2000| iniciou a publicagao de uma série de
trabalhos que abordam este tema. No primeiro deles o autor provou que as métricas de
Einstein sao pontos criticos do funcional curvatura total sob o conjunto C, das métricas
de curvatura escalar constante e volume unitario, desde que a hipdtese f > —1 seja
satisfeita. Além deste resultado, Hwang também concluiu que, se o par (g, f) é solugao
nao-trivial do sistema @, com f < —1, entao M™ nao admite hipersuperficie orien-
tada compacta mergulhada minima estavel. Este ultimo resultado ressurge nos anos
seguintes, por exemplo em Hwang e Chang em 2004, ao relacionar uma métrica CPE
com produtos torcidos, iniciando assim o estudo da conjectura sob um ponto de vista
mais topolégico.
Chang, Hwang e Yun em 2012 provaram que a conjectura CPE é verdadeira se a vari-
edade tem tensor de Ricci paralelo. Além disso, mostraram que, no caso da variedade
ter curvatura harmonica e tensor de Ricci nao-paralelo, com pelo menos trés autovalo-
res distintos em cada ponto, entao a métrica nao pode ser solucao da CPE. Finalmente,
provaram que solugoes da CPE nao-triviais nao podem ser produtos torcidos.

O Teorema de Hopf afirma que em uma variedade M™ compacta, conexa e
orientavel, toda funcao suave f: M" — R que tem Af > 0 é uma funcao constante.

Considerando X o campo gradiente X = V f, temos divX = Af. Assim, o Teorema de
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Hopf garante que se esse campo tem divergéncia nula, entao X é campo identicamente

nulo. Ou seja, nas condicoes estabelecidas acima
divX =0= X =0.

A partir dai é natural pensar na existéncia de um teorema tipo Hopf também para
tensores e tentar determinar condigoes, em uma variedade Riemanniana, para que um
dado tensor com divergéncia nula implique que o proprio tensor seja nulo. Além disso,
como a divergéncia de um tensor também ¢ um tensor, podemos buscar condigoes que
imponham a nulidade do tensor divergéncia ao assumir a segunda divergéncia nula,

ou seja, se T é um tensor, que condigoes fazem verdadeiras as implicagoes
div’T =0 = divT =0, divT =0=T=0.

Assim, na segunda parte deste trabalho traremos alguns avancos neste tema. Ini-
cialmente, provamos dois resultados para variedades Riemannianas compactas sem
fronteira. O primeiro mostra um teorema tipo Hopf para o tensor de Cotton
Teorema 1.5. Se (M™,g) é uma variedade Riemanniana compacta, sem fronteira,
com tensor de Cotton C' com divergéncia nula, entdo o tensor C' é nulo.

O segundo teorema nos informa algo semelhante para o tensor curvatura
de Riemann. Ele garante ser nulo o divergente do tensor de Riemann sob a hipdtese
de sua segunda divergéncia ser zero. Mais precisamente,

Teorema 1.6. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana compacta, de dimensdo n e
sem fronteira. Supondo que div’Rm = 0 entdo divRm = 0.

Aplicando estes dois resultados, obtemos uma demonstracao mais direta
do Teorema 1 de Santos 2017 e aprimoramos o resultado de Chu e Fang de 2017
substituindo a hipotese tensor de Cotton paralelo por tensor de Cotton de divergéncia
nula, conforme o teorema seguinte
Teorema 1.7. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimension > 3

com curvatura escalar R constante e tensor de Cotton com divergéncia nula. Entao
[ 1R (R~ (0= )0 Fml) v, <0, @
M

onde a constante C(n) vale

20 —2) n’—n—4 (n—=1)(n—2)
C(n) = .
) \/n<n—1)+\/(n—2)(n—1)n(n+1)+\/ n

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (M",g) € isométrico a um quociente
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finito de S™.

Além disso aperfeicoamos um resultado classico de Tachibana de [1974| pro-
vando o seguinte
Teorema 1.8. Se (M", g) é uma variedade Riemanniana sem fronteira com div? Rm =
0 e operador de curvatura positivo, entao M ¢ wma variedade de curvatura escalar
constante.

Além disso o resultado de Yun, Chang e Hwang de|[2014] é aperfeicoado pelo
seguinte teorema
Teorema 1.9. A conjectura CPE € verdadeira se (M™, g, f) tem div*Rm = 0.

Aperfeicoamos também o resultado de Tran 2017
Teorema 1.10. Se (M",g), n > 4 € uma variedade riemanianna compacta com
div Rm = 0 e operador de curvatura nao negativo, entdao M € localmente simétrica ou
conformemente plana.

Um outro assunto abordado neste trabalho tem relacao com quase séliton
de Ricci. Esta classe de variedades foi abordada por Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti
em 2010 ao considerar Ricci Solitons com o parametro nao mais como uma constante,
mas como uma funcao na variedade. Formalmente chama-se quase séliton de Ricci
uma variedade Riemanniana (M", g) quando existe um campo vetorial X satisfazendo
a equacao

Ric + %ng = \g, (8)

onde A é uma fungao suave na variedade M e L indica derivada de Lie. A equagao ()
¢ chamada equacao fundamental de um quase séliton de Ricci. Se a fungao A satisfaz
A <0, A =0o0u A > 0 classificam-se como quase séliton de Ricci expanding, steady ou
shrinking, respectivamente. Caso contrario chama-se quase séliton de Ricci indefinite.
Quando f: M — R é fungao suave e o campo X é o campo gradiente X = V f, entao

a equagao fundamental torna-se
Ric+ V?f = \g, (9)

e a variedade chama-se quase séliton de Ricci gradiente com f dita funcao potencial.
Quando o campo X é trivial ou a funcao potencial f é constante o quase séliton de
Ricci é dito trivial.

Nesta direcao, concluimos este trabalho ao refinar um teorema de Barros, Oliveira
e Evangelista de [2017] no contexto dos quase séliton de Ricci. Mais precisamente,
garantimos o seguinte teorema.

Teorema 1.11. Se (M", g, X, \) € quase sdliton de Ricci, nao-trivial, orientado, com-
pacto com tensor de Cotton com divergéncia nula, entao M"™ € isométrica a esfera

padrao S quando satisfaz alguma das condigoes:
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1. S3(A) é uma constante e positiva.

. Sk(A) néo é identicamente nula em M e Sy = ¢Sk(A), onde ¢ € R — {0}, para
algum k=2,...,n— 1.

. Ric> Eg, com R>0e [, Sp(A)Ah >0, para algum k =2,...,n— 1.

. Sk écogstante parak=2....n—1e A>0.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos as principais notacoes e defini¢oes além dos
resultados prévios necessarios ao bom entendimento das proposicoes, lemas e teoremas
que serao abordados nos capitulos seguintes. Salientamos que usaremos a convengao

de Einstein para somatorio, na qual indices repetidos indicam soma.

2.1 Curvaturas e tensores em variedades

Iniciamos recordando as defini¢oes das curvaturas de Riemann, de Ricci e
da curvatura escalar.
Definigao 2.1. Se (M™,g) € variedade Riemanniana com conezdo de Levi-Civita V,
o tensor curvatura de Riemann € o (1,3)—tensor Rm : X3(M) — X(M) que associa

aos campos vetoriais X,Y, Z um outro campo vetorial dado por
Rm(X, Y)Z = VvaZ — VYVXZ — V[X,y}Z

Usando a métrica g = ( , ) podemos interpretar a curvatura de Riemann

como um (0,4)—tensor dado por
Rm(X, K Z, W) = <VvaZ — Vyvxz — V[X,Y]27 W>

O tensor curvatura de Riemann Rm satisfaz as seguintes propriedades cujas
demonstragoes podem ser encontradas em do Carmo (2005)).
Proposicao 2.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
1. Rm(X,Y)Z =—-Rm(Y, X)Z.
2. Rm(X,Y,Z, W)= Rm(Z,W,X,Y)

3. Primeira identidade de Bianchi:
Rm(X,Y)Z 4+ Rm(Y,Z)X + Rm(Z,X)Y = 0.
4. Segunda identidade de Bianchi

(VxBm)(Y, Z)W + (Vy Rm)(Z, X)W + (V2Bm)(Y, X)W = 0.

e colocando

0
Escrevendo num sistema de coordenadas X; = 5
T

Rijx = Bm(X;, X;)X) = ZRWXI



18

Rijks = <R(Xian)Xk7Xs> = ZRijklgls
l

podemos reescrever a proposicao acima da seguinte maneira.

Proposicao 2.2. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
1. Rijk = _Rj’Lk‘
2. Rijr = Rpij-

3. Primeira identidade de Bianchi:
Rijk + Rjki + Rk;ij =0.

4. Segunda identidade de Bianchi: (V;Rm)x + (V,;Bm)gq + (ViRm)j = 0.
Podemos considerar o tensor de Riemann como uma forma bilinear simétrica

agindo em 2-formas por

Rm(¢,1) = Rijudijm (10)

e apresentar a seguinte defini¢ao
Definigao 2.2. Uma variedade Riemanniana (M™,g) tem operador de curvatura po-
sitivo se, para cada 2-forma ¢ # 0, vale Rm(¢,$) > 0 e tem operador de curvatura

nao-negativo se Rm(¢, ») > 0, para toda 2—forma ¢.

A partir do tensor curvatura de Riemann, definimos o tensor curvatura de
Ricci como o seu traco.
Definigao 2.3. Em uma variedade Riemanniana (M™,g) o tensor curvatura de Ricci
¢ o (0,2)—tensor Ric : X(M) x X(M) — C®(M) que associa os campos vetoriais
X, Y e X(M) a fungao

Ric(X,Y)=tr{Z — Rm(Z, XY}

A curvatura escalar de M é dada como o trago do tensor curvatura de Ricci,
de acordo com a defini¢ao seguinte.
Definigao 2.4. Em uma variedade Riemanniana (M™,g), a fungdo curvatura escalar

€ a fungao R : M — R definida como o trago do tensor de Ricci:

R = tr(Ric). (11)

Apresentaremos agora tensores usados no texto e algumas de suas propriedades. Ini-

ciamos com o tensor de Weyl W que aparece na decomposicao do tensor de curvatura
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de Riemann como segue

1
Rijii = Wil + m(Rikzgjl + Rji9i — Rugjr — Rjkgi) (12)

B R
(n—1)(n—2

(9ikg1 — gugij)-
)
O tensor de Cotton C' ¢é definido por

Cijk = viRjk - VjRik - (vijok - VjRgik)a (13)

2(n—1)
enquanto o tensor de Bach B é definido por

1

B;; = ik ikl 14
i = BVszngl + — QRleka (14)
Por fim, o tensor de Schouten A é dado por

1 R

Observe que tomando trago na equagao ((15)), obtemos

R
tr(A) = m (16)
Consequentemente, podemos afirmar que o tensor de Schouten tem traco constante
se, e somente se, a curvatura escalar R é constante.

Lembremos que um tensor arbitrario D ¢é paralelo se VD = 0. Em parti-
cular, toda métrica Riemanniana ¢ é paralela. Dizemos, ainda, que uma variedade
Riemanniana (M™, g) é localmente simétrica, se o tensor curvatura de Riemann Rm é
paralelo, ou seja, se VRm = 0.

Definimos o operador de trago nulo da seguinte forma.
Definigao 2.5. Seja T um (0,2)—tensor na variedade Riemanniana M™ de dimensao

n. Definimos o (0,2)—tensor de tra¢o nulo T por

f:T——g.
n

Pela definicao T tem traco nulo e dai podemos garantir o seguinte lema
Lema 2.1. Numa variedade Riemanniana de dimensaon (M™,{ , )), vale a sequinte

desigualdade para um tensor T

(trT)? < n|TJ*. (17)
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Em particular, se T = V2 f obtemos o seguinte lema.
Lema 2.2. Para uma funcao suave f em uma variedade Riemanniana M™ de di-

mensao n, vale a desigualdade
(Af)* <n|VEf]. (18)
Usando o produto de Kulkarni-Nomizu para tensores arbitrarios A e B
(A® B)ijm = AiBji + AjBiy, — AuBji — Aji B, (19)

e a decomposigao (12) podemos relacionar os tensores de Schouten e Riemann de

acordo com a seguinte expressao
Rijii = (A® 9)iju + Wijn.- (20)

A relagao envolvendo as normas dos tensores de Weyl e de Riemann é dada pela

equagao
[Bm|* _ [W[?

n n n(n —2)

R®. (21)

o 2
| Ric|” + 2= 1)

Além disso, é possivel estabelecer para n > 4 uma ligacao entre o tensor de Cotton e

a divergéncia do tensor de Weyl pela igualdade

n—2

SVZWZ-J-M. (22)

Cijk = —

Cao e Chen em 2013 (Lema 5.1) provaram que, se n > 4, entao

n—4
Bij; = mCiijjk. (23)
Observe ainda que
n—4
VZ(VJBZ]) = VZ'VJ*B,']‘ = mv,(cka]k)
n—4

2.2 Variedade localmente conformemente plana.

O conceito de variedade conformemente plana traz uma equivaléncia da
métrica dada na variedade com outra métrica em espacos de curvatura constante. No
entanto, existe uma caracterizacao que envolve o tensor de Cotton em dimensao trés

e o tensor de Weyl em dimensao maior ou igual a quatro. Apresentaremos os detalhes
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logo a seguir, mas antes vejamos a definicao da equivaléncia mencionada acima.
Definicao 2.6. Duas métricas Riemannianas g e g em uma variedade M sdo ditas
conformemente equivalentes, se existe uma func¢ao suave ¢ @ M — R que, em cada
ponto de M, satisfaz a relacao

g =e*g. (25)

Em particular, dizemos que as métricas g e g sao localmente conformemente equivalen-
tes, se para cada p € M existe uma vizinhanga U de p em M e uma func¢ao ¢ : U — R
satisfazendo em todo ponto de U.

Com a defini¢ao acima podemos apresentar o que significa uma variedade
ser localmente conformemente plana
Definicao 2.7. Uma variedade Riemanniana (M™,g) é dita localmente conforme-
mente plana se a métrica g € localmente conformemente equivalente a uma métrica
com tensor de curvatura nulo.

Usaremos neste trabalho uma caracterizacao de variedades localmente con-
formemente planas em termos dos tensores de Cotton e de Weyl que pode ser encon-
trada em Kiihnel(2006).

Proposicao 2.3. Uma variedade Riemanniana (M",g) € localmente conformemente
plana se, e somente se, vale
1. C'=0 em dimensao n = 3 ou

2. W =0 em dimensao n > 4.

2.3 Métricas criticas do funcional volume

Em 2009 Fan, Shi e Tam consideraram uma variedade assintoticamente
plana de dimensdo trés (M3, g) com um dado fim . Sendo {x;} um sistema de co-
ordenadas no infinito que define a estrutura assintética de (M, g), tomaram a esfera
coordenada S, = {x € M; |z| =r} e v a métrica induzida em S,. Verificaram que,
para r muito grande (S,,7) pode ser isometricamente mergulhada no espago eucli-
diano R? como uma hipersuperficie estritamente convexa S°. Sendo Vy(r) o volume
delimitado por S? em R? e V() o volume da regidao delimitada por S, em (M?, g) eles
provaram que, se a curvatura escalar na métrica g, Ry, ¢ nao negativa, entao, usando

o Teorema da Massa Positiva com r — 0o, vale a comparacao de volume
V(r) > Vi(r). (26)

Assim, observaram que, para estudar a comparagao de volumes (26 fez-se necessario
hipdteses sobre a curvatura escalar e, ainda que, a modelagem do problema se deu

como um problema de valores de fronteira, ou seja, os elementos envolvidos tém a
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mesma geometria na fronteira. A partir dai, buscaram informagoes sobre resultados
similares em variedades compactas com fronteiras. Neste contexto o mais natural para
analisar comparacao de volume é considerar o funcional volume para uma variedade

riemaniana (M", g)
Vi) = [ av, 27)
M

Entao, Miao e Tam em 2009 analisaram os pontos criticos deste funcional e observaram
que, com algumas condic¢oes, uma métrica g é ponto critico dele se, e somente se, existe
uma funcao f : M — R tal que f = 0 na fronteira e, além disso, satisfaz ao sistema
de equagoes

—(Af)g+V?f — fRic =g,

onde A ¢ o laplaciano, V2 é o hessiano e Ric é o tensor de Ricci na métrica g.

Surge entao a seguinte definicao de uma métrica critica de Miao-Tam

Definicao 2.8 (Métrica critica Miao-Tam). Uma métrica critica de Miao-Tam é uma
tripla (M", g, f), onde M™ é uma variedade Riemanniana conezxa, compacta de di-
mensao pelo menos trés com uma fronteira suave OM e f : M™ — R € uma funcao
suave tal que f~1(0) = OM e

~(Af)g+ V*f — fRic=g.

2.4 Exemplos

Os exemplos a seguir foram obtidos por Miao e Tam em 2009
Exemplo 2.1. Seja (R",g) o espaco euclidiano com métrica canénica g. Considere

M C R™ uma bola geodésica centrada na origem de raio R com métrica induzida g.
R? |z|?
T 10 dada pel i = — .
ome [ a fun¢do dada pela equagio f(x) =1 3m—1)

Nestas condicoes, temos que

1
Vf=—-——y,
n—1
n
Af =— .
/ n—1
Dat,
9 , n 1
—(Af)g+V°f — fRic = g— 9=y,
n—1 n—1
e

f710) = oM.

Assim, as bolas geodésicas (M™, g, f) contidas no espaco euclidiano sao exemplos de
métricas criticas de Miao-Tam.

Semelhante ao exemplo anterior, as bolas geodésicas em H" e S™ também
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sao métricas criticas de Miao-Tam, conforme os proximos dois exemplos

Exemplo 2.2. Considerando o espago de Minkowski R} = (R q), onde g = dz? +
dz3 + ...+ dr? — dt* e o espago hiperbélico dado por H" = {(x1,2s,...,2n,t) €
R 224224 a2 —12 = —1, t > 1} mergulhado em RY e g a métrica induzida em
H"™ por g. Assim, g € métrica Riemanniana. Fizando o ponto p = (0,0,...,1) € H",

considerando em H", a bola geodésica M™ centrada em p de raio R e a funcdo [ dada

1 coshr
pela equacao f(xy, o, ..., xp,t) = 1 — ——— |, onder € a distancia geodésica
n—1 cosh R
do ponto (z1,%s,...,%,,t) a p. Observe que t = coshr, sendo, portanto, t a fun¢ao
altura.
Consequentemente, obtemos
Vif = —

(n — 1) cosh RrY

tn

(Af)g =~ (n — 1) cosh RV

Portanto, f~*(0) = M e

nt B t
(n — 1) cosh RY (n — 1) cosh RY

1 t
1— -1
n—1 ( cosh R) (n=1)g

—(Af)g+ V?f — fRic =

Assim, (M"™, g, f) € métrica critica de Miao-Tam.
Exemplo 2.3. Sejam S" a esfera canénica no espaco euclidiano R e o ponto

p = (0,0,...,1) € S". Considere M™ C S™ a bola geodésica centrada em p de raio

R1< 5, g a métrica induzida em M e f a fungdo definida por f(x1,,...,7,,1) =
cosr

( — 1), onde v € a fungao distancia geodésica de (x1,%a,...,ZTy,t) @ Pp.

n—1 \cos R

Sendo t = cosr a func¢ao altura, obtemos

2 -_—_———
V= (n — 1)cong’

tn

Afg=——F——g.
19 (n — 1)(30ng
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Portanto, f~1(0) = OM e

nt

(n—1)cos RY ™ (n — 1) cosh RY

1 t
— —1 -1
n—l(cosR >(n )9

~Afg+V3f — fRic =

Assim, (M™, g, f) € métrica critica de Miao-Tam.

No contexto das métricas criticas Miao-Tam, Barros, Diégenes e Ribeiro
Jr. em [2015 provaram o seguinte resultado. Para deixar este trabalho mais completo
apresentaremos aqui a demonstracao dos autores.
Lema 2.3 (Barros-Didgenes-Ribeiro Jr.). Se (M™, g, f) € uma métrica critica Miao-

Tam, entao vale a igualdade
R
f(ViRjx — V;Ri) = RijuVif + m(vifgjk —V,fgir) = (VifRjr — V;fRi). (28)

Demonstracao. Partindo da equacao e usando a equacao , temos

Rf+1
V2 f = fRic—
n—1

g, (29)

a qual, em linguagem tensorial, pode ser escrita como

fR+1
n—1

ViV,f = fRi — Gij- (30)
Substituindo a equac@o acima na derivada V;(fR;i) = VifRjr + fV,;Rjj, obtemos

ViR = Vi(fRjk) — Vif Ry

R+1
= Vi(V,Vif+ fn —3 gik) — R Vif
R
= ViViVif + ——=Vifgp — RpVif, (31)

onde na tultima igualdade usamos o fato de R ser constante e a métrica g ser paralela.

Trocando ¢ por j, temos

R
fViRy = V;V;Vif+ mvjfgik — Ry V,f, (32)
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subtraindo as duas ultimas expressoes chegamos em

R
f(ViRjx —V;Riy) = V,V;Vif —V,V,Vif+ m(vifgjk - V,fgir)
+ RuVif — Rjyi;V.f, (33)

concluindo assim a prova do lema. O

Define-se, ainda, o tensor 7" em uma métrica critica Miao-Tam por

n—1 R
Tije = —— Q(Rikvjf — R Vif) — m(gikvg‘f — 9k Vif)
1
+m(gikstvsf — gk RisVs f). (34)

Observemos que, tanto o tensor de Cotton, quanto o tensor 1" sao antissimétricos nas

duas primeiras entradas e tém traco nulo em quaisquer duas entradas, ou seja,

Tijk = _Tjik € gijTijk = gikTijk =0 (35)

Cijr = —Cjix € gijcijk = gikCijk =0. (36)

Existe uma relacao entre estes tensores. Ela foi descrita por Barros, Diégenes e Ribeiro
Jr. em 2015 e é apresentada no préximo lema
Lema 2.4 (Barros-Diégenes-Ribeiro Jr.). Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-

Tam. Entao os tensores T', C' e W se relacionam por meio da sequinte igualdade
fCijk = Tiji + Wi Vi f. (37)

Demonstracao. Usando a expressao do Lema [2.3| na definicao do tensor de Cotton e o

fato que a curvatura escalar é constante, obtemos

1

= f(ViRj, — V;Riy)
R
RijaVif + —— (Vif g = Vifgi) = (Vif Rjx = Vi f Rax),

ViRgjir — VjRgz'k))

onde usamos que R é constante na segunda linha e o Lema na terceira linha.



26

Usando ainda a decomposi¢cao dada na equacgao , temos que

1
fCijk = WyuVif + —3 (RirgiVif + RjugaeVif — RugitVif — RixgaVif)

R R
RS ) (Vifgirgin — Vifgagie) + m(vifgjk — V;fgir)
— (VifRj, — V;fRi)
1 1
= WiyuVif + — (RixV,f = Ry Vif) + > (RuVifgi — RaVifgik)
R R
- (n—1)(n—2) (Vifgix — Vifgjr) + m(vifgjk = V,fgir)
— (VifRj — V; fRy)
n—1 R
= WiuVif + — Q(Rikvjf — RV, f) — m(vifgjk — V,fgir)
1
+ m(levlfgik — RaVifgjk). (38)

Observemos que os tltimos termos na igualdade coincidem com a definicao do

tensor T' na equagcao . Portanto, concluimos que vale a igualdade
fCijk = Tiji + Wi Vi f. (39)

E assim, concluimos a demonstracao do lema. O
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3 METRICAS CRITICAS DO FUNCIONAL VOLUME FRACAMENTE
EINSTEIN

Neste capitulo abordamos o estudo do funcional volume de uma varie-
dade Riemanniana e apresentamos caracterizagoes relacionadas a esta tematica que,
de modo pioneiro, foram estudadas no artigo de Miao e Tam em [2009. Os autores
estudaram o funcional volume sobre o espago das métricas de curvatura escalar cons-
tante com uma métrica prescrita na fronteira e encontraram uma condigao necesséria
e suficiente para uma métrica ser ponto critico do funcional volume. Além disso, eles
mostraram que, em espacos forma, os tinicos dominios cuja métrica canonica é ponto
critico de tal funcional sao as bolas geodésicas. Trataremos também deste assunto,
porém, abordando tais variedades com a hipdtese de serem fracamente Einstein. Pro-
varemos que as bolas geodésicas novamente aparecem como caracterizagoes de tais

métricas criticas.

3.1 Motivacao e resultados

Ao analisar um funcional, queremos a priori encontrar seus pontos criticos
ou critérios para decidir como obté-los. Miao e Tam em 2009/ foram os precursores
no estudo do funcional volume sob algumas condigoes. A partir do trabalho deles
outros autores passaram a usar o termo métricas criticas de Miao-Tam ao se referirem
as métricas com as hipdteses usadas no citado artigo. Lembrando que usaremos a
seguinte definicao para uma métrica critica de Miao-Tam.

Definicao 3.1 (Métrica critica Miao-Tam). Uma métrica critica de Miao-Tam é uma
tripla (M", g, f), onde M™ é uma variedade Riemanniana conezxa, compacta de di-

mensao pelo menos trés com uma fronteira suave OM e f : M™ — R é uma funcao

suave tal que f~1(0) = OM e
—(Af)g+ V?f — fRic=g.

No artigo de Miao e Tam de 2011|os autores investigaram métricas criticas
Miao-Tam com a hipdtese de serem variedades de Einstein e obtiveram uma classi-
ficacao conforme o teorema
Teorema 3.1 (Miao-Tam(2011)-Teorema 1.1). Seja (M™, g, f) uma métrica critica de
Miao-Tam, conexa, Einstein com fronteira suave OM. Entao (M™,g) é isométrica a
uma bola geodésica em um espaco forma simplesmente conexo R™, S™ ou H".

Miao e Tam em 2011 provam também um teorema sobre variedades con-
formemente planas. Os autores garantem o seguinte teorema
Teorema 3.2 (Miao-Tam(2011))-Corolario 4.1). Se (M", g, ) é métrica critica Miao-
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Tam, conformemente plana e simplesmente coneza, entao (M™, g) € uma bola geodésica
em um espaco forma simplesmente conezo.

Em 2015 Barros, Diégenes e Ribeiro Jr. classificaram também como bo-
las geodésicas as métricas Miao-Tam, simplesmente conexas de dimensao quatro com
a condicao da métrica ser Bach-flat. Ja Baltazar, Batista e Bezerra em 2017 aper-
feicoaram este ultimo resultado para uma dimensao arbitraria. Baltazar e Ribeiro
Jr. em [2017a] mostraram que métricas de Miao-Tam com tensor de Ricci paralelo
sao isométricas a bolas geodésicas nos espago forma. Além disso, também Baltazar e
Ribeiro Jr. em [2017b mostraram que em dimensao trés as métricas de Miao-Tam sao
isométricas a bolas geodésicas quando a curvatura seccional é nao negativa.

%

Na referéncia Besse de 1979 define-se o tensor R por

Rij = ZRipququr (40)

p,q,r

Neste contexto adotaremos que uma variedade é fracamente Einstein quando o opera-
dor curvatura de Riemman Rm satisfaz a seguinte identidade

v Rm|?
Rij = %gzj, (41)

onde éij ¢é dado pela equacao . Esta condicao de uma variedade ser fracamente
Einstein aparece de modo natural como pontos criticos de funcionais quadraticos em
variedades compactas sem fronteira. Explicitamente se tomarmos M™ uma variedade
Riemanniana e C o espaco das classes de equivaléncia de métricas Riemannianas suaves

de volume unitario, Catino em [2015| estudou o funcional
Foulg) = / | Ricl2dM + t/R2dM + 3/ Rm2dM,  tseR,  (42)

com constantes ¢ e s reais e obteve como consequéncia (veja seu Coroldrio 6.2) que uma
métrica Einstein é métrica critica para o funcional F; s se, e somente se, a variedade
é fracamente Einstein. Além disso, variedades Einstein sao fracamente Einstein em
dimensao quatro, veja comentario apds o Lema [3.2]

Os resultados obtidos aqui sao com de métricas Miao-Tam em variedades
fracamente Einstein sob uma condicao de sinal na curvatura escalar. Mais especifica-
mente provamos que em dimensao trés vale o seguinte teorema
Teorema 3.3. Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam fracamente Einstein
com curvatura escalar ndo-negativa R > 0. Entdo, (M3, g) € isométrica a uma bola
geodésica nos espacos forma simplesmente conexos R? ou S3.

Temos, também, um resultado para dimensao quatro na mesma classe de
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métricas do teorema anterior.
Teorema 3.4. Seja (M*, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam fracamente Einstein
com curvatura escalar nao-negativa R > 0, com M simplesmente conexa no caso em
que a curvatura escalar é nula. Entao, (M*,g) é isométrica a uma bola geodésica nos
espacos forma simplesmente conexos R* ou S*.

O motivo deste iltimo ser enunciado como um teorema a parte surge devido
a necessidade de impor, nesta dimensao, a condicao da variedade ser simplesmente
conexa no caso da curvatura escalar ser nula, isto é, R = 0. Acreditamos que tal
restricao ocorre devido a técnica utilizada na demonstragao e que tal hipétese possa
ser removida se utilizado outro método. Por fim, é natural investigar o que acontece
em dimensao arbitraria e neste contexto temos o seguinte resultado.
Teorema 3.5. Seja (M", g, f,n > 5) uma métrica critica de Miao-Tam fracamente
FEinstein com curvatura escalar nao-positiva e tal que o tensor de Weyl se anula no
fibrado tangente da fronteira. Entao (M", g) € isométrica a uma bola geodésica nos
espacos forma simplesmente coneros R™ ou H".

Observe que em dimensao maior que quatro a hipdtese sobre a curvatura
escalar tem sinal oposto ao das hipéteses dos dois teoremas anteriores, para n = 3 e
n = 4. Mais uma vez, seria de grande importancia tentar outras técnicas para abordar
em todas as dimensoes o caso da curvatura escalar ter sinal positivo ou negativo.
Na préxima secao, abordaremos uma série de resultados que compoem as ferramentas

necessarias para provar os teoremas apresentados.

3.2 Lemas e resultados importantes

Utilizando a linguagem j& estabelecida no capitulo [2| prosseguimos nesta
secao apresentando alguns lemas que serao uteis nas prova dos teoremas apresentados
na secao anterior. O primeiro deles trata de uma igualdade em variedades Riemanni-
anas que envolve importantes tensores da teoria.

Lema 3.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana, entio a sequinte igualdade €

verdadeira
g |Rm|? y W 4 2(n—4) o -
By = =05 = W= = gy o= WapiaBog + 55 i o
4R 2(n—4) | s 9
— R, — —=R i 43
+n(n o 1) J n(n o 2)2‘ ZC‘ g] ( )

onde Wi; = WipgeWipgr-

Demonstracao. Inicialmente vamos considerar a expressao ((12)), que relaciona os ten-
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sores de Riemann e de Weyl, e substituir na seguinte expressao do tensor R;;

éij = Z Ripgr Rjpgr (44)

p,q,r
para Chegarmos na expresszio

o v 2
Rij = Wij—f-r

2
QVVipqrgqupr + mwjpwgiqur

1
+ CEDE (2(n — 4)RiRjq + 4RR;; + 2| Ric|*g;;)
4R
— —2)R;; + Rg;;
(n—l)(n—2)2((n ) J+ g])
2R2gi]
45
T D2y (45)
Nesta ultima expressao substituiremos as seguintes e conhecidas relacoes
o R
Ric = Ric — —g, (46)
n
o R2
|Ric|* = |Ric|* + —, (47)
n
- R? 2R -
RigRjq = RigRjq + —59ij + ——Rij, (48)
para obtermos a préxima igualdade
v v 4 2| Ric|2g;;
Rij = Wij+ ——Wipjeltpg + rz)gj
2R?g;; 2(n—4) o - 2(n—4) _, dn—4)
Ri,Rig + ————5Rgi; RR;
T =22 T e T e o T g
ARR;; AR%g;: 2R2g,:
+ J + Jij — Jij 5 (49)
m—=1)(n-2)2 nn—-1)n-2%2 (n—-1)(n-2)
Juntando os termos comuns podemos garantir que
y v 4 2| Ric|2gy;
Rij = Wi+ —— Wipjeltpg + TQ);
2(n—4) - - ARR;;  2(n®—4n + 4)R%g,;
—— R R; J L 50
T T T T2t — =22 (50)
Para concluirmos a prova do lema consideraremos a expressao (21)) na forma
|Rm? W 4 12 2 2
=gy Ricl*gi; + ———— Rg;. 51
9ij n gj+n(n—2)‘ Zc‘g]_'—nZ(n—l) 9ij (51)
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e tomar a subtragao das duas ultimas expressoes para chegar na seguinte identidade

|Rm)? L 2(n — 4)

Rij—— =95 = Wi ~— 9ii + 5 Wipjaltps + mRiqqu
AR - 2(n—4) , =
— R — ———|R - 52
+n(n _ 1) J TL(TL o 2)2| lC| 9ij ( )
Isto conclui a demonstragao. O

O resultado seguinte foi obtido por Derdzinski (1983) e fornece uma im-
portante identidade em dimensao quatro
Lema 3.2. Em uma variedade Riemanniana (M*,g) de dimensdo quatro, vale a se-
gquinte identidade

oo WP
Wij = ng‘j~

Observe que o Lema [3.1) em dimensao quatro nos fornece a seguinte igual-

dade Rin? R
o m o

Supondo ainda que a variedade é Einstein teremos

v Rm/|?
R;; = %gi_j- (54)

Fica, portanto, estabelecido que, em dimensao quatro, toda variedade Einstein é fraca-
mente Einstein. A reciproca deste fato nao é verdadeira, conforme exemplo publicado
por Euh, Park e Sekigawa em [2013(pagina 602) mostrando que nem toda variedade
fracamente Einstein é também Einstein.
Exemplo 3.1. M produto riemanniano de variedades de dimensao dois, M(c) e
Ms(—c), de curvatura gaussiana ¢ e —c, respectivamente. M ndo é Einstein mas €
fracamente Einstein.

Existem também exemplos de variedades que nao sao fracamente Einstein.
Exemplo 3.2. Seja (M*,g) produto riemanniano de uma variedade de dimensao trés
M (c) de curvatura seccional constante ¢ # 0 com a reta real R. M ndo é fracamente
Einstein.

Ainda segundo Euh, Park e Sekigawa em 2013 prova-se que uma certa
Algebra de Lie em dimensao quatro é fracamente Einstein, mas nao Einstein. Essen-
cialmente os autores verificaram o seguinte

Exemplo 3.3. Seja g = spang{ei,eq,e3,e4} a dlgebra de Lie real de dimensao 4
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equipada com o sequinte colchete de Lie:

[617 62] = aey, [61; 63] = —ae3 — bey, [617 64] = beg — aey,

[627 63] = 07 [625 64] = 07 [637 64] = 07

onde a e b sdo constantes, com a # 0. Adotando (, ), o produto interno em g dado
por (e;,e;) = 6;;. Seja G um grupo de Lie, conexo, simplesmente conexo com dlgebra
de lie g de G e g métrica Riemanniana G—invariante determinada por (, ). Assim,
obtém-se que

Rig12 = a?, Rizi3 = a?, Rijg = @,

_ 9 _ 9 _ 9
Rogos = —a®, Raszoq = —a®, Raszy = a”,

e zero os elementos restantes. Consequentemente, G € fracamente Einstein, mas como
satisfaz R11 = —3a? e Ry = a?, G ndo pode ser Einstein.

Tomando os exemplos e , que sao variedades homogéneas, Arias-
Marco e Oldrich em [2015 provaram que, em dimensao quatro, todos os possiveis
exemplos de variedades fracamente Einstein homogéneas que nao sao FEinstein sao

isométricas a estes dois exemplos.

Um outro resultado em métricas de Miao-Tam que nos sera util é devido a
Batista, Diogenes, Ranieri e Ribeiro Jr. que em [2017| provaram a seguinte identidade
integral.
Lema 3.3 (Batista, Di6genes, Ranieri, Ribeiro Jr.(2017)-Lema 5). Se (M™, g, f) €

uma métrica critica de Miao-Tam, entao vale a igualdade

o 1 o
/ fIRicPdM + —— [ Rie(Vf,Vf)do = 0. (55)
M IV Jom
O préoximo lema é um resultado para pontos de fronteira e desempenha
papel fundamental na prova dos nossos resultados principais
Lema 3.4. Seja (M", g, f) uma métrica critica Miao-Tam. Entdo ¥V f € um autovetor

para o tensor curvatura de Ricci em cada ponto da fronteira OM.

Demonstragao. Considere um referencial ortonormal {e;,...,e,} que diagonaliza o
tensor de Ricci em um ponto de fronteira ¢ € OM™ tal que V f(q) # 0. Ou seja, temos
que Ric(e;) = aue;, onde «; sdo os autovalores associados. Desde que em variedades
Miao-Tam a fungao f se anula na fronteira, ou seja, flon = 0, segue da equagao (37))

e da anti-simetria do tensor de Weyl nas duas ultimas entradas que

0= fCixVif = T;x Vi f. (56)
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Usando a definicao do tensor T' e a expressao , obtemos na fronteira OM que
Ry Vi fVif — Ry Vi fV,f =0. (57)

Em seguida aplicando no ponto ¢ € M, e considerando R;, = agir = a;d;, temos
(aj —a))VifV;f =0. (58)

Deste modo, ao considerarmos o conjunto nao-vazio L = {i;V;f # 0} entao, da
equacao (H8) temos que a; = «, para todo i € L, e com estas expressoes acima

podemos obter

Ric(Vf) = Rz’c( Y, fei) =Y Vifae = avf. (59)

icL ieL
Concluindo a prova do lema. n

Seguindo na construgao, temos o proximo lema que expressa a norma do
tensor T' em termos do tensor de Ricci. Antes de enunciar o resultado, fixaremos al-
gumas notagoes para os proximos resultados deste capitulo.

Em um ponto arbitrario ¢ € OM da fronteira, consideraremos um referencial ortonor-
mal {ej, es,...,e,} em uma vizinhanga de ¢ contida em M de modo que e; = —%.
Lema 3.5. Seja (M™, g, ) uma métrica critica de Miao-Tam. Nos pontos de fronteira

OM, temos a sequinte expressao

2(n —1)? 2n(n —1) -, )
(n — 2)? (n — 2)2 RV (60)

Demonstragao. Iniciando com a definigao (34]) do tensor 7', temos a expressao

| Tjel* = |Ric|V f[* —

STt = il = g e 9 7= S i
+HRRZ'C(VJC, Vi) - HRQIWIQ
_ 2(5:&__21)); |Ricl2|Vf[2 - %IMC(W)I2
O RV 1.9 0) + 2O R

Lembrando que e; = —% e usando o Lema , obtemos para cada 2 < a < n, que
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Ry, =0, e a expressao acima se transforma na seguinte

it = 2O i - 2 o
+HRRH|VJ‘|Q + %RQWJCF
A i s - T

e a prova esta completa. O

Temos também a seguinte igualdade vélida na fronteira de uma métrica
critica de Miao-Tam.
Lema 3.6. Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Nos pontos da fronteira

OM, temos a sequinte exrpressao

2
2 M po n—2 V)2
i = i (B2 e (61

onde Wi = Wi,

Demonstracao. Tomando a equagao e usando a hipotese de estar na fronteira

flaar = 0, obtemos a seguinte expressao
— WiyuVif = Tijk. (62)
Podemos escrever o seguinte

Wiququvifvjf = Tiqupqvif

1
= éTipq(quvif - Riqvpf)
_ n—2 9

Na tltima passagem usamos a definicdo do tensor 7', expresso na equagao (34). Por

outro lado podemos escrever

WY = WiujnWij

1
Wwilleilj
— n—_lw'.‘ RiiVif — RiV,f
- (n—2)|Vf| zljl( iy V1J — 413 Vg )7
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aqui usaremos o Lema para obtermos a igualdade

Y n—1
W —Wwimq&jvpquf- (64)
Ao compararmos com obtemos
Tl = 2|V f W] (65)

Por fim, substituindo esta tltima expressao no Lema concluimos o seguinte

vo_ (=17 o 5 nn—1) 5,
WY|? = mW@CF - WRH? (66)
que conclui a prova ao isolarmos o termo |Ric|. O

O préximo lema é o ultimo desta sequéncia de resultados que nos levarao
até as provas de nossos teoremas principais, é também, onde usamos nossa hipdtese
da variedade ser fracamente Einstein.

Lema 3.7. Seja (M", g, f) wma métrica critica de Miao-Tam fracamente FEinstein.

Nos pontos de fronteira OM, vale a sequinte identidade

4R
n(n —1)

Demonstracao. Usando o Lema e a hipotese de que M" satisfaz a condicao fraca-

2(n? — 2n —
n(n — 2)

: 1 92) . .
Ry = E|W|2 - )|Rz’c|2 + 2R3, (67)

mente Einstein, obtemos

0 ipgr V'V jpgr | | |Vf |2 Wququv f V; f
(n—4) - 2 4 AR - 2 2n—4) 5 2
_'_2( ) qu ql‘v.ﬂ n(n_ 1)R11|vf| n(n_2)2|RZc| ‘Vf| :

Ao usarmos a equagao (37) e o Lema podemos escrever o seguinte

1 \W|2 4 (n—4) .
0 = Tiir|? —W Ry, 42— L R%
]Vf\2| Jk| + 1plglipg + ( )
4R ° 2(n—4) oo
Ry — ——=|R .
+n(n 1) - 2)2| icl

Agora, pela equagao e pelo Lema esta tltima identidade se transforma na
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seguinte
AR = n—3 W |? (n—4) . 2(n—4) | -
— Ry = ————|Ti]? -2 R + =>——Z|Ric|?
nln—1) e ol (=22 T i =gy el
1 2(n* —2n —2) o
= —|[W|* - Ric|* + 2RY
n| | TL(TL o 2) | ZC| + 11>
concluindo assim a demonstracao. ]

Munidos de todos os lemas ja enunciados, podemos agora passar para as

demonstracoes dos teoremas principais apresentados no inicio deste capitulo.

3.3 Prova do Teorema (3.3

Demonstracao. Afim de provarmos o resultado consideremos n = 3 no Lema [3.6] e
usemos o conhecido fato do tensor de Weyl se anular nesta dimensao. Com estas

consideragoes, temos garantida pelo Lema [3.6] a seguinte igualdade
2| Ric|?> = 3R2,. (68)

Substituindo esta ultima expressao no Lema |3.7] chegamos na seguinte identidade

RRy, = |Ric|?. (69)
Se considerarmos R = 0, entao
|Ric|> = 0.
Por outro lado, se R > 0, entao
Ry > 0.

Usando agora o Lema temos que
|Ric|* = 0.

Ou seja, em ambos os casos temos a garantia de Ric = 0, assim, pelo Teorema
temos que (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica em R? ou S*. Concluindo a prova

do Teorema [3.3 m

3.4 Prova do Teorema [3.4]

Demonstracdo. Dividiremos a prova em dois casos. Aqui faremos inicialmente o caso
em que a curvatura escalar é positiva R > 0.

Caso 1: M tem curvatura escalar positiva R > 0.
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Consideremos indices a,b,c,d € {2,...,n} ei, j, k1 € {1,2,...,n}. Da equagao (62
obtemos T

Wiin = ik 70

M )

Usando as equacoes , e , obtemos
|I/V|2 = M/ijleijkl
= Mjk1M]kl + Wz]kaVszka
= |lek| +VVzgkaVVzgka

|Vf|2
= 2[W")* 4+ WijkaWijka + Wajka Wajka

= 2[W")* 4+ WijeaWijka + WarjaWaija + WabjaWaba- (71)

Observe que apés o Lema [3.4] adotamos um referencial ortonormal bem especifico,

onde e, = Neste referencial, vale que

IVf\
Vaf =g(Vf ea) = =V flgler, ea) = =[Vf|d1a =0

aplicando o Lema [3.5, em pontos de fronteira vale que

RV f = Ric(V f,ea) = aglea, V) = —a|Vflg(er, eq) = 0.

Utilizando as simetrias do tensor de Weyl, as defini¢oes do tensor auxiliar 7' (equacao
(34) e levando em consideragao o uso do referencial ortonormal estabelecido acima,

obtemos

n R 1
leka = W {n Rajka ga]ka + ga]Rksv f}

Por fim, desde que
leka - Wlalc (72)

substituindo em ([71]) obtemos

WP = 3|W")* + Wa1jaWarja + WapjaWabja
— 4|VVV|2 + Walchalcd + WabldWabld + Wabchabcda

uma vez que Wype1—9, obtemos a identidade

‘W|2 - 4’WV|2 + Wabchabcd- (73)
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Agora dos Lemas [3.6] e [3.7] deduzimos

4R - 1 2(n? —2n—2), .
— R = _‘W|2 o ( )|RZC|2
n(n—1) n n(n —2)
n—1 . (n —2)?
20— IR 2 \" A Wl/ 2
v (M i - =)
1 2(n —2)? 2(n—4)
= WP - M|WV|2 _ MWMQ, (74)
n n(n —1) n(n —2)
e da equagao (73| para n = 4,
RRy > [W”|2. (75)

Com a hipétese da curvatura escalar ser positiva, temos que Ry > 0. Similarmente a
prova anterior, usando o Lema [3.3| e o Teorema [3.1| concluimos a demonstragao.
Caso 2: M tem curvatura escalar nula R = 0.

Usando os Lemas [3.1] ¢ [3.3] para n = 4, obtemos

Wik Ry = 0. (76)

Observando que num referencial ortonormal, temos

Ciji = ViR, — Vi Ry, (77)
entao
WiriViRu = Wiji(Ci + Vi Rip)
= WijiCirt + Wid Vi Ry
= WirjCiri + Wit Vi Ry
= WirjiCiti — WiriViRu.
Portanto )
Wikji ViR = 5 ikt Okt - (78)

Consequentemente, tomando a derivada covariante na expressao ((76), usando a equagao

([22), a defini¢do do tensor de Cotton (veja equagdo (13))) num referencial ortonormal
e a equagao , temos

0 = ViWiuBi + Wik ViR
1 1
= —§Olijkl + §VVikleikl- (79)



Agora aplicando V f em , segue que

0 = —Clijlejf‘i'VVikleiklvjf
= CiuBRuV;f — Wi;CiaVy f

= CijtRixVif = WinCii Vi f
1
= 3 (CijrRiwVif + CijuRikVif) —

_ o

e entao, podemos escrever, usando (34)), que

39

WiitiCijt Vi f

5 Lk (Rjkvif - Rikvjf) — Wi Cije Vi f,

1
- gcijkTijk — Wi VifCijr = 0. (80)
Entao, de e a definicao do tensor T', obtemos
3
TiiiWiimVif = §<Rjkvif — Ry V; )W Vif =0, (81)
que combinado com , traz as igualdades
fCiiwTiye = |T|? (82)
e
FCWiiuVif = ooy W, (83)
acima, o simbolo ¢ representa produto interior (v W )ijm = WijuVif.
Substituindo na equagao (80)), temos
IT)? + 3|ey W) = 0, (84)
ou seja,
Tijr = 0 =WiuVif.
Finalmente, do o Lema [3.2, chegamos em
0 = WipgWipe-VifV;f
= WyVifV;f
W 2
= %gijvifvjf
W 2
= Doy (55)

4
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Escolhendo coordenadas harmonicas deduzimos que a funcao potencial f e a métrica
g sao analiticas, veja argumento usado em Corvino (2000). Assim é possivel concluir
que f nao pode ser constante em um conjunto aberto nao-vazio. Entao a equagao
fornece que M* é localmente conformemente plana (veja Proposicao . Deste modo,
aplicando o Teorema , concluimos que M* ¢ isométrica & uma bola geodésica no

espaco simplesmente conexo R?*, concluindo a prova do Teorema . O]

3.5 Prova do Teorema [3.5l.

Demonstragao. Usando a hipétese de Wrgy = 0, substituindo em , obtemos

. n>—6n+6__ ., n—4 o ,

Como n > 5, tem-se que —(n* — 6n + 6) < 0, portanto o segundo membro da equagao
é também sempre nao positivo. A curvatura ser nao positiva e a condigao de
sinal do segundo membro na equacao nos fornece 1%11 > 0. Pelo Lema eo
Teoremal[3.1] (M™, g) ¢ isométrica a uma bola geodésica em R™ ou H", concluindo assim

a demonstracao. O]
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4 VARIEDADES COM TENSORES DE DIVERGENCIA NULA

O estudo de alguns tensores em variedades Riemannianas fornece es-
tratégias para encontrar relagoes geométricas importantes. Neste capitulo aborda-
remos propriedades do tensor de Cotton no contexto das equagoes de ponto critico
(CPE), apresentaremos uma prova mais simples para um teorema de Santos em [2017
para a validade da conjectura CPE além de refinar alguns resultados classicos como
Yun(2014) que mostra a validade da conjetura CPE em variedades com curvatura
harmonica e Tachibana (1974) que obtém curvatura escalar constante para variedades

com curvatura harmonica e operador de curvatura positivo.

4.1 Motivacao e resultados

No capitulo anterior analisamos os pontos criticos do funcional volume
e tratamos de um problema em variedades com bordo. Neste capitulo, tratamos de
pontos criticos, no contexto das variedades sem fronteira. Consideremos como antes,

(M™, g) uma variedade Riemanniana compacta e S o seu funcional curvatura total

S(g) = /M RydM, (87)

onde R, ¢ a curvatura escalar na métrica g, é¢ conhecido que as métricas criticas deste
funcional restritas ao conjunto das estruturas Riemannianas de volume unitario sao
métricas Einstein. Restringindo este problema ao conjunto das métricas de curvatura
escalar constante foi conjecturado por Besse, em (1979, que tais pontos criticos ainda
sao métricas Einstein e essa conjectura ficou conhecida como a conjectura CPE.
Conjectura 4.1. Cada métrica critica do funcional curvatura escalar total restrito ao
conjunto das métricas de curvatura escalar constante de volume unitdario € isométrico
a esfera euclidiana unitdria.

Prova-se com tais restrigoes que uma métrica ¢ um ponto critico do funci-

onal curvatura escalar total se satisfaz ao sistema de equacoes
Ric = Hessf — (Af)g — fRic. (88)

Observe que, tomando o traco na identidade (88)), obtemos

Af =— al £. (89)

n—1

Muitos autores fizeram avancos na direcao de provar a validade dessa con-

jectura. Entretanto, do modo como foi apresentada a conjectura permanece ainda em
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aberto. Os resultados existentes sempre acrescentam hipoteses, por exemplo, Lafon-
taine em 1983| provou que a conjectura vale para variedades conformemente planas,
Qing e Yuang em [2013 provaram a validade para variedades Bach-flat em cada di-
mensao, Barros e Ribeiro Jr. em 2014 verificaram, em dimensao 4, a validade para
variedades half-conformemente planas. Em 2014] Yun, Chang e Hwang conseguiram
provar a validade para variedades com curvatura harmonica. Mais recentemente, Bar-
ros, Benedito e Ribeiro Jr. em 2015 provaram que, em dimensao 4, com tensor W+

harmonico (M*, g, f) é isométrica a esfera padrao S* e além disso no caso da conjectura

R
ser valida tem-se que a funcao h := |V f|* + —————— satisfaz h = 1. A partir deste
n(n —1)f?
artigo, os autores passaram a estudar a hipdétese da funcao h ser constante. Neste
contexto Benedito em 2015/ provou que a conjectura vale quando h é constante e Filho
também em 2015 provou que basta h ser constante ao longo do fluxo de V f. Balta-
zar provou em 2017 que a conjectura vale com uma restricao para o tensor de Ricci
juntamente com o tensor de Weyl ser radialmente nulo. Finalmente, Santos também
em [2017 provou que a conjectura se verifica quando o tensor de Weyl tem segundo

divergente nulo.

Um outro assunto abordado neste trabalho tem relacao com quase séliton
de Ricci. Esta classe de variedades foi abordada por Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti em
2010/ ao considerar solitons de Ricci com o parametro nao mais constante, mas uma
funcado na variedade. Formalmente dizemos que uma variedade Riemanniana (M™, g) é

um quase soliton de Ricci quando existe um campo vetorial X satisfazendo a equacao
, 1
Ric + §£Xg = Ay, (90)

onde A : M — R é uma fungao suave na variedade M e L indica derivada de Lie.

A equacao ¢ chamada equacao fundamental de um quase séliton de Ricci. Se
a funcao A satisfaz A < 0, A = 0 ou A > 0 classificam-se como quase séliton de
Ricci expanding, steady ou shrinking, respectivamente. Caso contrario chama-se quase
soliton de Ricci indefinite. Quando f : M — R é funcao suave e o campo X é o campo

gradiente X = V f, entao a equacao fundamental torna-se
Ric+ V2f = \g, (91)

e a variedade chama-se quase soliton de Ricci gradiente com f dita fungao potencial.
Quando o campo X é trivial ou a funcao potencial f é constante o quase séliton de Ricci
¢ dito trivial. Barros e Ribeiro Jr. em 2012 provaram que um quase soliton de Ricci

gradiente, compacto com campo vetorial conforme nao trivial é isométrico a uma esfera
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euclidiana. Em 2012 Barros, Batista e Ribeiro Jr. provaram que no caso nao compacto
se a variedade tem curvatura escalar constante nao negativa e dimensao maior igual
a trés, entao ela é isométrica ao espaco euclidiano R™. Além disso, verificaram que
quase soéliton de Ricci compacto, localmente conformemente plano satisfazendo uma
dada desigualdade integral é isométrico a uma esfera euclidiana S™. Em 2013| Barros,
Gomes e Ribeiro Jr. mostraram que quase séliton de Ricci nao trivial com tensor de
Ricci codazzi tem curvatura seccional constante. Em particular, quando compacto ele
é isométrico a esfera euclidiana. Além disso mostraram que se um quase séliton de
Ricci, com curvatura escalar constante e uma dada fungao atinge maximo na variedade,
entao ela é uma variedade Einstein. Barros e Evangelista em 2016, provaram que quase
soliton de Ricci compacto com tensor de Cotton nulo € isométrico a esfera euclidiana,
desde que as funcgoes simétricas associadas ao tensor de Schouten satisfacam algumas
condigoes. Neste sentido considerando o tensor de Schouten A (veja equacao ((15))) as

fungoes simétricas associadas a A sao definidas por
det(I +1A) = op(A)t". (92)
k=0

Pela simetria do tensor A, temos que

( Z ) Sk(A) = (A),

que coincide com o k—ésimo polinémio simétrico elementar de autovalores \;(A) de

A, ou seja,

11<...<ig

Lembrando que em uma variedade compacta M um campo vetorial X pode ser de-

composto da seguinte forma
X =Vh+Y, (94)

onde h é uma fungao suave em M, enquanto Y é um campo com divergéncia nula.
Neste capitulo consideraremos h como a fungao descrita na decomposicao (94)).

O Teorema de Hopf afirma que em uma variedade M™ compacta, conexa e
orientavel, toda funcao suave f : M" — R que tem Af > 0 é uma funcao constante.
Considerando X o campo gradiente X = V f, temos divX = Af. Assim, o Teorema de

Hopf garante que se esse campo tem divergéncia nula, entao X é campo identicamente
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nulo. Ou seja, nas condigoes estabelecidas acima
divX =0= X =0.

A partir dai é natural pensar na existéncia de um teorema tipo Hopf também para
tensores e tentar determinar condigoes, em uma variedade Riemanniana, para que um
dado tensor com divergéncia nula implique que o proprio tensor seja nulo. Além disso,
como a divergéncia de um tensor também é um tensor, podemos buscar condigoes que
imponham a nulidade do tensor divergéncia ao assumir a segunda divergéncia nula,

ou seja, se T' é um tensor, que condicoes fazem verdadeiras as implicagoes
div*T =0=divT =0, divlT =0=T=0.

Neste trabalho obteremos um resultado tipo Hopf para tensores, mais pre-
cisamente, provaremos que em variedades Riemannianas compactas o tensor de Cotton
¢ nulo quando sua divergéncia é nula e o tensor de riemman com segunda divergéncia
nula tem nulo o seu tensor divergencia.

Na préoxima secao abordaremos resultados importantes para provarmos os

teoremas principais.

4.2 Lemas e resultados importantes

Inicialmente, tomamos o tensor C' de Cotton em uma variedade Rieman-
niana M e encontramos uma relagao envolvendo sua norma e a derivada do tensor
de Ricci. Vale ressaltar que Santos em 2017 esta equacao aparece no contexto das
métricas CPE.

Lema 4.1. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana de dimensao n, entdo
L e
Cijk ViR, = §|C| : (95)

Demonstracdo. Das notagoes estabelecidas no Capitulo [2| para o tensor de Cotton,

obtemos
20, ViR, = Cip ViR, + Ciji ViR,
= szjkCz]k + V]Rzkojlk
ViRjkCijk - v]RZkC’LJk‘
= (ViRjr — V;Ri)Ciji, (96)

onde trocamos ¢ por j na segunda parcela da segunda linha e usamos a anti-simetria
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do tensor de Cotton na terceira linha. Nesta equagao usando a definicao , do

tensor de Cotton, e a informacao de que ele tem trago nulo, temos

1
2CijkViRjk = Cijk + m(gjkViR — giijR) . Cijk
1
- |C| + 2(77, — 2) <C’L]kg]k’v’LR Cz]kgsz]R)
= o
E isso conclui nossa demonstracao. O]

Podemos enunciar, entao, o nosso primeiro teorema do capitulo. Ele afirma
que para toda variedade Riemanniana compacta a nulidade do divergente do tensor de
Cotton implica necessariamente que o préprio tensor é nulo. Apesar de apresentar uma
demonstracao bem simples e direta este resultado tem grande utilidade ao simplificar
a demonstracao de teoremas ja conhecidos. Além disso, podemos, em alguns teoremas,
substituir a hipotese sobre tensor de Cotton ser nulo, ou em dimensao maior igual a
quatro, a condi¢ao tensor de Weyl ser harmonico pela hipdtese, mais fraca, do tensor
de Cotton ter divergéncia nula.

Teorema 4.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta e sem fronteira.

Se o tensor de Cotton C' tem divergéncia nula, entao o tensor C é nulo.
Demonstracao. Da hipotese, divC' = 0, ou seja,

Portanto
RjkV,-C',-jk =0.

Empregando a compacidade de M e o Teorema da Divergéncia, temos

C 2
0= / R V,Cij, = —/ ViR Ciji = — u, (97)
M M M2
onde usamos a equagao (95 na ultima igualdade. Donde segue que C' = 0. O]

Corolério 4.1. Se (M", g) é variedade Riemanniana compacta com n > 3, sem fron-

teira. Se divC = 0 entao divW = 0.

Demonstracao. Se n = 3 tem-se W = 0 e o teorema segue. Se N > 3, supondo
divC' = 0, temos pelo Teoremaque C = 0. Pela equacao tem-se divW = 0. [

Corolario 4.2. Se (M™,g) € variedade Riemanniana compacta com dimensao pelo

menos quatro, sem fronteira, se divC = 0 entdo div:B = 0.
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Demonstracao. Basta tomar divergéncia na equagao e usar a hipdtese divC = 0
e o Teorema 411 ]

Fazendo uso deste mesmo tipo de argumento, podemos, ainda, garantir
uma propriedade equivalente para o tensor de Riemann mas sob a hipdtese do seu
segundo divergente ser nulo.

Teorema 4.2. Se (M",g) é variedade Riemanniana compacta, de dimensdo n, sem

fronteira tal que div?Rm = 0, entdo divRm = 0.

Demonstragido. A hipétese diz que div* Rm = V;V,R;jr = 0. Agora a primeira iden-

tidade de Bianchi nos fornece
ViR, = ViR, + ViR,
e o Teorema da Divergéncia nos déa
/Rikvjleijkl = —/ VjRikleijkl
M M
= —/ (ViRji + ViRjin)ViRij
M
= —/ ViRjleRijkl—/ Vleiklleijkl
M M
= /Rjkvileijkl_/ ViRjip Vi Rij
M M
= /RjkViVlRiij—/ lez‘jklleijk:l
M M
= /RjkViVlRijlir/ \dme]Q (98)
M M

Ou seja,

/RiijVlR,-jkl = /RjkViVlRijkl+/ |divRm|?. (99)
M M M

Entao usando hipdtese no primeiro e segundo termos da igualdade garantimos

/ |divRm/|* = 0,
M

e, consequentemente divRm = 0, concluindo a demonstracao. O

por fim que

Corolario 4.3. Seja (M™, g) variedade Riemanniana compacta, de dimensio n e cur-

vatura escalar R constante. Se div?Rm = 0, entao divWW = 0.

Demonstracdao. De fato, usando a equagao e que R ¢é constante, obtemos que
divW = divRm. Pelo Teorema se div’Rm = 0, entao divRm = 0. Portanto
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divW = 0. [l

4.3 Resultados conhecidos, refinando hip6teses e demonstracgoes.

Chu e Fang no artigo de 2017 apresentaram resultados relevantes para
variedades Riemannianas sob a hipotese de tensor de Cotton paralelo e curvatura
escalar constante. Mais precisamente, os autores demonstraram que
Teorema 4.3 (Chu-Fang-2017-Teorema 1.4). Seja (M", g) uma variedade Rieman-
niana compacta de dimensao n > 3 com curvatura escalar R constante e tensor de

Cotton C' paralelo. Entao
/ |Rm? <R —(n— 1)C(n)|R‘}n|) dv, <0, (100)
M

onde a constante C'(n) € dada por

2(n —2) n?—n—4 (n—1)(n—2)
C(n) = )
Y TRV RV e [y ey N

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (M", g) € isométrico a um quociente
de S™.

Como a hipétese do tensor de Cotton com divergéncia nula é mais fraca que
a de ter tensor de Cotton paralelo, entao este teorema pode ser aperfeicoado usando
o nosso Teorema [4.1 Temos portanto o seguinte teorema
Teorema 4.4. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimension > 3

com curvatura escalar R constante e tensor de Cotton de divergéncia nula. Entao
/ Bmf? (R~ (0~ 1)C(n) [ Bm] ) dV, <0 (101)
M

onde a constante C(n) vale

2(n —2) n?—n—4 (n—1)(n—2)
C(n) = )
W D VoD et D) oy

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (M", g) € isométrico a um quociente

de S™.

Demonstracao. Pelo Teorema divC = 0 implica C' = 0 e, consequentemente
VC = 0. Usando o Teorema segue o resultado. O

No contexto das métricas CPE Yun, Chang e Hwang em 2014| provaram
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que as variedades com curvatura harmonica que sao métricas CPE sao isométricas a
esfera euclidiana. Mais explicitamente os autores provaram o seguinte resultado
Teorema 4.5 (Yun-2014-Teorema 1.2). A conjectura CPE € verdadeira se (M", g, f)
tem curvatura harmonica.

Podemos também fazer uso do Teorema 4.2 e trocar a hipétese curvatura
harmonica por div?Rm = 0. Estabelecendo o seguinte resultado
Teorema 4.6. A conjectura CPE ¢é verdadeira se (M", g, f) tem div?’Rm = 0.

Demonstracao. De fato, a hipétese div? Rm = 0 implica pelo Teorema divRm = 0,
ou seja a curvatura é harmonica. Pelo Teorema 1.2 de Yun (2014) segue o resultado.
O

No artigo de Santos de 2017 é provado o teorema seguinte
Teorema 4.7 (Santos-2017-Teorema 1). A conjectura CPE é verdadeira para varie-
dades de dimensao n > 4 e div*W = 0.

Em dimensao maior que trés podemos observar que a condicao div?W = 0
é equivalente a supor divC' = 0 (veja equagao ) e portanto, usando o Teorema
temos que C' = 0.

A novidade é que o Teoremald.1], descrito aqui, dd uma prova direta também
em dimensao maior que trés, para o Teorema 1 de Santos 2017,
Teorema 4.8. A conjectura CPFE € verdadeira para variedades compactas de dimensdo
n>4 ediwC =0.

Demonstracao. Se divC' = 0 entao pelo Teorema C = 0 e usando o Teorema 1.2
de Yun [2014 segue o resultado. O

Em (1974, Tachibana provou resultados referentes a variedades compactas
com curvatura harmonica e operador de curvatura nao-negativo. Mais especificamente,
tais variedades foram classificadas por terem curvatura escalar constante
Teorema 4.9 (Tachibana 1974). Se (M™, g) é uma variedade Riemanniana sem fron-
teira com curvatura harmonica e operador de curvatura positivo, entao M € uma va-
riedade de curvatura escalar constante.

Aprimoramos este resultado usando também o Teorema [4.2] Mais especifi-
camente, podemos reescrever o teorema acima do modo seguinte
Teorema 4.10. Se (M™, g) é uma variedade Riemanniana sem fronteira com div> Rm =
0 e operador de curvatura positivo, entao M é uma variedade de curvatura escalar

constante.

Demonstracao. O fato que div?Rm = 0 juntamente com o Teorema fornece que
divRm = 0, portanto faltando apenas aplicar o Teorema[4.9 para obtermos o resultado.

]
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Recentemente Tran (2017) generalizou o resultado de Tachibana colocando
a hipdtese sobre o tensor de Weyl ter divergéncia nula, obtendo o seguinte teorema
Teorema 4.11 (Tran-2017-Teorema 1.1). Se (M", g),n > 4 € uma variedade riemani-
anna compacta com tensor de Weyl harmonico e operador de curvatura nao-negativo,
entdo M € uma variedade localmente simétrica ou conformemente plana.

Usando novamente o Teorema podemos reeditar o teorema anterior da
seguinte forma
Teorema 4.12. Se (M",g),n > 4 é uma variedade riemanianna compacta com
div’Rm = 0 e operador de curvatura positivo, entdo M € localmente simétrica ou

conformemente plana.

Demonstracao. Observemos que, da decomposicao , ter tensor de Weyl harmonico
com curvatura escalar constante é equivalente a ter curvatura harmonica. Assim, su-
pondo div?Rm = 0, temos pelo Teorema que M" tem curvatura harmonica. Pelo
Teorema [4.9] ter operador de curvatura positivo implica ter curvatura constante. Con-
tudo, curvatura harmonica e operador de curvatura positivo implicam, pelo Teorema

.11}, que M é conformemente plana ou localmente simétrica. O

E importante ressaltar que, em termos de difeomorfismos, Hamilton em

1986, provou que, para dimensao quatro, toda variedade com operador de curvatura
positivo é uma forma espacial. Além disso, conjecturou que esta propriedade vale em
qualquer dimensao. Ja em [2008] Bohm e Wilking provaram que esta conjectura, é de
fato, verdadeira. Na verdade, eles provaram a conjectura com uma hipotese ainda
melhor, a de que a variedade tem operador de curvatura 2—positivo, ou seja, a soma
de seus dois menores autovalores é positivo.
Por fim provamos o seguinte teorema
Teorema 4.13. Se (M", g, X, \) é quase sdliton de Ricci, nao-trivial, orientado, com-
pacto com tensor de Cotton com divergéncia nula, entao M"™ é isométrica a esfera
padrao S quando satisfaz alguma das condigoes:

1. S3(A) é uma constante positiva.

2. Sk(A) nao é identicamente nula em M e Sg1 = ¢Sk(A), onde ¢ € R — {0}, para

algum k=2,...,n— 1.
3. Ric> Eg, com R>0e [, Sp(A)Ah >0, para algum k =2,...,n— 1.
4. Sy écogstante parak=2,....n—1eA>0.

Demonstragdo. Usando o Teorema [£.1], temos que o tensor de Cotton é nulo e o resul-

tado segue pelo Teorema 1 em Barros, Oliveira e Evangelista(2017)). ]
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5 CONCLUSAO

Podemos concluir este trabalho relatando um pouco dos avancos obtidos e
destacando o que ainda pode ser feito a partir das descobertas expostas aqui. Observe
que em dimensao maior que cinco a hipdtese sobre a curvatura escalar no Teorema 3.5
tem sinal contrario ao das hipéteses dos Teoremas e que valiam para dimensoes
trés e quatro. Seria de grande importancia tentar outras técnicas para abordar em to-
das as dimensoes o caso de a curvatura escalar ter sinais positivo ou negativo. Também
no Teorema é imposta a condi¢ao Wlrgp = 0, ou seja, o tensor de Weyl se anula
na fronteira de M. Isso significa na verdade que estamos impondo a condicao de a
fronteira ser conformemente plana.

Um trabalho futuro é tentar retirar esta hipétese ou flexibiliza-la. Contudo o estudo
feito no Capitulo |3| apresenta uma série de lemas que podem ser utilizados em pesqui-
sas futuras no contexto de métricas criticas de Miao-Tam, pois todos os lemas, exceto
o Lema[3.7 trazem apenas a hipétese de a métrica ser Miao-Tam. Além disso os teore-
mas tipo Hopf abordam apenas variedades compactas. Seria interessante analisar que
hipéteses devem ser impostas para que teoremas similares possam valer em ambientes

nao compactos.
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