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Profa. Dra. Fernanda Ester Camillo Camargo
Universidade Federal do Ceará- UFC
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dado até hoje. Gostaria de agradecer aos meus pais Dona Judite e Sr. Oliveira por

me terem dado a educação de vida que tenho hoje, pelo bom exemplo de como ser

pai e formar uma bela famı́lia e também por terem superado todas as dificuldades,

mesmo sem instrução educacional e recursos financeiros, e terem mantido os quatro fi-

lhos sempre na escola incentivando que sempre estudássemos no horário complementar

ao do trabalho. Pai, mãe, sem esse esforço de vocês eu nunca teria chegado até aqui,
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RESUMO

Tratamos de métricas cŕıticas do funcional volume sob a hipótese da variedade ser

fracamente Einstein com restrições no sinal da curvatura escalar. Usamos o resul-

tado de Miao e Tam 2009 para também classificar tais métricas como bolas geodésicas

em espaços forma. Obtemos um resultado tipo Hopf para tensores, mais precisa-

mente, provamos que em variedades Riemannianas compactas o tensor de Cotton é

nulo quando sua divergência é nula e o tensor de riemman com segunda divergência

nula tem nulo o seu tensor divergência. Fazemos aplicações na conjectura CPE refi-

nando alguns resultados clássicos como o de Yun, Hwang e Chang de 2014 que aborda

variedades com curvatura harmônica, daremos uma prova mais simples que a de San-

tos em 2017 para validade da conjectura CPE em variedades com divergente do tensor

Weyl nulo. Além disso, aplicaremos os resultados tipo Hopf em variedades com ope-

rador de curvatura positivo e em quase sólitons de Ricci.

Palavras-chave: Métrica cŕıtica. Miao-Tam. CPE. Einstein. Fracamente Einstein.

Cotton. Cotton nulo. Curvatura harmônica. Operador de curvatura. Hopf.



ABSTRACT

We deal with critical metrics of the functional volume under the hypothesis that the

manifold is weakly Einstein with constraints on the scalar curvature signal. We use

the result of Miao and Tam 2009 to classify such metrics as geodesic balls into space

forms. We obtain a Hopf type result for tensors, more precisely, we prove that in

compact Riemannian manifolds the Cotton tensor is null when its divergence is zero

and the tensor of riemman with second null divergence has zero its tensor divergence.

We make applications in the CPE conjecture by refining some classical results such as

Yun, Hwang and Chang of 2014 that approaches manifolds with harmonic curvature,

we will give a simpler proof than that of Santos in 2017 for the validity of the CPE

conjecture in manifolds with divergent Weyl tensor null. In addition, we will apply the

Hopf type results in manifolds with positive curvature operator and in almost Ricci

solitons.

Keywords: Critical metric. Miao-Tam. CPE. Einstein. Weakly Einstein. Cotton.

Null cotton. Harmonic curvature. Positive curvature operator. Hopf.
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



11

1 INTRODUÇÃO

Esta tese aborda dois assuntos ligados a pontos cŕıticos de funcionais rie-

mannianos. O primeiro é estudar variedades conexas e compactas com bordo denomi-

nadas métricas cŕıticas de Miao-Tam. Os precursores deste estudo foram Miao e Tam

que em 2009 estudaram pontos cŕıticos do funcional volume em variedades com bordo

e métrica fixada na fronteira. Formalmente, uma métrica cŕıtica de Miao-Tam é uma

tripla (Mn, g, f), onde (Mn, g) é uma variedade Riemanniana conexa, compacta de

dimensão pelo menos três com uma fronteira suave ∂M , f : Mn → R é uma função

suave com f−1(0) = ∂M que satisfaz o sistema de equações

− (∆f)g +∇2f − fRic = g, (1)

onde ∆, ∇2 e Ric denotam, respectivamente, o operador Laplaciano, o operador Hes-

siano e o tensor de Ricci. Observe que, tomando o traço na identidade (1), obtemos

(n− 1)∆f +Rf + n = 0, (2)

sendo R é a curvatura escalar. Convém mencionar que Miao e Tam em 2009 provaram

que tais métricas cŕıticas têm curvatura escalar constante e que as bolas geodésicas

em formas espaciais tem a estrutura de métrica cŕıtica. Os mesmos autores em 2011

avançaram neste tema e provaram o seguinte teorema

Teorema 1.1 (Miao-Tam). Se (Mn, g, f) é uma métrica cŕıtica Miao-Tam, conexa,

Einstein com fronteira suave ∂M , então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em

um espaço forma simplesmente conexo Rn, Sn ou Hn.

A partir dáı surgem outros trabalhos considerando outras hipóteses sobre

a variedade para se tentar classificar métricas cŕıticas sob tais condições. Em 2015

Barros, Diógenes e Ribeiro Jr. classificaram também como bolas geodésicas as métricas

de Miao-Tam, simplesmente conexas de dimensão quatro com a condição da métrica ser

Bach-flat. Já Baltazar, Batista e Bezerra em 2017 melhoraram este último resultado

para uma dimensão arbitrária. Baltazar e Ribeiro Jr. em 2017a mostraram que

métricas de Miao-Tam com tensor de Ricci paralelo são isométricas a bolas geodésicas

nos espaço forma. Além disso, também Baltazar e Ribeiro Jr. em 2017b mostraram

que em dimensão três as métricas de Miao-Tam são isométricas a bolas geodésicas

quando a curvatura seccional é não negativa.
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Na referência Besse de 1979 define-se o tensor R̆ por

R̆ij =
∑
p,q,r

RipqrRjpqr. (3)

Neste trabalho analisamos métricas cŕıticas que são fracamente Einstein

com uma imposição sobre o sinal na curvatura escalar. Usaremos a definição de uma

variedade ser fracamente Einstein quando o operador curvatura de Riemman Rm

satisfaz a seguinte identidade

R̆ij =
|Rm|2

n
gij. (4)

Nestas condições, provaremos o seguinte resultado em dimensão três

Teorema 1.2. Seja (M3, g, f) uma métrica cŕıtica Miao-Tam fracamente Einstein

com curvatura escalar não-negativa R ≥ 0. Então (M3, g) é isométrica a uma bola

geodésica nos espaços forma simplesmente conexos R3 ou S3.

Obtemos também um resultado para dimensão quatro na mesma classe

de métricas do teorema anterior. Enunciamos como um resultado a parte devido

a necessidade técnica de impor, em dimensão quatro, a condição da variedade ser

simplesmente conexa no caso da curvatura escalar ser nula, ou seja, R = 0.

Teorema 1.3. Seja (M4, g, f) uma métrica cŕıtica Miao-Tam fracamente Einstein

com curvatura escalar não-negativa R ≥ 0, com M4 simplesmente conexa no caso em

que a curvatura escalar é nula. Então, (M4, g) é isométrica a uma bola geodésica nos

espaços forma simplesmente conexos R4 ou S4.

É portanto, natural pensar o que acontece em dimensão arbitrária. Neste

contexto, temos o seguinte

Teorema 1.4. Seja (Mn, g, f, n ≥ 5) uma métrica cŕıtica Miao-Tam fracamente Eins-

tein com curvatura escalar não-positiva R ≤ 0 e tensor de Weyl se anulando no fibrado

tangente da fronteira. Então, (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica nos espaços

forma simplesmente conexos Rn ou Hn.

Na segunda parte deste trabalho abordamos outro conhecido funcional ri-

emanniano estudado, principalmente, em variedades sem bordo, a saber, o funcional

curvatura escalar total. Na verdade Miao e Tam(2009) destacam que o estudo deste

funcional foi um dos inspiradores para os estudo de métricas cŕıticas Miao-Tam. O

funcional curvatura escalar total é definido por

S(g) =

∫
M

RgdVg, (5)

onde Rg indica a curvatura escalar na métrica g. Seus pontos cŕıticos foram estudados

por Besse em 1979 que conjecturou serem as variedades de Einstein os únicos pontos
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cŕıticos do funcional curvatura escalar total restrito ao conjunto C das variedades de

curvatura escalar constante e volume unitário. As equações de Euler-Lagrange do

funcional (5) restrito a C são dadas por

Ric− R

n
g = ∇2f − f

(
Ric− R

n− 1
g

)
. (6)

A partir destas considerações, podemos enunciar a seguinte definição

Definição 1.1. Uma métrica CPE é uma tripla (Mn, g, f), onde (Mn, g) é variedade

Riemanniana orientada, compacta de dimensão pelo menos três com curvatura escalar

constante e f é uma função suave em M , chamada função potencial, satisfazendo o

sistema de equações (6).

Foi estabelecido por Besse em 1979 a conhecida conjectura CPE:

Conjectura 1.1. Toda métrica cŕıtica do funcional curvatura escalar total restrito ao

conjunto das métricas de curvatura escalar constante e volume unitário é isométrico

à esfera euclidiana unitária.

Muitos pesquisadores analisaram a veracidade da Conjectura 1.1 e obtive-

ram uma resposta para ela quase sempre acrescentando hipóteses. O primeiro trabalho

que tratou do tema foi publicado por Lafontaine em 1983. Ele provou que a conjectura

torna-se verdadeira ao supor que a variedade é localmente conformemente plana. A

literatura não trouxe resultados diretamente relacionados com a conjectura nos de-

zessete anos seguintes, até que Hwang em 2000 iniciou a publicação de uma série de

trabalhos que abordam este tema. No primeiro deles o autor provou que as métricas de

Einstein são pontos cŕıticos do funcional curvatura total sob o conjunto C, das métricas

de curvatura escalar constante e volume unitário, desde que a hipótese f ≥ −1 seja

satisfeita. Além deste resultado, Hwang também concluiu que, se o par (g, f) é solução

não-trivial do sistema (6), com f < −1, então Mn não admite hipersuperf́ıcie orien-

tada compacta mergulhada mı́nima estável. Este último resultado ressurge nos anos

seguintes, por exemplo em Hwang e Chang em 2004, ao relacionar uma métrica CPE

com produtos torcidos, iniciando assim o estudo da conjectura sob um ponto de vista

mais topológico.

Chang, Hwang e Yun em 2012 provaram que a conjectura CPE é verdadeira se a vari-

edade tem tensor de Ricci paralelo. Além disso, mostraram que, no caso da variedade

ter curvatura harmônica e tensor de Ricci não-paralelo, com pelo menos três autovalo-

res distintos em cada ponto, então a métrica não pode ser solução da CPE. Finalmente,

provaram que soluções da CPE não-triviais não podem ser produtos torcidos.

O Teorema de Hopf afirma que em uma variedade Mn compacta, conexa e

orientável, toda função suave f : Mn → R que tem ∆f ≥ 0 é uma função constante.

Considerando X o campo gradiente X = ∇f , temos divX = ∆f. Assim, o Teorema de
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Hopf garante que se esse campo tem divergência nula, então X é campo identicamente

nulo. Ou seja, nas condições estabelecidas acima

divX = 0⇒ X = 0.

A partir dáı é natural pensar na existência de um teorema tipo Hopf também para

tensores e tentar determinar condições, em uma variedade Riemanniana, para que um

dado tensor com divergência nula implique que o próprio tensor seja nulo. Além disso,

como a divergência de um tensor também é um tensor, podemos buscar condições que

imponham a nulidade do tensor divergência ao assumir a segunda divergência nula,

ou seja, se T é um tensor, que condições fazem verdadeiras as implicações

div2T = 0⇒ divT = 0, divT = 0⇒ T = 0.

Assim, na segunda parte deste trabalho traremos alguns avanços neste tema. Ini-

cialmente, provamos dois resultados para variedades Riemannianas compactas sem

fronteira. O primeiro mostra um teorema tipo Hopf para o tensor de Cotton

Teorema 1.5. Se (Mn, g) é uma variedade Riemanniana compacta, sem fronteira,

com tensor de Cotton C com divergência nula, então o tensor C é nulo.

O segundo teorema nos informa algo semelhante para o tensor curvatura

de Riemann. Ele garante ser nulo o divergente do tensor de Riemann sob a hipótese

de sua segunda divergência ser zero. Mais precisamente,

Teorema 1.6. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta, de dimensão n e

sem fronteira. Supondo que div2Rm = 0 então divRm = 0.

Aplicando estes dois resultados, obtemos uma demonstração mais direta

do Teorema 1 de Santos 2017 e aprimoramos o resultado de Chu e Fang de 2017

substituindo a hipótese tensor de Cotton paralelo por tensor de Cotton de divergência

nula, conforme o teorema seguinte

Teorema 1.7. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3

com curvatura escalar R constante e tensor de Cotton com divergência nula. Então∫
M

|R̊m|2
(
R− (n− 1)C(n)|R̊m|

)
dVg ≤ 0, (7)

onde a constante C(n) vale

C(n) =
2(n− 2)√
n(n− 1)

+
n2 − n− 4√

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)
+

√
(n− 1)(n− 2)

n
.

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (Mn, g) é isométrico a um quociente
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finito de Sn.

Além disso aperfeiçoamos um resultado clássico de Tachibana de 1974 pro-

vando o seguinte

Teorema 1.8. Se (Mn, g) é uma variedade Riemanniana sem fronteira com div2Rm =

0 e operador de curvatura positivo, então M é uma variedade de curvatura escalar

constante.

Além disso o resultado de Yun, Chang e Hwang de 2014 é aperfeiçoado pelo

seguinte teorema

Teorema 1.9. A conjectura CPE é verdadeira se (Mn, g, f) tem div2Rm = 0.

Aperfeiçoamos também o resultado de Tran 2017

Teorema 1.10. Se (Mn, g), n ≥ 4 é uma variedade riemanianna compacta com

div2Rm = 0 e operador de curvatura não negativo, então M é localmente simétrica ou

conformemente plana.

Um outro assunto abordado neste trabalho tem relação com quase sóliton

de Ricci. Esta classe de variedades foi abordada por Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti

em 2010 ao considerar Ricci Solitons com o parâmetro não mais como uma constante,

mas como uma função na variedade. Formalmente chama-se quase sóliton de Ricci

uma variedade Riemanniana (Mn, g) quando existe um campo vetorial X satisfazendo

a equação

Ric+
1

2
LXg = λg, (8)

onde λ é uma função suave na variedade M e L indica derivada de Lie. A equação (8)

é chamada equação fundamental de um quase sóliton de Ricci. Se a função λ satisfaz

λ < 0, λ = 0 ou λ > 0 classificam-se como quase sóliton de Ricci expanding, steady ou

shrinking, respectivamente. Caso contrário chama-se quase sóliton de Ricci indefinite.

Quando f : M → R é função suave e o campo X é o campo gradiente X = ∇f , então

a equação fundamental torna-se

Ric+∇2f = λg, (9)

e a variedade chama-se quase sóliton de Ricci gradiente com f dita função potencial.

Quando o campo X é trivial ou a função potencial f é constante o quase sóliton de

Ricci é dito trivial.

Nesta direção, conclúımos este trabalho ao refinar um teorema de Barros, Oliveira

e Evangelista de 2017 no contexto dos quase sóliton de Ricci. Mais precisamente,

garantimos o seguinte teorema.

Teorema 1.11. Se (Mn, g,X, λ) é quase sóliton de Ricci, não-trivial, orientado, com-

pacto com tensor de Cotton com divergência nula, então Mn é isométrica a esfera

padrão Sn quando satisfaz alguma das condições:
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1. S2(A) é uma constante e positiva.

2. Sk(A) não é identicamente nula em M e Sk+1 = cSk(A), onde c ∈ R−{0}, para

algum k = 2, . . . , n− 1.

3. Ric ≥ R

n
g, com R > 0 e

∫
M
Sk(A)∆h ≥ 0, para algum k = 2, . . . , n− 1.

4. Sk é constante para k = 2, . . . , n− 1 e A > 0.
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2 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo, apresentamos as principais notações e definições além dos

resultados prévios necessários ao bom entendimento das proposições, lemas e teoremas

que serão abordados nos caṕıtulos seguintes. Salientamos que usaremos a convenção

de Einstein para somatório, na qual ı́ndices repetidos indicam soma.

2.1 Curvaturas e tensores em variedades

Iniciamos recordando as definições das curvaturas de Riemann, de Ricci e

da curvatura escalar.

Definição 2.1. Se (Mn, g) é variedade Riemanniana com conexão de Levi-Civita ∇,

o tensor curvatura de Riemann é o (1, 3)−tensor Rm : X3(M) → X(M) que associa

aos campos vetoriais X, Y, Z um outro campo vetorial dado por

Rm(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Usando a métrica g = 〈 , 〉 podemos interpretar a curvatura de Riemann

como um (0, 4)−tensor dado por

Rm(X, Y, Z,W ) = 〈∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,W 〉.

O tensor curvatura de Riemann Rm satisfaz as seguintes propriedades cujas

demonstrações podem ser encontradas em do Carmo (2005).

Proposição 2.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:

1. Rm(X, Y )Z = −Rm(Y,X)Z.

2. Rm(X, Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y )

3. Primeira identidade de Bianchi:

Rm(X, Y )Z +Rm(Y, Z)X +Rm(Z,X)Y = 0.

4. Segunda identidade de Bianchi

(∇XRm)(Y, Z)W + (∇YRm)(Z,X)W + (∇ZRm)(Y,X)W = 0.

Escrevendo num sistema de coordenadas Xi =
∂

∂xi
e colocando

Rijk := Rm(Xi, Xj)Xk =
∑
l

RijklXl
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e

Rijks := 〈R(Xi, Xj)Xk, Xs〉 =
∑
l

Rijklgls

podemos reescrever a proposição acima da seguinte maneira.

Proposição 2.2. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:

1. Rijk = −Rjik.

2. Rijkl = Rklij.

3. Primeira identidade de Bianchi:

Rijk +Rjki +Rkij = 0.

4. Segunda identidade de Bianchi: (∇iRm)jkl + (∇jRm)kil + (∇kRm)ijl = 0.

Podemos considerar o tensor de Riemann como uma forma bilinear simétrica

agindo em 2-formas por

Rm(φ, ψ) = Rijklφijψkl (10)

e apresentar a seguinte definição

Definição 2.2. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) tem operador de curvatura po-

sitivo se, para cada 2-forma φ 6= 0, vale Rm(φ, φ) > 0 e tem operador de curvatura

não-negativo se Rm(φ, φ) ≥ 0, para toda 2−forma φ.

A partir do tensor curvatura de Riemann, definimos o tensor curvatura de

Ricci como o seu traço.

Definição 2.3. Em uma variedade Riemanniana (Mn, g) o tensor curvatura de Ricci

é o (0, 2)−tensor Ric : X (M) × X (M) → C∞(M) que associa os campos vetoriais

X, Y ∈ X (M) a função

Ric(X, Y ) = tr{Z → Rm(Z,X)Y }

A curvatura escalar de M é dada como o traço do tensor curvatura de Ricci,

de acordo com a definição seguinte.

Definição 2.4. Em uma variedade Riemanniana (Mn, g), a função curvatura escalar

é a função R : M → R definida como o traço do tensor de Ricci:

R = tr(Ric). (11)

Apresentaremos agora tensores usados no texto e algumas de suas propriedades. Ini-

ciamos com o tensor de Weyl W que aparece na decomposição do tensor de curvatura
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de Riemann como segue

Rijkl = Wijkl +
1

n− 2
(Rikgjl +Rjlgik −Rilgjk −Rjkgil) (12)

− R

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gilgjk).

O tensor de Cotton C é definido por

Cijk = ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)
(∇iRgjk −∇jRgik), (13)

enquanto o tensor de Bach B é definido por

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWikjl +

1

n− 2
RklWikjl. (14)

Por fim, o tensor de Schouten A é dado por

Aij =
1

n− 2
(Rij −

R

2(n− 1)
gij). (15)

Observe que tomando traço na equação (15), obtemos

tr(A) =
R

2(n− 1)
. (16)

Consequentemente, podemos afirmar que o tensor de Schouten tem traço constante

se, e somente se, a curvatura escalar R é constante.

Lembremos que um tensor arbitrário D é paralelo se ∇D = 0. Em parti-

cular, toda métrica Riemanniana g é paralela. Dizemos, ainda, que uma variedade

Riemanniana (Mn, g) é localmente simétrica, se o tensor curvatura de Riemann Rm é

paralelo, ou seja, se ∇Rm = 0.

Definimos o operador de traço nulo da seguinte forma.

Definição 2.5. Seja T um (0, 2)−tensor na variedade Riemanniana Mn de dimensão

n. Definimos o (0, 2)−tensor de traço nulo T̊ por

T̊ = T − trT

n
g.

Pela definição T̊ tem traço nulo e dáı podemos garantir o seguinte lema

Lema 2.1. Numa variedade Riemanniana de dimensão n (Mn, 〈 , 〉), vale a seguinte

desigualdade para um tensor T

(trT )2 ≤ n|T |2. (17)
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Em particular, se T = ∇2f obtemos o seguinte lema.

Lema 2.2. Para uma função suave f em uma variedade Riemanniana Mn de di-

mensão n, vale a desigualdade

(∆f)2 ≤ n|∇2f |. (18)

Usando o produto de Kulkarni-Nomizu para tensores arbitrários A e B

(A�B)ijkl = AikBjl + AjlBik − AilBjk − AjkBil, (19)

e a decomposição (12) podemos relacionar os tensores de Schouten e Riemann de

acordo com a seguinte expressão

Rijkl = (A� g)ijkl +Wijkl. (20)

A relação envolvendo as normas dos tensores de Weyl e de Riemann é dada pela

equação
|Rm|2

n
=
|W |2

n
+

4

n(n− 2)
|R̊ic|2 +

2

n2(n− 1)
R2. (21)

Além disso, é posśıvel estabelecer para n ≥ 4 uma ligação entre o tensor de Cotton e

a divergência do tensor de Weyl pela igualdade

Cijk = −n− 2

n− 3
∇lWijkl. (22)

Cao e Chen em 2013 (Lema 5.1) provaram que, se n ≥ 4, então

Bij,j =
n− 4

(n− 2)2
CijkRjk. (23)

Observe ainda que

∇i(∇jBij) := ∇i∇jBij =
n− 4

(n− 2)2
∇i(CijkRjk)

=
n− 4

(n− 2)2
(∇iCijkRjk + Cijk∇iRjk). (24)

2.2 Variedade localmente conformemente plana.

O conceito de variedade conformemente plana traz uma equivalência da

métrica dada na variedade com outra métrica em espaços de curvatura constante. No

entanto, existe uma caracterização que envolve o tensor de Cotton em dimensão três

e o tensor de Weyl em dimensão maior ou igual a quatro. Apresentaremos os detalhes
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logo a seguir, mas antes vejamos a definição da equivalência mencionada acima.

Definição 2.6. Duas métricas Riemannianas g e g em uma variedade M são ditas

conformemente equivalentes, se existe uma função suave ϕ : M → R que, em cada

ponto de M , satisfaz a relação

g = e2ϕg. (25)

Em particular, dizemos que as métricas g e g são localmente conformemente equivalen-

tes, se para cada p ∈M existe uma vizinhança U de p em M e uma função ϕ : U → R
satisfazendo (25) em todo ponto de U .

Com a definição acima podemos apresentar o que significa uma variedade

ser localmente conformemente plana

Definição 2.7. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é dita localmente conforme-

mente plana se a métrica g é localmente conformemente equivalente a uma métrica

com tensor de curvatura nulo.

Usaremos neste trabalho uma caracterização de variedades localmente con-

formemente planas em termos dos tensores de Cotton e de Weyl que pode ser encon-

trada em Kühnel(2006).

Proposição 2.3. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é localmente conformemente

plana se, e somente se, vale

1. C = 0 em dimensão n = 3 ou

2. W = 0 em dimensão n ≥ 4.

2.3 Métricas cŕıticas do funcional volume

Em 2009 Fan, Shi e Tam consideraram uma variedade assintoticamente

plana de dimensão três (M3, g) com um dado fim . Sendo {xi} um sistema de co-

ordenadas no infinito que define a estrutura assintótica de (M, g), tomaram a esfera

coordenada Sr = {x ∈ M ; |x| = r} e γ a métrica induzida em Sr. Verificaram que,

para r muito grande (Sr, γ) pode ser isometricamente mergulhada no espaço eucli-

diano R3 como uma hipersuperf́ıcie estritamente convexa S0
r . Sendo V0(r) o volume

delimitado por S0
r em R3 e V (r) o volume da região delimitada por Sr em (M3, g) eles

provaram que, se a curvatura escalar na métrica g, Rg, é não negativa, então, usando

o Teorema da Massa Positiva com r →∞, vale a comparação de volume

V (r) ≥ V0(r). (26)

Assim, observaram que, para estudar a comparação de volumes (26) fez-se necessário

hipóteses sobre a curvatura escalar e, ainda que, a modelagem do problema se deu

como um problema de valores de fronteira, ou seja, os elementos envolvidos têm a
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mesma geometria na fronteira. A partir dáı, buscaram informações sobre resultados

similares em variedades compactas com fronteiras. Neste contexto o mais natural para

analisar comparação de volume é considerar o funcional volume para uma variedade

riemaniana (Mn, g)

V (g) =

∫
M

dVg. (27)

Então, Miao e Tam em 2009 analisaram os pontos cŕıticos deste funcional e observaram

que, com algumas condições, uma métrica g é ponto cŕıtico dele se, e somente se, existe

uma função f : M → R tal que f = 0 na fronteira e, além disso, satisfaz ao sistema

de equações

−(∆f)g +∇2f − fRic = g,

onde ∆ é o laplaciano, ∇2 é o hessiano e Ric é o tensor de Ricci na métrica g.

Surge então a seguinte definição de uma métrica cŕıtica de Miao-Tam

Definição 2.8 (Métrica cŕıtica Miao-Tam). Uma métrica cŕıtica de Miao-Tam é uma

tripla (Mn, g, f), onde Mn é uma variedade Riemanniana conexa, compacta de di-

mensão pelo menos três com uma fronteira suave ∂M e f : Mn → R é uma função

suave tal que f−1(0) = ∂M e

−(∆f)g +∇2f − fRic = g.

2.4 Exemplos

Os exemplos a seguir foram obtidos por Miao e Tam em 2009

Exemplo 2.1. Seja (Rn, g) o espaço euclidiano com métrica canônica g. Considere

M ⊂ Rn uma bola geodésica centrada na origem de raio R com métrica induzida g.

Tome f a função dada pela equação f(x) =
R2

2(n− 1)
− |x|2

2(n− 1)
.

Nestas condições, temos que

∇2f = − 1

n− 1
g,

∆f = − n

n− 1
.

Dáı,

−(∆f)g +∇2f − fRic =
n

n− 1
g − 1

n− 1
g = g,

e

f−1(0) = ∂M.

Assim, as bolas geodésicas (Mn, g, f) contidas no espaço euclidiano são exemplos de

métricas cŕıticas de Miao-Tam.

Semelhante ao exemplo anterior, as bolas geodésicas em Hn e Sn também
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são métricas cŕıticas de Miao-Tam, conforme os próximos dois exemplos

Exemplo 2.2. Considerando o espaço de Minkowski Rn
1 = (Rn+1, g), onde g = dx21 +

dx22 + . . . + dx2n − dt2 e o espaço hiperbólico dado por Hn = {(x1, x2, . . . , xn, t) ∈
Rn+1; x21+x22+. . .+x2n−t2 = −1, t ≥ 1} mergulhado em Rn

1 e g a métrica induzida em

Hn por g. Assim, g é métrica Riemanniana. Fixando o ponto p = (0, 0, . . . , 1) ∈ Hn,

considerando em Hn, a bola geodésica Mn centrada em p de raio R e a função f dada

pela equação f(x1, x2, . . . , xn, t) =
1

n− 1

(
1− cosh r

coshR

)
, onde r é a distância geodésica

do ponto (x1, x2, . . . , xn, t) à p. Observe que t = cosh r, sendo, portanto, t a função

altura.

Consequentemente, obtemos

∇2f = − t

(n− 1) coshR
g,

e

(∆f)g = − tn

(n− 1) coshR
g.

Portanto, f−1(0) = ∂M e

−(∆f)g +∇2f − fRic =
nt

(n− 1) coshR
g − t

(n− 1) coshR
g

+
1

n− 1

(
1− t

coshR

)
(n− 1)g

= g.

Assim, (Mn, g, f) é métrica cŕıtica de Miao-Tam.

Exemplo 2.3. Sejam Sn a esfera canônica no espaço euclidiano Rn+1 e o ponto

p = (0, 0, . . . , 1) ∈ Sn. Considere Mn ⊂ Sn a bola geodésica centrada em p de raio

R < π
2
, g a métrica induzida em M e f a função definida por f(x1, x2, . . . , xn, t) =

1

n− 1

( cos r

cosR
− 1
)

, onde r é a função distância geodésica de (x1, x2, . . . , xn, t) à p.

Sendo t = cos r a função altura, obtemos

∇2f = − t

(n− 1) cosR
g,

e

∆fg = − tn

(n− 1) cosR
g.
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Portanto, f−1(0) = ∂M e

−∆fg +∇2f − fRic =
nt

(n− 1) cosR
g − t

(n− 1) coshR
g

− 1

n− 1

(
t

cosR
− 1

)
(n− 1)g

= g.

Assim, (Mn, g, f) é métrica cŕıtica de Miao-Tam.

No contexto das métricas cŕıticas Miao-Tam, Barros, Diógenes e Ribeiro

Jr. em 2015 provaram o seguinte resultado. Para deixar este trabalho mais completo

apresentaremos aqui a demonstração dos autores.

Lema 2.3 (Barros-Diógenes-Ribeiro Jr.). Se (Mn, g, f) é uma métrica cŕıtica Miao-

Tam, então vale a igualdade

f(∇iRjk −∇jRik) = Rijkl∇lf +
R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)− (∇ifRjk −∇jfRik). (28)

Demonstração. Partindo da equação (1) e usando a equação (2), temos

∇2f = fRic− Rf + 1

n− 1
g, (29)

a qual, em linguagem tensorial, pode ser escrita como

∇i∇jf = fRij −
fR + 1

n− 1
gij. (30)

Substituindo a equação acima na derivada ∇i(fRjk) = ∇ifRjk + f∇iRjk, obtemos

f∇iRjk = ∇i(fRjk)−∇ifRjk

= ∇i(∇j∇kf +
fR + 1

n− 1
gjk)−Rjk∇if

= ∇i∇j∇kf +
R

n− 1
∇ifgjk −Rjk∇if, (31)

onde na última igualdade usamos o fato de R ser constante e a métrica g ser paralela.

Trocando i por j, temos

f∇jRik = ∇j∇i∇kf +
R

n− 1
∇jfgik −Rik∇if, (32)
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subtraindo as duas últimas expressões chegamos em

f(∇iRjk −∇jRik) = ∇i∇j∇kf −∇j∇i∇kf +
R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)

+ Rik∇if −Rjk∇if, (33)

concluindo assim a prova do lema.

Define-se, ainda, o tensor T em uma métrica cŕıtica Miao-Tam por

Tijk =
n− 1

n− 2
(Rik∇jf −Rjk∇if)− R

n− 2
(gik∇jf − gjk∇if)

+
1

n− 2
(gikRjs∇sf − gjkRis∇sf). (34)

Observemos que, tanto o tensor de Cotton, quanto o tensor T são antissimétricos nas

duas primeiras entradas e têm traço nulo em quaisquer duas entradas, ou seja,

Tijk = −Tjik e gijTijk = gikTijk = 0 (35)

e

Cijk = −Cjik e gijCijk = gikCijk = 0. (36)

Existe uma relação entre estes tensores. Ela foi descrita por Barros, Diógenes e Ribeiro

Jr. em 2015 e é apresentada no próximo lema

Lema 2.4 (Barros-Diógenes-Ribeiro Jr.). Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-

Tam. Então os tensores T , C e W se relacionam por meio da seguinte igualdade

fCijk = Tijk +Wijkl∇lf. (37)

Demonstração. Usando a expressão do Lema 2.3 na definição do tensor de Cotton e o

fato que a curvatura escalar é constante, obtemos

fCijk = f

(
∇iRjk −∇jRik −

1

2(n− 1)
(∇iRgjk −∇jRgik)

)
= f(∇iRjk −∇jRik)

= Rijkl∇lf +
R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)− (∇ifRjk −∇jfRik),

onde usamos que R é constante na segunda linha e o Lema 2.3 na terceira linha.
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Usando ainda a decomposição dada na equação (12), temos que

fCijk = Wijkl∇lf +
1

n− 2
(Rikgjl∇lf +Rjlgik∇lf −Rilgjk∇lf −Rjkgil∇lf)

− R

(n− 1)(n− 2)
(∇lfgikgjl −∇lfgilgjk) +

R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)

− (∇ifRjk −∇jfRik)

= Wijkl∇lf +
1

n− 2
(Rik∇jf −Rjk∇if) +

1

n− 2
(Rjl∇lfgik −Ril∇lfgjk)

− R

(n− 1)(n− 2)
(∇jfgik −∇ifgjk) +

R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)

− (∇ifRjk −∇jfRik)

= Wijkl∇lf +
n− 1

n− 2
(Rik∇jf −Rjk∇if)− R

n− 2
(∇ifgjk −∇jfgik)

+
1

n− 2
(Rjl∇lfgik −Ril∇lfgjk). (38)

Observemos que os últimos termos na igualdade (38) coincidem com a definição do

tensor T na equação (34). Portanto, conclúımos que vale a igualdade

fCijk = Tijk +Wijkl∇lf. (39)

E assim, conclúımos a demonstração do lema.
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3 METRICAS CRÍTICAS DO FUNCIONAL VOLUME FRACAMENTE

EINSTEIN

Neste caṕıtulo abordamos o estudo do funcional volume de uma varie-

dade Riemanniana e apresentamos caracterizações relacionadas a esta temática que,

de modo pioneiro, foram estudadas no artigo de Miao e Tam em 2009. Os autores

estudaram o funcional volume sobre o espaço das métricas de curvatura escalar cons-

tante com uma métrica prescrita na fronteira e encontraram uma condição necessária

e suficiente para uma métrica ser ponto cŕıtico do funcional volume. Além disso, eles

mostraram que, em espaços forma, os únicos domı́nios cuja métrica canônica é ponto

cŕıtico de tal funcional são as bolas geodésicas. Trataremos também deste assunto,

porém, abordando tais variedades com a hipótese de serem fracamente Einstein. Pro-

varemos que as bolas geodésicas novamente aparecem como caracterizações de tais

métricas cŕıticas.

3.1 Motivação e resultados

Ao analisar um funcional, queremos a priori encontrar seus pontos cŕıticos

ou critérios para decidir como obtê-los. Miao e Tam em 2009 foram os precursores

no estudo do funcional volume sob algumas condições. A partir do trabalho deles

outros autores passaram a usar o termo métricas cŕıticas de Miao-Tam ao se referirem

as métricas com as hipóteses usadas no citado artigo. Lembrando que usaremos a

seguinte definição para uma métrica cŕıtica de Miao-Tam.

Definição 3.1 (Métrica cŕıtica Miao-Tam). Uma métrica cŕıtica de Miao-Tam é uma

tripla (Mn, g, f), onde Mn é uma variedade Riemanniana conexa, compacta de di-

mensão pelo menos três com uma fronteira suave ∂M e f : Mn → R é uma função

suave tal que f−1(0) = ∂M e

−(∆f)g +∇2f − fRic = g.

No artigo de Miao e Tam de 2011 os autores investigaram métricas cŕıticas

Miao-Tam com a hipótese de serem variedades de Einstein e obtiveram uma classi-

ficação conforme o teorema

Teorema 3.1 (Miao-Tam(2011)-Teorema 1.1). Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica de

Miao-Tam, conexa, Einstein com fronteira suave ∂M . Então (Mn, g) é isométrica a

uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo Rn, Sn ou Hn.

Miao e Tam em 2011 provam também um teorema sobre variedades con-

formemente planas. Os autores garantem o seguinte teorema

Teorema 3.2 (Miao-Tam(2011)-Corolário 4.1). Se (Mn, g, f) é métrica cŕıtica Miao-
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Tam, conformemente plana e simplesmente conexa, então (Mn, g) é uma bola geodésica

em um espaço forma simplesmente conexo.

Em 2015 Barros, Diógenes e Ribeiro Jr. classificaram também como bo-

las geodésicas as métricas Miao-Tam, simplesmente conexas de dimensão quatro com

a condição da métrica ser Bach-flat. Já Baltazar, Batista e Bezerra em 2017 aper-

feiçoaram este último resultado para uma dimensão arbitrária. Baltazar e Ribeiro

Jr. em 2017a mostraram que métricas de Miao-Tam com tensor de Ricci paralelo

são isométricas a bolas geodésicas nos espaço forma. Além disso, também Baltazar e

Ribeiro Jr. em 2017b mostraram que em dimensão três as métricas de Miao-Tam são

isométricas a bolas geodésicas quando a curvatura seccional é não negativa.

Na referência Besse de 1979 define-se o tensor R̆ por

R̆ij =
∑
p,q,r

RipqrRjpqr (40)

Neste contexto adotaremos que uma variedade é fracamente Einstein quando o opera-

dor curvatura de Riemman Rm satisfaz a seguinte identidade

R̆ij =
|Rm|2

n
gij, (41)

onde R̆ij é dado pela equação (40). Esta condição de uma variedade ser fracamente

Einstein aparece de modo natural como pontos cŕıticos de funcionais quadráticos em

variedades compactas sem fronteira. Explicitamente se tomarmos Mn uma variedade

Riemanniana e C o espaço das classes de equivalência de métricas Riemannianas suaves

de volume unitário, Catino em 2015 estudou o funcional

Ft,s(g) =

∫
|Ric|2dM + t

∫
R2dM + s

∫
|Rm|2dM, t, s ∈ R, (42)

com constantes t e s reais e obteve como consequência (veja seu Corolário 6.2) que uma

métrica Einstein é métrica cŕıtica para o funcional Ft,s se, e somente se, a variedade

é fracamente Einstein. Além disso, variedades Einstein são fracamente Einstein em

dimensão quatro, veja comentário após o Lema 3.2.

Os resultados obtidos aqui são com de métricas Miao-Tam em variedades

fracamente Einstein sob uma condição de sinal na curvatura escalar. Mais especifica-

mente provamos que em dimensão três vale o seguinte teorema

Teorema 3.3. Seja (M3, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam fracamente Einstein

com curvatura escalar não-negativa R ≥ 0. Então, (M3, g) é isométrica a uma bola

geodésica nos espaços forma simplesmente conexos R3 ou S3.

Temos, também, um resultado para dimensão quatro na mesma classe de
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métricas do teorema anterior.

Teorema 3.4. Seja (M4, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam fracamente Einstein

com curvatura escalar não-negativa R ≥ 0, com M simplesmente conexa no caso em

que a curvatura escalar é nula. Então, (M4, g) é isométrica a uma bola geodésica nos

espaços forma simplesmente conexos R4 ou S4.

O motivo deste último ser enunciado como um teorema a parte surge devido

a necessidade de impor, nesta dimensão, a condição da variedade ser simplesmente

conexa no caso da curvatura escalar ser nula, isto é, R = 0. Acreditamos que tal

restrição ocorre devido a técnica utilizada na demonstração e que tal hipótese possa

ser removida se utilizado outro método. Por fim, é natural investigar o que acontece

em dimensão arbitrária e neste contexto temos o seguinte resultado.

Teorema 3.5. Seja (Mn, g, f, n ≥ 5) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam fracamente

Einstein com curvatura escalar não-positiva e tal que o tensor de Weyl se anula no

fibrado tangente da fronteira. Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica nos

espaços forma simplesmente conexos Rn ou Hn.

Observe que em dimensão maior que quatro a hipótese sobre a curvatura

escalar tem sinal oposto ao das hipóteses dos dois teoremas anteriores, para n = 3 e

n = 4. Mais uma vez, seria de grande importância tentar outras técnicas para abordar

em todas as dimensões o caso da curvatura escalar ter sinal positivo ou negativo.

Na próxima seção, abordaremos uma série de resultados que compõem as ferramentas

necessárias para provar os teoremas apresentados.

3.2 Lemas e resultados importantes

Utilizando a linguagem já estabelecida no caṕıtulo 2 prosseguimos nesta

seção apresentando alguns lemas que serão úteis nas prova dos teoremas apresentados

na seção anterior. O primeiro deles trata de uma igualdade em variedades Riemanni-

anas que envolve importantes tensores da teoria.

Lema 3.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana, então a seguinte igualdade é

verdadeira

R̆ij −
|Rm|2

n
gij = W̆ij −

|W |2

n
gij +

4

n− 2
WipjqRpq +

2(n− 4)

(n− 2)2
R̊iqR̊qj

+
4R

n(n− 1)
R̊ij −

2(n− 4)

n(n− 2)2
|R̊ic|2gij, (43)

onde W̆ij = WipqrWjpqr.

Demonstração. Inicialmente vamos considerar a expressão (12), que relaciona os ten-
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sores de Riemann e de Weyl, e substituir na seguinte expressão do tensor R̆ij

R̆ij =
n∑

p,q,r

RipqrRjpqr (44)

para chegarmos na expressão

R̆ij = W̆ij +
2

n− 2
WipqrgjqRpr +

2

n− 2
WjpqrgiqRpr

+
1

(n− 2)2
(
2(n− 4)RiqRjq + 4RRij + 2|Ric|2gij

)
− 4R

(n− 1)(n− 2)2
((n− 2)Rij +Rgij)

+
2R2gij

(n− 1)(n− 2)2
. (45)

Nesta última expressão substituiremos as seguintes e conhecidas relações

R̊ic = Ric− R

n
g, (46)

|Ric|2 = |R̊ic|2 +
R2

n
, (47)

RiqRjq = R̊iqR̊jq +
R2

n2
gij +

2R

n
R̊ij, (48)

para obtermos a próxima igualdade

R̆ij = W̆ij +
4

n− 2
WipjqRpq +

2|R̊ic|2gij
(n− 2)2

+
2R2gij

n(n− 2)2
+

2(n− 4)

(n− 2)2
R̊iqR̊jq +

2(n− 4)

n2(n− 2)2
R2gij +

4(n− 4)

n(n− 2)2
RR̊ij

+
4RR̊ij

(n− 1)(n− 2)2
+

4R2gij
n(n− 1)(n− 22)

− 2R2gij
(n− 1)(n− 2)2

. (49)

Juntando os termos comuns podemos garantir que

R̆ij = W̆ij +
4

n− 2
WipjqRpq +

2|R̊ic|2gij
(n− 2)2

+
2(n− 4)

(n− 2)2
R̊iqR̊jq +

4RR̊ij

n(n− 1)
+

2(n2 − 4n+ 4)R2gij
n2(n− 1)(n− 2)2

. (50)

Para concluirmos a prova do lema consideraremos a expressão (21) na forma

|Rm|2

n
gij =

|W |2

n
gij +

4

n(n− 2)
|R̊ic|2gij +

2

n2(n− 1)
R2gij, (51)
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e tomar a subtração das duas últimas expressões para chegar na seguinte identidade

R̆ij −
|Rm|2

n
gij = W̆ij −

|W |2

n
gij +

4

n− 2
WipjqRpq +

2(n− 4)

(n− 2)2
R̊iqR̊qj

+
4R

n(n− 1)
R̊ij −

2(n− 4)

n(n− 2)2
|R̊ic|2gij. (52)

Isto conclui a demonstração.

O resultado seguinte foi obtido por Derdziński (1983) e fornece uma im-

portante identidade em dimensão quatro

Lema 3.2. Em uma variedade Riemanniana (M4, g) de dimensão quatro, vale a se-

guinte identidade

W̆ij =
|W |2

4
gij.

Observe que o Lema 3.1 em dimensão quatro nos fornece a seguinte igual-

dade

R̆ij =
|Rm|2

4
gij +

R

3
R̊ij. (53)

Supondo ainda que a variedade é Einstein teremos

R̆ij =
|Rm|2

4
gij. (54)

Fica, portanto, estabelecido que, em dimensão quatro, toda variedade Einstein é fraca-

mente Einstein. A rećıproca deste fato não é verdadeira, conforme exemplo publicado

por Euh, Park e Sekigawa em 2013(página 602) mostrando que nem toda variedade

fracamente Einstein é também Einstein.

Exemplo 3.1. M produto riemanniano de variedades de dimensão dois, M1(c) e

M2(−c), de curvatura gaussiana c e −c, respectivamente. M não é Einstein mas é

fracamente Einstein.

Existem também exemplos de variedades que não são fracamente Einstein.

Exemplo 3.2. Seja (M4, g) produto riemanniano de uma variedade de dimensão três

M1(c) de curvatura seccional constante c 6= 0 com a reta real R. M não é fracamente

Einstein.

Ainda segundo Euh, Park e Sekigawa em 2013 prova-se que uma certa

Álgebra de Lie em dimensão quatro é fracamente Einstein, mas não Einstein. Essen-

cialmente os autores verificaram o seguinte

Exemplo 3.3. Seja g = spanR{e1, e2, e3, e4} a álgebra de Lie real de dimensão 4
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equipada com o seguinte colchete de Lie:

[e1, e2] = ae2, [e1, e3] = −ae3 − be4, [e1, e4] = be3 − ae4,
[e2, e3] = 0, [e2, e4] = 0, [e3, e4] = 0,

onde a e b são constantes, com a 6= 0. Adotando 〈 , 〉, o produto interno em g dado

por 〈ei, ej〉 = δij. Seja G um grupo de Lie, conexo, simplesmente conexo com álgebra

de lie g de G e g métrica Riemanniana G−invariante determinada por 〈 , 〉. Assim,

obtém-se que

R1212 = a2, R1313 = a2, R1414 = a2,

R2323 = −a2, R2324 = −a2, R3434 = a2,

e zero os elementos restantes. Consequentemente, G é fracamente Einstein, mas como

satisfaz R11 = −3a2 e R22 = a2, G não pode ser Einstein.

Tomando os exemplos (3.1) e (3.2), que são variedades homogêneas, Arias-

Marco e Oldrich em 2015 provaram que, em dimensão quatro, todos os posśıveis

exemplos de variedades fracamente Einstein homogêneas que não são Einstein são

isométricas a estes dois exemplos.

Um outro resultado em métricas de Miao-Tam que nos será útil é devido a

Batista, Diógenes, Ranieri e Ribeiro Jr. que em 2017 provaram a seguinte identidade

integral.

Lema 3.3 (Batista, Diógenes, Ranieri, Ribeiro Jr.(2017)-Lema 5). Se (Mn, g, f) é

uma métrica cŕıtica de Miao-Tam, então vale a igualdade∫
M

f |R̊ic|2dM +
1

|∇f |

∫
∂M

R̊ic(∇f,∇f)dσ = 0. (55)

O próximo lema é um resultado para pontos de fronteira e desempenha

papel fundamental na prova dos nossos resultados principais

Lema 3.4. Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica Miao-Tam. Então ∇f é um autovetor

para o tensor curvatura de Ricci em cada ponto da fronteira ∂M .

Demonstração. Considere um referencial ortonormal {e1, . . . , en} que diagonaliza o

tensor de Ricci em um ponto de fronteira q ∈ ∂Mn tal que ∇f(q) 6= 0. Ou seja, temos

que Ric(ei) = αiei, onde αi são os autovalores associados. Desde que em variedades

Miao-Tam a função f se anula na fronteira, ou seja, f |∂M = 0, segue da equação (37)

e da anti-simetria do tensor de Weyl nas duas últimas entradas que

0 = fCijk∇kf = Tijk∇kf. (56)
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Usando a definição (34) do tensor T e a expressão (56), obtemos na fronteira ∂M que

Rjk∇kf∇if −Rik∇kf∇jf = 0. (57)

Em seguida aplicando no ponto q ∈ ∂M, e considerando Rik = αgik = αiδik, temos

(αj − αi)∇if∇jf = 0. (58)

Deste modo, ao considerarmos o conjunto não-vazio L = {i;∇if 6= 0} então, da

equação (58) temos que αi = α, para todo i ∈ L, e com estas expressões acima

podemos obter

Ric(∇f) = Ric
(∑
i∈L

∇ifei

)
=
∑
i∈L

∇ifαiei = α∇f. (59)

Concluindo a prova do lema.

Seguindo na construção, temos o próximo lema que expressa a norma do

tensor T em termos do tensor de Ricci. Antes de enunciar o resultado, fixaremos al-

gumas notações para os próximos resultados deste caṕıtulo.

Em um ponto arbitrário q ∈ ∂M da fronteira, consideraremos um referencial ortonor-

mal {e1, e2, . . . , en} em uma vizinhança de q contida em M de modo que e1 = − ∇f|∇f | .
Lema 3.5. Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam. Nos pontos de fronteira

∂M , temos a seguinte expressão

|Tijk|2 =
2(n− 1)2

(n− 2)2
|R̊ic|2|∇f |2 − 2n(n− 1)

(n− 2)2
R̊2

11|∇f |2. (60)

Demonstração. Iniciando com a definição (34) do tensor T , temos a expressão

∑
i,j,k

TijkTijk = |Tijk|2 =
2(n− 1)2

(n− 2)2
|Ric|2|∇f |2 − 2n(n− 1)

(n− 2)2
|Ric(∇f)|2

+
4(n− 1)

(n− 2)2
RRic(∇f,∇f)− 2(n− 1)

(n− 2)2
R2|∇f |2

=
2(n− 1)2

(n− 2)2
|R̊ic|2|∇f |2 − 2n(n− 1)

(n− 2)2
|Ric(∇f)|2

+
4(n− 1)

(n− 2)2
RR̊ic(∇f,∇f) +

2(n− 1)

n(n− 2)2
R2|∇f |2.

Lembrando que e1 = − ∇f|∇f | e usando o Lema 3.4, obtemos para cada 2 ≤ a ≤ n, que
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R1a = 0, e a expressão acima se transforma na seguinte

|Tijk|2 =
2(n− 1)2

(n− 2)2
|R̊ic|2|∇f |2 − 2n(n− 1)

(n− 2)2
R2

11|∇f |2

+
4(n− 1)

(n− 2)2
RR̊11|∇f |2 +

2(n− 1)

n(n− 2)2
R2|∇f |2

=
2(n− 1)2

(n− 2)2
|R̊ic|2|∇f |2 − 2n(n− 1)

(n− 2)2
R̊2

11|∇f |2

e a prova está completa.

Temos também a seguinte igualdade válida na fronteira de uma métrica

cŕıtica de Miao-Tam.

Lema 3.6. Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam. Nos pontos da fronteira

∂M , temos a seguinte expressão

|R̊ic|2 =
n

n− 1
R̊2

11 +

(
n− 2

n− 1

)2

|W ν |2, (61)

onde W ν
ij = Wi1j1.

Demonstração. Tomando a equação (37) e usando a hipótese de estar na fronteira

f |∂M = 0, obtemos a seguinte expressão

−Wijkl∇lf = Tijk. (62)

Podemos escrever o seguinte

WipjqRpq∇if∇jf = TipqRpq∇if

=
1

2
Tipq(Rpq∇if −Riq∇pf)

= − n− 2

2(n− 1)
|Tipq|2. (63)

Na última passagem usamos a definição do tensor T, expresso na equação (34). Por

outro lado podemos escrever

|W ν |2 = Wi1j1Wi1j1

=
1

|∇f |
Wi1j1Ti1j

=
n− 1

(n− 2)|∇f |
Wi1j1(Rij∇1f −R1j∇if),
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aqui usaremos o Lema 3.4 para obtermos a igualdade

|W ν |2 = − n− 1

(n− 2)|∇f |2
WipjqRij∇pf∇qf. (64)

Ao compararmos (63) com (64) obtemos

|Tijk|2 = 2|∇f |2|W ν |2. (65)

Por fim, substituindo esta última expressão no Lema 3.5 conclúımos o seguinte

|W ν |2 =
(n− 1)2

(n− 2)2
|R̊ic|2 − n(n− 1)

(n− 1)2
R̊2

11, (66)

que conclui a prova ao isolarmos o termo |R̊ic|2.

O próximo lema é o último desta sequência de resultados que nos levarão

até as provas de nossos teoremas principais, é também, onde usamos nossa hipótese

da variedade ser fracamente Einstein.

Lema 3.7. Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam fracamente Einstein.

Nos pontos de fronteira ∂M , vale a seguinte identidade

4R

n(n− 1)
R̊11 =

1

n
|W |2 − 2(n2 − 2n− 2)

n(n− 2)
|R̊ic|2 + 2R̊2

11. (67)

Demonstração. Usando o Lema 3.1 e a hipótese de que Mn satisfaz a condição fraca-

mente Einstein, obtemos

0 = WipqrWjpqr∇if∇jf −
|W |2

n
|∇f |2 +

4

n− 2
WipjqR̊pq∇if∇jf

+2
(n− 4)

(n− 2)2
R̊1qR̊q1|∇f |2 +

4R

n(n− 1)
R̊11|∇f |2 −

2(n− 4)

n(n− 2)2
|R̊ic|2|∇f |2.

Ao usarmos a equação (37) e o Lema 3.4 podemos escrever o seguinte

0 =
1

|∇f |2
|Tijk|2 −

|W |2

n
+

4

n− 2
W1p1qR̊pq + 2

(n− 4)

(n− 2)2
R̊2

11

+
4R

n(n− 1)
R̊11 −

2(n− 4)

n(n− 2)2
|R̊ic|2.

Agora, pela equação (63) e pelo Lema 3.5 esta última identidade se transforma na



36

seguinte

4R

n(n− 1)
R̊11 = − n− 3

(n− 1)|∇f |2
|Tijk|2 +

|W |2

n
− 2

(n− 4)

(n− 2)2
R̊2

11 +
2(n− 4)

n(n− 2)2
|R̊ic|2

=
1

n
|W |2 − 2(n2 − 2n− 2)

n(n− 2)
|R̊ic|2 + 2R̊2

11,

concluindo assim a demonstração.

Munidos de todos os lemas já enunciados, podemos agora passar para as

demonstrações dos teoremas principais apresentados no ińıcio deste caṕıtulo.

3.3 Prova do Teorema 3.3

Demonstração. Afim de provarmos o resultado consideremos n = 3 no Lema 3.6 e

usemos o conhecido fato do tensor de Weyl se anular nesta dimensão. Com estas

considerações, temos garantida pelo Lema 3.6 a seguinte igualdade

2|R̊ic|2 = 3R̊2
11. (68)

Substituindo esta última expressão no Lema 3.7 chegamos na seguinte identidade

RR̊11 = |R̊ic|2. (69)

Se considerarmos R = 0, então

|R̊ic|2 = 0.

Por outro lado, se R > 0, então

R̊11 ≥ 0.

Usando agora o Lema 3.3, temos que

|R̊ic|2 = 0.

Ou seja, em ambos os casos temos a garantia de R̊ic = 0, assim, pelo Teorema 3.1

temos que (M3, g) é isométrica a uma bola geodésica em R3 ou S3. Concluindo a prova

do Teorema 3.3.

3.4 Prova do Teorema 3.4

Demonstração. Dividiremos a prova em dois casos. Aqui faremos inicialmente o caso

em que a curvatura escalar é positiva R > 0.

Caso 1: M tem curvatura escalar positiva R > 0.
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Consideremos ı́ndices a, b, c, d ∈ {2, . . . , n} e i, j, k, l ∈ {1, 2, . . . , n}. Da equação (62)

obtemos

Wijk1 =
Tijk
|∇f |

. (70)

Usando as equações (63), (65) e (70), obtemos

|W |2 = WijklWijkl

= Wijk1Wijk1 +WijkaWijka

=
1

|∇f |2
|Tijk|2 +WijkaWijka

= 2|W ν |2 +W1jkaW1jka +WdjkaWdjka

= 2|W ν |2 +W1jkaW1jka +Wa1jdWa1jd +WabjdWabjd. (71)

Observe que após o Lema 3.4 adotamos um referencial ortonormal bem espećıfico,

onde e1 = − ∇f|∇f | . Neste referencial, vale que

∇df = g(∇f, ed) = −|∇f |g(e1, ed) = −|∇f |δ1d = 0

aplicando o Lema 3.5, em pontos de fronteira vale que

Rds∇sf = Ric(∇f, ed) = αg(ed,∇f) = −α|∇f |g(e1, ed) = 0.

Utilizando as simetrias do tensor de Weyl, as definições do tensor auxiliar T (equação

(34)) e levando em consideração o uso do referencial ortonormal estabelecido acima,

obtemos

W1jka =
1

|∇f |

{
n− 1

n− 2
Raj∇kf −

R

n− 2
gaj∇kf +

1

n− 2
gajRks∇sf

}
.

Por fim, desde que

W1jka = W1a1c (72)

substituindo em (71) obtemos

|W |2 = 3|W ν |2 +Wa1jdWa1jd +WabjdWabjd

= 4|W ν |2 +Wa1cdWa1cd +Wab1dWab1d +WabcdWabcd,

uma vez que Wabc1=0, obtemos a identidade

|W |2 = 4|W ν |2 +WabcdWabcd. (73)
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Agora dos Lemas 3.6 e 3.7 deduzimos

4R

n(n− 1)
R̊11 =

1

n
|W |2 − 2(n2 − 2n− 2)

n(n− 2)
|R̊ic|2

+2

(
n− 1

n
|R̊ic|2 − (n− 2)2

n(n− 1)
|W ν |2

)
=

1

n
|W |2 − 2(n− 2)2

n(n− 1)
|W ν |2 − 2(n− 4)

n(n− 2)
|R̊ic|2, (74)

e da equação (73) para n = 4,

RR̊11 ≥ |W ν |2. (75)

Com a hipótese da curvatura escalar ser positiva, temos que R̊11 ≥ 0. Similarmente a

prova anterior, usando o Lema 3.3 e o Teorema 3.1 conclúımos a demonstração.

Caso 2: M tem curvatura escalar nula R = 0.

Usando os Lemas 3.1 e 3.3 para n = 4, obtemos

WikjlRkl = 0. (76)

Observando que num referencial ortonormal, temos

Cijk = ∇iRjk −∇jRik, (77)

então

Wikjl∇iRkl = Wikjl(Cikl +∇kRil)

= WikjlCikl +Wikjl∇kRil

= WikjlCikl +Wkijl∇iRkl

= WikjlCikl −Wikjl∇iRkl.

Portanto

Wikjl∇iRkl =
1

2
WikjlCikl. (78)

Consequentemente, tomando a derivada covariante na expressão (76), usando a equação

(22), a definição do tensor de Cotton (veja equação (13)) num referencial ortonormal

e a equação (78), temos

0 = ∇iWikjlRkl +Wikjl∇iRkl

= −1

2
CljkRkl +

1

2
WikjlCikl. (79)



39

Agora aplicando ∇f em (79), segue que

0 = −CljkRkl∇jf +WikjlCikl∇jf

= CjlkRkl∇jf −WikljCikl∇jf

= CijkRjk∇if −WijklCijk∇lf

=
1

2

(
CijkRjk∇if + CijkRjk∇if

)
−WijklCijk∇lf

=
1

2
Cijk

(
Rjk∇if −Rik∇jf

)
−WijklCijk∇lf,

e então, podemos escrever, usando (34), que

− 1

3
CijkTijk −Wijkl∇lfCijk = 0. (80)

Então, de (76) e a definição do tensor T , obtemos

TijkWijkl∇lf =
3

2

(
Rjk∇if −Rik∇jf

)
Wijkl∇lf = 0, (81)

que combinado com (37), traz as igualdades

fCijkTijk = |T |2 (82)

e

fCijkWijkl∇lf = |ι∇fW |2, (83)

acima, o śımbolo ι representa produto interior (ι∇fW )ijkl = Wijkl∇lf .

Substituindo na equação (80), temos

|T |2 + 3|ι∇fW |2 = 0, (84)

ou seja,

Tijk = 0 = Wijkl∇lf.

Finalmente, do o Lema 3.2, chegamos em

0 = WipqrWjpqr∇if∇jf

= W̆ij∇if∇jf

=
|W |2

4
gij∇if∇jf

=
|W |2

4
|∇f |2. (85)
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Escolhendo coordenadas harmônicas deduzimos que a função potencial f e a métrica

g são anaĺıticas, veja argumento usado em Corvino (2000). Assim é posśıvel concluir

que f não pode ser constante em um conjunto aberto não-vazio. Então a equação (85)

fornece que M4 é localmente conformemente plana (veja Proposição 2.3). Deste modo,

aplicando o Teorema 3.2, conclúımos que M4 é isométrica à uma bola geodésica no

espaço simplesmente conexo R4, concluindo a prova do Teorema 3.4.

3.5 Prova do Teorema 3.5.

Demonstração. Usando a hipótese de W |T∂M = 0, substituindo (73) em (74), obtemos

2R

n− 1
R̊11 = −n

2 − 6n+ 6

n− 1
|W ν |2 − n− 4

n− 2
|R̊ic|2. (86)

Como n ≥ 5, tem-se que −(n2− 6n+ 6) < 0, portanto o segundo membro da equação

(86) é também sempre não positivo. A curvatura ser não positiva e a condição de

sinal do segundo membro na equação (86) nos fornece R̊11 ≥ 0. Pelo Lema 3.3 e o

Teorema 3.1 (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Rn ou Hn, concluindo assim

a demonstração.
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4 VARIEDADES COM TENSORES DE DIVERGÊNCIA NULA

O estudo de alguns tensores em variedades Riemannianas fornece es-

tratégias para encontrar relações geométricas importantes. Neste caṕıtulo aborda-

remos propriedades do tensor de Cotton no contexto das equações de ponto cŕıtico

(CPE), apresentaremos uma prova mais simples para um teorema de Santos em 2017

para a validade da conjectura CPE além de refinar alguns resultados clássicos como

Yun(2014) que mostra a validade da conjetura CPE em variedades com curvatura

harmônica e Tachibana (1974) que obtém curvatura escalar constante para variedades

com curvatura harmônica e operador de curvatura positivo.

4.1 Motivação e resultados

No caṕıtulo anterior analisamos os pontos cŕıticos do funcional volume

e tratamos de um problema em variedades com bordo. Neste caṕıtulo, tratamos de

pontos cŕıticos, no contexto das variedades sem fronteira. Consideremos como antes,

(Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta e S o seu funcional curvatura total

S(g) =

∫
M

RgdMg, (87)

onde Rg é a curvatura escalar na métrica g, é conhecido que as métricas cŕıticas deste

funcional restritas ao conjunto das estruturas Riemannianas de volume unitário são

métricas Einstein. Restringindo este problema ao conjunto das métricas de curvatura

escalar constante foi conjecturado por Besse, em 1979, que tais pontos cŕıticos ainda

são métricas Einstein e essa conjectura ficou conhecida como a conjectura CPE.

Conjectura 4.1. Cada métrica cŕıtica do funcional curvatura escalar total restrito ao

conjunto das métricas de curvatura escalar constante de volume unitário é isométrico

à esfera euclidiana unitária.

Prova-se com tais restrições que uma métrica é um ponto cŕıtico do funci-

onal curvatura escalar total se satisfaz ao sistema de equações

R̊ic = Hessf − (∆f)g − fRic. (88)

Observe que, tomando o traço na identidade (88), obtemos

∆f = − R

n− 1
f. (89)

Muitos autores fizeram avanços na direção de provar a validade dessa con-

jectura. Entretanto, do modo como foi apresentada a conjectura permanece ainda em
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aberto. Os resultados existentes sempre acrescentam hipóteses, por exemplo, Lafon-

taine em 1983 provou que a conjectura vale para variedades conformemente planas,

Qing e Yuang em 2013 provaram a validade para variedades Bach-flat em cada di-

mensão, Barros e Ribeiro Jr. em 2014 verificaram, em dimensão 4, a validade para

variedades half-conformemente planas. Em 2014 Yun, Chang e Hwang conseguiram

provar a validade para variedades com curvatura harmônica. Mais recentemente, Bar-

ros, Benedito e Ribeiro Jr. em 2015 provaram que, em dimensão 4, com tensor W+

harmônico (M4, g, f) é isométrica a esfera padrão S4 e além disso no caso da conjectura

ser válida tem-se que a função h := |∇f |2 +
R

n(n− 1)f 2
satisfaz h = 1. A partir deste

artigo, os autores passaram a estudar a hipótese da função h ser constante. Neste

contexto Benedito em 2015 provou que a conjectura vale quando h é constante e Filho

também em 2015 provou que basta h ser constante ao longo do fluxo de ∇f . Balta-

zar provou em 2017 que a conjectura vale com uma restrição para o tensor de Ricci

juntamente com o tensor de Weyl ser radialmente nulo. Finalmente, Santos também

em 2017 provou que a conjectura se verifica quando o tensor de Weyl tem segundo

divergente nulo.

Um outro assunto abordado neste trabalho tem relação com quase sóliton

de Ricci. Esta classe de variedades foi abordada por Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti em

2010 ao considerar sólitons de Ricci com o parâmetro não mais constante, mas uma

função na variedade. Formalmente dizemos que uma variedade Riemanniana (Mn, g) é

um quase sóliton de Ricci quando existe um campo vetorial X satisfazendo a equação

Ric+
1

2
LXg = λg, (90)

onde λ : M → R é uma função suave na variedade M e L indica derivada de Lie.

A equação (90) é chamada equação fundamental de um quase sóliton de Ricci. Se

a função λ satisfaz λ < 0, λ = 0 ou λ > 0 classificam-se como quase sóliton de

Ricci expanding, steady ou shrinking, respectivamente. Caso contrário chama-se quase

sóliton de Ricci indefinite. Quando f : M → R é função suave e o campo X é o campo

gradiente X = ∇f , então a equação fundamental torna-se

Ric+∇2f = λg, (91)

e a variedade chama-se quase sóliton de Ricci gradiente com f dita função potencial.

Quando o campoX é trivial ou a função potencial f é constante o quase sóliton de Ricci

é dito trivial. Barros e Ribeiro Jr. em 2012 provaram que um quase sóliton de Ricci

gradiente, compacto com campo vetorial conforme não trivial é isométrico a uma esfera
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euclidiana. Em 2012 Barros, Batista e Ribeiro Jr. provaram que no caso não compacto

se a variedade tem curvatura escalar constante não negativa e dimensão maior igual

a três, então ela é isométrica ao espaço euclidiano Rn. Além disso, verificaram que

quase sóliton de Ricci compacto, localmente conformemente plano satisfazendo uma

dada desigualdade integral é isométrico a uma esfera euclidiana Sn. Em 2013 Barros,

Gomes e Ribeiro Jr. mostraram que quase sóliton de Ricci não trivial com tensor de

Ricci codazzi tem curvatura seccional constante. Em particular, quando compacto ele

é isométrico à esfera euclidiana. Além disso mostraram que se um quase sóliton de

Ricci, com curvatura escalar constante e uma dada função atinge máximo na variedade,

então ela é uma variedade Einstein. Barros e Evangelista em 2016 provaram que quase

sóliton de Ricci compacto com tensor de Cotton nulo é isométrico a esfera euclidiana,

desde que as funções simétricas associadas ao tensor de Schouten satisfaçam algumas

condições. Neste sentido considerando o tensor de Schouten A (veja equação (15)) as

funções simétricas associadas a A são definidas por

det(I + tA) =
n∑
k=0

σk(A)tk. (92)

Pela simetria do tensor A, temos que(
n

k

)
Sk(A) = σk(A),

que coincide com o k−ésimo polinômio simétrico elementar de autovalores λi(A) de

A, ou seja,

σk(A) = σ(λ1(A), λ2(A), . . . , λn(A)) =
∑

i1<...<ik

λi1(A) · · ·λik(A). (93)

Lembrando que em uma variedade compacta M um campo vetorial X pode ser de-

composto da seguinte forma

X = ∇h+ Y, (94)

onde h é uma função suave em M , enquanto Y é um campo com divergência nula.

Neste caṕıtulo consideraremos h como a função descrita na decomposição (94).

O Teorema de Hopf afirma que em uma variedade Mn compacta, conexa e

orientável, toda função suave f : Mn → R que tem ∆f ≥ 0 é uma função constante.

Considerando X o campo gradiente X = ∇f , temos divX = ∆f. Assim, o Teorema de

Hopf garante que se esse campo tem divergência nula, então X é campo identicamente
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nulo. Ou seja, nas condições estabelecidas acima

divX = 0⇒ X = 0.

A partir dáı é natural pensar na existência de um teorema tipo Hopf também para

tensores e tentar determinar condições, em uma variedade Riemanniana, para que um

dado tensor com divergência nula implique que o próprio tensor seja nulo. Além disso,

como a divergência de um tensor também é um tensor, podemos buscar condições que

imponham a nulidade do tensor divergência ao assumir a segunda divergência nula,

ou seja, se T é um tensor, que condições fazem verdadeiras as implicações

div2T = 0⇒ divT = 0, divT = 0⇒ T = 0.

Neste trabalho obteremos um resultado tipo Hopf para tensores, mais pre-

cisamente, provaremos que em variedades Riemannianas compactas o tensor de Cotton

é nulo quando sua divergência é nula e o tensor de riemman com segunda divergência

nula tem nulo o seu tensor divergência.

Na próxima seção abordaremos resultados importantes para provarmos os

teoremas principais.

4.2 Lemas e resultados importantes

Inicialmente, tomamos o tensor C de Cotton em uma variedade Rieman-

niana M e encontramos uma relação envolvendo sua norma e a derivada do tensor

de Ricci. Vale ressaltar que Santos em 2017 esta equação aparece no contexto das

métricas CPE.

Lema 4.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n, então

Cijk∇iRjk =
1

2
|C|2. (95)

Demonstração. Das notações estabelecidas no Caṕıtulo 2 para o tensor de Cotton,

obtemos

2Cijk∇iRjk = Cijk∇iRjk + Cijk∇iRjk

= ∇iRjkCijk +∇jRikCjik

= ∇iRjkCijk −∇jRikCijk

= (∇iRjk −∇jRik)Cijk, (96)

onde trocamos i por j na segunda parcela da segunda linha e usamos a anti-simetria
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do tensor de Cotton na terceira linha. Nesta equação (96) usando a definição (13), do

tensor de Cotton, e a informação de que ele tem traço nulo, temos

2Cijk∇iRjk =

[
Cijk +

1

2(n− 1)
(gjk∇iR− gik∇jR)

]
· Cijk

= |C|2 +
1

2(n− 2)
(Cijkgjk∇iR− Cijkgik∇jR)

= |C|2.

E isso conclui nossa demonstração.

Podemos enunciar, então, o nosso primeiro teorema do caṕıtulo. Ele afirma

que para toda variedade Riemanniana compacta a nulidade do divergente do tensor de

Cotton implica necessariamente que o próprio tensor é nulo. Apesar de apresentar uma

demonstração bem simples e direta este resultado tem grande utilidade ao simplificar

a demonstração de teoremas já conhecidos. Além disso, podemos, em alguns teoremas,

substituir a hipótese sobre tensor de Cotton ser nulo, ou em dimensão maior igual a

quatro, a condição tensor de Weyl ser harmônico pela hipótese, mais fraca, do tensor

de Cotton ter divergência nula.

Teorema 4.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta e sem fronteira.

Se o tensor de Cotton C tem divergência nula, então o tensor C é nulo.

Demonstração. Da hipótese, divC = 0, ou seja,

∇iCijk = 0.

Portanto

Rjk∇iCijk = 0.

Empregando a compacidade de M e o Teorema da Divergência, temos

0 =

∫
M

Rjk∇iCijk = −
∫
M

∇iRjkCijk = −
∫
M

|C|2

2
, (97)

onde usamos a equação (95) na última igualdade. Donde segue que C = 0.

Corolário 4.1. Se (Mn, g) é variedade Riemanniana compacta com n ≥ 3, sem fron-

teira. Se divC = 0 então divW = 0.

Demonstração. Se n = 3 tem-se W = 0 e o teorema segue. Se N > 3, supondo

divC = 0, temos pelo Teorema 4.1 que C = 0. Pela equação (22) tem-se divW = 0.

Corolário 4.2. Se (Mn, g) é variedade Riemanniana compacta com dimensão pelo

menos quatro, sem fronteira, se divC = 0 então div2B = 0.
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Demonstração. Basta tomar divergência na equação (23) e usar a hipótese divC = 0

e o Teorema 4.1.

Fazendo uso deste mesmo tipo de argumento, podemos, ainda, garantir

uma propriedade equivalente para o tensor de Riemann mas sob a hipótese do seu

segundo divergente ser nulo.

Teorema 4.2. Se (Mn, g) é variedade Riemanniana compacta, de dimensão n, sem

fronteira tal que div2Rm = 0, então divRm = 0.

Demonstração. A hipótese diz que div2Rm = ∇j∇lRijkl = 0. Agora a primeira iden-

tidade de Bianchi nos fornece

∇jRik = ∇iRjk +∇lRjikl,

e o Teorema da Divergência nos dá∫
M

Rik∇j∇lRijkl = −
∫
M

∇jRik∇lRijkl

= −
∫
M

(∇iRjk +∇lRjikl)∇lRijkl

= −
∫
M

∇iRjk∇lRijkl −
∫
M

∇lRjikl∇lRijkl

=

∫
M

Rjk∇i∇lRijkl −
∫
M

∇lRjikl∇lRijkl

=

∫
M

Rjk∇i∇lRijkl +

∫
M

∇lRijkl∇lRijkl

=

∫
M

Rjk∇i∇lRijkl +

∫
M

|divRm|2. (98)

Ou seja, ∫
M

Rik∇j∇lRijkl =

∫
M

Rjk∇i∇lRijkl +

∫
M

|divRm|2. (99)

Então usando hipótese no primeiro e segundo termos da igualdade (99) garantimos

por fim que ∫
M

|divRm|2 = 0,

e, consequentemente divRm = 0, concluindo a demonstração.

Corolário 4.3. Seja (Mn, g) variedade Riemanniana compacta, de dimensão n e cur-

vatura escalar R constante. Se div2Rm = 0, então divW = 0.

Demonstração. De fato, usando a equação (12) e que R é constante, obtemos que

divW = divRm. Pelo Teorema 4.2, se div2Rm = 0, então divRm = 0. Portanto
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divW = 0.

4.3 Resultados conhecidos, refinando hipóteses e demonstrações.

Chu e Fang no artigo de 2017 apresentaram resultados relevantes para

variedades Riemannianas sob a hipótese de tensor de Cotton paralelo e curvatura

escalar constante. Mais precisamente, os autores demonstraram que

Teorema 4.3 (Chu-Fang-2017-Teorema 1.4). Seja (Mn, g) uma variedade Rieman-

niana compacta de dimensão n ≥ 3 com curvatura escalar R constante e tensor de

Cotton C paralelo. Então∫
M

|R̊m|2
(
R− (n− 1)C(n)|R̊m|

)
dVg ≤ 0, (100)

onde a constante C(n) é dada por

C(n) =
2(n− 2)√
n(n− 1)

+
n2 − n− 4√

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)
+

√
(n− 1)(n− 2)

n
.

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (Mn, g) é isométrico a um quociente

de Sn.

Como a hipótese do tensor de Cotton com divergência nula é mais fraca que

a de ter tensor de Cotton paralelo, então este teorema pode ser aperfeiçoado usando

o nosso Teorema 4.1. Temos portanto o seguinte teorema

Teorema 4.4. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3

com curvatura escalar R constante e tensor de Cotton de divergência nula. Então∫
M

|R̊m|2
(
R− (n− 1)C(n)|R̊m|

)
dVg ≤ 0, (101)

onde a constante C(n) vale

C(n) =
2(n− 2)√
n(n− 1)

+
n2 − n− 4√

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)
+

√
(n− 1)(n− 2)

n
.

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (Mn, g) é isométrico a um quociente

de Sn.

Demonstração. Pelo Teorema 4.1, divC = 0 implica C = 0 e, consequentemente

∇C = 0. Usando o Teorema 4.3, segue o resultado.

No contexto das métricas CPE Yun, Chang e Hwang em 2014 provaram
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que as variedades com curvatura harmônica que são métricas CPE são isométricas à

esfera euclidiana. Mais explicitamente os autores provaram o seguinte resultado

Teorema 4.5 (Yun-2014-Teorema 1.2). A conjectura CPE é verdadeira se (Mn, g, f)

tem curvatura harmônica.

Podemos também fazer uso do Teorema 4.2 e trocar a hipótese curvatura

harmônica por div2Rm = 0. Estabelecendo o seguinte resultado

Teorema 4.6. A conjectura CPE é verdadeira se (Mn, g, f) tem div2Rm = 0.

Demonstração. De fato, a hipótese div2Rm = 0 implica pelo Teorema 4.2 divRm = 0,

ou seja a curvatura é harmônica. Pelo Teorema 1.2 de Yun (2014) segue o resultado.

No artigo de Santos de 2017 é provado o teorema seguinte

Teorema 4.7 (Santos-2017-Teorema 1). A conjectura CPE é verdadeira para varie-

dades de dimensão n ≥ 4 e div2W = 0.

Em dimensão maior que três podemos observar que a condição div2W = 0

é equivalente a supor divC = 0 (veja equação (22)) e portanto, usando o Teorema 4.1,

temos que C = 0.

A novidade é que o Teorema 4.1, descrito aqui, dá uma prova direta também

em dimensão maior que três, para o Teorema 1 de Santos 2017.

Teorema 4.8. A conjectura CPE é verdadeira para variedades compactas de dimensão

n ≥ 4 e divC = 0.

Demonstração. Se divC = 0 então pelo Teorema 4.1 C = 0 e usando o Teorema 1.2

de Yun 2014 segue o resultado.

Em 1974, Tachibana provou resultados referentes a variedades compactas

com curvatura harmônica e operador de curvatura não-negativo. Mais especificamente,

tais variedades foram classificadas por terem curvatura escalar constante

Teorema 4.9 (Tachibana 1974). Se (Mn, g) é uma variedade Riemanniana sem fron-

teira com curvatura harmônica e operador de curvatura positivo, então M é uma va-

riedade de curvatura escalar constante.

Aprimoramos este resultado usando também o Teorema 4.2. Mais especifi-

camente, podemos reescrever o teorema acima do modo seguinte

Teorema 4.10. Se (Mn, g) é uma variedade Riemanniana sem fronteira com div2Rm =

0 e operador de curvatura positivo, então M é uma variedade de curvatura escalar

constante.

Demonstração. O fato que div2Rm = 0 juntamente com o Teorema 4.2 fornece que

divRm = 0, portanto faltando apenas aplicar o Teorema 4.9 para obtermos o resultado.
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Recentemente Tran (2017) generalizou o resultado de Tachibana colocando

a hipótese sobre o tensor de Weyl ter divergência nula, obtendo o seguinte teorema

Teorema 4.11 (Tran-2017-Teorema 1.1). Se (Mn, g), n ≥ 4 é uma variedade riemani-

anna compacta com tensor de Weyl harmônico e operador de curvatura não-negativo,

então M é uma variedade localmente simétrica ou conformemente plana.

Usando novamente o Teorema 4.2 podemos reeditar o teorema anterior da

seguinte forma

Teorema 4.12. Se (Mn, g), n ≥ 4 é uma variedade riemanianna compacta com

div2Rm = 0 e operador de curvatura positivo, então M é localmente simétrica ou

conformemente plana.

Demonstração. Observemos que, da decomposição (12), ter tensor de Weyl harmônico

com curvatura escalar constante é equivalente a ter curvatura harmônica. Assim, su-

pondo div2Rm = 0, temos pelo Teorema 4.2 que Mn tem curvatura harmônica. Pelo

Teorema 4.9, ter operador de curvatura positivo implica ter curvatura constante. Con-

tudo, curvatura harmônica e operador de curvatura positivo implicam, pelo Teorema

4.11, que M é conformemente plana ou localmente simétrica.

É importante ressaltar que, em termos de difeomorfismos, Hamilton em

1986 provou que, para dimensão quatro, toda variedade com operador de curvatura

positivo é uma forma espacial. Além disso, conjecturou que esta propriedade vale em

qualquer dimensão. Já em 2008 Bohm e Wilking provaram que esta conjectura, é de

fato, verdadeira. Na verdade, eles provaram a conjectura com uma hipótese ainda

melhor, a de que a variedade tem operador de curvatura 2−positivo, ou seja, a soma

de seus dois menores autovalores é positivo.

Por fim provamos o seguinte teorema

Teorema 4.13. Se (Mn, g,X, λ) é quase sóliton de Ricci, não-trivial, orientado, com-

pacto com tensor de Cotton com divergência nula, então Mn é isométrica a esfera

padrão Sn quando satisfaz alguma das condições:

1. S2(A) é uma constante positiva.

2. Sk(A) não é identicamente nula em M e Sk+1 = cSk(A), onde c ∈ R−{0}, para

algum k = 2, . . . , n− 1.

3. Ric ≥ R

n
g, com R > 0 e

∫
M
Sk(A)∆h ≥ 0, para algum k = 2, . . . , n− 1.

4. Sk é constante para k = 2, . . . , n− 1 e A > 0.

Demonstração. Usando o Teorema 4.1, temos que o tensor de Cotton é nulo e o resul-

tado segue pelo Teorema 1 em Barros, Oliveira e Evangelista(2017).
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5 CONCLUSÃO

Podemos concluir este trabalho relatando um pouco dos avanços obtidos e

destacando o que ainda pode ser feito a partir das descobertas expostas aqui. Observe

que em dimensão maior que cinco a hipótese sobre a curvatura escalar no Teorema 3.5

tem sinal contrário ao das hipóteses dos Teoremas 3.3 e 3.4 que valiam para dimensões

três e quatro. Seria de grande importância tentar outras técnicas para abordar em to-

das as dimensões o caso de a curvatura escalar ter sinais positivo ou negativo. Também

no Teorema 3.5 é imposta a condição W |T∂M = 0, ou seja, o tensor de Weyl se anula

na fronteira de M . Isso significa na verdade que estamos impondo a condição de a

fronteira ser conformemente plana.

Um trabalho futuro é tentar retirar esta hipótese ou flexibilizá-la. Contudo o estudo

feito no Caṕıtulo 3 apresenta uma série de lemas que podem ser utilizados em pesqui-

sas futuras no contexto de métricas cŕıticas de Miao-Tam, pois todos os lemas, exceto

o Lema 3.7, trazem apenas a hipótese de a métrica ser Miao-Tam. Além disso os teore-

mas tipo Hopf abordam apenas variedades compactas. Seria interessante analisar que

hipóteses devem ser impostas para que teoremas similares possam valer em ambientes

não compactos.
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<https://arxiv.org/pdf/1709.09681.pdf>. Acesso em: 13 dez. 2017.

BALTAZAR, H.; BATISTA, R.; BEZERRA, K. On the volume functional of com-
pact manifolds with boundary with harmonic Weyl tensor. ArXiv e-prints, 2017.
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