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RESUMO

A coleção de todas as densidades de probabilidade estritamente positivas, que são equi-
valentes a uma medida µ, Pµ, foi dotada com uma estrutura de C∞-variedade de Banach.
Essa estrutura é baseada em ϕ-famílias de distribuições de probabilidade. Conectar por
arcos duas distribuições de probabilidade, ou seja, encontrar uma curva em que os extre-
mos sejam duas distribuições e que esta curva esteja totalmente contida em Pµ, era uma
questão em aberto para variedades estatísticas generalizadas. Nesta Tese, arcos em varie-
dades estatísticas generalizadas são investigados. Os arcos exponencial e mistura, já bem
conhecidos em Geometria da Informação, podem ser vistos como um caso especial desses
arcos. Nós garantimos que o arco mistura generalizado está bem definido. Encontramos
condições necessárias e suficientes para quaisquer duas distribuições de probabilidade se-
rem conectadas por um arco exponencial generalizado, um ϕ-arco. Provamos ainda que,
a partir de uma exponencial deformada e de duas distribuições de probabilidade fixadas,
uma generalização da divergência de Rényi existe, sobre algumas condições essa genera-
lização da divergência de Rényi é relacionada à ϕ-divergência, que pode ser vista como
uma generalização da divergência de Kullback-Leibler. A função de normalização, em
uma ϕ-família, é o análogo da função geradora de cumulantes. Foi ainda estudado o
comportamento da função de normalização próximo ao bordo do domínio da ϕ-família, o
que é um resultado necessário ao desenvolvimento dos arcos mistura generalizados, uma
vez que esses arcos são dados a partir dos funcionais que pertencem ao subdiferencial da
função de normalização. Foram encontradas condições para que os arcos generalizados
possam ser tomadas sem que, necessariamente, as distribuições de probabilidade conec-
tadas sejam os pontos extremos desses arcos, ou seja, os arcos são abertos. Um outro
resultado importante desse trabalho foi provar que o conjunto de todas as distribuições
conectadas, por um ϕ-arco aberto, a uma distribuição de probabilidade fixada, é a própria
ϕ-família de distribuições de probabilidade. Garante-se ainda que conectar duas distri-
buições de probabilidade por arcos abertos é uma relação de equivalência para ambos os
arcos generalizados.
Palavras-chave: Variedades estatísticas generalizadas. Famílias de exponenciais. Arco
exponencial. Arco mistura.



ABSTRACT

The collection of all strictly positive probability densities, which are equivalent to a mea-
sure µ, Pµ, was endowed with a C∞-Banach manifold structure. This structure is based
on ϕ-families of probability distributions. To connect two probability distributions, that
is, to find a curve where the ends are two distributions and that this curve is totally con-
tained in Pµ, was an open question for generalized statistical manifold. In this thesis, arcs
in the generalized statistical manifold are investigated. The exponential arcs and misture,
already well-known in Information Geometry, can be seen as a special case of these arcs.
We guarantee that the generalized misture arc is well defined. We found necessary and
sufficient conditions for any two probability distributions to be connected by a generalized
exponential arc, a ϕ-arco. We also prove that, from a deformed exponential and two fixed
probability distributions, a generalization of the Rényi divergence exists, on some con-
ditions this generalization of the Rényi divergence is related to ϕ-divergence, which can
be seen as a generalization of the Kullback-Leibler divergence. The normalizing function,
in a ϕ-family, is the analog of the cumulating generating function. We also studied the
behavior of the normalization function near the boundary of the ϕ-family domain, which
is a necessary result to the development of the generalized misture arcs, since these arcs
are given from the functional ones that belong to the subdifferential of the normalizing
function. Conditions were found so that generalized arcs can be taken without necessarily
connecting the probability distributions to the extreme points of these arcs, that is, the
arcs are opened. Another important result of this work has been to prove that the set of
all the distributions connected by an open ϕ-arc, to a fixed probability distribution, is the
ϕ-family of probability distributions. It is further ensured that connecting two probability
distributions by open arcs is an equivalence relation for both generalized arcs.
Keywords: Generalized statistical manifolds. Exponential families. Exponential arcs.
Mixture arcs.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Estado da arte e motivação

Em modelos geométricos para estatística, Geometria da Informação (AMARI,
2001; CALIN and UDRIŞTE, 2014; AMARI, 2016) é o ramo da teoria de probabilidade
dedicado a investigar funções de densidade de probabilidade equipadas com uma estru-
tura de geometria diferencial. Uma estrutura de geometria diferencial para as famílias
de distribuições multiparamétricas foi fornecida em (AMARI, 1982). Em meados dos
anos 80, outros tópicos relacionados a essas famílias, tais como fibrado e dualidade de
conexões de modelos estatísticos, foram investigados em (AMARI, 1985) e (AMARI and
NAGAOKA, 2000), respectivamente. No caso paramétrico, família exponencial, mistura
e α-conexões, assim como sua estrutura dual, estão entre os mais importantes objetos
geométricos (AMARI and NAGAOKA, 2000). A estrutura dual das α-conexões é o ponto
chave que distingue uma variedade estatística contra variedades diferenciais arbitrárias.

A função de divergência é um tópico essencial em Geometria da Informação,
para ambos os casos, paramétrico e não paramétrico, uma vez que uma métrica e conexões
duais podem ser induzidas a partir de uma divergência (AMARI and CICHOCKI, 2010;
AMARI, 2009; ZHANG, 2004; NIELSEN and NOCK, 2017). Dentre as divergências mais
conhecidas e mais bem sucedidas na medida da dissimilaridade entre densidades de proba-
bilidade está a divergência de Rényi (RÉNYI, 1961; ERVEN and HARREMOES, 2014),
que é uma divergência dependente de um parâmetro α e no caso limite quando α → 1,
temos a divergência de Kullback-Leibler (KULLBACK and LEIBLER, 1951) . Encontrar
uma estrutura geométrica para famílias de distribuições multiparamétricas, com uma des-
crição mais geral, é um dos tópicos de interesse em geometria da informação (AMARI,
OHARA, and MATSUZOE, 2012; HARSHA and MOOSATH, 2015; MATSUZOE, 2014;
MATSUZOE and WADA, 2015).

Modelos estatísticos não paramétricos (GINÉ and NICKL, 2015) já se mostram
importantes em pesquisas voltadas para psicologia, medição e percepção (TOWENSED,
SOLOMON, and SMITH, 2001) e aplicações em finanças (TRIVELLATO, 2013). No caso
paramétrico, a variedade de funções de densidade de probabilidade obtém uma topologia
Euclidiana a partir do espaço dos parâmetros naturais. Para o caso não paramétrico, o
maior desafio é definir uma topologia conveniente e uma noção de convergência. Pistone e
Sempi (PISTONE and SEMPI, 1995) foram os primeiros a formular uma rigorosa exten-
são de dimensão infinita para as famílias de exponenciais. Eles dotaram o conjunto Pµ de
todas as densidades de probabilidade, com uma estrutura de variedade de Banach expo-
nencial, usando espaços de Orlicz associados a uma função de Young (KRASNOSELl’SKI



14

and RUTICKI, 1961). Em um trabalho posterior (PISTONE and ROGANTIN, 1999),
mais propriedades das variedades estatísticas foram estudadas, especificamente com res-
peito a condição de ortogonalidade.

Assim como no caso paramétrico, em modelos não paramétricos as conexões
exponencial e mistura estão entre os objetos mais importantes. Para encontrar estas cone-
xões é necessário garantir a existência de arcos abertos. Usando a noção de convergência
exponencial, os autores em (GIBILISCO and PISTONE, 1998) investigaram essas cone-
xões. Neste trabalho os autores construíram as conexões exponencial e mistura no sentido
em que a relação entre elas é a mesma que no caso paramétrico. Uma abordagem diferente
foi usada em (GRASSELLI, 2010), na que o arco mistura foi adicionalmente estudado.
Além disso, (GRASSELLI, 2010) provou que duas densidades de probabilidade na mesma
vizinhança são conectadas por arcos mistura abertos se e somente se a diferença entre
suas varáveis aleatórias é limitada.

A variedade estatística exponencial foi estudada posteriormente em (CENA
and PISTONE, 2007), com outro sistema de cartas, o modelo estatístico E(p), chamado
de modelo exponencial maximal. Os autores de (CENA and PISTONE, 2007) provaram
que este modelo é o conjunto de todas as densidades positivas conectadas a uma dada
densidade positiva p por um arco exponencial e vice e versa. Este modelo exponencial
E(p) com os arcos exponencial e mistura abertos foram estudados mais recentemente em
(SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, 2017), em que propriedades de duali-
dade de modelos estatísticos foram provadas. Aplicações de geometria da informação não
paramétrica em Física estatística usando conexões por arcos foi estudada em (PISTONE,
2013a).

A generalização da variedade estatística exponencial tem sido um tópico ativo
de pesquisa nos últimos anos (ZHANG and HÄSTÖ, 2006). Em (PISTONE, 2009) foi
usada a κ-exponencial de Kaniadakis (KANIADAKIS, 2001) na construção de uma varie-
dade estatística. Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b) foi proposta uma ϕ-família
de distribuições de probabilidade Fϕc , que generaliza a família de exponencial E(p). Esta
generalização é baseada na substituição da função exponencial pela exponencial defor-
mada ϕ(·) que satisfaz algumas propriedades e fornece ao conjunto Pµ uma estrutura
de variedade de Banach, assim chamando variedade estatística generalizada. Em (PIS-
TONE, 2013b) uma revisão de Geometria da Informação não paramétrica com questões
específicas do conjunto infinito dimensional é fornecida. Neste trabalho, a deformada ex-
ponencial foi estudada com uma exponencial deformada definida em (NAUDTS, 2011) e
um espaço modelo foi construído de acordo com o proposto em (VIGELIS and CAVAL-
CANTE, 2013b).

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b) o conjunto Pµ foi dotado com
uma estrutura de C∞-variedade de Banach. Foi mostrado também que a função nor-
malizadora ψ é convexa e Gâteaux-diferenciável e uma generalização da divergência de
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Kullback-Leibler foi encontrada sendo denotada como ϕ-divergência. Em um outro tra-
balho (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a) os autores estudaram a condição ∆2 e suas
consequências nas ϕ-famílias. O comportamento da função normalizadora ψ próximo
ao bordo do seu domínio foi também estudado. Em (SOUZA, VIGELIS, and CAVAL-
CANTE, 2016) uma generalização da divergência de Rényi foi encontrada e uma geometria
induzida por essa divergência foi fornecida.

Nosso objetivo nesse trabalho é encontrar arcos que conectem duas densidades
de probabilidade na variedade estatística generalizada tanto arcos do tipo exponencial
quanto arcos do tipo mistura e provar propriedades que ocorrem com essas conexões.
Conseguimos construir e provar que estão bem definidas essas classes de arcos. Achamos
condições necessárias e suficientes para que a generalização da divergência de Rényi obtida
com a conexão por arcos, esteja bem definida. Estudamos o comportamento de ψ próximo
ao bordo do seu domínio, o que é um resultado relevante para a construção dos arcos
mistura generalizados.

1.2 Publicações decorrentes dessa tese

• Em (VIGELIS, ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017) encontramos uma condição
necessária e suficiente para a qual duas densidades de probabilidade na variedade
estatística generalizada podem ser conectadas por um ϕ-arco.
• Em (ANDRADE et al., 2017), considerando uma classe diferente de exponencial

deformada, ou seja, funções ϕ(·) que não satisfazem todas as condições da definição,
concluímos que a função normalizadora ψ próximo ao bordo do seu domínio se
comporta de forma diferente.
• Em (ANDRADE et al., 2018), definimos uma classe de arcos do tipo mistura na

variedade estatística generalizada, além disso, garantimos que para exponenciais
deformadas estritamente convexas, essa classe de arcos está bem definida.

Temos em processo de submissão os seguintes artigos:
• “Conditions for the Existence of a Generalization of Rényi Divergence” que encontra

uma condição sobre a exponencial deformada para a qual podemos generalizar a
divergência de Rényi.
• “A Family of Statistical Divergences Based on Quasiarithmetic Means”, em que

encontramos uma generalização para a entropia e divergência de Tsallis e provamos
a desigualdade de Pinsker.
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1.3 Organização da tese

A organização da tese é dada como segue. Na Seção 3 temos uma revisão ne-
cessária sobre os espaços de Musielak-Orlicz e a construção das ϕ-famílias de distribuições
de probabilidade. Na Seção 4, encontramos condições necessárias e suficientes para que
duas densidades de probabilidade sejam conectadas por um ϕ-arco, que pode ser visto
como um arco exponencial generalizado. Ainda nessa seção encontramos condições para
as quais a divergência de Rényi generalizada está bem definida. Encontramos também
os ϕ-arcos abertos e provamos que a componente conectada a uma distribuição é igual a
ϕ-família dessa distribuição. Na Seção 5 estudamos o comportamento da função norma-
lizadora ψ próximo ao bordo do seu domínio, quando supomos que uma das condições na
definição de exponencial deformada não ocorre. Na Seção 6 temos a construção de outra
classe de arcos que pode ser vistos como arcos que generalizam os arcos mistura. Para a
construção desses arcos utilizamos um ferramental de análise convexa, contido na Seção
6.1. Por fim, na Seção 7 temos nossas conclusões e perspectivas futuras.

2 VARIEDADES ESTATÍSTICAS EXPONENCIAIS

Nesta seção, vamos lembrar a construção das variedades estatísticas expo-
nenciais (PISTONE and SEMPI, 1995; GIBILISCO and PISTONE, 1998; PISTONE and
ROGANTIN, 1999; CENA and PISTONE, 2007; SANTACROCE, SIRI, and TRIVEL-
LATO, 2016) e alguns resultados conhecidos em espaços de Orlicz (KRASNOSELl’SKI
and RUTICKI, 1961), que são os espaços onde essas variedade estatísticas são modeladas.

2.1 Funções de Young e espaços de Orlicz

Seja (T,Σ, µ) o espaço de medida σ-finita e não atômica, ou seja, T um
conjunto de pontos e Σ é uma σ-álgebra de seus subconjuntos em que a σ-aditiva função
µ : Σ→ R+ é dada (ISNARD, 2007). Para entendermos o significado de espaço de medida
não atômica, é necessário saber a definição de átomo e de conjunto difuso.
Definição 2.1. Um conjunto A ∈ Σ é uma átomo para a medida µou um µ-átomo se
µ(A) > 0 e para cada B ⊂ A, B ∈ Σ, ou µ(B) = 0 ou µ(A−B) = 0.

Ou seja, um átomo é um conjunto mensurável com medida positiva e que não
tem nenhum subconjunto que tenha medida positiva. Um conjunto D ∈ Σ é um conjunto
difuso para µ se este conjunto não contém nenhum µ-átomo. Isto é, para 0 ≤ λ ≤ µ(D),
podemos encontrar um conjunto D1 ⊂ D, D ∈ Σ tal que µ(D1) = λ. Este conjunto D é
chamado de não atômico. Uma medida que não possui átomos é chamada não atômica,
caso contrário é chamada de medida atômica.

Seja Pµ a família de todas as medidas de probabilidade em T que são equiva-
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lentes a uma medida µ, denotado por:

Pµ =

{
p ∈ L0 : p > 0,

∫
T

pdµ = 1

}
,

em que L0 é o conjunto das funções mensuráveis definidas em T . Em (PISTONE and
SEMPI, 1995; GIBILISCO and PISTONE, 1998; PISTONE and ROGANTIN, 1999) o
conjunto Pµ foi dotado de uma estrutura de variedade de Banach, modelado em espaços
de Orlicz, que são espaços relacionados a funções de Young. Vamos lembrar a definição
e algumas propriedades de função de Young (RAO and REN, 1991). Além disso, vamos
ver alguns exemplos importantes para a construção das famílias de exponenciais.
Definição 2.2. Uma função de Young é uma função convexa Φ : R→ [0,∞] tal que
(i) Φ(0) = 0,
(ii) Φ(−x) = Φ(x),
(iii) limx→∞Φ(x) =∞.
Cada função Φ pode ser associada a uma outra função convexa Φ∗ : R→ [0,∞] que tem
propriedades similares e é definida por

Φ∗(y) = sup {x|y| − Φ(x); x ≥ 0} , y ∈ R,

e é chamada de função complementar de Φ. Segue da definição que Φ∗(0) = 0, Φ∗(−x) =

Φ∗(x) e limx→∞Φ∗(x) = ∞. O par (Φ,Φ∗) satisfaz a desigualdade de Fenchel-Young
(RAO and REN, 1991)

xy ≤ Φ(x) + Φ∗(y), x, y ∈ R.

Exemplo 2.3. A função Φ(x) = |x|a
a
, em que a > 1, claramente é uma função de Young.

Então, para b > 1 tal que 1
b

+ 1
a

= 1 a função Φ∗(y) = |y|b
b

é a complementar de Φ.
Um conceito importante para a teoria de espaços de Orlicz é o conceito de

funções de Young equivalentes.
Definição 2.4. Dizemos que duas funções de Young Φ1 a Φ2 são ditas equivalentes se
existe x0 > 0, e duas constantes positivas c1 < c2 tal que , ∀x ≥ x0,

Φ1(c1x) ≤ Φ2(x) ≤ Φ(c2x).

Proposição 2.5 ((RAO and REN, 1991, Poposição 2)). Se os pares de funções de Young
(Φ1,Φ

∗
1) e (Φ2,Φ

∗
2) são de tal forma que Φ∗i é a função complementar a Φi, i = 1, 2 e

Φ1(x) ≤ Φ2(x), para 0 ≤ x0 ≤ x. Então Φ∗2(y) ≤ Φ∗1(y) para todo y, 0 ≤ y0 ≤ y, em que
y0 = Φ′2(x0), a derivada de Φ2 em x = x0.

Como consequência da Proposição 2.5 se duas funções de Young são equiva-
lentes, suas funções complementares também o são. Vimos isso no exemplo a seguir.
Exemplo 2.6. A função Φ1(x) = cosh(x)-1 é uma função de Young, pois Φ(0) = 0,
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Φ(−x) = Φ(x) e limx→∞Φ(x) = ∞. A função Φ2(x) = e|x| − |x| − 1, é também uma
função de Young e temos que Φ1 e Φ2 são equivalentes. A função complementar de Φ1 é a
função de Young Φ∗1(y) =

∫ y
0

sinh−1(t)dt que por sua vez é equivalente a função de Young
Φ∗2(y) = (1 + |y|) log(1 + |y|)− |y|, que é a complementar da função Φ2.

Agora, lembraremos um pouco sobre espaços de Orlicz (RAO and REN, 1991,
Capítulo 3). Sejam Φ uma função de Young. O conjunto

LΦ(µ) =

{
f ∈ L0;

∫
T

Φ(αf)dµ <∞, para algum α > 0

}
(2.1)

é o espaço de Orlicz relativo a função de Young Φ. Espaços de Orlicz podem ser vistos
como generalizações dos espaços de Lebesgue, uma vez que para as funções de Young do
tipo Φ(x) = |x|a

a
, em que a > 1 os espaços de Orlicz LΦ são os espaços de Lebesgue La

(BOTELHO, PELLEGRINO, and TEIXEIRA, 2015; BREZIS, 2011). O espaço de Orlicz
(2.1) é um espaço vetorial (RAO and REN, 1991, Proposição 6) e é um espaço de Banach
com a norma de Luxemburgo (RAO and REN, 1991, Teorema 3)

NΦ(f) = inf

{
k > 0 :

∫
T

Φ

(
f

k

)
dµ ≤ 1

}
e com a norma de Orlicz

‖f‖Φ = sup

{∫
T

|fg|dµ;

∫
T

Φ∗ (|g|) dµ ≤ 1

}
,

em que Φ∗ é a função complementar de Φ. Além disso, as normas são equivalentes (RAO
and REN, 1991, Proposição 4).

Na próxima seção, vamos lembrar a construção das famílias de exponenciais,
como foi feito em (PISTONE and SEMPI, 1995) e estudado posteriormente em (GIBI-
LISCO and PISTONE, 1998; PISTONE and ROGANTIN, 1999; CENA and PISTONE,
2007; PISTONE, 2009; SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016).

2.2 Famílias de exponenciais

Em (PISTONE and SEMPI, 1995) o espaço de Orlicz relativo a função de
Orlicz Φ(u) = cosh x− 1 foi utilizado para a construção da estrutura diferenciável para a
variedade de medidas de probabilidades equivalentes Pµ. O espaço LΦ(p) é equivalente ao
conjunto de todas as funções u ∈ L0cuja função geradora de momento ûp(λ) = Ep

[
eλu
]
é

finita em uma vizinhança de 0, em que Ep[x] =
∫
T
xpdµ é a esperança de x. Para cada

função u ∈ L0 definimos o funcional gerador de momento

Mp(u) = Ep [eu] ,



19

e o funcional gerador de cumulante

Kp(u) = logMp(u). (2.2)

O funcional gerador de cumulante (2.2) é convexo, semicontínuo inferiormente, infinita-
mente Gâteaux-diferenciável no interior do seu domínio próprio (PISTONE and SEMPI,
1995, Proposição 2.5). Denotemos por Kp o interior do conjunto de todas as funções
u ∈ LΦ(p) cujo funcional gerador de momento Mp(u) é finito. Equivalentemente, a fun-
ção u ∈ LΦ(p) pertence a Kp se e somente se Mp(λu) é finito para todo λ em alguma
vizinhança de [0, 1]. O subespaço fechado de p-centrada variáveis aleatórias

Bp =
{
u ∈ LΦ(p) : Ep[u] = 0

}
,

é tomado sendo o espaço de Banach coordenado. O atlas da variedade é dado pela
aplicação (parametrização exponencial) ep : Bp → Ep, que aplica o conjunto Bp = Bp ∩Kp
à família exponencial Ep = ep (Bp) ⊂ Pµ, de acordo com

ep(u) = eu−Kp(u)p ∈ Pµ, para todo u ∈ Bp.

A aplicação ep é uma bijeção de Bp para sua imagem Ep = ep (Bp), cuja aplicação inversa
e−1
p : Ep → Bp pode ser expressada como

e−1
p (q) = log

(
p

q

)
− Ep

[
log

(
q

p

)]
, para q ∈ Ep,

e a aplicação de transição e−1
q ◦ ep : Bp → Bq, pode ser escrita como

e−1
q ◦ ep(u) = u+ log

(
p

q

)
− Ep

[
u+ log

(
q

p

)]
, para todo u ∈ Bp.

Desta forma, Pµ é dotado por uma estrutura de C∞-variedade de Banach, e as famílias
exponenciais Ep = ep (Bp) são os abertos cujo a união destes forma Pµ. Encontrar formas
mais gerais para as famílias de exponenciais tem sido objeto de pesquisa. Em (PISTONE,
2009), um modelo geométrico foi encontrado utilizando a κ-exponencial. O mesmo ocorre
em LOIZA and QUICENO (2013), mas desta vez a função utilizada foi a q-exponencial.

Na próxima seção, veremos como essas famílias exponenciais foram generali-
zadas a partir da substituição da função exponencial, por uma função exponencial defor-
mada.
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3 ESPAÇOS DE MUSIELAK-ORLICZ E ϕ-FAMÍLIAS

DE DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADE

Em (VIGELIS, 2011) ϕ-famílias de distribuições de probabilidades foram cons-
truídas, usando subconjuntos dos espaços de Musielak-Orlicz como conjuntos de coorde-
nadas. Nesta seção vamos relembrar algumas propriedades dos espaços de Musielak-Orlicz
e a construção das ϕ-famílias.

3.1 Espaços de Musielak-Orlicz

Seja (T,Σ, µ) um espaço de medida. Seja X ⊆ T , dizemos que uma deter-
minada propriedade vale µ-q.t.p. em X, isto é em quase toda parte em X em relação a
medida µ, se existe um conjunto A ⊆ X, em que µ(A) = 0, tal que a propriedade em
questão vale para todo x ∈ X−A. Entendemos assim, que o conjunto onde a propriedade
não vale tem medida µ nula. Podemos dizer também que a propriedade vale para quase
todo ponto de X. Quando X = T , então dizemos que a propriedade vale µ-q.t.p.. Uma
função Φ : T × [0,∞] é dita ser uma função de Musielak-Orlicz se as seguintes condições
forem satisfeitas (MUSIELAK, 1983, Definição 7.1):
(i) Φ(t, ·) é convexa e semicontínua inferiormente para µ-q.t.p. t ∈ T ;
(ii) Φ(t, 0) = limu↓0 Φ(t, u) = 0 e Φ(t,∞) = limu↑∞Φ(t, u) =∞ para µ-q.t.p. t ∈ T , e;
(iii) Φ(·, u) é mensurável para todo u ≥ 0.
Uma função de Musielak-Orlicz Φ é dita ser uma função de Orlicz se Φ(t, u) = Φ(u) é
independente da variável t . Pela continuidade de Φ(t, ·), a função Φ(t, ·) não é igual a 0

ou ∞ no intervalo (0,∞). Equivalentemente, denotando

aΦ(t) = sup{u ≥ 0 : Φ(t, u) = 0}, e (3.1)

bΦ(t) = sup{u ≥ 0 : Φ(t, u) <∞}, (3.2)

então aΦ(t) <∞ e bΦ(t) > 0. Pela convexidade de Φ(t, ·), a função Φ(t, ·) é contínua para
u ∈ (0, bΦ(t)).

A função complementar Φ∗ : T × [0,∞]→ [0,∞] à função de Musielak-Orlicz
Φ é definida como

Φ∗(t, v) = sup
u≥0

(uv − Φ(t, u)), para todo v ≥ 0, (3.3)

i. e., Φ∗(t, ·) é a Fenchel-conjugada de Φ(t, ·). A função complementar Φ∗ é também uma
função de Musielak-Orlicz, ou seja satisfaz as condições (i)-(iii) na definição de função de
Musielak-Orlicz (VIGELIS, 2011). A função complementar de Φ∗ é a função de Musielak-



21

Orlicz Φ. De fato, segue de (ROCKAFELLAR, 1970, Teorema 12.2) que uma função
própria é igual a sua biconjugada (Fenchel-conjugada da Fenchel-conjugada) se e somente
se a função é convexa e semicontínua inferiormente, o que segue da definição de função
de Musielak-Orlicz. Em outras palavras:

Φ(t, u) = sup
v≥0

(uv − Φ∗(t, v)), para todo u ≥ 0.

Seja L0 o espaço de todas as funções reais mensuráveis em T . Dada uma função
de Musielak-Orlicz Φ, denotamos o funcional IΦ(u) =

∫
T

Φ(t, |u(t)|)dµ, para qualquer
u ∈ L0. O espaço de Musielak-Orlicz, a classe de Musielak-Orlicz e o espaço Morse-
Transue, são definidos, respectivamente por :

LΦ = {u ∈ L0 : IΦ(λu) <∞ para algum λ > 0},

L̃Φ = {u ∈ L0 : IΦ(u) <∞}

e
EΦ = {u ∈ L0 : IΦ(λu) <∞ para todo λ > 0}.

Claramente, EΦ ⊂ L̃Φ ⊂ LΦ. O espaço de Musielak-Orlicz é um espaço de Banach quando
é equipado com a norma de Luxemburgo dada por (MUSIELAK, 1983, Teorema 7.7)

‖u‖Φ = inf
{
λ > 0 : IΦ

(u
λ

)
≤ 1
}
,

ou com a norma de Orlicz, representada por

‖u‖Φ,0 = sup

{∣∣∣∣∫
T

uvdµ

∣∣∣∣ : v ∈ L̃Φ∗ e IΦ∗(v) ≤ 1

}
.

Estas normas são equivalentes e as desigualdades ‖u‖Φ ≤ ‖u‖Φ,0 ≤ 2‖u‖Φ acontecem para
todo u ∈ LΦ(MUSIELAK, 1983).
Definição 3.1. Sejam Φ e Ψ funções de Musielak-Orlicz. Escrevemos Ψ � Φ ou Φ � Ψ

se existem constantes α, λ > 0, e uma função não-negativa f ∈ L̃Φ para as quais a
desigualdade

αΨ(t, u) ≤ Φ(t, λu), para todo u > f(t), (3.4)

é satisfeita. Usaremos a notação Φ ∼ Ψ para denotar que Ψ � Φ e Ψ � Φ.
Queremos provar que Ψ � Φ se e somente se Φ∗ � Ψ∗, em que Φ∗ e Ψ∗ são as

funções complementares de Φ e Ψ, respectivamente.
Proposição 3.2 ((VIGELIS, 2011, Proposição 2.3)). Sejam Φ e Ψ funções de Musielak-
Orlicz. Supondo que, para constantes α, λ > 0, existe uma função integrável h : T →
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[0,∞) tal que
αΨ(t, u) ≤ Φ(t, λu) + h(t), para todo u≥0. (3.5)

Então, para constantes α′ ∈ (0, α) e λ′ = λ, ou α′ = α e λ′ > λ, uma função não negativa
f ∈ L̃Ψ pode ser encontrada tal que

α
′
Ψ(t, u) ≤ Φ(t, λ

′
u), para todo u > f(t). (3.6)

Demonstração. Seja Ψ−1(t, ·) denote a inversa contínua à esquerda de Ψ(t, ·), a qual pode
ser expressada por

Ψ−1(t, v) =


aΨ(t), para v = 0

Ψ−1(t, v), para 0 < v ≤ Ψ(t, bΨ(t)),

bΨ(t), para Ψ(t, bΨ(t)) < v.

A função Ψ−1(t, ·) satisfaz a inequação Ψ(t,Ψ−1(t, v)) ≤ v e Ψ(t, u) ≥ v, para todo v ≥ 0,
e qualquer u > Ψ−1(t, v). Fixado qualquer α′ ∈ (0, α), definimos f(t) = Ψ−1(t, h(t)/(α−
α′)). Claramente, f ∈ L̃Ψ. Tendo em vista (3.5), temos α′Ψ(t, u) = Φ(t, λu) = ∞ para
qualquer u > bΨ(t). Desde que h(t) ≤ (α−α′)Ψ(t, u) <∞, para qualquer u ∈ (f(t), bΨ(t)),
podemos escrever

α′Ψ(t, u) ≤ Φ(t, λu) + h(t)− (α− α′)Ψ(t, u) ≤ Φ(t, λu). (3.7)

Pela continuidade à esquerda de Ψ(t, ·) e Φ(t, ·), a inequação α′Ψ(t, u) ≤ Φ(t, λ′u) é
satisfeita para u ∈ (f(t), bΨ(t)]. Consequentemente (3.6) segue para qualquer α′ ∈ (0, α)

e λ′ = λ.
Agora seja α′ = α e λ′ > λ. Pelo argumento usado anteriormente, podemos

encontrar uma função não negativa f ∈ L̃Ψ tal que

λ

λ′
αΨ(t, u) ≤ Φ(t, λu), para todo u > f(t).

Então, para qualquer u > f(t), podemos escrever

αΨ(t, u) =
λ′

λ

(
λ

λ′
α

)
Ψ(t, u) ≤ λ′

λ
Φ(t, λu) ≤ Φ(t, λ′u),

o que termina a prova.

Lema 3.3 ((VIGELIS, 2011, Lema 2.5)). Sejam Φ∗ e Ψ∗as funções complementares das
funções de Musielak-Orlicz Φ e Ψ, respectivamente. Supondo que, para constantes α,
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λ > 0, existe uma função não negativa f ∈ L̃Ψtal que

αΨ(t, u) ≤ Φ(t, λu), para todo u > f(t). (3.8)

Então, para constantes α′ = 1
α
e λ′ > λ

α
, ou α′ ∈ (0, 1

α
) e λ′ = λ

α
, uma função não negativa

g ∈ L̃Φ∗ pode ser encontrada tal que

α
′
Φ∗(t, v) ≤ Ψ∗(t, λ

′
v), para todo v > g(t). (3.9)

Demonstração. Definindo a função h(t) = Ψ(t, f(t)), podemos escrever

αΨ(t, u) ≤ Φ(t, λu) + αh(t), para todo u ≥ 0.

Calculando a Fenchel-conjugada das funções na inequação acima, obtemos

1

α
Φ∗(t, v) ≤ Ψ∗

(
t,
λ

α
v

)
+ h(t), para todo v ≥ 0.

A partir da Proposição 3.2, inferimos que (3.9) é satisfeita.

Provamos assim, com o Lema 3.3 o seguinte corolário.
Corolário 3.4. Sejam Ψ e Φ funções de Musielak-Orlicz e Ψ∗ e Φ∗ suas complementares.
EntãoΨ � Φ se e somente se Φ∗ � Ψ∗.

Agora, vamos falar sobre duas condições importantes na teoria dos espaços de
Musielak-Orlicz, a ∆2-condição e a ∇2-condição.
Definição 3.5. Uma função de Musielak-Orlicz é dita satisfazer a ∆2-condição, ou per-
tencer a ∆2-classe (Φ ∈ ∆2) se podemos encontrar uma função não-negativa f ∈ L̃Φ e
uma constante α > 0 tal que

αΦ(t, u) ≤ Φ
(
t,

1

2
u
)
, para todo u ≥ f(t), e µ-q.t.p. t ∈ T. (3.10)

Quando a função de Musielak-Orlicz Φ satisfaz a ∆2-condição, então IΦ(u) <

∞ para cada u ∈ LΦ (MUSIELAK, 1983). Neste caso EΦ, L̃Φ e LΦ são iguais como
conjuntos. Além disso, se a função de Musielak-Orlicz não satisfaz a ∆2-condição, então
o conjunto EΦ é um subconjunto próprio de LΦ.
Proposição 3.6. Toda função de Musielak-Orlicz Φ que satisfaz a ∆2-condição é de valor
finito.

Demonstração. Supondo que a função Φ não é valor finito, ou seja, que bΦ(t) <∞ obtemos
∞ = αΦ(t, u) > Φ(t, 1

2
u) para todo bΦ(t) < u < 2bΦ(t), o que implica que Φ não satisfaz

a ∆2-condição.

Definição 3.7. Uma função de Musielak-Orlicz é dita satisfazer a ∇2-condição, ou per-
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tencer a ∇2-classe (Φ ∈ ∇2) se podemos encontrar uma constante γ > 1 e uma função
não-negativa f ∈ L̃Φ tal que

2γΦ(t, u) ≤ Φ
(
t, γu

)
, para todo u > f(t). (3.11)

Proposição 3.8. Seja Φ uma função de Musielak-Orlicz que satisfaz a ∇2-condição,
então limu→∞

Φ(t,u)
u

=∞.

Demonstração. Reescrevendo (3.11) como

Φ(t, u)

u
≤ 1

2

Φ (t, γu)

γu
, para todo u > f(t),

concluímos que

lim
u→∞

Φ(t, u)

u
≤ 1

2
lim
u→∞

Φ(t, u)

u
.

Consequentemente limu→∞
Φ(t,u)
u

=∞. Além disso temos,

lim
u→∞

Φ(t, u)

u
= lim

u→∞
Φ′−(t, u) = lim

u→∞
Φ′+(t, u) =∞.

Podemos dizer que a função de Musielak-Orlicz Φ que satisfaz a ∆2-condição,
não aumenta mais rapidamente que funções exponenciais. Como podemos ver na Figura
3.1, as funções Φ1(u) = (1 + u) ln(1 + u) − u e Φ2(u) = u2

2
, satisfazem a ∆2-condição e

não aumentam mais rapidamente que a função Φ3(u) = exp(u)− 1, que por sua vez não
satisfaz a ∆2-condição.

Agora vamos entender o comportamento de uma função de Musielak-Orlicz Φ

que satisfaz a ∇2-condição. Para entendermos, precisamos de um resultado que envolve
a função de Musielak-Orlicz Φ, sua complementar Φ∗ e as duas condições. Para provar
esse resultado faremos uso do seguinte lema.
Lema 3.9 ((VIGELIS, 2011, Lema 2.9)). A ∆2-condição é equivalente à afirmação que,
para cada λ ∈ (0, 1), existe uma constante αλ ∈ (0, 1), e uma função não negativa fλ ∈
L̃Φtal que

αλΦ(t, u) ≤ Φ(t, λu), para todo u > fλ(t). (3.12)

A ∇2-condição é equivalente à afirmação que, para qualquer λ ∈ (0, 1), existe uma cons-
tante γλ > 1, e uma função não negativa fλ ∈ L̃Φ tal que

γλΦ(t, u) ≤ Φ(t, λγλu), para todo u > fλ(t). (3.13)

Demonstração. Suponha que (3.10) ocorre. Se o número natural n ≥ 1 é tal que 2−n ≤ λ,
então αnΦ(t, u) ≤ Φ(t, 2−nu) ≤ Φ(t, λu), para todo u > 2n−1f(t). Por outro lado, se Φ



25

Figura 1 – Comportamento das funções em relação a ∆2-condição.

Fonte: Próprio Autor.

satisfaz (3.12) e o número natural n ≥ 1 é escolhido tal que λn ≤ 1
2
, então αnλΦ(t, u) ≤

Φ(t, λnu) ≤ Φ(t, 1
2
u), para todo u > λ−n+1fλ(t).

Assumindo que (3.11) é satisfeita. Seja n ≥ 1 um número natural tal que 2−n ≤
λ. Então γnΦ(t, u) ≤ Φ(t, 2−nγnu) ≤ Φ(t, λγnu) , para todo u > f(t). Reciprocamente,
se (3.13) ocorre e o número natural n ≥ 1 é escolhido tal que λn ≤ 1

2
, então γnλΦ(t, u) ≤

Φ(t, λnγnλu) ≤ Φ(t, 1
2
γnλu) para todo u > f(t).

Chegamos ao resultado que queremos.
Teorema 3.10. Uma função de Musielak-Orlicz Φ satisfaz a ∆2-condição se, e somente
se, sua função complementar Φ∗ satisfaz a ∇2-condição.

A demonstração do teorema segue dos Lemas 3.3 e 3.9.
Assim uma função de Musielak-Orlicz Φ∗ satisfaz a ∇2-condição se sua função

complementar Φ satisfaz a ∆2-condição. Temos portanto, que as funçõesΦ∗1(u) = exp(u)−
u− 1 e Φ∗2(u) = u2

2
, satisfazem a ∇2-condição, uma vez que suas complementares Φ1(u) =

(1 + u) ln(1 + u)− u e Φ2(u) = u2

2
, respectivamente, satisfazem a ∆2-condição. Podemos

observar na Figura 3.2 o comportamento das funções e temos que a função Φ1(u) =

(1 + u) ln(1 + u)− u, não satisfaz a ∇2-condição.
Vemos assim que existem funções como, por exemplo, Φ2(u) = u2

2
que satisfaz

ambas as condições e existem funções como Φ∗1(u) = exp(x) − x − 1, que satisfaz a ∇2-
condição e não satisfaz a ∆2-condição. Funções como Φ∗1(u) = exp(x) − x − 1, serão
importantes para o nosso estudo.

O espaço dual de LΦ, é denotado por
(
LΦ
)∗ e é representado da seguinte forma

(MUSIELAK, 1983; HUDZIK and ZBASZYNIAK, 1997; VIGELIS and CAVALCANTE,
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Figura 2 – Comportamento das funções em relação a ∇2-condição.

Fonte: Próprio Autor.

2014): (
LΦ
)∗

= LΦ∗ ⊕
(
LΦ
)∼
s
,

em que LΦ∗ é o conjunto dos funcionais contínuos em ordem e
(
LΦ
)∼
s
é o conjunto formado

pelas componentes singulares. Se a função de Musielak-Orlicz Φ ∈ ∆2 então todo funcional
em
(
LΦ
)∗ é contínuo em ordem e é representado por

fv∗(u) :=

∫
T

uv∗dµ, for all u ∈ LΦ, (3.14)

caso contrário, se Φ /∈ ∆2 podem existir funcionais f em
(
LΦ
)∗ que podem ser unicamente

expressados como
f = fc + fs, (3.15)

no qual fc é a componente contínua em ordem e fsé a componente singular.
Outro resultado importante para este trabalho é o resultado sobre mergulhos

entre espaços de Musielak-Orlicz e entre classes de Musielak-Orlicz. Se faz importante
uma lema antes da proposição que trata dos mergulhos.
Lema 3.11 ((MUSIELAK, 1983, Lema 8.3)). Considere uma medida não atômica e σ-
finita µ. Se {un} é uma sequência de funções mensuráveis, não negativas e de valor finito,



27

e {αn} é uma sequência de números reais positivos tais que∫
T

undµ ≥ 2nαn, para todo n ≥ 1,

então podemos encontrar, uma sequência crescente de números naturais {ni} e uma
sequência {Ai} de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois, tais que∫

Ai

unidµ = αni , para todo i ≥ 1.

Proposição 3.12 ((MUSIELAK, 1983, Teorema 8.4)). Seja Φ e Ψ duas funções de
Musielak-Orlicz. Então L̃Φ ⊆ L̃Ψse, e somente se, existe uma constante α > 0 e uma
função não negativa f ∈ L̃Ψ tal que

αΨ(t, u) ≤ Φ(t, u), para todo u > f(t).

Além disso, LΦ ⊂ LΨ se, e somente se, existem constantes α, λ > 0 e uma função não
negativa f ∈ L̃Ψ tal que

αΨ(t, u) ≤ Φ(t, λu), para todo u > f(t).

Na próxima seção, lembraremos como foram construídas as ϕ-famílias de dis-
tribuições de probabilidade, que são generalizações das famílias de exponenciais, substi-
tuindo a função exponencial por uma exponencial deformada.

3.2 ϕ-famílias de distribuições de probabilidades

As ϕ-famílias de distribuições de probabilidade foram propostas em (VIGELIS
and CAVALCANTE, 2013b). Enquanto as famílias exponenciais são baseadas na função
exponencial, as ϕ-famílias são baseadas em funções exponenciais deformadas.
Definição 3.13. Uma exponencial deformada é uma função ϕ : R→ (0,∞) que satisfaz
as seguintes propriedades:c
(a1) ϕ(·) é convexa,
(a2) limu→−∞ ϕ(u) = 0 e limu→∞ ϕ(u) =∞,
(a3) Existe uma função mensurável u0 : T → (0,∞) tal que∫

T

ϕ(c+ λu0)dµ <∞, para todo λ > 0,

para uma função mensurável c : T → R tal que
∫
T
ϕ(c)dµ = 1.

Em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016, Lema 1), foi mostrado que a restrição∫
T
ϕ(c)dµ = 1 pode ser trocada por

∫
T
ϕ(c)dµ < ∞. Assim, a condição (a3) pode ser
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reescrita como:
(a3’) Existe uma função mensurável u0 : T → (0,∞) tal que∫

T

ϕ(c+ λu0)dµ <∞, para todo λ > 0,

para uma função mensurável c : T → R tal que
∫
T
ϕ(c)dµ <∞.

Assim, (a3) e (a3’) são equivalentes.
Existem muitos exemplos de funções que satisfazem (a1) - (a3), ou seja, de

funções exponenciais deformadas. Um exemplo relevante é a função exponencial ϕ(x) =

exp(x) que satisfaz (a1) - (a3) para u0 = 1T . Outro exemplo é a κ-exponencial de
Kaniadakis (KANIADAKIS, 2001).
Exemplo 3.14. A κ-exponencial de Kaniadakis expk : R → (0,∞) para κ ∈ [−1, 1] é
definida como

expκ(u) =


(
κu+

√
1 + κ2u2

) 1
κ , if κ 6= 0,

exp(u) if κ = 0.

A inversa de expκé o κ-logaritmo de Kaniadakis, dada por

lnκ(u) =

uκ−u−κ
2κ

, if κ 6= 0,

ln(u) if κ = 0.

Pode ser facilmente notado que a κ-exponencial satisfaz (a1) - (a3) (SOUZA, VIGELIS,
and CAVALCANTE, 2016; VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b).

Uma razão para a escolha da definição da exponencial deformada satisfazendo
(a1)-(a3) é que existem também funções que satisfazem (a1) e (a2), mas não satisfazem
(a3’). Um exemplo foi dado em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016, Exemplo
2):

ϕ(u) =

e(u+1)2/2, u ≥ 0,

e(u+1/2), u ≤ 0.
(3.16)

Claramente limu→−∞ ϕ(u) = 0 e limu→∞ ϕ(u) =∞. Foi mostrado em (SOUZA, VIGELIS,
and CAVALCANTE, 2016) que existem funções c : T → R e u0 : T → (0,∞) tal que∫
T
ϕ(c)dµ <∞, mas

∫
T
ϕ(c+ u0)dµ =∞. A função (3.16) é uma exponencial deformada

como discutida em (NAUDTS, 2011).
O fato de a função ϕ satisfazer a condição (a3) e (a3’) é o ponto chave para

a nossa pesquisa. Dizer que uma função ϕ não satisfaz a condição (a3) ou (a3’), é dizer
que para uma função c : T → R existe uma função u0 : T → (0,∞) tal que∫

T

ϕ(c+ λu0)dµ <∞, para todo λ > 0,
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para uma outra função c̃ : T → (0,∞) para a mesma função u0, podemos ter∫
T

ϕ(c̃+ λu0)dµ =∞, para algum λ > 0.

Definindo a função de Musielak-Orlicz a partir da exponencial deformada ϕ

Φc(t, u) = ϕ(t, c(t) + u)− ϕ(t, c(t)), (3.17)

para uma função mensurável c : T → R tal que ϕ(c(t)) é µ-integrável, foi definida em
(VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b). Assim, os conjuntos LΦc , L̃Φc e EΦc são deno-
tados, respectivamente, por Lϕc , L̃ϕc e Eϕ

c , quando a função Φc é dada por (3.17). Desde
que ϕ(t, c(t)) é µ-integrável, o espaço de Musielak-Orlicz Lϕc corresponde ao conjunto de
todas as funções u ∈ L0 para as quais ϕ(t, c(t) +λu(t)) é µ-integrável para todo λ contido
em alguma vizinhança de 0.

Seja Kϕc o conjunto de todas as funções tal que ϕ(t, c(t) +λu(t)) é µ-integrável
para cada λ em uma vizinhança de [0, 1]. In (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema
2) foi provado que Kϕc é um subconjunto aberto de Lϕc . Para u ∈ Kϕc a função ϕ(c + u)

não necessariamente está em Pµ. A função normalizadora ψ : Kϕc → R é introduzida com
a finalidade de fazer a densidade

ϕ(c+ u− ψ(u)u0), (3.18)

estar contida em Pµ, para qualquer u ∈ Kϕc . Essa função ψ, pode ser vista como uma
generalização do funcional gerador de cumulantes(2.2). Para uma função u ∈ Kϕc , existe
um único ψ(u) ∈ R para o qual ϕ(c+ u− ψ(u)u0) ∈ Pµ (VIGELIS and CAVALCANTE,
2013b, Proposição 3).

A função ψ : Kϕc → R pode assumir valores positivos e negativos. Então, seja
o subespaço fechado

Bϕ
c =

{
u ∈ Lϕc :

∫
T

uϕ′+(c)dµ = 0

}
, (3.19)

em que ϕ′+(t, ·) é a derivada à direita de ϕ(t, ·), e seja o conjunto Bϕc = Kϕc ∩ Bϕ
c . Pela

convexidade de ϕ, temos que ψ(u) ≥ 0, para u ∈ Bϕc . Assim temos a parametrização
ϕc : Bϕc → Fϕc , em que Fϕc = ϕc(Bϕc ) ⊆ Pµ de acordo com (3.18). Claramente, temos
Pµ =

⋃
{Fϕc : ϕ(c) ∈ Pµ} e tomando o domínio da parametrização no conjunto fechado

Bϕ
c , temos que a aplicação ϕc é uma bijeção e consequentemente uma densidade q =

ϕ(c+ u− ψ(u)u0) é representada de maneira única.
Sejam ϕc1 : Bϕc1 → F

ϕ
c1

e ϕc1 : Bϕc1 → F
ϕ
c1

parametrizações. A aplicação de
transição

ϕ−1
c2
◦ ϕc1 : ϕ−1

c1

(
Fϕc1 ∩ F

ϕ
c2

)
→ ϕ−1

c2

(
Fϕc1 ∩ F

ϕ
c2

)
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expressada como

ϕ−1
c2
◦ ϕc1(w) = c1 − c2 + w −

∫
T

(c1 − c2 + w)ϕ′+(c2)dµ∫
T
u0ϕ′+(c2)dµ

u0, (3.20)

é de classe C∞, se mostrarmos que w e c1 − c2 pertencem a Lϕc2 e que os espaços Lϕc1 e
Lϕc2 tem normas equivalentes. A seguir vamos garantir que c1− c2 pertence a Lϕc2 e que os
espaços Lϕc1 e Lϕc2 são iguais como conjuntos.
Proposição 3.15 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Proposição 4)). Assumindo
que as funções mensuráveis c1, c2 : T → R satisfazem

∫
T
ϕ(t, c1(t))dµ <∞ e

∫
T
ϕ(t, c2(t))dµ <

∞. Então Lϕc1 ⊆ Lϕc2 se e somente se c1 − c2 ∈ Lϕc2.

Demonstração. Supondo que c1− c2 não pertence a Lϕc2 . Seja A = {t ∈ T : c1(t) < c2(t)}.
Para λ ∈ [0, 1], temos∫

T

ϕ(c2 + λ(c1 − c2))dµ =

∫
T\A

ϕ (c2 + λ(c1 − c2)) dµ+

∫
A

ϕ (c2 + λ(c1 − c2)) dµ

≤
∫
T\A

ϕ (c2 + (c1 − c2)) dµ+

∫
A

ϕ(c1)dµ

≤
∫
T

ϕ(c1)dµ+

∫
T

ϕ(c2)dµ <∞.

Desde que c1 − c2 /∈ Lϕc2 , para qualquer λ > 0, ocorre
∫
T
ϕ(c2 − λ(c1 − c2))dµ = ∞. A

partir de∫
T

ϕ (c2 − λ(c1 − c2)) dµ =

∫
T\A

ϕ (c2 − λ(c1 − c2)) dµ+

∫
A

ϕ(c2 − λ(c1 − c2))dµ

≤
∫
A

ϕ (c2 + λ(c1 − c2)) dµ,

vemos que (c2 − c1)1A não pertence a Lϕc2 . Claramente, (c2 − c1)1A ∈ Lϕc1 . Consequente-
mente, Lϕc1 não está contido em Lϕc2 .

Reciprocamente, assuma que c1 − c2 ∈ Lϕc2 . Seja w uma função qualquer em
Lϕc1 . Podemos encontrar ε > 0 tal que

∫
T
ϕ(c1 + λw)dµ < ∞, para cada λ ∈ (−ε, ε).

Considere a função convexa

g(α, λ) =

∫
T

ϕ(c+ α(c1 − c2) + λw)dµ.

Esta função é finita para λ = 0 e α no intervalo (−η, 1], para algum η > 0. Além disso,
g(1, λ) é finito para cada λ ∈ (−ε, ε). Pela convexidade de g, vemos que g é finito no
invólucro convexo do conjunto 1× (−ε, ε) ∪ (−η, 1]× 0. Podemos encontrar que g(0, λ) é
finito para cada λ em alguma vizinhança de 0. Consequentemente, w ∈ Lϕc2 . Desde que
w ∈ Lϕc2 é arbitrário, segue a inclusão Lϕc1 ⊆ Lϕc2 .
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Lema 3.16. Se uma função u pertence a Kϕc e denotamos c̃ = c + u− ψ(u)u0, então os
espaços são iguais como conjuntos.

Demonstração. A inclusão Lϕc ⊆ Lϕc̃ segue da Proposição 3.15. Desde que u ∈ Kϕc , temos∫
T

ϕ(c̃+ λu)dµ ≤
∫
T

ϕ(c+ (1 + λ)u)dµ <∞,

para cada λ na vizinhança de 0. Assim, c− c̃ = −u+ψ(u)u0 pertence a Lϕc̃ . Da Proposição
3.15, obtemos Lϕc̃ ⊆ Lϕc .

Temos que Lϕc1 e Lϕc2 são iguais como conjuntos e por (MUSIELAK, 1983,
Teorema 8.5) suas normas são equivalentes. Como em (3.20) a função w ∈ Lϕc2 e pelo
Lema 3.16, temos que c1 − c2 está em Lϕc2 . Consequentemente a aplicação de transição é
de classe C∞. Outro resultado importante na construção das ϕ-famílias é provar que as
ϕ-famílias Fϕc são maximais no sentido que se duas ϕ-famílias Fϕc1 e Fϕc2 tem interseção
diferente do vazio, então elas coincidem.
Lema 3.17. Para uma função u ∈ Bϕdenote c̃ = c+ u− ψ(u)u0. Então Fϕc = Fϕc̃ .

Demonstração. Seja v uma função em Bϕ. Então existe ε > 0 tal que , para cada λ ∈
(−ε, 1+ε),

∫
T
ϕ(c+λv+(1−λ)u)dµ <∞. Consequentemente, ϕ(c̃+λ(v−u)) é µ-integrável

para todo λ ∈ (−ε, 1 + ε). Assim, a diferença v − u está em Kϕc̃ e

w = v − u−
∫
T

(v − u)ϕ′+(c̃)dµ∫
T
u0ϕ′+(c̃)dµ

u0

pertence a Bϕc̃ . Seja ψ̃ : Bϕc̃ → [0,∞) a função de normalização associada a c̃. Então a
densidade de probabilidade ϕ(c̃+w−ψ̃(u)u0) está em Fϕc̃ . Esta densidade de probabilidade
pode ser expressa como ϕ(c+v−ku0) para uma constante k. Pelo fato de existir um único
ψ(u) ∈ R tal que a densidade de probabilidade ϕ(c + v − ψ(v)u0) está em Fϕc . Portanto
Fϕc ⊆ F

ϕ
c̃ . Usando argumentos análogos podemos obter Fϕc̃ ⊆ Fϕc .

Provando assim que Pµ é equipado com uma estrutura C∞-diferenciável.
A função normalizadora ψ : Kϕc → R é convexa (VIGELIS and CAVAL-

CANTE, 2013b). Assumindo que ϕ é continuamente diferenciável a função normaliza-
dora é Gâteaux-diferenciável e a expressão para a Gâteaux derivada é (VIGELIS and
CAVALCANTE, 2013b)

∂ψ(u)v =

∫
T
vϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ∫

T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

, (3.21)

com u ∈ Kϕc e v ∈ Lϕc .
Utilizando a função normalizadora ψ uma divergência, baseada na divergên-

cia de Bregman associada a função normalizadora, foi encontrada. Divergência também
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conhecida com ϕ-divergência e dada pela expressão

D(p‖q) =

∫
T

ϕ−1(p)−ϕ−1(q)
(ϕ−1)′(p)

dµ∫
T

u0ϕ′(c)dµ
.

Esta divergência tem como um caso especial a divergência de Kullback-Leibler, quando
ϕ(u) = exp(u) e u0 = 1.

Uma propriedade importante aos estudos dos espaços de Musielak-Orlicz é a
condição ∆2. Vamos lembrar um pouco e ver algumas propriedades provadas em (VIGE-
LIS and CAVALCANTE, 2013a) sobre essa condição e as ϕ-famílias de distribuição de
probabilidades.

Seja a função de Musielak-Orlicz dada por:

Φc(t, u) = ϕ(t, c(t) + u)− ϕ(t, c(t)), (3.22)

em que a função exponencial deformada ϕ(·) satisfaz as condições (a1)-(a3’) da Definição
(3.18). Lembramos que, a função Φc satisfaz a condição ∆2 ou Φc ∈ ∆2 se uma constante
K > 0 e uma função não negativa f ∈ L̃ϕc pode ser encontrada tal que

αΦc(t, 2u) ≤ Φc

(
t, u
)
, para todo u ≥ f(t), e µ-q.t.p. t ∈ T. (3.23)

Sabemos também que, se Φc ∈ ∆2, então
∫
T
ϕ(c + u)dµ < ∞ para todo

u ∈ Lϕc , neste caso, Eϕ
c = Lϕc = L̃ϕc , ou seja são iguais como conjuntos. Por outro lado

se Φc não satisfaz a condição então Eϕ
c é um subespaço próprio de Lϕc , assim como L̃ϕc

(MUSIELAK, 1983, Observação 7.3). Alguns resultados sobre a condição ∆2 e a ϕ-família,
foram provados em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a).
Proposição 3.18 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposição 2)). Dada qualquer
exponencial deformada ϕ, podemos encontrar uma função mensurável c : T → R em que∫
T
ϕ(c)dµ = 1 tal que a função de Musielak-Orlicz Φc(t, u(t)) = ϕ(t, c(t) + u)− ϕ(t, c(t))

não satisfaz a condição ∆2.

Demonstração. Sejam A e B dois conjuntos mensuráveis disjuntos satisfazendo 0 <

µ(A) <∞ e 0 < µ(B) <∞. Fixada qualquer função mensurável c̃ tal que
∫
T
ϕ(c̃)dµ = 1,

tomemos qualquer função não integrável f suportada em A tal que ϕ(c̃)1A ≤ f1A < ∞.
Seja u : T → [0,∞) seja uma função mensurável suportada emA tal que ϕ(c̃+u)1A = f1A.
Se β > 0 é tal que∫

T

ϕ(c̃− u)1Adµ+ βµ(B) +

∫
T

ϕ(c̃)1T\(A∪B)dµ = 1,
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então definimos
c = (c̃− u)1A + c̄1B + c̃1T\(A∪B),

em que c̄ : T → R é uma função mensurável suportada em B tal que ϕ(t, c̄(t)) = β, para
µ-q.t.p. t ∈ B. Pelo fato de que a função u é suportada em A, podemos escrever∫

T

ϕ(c+ u)dµ =

∫
T

ϕ(c̃)1Adµ+

∫
T

ϕ(c̄)1Bdµ+

∫
T

ϕ(c̃)1T\(A∪B)dµ <∞.

Por outro lado, desde que f é não integrável, temos∫
T

ϕ(c+ 2u)dµ >

∫
T

ϕ(c̃+ u)1Adµ =

∫
T

f dµ =∞.

Portanto, a função de Musielak-Orlicz Φc não satisfaz a condição ∆2.

Proposição 3.19 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposiçao 3)). Seja b : T →
R uma função mensurável tal que

∫
T
ϕ(b)dµ = 1. Então Lϕb ⊆ Lϕc para cada função

c : T → R tal que
∫
T
ϕ(c)dµ = 1 se, e somente se, a função de Musielak-Orlicz Φc(t, u) =

ϕ(t, b(t) + u)− ϕ(t, b(t)) satisfaz a ∆2-condição.
O resultado principal em relação a condição ∆2 e as ϕ-famílias de distribuições

de probabilidade é dado pela proposição abaixo.
Proposição 3.20 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposição 4)). Sejam b, c :

T → R funções mensuráveis tais que
∫
T
ϕ(b)dµ = 1 e

∫
T
ϕ(c)dµ = 1. Se as funções de

Musielak-Orlicz Φb(t, u) = ϕ(t, b(t) + u)− ϕ(t, b(t)) e Φc(t, u) = ϕ(t, c(t) + u)− ϕ(t, c(t))

satisfazem a ∆2-condição, então Lϕb e Lϕc são iguais como conjuntos. Além disso, Fϕb =

Fϕc .

Demonstração. A conclusão que Lϕb e Lϕc são iguais como conjuntos segue da Proposição
3.19. Pela Proposição 3.15, está claro que (c − b) ∈ Kϕb . Seja α ≥ 0 é tal que u =

(c − b) + αu0 pertence a Bϕb . Se ψ1 é a função normalizadora associada com Fϕb , então
ψ1(u) = α e ϕb(u) = ϕ(b + u − ψ1(u)u0) = ϕ(c). Assim, as ϕ-famílias Fϕb e Fϕc tem
interseção não vazia e portanto Fϕb = Fϕc .

O resultado da Proposição 3.20 garante então que, para duas funções de
Musielak-Orlicz tomadas a partir de uma exponencial deformada, que satisfazem a ∆2-
condição, então não só os espaços de Musielak-Orlicz obtidos a partir dessas funções
são iguais como conjuntos, como também as ϕ-famílias de distribuição de probabilidade
são iguais. Ainda iremos investigar sobre como a ∆2-condição influencia o bordo do seu
domínio.

Nesse texto, queremos encontrar condições sobre a função ϕ para a qual pode-
mos conectar densidades de probabilidades por arcos, assim como foi feito em (CENA and
PISTONE, 2007). Em outras palavras, queremos garantir a existência de arcos que gene-
ralizam os arcos exponenciais e arcos que generalizam os arcos mistura para que possamos
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conectar densidades de probabilidade na variedade estatística generalizada.
Na próxima seção, estudaremos as condições sobre ϕ, para as quais, garantir-

mos a existência de arcos na variedade estatística generalizada.

4 ARCOS EM VARIEDADES ESTATÍSTICAS GENE-

RALIZADAS

Em (PISTONE and ROGANTIN, 1999; CENA and PISTONE, 2007; SAN-
TACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016) foi mostrado que duas densidades de proba-
bilidade são conectadas por um arco exponencial aberto (ou caminho exponencial aberto)
se e somente se elas pertencem a mesma família exponencial. Arcos exponenciais são cur-
vas auto-paralelas com respeito à conexão exponencial. Nesta seção, achamos condições
necessárias e suficientes para que duas distribuições de probabilidade sejam conectadas
por um arco (VIGELIS, ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017). Nessa mesma linha,
encontramos condições necessárias e suficientes para que possamos definir a generalização
da divergência de Rényi definida em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016).

4.1 Arcos exponencial e mistura em famílias exponenciais

Vamos lembrar as definições de arco mistura e arco exponencial em variedades
estatística exponenciais e alguns resultados. Sejam Φ = cosh(x)−1 uma função de Young
e LΦ(p) um espaço de Orlicz associado a essa função (KRASNOSELl’SKI and RUTICKI,
1961).

LΦ(p) =

{
u ∈ L0 : ∃ α > 0 tal que

∫
T

Φ(αu)pdµ < +∞
}
.

Nesta seção, usaremos o símbolo ∝ como símbolo de proporcionalidade, ou seja, a ∝ b,
significa que a e b são proporcionais. Em (CENA and PISTONE, 2007), foram definidas
densidades conectadas por arcos abertos mistura e exponencial abertos e a partir dessa
conexão chegou se novamente no atlas que fornece uma estrutura de espaço de Banach
para o conjunto das densidades equivalentes a uma medida µ, Pµ, dado pelo modelo
maximal

E(p) =
{
eu−kp(u)p|u ∈ Kp

}
,

em que Kp é o interior do domínio do funcional gerador de cumulante Kp(·).
Definição 4.1. Duas densidades p e q ∈ Pµ são conectados por um arco mistura aberto
se existe um intervalo aberto I, tal que[0, 1] ⊂ I e p(α) = (1 − α)p + αq pertence a Pµ,
para cada α ∈ I.
Definição 4.2. Duas densidades p e q ∈ Pµ são conectadas por um arco exponencial
aberto se existe um intervalo aberto I, tal que [0, 1] ⊂ I e p(α) ∝ p1−αqα pertence a Pµ,
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para cada α ∈ I.
Uma definição equivalente de conexão exponencial por arcos é.

Proposição 4.3 ((SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, Proposição 3.3)).
p, q ∈ Pµ são conectadas por um arco exponencial aberto se, e somente se, existe um
intervalo aberto I ⊃ [0, 1] e uma variável aleatória u ∈ LΦ(p), tal que p(α) ∝ eαup
pertence a Pµ, para cada α ∈ I e p(0) = p e p(1) = q.

Demonstração. Vamos assumir que p, q ∈ Pµ são conectados por um arco exponencial
aberto, isto é,

∫
T
p(1−α)qαdµ < +∞, para qualquer α ∈ I. Desde que∫
T

p(1−α)qαdµ = Ep
((

q

p

)α)
= Ep(eαu) com u = log

q

p
,

então u ∈ LΦ(p). Além disso, p(α) ∝ eαu pertence a Pµ, para cada α ∈ I e p(0) = p,
p(1) = q. A recíproca segue imediatamente, observando que q = p(1) = eup, isto é,
u = log q

p
.

Estas conexões por arcos mistura abertos e arcos exponencial abertos são re-
lações de equivalência (CENA and PISTONE, 2007). Em (CENA and PISTONE, 2007)
alguns resultados a respeito dessa conexão por arcos exponencial foram provados. Entre
esse resultados estão que, duas distribuições de probabilidade p e q são conectadas por
uma arco exponencial aberto se, e somente se, q ∈ E(p). Além disso, como consequência
dessa conexão temos que E(p) = E(q) e LΦ(p) = LΦ(q). Ou seja, a componente conectada
a uma densidade p é igual ao modelo exponencial máximo E(p).

Dado p ∈ Pµ, denota-se por M(p) o conjunto de todas as densidades q ∈
Pµ que são conectadas a p por um arco mistura aberto (SANTACROCE, SIRI, and
TRIVELLATO, 2016).
Teorema 4.4 ((SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, Teorema 4.11)). Sejam
p, q ∈ Pµ. As seguintes afirmações são equivalentes.

i) q ∈M(p);
ii) M(p) =M(q);
iii) q

p
, p
q
∈ L∞.

Este teorema nos diz que duas densidades p, q ∈ Pµ são conectadas por um arco mistura
aberto se e somente se as razões q

p
e p
q
forem limitadas por constantes positivas. Outro

resultado importante provado em (SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, Pro-
posiçao 4.12) é queM(p) ⊂ E(p), ou seja, duas densidades são conectadas por um arco
mistura aberto, então são conectadas por uma arco exponencial aberto.

No mesmo sentido da ideia seguida em (CENA and PISTONE, 2007) e (SAN-
TACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016) vamos tentar conectar densidades na varie-
dade estatística generalizada, por arcos, tanto do tipo exponencial, como do tipo mistura.

Na próxima seção, baseado na estrutura que as ϕ-famílias de distribuições
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de probabilidade fornecem à Pµ, vamos investigar se é possível conectar por ϕ-arcos,
densidades p e q em Pµ. Neste caso, os arcos exponencial são um caso especial desses
ϕ-arcos.

4.2 Distribuições de probabilidade conectadas

A partir de agora, vamos discutir a importância de uma exponencial de-
formada ϕ ser tomada como na Definição 3.13 para a conexão por arcos na variedade
estatística generalizada. Sejam ϕ1 e ϕ2 satisfazendo as condições (a1) e (a2) na Definição
3.13. Fixemos uma função mensurável e positiva u0 : T → (0,∞). Dadas duas distri-
buições de probabilidade p e q pertencentes a Pµ, um ϕ1/ϕ2-arco(ou ϕ1/ϕ2-caminho) é
uma curva em Pµ definida por α 7→ ϕ1(αϕ−1

2 (p) + (1− α)ϕ−1
2 (q) + κ(α)u0). A constante

k(α) : = k(α; p, q) ∈ R é introduzida para que∫
T

ϕ1(αϕ−1
2 (p) + (1− α)ϕ−1

2 (q) + κ(α)u0)dµ = 1. (4.1)

Usamos ϕ-arco ao invés de ϕ/ϕ-arco, se ϕ = ϕ1 = ϕ2. O caso ϕ = ϕ1 = ϕ2 e u0 = 1 foi
analisado por (EGUCHI and KOMORI, 2015). O arco exponencial corresponde ao ϕ-arco
com ϕ1(·) e ϕ2(·) iguais a exp(·) e u0 = 1. Um ϕ1/ϕ2-arco pode ser visto como ϕ1-arco
conectando ϕ1(ϕ−1

2 (p) + k(1)u0) e ϕ1(ϕ−1
2 (q) + κ(0)u0). A menos que ϕ = ϕ1 = ϕ2, um

ϕ1/ϕ2-arco não conecta p e q. Podemos usar κ(α) para definir a divergência

D(α)(p ‖ q) = − 1

α
κ(0)− 1

1− α
κ(1) +

1

α(1− α)
κ(α). (4.2)

Esta divergência para ϕ = ϕ1 = ϕ2 é relacionada à generalização da divergência de Rényi
definida em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016), que vamos estudar mais
detalhadamente na próxima seção. Se ϕ1(·) e ϕ2(·) são iguais à exp(·) e u0 = 1, então
a divergência D(α)(· ‖ ·) se reduz à divergência de Rényi. A pergunta que queremos
responder nessa seção é sobre que condições sobre as funções ϕ1 e ϕ2, existe κ(α) em (4.1)
para cada p, q ∈ Pµ e α ∈ [0, 1]. A proposição a seguir nos ajuda a elucidar essa questão.
Proposição 4.5. Assumindo que a medida µ é não atômica, sejam ϕ1, ϕ2 : R → (0,∞)

duas funções positivas, satisfazendo (a1) e (a2) na Definição3.13 e seja u0 : T → (0,∞)

uma função mensurável positiva. Fixando qualquer α ∈ (0, 1), para cada par de distribui-
ções de probabilidades p e q em Pµ, existe uma constante κ(α) : = κ(α; p, q) satisfazendo
(4.1) se, e somente se,∫

T

ϕ1(c+ λu0)dµ <∞, para todo λ ≥ 0, (4.3)

para cada função mensurável c : T → R satisfazendo
∫
T
ϕ2(c)dµ <∞.
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Quando ϕ = ϕ1 = ϕ2, a condição (4.3) é a mesma que a condição (a3’)
da Definição 3.13. A fim de provar a Proposição 4.5 precisamos de alguns resultados
intermediários.
Lema 4.6. Supondo que, para cada λ > 0, não podemos encontrar α ∈ (0, 1) e uma
função mensurável c : T → R ∪ {−∞} tal que

∫
T
ϕ1(c)dµ <∞ e

αϕ1(u) ≤ ϕ2(u− λu0(t)), para todo u ≥ c(t). (4.4)

Então existem sequências {λn}, {cn} e {An} de números positivos, onde λn é uma sequên-
cia monótona decrescente convergindo para zero, λn ↓ 0, funções mensuráveis, e conjuntos
mensuráveis dois a dois disjuntos, respectivamente, tal que∫

T

ϕ1(cn)dµ = 1 e
∫

An

ϕ2(cn − λnu0)dµ ≤ 2−n, para todo n ≥ 1. (4.5)

Demonstração. Seja {λ′m} uma sequência de números positivos λ′m ↓ 0. Para cada m ≥ 1,
definimos a função

fm(t) = sup{u ∈ R : 2−mϕ1(u) > ϕ2(u− λ′mu0(t))},

na qual usamos a convenção sup ∅ = −∞. Vamos verificar que fm é mensurável. Para
cada número racional r, definimos os conjuntos mensuráveis

Em,r = {t ∈ T : 2−mϕ1(r) > ϕ2(r − λ′mu0(t))}

e a função simples um,r = rχEm,r . Seja {ri} uma enumeração de números racionais. Pra
cadam, k ≥ 1, considere a função simples não negativa vm,k = max1≤i≤k um,ri . Além disso,
denote Bm,k =

⋃k
i=1Em,ri . Pela continuidade de ϕ1(·) e ϕ2(·), segue que vm,kχBm,k ↑ fm

quando k → ∞, o que mostra que fm é mensurável. Uma vez que (4.4) não é satisfeita,
temos que

∫
T
ϕ1(fm)dµ =∞ para todo m ≥ 1. Em virtude do Teorema da Convergência

Monótona (ISNARD, 2007, Teorema 5.34), para cada m ≥ 1, podemos encontrar algum
km ≥ 1 tal que a função vm = vm,km e o conjunto Bm = Bm,km satisfaçam

∫
Bm

ϕ1(vm)dµ ≥
2m. Claramente, temos que ϕ1(vm)χBm < ∞ e 2−mϕ1(vm)χBm ≥ ϕ2(vm − λ′mu0)χBm .
Pelo Lema 8.3 em (MUSIELAK, 1983), existe uma sequência crescente {mn} de índices
e uma sequência {An} de conjuntos mensuráveis disjuntos tal que

∫
An
ϕ1(vmn)dµ = 1.

Claramente,
∫
An
ϕ2(vmn − λ′mnu0)dµ ≤ 2−mn . Denotando λn = λ′mn , cn = vmn , obtemos

(4.5).

A proposição seguinte nos fornece uma condição equivalente à condição (4.3).
Proposição 4.7. Duas funções ϕ1 e ϕ2, satisfazendo (a1) e (a2) na Definição 3.13,ϕ1/ϕ2 :

R → [0,∞) e uma função mensurável u0 : T → (0,∞) satisfazem a condição (4.3) se,
e somente se, para cada λ > 0 podemos encontrar α ∈ (0, 1) e uma função mensurável
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c : T → R ∪ {−∞} tal que
∫
T
ϕ1(c)dµ <∞ e

αϕ1(u) ≤ ϕ2(u− λu0(t)), para todo u ≥ c(t), (4.6)

para µ-q.t.p. t ∈ T .

Demonstração. Assumindo que ϕ1(·), ϕ2(·) e u0 satisfazem a condição (4.3) suponha que
(4.4) não acontece. Sejam ainda {λn}, {cn} e {An} como consideradas no Lema 4.6. Então
definimos c = c0χT\A +

∑∞
n=1(cn − λnu0)χAn , em que A = ∪∞n=1An e c0 : T → R é uma

função mensurável qualquer tal que
∫
T\A ϕ2(c0)dµ <∞. Tendo em vista (4.5), temos que

∫
T

ϕ2(c)dµ =

∫
T\A

ϕ2(c0)dµ+
∞∑
n=1

∫
An

ϕ2(cn − λnu0)dµ

≤
∫
T\A

ϕ2(c0)dµ+
∞∑
n=1

2−n <∞.

Dado qualquer λ > 0, tomemos n0 ≥ 1 tal que λ ≥ λn para todo n ≥ n0. Então podemos
escrever, ∫

T

ϕ1(c+ λu0)dµ ≥
∞∑

n=n0

∫
An

ϕ1(cn + (λ− λn)u0)dµ

≥
∞∑

n=n0

∫
An

ϕ1(cn)dµ =
∞∑
n=1

1 =∞, (4.7)

o que é uma contradição à condição (4.3).
Por outro lado, suponha que a expressão (4.6) ocorre para um dado λ > 0.

Seja c̃ : T → R qualquer função mensurável satisfazendo
∫
T
ϕ2(c̃)dµ < ∞. Denote

A = {t : c̃(t) + λu0 ≥ c(t)}. Usamos a inequação (4.6) para escrever

α

∫
T

ϕ1(c̃+ λu0)dµ ≤ α

∫
A

ϕ1(c̃+ λu0)dµ+ α

∫
T\A

ϕ1(c)dµ

≤
∫
A

ϕ2(c̃)dµ+

∫
T\A

ϕ2(c− λu0)dµ <∞.

Assim, segue a condição (4.3).
Precisaremos de mais um resultado preliminar antes de demonstrar a Propo-

sição (4.5).

Lema 4.8. Sejam ϕ1, ϕ2 : R → (0,∞) funções positivas, satisfazendo as condições (a1)
e (a2) da Definição 3.13 e c̃ : T → R uma função mensurável tal que∫

A

ϕi(c̃)dµ < 1, para i = 1, 2,
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em que A e B = T \A são conjuntos mensuráveis tais que µ(A) > 0 e µ(B) > 0. Fixando
qualquer α ∈ (0, 1), então, podemos encontrar funções mensuráveis b1, b2 : T → R para as
quais p = ϕ2(c1) e q = ϕ2(c1) estão em Pµ, em que c1 = c̃χA + b1χB e c2 = c̃χA + b2χB, e∫

T

ϕ1(αϕ−1
2 (p) + (1− α)ϕ−1

2 (q)) < 1. (4.8)

Além do mais, assumimos que b1χB 6= b2χB.

Demonstração. Seja {Bn} uma sequência de conjuntos mensuráveis tais que B = ∪∞n=1Bn

e 0 < µ(Bn) <∞. Para cada n ≥ 1, selecionamos conjuntos mensuráveis Cn e Dn tal que
Bn = Cn ∪ Dn e µ(Cn) = µ(Dn) = 1

2
µ(Bn). Sejam ainda {γ(1)

n } e {γ(2)
n } sequências de

números positivos satisfazendo

∞∑
n=1

γ(1)
n < 1−

∫
A

ϕ1(c̃)dµ, e
∞∑
n=1

γ(2)
n = 1−

∫
A

ϕ2(c̃)dµ.

Então, tomamos βn ∈ R e θn > 0 tais que

ϕ2(βn) + ϕ2(−θn) = 2
γ

(2)
n

µ(Bn)
(4.9)

e

ϕ1(αβn − (1− α)θn) + ϕ1(−αθn + (1− α)βn) ≤ 2
γ

(1)
n

µ(Bn)
. (4.10)

Números βn e θn, satisfazendo (4.9) e (4.10) existem pelo fato de ϕ1(·) e ϕ2(·) são positivas
e βn < ϕ−1

2 (2γ
(2)
n /µ(Bn)). Definamos

b1 =
∞∑
n=1

βnχCn − θnχDn

e

b2 =
∞∑
n=1

−θnχCn + βnχDn .

A partir dessas escolhas segue que∫
B

ϕ2(b1)dµ =
∞∑
n=1

ϕ2(βn)µ(Cn) + ϕ2(−θn)µ(Dn)

=
∞∑
n=1

[ϕ2(βn) + ϕ2(−θn)]
µ(Bn)

2

=
∞∑
n=1

γ(2)
n = 1−

∫
A

ϕ1(c̃)dµ,

o que implica que
∫
T
ϕ2(c1) = 1, em que c1 = c̃χA + b1χB. Da mesma forma, temos que
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∫
T
ϕ2(c2)dµ = 1, em que c2 = c̃χA + b2χB. Por outro lado, podemos escrever∫

B

ϕ1(αb1 + (1− α)b2)

=
∞∑
n=1

ϕ1(αβn − (1− α)θn)µ(Cn) + ϕ1(−αθn + (1− α)βn)µ(Dn)

=
∞∑
n=1

[ϕ1(αβn − (1− α)θn) + ϕ1(−αθn + (1− α)βn)]
µ(Bn)

2

≤
∞∑
n=1

γ(1)
n < 1−

∫
A

ϕ1(c̃)dµ,

do qual segue a expressão (4.8).

Finalmente, podemos demonstrar a Proposição 4.5.

Demonstração. [Proposição 4.5]. Pelo fato de ϕ2(·) ser convexa, segue que
∫
T
ϕ2(c)dµ <

∞, em que c = αϕ−1
2 (p) + (1− α)ϕ−1

2 (q). A condição (4.3) juntamente com Teorema da
convergência Monótona e a continuidade de ϕ1(·) implicam a existência e unicidade de
k(α).

Reciprocamente, assumindo a existência de κ(α) em (4.1) para todo p, q ∈ Pµ.
Começamos mostrando que∫

T

ϕ1(c− λu0)dµ <∞, para todo λ ≥0, (4.11)

para toda função mensurável c : T → R tal que
∫
T
ϕ2(c)dµ < ∞. Se a expressão (4.11)

não ocorre, então para alguma função mensurável c : T → R com
∫
T
ϕ2(c)dµ < ∞, e

algum λ0 ≥ 0, temos 
∫
T

ϕ1(c− λu0)dµ <∞, for λ0 ≤ λ,∫
T

ϕ1(c− λu0)dµ =∞, for 0 ≤ λ < λ0,

(4.12)

ou 
∫
T

ϕ1(c− λu0)dµ <∞, for λ0 < λ,∫
T

ϕ1(c− λu0)dµ =∞, for 0 ≤ λ ≤ λ0.

(4.13)

Note que a expressão (4.12) com λ0 = 0 corresponde à (4.11), então, em (4.12) assumimos
que λ0 > 0. Seja {Tn} uma sequência de conjuntos mensuráveis não decrescentes com
0 < µ(Tn) < µ(T ) e µ(T \

⋃∞
n=1 Tn) = 0. Defina En = Tn ∩ {c − λ0u0 ≤ n}, para

cada n ≥ 1. Claramente, a sequência {En} é não decrescente e satisfaz µ(En) < ∞ e
µ(T \ ∪∞n=1En) = 0.
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Se a expressão (4.12) é satisfeita para λ0 > 0, selecionamos um suficientemente
grande n0 ≥ 1 tal que

∫
T\En0

ϕi(c − λ0u0)dµ < 1, para i = 1, 2. Denote A : = T \ En0

e B : = En0 . De acordo com o Lema 4.8, podemos encontrar funções mensuráveis para
quais p = ϕ2(c1) e q = ϕ2(c2) estão em Pµ, em que c1 = (c − λ0u0)χA + b1χB e c2 =

(c − λ0u0)χA + b2χB, e a inequação (4.8) é satisfeita. Para qualquer λ > 0, podemos
escrever∫

T

ϕ1(αϕ−1
2 (p) + (1− α)ϕ−1

2 (q) + λu0) ≥
∫
B

ϕ1(c− (λ0 − λ)u0)dµ

=

∫
T

ϕ1(c− (λ0 − λ)u0)dµ−
∫
An0

ϕ1(c− (λ0 − λ)u0)dµ =∞.

Pela expressão acima e a inequação (4.8), concluímos que a constante κ(α) como definida
por (4.1) não pode ser encontrada.

Agora supondo que (4.13) é satisfeita. Seja {λn} uma sequência em (λ0,∞)

tal que λn ↓ λ0. Definimos indutivamente uma sequência crescente {kn} ⊂ N como segue.
Escolha k0 ≥ 1 tal que

∫
T\Ek0

ϕ1(c − λ1u0)dµ ≤ 2−2. Dado kn−1 selecionamos algum
kn > kn−1 tal que ∫

Ekn\Ekn−1

ϕ1(c− λ0u0)dµ ≥ 1

e ∫
T\Ekn

ϕ1(c− λn+1u0)dµ ≤ 2−(n+2).

Vamos denotar An = Ekn \ Ekn−1 para n ≥ 1. Note que os conjuntos An são disjuntos
dois a dois. Tome n0 > 1 tal que

∫
A
ϕ(c)dµ < 1, em que A = ∪∞n=noAn. Agora definimos

c̃ =
∑∞

n=n0
(c− λnu0)χAn . Como um resultado dessas escolhas, segue que

∫
A

ϕ1(c̃)dµ =
∞∑

n=n0

∫
An

ϕ(c− λnu0)dµ ≤
∞∑

n=n0

2−n0 < 1

e ∫
A

ϕ2(c̃)dµ <

∫
A

ϕ2(c)dµ < 1.

Denote B = T \A. Tendo em vista o Lema 4.8, existem funções mensuráveis b1, b2 : T → R
tal que p = ϕ2(c1) e q = ϕ2(c2) estão em Pµ, em que c1 = c̃χA + b1χB e c2 = c̃χA + b2χB,
e a inequação (4.8) é satisfeita. Reciprocamente, se a constante κ(α) como dada em (4.1)
existe, então κ(α) > 0. Fixado um λ > 0 arbitrário, tomamos n1 ≥ n0 tal que λn−λ ≤ λ0
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para todo n ≥ n1. Observando que
∫
T
ϕ1(c− λ0u0)dµ ≥ 1, podemos escrever

∫
T

ϕ1(αϕ−1
2 (p) + (1− α)ϕ−1

2 (q) + λu0)dµ ≥
∫
A

ϕ1(c̃+ λu0)dµ

≥
∞∑

n=n1

∫
An

ϕ1(c− (λn − λ)u0)dµ ≥
∞∑

n=n1

1 =∞,

o que mostra que κ(α) não pode ser encontrado.
Suponha agora que a condição (4.3) não é satisfeita. Pela Proposição 4.7 e

Lema 4.6, podemos encontrar sequências {λn}, {cn} e {An} de números positivos λn ↓ 0,
funções mensuráveis e conjuntos mensuráveis disjuntos, respectivamente, tal que∫

An

ϕ1(cn)dµ = 1 and
∫
An

ϕ2(cn − λnu0)dµ ≤ 2−n, for all n ≥ 1.

Pela expressão (4.11), podemos concluir que
∑∞

n=n0

∫
An
ϕ1(cn − λnu0)dµ < ∞. Então,

podemos pegar algum n0 > 1 para o qual a função c̃ =
∑∞

n=n0
(cn − λnu0)χAnsatisfaz∫

A
ϕi(c̃)dµ < 1, para i = 1, 2, em que A = ∪∞n=n0

An. Vamos denotar B = T \ A. De
(4.3), existem funções mensuráveis b1, b2 : T → R tal que p = ϕ2(c1) e q = ϕ2(c2) estão
em Pµ, em que c1 = c̃χA + b1χB e c2 = c̃χA + b2χB, e a inequação (4.8) é satisfeita. Dado
qualquer λ > 0, tome n1 ≥ n0 tal que λ ≥ λn para todo n ≥ n1. Então, podemos escrever∫

T

ϕ1(αϕ−1
2 (p) + (1− α)ϕ−1

2 (q) + λu0)dµ ≥
∫
A

ϕ1(c̃+ λu0)dµ

≥
∞∑

n=n1

∫
An

ϕ1(cn + (λ− λn)u0)dµ ≥
∞∑

n=n1

∫
An

ϕ1(cn)dµ =∞.

Esta expressão e a inequação (4.8) implicam que a constante κ(α) como definida por (4.1)
pode ser encontrada. Portanto, a condição (4.3) deve ser satisfeita.

Encontramos assim, condição necessária e suficiente para qual κ(α) existe para
cada p, q ∈ Pµ e α ∈ [0, 1]. Como consequência da Proposição 4.7 temos o seguinte
resultado para funções ϕ1 e ϕ2 com ϕ = ϕ1 = ϕ2.
Proposição 4.9. Seja uma função ϕ : R→ [0,∞). Então podemos encontrar uma função
mensurável u0 : R → (0,∞) para a qual a condição (4.3) acontece para ϕ = ϕ1 = ϕ2 se,
e somente se,

lim sup
u→∞

ϕ(u)

ϕ(u− λ0)
<∞, para algum λ0 > 0. (4.14)

Demonstração. Pela Proposição 4.7 podemos concluir que a existência de u0 implica
(4.14). Reciprocamente, assumindo que a expressão (4.14) acontece para algum λ0 > 0

existeM ∈ (1,∞) e c̄ ∈ R tal que ϕ(u)
ϕ(u−λ0)

≤M para todo u ≥ c̄. Seja {λn} uma sequência
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qualquer em (0, λ0] tal que λn ↓ 0. Para cada n ≥ 1, defina

cn = sup{u ∈ R : αϕ(u) > ϕ(u− λn)}, (4.15)

na qual α = 1
M

e adotamos a convenção sup ∅ = −∞. A partir da escolha de {λn} e α,
segue que −∞ ≤ cn ≤ c̄. Afirmamos que ϕ(cn) ↓ 0. Se a sequência converge para algum
c > −∞, a igualdade αϕ(cn) = ϕ(cn − λn) implica que αϕ(c) = ϕ(c) e então ϕ(c) = 0.
No caso de cn ↓ −∞, está claro que ϕ(cn) ↓ 0. Seja {Tn} a sequência de conjuntos
mensuráveis disjuntos com µ(Tk) <∞ e µ(T \

⋃∞
k=1 Tk) = 0. Assim, podemos selecionar

uma subsequência {cn} tal que
∑∞

k=1 ϕ(cnk)µ(Tk) < ∞. Vamos definir c =
∑∞

k=1 cnkχTk
e u0 =

∑∞
k=1 λnkχTk . De (4.15) segue que αϕ(u) ≤ ϕ(u − u0(t)), para todo u ≥ c(t). A

Proposição 4.7 implica que ϕ(·) e u0 satisfaz a condição (4.3).

Assim, concluímos que, só é possível conectar duas distribuições de probabili-
dades por um ϕ- arco, com ϕ = ϕ1 = ϕ2, se e somente se ϕ é uma exponencial deformada
dada como na Definição 3.13. Daí a importância da definição de exponencial deformada
para o desenvolvimento da nossa pesquisa. Na tentativa de conectar duas densidades em
Pµ por um ϕ- arco, vimos que essa conexão gera um valor κ(α) ≥ 0 que depende das den-
sidades p e q e do valor de α. Esse valor pode ser relacionado com a divergência de Rényi
no caso quando ϕ(·) = exp(·) e u0 = 1. Sendo assim, utilizando esse valor κ(α) foi obtida
uma generalização para a divergência de Rényi (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE,
2016).

Na próxima seção, vamos investigar essa divergência.

4.3 Generalização da divergência de Rényi

A divergência de Rényi (RÉNYI, 1961) é um das mais bem sucedidas medi-
das de dissimilaridade entre duas distribuições de probabilidade, tendo encontrado muitas
aplicações (ERVEN and HARREMOES, 2014), aparece como ferramenta crucial em pro-
vas da convergência do comprimento mínimo da descrição e estimadores Bayesianos, em
modelos paramétricos e não paramétricos (ZHANG, 2006), (HAUSSLER and OPPER,
1997), (ERVEN, 2010). Uma generalização da divergência de Rényi foi proposta em
(SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016). Como resultado deste trabalho, dare-
mos nesta seção condições necessárias e suficientes para a existência dessa generalização,
para ambos os casos, não atômico e o puramente atômico.
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4.3.1 Caso não atômico

Neste caso a medida µ é não atômica. A divergência de Rényi, de ordem
α ∈ (0, 1), entre distribuições de probabilidade p e q em Pµ é definida como

D(α)(p‖q) =
1

α(α− 1)
log

(∫
T

pαq1−αdµ

)
,

que pode ser reescrita como

D(α)(p‖q) =
κ(α)

α(1− α)
, (4.16)

em que

κ(α) = − log

(∫
T

pαq1−αdµ

)
.

Para α ∈ {0, 1}, a divergência de Rényi é definida tomando um limite:

D(0)(p‖q) = lim
α↓0
D(α)(p‖q),

D(1)(p‖q) = lim
α↑1
D(α)(p‖q).

A expressão (4.16) pode ser usada para definir a divergência de Rényi para todo α ∈ R.
Contudo, para α /∈ (−1, 1) esta expressão talvez não seja valor finito para todo p e q em Pµ.
Para evitar algumas minúcias, assumimos que α ∈ [−1, 1]. A forma padrão da divergência
de Rényi encontrada na literatura difere de (4.16) por um fator 1

α
. Escolhemos definir

D(α)(·‖·) como em (4.16) de modo que alguma simetria poderia ser preservada quando os
limites α ↓ 0 e α ↑ 1 são tomados.

A generalização da divergência de Rényi é baseada na interpretação alternativa
de κ(α). Fixado α ∈ (0, 1), e dado qualquer p e q em Pµ a função κ(α) : = κ(α; p, q) é o
único número não negativo tal que∫

T

exp(α ln(p) + (1− α) ln(q) + κ(α))dµ = 1.

Para generalizar a divergência de Rényi, consideramos uma exponencial deformada ϕ(·) no
lugar da função exponencial. Dada qualquer p e q em Pµ, tomamos κ(α) = κ(α; p, q) ≥ 0

de modo que ∫
T

ϕ(αϕ−1(p) + (1− α)ϕ−1(q) + κ(α)u0)dµ = 1, (4.17)

em que u0 : T → R é a função mensurável positiva. Vamos analisar sobre quais condições
sobre a função u0 essa generalização da divergência de Rényi está bem definida.

Definimos a generalização da divergência de Rényi de ordem α ∈ (0, 1) por

D(α)
ϕ (p‖q) =

κ(α)

α(1− α)
,
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com κ(α) dado como em (4.17). Para α ∈ {0, 1}, a generalização é definida tomando o
limite:

D(0)
ϕ (p‖q) = lim

α↓0
D(α)
ϕ (p‖q), (4.18)

D(1)
ϕ (p‖q) = lim

α↑1
D(α)
ϕ (p‖q). (4.19)

Estes limites são relacionados com uma generalização da divergência de Kullback-Leibler
(KULLBACK and LEIBLER, 1951), a chamada ϕ-divergência, a qual foi introduzida em
(VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b). A ϕ-divergência é dada por

Dϕ(p‖q) =

∫
T

ϕ−1(p)− ϕ−1(q)∫
T

u0

(ϕ−1)′(p)
dµ

dµ.

No caso em que ϕ(·) é a função exponencial e u0 = 1, a ϕ-divergência se reduz a divergência
de Kullback-Leibler. Sobre algumas condições, os limites (4.18) e (4.19) são de valor finito
e convergem para a ϕ-divergência:

D(0)
ϕ (q‖p) = D(1)

ϕ (p‖q) = Dϕ(p‖q) <∞.

Estas condições são determinadas na Proposição 4.10 para o caso envolvendo a divergência
de Rényi generalizada.
Proposição 4.10 ((SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016, Proposição 3)). As-
sumindo que ϕ(·) é continuamente diferenciável, considere a condição∫

T

ϕ(αϕ−1(p) + (1− α)ϕ−1(q))dµ <∞. (4.20)

Se a expressão (4.20) é satisfeita para todo α ∈ [α0, 0) e algum α0 < 0, então

D(α)
ϕ (p‖q) =

∂κ

∂α
(0) = Dϕ(p‖q) <∞.

Se a expressão (4.20) é satisfeita para todo α ∈ (1, α0] e algum α0 > 1, então

D(1)
ϕ (p‖q) = −∂κ

∂α
(1) = Dϕ(p‖q) <∞.

Desde que ϕ(·) seja convexa, a expressão (4.20) sempre ocorre para α ∈ [0, 1].
Para uma demonstração da Proposição 4.10 nos referimos a (SOUZA, VIGELIS, and
CAVALCANTE, 2016, Lema 2, Proposição 3).

Para generalizarmos a divergência de Rényi precisamos que κ(α) esteja bem
definida. Para garantir a existência e unicidade de κ(α) como definido em (4.17) assumi-
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mos que existe u0 : T → (0,∞) tal que∫
T

ϕ(c+ λu0)dµ <∞, para todo λ>0, (4.21)

para cada função mensurável c : T → R satisfazendo
∫
T
ϕ(c)dµ <∞. Em outras palavras,

a existência e unicidade de κ(α) é equivalente à condição (a3’) da definição de exponencial
deformada.

O próximo resultado mostra que a condição (a3’) e a existência de κ(α), são
equivalentes.
Proposição 4.11. Assuma que a medida µ é não atômica. Fixe qualquer α ∈ (0, 1).
Uma função ϕ : R → [0,∞), satisfazendo (a1) e (a2) na Definição 3.13 e uma função
mensurável u0 : T → (0,∞) satisfazem a condição (a3’) se, e somente se, para cada
distribuição de probabilidade p e q em Pµ, existe uma constante κ(α) : = κ(α; p, q) tal que∫

T

ϕ(αϕ−1(p) + (1− α)ϕ−1(q) + κ(α)u0)dµ = 1.

Esta proposição é exatamente um caso particular da Proposição 4.5 para ϕ =

ϕ1 = ϕ2.
Como vimos no Exemplo (3.16) nem toda função que satisfaz as condições (a1)

e (a2) na Definição 3.13, aceita a existência de uma função u0 satisfazendo a condição
(a3’). Apresentaremos um critério equivalente a uma função ϕ e uma função u0 que
satisfazem a condição (a3’).
Proposição 4.12. Uma função ϕ : R → [0,∞), que satisfaz as condições (a1) e (a2)
na Definição 3.13, satisfaz a condição (a3’) se, e somente se, para alguma constante α ∈
(0, 1), podemos encontrar uma função mensurável c : T → R∪{−∞} tal que

∫
T
ϕ(c)dµ <

∞ e
αϕ(u) ≤ ϕ(u− u0(t)), para todo u ≥ c(t), (4.22)

para µ-q.t.p. t ∈ T .
Esta proposição por sua vez é um caso particular da Proposição 4.7 com ϕ =

ϕ1 = ϕ2 e λ = 1. Assim, encontramos um critério que nos diz que, para que exponenciais
deformadas ϕ(·), k(α) existe e é única. Agora, vamos mostrar que a função dada no
Exemplo 3.14 é uma exponencial deformada, ou seja, satisfaz as condições (a1)-(a3’),
utilizando a Proposição 4.12. Dada a função

expκ(u) =


(
κu+

√
1 + κ2u2

) 1
κ , if κ 6= 0,

exp(u) if κ = 0.
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e sua inversa

lnκ(u) =

uκ−u−κ
2κ

, if κ 6= 0,

ln(u) if κ = 0.

Claramente a função satisfaz (a1) e (a2). Vamos verificar que existe α ∈ (0, 1) e λ > 0

para os quais
λ ≤ logκ(v)− logκ(αv), para todo v > 0. (4.23)

Seja
f(v) = logκ(v)− logκ(αv),

a derivada de f(·) é dada por

f ′(v) =
vκ−1[1− ακ]− v−κ−1[α−κ − 1]

2
.

Encontramos um ponto crítico de f(·), o ponto

v0 =

(
α−κ − 1

1− ακ

) 1
2κ

> 0.

Pelo fato de que a derivada de f(·) é negativa para 0 < v ≤ v0 e positivo para v ≥ v0, então
a diferença logκ(v) − logκ(αv) atinge um mínimo em v0; dado α ∈ (0, 1), a desigualdade
(4.23) é satisfeita para algum λ > 0. Inserindo v = expκ(u) em (4.23), podemos escrever

α expκ(u) ≤ expκ(u− λ), para todo u ∈ R. (4.24)

Se n ∈ N é tal que nλ ≥ 1, então uma aplicação repetida de (4.24) produz

αn expκ(u) ≤ expκ(u− nλ) ≤ expκ(u− 1), para todo u ∈ R.

A Proposição 4.12 implica que u0 = 1 satisfaz a condição (a3’).
Podemos concluir pela Proposição 4.9, que para toda função que satisfaz (4.14),

então k(α) está bem definida.
Para a função ϕ(·) dada no Exemplo (3.16), segue que

lim
u→∞

sup
ϕ(u)

ϕ(u− λ0)
= lim

u→∞
sup

e(u+1)2/2

e(u−λ0+1)2/2

= lim
u→∞

sup euλ0−(λ20−λ0)/2 =∞,

o que mostra que ϕ(·) não pode ser usado na generalização da divergência de Rényi.
Concluímos que, a Definição 3.13 de exponencial deformada é adequada não

apenas para fornecermos uma estrutura de C∞-variedade de Banach para Pµ, mas tam-
bém a condição (a3’) da definição é a condição necessária e suficiente para definirmos as
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geodésicas, ou seja, os arcos que conectam duas densidades de probabilidade. A partir
dessa conexão, definimos uma generalização para a divergência de Rényi no caso não atô-
mico. Vamos analisar agora o caso puramente atômico, ou seja, µ é uma medida contável
no conjunto dos números naturais T = N.

4.3.2 Caso puramente atômico

Neste caso, a notação muda um pouco. Teremos sequências e somatórios
em vez de funções e integrais, respectivamente. Assim, a condição (a3’) da definição de
exponencial deformada é reescrita como.
(a3’) Existe uma sequência {u0,i} ⊂ (0,∞), tal que

∞∑
i=1

ϕ(ci + λu0,i) <∞, para todo λ>0, (4.25)

para cada sequência {ci} ⊂ R tal que
∑∞

i=1 ϕ(ci) <∞.
Podemos encontrar, assim como no caso não atômico, uma condição equivalente à condição
(a3’). Para encontrar essa condição equivalente precisamos de um resultado antes.
Lema 4.13. Supondo que não podemos encontrar α ∈ (0, 1), ε > 0 e uma sequência
{ci} ⊂ R ∪ {−∞} tal que

∑∞
i=1 ϕ(ci) <∞ e

αϕ(u) ≤ ϕ(u− λu0,i), para todo u > ci com ϕ(u− u0,i) < ε, (4.26)

então existem sequências de números reais de valor finito {cn,i} e sequências de conjuntos
disjuntos {An} em N, tal que

1

2
≤
∑
i∈An

ϕ(cn,i) e
∑
i∈An

ϕ(cn,i − u0,i) ≤ 2−n, (4.27)

para cada n ≥ 1.

Demonstração. Para cada m ≥ 1, definimos as sequências {fm,i} ⊂ R ∪ {−∞} por

fm,i = sup{u ∈ R : 2−mϕ(u) > ϕ(u− u0,i) e ϕ(u− u0,i) ≤ 2−m−1},

em que usamos a convenção sup ∅ = −∞. Desde que (4.26) não é satisfeita, temos que∑∞
i=1 ϕ(fm,i) =∞ para cada m ≥ 1. Vamos dividir em casos.

Caso 1. Existe uma sequência estritamente crescente {mn} ⊂ N para qual o conjunto
Bn = {i : ϕ(fm,i − u0,i) = 2−mn−1} tem um número infinito de elementos.
Então, podemos selecionar uma sequência estritamente crescente {in} ⊂ N tal
que

2−mnϕ(fmn,in) ≥ ϕ(fmn,in − u0,in) = 2−mn−1,
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o que implica ϕ(fmn,in) ≥ 1/2. A expressão (4.27) segue com cn,i = fmn,i e
An = {in}.

Caso 2. Existe uma sequência estritamente crescente {mn} ⊂ N para qual o conjunto
Bn = {i : ϕ(fm,i−u0,i) = 2−mn−1} tem um número finito de elementos. Denote
por Cn = N \ Bn = {i : ϕ(fmn,i − u0,i) < 2−mn−1}. Pela continuidade de ϕ(·),
temos que 2−mnϕ(fmn,in) = ϕ(fmn,in − u0,in) para todo i ∈ Cn. Pelo fato de
ϕ(fmn,in) ≤ 1/2 para cada i ∈ Cn, e

∑∞
i−1 ϕ(fmn,i) − ∞ para todo n ≥ 1,

podemos encontrar uma sequência estritamente crescente {kn} ⊂ N para qual
o conjunto An = Cn ∩ {kn−1, . . . , kn − 1} satisfaz

1

2
≤
∑
i∈An

ϕ(fmn,i) ≤ 1.

A segunda inequação acima juntamente com 2−mnϕ(fmn,in) = ϕ(fmn,in − u0,in)

implica que ∑
i∈An

ϕ(fmn,i − u0,i) ≤ 2−mn .

Assim, a expressão (4.27) segue com cn,i = fmn,i.

O Lema 4.13 acima é a contrapartida no caso puramente atômico do Lema 4.6.
Proposição 4.14. Uma função ϕ : R → [0,∞), que satisfaz as condições (a1) e (a2)
na Definição 3.13, e uma sequência {u0,i} satisfazem a condição (4.25) se, e somente
se, para alguma constante α ∈ (0, 1) e ε > 0, uma sequência {ci} ⊂ R{−∞} pode ser
encontrada tal que

∑∞
i=1 ϕ(ci) <∞ e

αϕ(u) ≤ ϕ(u− λu0,i), para todo u > ci com ϕ(u− u0,i) < ε. (4.28)

Demonstração. Para provar que a condição (4.25) implica a condição (4.28), basta utilizar
a Proposição 4.7 com ϕ1 = ϕ2, usando o Lema 4.13 em vez de Lema 4.6.

Supondo que a inequação (4.28) é satisfeita. Seja {c̃i} uma sequência qualquer
de números reais tal que

∑∞
i=1 ϕ(c̃i) <∞. Denote A = {i : ˜ci + u0,i ≥ ci} e B = {i ∈ A :

ϕ(c̃i) ≤ ε}. A partir da inequação (4.22) podemos escrever

α
∞∑
i=1

ϕ(c̃i + u0,i) ≤α
∑
i∈A∩B

ϕ(c̃i + u0,i) + α
∑
i∈A\B

ϕ(c̃i + u0,i) + α
∑
i∈T\A

ϕ(ci) (4.29)

≤
∑
i∈A

ϕ(c̃i) + α
∑
i∈A\B

ϕ(c̃i + u0,i) + α
∑
i∈T\A

ϕ(ci).

Temos que a segunda soma em (4.29) é finita pois, o conjunto T \B é finito. Assim, temos
que

∑∞
i=1 ϕ(c̃i+nu0,i) <∞ para todo n ≥ 1 e portanto

∑∞
i=1 ϕ(c̃i+λu0,i) <∞ para todo

λ > 0 .
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Com a proposição anterior, temos uma desigualdade que é equivalente a condi-
ção (a3’) para medida µ puramente atômica, utilizando essa desigualdade vamos provar o
próximo resultado. Vamos mostrar que, no caso de medida µ puramente atômica qualquer
função que satisfaz as condições (a1) e (a2) na Definição 3.13, satisfaz a condição (4.25)
e assim, pode ser usada para encontrar uma generalização da divergência de Rényi.
Proposição 4.15. Seja ϕ : R→ [0,∞) uma função que satisfaz as condições (a1) e (a2)
na Definição 3.13. Podemos encontrar uma sequência {u0,i} para qual a condição (4.25)
ocorre.

Demonstração. Seja {λn} ⊂ (0,∞) uma sequência qualquer, decrescente convergindo
para 0. Fixemos qualquer α ∈ (0, 1) e η ∈ R tal que αϕ(η) < ϕ(η − λ1). Denotando
ε = ϕ(η − λ1), definimos

c̃n = sup{u ∈ R : αϕ(u) > ϕ(u− λn) e ϕ(u− λn) ≤ ε}, para cada n ≥ 1,

adotamos a convenção sup ∅ = −∞. Claramente, a sequência {c̃n} ⊂ [−∞, η) é decres-
cente. Queremos provar que ϕ(c̃n) ↓ 0. Se a sequência {c̃n} converge para algum c > −∞,
a inequação, αϕ(c̃n) ≥ ϕ(c̃n − λn) implica αϕ(c) ≥ ϕ(c) e então ϕ(c) = 0. No caso de
c̃n ↓ −∞, está claro que ϕ(c̃n) ↓ 0. Assim, podemos selecionar uma subsequência ci = c̃ni
tal que

∑∞
i=1 ϕ(ci) <∞ e

αϕ(u) ≤ ϕ(u− u0,i), para todo u > ci com ϕ(u) < ε,

em que u0,i = λi. Pela Proposição 4.14, segue que {u0,i} satisfaz a condição (4.25).

Provamos que no caso de medida puramente atômica qualquer função que
satisfaz as condições (a1) e (a2), satisfaz a condição (4.25) e pode ser usada para definir
uma generalização da divergência de Rényi. No caso de medida não atômica é necessário
e suficiente que a função ϕ(·) satisfaça as condições (a1)-(a3’) da Definição 3.13.

Na próxima seção, vamos estudar os arcos abertos, ou seja, definidos em um
intervalo I aberto de modo que [0, 1] ⊂ I.

4.4 Arcos exponenciais abertos generalizados

Em (CENA and PISTONE, 2007), o modelo exponencial maximal em p ∈ Pµ,
definido por

E(p) : = {eu−Kp(u)p|u ∈ Kp},

em que Kp é o interior do domínio da função geradora de cumulante Kp(·), foi provado
ser a componente de Pµ conectada a p, ou seja, o conjunto de todas as distribuições q em
Pµ que são conectadas a p por um arco exponencial aberto. Nesse mesmo sentido, nesse
texto, vamos definir arcos abertos em variedade estatística generalizada e relacionar com
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ϕ-família de distribuições de probabilidade Fϕc (ANDRADE et al., 2017). Além disso,
vamos provar algumas das propriedades envolvendo esses arcos abertos.
Definição 4.16. Para uma exponencial deformada ϕ(·) dizemos que p e q em Pµ são
ϕ-conectadas por um arco aberto se existe um intervalo aberto I ⊃ [0, 1] e uma constante
κ(α) tal que

p(α) = ϕ((1− α)ϕ−1(p) + αϕ−1(q) + κ(α)u0)

pertence a Pµ para cada α ∈ I, em que κ(α) depende de α, p e q.
Para α ∈ (0, 1), a constante κ(α) é a mesma encontrada em (4.17). Na propo-

sição a seguir daremos uma definição equivalente a definição de distribuições ϕ-conectados
por um arco aberto.
Proposição 4.17. p, q ∈ Pµ são ϕ-conectadas por um arco aberto se, e somente se,
existem um intervalo aberto I ⊃ [0, 1] e uma variável aleatória v ∈ Lϕc , tal que p(α) ∝
ϕ(c+ αv) pertence a Pµ, para todo α ∈ I e p(0) = p e p(1) = q.

Demonstração. Vamos assumir que p, q são ϕ-conectadas por um arco aberto, i.e. ,∫
T
ϕ((1− α)ϕ−1(p) + αϕ−1(q))dµ <∞, para todo α ∈ I. Desde que∫

T

ϕ((1− α)ϕ−1(p) + αϕ−1(q))dµ =

∫
T

ϕ(α[ϕ−1(q)− ϕ−1(p)] + ϕ−1(p))dµ

=

∫
T

ϕ(c+ αv)dµ,

em que v = ϕ−1(q) − ϕ−1(p) e ϕ(c) = p, então v ∈ Lϕc . Além disso, p(α) ∝ ϕ(c + αv)

pertence a Pµ, para cada α ∈ I e p(0) = ϕ(c) = p e p(1) = q. A recíproca segue
imediatamente. Suponha que q = p(1), temos ϕ(c + v) = q, então v = ϕ−1(q) − ϕ−1(p),
com ϕ(c) = p = p(0).

A necessidade de definir o arco aberto, segue do fato de v ∈ Lϕc . Como con-
sequência da Proposição 4.17, temos que se p, q ∈ Pµ são ϕ-conectadas por um arco
aberto, então a variável aleatória v pertence a Kϕc , desde que

∫
T
ϕ(c + αv)dµ < ∞ para

todo α ∈ (−ε, 1 + ε). Com isso, podemos provar o seguinte resultado.
Corolário 4.18. Seja p, q ∈ Pµ, em que p = ϕ(c). Temos que q ∈ Fϕc se, e somente se,
p e q são ϕ-conectados por um arco aberto.

Demonstração. Supondo que q ∈ Fϕc , então q = ϕ(c+v−ψ(v)u0) em que v ∈ Bϕc . Então,
temos

∫
T
ϕ(c+ αv)dµ <∞ para todo α ∈ (−ε, 1 + ε), deduzimos que p(α) ∝ ϕ(c+ αv) é

um arco aberto contendo p e q. Reciprocamente, supondo que p e q são ϕ-conectados por
um arco aberto, pela Proposição 4.17 existe um intervalo aberto I ⊃ [0, 1] e v ∈ Kϕc tal
que p(α) ∝ ϕ(c+ αv) pertence a Pµ com q = p(1). Se v ∈ Bϕc , então q = ϕ(c+ v) ∈ Fϕc e
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a prova acaba. Caso contrário, seja w tal que

w = v −
∫
T
vϕ′(c)dµ∫

T
u0ϕ′(c)dµ

u0,

assim,
∫
T
wϕ′(c)dµ = 0 e w ∈ Bϕc . Consequentemente, temos q = ϕ(c + v) = ϕ(c + w) e

q ∈ Fϕc .

Com isso, provamos que para ϕ(c) = p, a ϕ-família de distribuições de proba-
bilidade Fϕc é o conjunto de todas as distribuições q ∈ Pµ tal que q é ϕ-conectada à p por
um arco aberto.
Corolário 4.19. Seja p = ϕ(c) e q = ϕ(c̃) tal que p, q ∈ Pµ são ϕ-conectadas por um
arco aberto. Então os espaços de Musielak-Orlicz Lϕc e Lϕc̃ são iguais como conjuntos.

Demonstração. Segue a partir do Corolário 4.18 que p e q estão na mesma ϕ-família, então
c̃ = c + u − ψ(u)u0 e por (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema 5) o resultado
segue.

Agora, vamos mostrar que conexão por arcos abertos generalizados é uma
relação de equivalência.
Proposição 4.20. A relação Definição 4.16 é uma relação de equivalência.

Demonstração. As propriedades reflexividade e simetria seguem da definição e agora,
vamos provar a transitividade. Considere p, q, r ∈ Pµ

p(t) ∝ ϕ(c+ tu), r(t) ∝ ϕ(c+ tv), t ∈ (−ε, 1 + ε),

com p(0) = ϕ(c) = p, p(1) = ϕ(c + u) = q, r(0) = ϕ(c) = p, r(1) = ϕ(c + v) = r com
u, v ∈ Lϕc . Temos que p é ϕ-conectada à q e r, respectivamente. Precisamos provar que q
e r são ϕ-conectadas também. Considere

q(t) ∝ ϕ(c+ (1− t)u+ tv) ∝ ϕ(c+ u+ t(v − u))

definido com c+u = c̃, p(t) ∝ ϕ(c̃+t(v−u)), v−u ∈ Lϕc , tal que q(0) = ϕ(c̃) = ϕ(c+u) = q,
q(1) = ϕ(c̃+ (v − u)) = ϕ(c+ v) = r. Portanto, q e r são ϕ-conectados.

Por fim queremos provar que uma ϕ-família Fϕc é convexa para alguma expo-
nencial deformada ϕ.
Lema 4.21. Seja ϕ uma exponencial deformada fixada. Assumindo que (ϕ−1)′′(x) é
contínua a

αϕ′′(αϕ−1(x) + k)

ϕ′′(αϕ−1(x) + k)
≥ ϕ′′(ϕ−1(x))

ϕ′′(ϕ−1(x))
, (4.30)

então F (x) = ϕ(αϕ−1(x) + k), para algum α > 1 fixado e k ∈ R, é uma função convexa.
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Demonstração. Sabemos que se F ′′(x) ≥ 0, ∀α > 1 e ∀x, então F (x) é uma função
convexa. Temos

F ′′(x) =
α2ϕ′′(αϕ−1(x) + k)ϕ′(ϕ−1(x))− αϕ′(αϕ−1(x) + k)ϕ′′(ϕ−1(x))

[ϕ′(αϕ−1(x))]3
,

pelo fato de que ϕ é uma função crescente [ϕ′(αϕ−1(x))]3 > 0. Consequentemente, temos
F ′′(x) ≥ 0 se, e somente se,

α2ϕ′′(αϕ−1(x) + k)ϕ′(ϕ−1(x))− αϕ′(αϕ−1(x) + k)ϕ′′(ϕ−1(x)) ≥ 0,

o que segue de (4.30).

Proposição 4.22. Seja p ∈ Pµ tal que ϕ(c) = p. Assumindo que

αϕ′′(αϕ−1(x) + k)

ϕ′′(αϕ−1(x) + k)
≥ ϕ′′(ϕ−1(x))

ϕ′′(ϕ−1(x))

para algum α > 1 fixado e k ∈ R. Então, a ϕ-família de probabilidades Fϕc é convexa.

Demonstração. Notemos que para qualquer ϕ(c̃) = r ∈ Fϕc , Fϕc = Fϕc̃ . Suponha q ∈ Fϕc ,
e considere p(λ) = λp + (1− λ)q para qualquer λ ∈ [0, 1]. Mostraremos que p(λ) ∈ Fϕc ,
∀λ ∈ [0, 1] provando que

∫
T
ϕ((1 − α)ϕ−1(p) + αϕ−1(p(λ))dµ < ∞ para α ∈ (−ε, 1 + ε).

Em outras palavras, vamos mostrar que p(λ) e p são ϕ-conectados por um arco aberto
para todo λ ∈ [0, 1].

Para α ∈ (0, 1), devido a convexidade de ϕtemos∫
T

ϕ((1− α)ϕ−1(p) + αϕ−1(p(λ)))dµ ≤
∫
T

(1− α)ϕ(ϕ−1(p)) + αϕ(ϕ−1(p(λ)))dµ

=

∫
T

(1− α)p+ αp(λ)dµ

= (1− α)

∫
T

pdµ+ α

∫
T

p(λ)dµ

= 1.
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Para α ∈ (−ε, 0), de acordo com a convexidade de αϕ−1(x) a ϕ(x), temos∫
T

ϕ((1− α)ϕ−1(p) + αϕ−1(p(λ)))dµ

≤
∫
T

ϕ(λαϕ−1(p) + (1− λ)αϕ−1(q) + (1− α)ϕ−1(p))dµ

=

∫
T

ϕ(λ[αϕ−1(p) + (1− α)ϕ−1(p)] + (1− λ)[αϕ−1(q) + (1− α)ϕ−1(p)])dµ

≤
∫
T

λϕ(αϕ−1(p) + (1− α)ϕ−1(p)) + (1− λ)ϕ(αϕ−1(q) + (1− α)ϕ−1(p))dµ

= λ

∫
T

ϕ(ϕ−1(p))dµ+ (1− λ)

∫
T

ϕ(αϕ−1(q) + (1− α)ϕ−1(p))dµ

= λ+ (1− λ)

∫
T

ϕ(αϕ−1(q) + (1− α)ϕ−1(p))dµ,

desde que q ∈ Fϕc , temos pelo Corolário 4.18 que q e p são ϕ-conectadas. Consequente-
mente, ∫

T

ϕ((1− α)ϕ−1(p) + αϕ−1(p(λ)))dµ <∞

então p(λ) e p são ϕ-conectadas por um arco aberto, para todo α ∈ (−ε, 0).
Agora, se α ∈ (1, 1 + ε), pelo Lema 4.21, F (x) = ϕ(αϕ−1(x) +k) é uma função

convexa, então

ϕ(αϕ−1(λx+ (1− λ)y) + k) ≤ λϕ(αϕ−1(x) + k) + (1− λ)ϕ(αϕ−1(y) + k), (4.31)

em que λ ∈ [0, 1] e k uma constante. Tomando k = (1− α)ϕ−1(p), temos∫
T

ϕ(αϕ−1(p(λ)) + (1− α)ϕ−1(p))dµ ≤ λ

∫
T

ϕ(αϕ−1(p) + (1− α)ϕ−1(p)dµ

+ (1− λ)

∫
T

ϕ(αϕ−1(q) + (1− α)ϕ−1(p)dµ

= λ+ (1− λ)

∫
T

ϕ(αϕ−1(q) + (1− α)ϕ−1(p))dµ

<∞,

desde que q ∈ Fϕc e, portanto, p e q são ϕ-conectadas por um arco aberto.

Nessa seção, generalizamos os arcos abertos exponencias definidos em (CENA
and PISTONE, 2007), assim como demos uma generalização da divergência de Rényi
para exponencias deformadas ϕ(·) como na Definição 3.13. Provamos que a ϕ-família Fϕc
coincide com a componente conectada a p, com p = ϕ(c) e que sobre certas condições
em ϕ(·) a ϕ-família Fϕc é convexa, assim como foi feito para famílias de exponenciais em
(CENA and PISTONE, 2007) e estudado mais recentemente em (SANTACROCE, SIRI,
and TRIVELLATO, 2016). Lembrando que, no caso não atômico, esses resultados só
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foram possíveis para funções que satisfazem a condição (a3’) na definição de exponencial
deformada. No caso puramente atômico, qualquer função que satisfaça as condições (a1)
e (a2), é uma exponencial deformada e pode ser usada para conectar duas densidades por
um arco e como consequência, para generalizar a divergência de Rényi.

Queremos encontrar uma forma de conectar duas distribuições na variedade
estatística generalizada, no mesmo sentido que foi feito em (CENA and PISTONE, 2007,
Definição 13), por arcos mistura abertos. Em (CENA and PISTONE, 2007) uma vari-
edade mistura foi obtida utilizando o Gâteaux-gradiente do funcional gerador de cumu-
lantes (2.2), sendo suportada pelas funções com integral igual a 1, não necessariamente,
densidades positivas. Dessa forma, o caminho que encontramos para essa conexão por
arcos, nos quais os arcos mistura são um caso especial, depende do Gâteaux-gradiente
da função normalizadora ψ que aparece na equação (3.18). A partir de agora, vamos
concentrar nossos esforços em estudar propriedades dessa função de normalização ψ. Co-
meçaremos na próxima seção, vamos estudar o comportamento da função normalizadora
ψ, considerando se a função ϕ satisfaz a condição (a3’) da Definição (3.13) ou não.

5 O COMPORTAMENTO DA FUNÇÃO NOMALIZA-

DORA ψ

Sabemos que existem funções que satisfazem as condições (a1) e (a2) da De-
finição 3.13, mas não satisfazem a condição (a3’), por exemplo, a função dada em (3.16).
Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a), o comportamento da função normalizadora
ψ, que aparece em (3.18), foi estudado em relação à condição ∆2, considerando expo-
nenciais deformadas. Nessa seção, vamos analisar como a função normalizadora ψ se
comporta, considerando que a função ϕ satisfaz (a1) e (a2), mas não satisfaz (a3’). A
nossa conjectura é que a função normalizadora se comporta de forma diferente próximo
ao bordo do seu domínio com relação a condição (a3’).

5.1 A condição ∆2 e o comportamento da função normalizadora ψ

próximo ao bordo do seu domínio

Para estudarmos o comportamento da função normalizadora ψ próximo ao
bordo do seu domínio, precisamos relembrar alguns resultados obtidos em (VIGELIS and
CAVALCANTE, 2013a) sobre o comportamento de ψ em relação a condição ∆2.

Seja a função de Musielak-Orlicz dada por:

Φc(t, u) = ϕ(t, c(t) + u)− ϕ(t, c(t)), (5.1)
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em que a função ϕ(·) é uma exponencial deformada, ou seja, satisfaz as condições (a1)-
(a3’) da Definição (3.18). Lembramos que, a função Φc satisfaz a condição ∆2 ou Φc ∈ ∆2

se uma constante K > 0 e uma função não negativa f ∈ L̃ϕc pode ser encontrada tal que

αΦc(t, 2u) ≤ Φc

(
t, u
)
, para todo u ≥ f(t), e µ-q.t.p. t ∈ T. (5.2)

Sabemos também que, se Φc ∈ ∆2, então
∫
T
ϕ(c + u)dµ < ∞ para todo u ∈ Lϕc , neste

caso, Eϕ
c = Lϕc = L̃ϕc e então o conjunto Bϕc = Kϕc ∩ Bϕ

c tem bordo ∂Bϕc vazio (VIGELIS
and CAVALCANTE, 2013a). Uma função u ∈ Bϕc pertence ao bordo de Bϕc se, e somente
se,
∫
T
ϕ(c + αu)dµ < ∞, para todo α ∈ (0, 1) e

∫
T
ϕ(c + αu)dµ = ∞, para cada α > 1.

Se uma função de Musielak-Orlicz não satisfaz a condição ∆2 ou Φc /∈ ∆2, temos que
Eϕ
c ( Lϕc ( L̃ϕc e portanto o bordo ∂Bϕc de Bϕc é diferente do vazio (VIGELIS and

CAVALCANTE, 2013a, Proposição 5). Além disso, podemos encontrar funções u∗ ∈ ∂Bϕc
tais que

∫
T
ϕ(c+ u∗)dµ <∞ e funções u∗ ∈ ∂Bϕc tais que

∫
T
ϕ(c+ u∗)dµ =∞ (VIGELIS

and CAVALCANTE, 2013a, Proposição 5).
A função normalizadora ψ aparece em (3.18), pelo fato de que para u ∈ Kϕc a

função ϕ(c+ u) não necessariamente pertence a Pµ. Assim, se faz necessário uma função
ψ : Kϕc → R, tal que

ϕ(c+ u− ψ(u)u0) (5.3)

pertença a Pµ. Quando restringirmos ψ ao conjunto Bϕc temos que ψ(u) ≥ 0 (VIGELIS
and CAVALCANTE, 2013b). Para uma função u ∈ ∂Bϕc , o comportamento da função
normalizadora ψ(αu) quando α ↑ 1 depende de se

∫
T
ϕ(c+u)dµ <∞ ou se

∫
T
ϕ(c+u)dµ =

∞. Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposição 6) esse comportamento foi
parcialmente elucidado.
Proposição 5.1 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposição 6)). Seja u uma
função no bordo de Bϕc . Para α ∈ [0, 1), denotamos ψu(α) : = ψ(αu), cuja derivada à
direita é indicada por (ψu)

′
+(α). Se

∫
T
ϕ(c + u)dµ < ∞ então ψu(α) = ψ(αu) converge

para algum β ∈ (0,∞) quando α ↑ 1. Por outro lado, se
∫
T
ϕ(c + u)dµ = ∞ então

(ψu)
′
+(α) tende a ∞ quando α ↑ 1.

Como nosso primeiro resultado nessa seção, elucidamos totalmente o compor-
tamento da ψ próximo ao bordo do seu domínio, para a parametrização (5.3) a partir de
uma exponencial deformada ϕ.
Proposição 5.2. Seja uma função u ∈ ∂Bϕc , tal que

∫
T
ϕ(c + u)dµ = ∞, onde ϕ é uma

exponencial deformada. Então ψ(αu)→∞ quando α ↑ 1.

Demonstração. Suponhamos que, para algum λ̄ > 0 a função ψ(αu) ≤ λ para todo
α ∈ [0, 1). Denotemos A = {u ≥ 0}. Observemos que,∫

A

ϕ(c+ αu− λu0)dµ ≤
∫
T

ϕ(c+ αu− λu0)dµ ≤
∫
T

ϕ(c+ αu− ψ(αu)u0)dµ = 1,
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obtemos que
∫
A
ϕ(c+ u− λu0)dµ <∞. Adicionalmente está claro que∫

T\A
ϕ(c+ u− λu0)dµ ≤

∫
T\A

ϕ(c)dµ ≤ 1.

Como um resultado temos que
∫
T
ϕ(c + u− λu0)dµ <∞. Pela condição (a3’) segue que∫

T
ϕ(c+ u)dµ <∞, o que é uma contradição.

Portanto, para uma função de Musielak-Orlicz Φc, que não satisfaz a condição
∆2, dada como em (5.1), para uma exponencial deformada ϕ(·). A função normalizadora
se comporta da seguinte forma:
(i) para toda função u ∈ ∂Bϕc tal que

∫
T
ϕ(c + u)dµ < ∞, então ψ(αu) → β, com

β ∈ (0,∞) quando α ↑ 1.
(ii) para toda função u ∈ ∂Bϕc tal que

∫
T
ϕ(c + u)dµ = ∞, então ψ(αu) → ∞ quando

α ↑ 1.
A seguir, faremos o estudo do comportamento da função normalizadora ψ próximo ao
bordo de Bϕc considerando uma função que satisfaz as condições (a1) e (a2) da Definição
3.13, mas não satisfaz a condição (a3’) (ANDRADE et al., 2017).

5.2 A definição da exponencial deformada ϕ e suas consequências

Para iniciar esse estudo, vamos provar que a condição (a3’), da definição de
exponencial deformada, é equivalente à existência de constantes λ, α > 0 e uma função
não negativa f ∈ L̃ϕc tal que

αΦc(t, u) ≤ Φc−λu0(t, u), for all u > f(t). (5.4)

Proposição 5.3. Uma função mensurável u0 satisfaz a condição (a3’) da definição de
exponencial deformada se, e somente se, para alguma função mensurável c : T → R tal
que

∫
T
ϕ(c)dµ < ∞, podemos encontrar constantes λ, α > 0 e uma função não negativa

f ∈ L̃ϕc tal que
αΦc(t, u) ≤ Φc−λu0(t, u), for all u > f(t). (5.5)

Demonstração. Suponhamos que u0 satisfaz a condição (a3’). Seja c : T → R uma função
mensurável qualquer tal que

∫
T
ϕ(c)dµ < ∞. Como u é uma função mensurável com∫

T
ϕ(c− λu0 + u)dµ <∞ então∫

T

ϕ(c+ u)dµ =

∫
T

ϕ(c− λu0 + u+ λu0)dµ <∞.

Este resultado implica que L̃Φc−λu0 ⊂ L̃Φc . A inequação (5.5) segue a partir da Proposição
3.12.
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Agora, supondo que a inequação (5.5) é satisfeita. Pela Proposição 3.12 temos
que L̃Φc−λu0 ⊂ L̃Φc . Portanto, u ∈ L̃Φc implica que u + λu0 ∈ L̃Φc−λu0 ⊂ L̃Φc . Ou,
equivalentemente, se u é uma função mensurável tal que

∫
T
ϕ(c + u)dµ < ∞, então∫

T
ϕ(c + u + λu0)dµ < ∞. Como um resultado, concluímos que

∫
T
ϕ(c + u + λu0)dµ <

∞ para todo λ > 0. Seja c̃ : T → R uma função mensurável qualquer satisfazendo∫
T
ϕ(c̃)dµ <∞ e denotamos A = {c̃ > c}. Assim, para cada λ > 0, segue que∫
T

ϕ(c̃+ λu0)dµ =

∫
T

ϕ(c+ (c̃− c) + λu0)dµ ≤
∫
T

ϕ(c+ (c̃− c)χA + λu0)dµ <∞,

o que mostra que u0 é dado como na Definição 3.13.

Desta proposição, concluímos que, a condição (a3’) não é satisfeita se, e so-
mente se, existe uma função mensurável u : T → R tal que

∫
T
ϕ(c + u)dµ = ∞, mas∫

T
ϕ(c + u − λu0)dµ < ∞ para algum λ̄ > 0. Queremos mostrar que, supondo uma

função ϕ que não satisfaça (a3’), então podemos encontrar uma função u ∈ ∂Bϕc com∫
T
ϕ(c + u)dµ = ∞, mas ψ(αu) → β, com β ∈ (0,∞), com α ↑ 1, ou seja, a função nor-

malizadora se comporta de uma forma se ϕ satisfaz (a3’), como vimos na seção anterior,
e de outra forma se a função ϕ não satisfaz (a3’). Para provar isso precisamos de uma
resultado anterior.
Lema 5.4. Considere c : T → [0,∞) uma função mensurável tal que

∫
T
ϕ(c)dµ < ∞.

Suponha que, para cada λ > 0, não podemos encontrar α > 0 e f ∈ L̃Φc tal que

αΦc(t, u) ≤ Φc−λu0(t, u), para todo u > f(t). (5.6)

Então uma sequência estritamente decrescente 0 < λn ↓ 0, e sequências {un} e {An}
de funções mensuráveis de valor finito e conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois,
respectivamente, podem ser encontrados tais que

IΦc(unχAn) = 1, e IΦc−λnu0
(unχAn) ≤ 2−n, para todo n ≥ 1. (5.7)

Demonstração. Sejam {λm} uma sequência estritamente decrescente tal que 0 < λn ↓ 0.
Definimos as funções não negativas

fm(t) = sup{u > 0 : 2−mΦc(t, u) > Φc−λmu0(t, u)}, para todo m ≥ 1,

em que adotamos a convenção que sup ∅ = 0. Desde que (5.6) não é satisfeita, temos que
IΦc(fm) = ∞ para cada m ≥ 1. Para cada número racional r > 0, defina os conjuntos
mensuráveis

Am,r = {t ∈ T : 2−mΦc(t, r) > Φc−λmu0(t, r)},

e a função simples um,r = rχAm,r . Para r = 0, estabeleça um,r = 0. Seja {ri} uma
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enumeração de números racionais não negativos com r1 = 0. Defina a função simples
não negativa vm,k = max1≤i≤k um,ri , para cada m, k ≥ 1. Pela continuidade de Φc(t, ·) e
Φc−λmu0(t, ·), segue que vm,k ↑ fm quando k → ∞. Em virtude do Teorema da Conver-
gência Monótona (ISNARD, 2007, Teorema 5.34), para cada m ≥ 1, podemos encontrar
algum km ≥ 1 tal que a função vm = vm,km satisfaz IΦc(vm) ≥ 2m. Claramente, temos
que Φc(t, vm(t)) < ∞ e 2−mΦc(t, vm(t)) ≥ Φc−λmu0(t, vm(t)). Pelo Lema 3.11 existe uma
sequência crescente {mn} de índices e uma sequência de conjuntos mensuráveis, disjuntos
dois a dois {An} tais que IΦc(vmnχAn) = 1. Tomando λn = λm, un = vmn e An, obtemos
(5.7).

Agora podemos provar o principal resultado dessa seção.
Proposição 5.5. Assuma que ϕ é uma função que satisfaz as condições (a1) e (a2), mas
não satisfaz a condição (a3’) na Definição 3.13, então existe u ∈ ∂Bϕc tal que

∫
T
ϕ(c +

u)dµ =∞, mas ψ(αu)→ β, com β ∈ (0,∞), com α ↑ 1.

Demonstração. Sejam {λn}, {un} e {An} como no Lema 5.4. Dado qualquer λ > 0, tome
n0 ≥ 1 tal que λ ≥ λn para todo n ≥ n0. Denote o conjunto B = T \

⋃∞
n=n0

An, então
definimos u =

∑∞
n=n0

unχAn . De (5.7), segue que

∫
T

ϕ(c+ u− λu0)dµ =

∫
B

ϕ(c− λu0)dµ+
∞∑

n=n0

∫
An

ϕ((c− λu0) + un)dµ

=

∫
B

ϕ(c− λu0)dµ

+
∞∑

n=n0

{∫
An

ϕ(c− λu0)dµ+ IΦc−λu0
(unχAn)

}

≤
∫
T

ϕ(c− λu0)dµ+
∞∑

n=n0

2−n <∞.

Consequentemente, para α ∈ (0, 1), podemos escrever∫
T

ϕ(c+ αu)dµ =

∫
T

ϕ
(
c+ α(u− λu0) + (1− α)

αλ

1− α
u0

)
dµ

≤ α

∫
T

ϕ(c+ u− λu0)dµ+ (1− α)

∫
T

ϕ
(
c+

αλ

1− α
u0

)
dµ

<∞.
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Por outro lado, para α ≥ 1, segue que∫
T

ϕ(c+ αu)dµ ≥
∫
B

ϕ(c)dµ+
∞∑

n=n0

∫
An

ϕ(c+ un)dµ

≥
∫
B

ϕ(c)dµ+
∞∑

n=n0

{∫
An

ϕ(c)dµ+ IΦc(unχAn)

}

=

∫
T

ϕ(c)dµ+
∞∑

n=n0

1 =∞.

Podemos encontrar λ′ < 0 tal que

w = λ′u0χB +
∞∑

n=n0

unχAn

satisfaz
∫
T
wϕ′+(c)dµ = 0. Claramente,

∫
T
ϕ(c + w)dµ = ∞,

∫
T
ϕ(c + αw)dµ < ∞ para

α ∈ (0, 1) e
∫
T
ϕ(c+ αw)dµ =∞ para α > 1 , ou seja, w ∈ ∂Bϕc e temos também que∫

T

ϕ(c+ w − λu0)dµ <∞ para algum λ > 0 fixado.

Suponha que ψ(αw) ↑ ∞, então para todo K > 0 existe δ > 0 tal que 0 < |α − 1| < δ

implica que ψ(αw) > K. Seja λ′′ > λ tal que
∫
T
ϕ(c+w−λ′′u0)dµ < 1, tomando K = λ′′

temos

ϕ(c+ αw − ψ(w)u0) < ϕ(c+ αw{w>0} − λ′′u0) < ϕ(c+ w{w>0} − λ′′u0),

que é uma função µ-integrável. Portanto, pelo teorema da convergência dominada (IS-
NARD, 2007, Teorema 7.22) temos

lim
α↑1

∫
T

ϕ(c+ αw − λ′′u0)dµ =

∫
T

ϕ(c+ w − λ′′u0)dµ,

então

1 = lim
α↑1

∫
T

ϕ(c+ αw − ψ(αw)u0)dµ

≤ lim
α↑1

∫
T

ϕ(c+ αw − λ′′u0)dµ =

∫
T

ϕ(c+ w − λ′′u0)dµ < 1,

o que é uma contradição.

Concluímos nessa seção, que se a função ϕ não satisfaz a condição (a3’) da
Definição 3.13, então a função normalizadora ψ próximo ao bordo de Bϕc se comporta de
forma diferente. Enquanto que para um exponencial deformada ϕ(·), temos que
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(i) ∀ u ∈ ∂Bϕc tal que
∫
T
ϕ(c+ u)dµ =∞, então ψ(αu)→∞, quando α→ 1.

Para uma função ϕ(·) que satisfaz as condições (a1) e (a2), mas não satisfaz a condição
(a3’) da Definição 3.13, temos que existe w ∈ ∂Bϕc tal que

∫
T
ϕ(c + w)dµ = ∞ e ψ(αw)

converge para um valor finito, quando α→ 1 .
Saber como a função normalizadora ψ se comporta próximo ao bordo de Bϕc é

crucial para garantirmos a existência de arcos mistura na variedade estatística generali-
zada.

Na próxima seção, chegamos a um dos resultados principais desse trabalho.
Iremos conectar densidades de uma mesma ϕ-família por arcos que são, na verdade, um
caso mais geral dos arcos mistura e iremos garantir que estes arcos estão bem definidos
em variedades estatística generalizadas.

6 ARCOS MISTURA GENERALIZADOS

Com o intuito de encontrar condições para o estudo da dualidade representa-
cional na variedade estatística generalizada, queremos agora definir outra classe de arcos
que pode nos ajudar nesse caminho da dualidade no sentido da representação conjugada
u∗ = ∂ψ(u) ↔ u = (∂ψ∗)(u∗) = (∂ψ)−1(u), como refletida por ψ ↔ ψ∗ (ZHANG, 2004,
2013). Assim, vamos utilizar o Gâteaux-gradiente da função de normalização ψ para
definir essa nova classe de arcos. A função normalizadora ψ : Kϕc → R é convexa e
Gâteaux-diferenciável (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema 10) e sua Gâteaux
derivada é dada por (3.21).

6.1 O subdiferencial de uma função convexa

Nesta seção, vamos lembrar algumas propriedades de funções convexas de
valor real estendida em espaços de Banach, isto é, funções com valores em R ∪ {±∞}.
Principalmente, discutiremos os subdiferenciais de funções convexas semicontínuas inferi-
ormente e suas propriedades.

Seja E um espaço de Banach. Uma função f é uma função convexa em E,
com o epigrafo (ASPLUND and ROCKAFELLAR, 1969)

epi f = {(x, α) : x ∈ E, α ∈ R, α ≥ f(x)} .

Se f(x) > −∞ para todo x e f(x) < +∞ para pelo menos um valor de x, chamamos f
uma função própria. O conjunto

dom f = {x ∈ E : f(x) <∞}
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denota o domínio efetivo de f . Uma função f : E → (−∞,∞] é dita ser semicontínua
inferiormente (s.c.i.) se para todo λ ∈ R o conjunto

[f ≤ λ] = {x ∈ E : f(x) ≤ λ}

é fechado.
Seja E∗ o espaço dual de E. Um vetor x∗ ∈ E∗ é dito ser um subgradiente de

f em x ∈ E se
(x∗, z) ≤ f(x+ z)− f(x) for all z ∈ E.

Denotamos por ∂f(x) o conjunto de subgradientes de f em x e o subdiferencial de f
é a aplicação multivalor x 7→ ∂f(x) de E para E∗. Pela definição ∂f(x) é sempre um
subconjunto fechado e convexo de E∗ para cada x. Supondo que f é uma função convexa
finita em x. Tem se x∗ ∈ ∂f(x) se, e somente se,

(z, x∗) ≤ f ′(x; z), ∀z ∈ E,

em que

f ′(x; z) = lim
t→0+

f(x+ tz)− f(x)

t

é a derivada direcional de f em x na direção z ∈ E. O subdiferencial pode ser vazio nos
pontos do dom f , então denotamos por

D(∂f) = {x ∈ E : ∂f(x) 6= ∅} ,

o domínio de ∂f e temos que D(∂f) ⊂ dom f . Dizemos que f é subdiferenciável em x

para todo x ∈ D(∂f).
Uma função convexa f : E → (−∞,∞] é dita ser semicontínua inferiormente

se para cada λ ∈ R o conjunto

[f ≤ λ] = {x ∈ E; f(x) ≤ λ}

é fechado (BREZIS, 2011). Seja f uma função própria, convexa e semicontínua inferior-
mente, então int dom f ⊂ D(∂f) (BARBU and PRECUPANU, 2012, Coralário 2.38). A
conjugada de f é a função f ∗ : E∗ → R definida por

f ∗(x∗) = sup{(x, x∗)− f(x) : x ∈ E}, x∗ ∈ E∗. (6.1)

Observe que se f é própria, então “sup” em (6.1) pode ser restrito ao pontos x ∈ dom f .
A conjugada f ∗ é uma função convexa e semicontínua inferiormente em E∗ e juntamente
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com f satisfaz a bem conhecida desigualdade de Young

(x, x∗) ≤ f(x) + f ∗(x∗), (6.2)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, x∗ ∈ ∂f(x). Se f é uma função semicontínua
inferiormente, o subdiferencial ∂f ∗ da função conjugada f ∗ coincide com (∂f)−1(BARBU
and PRECUPANU, 2012, Proposição 2.33).

É conhecido que se f é uma função convexa, própria e semicontínua inferior-
mente então

int dom f ⊂ D(∂f) ⊂ dom f,

e foi mostrado em (BRØNDSTED and ROCKAFELLAR, 1965) que D(∂f) é, de fato,
denso em dom f .
Fato 6.1 ((BAUSCHKE, BORWEIN, and COMBETTES, 2001, Corolário 2.19),(BORWEIN
and VANDERWERFF, 2010, Corolário 7.2.3)). Suponha x ∈ D(∂f). Então, x ∈ int dom f

se, e somente se, ∂f é localmente limitado em x.
Fato 6.2 ((BAUSCHKE, BORWEIN, and COMBETTES, 2001, Lema 2.20),(BORWEIN
and VANDERWERFF, 2010, Lema 7.2.4)). Se int dom f 6= ∅ e x ∈ D(∂f) \ int dom f ,
então ∂f(x) é ilimitado.

Uma função f : E → E∗ é dita ser Gâteaux-diferenciável em x0 ∈ E se existe
uma aplicação linear A : E → E∗ tal que

lim
t→0

1

t
‖f(x0 + tv)− f(x0)− Av‖ = 0,

para todo v ∈ E. A Gâteaux derivada ou Gâteaux-gradiente de f em x0 é denotado por
A = grad f(x0). O subdiferencial de uma função convexa está intimamente relacionado
ao Gâteaux-gradiente. Podemos ver essa relação no seguinte fato.
Fato 6.3 ((BARBU and PRECUPANU, 2012, Proposição 2.40)). Se a função convexa
f é Gâteaux-diferenciável em x0 ∈ E, então ∂f(x0) consiste de um único elemento x∗ =

grad f(x0).
Na próxima seção, nós investigamos o subdiferencial da função de normalização

ψ, que aparece na equação (3.18). Este resultado será útil para garantir que o arco mistura
generalizado está bem definido.

6.2 Subdiferencial da função de normalização ψ

Como já vimos anteriormente, a variedade mistura (CENA and PISTONE,
2007), (PISTONE, 2013b), é baseada no gradiente da função geradora de cumulantes.
Queremos fornecer uma expressão para a qual podemos conectar duas densidades em
uma mesma ϕ-família, nesse mesmo sentido, para ϕ uma exponencial deformada. Então,
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definimos os arcos pela expressão dada por (ANDRADE et al., 2018):

p(t) = F−1((1− t)F (p) + tF (q)), (6.3)

em que

F (p) =
ϕ′(ϕ−1(p))∫

T
u0ϕ′(ϕ−1(p))dµ

, (6.4)

t ∈ [0, 1] e para p, q pertencem a uma ϕ-família de distribuição de probabilidades. Pode-
mos reescrever o funcional F (p) como

ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫
T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

, u ∈ Bϕc , (6.5)

com p = ϕc(c + u − ψ(u)u0) e a expressão (6.5) é o Gâteaux-gradiente de ψ em uma
função u ∈ Bϕc . Lembrando que para a função exponencial ϕ(u) = exp(u), com u0 = 1,
temos que o funcional F (p) = p e o arco (6.3) se torna o arco mistura p(t) = (1 −
t)p + tq, já conhecido e estudado anteriormente nas famílias exponenciais (CENA and
PISTONE, 2007),(SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016),(SANTACROCE,
SIRI, and TRIVELLATO, 2017) e (PISTONE, 2013b). Por esse fato, chamaremos esses
arcos (6.3) de arcos mistura generalizados.

Para os arcos definidos pela expressão (6.3) estarem bem definidos é necessário
que o conjunto dos funcionais (6.5) que pertencem ao subdiferencial da função de normali-
zação ψ seja convexo. A partir de agora, vamos trabalhar para provar a convexidade desse
conjunto de funcionais (6.5). Como pelo Fato 6.3, o Gâteaux-gradiente e o subdiferencial
são relacionados, então como passo inicial vamos investigar o conjunto dos subgradientes
da função de normalização ψ.

A partir da investigação feita na Seção 4.2, vamos considerar nessa busca pelos
arcos mistura generalizados, funções que satisfazem as condições (a1)-(a3’) da definição
de exponencial deformada. Vamos considerar também, que as funções de Musielak-Orlicz
dada da forma (3.17), não satisfazem a condição ∆2. Consequentemente, temos que o
bordo do domínio da ϕ-família ∂Bϕc é não vazio (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a).

O domínio efetivo da função de normalização ψ é o conjunto

dom ψ = {u ∈ Bϕ
c : ψ(u) <∞} .

Precisamos encontrar as funções que formam o domínio, então vamos provar algumas
propriedades de ψ. É importante lembrar que vamos investigar a convexidade desse
conjunto de funcionais (6.5) com a função ψ definida no conjunto

Bϕ
c =

{
u ∈ Lϕc :

∫
T

uϕ′+(c)dµ = 0

}
, (6.6)
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pois neste conjunto garantimos a unicidade da representação de um elemento q pertencente
a ϕ-família de distribuições de probabilidade Fϕc . Temos assim, o nosso primeiro resultado
nessa seção.
Proposição 6.4. A função de normalização ψ : Bϕ

c → R ∪ {∞} é semicontínua inferi-
ormente.

Demonstração. Dado α ∈ R, seja Cα = {u ∈ Bϕ
c : ψ(u) ≤ α}. Para provar a afirmação, é

suficiente mostrar que Cα é fechado. Definimos um conjunto

B =

{
u ∈ Bϕ

c :

∫
T

ϕ(c+ u− αu0)dµ ≤ 1

}
,

e vamos provar que B é um conjunto fechado e que B = Cα. Seja {un} uma sequência
pertencente a B, tal que ‖ un − u ‖Φc→ 0. Deste modo, un → u, µ-q.t.p. Desde que ϕ é
uma função contínua, temos que ϕ(c+ un − αu0)→ ϕ(c+ u+ αu0), µ-q.t.p. . Pelo lema
de Fatou (ISNARD, 2007), segue que∫

T

ϕ(c+ u− αu0)dµ =

∫
T

lim inf
n→∞

ϕ(c+ un − αu0)dµ

≤ lim inf
n→∞

∫
T

ϕ(c+ un − αu0)dµ

≤ 1

assim, u ∈ B e B é um conjunto fechado. Agora, vamos provar que B = Cα. Seja u
uma função que pertence a Cα, então ψ(u) < α. A função ϕ é uma função estritamente
crescente, de modo que∫

T

ϕ(c+ u− αu0)dµ ≤
∫
T

ϕ(c+ u− ψ(u)u0)dµ = 1,

assim, u ∈ B.
Supondo que existe w ∈ B \Cα, então w ∈ B, o que implica que

∫
T
ϕ(c+w−

αu0)dµ ≤ 1 e w /∈ Cα, o que implica que ψ(w) > α. Então∫
T

ϕ(c+ w − αu0)dµ >

∫
T

ϕ(c+ w − ψ(w)u0)dµ = 1,

logo
∫
T
ϕ(c+w−αu0)dµ > 1. Isto contradiz a suposição de que w ∈ B. Portanto B = Cα

e Cα é fechado.

O resultado da proposição anterior é muito importante na nossa investigação,
pois existem várias propriedades, extremamente úteis, de funções convexas, semicontínuas
inferiormente. Pela investigação na Seção 5, sobre o comportamento de ψ no bordo,
juntamente com o fato de a função ϕ(·) é uma exponencial deformada, ou seja, satisfaz as
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condições (a1)-(a3’) e ainda ψ ser semicontínuo inferiormente, pela Proposição 6.4, então
temos que existem funções u em ∂Bϕc , tais que ψ(u) <∞. Consequentemente, o domínio
efetivo da função de normalização é o conjunto

dom ψ = Bϕc ∪ {∂Bϕc }<∞ (6.7)

em que {∂Bϕc }<∞ é o conjunto dos pontos no bordo de Bϕc tal que ψ(u) <∞.
O subdiferencial de ψ em uma função u ∈ dom ψ é o conjunto

∂ψ(u) =

{
u∗ ∈ (LΦc)∗ :

∫
T

u∗vdµ ≤ ψ(u+ v)− ψ(u), for all v ∈ Bϕ
c

}
, (6.8)

em que (LΦc)∗ denota o espaço dual de LΦ. Lembrando que o espaço dual é dado pela
soma direta (3.15) da contínua em ordem LΦ∗c com a componente singular

(
LΦc
)∼
s
. Nós

sabemos que , para todo u ∈ Bϕc a função de normalização ψ é Gâteaux-diferenciável
a o Gâteaux-gradiente é dado por (6.5) (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema
10). Consequentemente, pelo Fato 6.3 ∂ψ(u) consiste de um único elemento, o Gâteaux-
gradiente dado por

∂ψ(u) =
ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫

T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0dµ

, u ∈ Bϕc

De fato, nós provamos a seguir que (6.5) pertence a ∂ψ(u), para todo u ∈ Bϕc .
Proposição 6.5. Seja u uma função pertencente ao dom ψ. Supondo que o funcional

ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫
T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

(6.9)

pertence a LΦ∗c , então (6.9) pertence a ∂ψ(u).

Demonstração. Temos que o funcional (6.9) pertence a LΦ∗c . Seja v uma função em Bϕ
c

tal que
∫
T
ϕ(c + u + v)dµ < ∞. Em outras palavras, u + v ∈ dom ψ, então temos que∫

T
ϕ(c+u−ψ(u)u0)dµ = 1 e

∫
T
ϕ(c+u+v−ψ(u+v)u0)dµ = 1. Assim, pela convexidade

de ϕ temos∫
T

[v + (ψ(u+ v)− ψ(u))u0]ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ ≤∫
T

ϕ(c+ u− ψ(u)u0)dµ−
∫
T

ϕ(c+ u+ v − ψ(u+ v)u0)dµ = 0.

Então ∫
T

vϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ ≤
∫
T

u0ϕ
′(c+ u− ψ(u)u0)dµ(ψ(u+ v)− ψ(u))dµ
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e portanto ∫
T
vϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ∫

T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

≤ ψ(u+ v)− ψ(u). (6.10)

Se u+ v ∈ Bϕ
c \ dom ψ, então ψ(u+ v) =∞, então∫

T
vϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ∫

T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

< ψ(u+ v)− ψ(u).

Consequentemente, a inequação (6.10) ocorre para todo v ∈ Bϕ
c e o resultado segue.

Conhecemos assim, o subdiferencial de ψ das funções u ∈ Bϕc . Precisamos
encontrar o subdiferencial de ψ for u no conjunto {∂Bϕc }<∞. Sabemos que ψ é uma
função convexa, própria e semicontínua inferiormente, então

int dom ψ ⊂ D(∂ψ) ⊂ dom ψ,

em que int dom ψ = Bϕc e D(∂ψ) \ int dom ψ = {∂Bϕc }<∞. Desde que int dom ψ 6= ∅,
então pelo Fato 6.2, para u ∈ D(∂ψ) \ int dom ψ, ∂ψ(u) é ilimitado.

Na demostração da Proposição 6.8, temos que todo funcional do tipo (6.9) que
pertence ao espaço LΦ∗c , pertence ao subdiferencial. Na verdade, podem existir funcionais
do tipo (6.9) que não pertencem ao espaço dual

(
LΦc
)∗ e consequentemente não perten-

cem ao subdiferencial. Desde que, estamos interessados em provar que o conjunto dos
funcionais (6.5) é convexo e estes funcionais são contínuos em ordem. Precisamos analisar
somente a parte contínua em ordem do subdiferencial, isto é, a parte do subdiferencial que
pertence a LΦ∗c .Precisamos investigar sobre que condições o funcional (6.9) pertence ou
não a LΦ∗c , para u ∈ {∂Bϕc }<∞. Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares.
Lema 6.6 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2014, Lema 3.11)). Seja Φc uma função
de Musielak-Orlicz que não satisfaz a condição ∆2. Adicionalmente, assumindo que
Φc(t, bΦ(t)) = ∞ para µ-q.t.p. t ∈ T . Então existe uma sequência estritamente cres-
cente 0 < λn ↑ 1, e sequências {un} e {An} de funções não negativas de valor finito,
mensuráveis, e conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois, respectivamente, tais que

IΦc(unχAn) = 1, e IΦc(λnunχAn) ≤ 2−n, para todo n ≥ 1.

Agora vamos provar que se a função de Musielak-Orlicz Φc não satisfaz a
condição ∆2, podemos encontrar uma função u que pertence a classe de Musielak-Orlicz
L̃Φc , mas o funcional Φ′c+(t, u(t) não pertence ao espaço LΦ∗c . Esse resultado é crucial para
acharmos condições sobre as quais o funcional (6.9) pertence ou não ao espaço LΦ∗c .
Proposição 6.7. Seja Φc uma função de Musielak-Orlicz que não satisfaz a condição ∆2

e que Φc(t, bΦ(t)) = ∞ para µ-q.t.p. t ∈ T . Então podemos encontrar uma função não
negativa u ∈ L̃Φc tal que IΦ∗c (Φ

′
c+

(t, u(t))) =∞.
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Demonstração. Sejam {λn}, {un} e {An} dado como no Lema 6.6. Selecione uma sub-
sequência {λnk} ⊂ {λn} para qual a série

∑∞
k=1(1− λnk) converge, e (1− λnk) + 2−nk < 1

para todo k ≥ 1. Pelo fato de que λ → IΦc(λunkχAnk ) é contínua para λ ∈ [0, 1],
podemos encontrar λ′k ∈ (λnk , 1) tal que IΦc(λ

′
kunkχAnk ) = (1 − λnk) + 2−nk . Defina

u =
∑∞

k=1 λ
′
kunkχAnk . Então podemos escrever

IΦc(u) =
∞∑
k=1

IΦc(λ
′
kunkχAnk ) =

∞∑
k=1

[(1− λnk) + 2−nk ] <∞, (6.11)

e ∫
T

u(t)Φ′c+(t, u(t)))dµ =
∞∑
k=1

∫
Ank

λ′kunk(t)Φ
′
c+(t, λ′kunk(t))dµ

≥
∞∑
k=1

λ′k
1

λ′k − λnk
[IΦc(λ

′
kunkχAnk )− IΦc(λnkunkχAnk )]

≥
∞∑
k=1

λ′k
1− λnk

[(1− λnk) + 2−nk − 2−nk ]

=
∞∑
k=1

λ′k =∞.

Consequentemente segue que

IΦ∗c (Φ
′
c+

(t, u(t))) =

∫
T

u(t)Φ′c+(t, u(t)))dµ− IΦc(u) =∞,

o que conclui a prova.

A proposição anterior deixa claro que podemos encontrar um u ∈ L̃Φc , em que
Φ′c+(t, u(t)) /∈ L̃Φ∗c . Seja u como na Proposição 6.7, vamos provar que para λ ∈ [0, 1],
IΦc(λu) <∞ e para λ > 1, IΦc(λu) =∞. De fato, seja u =

∑∞
k=1 λ

′
kunkχAnk .

Para λ ∈ (0, 1), pela equação (6.11) temos

IΦc(λu) ≤ IΦc(u) =
∞∑
k=1

IΦc(λ
′
kunkχAnk ) <∞.

Para λ > 1, tomando um número natural k0 ≥ 1 tal que λλ′k0 ≥ 1. Então
podemos escrever

IΦc(λu) =
∞∑
k=1

IΦc(λλ
′
kunkχAnk ) ≥

∞∑
k=1

IΦc(unkχAnk ) =∞.

A partir do resultado da Proposição 6.7 podemos finalmente chegar a condição
para a qual podemos encontrar uma função que pertence ao bordo de Bϕc , mas o funcional
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do tipo (6.9) dessa função não pertence ao espaço LΦ∗c .
Proposição 6.8. Seja Φc uma função de Musielak-Orlicz tal que , Φc satisfaz a condição
∇2, não satisfaz a condição ∆2 e Φc(t, bΦ(t)) = ∞. Então podemos encontrar w ∈ ∂Bϕc
tal que

ϕ′(c+ w − ψ(w)u0)∫
T
u0ϕ′(c+ w − ψ(w)u0)dµ

/∈ LΦ∗c (6.12)

Demonstração. Tomando k0 ≥ 1 e denotando o conjunto B = T \
⋃∞
k=k0

Ank , então
definimos ũ =

∑∞
k=k0

λ′kunkχAnk . Podemos escolher λ′ < 0 tal que

w = λ′u0χB + ũ

satisfaz
∫
T
wϕ′(c)dµ = 0. Em outras palavras, w ∈ Bϕ

c . É fácil ver que
∫
T
ϕ(c+αw)dµ <

∞ para α ∈ (0, 1) e
∫
T
ϕ(c + αw)dµ = ∞ para α > 1, então w ∈ ∂Bϕc . Ainda resta

mostrar (6.12). A partir da Proposição 6.7 temos que∫
T

wΦ′c+(t, w(t))dµ =

∫
B

λ′u0(t)Φ′c+(t, λ′u0)dµ+
∞∑

k=k0

∫
Ank

IΦc(λ
′
kunkχAnk )dµ =∞,

desde que ∫
B

λ′u0(t)Φ′c+(t, λ′u0)dµ ≤ λ′
∫
B

Φc((λ
′ + 1)u0)− Φc(λ

′u0)dµ

≤ λ′
∫
B

ϕ(c+ (λ′ + 1)u0)− ϕ(c+ λ′u0)dµ

<∞.

Assim,

IΦ∗c

(
Φ′c+(t, w(t))

)
=

∫
T

w(t)Φ′c+(t, w(t))dµ− IΦc(w) =∞,

consequentemente ϕ′(c + w) /∈ L̃Φ∗c . Pelo Teorema 3.10 desde que Φc ∈ ∇2, temos que
Φ∗c ∈ ∆2 e portanto L̃Φ∗c = LΦ∗c . Concluímos que ϕ′(c + w) /∈ LΦ∗c . Como LΦ∗c é um
conjunto linear , temos que (6.12) ocorre.

Como uma consequência da Proposição 6.8 temos que é possível encontrar
u ∈ {∂Bϕc }<∞ tal que

ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫
T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

/∈ LΦ∗c ,

e portanto o funcional (6.9) não pertence ao subdiferencial da função normalizadora em
u, ou seja,

ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫
T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

/∈ ∂ψ(u)

.
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Nesta seção, concluímos que para u ∈ dom ψ nem todo o funcional do tipo

ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫
T

u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ
(6.13)

pertence a LΦ∗c , mas se o funcional pertence ao espaço LΦ∗c , então o funcional pertence ao
subdiferencial ∂ψ(u).

Na próxima seção, finalmente provaremos que o conjunto formado pelos funci-
onais pertencentes ao subdiferencial da função de normalização ψ é convexo. Garantimos
assim, que o arco mistura generalizado como definido em (6.3) está bem definido.

6.3 Convexidade do conjunto de funcionais

Vamos mostrar que o conjunto dos funcionais{
ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫

T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

, u ∈ dom ψ

}⋂
LΦ∗c (6.14)

é convexo. Da Proposição 6.5, o conjunto (6.14) está contido na imagem de ∂ψ(·), o
conjunto dado por

Im ∂ψ =
⋃
{∂ψ(u) : u ∈ dom ψ} . (6.15)

Sabemos que nem sempre o conjunto (6.15) é convexo.
Em (ROCKAFELLAR, 1970, Teorema 5) foi mostrado que sejamX um espaço

de Banach reflexivo e uma função convexa, própria, semicontínua inferiormente, Fréchet
diferenciável e que satisfaz a condição que o domínio do subdiferencial está contido no
interior do do domínio da função f . Então a imagem da aplicação grad f : D → X∗ é um
conjunto convexo, em que D é o domínio do subgradiente. Mas no nosso caso, o espaço
de Musielak-Orlicz LΦc não é reflexivo para qualquer função Φc, na verdade o espaço LΦc

só é reflexivo se a função Φc satisfazer a condição ∆2 e a condição ∇2 ao mesmo tempo,
o que não é caso em que estamos trabalhando. Além disso, não temos que a função de
normalização ψ é Fréchet diferenciável. Tivemos que encontrar outro meio de chegar a
essa convexidade do conjunto (6.14).

Seja ψ∗ a função conjugada de ψ. Pelo fato que ψ∗ é uma função convexa,
semicontínua inferiormente e própria, int dom ψ∗ e dom ψ∗ são conjuntos convexos e
a imagem de ∂ψ é o domínio efetivo de ∂ψ∗, desde que (∂ψ)−1 = ∂ψ∗ (BARBU and
PRECUPANU, 2012, Proposição 2.33). Assim,

int dom ψ∗ ⊂ D(∂ψ∗) ⊂ dom ψ∗ (6.16)
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é o mesmo que
int dom ψ∗ ⊂ Im ∂ψ ⊂ dom ψ∗. (6.17)

A fim de provar que o conjunto (6.14) é convexo, analisamos o conjunto (6.15) em três
casos. Sejam u∗, v∗ elementos em (6.15) tais que
Caso 1. u∗,v∗ ∈ int dom ψ∗, então pela convexidade de int dom ψ∗, para λ ∈ (0, 1),

temos λu∗ + (1− λ)v∗ ∈ int dom ψ∗.
Caso 2. Se u∗ ∈ int dom ψ∗ e v∗ ∈ D(∂ψ∗) \ int dom ψ∗, então λu∗ + (1 − λ)v∗ ∈

int dom ψ∗, para λ ∈ (0, 1) (BAUSCHKE, BORWEIN, and COMBETTES,
2001, Fato 2.1).

Caso 3. Sejam u∗, v∗elementos em (6.15) pertencentes a D(∂ψ∗) \ int dom ψ∗.
Fica claro aqui, que nos Casos 1 e 2 a convexidade é satisfeita, pois a combinação convexa
de elementos do conjunto 6.15 é ainda um elemento desse conjunto. Ficamos assim com
o Caso 3 pra trabalhar essa convexidade. Queremos provar que , para λ ∈ (0, 1), λu∗ +

(1 − λ)v∗ pertence a (6.15). A fim de resolver este problema nós vamos provar que
D(∂ψ∗) = int dom ψ∗. Assumindo que ϕ é uma função estritamente convexa, então ψ é
uma função estritamente convexa. Na próxima proposição mostramos que ∂ψ∗(u∗) é um
conjunto unitário.
Proposição 6.9. Seja ψ uma função estritamente convexa, então ∂ψ∗(u∗) é um conjunto
unitário, em que u∗ ∈ ∂ψ(u), com u ∈ D(∂ψ).

Demonstração. Assumindo que ψ é uma função estritamente convexa temos que para
λ ∈ (0, 1) e ∀u1 6= u2 ∈ dom ψ

ψ(λu1 + (1− λ)u2) < λψ(u1) + (1− λ)ψ(u2). (6.18)

Supondo que ∂ψ∗(u∗) não é um conjunto unitário, isto é, ∂ψ∗(u∗) = {u1, u2, . . .}, em que
u∗i ∈ D(∂ψ), i = 1, 2, . . .. Tomando u1, u2 ∈ ∂ψ∗(u∗). Pela desigualdade de Young (6.2)

(λu1 + (1− λ)u2, u
∗) ≤ ψ(λu1 + (1− λ)u2) + ψ∗(u∗), (6.19)

em que λ ∈ (0, 1) e como consequência de u1, u2 ∈ ∂ψ∗(u∗), temos

ψ(u1) + ψ∗(u∗) = (u1, u
∗), (6.20)

e
ψ(u2) + ψ∗(u∗) = (u2, u

∗). (6.21)

Tomando o produto de (6.20) por λ, o produto de (6.21) por (1 − λ) e adicionando as
duas equações obtidas, temos

λψ(u1) + (1− λ)ψ(u2) + ψ∗(u∗) = (λu1 + (1− λ)u2, u
∗). (6.22)
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De (6.19) e (6.22) obtemos

λψ(u1) + (1− λ)ψ(u2) ≤ ψ(λu1 + (1− λ)u2),

o que é uma contradição por (6.18). O que implica que ∂ψ∗(u∗) é um conjunto unitário
e isto completa a prova.

Assim, o conjunto ∂ψ∗(u∗) é unitário, então ∂ψ∗ é localmente limitado em
u∗ ∈ D(∂ψ∗) e portanto pelo Fato 6.1 concluímos que u∗ ∈ int dom ψ∗ o que implica que
D(∂ψ∗) ⊂ int dom ψ∗, por (6.16) temos que

Im ∂ψ = D(∂ψ∗) = int dom ψ∗. (6.23)

Portanto, pelo Fato 6.2, não existe funcional u∗ em (6.15) tal que u∗ ∈ D(∂ψ∗)\int dom ψ∗.
Assim, (6.15) é um conjunto convexo e como consequência, o arco mistura generalizado
está bem definido, desde que o conjunto (6.14) é um conjunto convexo. De fato, sejam u,
v funções no dom ψ tal que

u∗ =
ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)∫

T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

(6.24)

e
v∗ =

ϕ′(c+ v − ψ(v)u0)∫
T
u0ϕ′(c+ v − ψ(v)u0)dµ

(6.25)

pertencem a (6.14). Claramente,∫
T

u0u
∗dµ =

∫
T
u0ϕ

′(c+ u− ψ(u)u0)dµ∫
T
u0ϕ′(c+ u− ψ(u)u0)dµ

= 1

e ∫
T

u0v
∗dµ =

∫
T
u0ϕ

′(c+ v − ψ(v)u0)dµ∫
T
u0ϕ′(c+ v − ψ(v)u0)dµ

= 1.

Notamos que, os funcionais (6.14) são os únicos elementos em (6.15) que satisfazem∫
T
u0u

∗dµ = 1. Para λ ∈ (0, 1) temos∫
T

u0((1− λ)u∗ + λv∗)dµ = 1,

então existem funções wλ ∈ dom ψ tal que

ϕ′(c+ wλ − ψ(wλ)u0)dµ∫
T
u0ϕ′(c+ wλ − ψ(wλ)u0)dµ

= (1− λ)u∗ + λv∗, para cada λ ∈ (0, 1).

Assim, o conjunto (6.14) é um conjunto convexo.
Nesta seção, provamos que o arco mistura generalizado está bem definido para
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uma exponencial deformada ϕ estritamente convexa e para uma função de Musielak-Orlicz
Φc que satisfaz a condição ∇2 e não satisfaz a condição ∆2. Na próxima seção, discutimos
como podemos trabalhar com esse arco mistura generalizado aberto, ou seja, sem que
necessariamente as densidades sejam os extremos do arco.

6.4 Arco aberto mistura generalizado

Na seção anterior, provamos que o arco mistura generalizado dado por

p(α) = F−1 ((1− α)F (p) + αF (q)) , (6.26)

está bem definido para α ∈ [0, 1]. Nesta seção nosso objetivo é duplo: primeiramente,
garantir que o arco aberto também está bem definido; e em segundo lugar, fornecer
algumas propriedades desses arcos. Para tais objetivos, usamos (6.23), que estabelece
que D(∂ψ∗) = Im ∂ψ é um conjunto aberto, então nós podemos estender a combinação
convexa em (6.26) entre F (p) e F (q) além destes pontos extremos enquanto mantemos
a positividade de (1 − α)F (p) + αF (q). De fato, pelo conjunto D(∂ψ∗) = Im ∂ψ ser
aberto, existe ε1 > 0 tal que B(F (p), ε1) é a bola aberta de raio ε1 centrada em F (p)

com B(F (p), ε1) ⊂ D(∂ψ∗). Similarmente, existe ε2 > 0 tal que B(F (q), ε2) ⊂ D(∂ψ∗).
Tomando ε = min{ε1, ε2} garantimos que a combinação (1 − α)F (p) + αF (q) pode ser
estendida a α ∈ I = (−ε, 1 + ε) ⊃ [0, 1].
Definição 6.10. Para um exponencial deformada ϕ, dizemos que p e q estão em Pµ são
ϕ-conectados por um arco mistura aberto se existe um intervalo I ⊃ [0, 1] tal que

p(α) = F−1 ((1− α)F (p) + αF (q)) (6.27)

pertence a Pµ para cada α ∈ I, em que F (p) = ϕ′(ϕ−1(p))∫
T u0ϕ

′(ϕ−1(p))dµ
.

Em (CENA and PISTONE, 2007) foi mostrado que densidades conectadas por
arcos mistura abertos tem razão limitada por constantes positivas. Em (SANTACROCE,
SIRI, and TRIVELLATO, 2016) os autores mostraram a implicação recíproca, fornecendo
uma caracterização de modelos mistura abertos. Aqui, pode se ver que o papel funda-
mental por ser conectado por arcos mistura abertos generalizados é dado pela razão F (p)

F (q)
a

qual tem que ser limitada. O funcional F (p) na definição de arco mistura aberto satisfaz
F (p) > 0. Assim, a combinação (1 − α)F (p) + αF (q) em (6.27) tem que satisfazer a
mesma propriedade, isto é, (1 − α)F (p) + αF (q) > 0. Assuma que p e q são conecta-
das por um arco mistura aberto dado de acordo com (6.27) pertencente a Pµ para todo
α ∈ (−ε1, 1 + ε2) ⊃ [−ε, 1 + ε] com ε > 0. Desde que p(−ε) e p(1 + ε) ∈ Pµ, então

F (p(−ε)) = (1 + ε)F (p) + (−ε)F (q) > 0,
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o que implica que
F (p)

F (q)
>

ε

1 + ε
(6.28)

e
F (p(1 + ε)) = (−ε)F (p) + (1 + ε)F (q) > 0,

que nos dá
F (p)

F (q)
<

1 + ε

ε
. (6.29)

Combinando ambas desigualdades (6.28) e (6.29), temos

ε

1 + ε
<
F (p)

F (q)
<

1 + ε

ε
. (6.30)

Reciprocamente, se temos (6.30), então (1− α)F (p) + αF (q) > 0 e (6.27) pertence a Pµ,
Assim, temos que p e q são ϕ-conectadas por um arco mistura aberto se, e somente se,
a razão F (p)

F (q)
é limitada. Pelo fato de que Im ∂ψ é um conjunto aberto, então existe um

intervalo I ⊃ [0, 1] tal que (1− α)F (p) + αF (q) pertence a Im ∂ψ e temos∫
T

u0 [(1− α)F (p) + αF (q)] dµ = 1, para todo α ∈ I ⊃ [0, 1],

para todo α ∈ I. Então, existem funções wα ∈ dom ψ tal que

(1− α)F (p) + αF (q) =
ϕ′(c+ wα − ψ(wα)u0)∫

T
u0ϕ′(c+ wα − ψ(wα)u0)dµ

,

com
p(α) = F−1

(
ϕ′(c+ wα − ψ(wα)u0)∫

T
u0ϕ′(c+ wα − ψ(wα)u0)dµ

)
, for all α ∈ I ⊃ [0, 1],

isto é, a combinação convexa (6.27) é também uma função do tipo (6.4) para todo α ∈ I.
Então, o arco mistura aberto está bem definido. Outra propriedade dessa conexão por
arcos mistura abertos generalizados é que esta é uma relação de equivalência.
Proposição 6.11. A relação na Definição 6.10 é uma relação de equivalência.

Demonstração. As propriedades, reflexividade e simetria seguem da definição. Quanto a
transitividade, considere p, q e r ∈ Pµ tal que

p(λ) = F−1 ((1− λ)F (p) + λF (q)) ∈ Pµ e q(β) = F−1 ((1− β)F (q) + βF (r)) ∈ Pµ

com λ, β ∈ [−ε, 1 + ε] para algum ε > 0. Podemos tomar

p(−ε) = F−1 ((1 + ε)F (p) + (−ε)F (q)) e q(−ε) = F−1 ((1 + ε)F (q) + (−ε)F (r)) ,



75

e defina a distribuição de probabilidade

p1 =F−1
((

1− ε

1 + 2ε

)
F (p(−ε)) +

ε

1 + 2ε
F (q(−ε))

)
=F−1

((1 + ε)2

1 + 2ε
F (p)− ε2

1 + 2ε
F (r)

)
.

Se temos

p(1 + ε) = F−1 ((−ε)F (p) + (1 + ε)F (q)) e q(1 + ε) = F−1 ((−ε)F (q) + 1 + ε)F (r)) ,

podemos definir uma distribuição de probabilidade como

p2 =F−1
( −ε
−1− 2ε

F (p(1 + ε)) +
−1− ε
−1− 2ε

F (q(1 + ε))
)

=F−1
( −ε2

1 + 2ε
F (p) +

(1 + ε)2

1 + 2ε
F (r)

)
.

O arco mistura aberto generalizado,

r(α) = F−1 ((1− α)F (p1) + αF (p2)) , α ∈ (0, 1),

conecta as distribuições de probabilidade r
( (1+ε)2

2ε2+2ε+1

)
= p e r

(
ε2

2ε2+2ε+1

)
= r. O que

garante a transitividade.

Nessa seção, propomos uma classe de arcos na variedade estatística generali-
zada, aos quais chamamos de arcos mistura generalizados pelo fato de os já conhecidos
arcos mistura serem um caso especial desses. Para definir esses arcos, pensamos na du-
alidade no sentido da dualidade representacional. Assim, os arcos mistura generalizados
são definidos a partir de funcionais no espaço de Musielak-Orlicz LΦ∗c , que é o espaço dos
funcionais contínuos em ordem definidos em LΦ. Encontramos condições para obter esses
arcos de forma que as densidades não sejam os pontos extremos desses arcos e garanti-
mos que conectar duas densidades por um arco mistura generalizado é uma relação de
equivalência.

7 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Variedade estatística generalizada é uma linha de pequisa em Geometria da
Informação que vem se desenvolvendo nos últimos anos. Nesse trabalho, uma importante
contribuição para o desenvolvimento dessas variedades foi dado. A construção de arcos
no mesmo sentido dos arcos exponenciais e mistura. Com a construção desses arcos, um
passo importante para o estudo da dualidade nas variedades estatísticas generalizadas foi
dado.
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Os arcos mistura foram construídos baseados no Gâteaux-gradiente da função
normalizadora. Uma vez que a conexão por arcos é definida a partir de exponenciais
deformadas, foi de extrema relevância, para a conexão por arcos, entender como a função
de normalização ψ se comporta próximo ao bordo do seu domínio, considerando que a
função de Musielak-Orlicz Φc é dada por uma função ϕ que satisfaz as condições (a1) e
(a2), mas não satisfaz a condição (a3’), juntamente com o fato de ela não satisfazer a
condição ∆2.

Durante a investigação desses arcos generalizados, provamos que a generaliza-
ção da divergência de Rényi proposta em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016)
está bem definida. Provamos que essa generalização está bem definida para arcos gerados
a partir de exponenciais deformadas.

Investigações futuras irão iluminar como podemos definir transportes parale-
los τ (1)

p1,p2 e τ (−1)
p1,p2 na variedade estatística generalizada, para estudarmos dualidade nessa

variedade. Ajudarão também a entender como a divergência de Rényi generalizada pode
ser relacionada com

(
τ

(−1)
p1,p2 , τ

(1)
p1,p2 , 〈·, ·〉

)
. Podemos ainda pensar em como construir uma

estrutura C∞-diferenciável em Pµ baseada em funções que não satisfazem a condição (a3′)

ou ainda, baseada em funções que perdem a injetividade a partir de um certo valor, como
acontece por exemplo em, q-exponencial de Tsallis. Uma ramo de investigação é utilizar
a exponencial deformada para generalizar outras divergências, como a divergência gerada
pelo q-logaritmo de Tsallis. Aplicações dessa variedade estatística generalizada são um
dos principais objetivos de investigação.
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