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RESUMO

A colecao de todas as densidades de probabilidade estritamente positivas, que sao equi-
valentes a uma medida u, P, foi dotada com uma estrutura de C*°-variedade de Banach.
Essa estrutura é baseada em (-familias de distribuicoes de probabilidade. Conectar por
arcos duas distribui¢oes de probabilidade, ou seja, encontrar uma curva em que os extre-
mos sejam duas distribuigoes e que esta curva esteja totalmente contida em P, era uma
questao em aberto para variedades estatisticas generalizadas. Nesta Tese, arcos em varie-
dades estatisticas generalizadas sao investigados. Os arcos exponencial e mistura, ja bem
conhecidos em Geometria da Informagcao, podem ser vistos como um caso especial desses
arcos. Nos garantimos que o arco mistura generalizado estd bem definido. Encontramos
condicoes necessarias e suficientes para quaisquer duas distribui¢oes de probabilidade se-
rem conectadas por um arco exponencial generalizado, um ¢-arco. Provamos ainda que,
a partir de uma exponencial deformada e de duas distribui¢oes de probabilidade fixadas,
uma generalizacao da divergéncia de Rényi existe, sobre algumas condigoes essa genera-
lizacao da divergéncia de Rényi é relacionada a ¢-divergéncia, que pode ser vista como
uma generalizacao da divergéncia de Kullback-Leibler. A funcao de normalizacao, em
uma ¢-familia, é o andlogo da funcao geradora de cumulantes. Foi ainda estudado o
comportamento da fun¢ao de normalizacao préximo ao bordo do dominio da y-familia, o
que é um resultado necessario ao desenvolvimento dos arcos mistura generalizados, uma
vez que esses arcos sao dados a partir dos funcionais que pertencem ao subdiferencial da
funcao de normalizacao. Foram encontradas condigoes para que os arcos generalizados
possam ser tomadas sem que, necessariamente, as distribuicoes de probabilidade conec-
tadas sejam os pontos extremos desses arcos, ou seja, os arcos sao abertos. Um outro
resultado importante desse trabalho foi provar que o conjunto de todas as distribuicoes
conectadas, por um p-arco aberto, a uma distribuicao de probabilidade fixada, é a prépria
p-familia de distribui¢oes de probabilidade. Garante-se ainda que conectar duas distri-
buicoes de probabilidade por arcos abertos é uma relacao de equivaléncia para ambos os
arcos generalizados.

Palavras-chave: Variedades estatisticas generalizadas. Familias de exponenciais. Arco

exponencial. Arco mistura.



ABSTRACT

The collection of all strictly positive probability densities, which are equivalent to a mea-
sure 4, P,, was endowed with a C°°-Banach manifold structure. This structure is based
on p-families of probability distributions. To connect two probability distributions, that
is, to find a curve where the ends are two distributions and that this curve is totally con-
tained in P,, was an open question for generalized statistical manifold. In this thesis, arcs
in the generalized statistical manifold are investigated. The exponential arcs and misture,
already well-known in Information Geometry, can be seen as a special case of these arcs.
We guarantee that the generalized misture arc is well defined. We found necessary and
sufficient conditions for any two probability distributions to be connected by a generalized
exponential arc, a p-arco. We also prove that, from a deformed exponential and two fixed
probability distributions, a generalization of the Rényi divergence exists, on some con-
ditions this generalization of the Rényi divergence is related to (-divergence, which can
be seen as a generalization of the Kullback-Leibler divergence. The normalizing function,
in a ¢-family, is the analog of the cumulating generating function. We also studied the
behavior of the normalization function near the boundary of the ¢-family domain, which
is a necessary result to the development of the generalized misture arcs, since these arcs
are given from the functional ones that belong to the subdifferential of the normalizing
function. Conditions were found so that generalized arcs can be taken without necessarily
connecting the probability distributions to the extreme points of these arcs, that is, the
arcs are opened. Another important result of this work has been to prove that the set of
all the distributions connected by an open @-arc, to a fixed probability distribution, is the
p-family of probability distributions. It is further ensured that connecting two probability
distributions by open arcs is an equivalence relation for both generalized arcs.

Keywords: Generalized statistical manifolds. Exponential families. Exponential arcs.

Mixture arcs.
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1 INTRODUCAO

1.1 Estado da arte e motivacao

Em modelos geométricos para estatistica, Geometria da Informagao (AMARI,
2001; CALIN and UDRISTE, 2014; AMARI, 2016) é o ramo da teoria de probabilidade
dedicado a investigar funcoes de densidade de probabilidade equipadas com uma estru-
tura de geometria diferencial. Uma estrutura de geometria diferencial para as familias
de distribui¢oes multiparamétricas foi fornecida em (AMARI, 1982). Em meados dos
anos 80, outros topicos relacionados a essas familias, tais como fibrado e dualidade de
conexoes de modelos estatisticos, foram investigados em (AMARI, 1985) e (AMARI and
NAGAOKA, 2000), respectivamente. No caso paramétrico, familia exponencial, mistura
e a-conexoes, assim como sua estrutura dual, estao entre os mais importantes objetos
geométricos (AMARI and NAGAOKA, 2000). A estrutura dual das a-conexdes é o ponto
chave que distingue uma variedade estatistica contra variedades diferenciais arbitrarias.

A funcao de divergéncia é um topico essencial em Geometria da Informacao,
para ambos os casos, paramétrico e nao paramétrico, uma vez que uma métrica e conexoes
duais podem ser induzidas a partir de uma divergéncia (AMARI and CICHOCKI, 2010;
AMARI, 2009; ZHANG, 2004; NIELSEN and NOCK, 2017). Dentre as divergéncias mais
conhecidas e mais bem sucedidas na medida da dissimilaridade entre densidades de proba-
bilidade est4 a divergéncia de Rényi (RENYI, 1961; ERVEN and HARREMOES, 2014),
que é uma divergéncia dependente de um paradmetro « e no caso limite quando o — 1,
temos a divergéncia de Kullback-Leibler (KULLBACK and LEIBLER, 1951) . Encontrar
uma estrutura geométrica para familias de distribui¢coes multiparamétricas, com uma des-
crigdo mais geral, é um dos topicos de interesse em geometria da informagao (AMARI,
OHARA, and MATSUZOE, 2012; HARSHA and MOOSATH, 2015; MATSUZOE, 2014;
MATSUZOE and WADA, 2015).

Modelos estatisticos ndo paramétricos (GINE and NICKL, 2015) ja se mostram
importantes em pesquisas voltadas para psicologia, medi¢ao e percepgao (TOWENSED,
SOLOMON;, and SMITH, 2001) e aplica¢oes em finangas (TRIVELLATO, 2013). No caso
paramétrico, a variedade de funcoes de densidade de probabilidade obtém uma topologia
Fuclidiana a partir do espago dos parametros naturais. Para o caso nao paramétrico, o
maior desafio é definir uma topologia conveniente e uma noc¢ao de convergéncia. Pistone e
Sempi (PISTONE and SEMPI, 1995) foram os primeiros a formular uma rigorosa exten-
sao de dimensao infinita para as familias de exponenciais. Eles dotaram o conjunto P,, de
todas as densidades de probabilidade, com uma estrutura de variedade de Banach expo-

nencial, usando espagos de Orlicz associados a uma fun¢do de Young (KRASNOSELI'SKI
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and RUTICKI, 1961). Em um trabalho posterior (PISTONE and ROGANTIN, 1999),
mais propriedades das variedades estatisticas foram estudadas, especificamente com res-
peito a condi¢ao de ortogonalidade.

Assim como no caso paramétrico, em modelos nao paramétricos as conexoes
exponencial e mistura estao entre os objetos mais importantes. Para encontrar estas cone-
x0es é necessario garantir a existéncia de arcos abertos. Usando a nocao de convergéncia
exponencial, os autores em (GIBILISCO and PISTONE, 1998) investigaram essas cone-
xoes. Neste trabalho os autores construiram as conexoes exponencial e mistura no sentido
em que a relacao entre elas é a mesma que no caso paramétrico. Uma abordagem diferente
foi usada em (GRASSELLI, 2010), na que o arco mistura foi adicionalmente estudado.
Além disso, (GRASSELLI, 2010) provou que duas densidades de probabilidade na mesma
vizinhanga sao conectadas por arcos mistura abertos se e somente se a diferenca entre
suas varaveis aleatorias é limitada.

A variedade estatistica exponencial foi estudada posteriormente em (CENA
and PISTONE, 2007), com outro sistema de cartas, o modelo estatistico £(p), chamado
de modelo exponencial maximal. Os autores de (CENA and PISTONE, 2007) provaram
que este modelo é o conjunto de todas as densidades positivas conectadas a uma dada
densidade positiva p por um arco exponencial e vice e versa. Este modelo exponencial
E(p) com os arcos exponencial e mistura abertos foram estudados mais recentemente em
(SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, 2017), em que propriedades de duali-
dade de modelos estatisticos foram provadas. Aplicacoes de geometria da informagao nao
paramétrica em Fisica estatistica usando conexoes por arcos foi estudada em (PISTONE,
2013a).

A generalizacao da variedade estatistica exponencial tem sido um tépico ativo
de pesquisa nos tltimos anos (ZHANG and HASTO, 2006). Em (PISTONE, 2009) foi
usada a k-exponencial de Kaniadakis (KANIADAKIS, 2001) na construc¢ao de uma varie-
dade estatistica. Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b) foi proposta uma @-familia
de distribuigbes de probabilidade F¢¥, que generaliza a familia de exponencial £(p). Esta
generalizacao ¢ baseada na substituicao da funcao exponencial pela exponencial defor-
mada ¢(-) que satisfaz algumas propriedades e fornece ao conjunto P, uma estrutura
de variedade de Banach, assim chamando variedade estatistica generalizada. Em (PIS-
TONE, 2013b) uma revisao de Geometria da Informagao nao paramétrica com questoes
especificas do conjunto infinito dimensional é fornecida. Neste trabalho, a deformada ex-
ponencial foi estudada com uma exponencial deformada definida em (NAUDTS, 2011) e
um espago modelo foi construido de acordo com o proposto em (VIGELIS and CAVAL-
CANTE, 2013b).

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b) o conjunto P, foi dotado com
uma estrutura de C'*°-variedade de Banach. Foi mostrado também que a fungao nor-

malizadora 1 é convexa e Gateaux-diferenciavel e uma generalizagao da divergéncia de
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Kullback-Leibler foi encontrada sendo denotada como @-divergéncia. Em um outro tra-
balho (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a) os autores estudaram a condigao A, e suas
consequéncias nas ¢-familias. O comportamento da fung¢ao normalizadora 1 proximo
ao bordo do seu dominio foi também estudado. Em (SOUZA, VIGELIS, and CAVAL-
CANTE, 2016) uma generalizacao da divergéncia de Rényi foi encontrada e uma geometria
induzida por essa divergéncia foi fornecida.

Nosso objetivo nesse trabalho é encontrar arcos que conectem duas densidades
de probabilidade na variedade estatistica generalizada tanto arcos do tipo exponencial
quanto arcos do tipo mistura e provar propriedades que ocorrem com essas conexoes.
Conseguimos construir e provar que estao bem definidas essas classes de arcos. Achamos
condicoes necessarias e suficientes para que a generalizagao da divergéncia de Rényi obtida
com a conexao por arcos, esteja bem definida. Estudamos o comportamento de ) proximo
ao bordo do seu dominio, o que é um resultado relevante para a construcao dos arcos

mistura generalizados.

1.2 Publicacoes decorrentes dessa tese

e Em (VIGELIS, ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017) encontramos uma condigao
necessaria e suficiente para a qual duas densidades de probabilidade na variedade
estatistica generalizada podem ser conectadas por um ¢-arco.

e Em (ANDRADE et al., 2017), considerando uma classe diferente de exponencial
deformada, ou seja, fungoes ¢(+) que nao satisfazem todas as condigoes da definigao,
concluimos que a funcao normalizadora ¢ proximo ao bordo do seu dominio se
comporta de forma diferente.

e Em (ANDRADE et al., 2018), definimos uma classe de arcos do tipo mistura na
variedade estatistica generalizada, além disso, garantimos que para exponenciais
deformadas estritamente convexas, essa classe de arcos estd bem definida.

Temos em processo de submissao os seguintes artigos:

e “Conditions for the Existence of a Generalization of Rényi Divergence” que encontra
uma condicao sobre a exponencial deformada para a qual podemos generalizar a
divergéncia de Rényi.

e “A Family of Statistical Divergences Based on Quasiarithmetic Means”, em que
encontramos uma generalizacao para a entropia e divergéncia de Tsallis e provamos

a desigualdade de Pinsker.
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1.3 Organizagao da tese

A organizacao da tese é dada como segue. Na Secao 3 temos uma revisao ne-
cessaria sobre os espagos de Musielak-Orlicz e a construcao das ¢-familias de distribui¢oes
de probabilidade. Na Secao 4, encontramos condi¢oes necessérias e suficientes para que
duas densidades de probabilidade sejam conectadas por um ¢-arco, que pode ser visto
como um arco exponencial generalizado. Ainda nessa se¢ao encontramos condig¢oes para
as quais a divergéncia de Rényi generalizada esta bem definida. Encontramos também
os (-arcos abertos e provamos que a componente conectada a uma distribuigao é igual a
p-familia dessa distribui¢gao. Na Sec¢ao 5 estudamos o comportamento da fun¢ao norma-
lizadora 1) préximo ao bordo do seu dominio, quando supomos que uma das condi¢oes na
definicao de exponencial deformada nao ocorre. Na Secao 6 temos a construgao de outra
classe de arcos que pode ser vistos como arcos que generalizam os arcos mistura. Para a
construcao desses arcos utilizamos um ferramental de analise convexa, contido na Sec¢ao

6.1. Por fim, na Secao 7 temos nossas conclusoes e perspectivas futuras.

2> VARIEDADES ESTATISTICAS EXPONENCIAIS

Nesta secao, vamos lembrar a construgao das variedades estatisticas expo-
nenciais (PISTONE and SEMPI, 1995; GIBILISCO and PISTONE, 1998; PISTONE and
ROGANTIN, 1999; CENA and PISTONE, 2007; SANTACROCE, SIRI, and TRIVEL-
LATO, 2016) e alguns resultados conhecidos em espagos de Orlicz (KRASNOSELI’'SKI

and RUTICKI, 1961), que s@o os espagos onde essas variedade estatisticas sao modeladas.

2.1 Funcoes de Young e espacos de Orlicz

Seja (T,%, 1) o espago de medida o-finita e nao atomica, ou seja, 7T um
conjunto de pontos e ¥ é uma o-algebra de seus subconjuntos em que a o-aditiva fungao
p: Y — Ry édada (ISNARD, 2007). Para entendermos o significado de espago de medida
nao atdomica, é necessario saber a definicao de &tomo e de conjunto difuso.

Definicao 2.1. Um conjunto A € ¥ é uma atomo para a medida gou um p-atomo se
p(A) >0 e paracada BC A, B€ X, ou u(B)=0oupu(A—B)=0.

Ou seja, um atomo é um conjunto mensuravel com medida positiva e que nao
tem nenhum subconjunto que tenha medida positiva. Um conjunto D € ¥ é um conjunto
difuso para p se este conjunto ndo contém nenhum p-atomo. Isto é, para 0 < A < pu(D),
podemos encontrar um conjunto Dy C D, D € ¥ tal que u(D;1) = \. Este conjunto D é
chamado de nao atdémico. Uma medida que nao possui atomos ¢ chamada nao atéomica,
caso contrario é chamada de medida atomica.

Seja P, a familia de todas as medidas de probabilidade em 1" que sao equiva-



17

lentes a uma medida p, denotado por:

PM:{pGLO: p>0,/pdu:1},
T

em que L° é o conjunto das fungoes mensurdveis definidas em 7. Em (PISTONE and
SEMPI, 1995; GIBILISCO and PISTONE, 1998; PISTONE and ROGANTIN, 1999) o
conjunto P, foi dotado de uma estrutura de variedade de Banach, modelado em espacos
de Orlicz, que sao espagos relacionados a fungoes de Young. Vamos lembrar a definigao
e algumas propriedades de fungao de Young (RAO and REN, 1991). Além disso, vamos
ver alguns exemplos importantes para a construcao das familias de exponenciais.
Definigao 2.2. Uma fun¢do de Young é uma funcao convexa ® : R — [0, o] tal que

(i) ®(0) =0,

(i) ®(—r) = B(x),

(iil) limg oo () = 0.

Cada fungao ® pode ser associada a uma outra fungao convexa ®* : R — [0, o] que tem

propriedades similares e é definida por
®*(y) = sup {zly| — @(x); 2 20}, yeR,

e ¢ chamada de fungdo complementar de ®. Segue da defini¢ao que ®*(0) = 0, *(—x) =
O*(x) e lim, o P*(z) = co0. O par (P, P*) satisfaz a desigualdade de Fenchel-Young
(RAO and REN, 1991)

zy < O(z)+ P*(y), =,y €R.

a

Exemplo 2.3. A funcao ®(z) = £

-—, em que a > 1, claramente ¢ uma fungao de Young.

Entao, para b > 1 tal que % + % =1 a fungao ®*(y) = % ¢ a complementar de ®.

Um conceito importante para a teoria de espagos de Orlicz é o conceito de
funcoes de Young equivalentes.
Definicao 2.4. Dizemos que duas fungoes de Young ®; a ®5 sao ditas equivalentes se

existe xg > 0, e duas constantes positivas ¢; < ¢y tal que , Vo > x,
D (c1z) < Do) < P(co).

Proposicao 2.5 ((RAO and REN, 1991, Poposi¢ao 2)). Se os pares de fungoes de Young
(D1, D7) e (Do, P3) sao de tal forma que ®F é a funcio complementar a ®;, i = 1,2 e
Oy (z) < Py(x), para 0 < zp < z. Entao Pi(y) < Pi(y) para todo y, 0 < yo <y, em que
yo = Ph(xo), a derivada de Py em x = xy.

Como consequéncia da Proposicao 2.5 se duas func¢oes de Young sao equiva-
lentes, suas func¢oes complementares também o sao. Vimos isso no exemplo a seguir.

Exemplo 2.6. A fun¢do ®;(x) = cosh(z)-1 é uma fungao de Young, pois ®(0) = 0,
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d(—x) = ®(x) e limyo ®(x) = 00. A funcio ®y(z) = el — || — 1, ¢ também uma
funcao de Young e temos que ®; e ®, sdo equivalentes. A funcao complementar de ®; é a
fun¢io de Young ®3(y) = [ sinh™'()dt que por sua vez é equivalente a funcdo de Young
D5(y) = (1 + |y|) log(1 + |y|) — |yl, que é a complementar da fungao P,.

Agora, lembraremos um pouco sobre espagos de Orlicz (RAO and REN, 1991,

Capitulo 3). Sejam ® uma func¢ao de Young. O conjunto

L®(p) = {f c L’ / O(af)du < oo, para algum o > O} (2.1)
T

é o espago de Orlicz relativo a funcao de Young ®. Espacos de Orlicz podem ser vistos
como generalizagoes dos espacos de Lebesgue, uma vez que para as fungdes de Young do
tipo ®(z) = %, em que a > 1 os espacos de Orlicz L® sdo os espacos de Lebesgue L¢
(BOTELHO, PELLEGRINO, and TEIXEIRA, 2015; BREZIS, 2011). O espago de Orlicz
(2.1) é um espaco vetorial (RAO and REN, 1991, Proposigao 6) e é um espago de Banach
com a norma de Luxemburgo (RAO and REN, 1991, Teorema 3)

Nq>(f):inf{k:>0: /Tcp (%) dugl}

e com a norma de Orlicz

1£lle = sup {/Tlfg\du; /T@* (lgl) du < 1},

em que ®* é a fungdo complementar de ®. Além disso, as normas sao equivalentes (RAO
and REN, 1991, Proposicao 4).

Na proxima se¢ao, vamos lembrar a construcao das familias de exponenciais,
como foi feito em (PISTONE and SEMPI, 1995) e estudado posteriormente em (GIBI-
LISCO and PISTONE, 1998; PISTONE and ROGANTIN, 1999; CENA and PISTONE,
2007; PISTONE, 2009; SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016).

2.2 Familias de exponenciais

Em (PISTONE and SEMPI, 1995) o espago de Orlicz relativo a fungao de
Orlicz ®(u) = coshx — 1 foi utilizado para a construgao da estrutura diferenciavel para a
variedade de medidas de probabilidades equivalentes P,. O espago L®(p) é equivalente ao
conjunto de todas as fungoes u € LYcuja fungdao geradora de momento @,(\) = E, [e)‘“]é
finita em uma vizinhanca de 0, em que E,[z| = fT xpdp é a esperanga de z. Para cada

funcao v € L° definimos o funcional gerador de momento
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e o funcional gerador de cumulante
K, (u) = log M,(u). (2.2)

O funcional gerador de cumulante (2.2) é convexo, semicontinuo inferiormente, infinita-
mente Gateaux-diferenciavel no interior do seu dominio proprio (PISTONE and SEMPI,
1995, Proposicao 2.5). Denotemos por K, o interior do conjunto de todas as fungoes
u € L*(p) cujo funcional gerador de momento M, (u) ¢ finito. Equivalentemente, a fun-
cdo u € L*(p) pertence a K, se e somente se M,(A\u) ¢é finito para todo A em alguma

vizinhanga de [0, 1]. O subespago fechado de p-centrada variaveis aleatorias
B, = {ueL*(p): Byfu = 0},

é tomado sendo o espaco de Banach coordenado. O atlas da variedade é dado pela
aplicagao (parametrizagao exponencial) e, : B, — &,, que aplica o conjunto B, = B,NC,

a familia exponencial &, = e, (B,) C P,, de acordo com

ep(u) = e KWy ¢ P,., para todo u € B,,.

A aplicacao e, é uma bijecdo de B, para sua imagem &, = e, (B,), cuja aplicacdo inversa

~1.
e, : & — B, pode ser expressada como

P
e;l(q) = log (g) - E, [bg (%)} , para q € &,,

1

e a aplicagao de transigao e, o e, : B, — By, pode ser escrita como

e, oep(u) =u+log <§> — B, {u + log <%)} , para todo u € B,,.

Desta forma, P, é dotado por uma estrutura de C*°-variedade de Banach, e as familias
exponenciais £, = e, (B,) sao os abertos cujo a uniao destes forma P,. Encontrar formas
mais gerais para as familias de exponenciais tem sido objeto de pesquisa. Em (PISTONE,
2009), um modelo geométrico foi encontrado utilizando a k-exponencial. O mesmo ocorre
em LOIZA and QUICENO (2013), mas desta vez a funcao utilizada foi a g-exponencial.

Na préxima secao, veremos como essas familias exponenciais foram generali-
zadas a partir da substituicao da funcao exponencial, por uma funcao exponencial defor-

mada.
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3 ESPACOS DE MUSIELAK-ORLICZ E o-FAMILIAS
DE DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Em (VIGELIS, 2011) p-familias de distribuigoes de probabilidades foram cons-
truidas, usando subconjuntos dos espagos de Musielak-Orlicz como conjuntos de coorde-
nadas. Nesta secao vamos relembrar algumas propriedades dos espagos de Musielak-Orlicz

e a construcao das (-familias.

3.1 Espacos de Musielak-Orlicz

Seja (T, %, p) um espago de medida. Seja X C T, dizemos que uma deter-
minada propriedade vale p-q.t.p. em X, isto é em quase toda parte em X em relacao a
medida p, se existe um conjunto A C X, em que p(A) = 0, tal que a propriedade em
questao vale para todo x € X — A. Entendemos assim, que o conjunto onde a propriedade
nao vale tem medida g nula. Podemos dizer também que a propriedade vale para quase
todo ponto de X. Quando X = T, entao dizemos que a propriedade vale u-q.t.p.. Uma
fungao @ : T x [0, 00] é dita ser uma funcao de Musielak-Orlicz se as seguintes condigoes
forem satisfeitas (MUSIELAK, 1983, Defini¢ao 7.1):
(i) ®(t,-) é convexa e semicontinua inferiormente para p-q.t.p. t € T’
(i) ®(¢,0) = lim, o P(t,u) =0 e O(t,00) = limypoo P(t, u) = 00 para p-q.t.p. t € T, ¢;
(iii) @(-,u) é mensuravel para todo u > 0.
Uma fungdo de Musielak-Orlicz ® ¢ dita ser uma funcao de Orlicz se ®(t,u) = ®(u) &
independente da variavel ¢ . Pela continuidade de ®(¢,-), a fungao ®(¢,-) ndo é igual a 0

ou oo no intervalo (0, 00). Equivalentemente, denotando
ag(t) =sup{u > 0: ®(t,u) =0}, e (3.1)

be(t) = sup{u > 0: ®(t,u) < oo}, (3.2)

entao ag(t) < oo e bg(t) > 0. Pela convexidade de ®(t, ), a funcao ®(¢,-) é continua para
u € (0,be(t)).
A fungao complementar ®* : T x [0, 00] — [0, 00] & func¢ao de Musielak-Orlicz

® é definida como

®*(t,v) = sup(uv — ®(t,u)), para todo v >0, (3.3)

u>0
i. e., ®*(t,-) é a Fenchel-conjugada de ®(¢,-). A fun¢ao complementar ®* ¢ também uma
fungao de Musielak-Orlicz, ou seja satisfaz as condigoes (i)-(iii) na defini¢ao de fungao de
Musielak-Orlicz (VIGELIS, 2011). A func@o complementar de ®* ¢ a fungio de Musielak-
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Orlicz . De fato, segue de (ROCKAFELLAR, 1970, Teorema 12.2) que uma fungao
propria é igual a sua biconjugada (Fenchel-conjugada da Fenchel-conjugada) se e somente
se a fungdo é convexa e semicontinua inferiormente, o que segue da definigao de fungao

de Musielak-Orlicz. Em outras palavras:

O (t,u) = sup(uv — ®*(¢t,v)), para todo u > 0.

v>0

Seja L° o espaco de todas as fungoes reais mensuraveis em 7. Dada uma funcao
de Musielak-Orlicz ®, denotamos o funcional Ig(u fT (¢, |u(t)])dp, para qualquer
uw € LY O espaco de Musielak-Orlicz, a classe de Musielak-Orlicz e o espago Morse-

Transue, sao definidos, respectivamente por :
®={uecL’: Iy(\u) < oo para algum \ > 0},

={uecL’: Is(u) < oo}

®={ue L’ Is(\u) < oo para todo A > 0}.

Claramente, E* ¢ L® ¢ L*. O espago de Musielak-Orlicz é um espaco de Banach quando
é equipado com a norma de Luzemburgo dada por (MUSIELAK, 1983, Teorema 7.7)

]| = inf {)\ >0 Iy (A) < 1}

ou com a norma de Orlicz, representada por

ulle,0 = sup {'/ uvd,u‘ cvel® e I (v) < 1} )
T

Estas normas s@o equivalentes e as desigualdades ||ulle < ||u]loo < 2||u||le acontecem para
todo u € L*(MUSIELAK, 1983).

Definicao 3.1. Sejam ® e U funcoes de Musielak-Orlicz. Escrevemos ¥ < ® ou & > ¥
se existem constantes o, A > 0, e uma fun¢ao nao-negativa f € L® para as quais a
desigualdade

aW(t,u) < ®(t, \u), para todo u > f(t), (3.4)

é satisfeita. Usaremos a notacao ® ~ ¥ para denotar que ¥V X ® e ¥ = .

Queremos provar que ¥ < ® se e somente se ®* < U* em que ®* e U* sao as
funcoes complementares de ® e ¥, respectivamente.
Proposicao 3.2 ((VIGELIS, 2011, Proposicao 2.3)). Sejam ® e ¥ fungées de Musielak-

Orlicz. Supondo que, para constantes a, A > 0, existe uma funcao integravel h : T —
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[0,00) tal que
a¥(t,u) < O(t, \u) + h(t), para todo u>0. (3.5)

Entio, para constantes o € (0,a) e\ =\, oua’ = a e X > X\, uma fungio nio negativa

fe LY pode ser encontrada tal que
o W(t,u) < O(t,Nu), para todo u > f(t). (3.6)

Demonstragao. Seja ¥~1(t,-) denote a inversa continua a esquerda de ¥(t,-), a qual pode

ser expressada por

ay(t), para v =0
Ut 0) = S UY(t,v), para 0 < v < U(t by(t)),
by (1), para W(t, by (1)) < v.

A fungao U1(¢, -) satisfaz a inequagao W (¢, U1 (¢,v)) < v e U(t,u) > v, para todo v > 0,
e qualquer u > ¥~!(¢,v). Fixado qualquer o’ € (0, ), definimos f(t) = U(¢, h(t)/(a —
')). Claramente, f € LY. Tendo em vista (3.5), temos o/W(t,u) = ®(t, \u) = oo para
qualquer u > by (t). Desde que h(t) < (a—a/)U(t,u) < oo, para qualquer u € (f(t), by(t)),

podemos escrever
AU (t,u) < O(t, Au) + h(t) — (a — o)V (t,u) < Pt Au). (3.7)

Pela continuidade & esquerda de W(t,-) e ®(¢,-), a inequagao &'V(t,u) < (¢, Nu) é
satisfeita para u € (f(t), by (t)]. Consequentemente (3.6) segue para qualquer o/ € (0, «)
e N =\

Agora seja o/ = v e X > \. Pelo argumento usado anteriormente, podemos

encontrar uma funcao nao negativa f € LY tal que

%a\D(t,u) < ®(t, A\u), para todo u > f(t).

Entao, para qualquer u > f(t), podemos escrever

>\/
XCID(t,)\u) < P(t, Nu),

N (A
aV(t,u) = 3 <ya> U(t,u) <
0 que termina a prova. ]

Lema 3.3 ((VIGELIS, 2011, Lema 2.5)). Sejam ®* e W*as fungdes complementares das

fungoes de Musielak-Orlicz ® e U, respectivamente. Supondo que, para constantes «,
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A\ > 0, existe uma fungio nao negativa f € LY tal que

a¥(t,u) < O(t, \u), para todo u > f(t). (3.8)

~ ’ / / / ~ ~ .
Entdo, para constantes o’ = L+ e X' > A, oua € (0, l) eN = A, uma func¢ao nao negativa
[} (e (63 (e

g € L* pode ser encontrada tal que
o D*(t,v) < UH(t,Nv), para todo v > g(t). (3.9)
Demonstragao. Definindo a fungao h(t) = V(¢, f(t)), podemos escrever
a¥(t,u) < O(t, \u) + ah(t), para todo u > 0.

Calculando a Fenchel-conjugada das fungoes na inequagao acima, obtemos

1 A
—O*(t,v) < U~ (t, —v> + h(t), paratodo v > 0.
a a

A partir da Proposi¢ao 3.2, inferimos que (3.9) é satisfeita. ]

Provamos assim, com o Lema 3.3 o seguinte corolario.
Corolario 3.4. Sejam ¥ e ® funcoes de Musielak-Orlicz e U* e ®* suas complementares.
EntaoV <X ® se e somente se &* < U*,

Agora, vamos falar sobre duas condi¢oes importantes na teoria dos espacos de
Musielak-Orlicz, a As-condicao e a Va-condigao.
Definicao 3.5. Uma funcao de Musielak-Orlicz é dita satisfazer a As-condigao, ou per-
tencer a As-classe (& € Ay) se podemos encontrar uma fungdo nao-negativa f € L* e

uma constante a > 0 tal que
1
ad(t,u) < CID(t, §u), para todo u > f(t), e p-q.t.p.teT. (3.10)

Quando a func¢ao de Musielak-Orlicz ® satisfaz a As-condicdo, entao Ip(u) <
oo para cada u € L® (MUSIELAK, 1983). Neste caso E®, L® e L® sdo iguais como
conjuntos. Além disso, se a funcao de Musielak-Orlicz nao satisfaz a As-condigao, entao
o conjunto E® é um subconjunto préprio de L®.
Proposicao 3.6. Toda funcio de Musielak-Orlicz ® que satisfaz a As-condicao € de valor
finito.

Demonstrag¢ao. Supondo que a fungao ® nao é valor finito, ou seja, que bg(t) < oo obtemos
0o = ad(t,u) > ®(t, su) para todo be(t) < u < 2be(t), 0 que implica que ® nao satisfaz
a As-condicao. n

Definicao 3.7. Uma funcao de Musielak-Orlicz é dita satisfazer a Vs-condigao, ou per-
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tencer a Vy-classe (¢ € V3) se podemos encontrar uma constante v > 1 e uma funcao

nio-negativa f € L? tal que
2P (t,u) < @(t, 'yu), para todo u > f(t). (3.11)

Proposicao 3.8. Seja ® uma funcao de Musielak-Orlicz que satisfaz a Vy-condigao,
D(t,u) _

entao lim,_, o

Demonstracao. Reescrevendo (3.11) como

D(t 19 (t
(t,v) < = (,vu)7 para todo u > f(t),
U 2 qu
concluimos que
D(t 1 d(t
lim (t,v) < — lim ( ,u)'
u—oco U 2u—00 U
D(t,u)

Consequentemente lim,_,o, —— = 0o. Além disso temos,

u

D(t
lim (t,u) = lim @' (t,u) = lim ¥ (¢,u) = oc.

U—00 u U—00 U—00

]

Podemos dizer que a fung¢ao de Musielak-Orlicz ® que satisfaz a Ay-condigao,
nao aumenta mais rapidamente que fungoes exponenciais. Como podemos ver na Figura
3.1, as fungoes ®q(u) = (1 +u)In(l +u) —u e Py(u) = “72,
nao aumentam mais rapidamente que a fungao ®3(u) = exp(u) — 1, que por sua vez nao

satisfazem a As-condicao e

satisfaz a As-condicao.

Agora vamos entender o comportamento de uma fungao de Musielak-Orlicz ®
que satisfaz a Vy-condicao. Para entendermos, precisamos de um resultado que envolve
a funcao de Musielak-Orlicz ®, sua complementar ®* e as duas condi¢oes. Para provar
esse resultado faremos uso do seguinte lema.

Lema 3.9 ((VIGELIS, 2011, Lema 2.9)). A As-condigdo é equivalente & afirmagao que,
para cada X € (0,1), existe uma constante ay € (0,1), e uma fun¢ao nao negativa fy €
L%tal que

ax®(t,u) < O(t, \u), para todo u > fr(t). (3.12)

A Vs-condigao é equivalente a afirmacao que, para qualquer A € (0,1), existe uma cons-

tante v > 1, e uma fungio nao negativa fr € L® tal que
NO(t,u) < O(t, Ay u), para todo u > fy\(t). (3.13)

Demonstrag¢ao. Suponha que (3.10) ocorre. Se o nimero natural n > 1 é tal que 27" < A,
entao a"®(t,u) < ®(t,27"u) < ®(t, Au), para todo u > 2"71 f(¢). Por outro lado, se @
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Figura 1 — Comportamento das fungoes em relagao a As-condicao.
6 4

Fonte: Proprio Autor.

satisfaz (3.12) e o namero natural n > 1 ¢ escolhido tal que A" < 3, entdo af®(t,u) <
®(t, \"u) < (¢, tu), para todo u > A"\ (¢).

Assumindo que (3.11) é satisfeita. Sejan > 1 um nimero natural tal que 27" <
A. Entao y"®(t,u) < ®(t,27"y"u) < O(t, \ynu) , para todo u > f(t). Reciprocamente,
se (3.13) ocorre e o ntimero natural n > 1 é escolhido tal que A" < %7 entdo YR P(¢,u) <
®(t, A"yRu) < D(t, 19%u) para todo u > f(t). O

Chegamos ao resultado que queremos.

Teorema 3.10. Uma funcao de Musielak-Orlicz ® satisfaz a Ag-condicao se, e somente
se, sua funcao complementar ®* satisfaz a Vo-condigao.

A demonstragao do teorema segue dos Lemas 3.3 e 3.9.

Assim uma funcao de Musielak-Orlicz ®* satisfaz a Vy-condicao se sua funcao
complementar ® satisfaz a Ay-condigao. Temos portanto, que as fungdes®i(u) = exp(u) —
u—1e®5(u) = “72, satisfazem a Va-condi¢do, uma vez que suas complementares @4 (u) =
(I14+uw)In(l+u) —ue Py(u) = “72, respectivamente, satisfazem a Ap-condigao. Podemos
observar na Figura 3.2 o comportamento das fungoes e temos que a fungdo ®;(u) =
(1 + w)In(1 + u) — u, ndo satisfaz a V-condigao.

Vemos assim que existem fungoes como, por exemplo, ®o(u) = “72 que satisfaz
ambas as condigoes e existem fungdes como ®j(u) = exp(z) — x — 1, que satisfaz a V-
condi¢do e ndo satisfaz a As-condi¢do. Fungoes como ®i(u) = exp(z) — x — 1, serdo
importantes para o nosso estudo.

O espaco dual de L?, é denotado por (L‘b)* e é representado da seguinte forma
(MUSIELAK, 1983; HUDZIK and ZBASZYNIAK, 1997; VIGELIS and CAVALCANTE,
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Figura 2 — Comportamento das fungoes em relagao a Va-condigao.

8.

Fonte: Proprio Autor.

2014):
(L) =L" & (L%)],

em que L®" é o conjunto dos funcionais continuos em ordem e (Lq’): é o conjunto formado
pelas componentes singulares. Se a funcao de Musielak-Orlicz & € A, entao todo funcional

em (Lq’)* ¢é continuo em ordem e é representado por
for(u) = / wv*dp, for allu e L2, (3.14)
T

L. .. . . * .
caso contrario, se ® ¢ Ay podem existir funcionais f em (L‘I’) que podem ser unicamente

expressados Cco1mo

f:fc+f57 (315)

no qual f. é a componente continua em ordem e f,é a componente singular.

Outro resultado importante para este trabalho é o resultado sobre mergulhos
entre espacos de Musielak-Orlicz e entre classes de Musielak-Orlicz. Se faz importante
uma lema antes da proposi¢ao que trata dos mergulhos.

Lema 3.11 ((MUSIELAK, 1983, Lema 8.3)). Considere uma medida nao atéomica e o-

finita pn. Se {u,} € uma sequéncia de fungoes mensurdveis, nao negativas e de valor finito,
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e {an} € uma sequéncia de nimeros reais positivos tais que
/ Undpy > 2"y, para todo n > 1,
T

entao podemos encontrar, uma sequéncia crescente de nimeros naturais {n;} e uma

sequéncia {A;} de conjuntos mensurdveis disjuntos dois a dois, tais que
/ Up, At = para todo v > 1.
A;

Proposicao 3.12 ((MUSIELAK, 1983, Teorema 8.4)). Seja ® e VU duas fungdes de
Musielak-Orlicz. Entio L® - E‘I’se, e somente se, existe uma constante o > 0 e uma

funcdo nio negativa f € LY tal que
aV(t,u) < O(t,u), para todo u > f(t).

Além disso, L® C LY se, e somente se, existem constantes o, \ > 0 e uma fungdo nao

negativa f € LY tal que
a¥(t,u) < O(t, Au), para todo u > f(t).

Na proxima segao, lembraremos como foram construidas as ¢-familias de dis-
tribuicoes de probabilidade, que sao generalizagoes das familias de exponenciais, substi-

tuindo a fungao exponencial por uma exponencial deformada.

3.2 p-familias de distribuicoes de probabilidades

As p-familias de distribuigoes de probabilidade foram propostas em (VIGELIS
and CAVALCANTE, 2013b). Enquanto as familias exponenciais sdo baseadas na fungao
exponencial, as ¢-familias sao baseadas em fung¢oes exponenciais deformadas.

Defini¢ao 3.13. Uma exponencial deformada é uma fungao ¢ : R — (0, 00) que satisfaz
as seguintes propriedades:c

(al) ¢(-) é convexa,

(a2) limy, oo (u) = 0 e lim, 0 ¢(u) = o0,

(a3) Existe uma fun¢do mensuravel uy : T — (0, 00) tal que
/ o(c+ Aug)dp < oo,  para todo A > 0,
T
para uma funcdo mensuravel ¢: T — R tal que [, ¢(c)dp = 1.

Em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016, Lema 1), foi mostrado que a restrigao
Jpe(e)du = 1 pode ser trocada por [, p(c)du < oo. Assim, a condigdo (a3) pode ser
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reescrita como:

(a3’) Existe uma fungdo mensurével ug : T'— (0, 00) tal que
/ o(c+ Aug)dp < oo,  para todo A > 0,
T

para uma funcao mensuréavel ¢ : T — R tal que [, ¢(c)du < oo.
Assim, (a3) e (a3’) sdo equivalentes.

Existem muitos exemplos de fungoes que satisfazem (al) - (a3), ou seja, de
fungoes exponenciais deformadas. Um exemplo relevante ¢ a fungao exponencial ¢(x) =
exp(x) que satisfaz (al) - (a3) para ugp = 1r. Outro exemplo é a k-exponencial de
Kaniadakis (KANIADAKIS, 2001).

Exemplo 3.14. A k-exponencial de Kaniadakis exp, : R — (0,00) para k € [—1,1] é
definida como

(KU+\/1+I{QU2)%, if kK #£0,

exp,.(u) = .
exp(u) if Kk =0.

A inversa de exp,é o k-logaritmo de Kaniadakis, dada por

u"—u*”’ f 0’
IHK(U) — 2K 1 K 7&
In(u) if kK = 0.

Pode ser facilmente notado que a k-exponencial satisfaz (al) - (a3) (SOUZA, VIGELIS,
and CAVALCANTE, 2016; VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b).

Uma razao para a escolha da definicao da exponencial deformada satisfazendo
(al)-(a3) é que existem também fungdes que satisfazem (al) e (a2), mas ndo satisfazem
(a3’). Um exemplo foi dado em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016, Exemplo
2

~—

6(u-&-l)2/27 u >0,

u) = o 3.16
p(u) Ly <o (3.16)

Claramente lim,,_,_« ¢(u) = 0 e lim,_,o, ¢(u) = 0o. Foi mostrado em (SOUZA, VIGELIS,
and CAVALCANTE, 2016) que existem fungdes ¢ : T' — R e uy : T'— (0,00) tal que
Jpe(c)dp < oo, mas [, p(c+up)dp = co. A fungao (3.16) é uma exponencial deformada
como discutida em (NAUDTS, 2011).

O fato de a fungao ¢ satisfazer a condigao (a3) e (a3’) ¢ o ponto chave para
a nossa pesquisa. Dizer que uma fungao ¢ nao satisfaz a condigao (a3) ou (a3’), é dizer

que para uma fungao ¢ : T'— R existe uma fungao ug : T — (0, 00) tal que

/ o(c+ Aug)dp < oo,  para todo A > 0,
T
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para uma outra funcao ¢ : 7' — (0, 00) para a mesma fungao uy, podemos ter
/ ©(C¢+ Aug)dp = oo,  para algum A > 0.
T

Definindo a fungao de Musielak-Orlicz a partir da exponencial deformada ¢

Oe(t,u) = (t, c(t) +u) — @, c(1)), (3.17)

para uma fungao mensuravel ¢ : T — R tal que ¢(c(t)) é p-integravel, foi definida em
(VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b). Assim, os conjuntos L*, L® e E® sio deno-
tados, respectivamente, por L¥, [:f e E¥, quando a func¢do @, ¢ dada por (3.17). Desde
que @(t,c(t)) é p-integravel, o espago de Musielak-Orlicz L? corresponde ao conjunto de
todas as fungoes u € LY para as quais (¢, c(t) + Mu(t)) é u-integravel para todo A contido
em alguma vizinhanca de 0.

Seja KC? o conjunto de todas as fungoes tal que (¢, c(t) + Au(t)) é p-integréavel
para cada A em uma vizinhanga de [0, 1]. In (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema
2) foi provado que K¥ é um subconjunto aberto de L?. Para u € K¢ a funcao ¢(c + u)
nao necessariamente estd em P,. A funcao normalizadora v : K¢ — R ¢é introduzida com

a finalidade de fazer a densidade

p(c+u—(u)uy), (3.18)

estar contida em P,, para qualquer u € Kf. Essa funcao 1, pode ser vista como uma
generaliza¢ao do funcional gerador de cumulantes(2.2). Para uma fungao u € K¢, existe
um tnico ¥ (u) € R para o qual ¢(c+ v — ¥(u)uy) € P, (VIGELIS and CAVALCANTE,
2013b, Proposigao 3).

A fungao ¢ : K2 — R pode assumir valores positivos e negativos. Entao, seja

o subespago fechado
B? = {u eL?: / up', (c)dp = O}, (3.19)
T

em que ¢, (t,-) é a derivada a direita de ¢(t,-), e seja o conjunto BY = K¢ N BY. Pela
convexidade de ¢, temos que 1(u) > 0, para u € BY. Assim temos a parametrizagao
0. B — F?, em que Ff = ¢.(B?) C P, de acordo com (3.18). Claramente, temos
P, = U{F? : p(c) € P,} e tomando o dominio da parametrizacdo no conjunto fechado
B?, temos que a aplicacao ¢, ¢ uma bijecao e consequentemente uma densidade ¢ =
o(c+u —(u)ug) é representada de maneira tnica.

Sejam ., : B — Ff e o, : Bf — F{ parametrizacoes. A aplicagao de
transicao

Pop © et 00 (FENFE) = 9, (FENFE)
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expressada como

Jr(er — e +w)y (c2)dp
fT upy’ (co)dp

Py © ey (W) =1 — o +w — U, (3.20)

¢ de classe C*, se mostrarmos que w e c¢; — ¢; pertencem a L¥, e que os espagos LY e
L?, tem normas equivalentes. A seguir vamos garantir que ¢; — ¢, pertence a LY e que os
espagos Lf e Lf sao iguais como conjuntos.

Proposicao 3.15 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Proposigao 4)). Assumindo
que as fungdes mensurdveis c1, ¢y : T — R satisfazem [ o(t,c1(t))dp < oo e [ o(t, ca(t))dp <

o TP @ _ @
oo. Entao Lf C LY, se e somente se ¢y —cy € LE,.

Demonstragdo. Supondo que ¢; — ¢z nao pertence a L. Seja A = {t € T : c1(t) < c2(t)}.
Para A € [0, 1], temos

L¢©+Mﬁ—@ww=AM¢@+MQ—@WM+Aw@+AM—@»w

< /T\A<P(C2+(Cl—02))dﬂ+/90(01)du

A

g/T¢(01)du+/T90(Cz)du<OO-

Desde que ¢; — ¢, ¢ L¢,, para qualquer A > 0, ocorre [, ¢(c2 — A(ey — ¢))dp = o0, A
partir de

/TSO (c2 = Aler — ¢2)) dp = /T\A @ (c2 = Aer = e2)) dp + / p(c2 — AMer — 2))dp

A

SA@@+M@-@MM

vemos que (cz — ¢1)14 nao pertence a L. Claramente, (c; — ¢1)14 € L¥ . Consequente-
mente, L nao esta contido em LY .

Reciprocamente, assuma que ¢; — ¢y € L. Seja w uma fun¢ao qualquer em
L¢ . Podemos encontrar € > 0 tal que [, p(c1 + Aw)dy < oo, para cada A € (—¢,e).

Considere a funcao convexa
gla,\) = / o(c+ ale; — ca) + Aw)dp.
T

Esta fungao é finita para A = 0 e « no intervalo (—n, 1], para algum n > 0. Além disso,
g(1, ) é finito para cada A € (—¢,€). Pela convexidade de g, vemos que g é finito no
involucro convexo do conjunto 1 x (—¢,€) U (—n, 1] x 0. Podemos encontrar que ¢g(0,\) é
finito para cada A em alguma vizinhanga de 0. Consequentemente, w € L¥ . Desde que

w € L, é arbitrario, segue a inclusao Lg C Lf . ]
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Lema 3.16. Se uma func¢ao u pertence a K¢ e denotamos ¢ = ¢ + u — p(u)ug, entdo os

espagos Sao 1guats como conjuntos.

Demonstragao. A inclusdo L? C LY segue da Proposi¢ao 3.15. Desde que u € K?, temos

/ o(¢+ Au)dp < / elc+ (14 Nu)du < oo,
T T
para cada A na vizinhanga de 0. Assim, ¢c—¢ = —u-+1(u)ug pertence a LY. Da Proposicao
3.15, obtemos LY C L¥. O

Temos que L¢ e L¥ sao iguais como conjuntos e por (MUSIELAK, 1983,
Teorema 8.5) suas normas sao equivalentes. Como em (3.20) a fungao w € L¥, e pelo
Lema 3.16, temos que ¢; — c3 estd em LY. Consequentemente a aplicagao de transigao ¢
de classe C'*°. Outro resultado importante na construcao das (-familias é provar que as
p-familias F¢ sao maximais no sentido que se duas p-familias ¢ e F¢ tem intersegao
diferente do vazio, entao elas coincidem.
Lema 3.17. Para uma funcao u € B¥denote ¢ = ¢ +u — (u)ug. Entao Ff = F¥.

Demonstracao. Seja v uma funcao em B¥. Entao existe e > 0 tal que , para cada \ €
(=€, 1+e€), [ plc+Iv+(1-N)u)dpu < oco. Consequentemente, ¢(¢+A(v—u)) € p-integravel

para todo A € (—e, 1 4 €). Assim, a diferenca v — u estad em K7 e

w=v—Uu-—

pertence a BY. Seja e BZ — [0,00) a fung¢do de normalizagao associada a ¢. Entao a
densidade de probabilidade o (é+w—1(u)ug) estd em FY. Esta densidade de probabilidade
pode ser expressa como ¢ (c+v— kug) para uma constante k. Pelo fato de existir um tnico
Y(u) € R tal que a densidade de probabilidade ¢(c + v — ¥(v)ug) estd em F?. Portanto
FfC .7-"30 . Usando argumentos analogos podemos obter .7:050 C Fy. O

Provando assim que P, ¢ equipado com uma estrutura C'*°-diferenciavel.

A fungao normalizadora ¢ : K¢ — R é convexa (VIGELIS and CAVAL-
CANTE, 2013b). Assumindo que ¢ é continuamente diferenciavel a fungao normaliza-
dora é Gateaux-diferenciavel e a expressdo para a Gateaux derivada é (VIGELIS and
CAVALCANTE, 2013b)

_ Jpvd (et u—d(u)ug)du

)y = P e+ = d{uuo)dp

(3.21)

comu € Kf eve L?.
Utilizando a fungao normalizadora ¥ uma divergéncia, baseada na divergén-

cia de Bregman associada a fung¢ao normalizadora, foi encontrada. Divergéncia também
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conhecida com p-divergéncia e dada pela expressao

D(pllq) =
/ TuosD’(C)du

Esta divergéncia tem como um caso especial a divergéncia de Kullback-Leibler, quando
o(u) = exp(u) e up = 1.

Uma propriedade importante aos estudos dos espagos de Musielak-Orlicz é a
condi¢ao Ay. Vamos lembrar um pouco e ver algumas propriedades provadas em (VIGE-
LIS and CAVALCANTE, 2013a) sobre essa condicdo e as y-familias de distribuigao de
probabilidades.

Seja a funcao de Musielak-Orlicz dada por:

O.(t,u) = p(t, c(t) +u) — p(t, c(t)), (3.22)

em que a func@o exponencial deformada ¢(-) satisfaz as condigoes (al)-(a3’) da Defini¢ao
(3.18). Lembramos que, a fungao @, satisfaz a condi¢ao Ay ou ®. € A, se uma constante

K > 0 e uma funcao nao negativa f € if pode ser encontrada tal que
ad,.(t,2u) < @, (t, u>, para todo u > f(t), e puqtp.teT. (3.23)

Sabemos também que, se ®. € Ay, entao fT o(c + u)dp < oo para todo

neste caso, BY = L¥ = L¥, ou seja sao iguais como conjuntos. Por outro lado

c)

u € L¥

se . nao satisfaz a condigao entao E¥ é um subespaco proprio de L?, assim como f/f
(MUSIELAK, 1983, Observagao 7.3). Alguns resultados sobre a condigao A, e a p-familia,
foram provados em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a).

Proposicgao 3.18 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposicao 2)). Dada qualquer
exponencial deformada ¢, podemos encontrar uma fung¢ao mensurdvel ¢ : 'T'— R em que
Jrele)dp =1 tal que a fun¢ao de Musielak-Orlicz ®o(t, u(t)) = p(t, c(t) +u) — (t, c(t))

nao satisfaz a condi¢cao A,.

Demonstracao. Sejam A e B dois conjuntos mensurédveis disjuntos satisfazendo 0 <
1(A) < ooe0 < p(B) < oo. Fixada qualquer funcao mensuravel ¢ tal que [, ¢(¢)du = 1,
tomemos qualquer fun¢ao nao integravel f suportada em A tal que p(¢)14 < fl, < occ.
Sejau : T'— [0, 00) seja uma fungao mensuravel suportada em A tal que p(é4+u)ly = f14.

Se § > 0 ¢ tal que

/ @(¢ —u)ladp + Bu(B) + / (&) 11\ (aup)ydp = 1,
T T
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entao definimos

c=(¢—u)ly+clp + ¢lp\(aup),

em que ¢ : T'— R é uma fungdo mensuravel suportada em B tal que o(t,¢(t)) = 3, para

u-q.t.p. t € B. Pelo fato de que a funcao u é suportada em A, podemos escrever

/go(c+u)du:/<,0(6)1,4du+/go(c)leu—l—/go(é)lT\(AuB)du<oo.
T T T T

Por outro lado, desde que f é nao integravel, temos

d ¢ dp = dp = oo.
L@(C+2U)M>A¢(C+U)1Au /Tf =00

Portanto, a fungao de Musielak-Orlicz ®. nao satisfaz a condi¢ao As. n

Proposigao 3.19 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposicao 3)). Seja b: T —
R uma fun¢ao mensurdvel tal que fT o(b)dp = 1. Entao LY C L¥ para cada fungao
c: T — R tal que [, p(c)dp =1 se, e somente se, a fung¢io de Musielak-Orlicz ®.(t,u) =
o(t,b(t) +u) — @(t,b(t)) satisfaz a Ag-condigao.

O resultado principal em relagao a condigao A, e as ¢-familias de distribuigoes
de probabilidade ¢ dado pela proposicao abaixo.
Proposicao 3.20 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposigao 4)). Sejam b, c :
T — R fungoes mensurdveis tais que [,@(b)du =1 e [ p(c)du = 1. Se as fungoes de
Musielak-Orlicz @p(t,u) = o(t,b(t) +u) — o(t,b(t)) e D(t,u) = @(t,c(t) + u) — p(t, c(t))
satisfazem a Ay-condicdo, entio Ly e LY sao iguais como conjuntos. Além disso, F; =
FE.

Demonstragao. A conclusdo que Lj e L? sdo iguais como conjuntos segue da Proposigao
3.19. Pela Proposigao 3.15, esta claro que (¢ —b) € K. Seja o > 0 ¢ tal que v =
(¢ — b) + aug pertence a By. Se 1, é a fungao normalizadora associada com F;, entao
Pi(u) = a e gp(u) = b+ u — ¢P1(u)ug) = p(c). Assim, as p-familias F e F¢ tem

intersegao nao vazia e portanto F; = F¢. O

O resultado da Proposicao 3.20 garante entao que, para duas fungoes de
Musielak-Orlicz tomadas a partir de uma exponencial deformada, que satisfazem a As-
condi¢ao, entao nao s6 os espacos de Musielak-Orlicz obtidos a partir dessas funcoes
sao iguais como conjuntos, como também as ¢-familias de distribuigao de probabilidade
sao iguais. Ainda iremos investigar sobre como a As-condi¢ao influencia o bordo do seu
dominio.

Nesse texto, queremos encontrar condi¢oes sobre a fungao ¢ para a qual pode-
mos conectar densidades de probabilidades por arcos, assim como foi feito em (CENA and
PISTONE, 2007). Em outras palavras, queremos garantir a existéncia de arcos que gene-

ralizam os arcos exponenciais e arcos que generalizam os arcos mistura para que possamos
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conectar densidades de probabilidade na variedade estatistica generalizada.
Na proxima segao, estudaremos as condigoes sobre ¢, para as quais, garantir-

mos a existéncia de arcos na variedade estatistica generalizada.

4 ARCOS EM VARIEDADES ESTATISTICAS GENE-
RALIZADAS

Em (PISTONE and ROGANTIN, 1999; CENA and PISTONE, 2007; SAN-
TACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016) foi mostrado que duas densidades de proba-
bilidade sao conectadas por um arco exponencial aberto (ou caminho exponencial aberto)
se e somente se elas pertencem a mesma familia exponencial. Arcos exponenciais sao cur-
vas auto-paralelas com respeito a conexao exponencial. Nesta secao, achamos condigoes
necessarias e suficientes para que duas distribui¢oes de probabilidade sejam conectadas
por um arco (VIGELIS, ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017). Nessa mesma linha,
encontramos condigoes necessérias e suficientes para que possamos definir a generalizagao

da divergéncia de Rényi definida em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016).

4.1 Arcos exponencial e mistura em familias exponenciais

Vamos lembrar as defini¢oes de arco mistura e arco exponencial em variedades
estatistica exponenciais e alguns resultados. Sejam ® = cosh(x)— 1 uma funcdo de Young
e L?(p) um espago de Orlicz associado a essa fungio (KRASNOSELI'SKI and RUTICKI,
1961).

L*®(p) = {u € L’ : 3 a >0 tal que / O (au)pdy < —l—oo} :
T

Nesta secao, usaremos o simbolo o« como simbolo de proporcionalidade, ou seja, a o b,
significa que a e b sdo proporcionais. Em (CENA and PISTONE, 2007), foram definidas
densidades conectadas por arcos abertos mistura e exponencial abertos e a partir dessa
conexao chegou se novamente no atlas que fornece uma estrutura de espago de Banach
para o conjunto das densidades equivalentes a uma medida p, P,, dado pelo modelo

maximal

Ep) = {e" FMplu e K,},

em que K, ¢ o interior do dominio do funcional gerador de cumulante K,(-).

Definicao 4.1. Duas densidades p e ¢ € P, sao conectados por um arco mistura aberto
se existe um intervalo aberto I, tal que[0,1] C I e p(a) = (1 — a)p + aq pertence a P,
para cada o € I.

Definicao 4.2. Duas densidades p e ¢ € P, sao conectadas por um arco exponencial

aberto se existe um intervalo aberto I, tal que [0,1] C I e p(a) o< p'~®¢* pertence a P,,,
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para cada o € I.

Uma defini¢cao equivalente de conexao exponencial por arcos é.
Proposicao 4.3 ((SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, Proposigao 3.3)).
p, ¢ € P, sao conectadas por um arco exponencial aberto se, e somente se, existe um
intervalo aberto I D [0,1] e uma varidvel aleatoria uw € L%®(p), tal que p(a) oc e*p

pertence a P, para cada o € I e p(0) =p e p(l) = q.

Demonstra¢ao. Vamos assumir que p,q € P, sao conectados por um arco exponencial

aberto, isto é, fT p1=®g%du < 400, para qualquer o € I. Desde que

T p P

entao u € L*(p). Além disso, p(a) o< €™ pertence a P, para cada a € I e p(0) = p,
p(1) = q. A reciproca segue imediatamente, observando que ¢ = p(1) = e'p, isto é,

uzlog%. O

Estas conexoes por arcos mistura abertos e arcos exponencial abertos sao re-
lagoes de equivaléncia (CENA and PISTONE, 2007). Em (CENA and PISTONE, 2007)
alguns resultados a respeito dessa conexao por arcos exponencial foram provados. Entre
esse resultados estao que, duas distribui¢oes de probabilidade p e ¢ sao conectadas por
uma arco exponencial aberto se, e somente se, ¢ € £(p). Além disso, como consequéncia
dessa conexao temos que £(p) = £(q) e L?(p) = L*(q). Ou seja, a componente conectada
a uma densidade p é igual ao modelo exponencial méaximo &£(p).
Dado p € P,, denota-se por M(p) o conjunto de todas as densidades ¢ €
P, que sdo conectadas a p por um arco mistura aberto (SANTACROCE, SIRI, and
TRIVELLATO, 2016).
Teorema 4.4 ((SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, Teorema 4.11)). Sejam
p,q € P,. As sequintes afirmagoes sao equivalentes.
i) ¢ € M(p);
i) M(p) = M(q);
iii) 4,2 € L,
Este teorema nos diz que duas densidades p, ¢ € P, sao conectadas por um arco mistura

aberto se e somente se as razoes % e g forem limitadas por constantes positivas. Outro

resultado importante provado em (SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016, Pro-
posi¢ao 4.12) é que M(p) C £(p), ou seja, duas densidades sdo conectadas por um arco
mistura aberto, entao sao conectadas por uma arco exponencial aberto.

No mesmo sentido da ideia seguida em (CENA and PISTONE, 2007) e (SAN-
TACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016) vamos tentar conectar densidades na varie-
dade estatistica generalizada, por arcos, tanto do tipo exponencial, como do tipo mistura.

Na proxima secao, baseado na estrutura que as -familias de distribuicoes
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de probabilidade fornecem a P,, vamos investigar se ¢ possivel conectar por ¢-arcos,
densidades p e ¢ em P,. Neste caso, os arcos exponencial sao um caso especial desses

(p-arcos.

4.2 Distribuicoes de probabilidade conectadas

A partir de agora, vamos discutir a importancia de uma exponencial de-
formada ¢ ser tomada como na Definigao 3.13 para a conexao por arcos na variedade
estatistica generalizada. Sejam ¢ e y, satisfazendo as condigoes (al) e (a2) na Definigdo
3.13. Fixemos uma fun¢do mensuravel e positiva ug : 7' — (0,00). Dadas duas distri-
buigdes de probabilidade p e ¢ pertencentes a P, um ¢y /ps-arco(ou g1 /pe-caminho) é
uma curva em P, definida por a — ¢y (aw; ' (p) + (1 — a)p; ' (q) + k(a)ug). A constante
k(a): = k(a;p,q) € R é introduzida para que

/T 1 (005 M (p) + (1 — )03 1(g) + l)up)dps = 1. (4.1)

Usamos g-arco ao invés de p/p-arco, se ¢ = @1 = ¢3. O caso ¢ = 1 = ¢y e ug = 1 foi
analisado por (EGUCHI and KOMORI, 2015). O arco exponencial corresponde ao p-arco
com p1(-) e pa(-) iguais a exp(-) e ug = 1. Um ¢ /pe-arco pode ser visto como ¢q-arco
conectando @1 (w3 (p) + k(1)uo) e 1wz (q) + £(0)uo). A menos que p = 1 = gz, um

©1/pa-arco nao conecta p e q. Podemos usar k() para definir a divergéncia

1 1

A1) + a(l —a)

D (p | g) = ——K(0) - (@) (1.2

11—«
Esta divergéncia para ¢ = ¢ = @9 € relacionada a generalizacao da divergéncia de Rényi
definida em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016), que vamos estudar mais
detalhadamente na proxima se¢ao. Se ¢1(-) e ¢o(-) s@o iguais a exp(:) e ug = 1, entao
a divergéncia D@(- || -) se reduz a divergéncia de Rényi. A pergunta que queremos
responder nessa segao é sobre que condigdes sobre as fungoes ¢y e 9, existe k() em (4.1)
para cada p,q € P, e a € [0,1]. A proposicao a seguir nos ajuda a elucidar essa questao.
Proposicao 4.5. Assumindo que a medida p é nao atomica, sejam py,ps : R — (0, 00)
duas fungoes positivas, satisfazendo (al) e (a2) na Definicao3.13 e seja ug : T — (0, 00)
uma fungao mensurdvel positiva. Fizando qualquer o € (0,1), para cada par de distribui-
¢oes de probabilidades p e ¢ em P, existe uma constante k(a): = k(;p,q) satisfazendo

(4.1) se, e somente se,
/ v1(c+ Aug)du < oo, para todo A > 0, (4.3)
T

para cada fungcao mensurdvel ¢ : T — R satisfazendo fT pa(c)dp < oo.
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Quando ¢ = ¢; = @9, a condi¢ao (4.3) ¢ a mesma que a condi¢do (a3’)
da Definicao 3.13. A fim de provar a Proposi¢ao 4.5 precisamos de alguns resultados
intermediarios.

Lema 4.6. Supondo que, para cada N\ > 0, nao podemos encontrar o € (0,1) e uma

fungio mensurdvel ¢ : T — R U {—o0} tal que [, ¢1(c)dp < oo e
api(u) < @o(u— Aug(t)), para todo u > c(t). (4.4)

Entao existem sequéncias {\,}, {c,} e {An} de nimeros positivos, onde \,, € uma sequén-
cia monotona decrescente convergindo para zero, A, | 0, funcoes mensurdveis, e conjuntos

mensurdveis dois a dois disjuntos, respectivamente, tal que
/ o1(cp)dp=1 e / wa(Cn — Apug)dp < 27" para todo n > 1. (4.5)
T Ap

Demonstragao. Seja {\/ } uma sequéncia de nimeros positivos A/ | 0. Para cadam > 1,

definimos a fung¢ao

fm(t) = sup{u € R : 2771 (1) > pa(u — X uo(t))},

na qual usamos a convengao sup ) = —oo. Vamos verificar que f,, ¢ mensuravel. Para

cada numero racional r, definimos os conjuntos mensuraveis
Emy,={t €T :27"p1(r) > wa(r — A uo(t))}

e a funcao simples wy,, = rxg,, . Seja {r;} uma enumeracao de nimeros racionais. Pra
cadam, k > 1, considere a funcao simples nao negativa v, , = maxj<;<j U, . Além disso,
denote B, = Ule Epr,. Pela continuidade de ¢1(-) e pa(+), segue que vy kXB,,, T fm
quando k — 00, o que mostra que f,, € mensuravel. Uma vez que (4.4) nao é satisfeita,
temos que fT ©1(fm)dp = 0o para todo m > 1. Em virtude do Teorema da Convergéncia
Monétona (ISNARD, 2007, Teorema 5.34), para cada m > 1, podemos encontrar algum

ky, > 1 tal que a funcao v,, = vV k,, € 0 conjunto B,, = B,, i, satisfacam me 01 (vm)dp >

2™, Claramente, temos que ©1(vp)xB,, < 00 € 27"01(Vm)XB,, = ©2(Vm — AL uo)XB,,-
Pelo Lema 8.3 em (MUSIELAK, 1983), existe uma sequéncia crescente {m,} de indices
e uma sequéncia {A4,} de conjuntos mensuraveis disjuntos tal que [ A, P1(Um,)dp = 1.
Claramente, [, ©a(vpm, — Ay, uo)dp < 27 Denotando A, = X;, , ¢n = Up,, Obtemos

(4.5). O

A proposigao seguinte nos fornece uma condigao equivalente & condigao (4.3).
Proposicao 4.7. Duas fungdes o1 e ps, satisfazendo (al) e (a2) na Defini¢ao 3.15,p1/¢2 :
R — [0,00) € uma fungao mensurdvel ug : T — (0,00) satisfazem a condicao (4.3) se,

e somente se, para cada A > 0 podemos encontrar o € (0,1) e uma fung¢iao mensurdvel
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c: T —RU{—o0} tal que [, p1(c)dp < oo e
apr(u) < @o(u— Aug(t)),  para todo u > c(t), (4.6)

para p-q.t.p. t € T.

Demonstracao. Assumindo que p1(-), pa(-) € up satisfazem a condigao (4.3) suponha que
(4.4) ndo acontece. Sejam ainda {\,}, {c,} e {4,} como consideradas no Lema 4.6. Entao
definimos ¢ = coxma + Doy (Cn — Ano)Xa,, em que A = U A, ecy: T — R € uma

fungao mensurével qualquer tal que fT\ 1 ®2(co)dp < oo, Tendo em vista (4.5), temos que

/@z(C)du =/ <P2(Co)d#+2/ pa(Cn — Anuo)dp
T T\A A

< wa(co)du + 27" < o0
[ o5

n=1

Dado qualquer A > 0, tomemos nyg > 1 tal que A > A\, para todo n > ny. Entao podemos

escrever,

/Tgol(c + Aug)dp > Z /A o1(cn + (A= A\p)ug)du

n=ng
>3 [ aladn=Y 1= (1.7
n=ngo n n=1

o que é uma contradi¢do a condigao (4.3).
Por outro lado, suponha que a expressdo (4.6) ocorre para um dado A\ > 0.
Seja ¢ : T' — R qualquer fung¢ao mensuravel satisfazendo fT pa(C)dpu < oo. Denote

A={t:e(t)+ Aug > ¢(t)}. Usamos a inequagao (4.6) para escrever

a/ ©1(C+ Aug)du < a/ ©1(¢+ Aug)dp + a/ e1(c)du
T A T\A

g/g@(adu—l—/ wa(c — Aug)dp < oo.
A T\A

Assim, segue a condic@o (4.3).
Precisaremos de mais um resultado preliminar antes de demonstrar a Propo-

si¢ao (4.5). O

Lema 4.8. Sejam @1, 02 : R — (0,00) fungdes positivas, satisfazendo as condigées (al)
e (a2) da Defini¢ao 3.13 e ¢ : T — R uma fun¢ao mensurdvel tal que

/ pi(@)dpu <1, parai=1,2,
A
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em que A e B =T\ A sdo conjuntos mensurdveis tais que u(A) > 0 e u(B) > 0. Fizando
qualquer o € (0,1), entdo, podemos encontrar fungoes mensurdveis by, bs : T — R para as

quais p = pa(c1) e g = pa(cy) estao em P, em que c; = cxa+bixp e ca =cxa+baxp, €

/T o1 (003 () + (1 — a)g3 () < 1. (48)

Além do mais, assumimos que byxg # baXp.

Demonstragao. Seja {B,} uma sequéncia de conjuntos mensuraveis tais que B = U2, B,
e 0 < u(B,) < co. Para cada n > 1, selecionamos conjuntos mensuraveis C,, e D,, tal que
B, = C,UD, e pu(C,) = u(Dy,) = su(B,). Sejam ainda {1V} e {%(12)} sequéncias de

numeros positivos satisfazendo

1) = c )
Zv <1- /901 (©)du, Z% /Asoz(N)du

Entao, tomamos £, € R e 6, > 0 tais que

03(Bn) + a(—0,) = 2 (4.9)

(1)

Tn
o1(af, — (1 —a)b,) + v1(—ab, + (1 — a)B,) < 2M(Bn)' (4.10)

Nuameros f3,, e 6, satisfazendo (4.9) e (4.10) existem pelo fato de o1 (-) e ¢a(+) s@o positivas
e fn < 902’1(2%(12)//¢(Bn)). Definamos

bl = Z 5nXCn - enXDn
n=1

= —buxc, + Buxp,

n=1

A partir dessas escolhas segue que

/302 (b1)dp = 2902 Br)i(Cr) + @2(—=0,) (D)

_ Z[@z(ﬁn) + ¢2<_9n)]u(§n)

=Y AW =1- / 1 (Q)dp,
n=1 A

o que implica que fT wa(c1) = 1, em que ¢; = éxa + bixp. Da mesma forma, temos que
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Jpp2(ca)dp = 1, em que ¢ = x4 + bax . Por outro lado, podemos escrever

/ngl(abl + (1= a)b)

NE

o1(aBn — (1 = a)0n)u(Cr) + p1(—=aby, + (1 — @) B,) u(Dy)

n=1
o Bn
= Y (a8, — (1~ ) + 1 (—atly+ (1 — )3 00
n=1
<> i <1- / p1(C)dp,
n=1 A
do qual segue a expressao (4.8). O

Finalmente, podemos demonstrar a Proposicao 4.5.

Demonstragao. [Proposicao4.5]. Pelo fato de ¢,(-) ser convexa, segue que [}, @a(c)dp <
o0, em que ¢ = ap, (p) + (1 — a)p;'(q). A condicio (4.3) juntamente com Teorema da
convergéncia Monotona e a continuidade de ¢;(-) implicam a existéncia e unicidade de
k(o).

Reciprocamente, assumindo a existéncia de x(a) em (4.1) para todo p,q € P,,.

Comegamos mostrando que
/ ©1(c — Aug)du < oo,  para todo A >0, (4.11)
T
para toda fungao mensuravel ¢ : T — R tal que [, p2(c)dpu < oo. Se a expressao (4.11)

nao ocorre, entao para alguma funcao mensuravel ¢ : 7' — R com fT pa(c)dp < oo, e

algum A\ > 0, temos

(/ w1(c— Aug)dp < oo, for Ay < A,
r (4.12)
/ 1(c— Aug)dp = oo, for 0 < A < A,
\Jr
ou )
/ ©1(c — Aug)du < 0o, for Ao < A,
T (4.13)
/ w1(c — Aug)dp = oo, for 0 < A\ < Ag.
\JT

Note que a expressao (4.12) com \g = 0 corresponde a (4.11), entao, em (4.12) assumimos
que Ag > 0. Seja {7} uma sequéncia de conjuntos mensuraveis nao decrescentes com
0 < w(T,) < wT) e T\ U, T,) = 0. Defina E, = T, N {c — Xup < n}, para
cada n > 1. Claramente, a sequéncia {E,} é nao decrescente e satisfaz u(E,) < oo e
T\ UL E,) = 0.
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Se a expressao (4.12) é satisfeita para A\ > 0, selecionamos um suficientemente
grande ng > 1 tal que fT\EnO wilc — Noug)dp < 1, para i = 1,2. Denote A: =T\ E,,
e B: = FE,,. De acordo com o Lema 4.8, podemos encontrar fun¢oes mensuraveis para
quais p = @o(c1) e ¢ = @a(c2) estdo em P, em que ¢ = (¢ — Aguo)xa + bixp e 2 =
(c — Xowo)xa + baxp, € a inequagdo (4.8) é satisfeita. Para qualquer A > 0, podemos

escrever

/T%(Ow?(p) + (1 —a)py (q) + Aug) > /Bsol(c — (Ao — Nuo)dp

= / w1(c— (Ao — Nug)dp — / w1(c— (Ao — Nug)dp = oo.
T Ang
Pela expressao acima e a inequagao (4.8), concluimos que a constante x(«) como definida
por (4.1) nao pode ser encontrada.

Agora supondo que (4.13) é satisfeita. Seja {\,} uma sequéncia em (\g, c0)
tal que A, | Ag. Definimos indutivamente uma sequéncia crescente {k,} C N como segue.
Escolha ky > 1 tal que fT\EkO o1(c — Mug)dp < 272, Dado k,_; selecionamos algum
k, > k,_1 tal que

/ w1(c— Noug)dp >'1
Er,\E}

n—1

/ p1(c — Apprtg)dp < 2702,
T\Ek,

Vamos denotar A, = Ej, \ Ey, , para n > 1. Note que os conjuntos A, sao disjuntos
dois a dois. Tome ny > 1 tal que [ ae(c)dp <1, em que A = Uy A,. Agora definimos

c= Z;’o:no(c — Anlig)Xa,. Como um resultado dessas escolhas, segue que

/ p1(@dp = / ple— Antig)dp < 27" < 1
A A’ﬂ

n=ngo n=no

/A%(adﬂ < /Agog(c)du < 1.

Denote B = T\ A. Tendo em vista o Lema 4.8, existem fun¢oes mensuraveis by, by : T — R
tal que p = @a(c1) e ¢ = pa(ca) estdo em P, em que ¢; = cxa + bixp € c2 = Cxa + baxs,
e a inequagao (4.8) ¢é satisfeita. Reciprocamente, se a constante x(«) como dada em (4.1)

existe, entdo k() > 0. Fixado um A > 0 arbitréario, tomamos n; > ng tal que A\, — A < Ag
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para todo n > n;. Observando que fT w1(c — Aoug)dp > 1, podemos escrever

/T o1 (s () + (1 — a)gy(q) + uo)dp > / 1 (E+ o)y

> Z/Angpl(c—()\n—)\)uo)duz leoo,

n=ni n=ni

o que mostra que £(«) nao pode ser encontrado.
Suponha agora que a condigdo (4.3) nao é satisfeita. Pela Proposigao 4.7 e
Lema 4.6, podemos encontrar sequéncias {\,}, {¢,} e {A,} de ntumeros positivos \, | 0,

funcoes mensuréaveis e conjuntos mensuraveis disjuntos, respectivamente, tal que
/ v1(cy)dp =1 and / wa(Cn — Aug)dp < 277" for all n > 1.
Ay, Ap

Pela expressao (4.11), podemos concluir que >3 [, ¢i(c, — Ayug)dp < oo. Entao,

podemos pegar algum ng > 1 para o qual a fungao ¢ = > 77 (¢, — Anuo)xa,satisfaz
Ji9i(@dp < 1, para i = 1,2, em que A = Uy, A,. Vamos denotar B = T\ A. De

(4.3), existem fungoes mensuraveis by, by : T — R tal que p = pa(c1) e ¢ = pa(c2) estao
em P, em que ¢; = x4 +bixps € ¢2 = Cxa + baxB, € a inequacao (4.8) é satisfeita. Dado

qualquer A > 0, tome ny > ng tal que A > A\, para todo n > n,. Entao, podemos escrever
/ pi(awy (p) + (1= a)py " (@) + Muo)dp > / p1(C+ Auo)dp
T A

> /n pr(en + (A= M)ug)dp > Y /n p1(cn)dp = oo,

n=ni n=ni

Esta expressao e a inequagao (4.8) implicam que a constante x(«) como definida por (4.1)

pode ser encontrada. Portanto, a condigao (4.3) deve ser satisfeita. O

Encontramos assim, condi¢ao necessaria e suficiente para qual k() existe para
cada p,q € P, e o € [0,1]. Como consequéncia da Proposicao 4.7 temos o seguinte
resultado para fungoes p; e ws com ¢ = P = s.

Proposigao 4.9. Seja uma fungio ¢ : R — [0,00). Entao podemos encontrar uma fun¢ao
mensurdvel ug : R — (0,00) para a qual a condigao (4.3) acontece para o = p1 = @y se,
e somente se,

u
lim sup L < 00, para algum Ao > 0. (4.14)
Demonstracao. Pela Proposicao 4.7 podemos concluir que a existéncia de wug implica
(4.14). Reciprocamente, assumindo que a expressao (4.14) acontece para algum Ay > 0

existe M € (1,00) e ¢ € R tal que % < M para todo u > ¢. Seja {\,} uma sequéncia
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qualquer em (0, Ao| tal que A, | 0. Para cada n > 1, defina

¢, =sup{u € R: ap(u) > ¢(u— \,)}, (4.15)

na qual a = ﬁ e adotamos a convengao sup ) = —oo. A partir da escolha de {\,} e a,
segue que —oo < ¢, < ¢ Afirmamos que ¢(c,) | 0. Se a sequéncia converge para algum
¢ > —o0, a igualdade ap(c,) = ¢(c, — A,) implica que ap(c) = ¢(c) e entao p(c) = 0.
No caso de ¢, | —oo, esta claro que ¢(c,) | 0. Seja {T,} a sequéncia de conjuntos
mensuréaveis disjuntos com p(7y) < oo e u(T'\ Upe; T) = 0. Assim, podemos selecionar
uma subsequéncia {c,} tal que > 7, ¢(cn, )u(Tk) < oo. Vamos definir ¢ = Y 12 | ¢, X1,
e uy =y po A X1p- De (4.15) segue que ap(u) < p(u — up(t)), para todo u > ¢(t). A

Proposigao 4.7 implica que ¢(-) e uq satisfaz a condigao (4.3). O]

Assim, concluimos que, s6 é possivel conectar duas distribui¢oes de probabili-
dades por um - arco, com ¢ = @1 = P9, se e somente se ¢ é uma exponencial deformada
dada como na Defini¢ao 3.13. Dai a importancia da definicao de exponencial deformada
para o desenvolvimento da nossa pesquisa. Na tentativa de conectar duas densidades em
P, por um - arco, vimos que essa conexao gera um valor x(a) > 0 que depende das den-
sidades p e ¢ e do valor de . Esse valor pode ser relacionado com a divergéncia de Rényi
no caso quando ¢(-) = exp(+) e up = 1. Sendo assim, utilizando esse valor x(«) foi obtida
uma generalizac¢ao para a divergéncia de Rényi (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE,
2016).

Na proxima secao, vamos investigar essa divergéncia.

4.3 Generalizacao da divergéncia de Rényi

A divergéncia de Rényi (RENYI, 1961) é um das mais bem sucedidas medi-
das de dissimilaridade entre duas distribui¢oes de probabilidade, tendo encontrado muitas
aplica¢oes (ERVEN and HARREMOES, 2014), aparece como ferramenta crucial em pro-
vas da convergéncia do comprimento minimo da descri¢ao e estimadores Bayesianos, em
modelos paramétricos e nao paramétricos (ZHANG, 2006), (HAUSSLER and OPPER,
1997), (ERVEN, 2010). Uma generalizacao da divergéncia de Rényi foi proposta em
(SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016). Como resultado deste trabalho, dare-
mos nesta secao condigoes necessarias e suficientes para a existéncia dessa generalizacao,

para ambos os casos, nao atomico e o puramente atomico.
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4.3.1 Caso nao atémico

Neste caso a medida g é nao atomica. A divergéncia de Rényi, de ordem

a € (0,1), entre distribui¢des de probabilidade p e ¢ em P, é definida como

1 —a
D) (pllq) = mlog ( /T pq du) ,

que pode ser reescrita como
K(e)
a(l —a)’

k(o) = —log ( /T p”ql‘adu) :

Para o € {0, 1}, a divergéncia de Rényi ¢ definida tomando um limite:

D (pllq) = (4.16)

em que

DO (p|lq) = lim D (p|q),

DY (pllq) = lim D (pllq).

A expressao (4.16) pode ser usada para definir a divergéncia de Rényi para todo o € R.
Contudo, para a ¢ (—1, 1) esta expressao talvez nao seja valor finito para todo p e ¢ em P,,.
Para evitar algumas minucias, assumimos que o € [—1,1]. A forma padrao da divergéncia
de Rényi encontrada na literatura difere de (4.16) por um fator é Escolhemos definir
D@ (-||-) como em (4.16) de modo que alguma simetria poderia ser preservada quando os
limites v L 0 e a T 1 sdao tomados.

A generalizagao da divergéncia de Rényi é baseada na interpretagao alternativa
de k(o). Fixado o € (0,1), e dado qualquer p e ¢ em P, a funcdo x(a): = k(a;p,q) € 0

lnico nimero nao negativo tal que

/ exp(aln(p) + (1= a)In(g) + w(e))dp = 1.

Para generalizar a divergéncia de Rényi, consideramos uma exponencial deformada ¢(+) no
lugar da funca@o exponencial. Dada qualquer p e ¢ em P, tomamos x(a) = k(a;p,q) > 0

de modo que
/ o™ (o) + (1= )¢ (@) + wla)uo)d = 1. (4.17)

em que ug : T — R é a funcao mensuravel positiva. Vamos analisar sobre quais condic¢oes
sobre a funcao ug essa generalizacao da divergéncia de Rényi esta bem definida.

Definimos a generaliza¢ao da divergéncia de Rényi de ordem « € (0, 1) por

r(e)

Dsoa)(pHQ) = m,
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com k() dado como em (4.17). Para o € {0, 1}, a generalizagao ¢ definida tomando o
limite:
DL (plla) = lim DL (pllq). (4.18)

DY (pllg) = lim DL (plla). (4.19)

Estes limites sao relacionados com uma generalizacao da divergéncia de Kullback-Leibler
(KULLBACK and LEIBLER, 1951), a chamada ¢-divergéncia, a qual foi introduzida em
(VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b). A ¢-divergéncia ¢ dada por

Dy (plla) = /T;l(plo P dp.

™

No caso em que ¢(+) é a fun¢ao exponencial e ug = 1, a p-divergéncia se reduz a divergéncia
de Kullback-Leibler. Sobre algumas condigdes, os limites (4.18) e (4.19) sao de valor finito

e convergem para a ¢-divergéncia:

DY (qllp) = DY (pllg) = D,(pllg) < 0.

Estas condigoes sao determinadas na Proposicao 4.10 para o caso envolvendo a divergéncia
de Rényi generalizada.
Proposigao 4.10 ((SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016, Proposigao 3)). As-

sumindo que (-) € continuamente diferencidvel, considere a condi¢do

/ o™ (0) + (1= ) (@) d < o (4.20)

Se a expressao (4.20) € satisfeita para todo « € [, 0) e algum oy < 0, entao

o Ok
D (pllg) = 5.(0) = Dy(pllg) < oo

Se a expressao (4.20) € satisfeita para todo a € (1, ] e algum oy > 1, entao

Ok

DY (plla) = =5 (1) = Dy(plla) < oc.

Desde que ¢(-) seja convexa, a expressao (4.20) sempre ocorre para « € [0, 1].
Para uma demonstragao da Proposigdo 4.10 nos referimos a (SOUZA, VIGELIS, and
CAVALCANTE, 2016, Lema 2, Proposigao 3).

Para generalizarmos a divergéncia de Rényi precisamos que k() esteja bem

definida. Para garantir a existéncia e unicidade de k(a) como definido em (4.17) assumi-
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mos que existe ug : T'— (0, 00) tal que
/ o(c+ Aug)dp < oo,  para todo A>0, (4.21)
T

para cada fun¢ao mensuravel ¢ : T'— R satisfazendo fT p(c)dp < oo. Em outras palavras,
a existéncia e unicidade de k(a) é equivalente a condigao (a3’) da defini¢ao de exponencial
deformada.

O proximo resultado mostra que a condi¢ao (a3’) e a existéncia de k(«), sdo
equivalentes.
Proposicao 4.11. Assuma que a medida p € nao atéomica. Fize qualquer o € (0,1).
Uma fungao ¢ : R — [0,00), satisfazendo (al) e (a2) na Definicio 3.13 e uma fungao
mensurdvel uy : T — (0,00) satisfazem a condi¢io (a3’) se, e somente se, para cada

distribuicao de probabilidade p e g em Py, existe uma constante k(a): = k(a;p, q) tal que

/T¢(a<p‘1(p) + (1 —a)p(q) + k() up)du = 1.

Esta proposicao é exatamente um caso particular da Proposicao 4.5 para ¢ =
¥1 = P2.

Como vimos no Exemplo (3.16) nem toda fungao que satisfaz as condigoes (al)
e (a2) na Definigao 3.13, aceita a existéncia de uma fungao wug satisfazendo a condigao
(a3’). Apresentaremos um critério equivalente a uma func¢do ¢ e uma fungao uy que
satisfazem a condigao (a3’).
Proposicao 4.12. Uma fun¢io ¢ : R — [0,00), que satisfaz as condi¢oes (al) e (a2)
na Defini¢ao 3.13, satisfaz a condi¢io (a3’) se, e somente se, para alguma constante « €
(0,1), podemos encontrar uma fungio mensurdvel ¢ : T — RU{—o0} tal que [, ¢(c)dp <
00 e

ap(u) < p(u—ug(t)), para todo u > c(t), (4.22)

para p-q.t.p. t €T.

Esta proposicao por sua vez é um caso particular da Proposi¢ao 4.7 com ¢ =
©1 = g e A = 1. Assim, encontramos um critério que nos diz que, para que exponenciais
deformadas ¢(-), k(a) existe e é unica. Agora, vamos mostrar que a fungdo dada no
Exemplo 3.14 é uma exponencial deformada, ou seja, satisfaz as condigoes (al)-(a3’),

utilizando a Proposicao 4.12. Dada a fungao

(/{u—i—\/l—{—/f?uz)%, if kK #£0,

exp,(u) = .
exp(u) if Kk =0.
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e sua inversa

u—u""

) ‘f 07
lnn(u) _ 2K 1 R 7é
In(u) if kK =0.

Claramente a fungao satisfaz (al) e (a2). Vamos verificar que existe a € (0,1) e A > 0
para os quais
A <log,(v) —log,(av), paratodo v > 0. (4.23)
Seja
f(v) = log,(v) —log, (aw),

a derivada de f(-) é dada por

Uﬁfl[l _ an] _ U*H*l[afli _ 1]

7'v) = .

Encontramos um ponto critico de f(+), o ponto

1
% _ 1\ 2
:(“—) -0,
1—ar

Pelo fato de que a derivada de f(-) é negativa para 0 < v < vy e positivo para v > vy, entao
a diferenca log, (v) — log, (av) atinge um minimo em vp; dado o € (0,1), a desigualdade

(4.23) é satisfeita para algum A > 0. Inserindo v = exp, (u) em (4.23), podemos escrever
aexp,(u) <exp,.(u—A), paratodou € R. (4.24)
Se n € N é tal que n\ > 1, entdo uma aplicagao repetida de (4.24) produz
aexp, (u) < exp,.(u —nA) < exp,(u—1), para todo u € R.
A Proposigao 4.12 implica que ug = 1 satisfaz a condigao (a3’).
Podemos concluir pela Proposicao 4.9, que para toda fungao que satisfaz (4.14),

entdo k(«) estd bem definida.

Para a funcao ¢(-) dada no Exemplo (3.16), segue que

2
. (,D(U) e e(qul) /2
%P Sl = ) T S P
= lim sup etAo—(N5=20)/2 0,
U—00

o que mostra que () ndo pode ser usado na generalizagao da divergéncia de Rényi.
Concluimos que, a Defini¢cao 3.13 de exponencial deformada é adequada nao
apenas para fornecermos uma estrutura de C'*°-variedade de Banach para P,, mas tam-

bém a condigao (a3’) da defini¢ao é a condi¢ao necesséria e suficiente para definirmos as
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geodésicas, ou seja, os arcos que conectam duas densidades de probabilidade. A partir
dessa conexao, definimos uma generalizacao para a divergéncia de Rényi no caso nao ato-
mico. Vamos analisar agora o caso puramente atomico, ou seja, 1 € uma medida contavel

no conjunto dos niimeros naturais 7' = N.

4.3.2 Caso puramente atémico

Neste caso, a notagao muda um pouco. Teremos sequéncias e somatorios
em vez de fungoes e integrais, respectivamente. Assim, a condigdo (a3’) da definigao de
exponencial deformada é reescrita como.

(a3’) Existe uma sequéncia {ug;} C (0,00), tal que
Z o(c; + Aug ;) < oo,  para todo A>0, (4.25)
i=1

para cada sequéncia {¢;} C R tal que )"°, ¢(¢;) < o0.
Podemos encontrar, assim como no caso nao atémico, uma condicao equivalente a condicao
(a3’). Para encontrar essa condigdo equivalente precisamos de um resultado antes.
Lema 4.13. Supondo que nao podemos encontrar o« € (0,1), € > 0 e uma sequéncia
{¢i} CRU{—o0} tal que > ;2 o(c;) < o0 e

ap(u) < @(u— Aug;), para todo u > ¢; com p(u — ug;) < e, (4.26)

entao existem sequéncias de nimeros reais de valor finito {c,;} e sequéncias de conjuntos

disjuntos {A,} em N, tal que

< Z olen:) e Z o(Cni —up;) <277, (4.27)

1€An i€Ap

N[ —

para cada n > 1.

Demonstragao. Para cada m > 1, definimos as sequéncias {f,,;} C RU{—oo} por
fmi =sup{u € R: 270 (u) > o(u—up;) e p(u—ug;) <271},

em que usamos a convengao sup ) = —oo. Desde que (4.26) nao ¢é satisfeita, temos que
Y o1 @(fmi) = oo para cada m > 1. Vamos dividir em casos.
Caso 1. Existe uma sequéncia estritamente crescente {m,} C N para qual o conjunto
B, = {i: @(fmi— uo;) = 27" '} tem um namero infinito de elementos.
Entao, podemos selecionar uma sequéncia estritamente crescente {i,} C N tal
que
27O fnnsin) = O(fmnin — U0,,) = 2777,
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o que implica ©(fm,i,) > 1/2. A expressao (4.27) segue com ¢, ; = fn, i €
A, = {in}.

Caso 2. Existe uma sequéncia estritamente crescente {m,} C N para qual o conjunto
By, = {i: ¢(fmi—uo;) =27} tem um niamero finito de elementos. Denote
por C, =N\ B, = {i: ©(fin,i — uoi) <2 ™'}, Pela continuidade de ¢(-),
temos que 2-"™"0( fin) = ©(fmn.in — Uo4,) Para todo i € C,. Pelo fato de
O(frnnin) < 1/2 para cada i € Cp, e Y0, ©(fm,..i) — 00 para todo n > 1,
podemos encontrar uma sequéncia estritamente crescente {k,} C N para qual
o conjunto A, = C,, N{k,_1,...,k, — 1} satisfaz

<> o(fma) S 1.

1€AR

N | —

A segunda inequagao acima juntamente com 27" ( fin. i) = ©(fonn.in — 0.4, )
implica que

Z O(frmp,i — o) <27

i€An

Assim, a expressao (4.27) segue com ¢, ; = fin, .- O

O Lema 4.13 acima é a contrapartida no caso puramente atémico do Lema 4.6.
Proposigao 4.14. Uma fungio ¢ : R — [0,00), que salisfaz as condigdes (al) e (a2)
na Defini¢ao 3.13, e uma sequéncia {ug,;} satisfazem a condi¢ao (4.25) se, e somente
se, para alguma constante o € (0,1) e € > 0, uma sequéncia {¢;} C R{—o0} pode ser

encontrada tal que Y0 p(c;) < oo e
ap(u) < o(u— Aug;), para todo u > ¢; com p(u — ug;) < €. (4.28)

Demonstragao. Para provar que a condigao (4.25) implica a condigao (4.28), basta utilizar
a Proposigao 4.7 com ¢1 = @9, usando o Lema 4.13 em vez de Lema 4.6.

Supondo que a inequagao (4.28) é satisfeita. Seja {¢} uma sequéncia qualquer
de niimeros reais tal que Y 50, (&) < 0o. Denote A= {i:c;+up; >c;}e B={i€A:
©(¢;) < €}. A partir da inequagao (4.22) podemos escrever

Q Z g0<0~1 + UJ(M‘) SO& Z QO(&Z + UO,i) + o Z gO(éZ + Uo}l‘) + o Z (,O(Cl) (429)

i=1 i€ANB icA\B i€T\A
<Y @) +a Y pEtug) +a Y ple).
i€A i€A\B i€T\A

Temos que a segunda soma em (4.29) é finita pois, o conjunto 7'\ B é finito. Assim, temos
que > 1 p(é+nug,;) < oo para todo n > 1 e portanto > oo, ¢(& + Aug,;) < oo para todo
A>0. O
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Com a proposicao anterior, temos uma desigualdade que é equivalente a condi-
gao (a3’) para medida p puramente atomica, utilizando essa desigualdade vamos provar o
proximo resultado. Vamos mostrar que, no caso de medida g puramente atomica qualquer
fungao que satisfaz as condigbes (al) e (a2) na Defini¢ao 3.13, satisfaz a condigao (4.25)
e assim, pode ser usada para encontrar uma generalizacao da divergéncia de Rényi.
Proposigao 4.15. Seja ¢ : R — [0, 00) uma fungao que satisfaz as condigoes (al) e (a2)
na Defini¢ao 3.13. Podemos encontrar uma sequéncia {ug;} para qual a condi¢io (4.25)

ocorTTre.

Demonstragao. Seja {\,} C (0,00) uma sequéncia qualquer, decrescente convergindo
para 0. Fixemos qualquer o € (0,1) e n € R tal que ap(n) < ¢(n — A1). Denotando
e = ¢o(n — A1), definimos

G =sup{u € R: ap(u) > ¢(u—A,) e p(u—N,) <€}, para cada n > 1,

adotamos a convengao sup ) = —oo. Claramente, a sequéncia {¢,} C [—oo,n) é decres-
cente. Queremos provar que ¢(é,) J 0. Se a sequéncia {¢,} converge para algum ¢ > —oo,
a inequagao, ap(¢,) > p(é, — \,) implica ap(c) > ¢(c) e entao ¢(c) = 0. No caso de
én 4 —00, esté claro que ¢(é,) J 0. Assim, podemos selecionar uma subsequéncia ¢; = é,,
tal que Y2, () < oo e

ap(u) < o(u —ug,), para todo u > ¢; com ¢(u) < €,

em que ug; = A;. Pela Proposigao 4.14, segue que {ug;} satisfaz a condigao (4.25). O]

Provamos que no caso de medida puramente atdomica qualquer funcdao que
satisfaz as condigoes (al) e (a2), satisfaz a condigao (4.25) e pode ser usada para definir
uma generalizacao da divergéncia de Rényi. No caso de medida nao atomica é necessario
e suficiente que a fungao ¢(-) satisfaga as condigoes (al)-(a3’) da Definigao 3.13.

Na proxima secao, vamos estudar os arcos abertos, ou seja, definidos em um

intervalo I aberto de modo que [0, 1] C I.

4.4 Arcos exponenciais abertos generalizados

Em (CENA and PISTONE, 2007), o modelo exponencial maximal em p € P,,
definido por
E(p): = {e " Wplu € K},

em que K, ¢ o interior do dominio da fungao geradora de cumulante K,(-), foi provado
ser a componente de P, conectada a p, ou seja, o conjunto de todas as distribui¢oes g em
P, que sao conectadas a p por um arco exponencial aberto. Nesse mesmo sentido, nesse

texto, vamos definir arcos abertos em variedade estatistica generalizada e relacionar com
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o-familia de distribuigdes de probabilidade F¢¥ (ANDRADE et al., 2017). Além disso,
vamos provar algumas das propriedades envolvendo esses arcos abertos.
Definigao 4.16. Para uma exponencial deformada ¢(-) dizemos que p e ¢ em P, sdo
@-conectadas por um arco aberto se existe um intervalo aberto I O [0, 1] e uma constante
k() tal que

p(e) = (1 = @)™ (p) + ap~ ' (q) + K(@)uo)

pertence a P, para cada a € I, em que x(a) depende de «, p e g.

Para o € (0,1), a constante x(a) é a mesma encontrada em (4.17). Na propo-
sicao a seguir daremos uma definicao equivalente a defini¢ao de distribuig¢oes (p-conectados
por um arco aberto.

Proposicao 4.17. p, ¢ € P, sao p-conectadas por um arco aberto se, e somente se,
existem um intervalo aberto I O [0,1] e uma varidvel aleatoria v € LY, tal que p(a) o

¢(c+ av) pertence a Py, para todo o € I e p(0) =p e p(1l) = g.

Demonstrag¢ao. Vamos assumir que p, ¢ sao ¢-conectadas por um arco aberto, i.e.

Jp (1 =)' (p) + ap™'(q))du < oo, para todo a € I. Desde que

/T o((1— @) (p) + ap™ (q))dp = / plale(q) — ¢ ()] + o (0))dp

T

-
T

em que v = o (q) — ¢ (p) e p(c) = p, entao v € LY. Além disso, p(a) o p(c+ av)
pertence a P,, para cada a € I e p(0) = ¢(c) = p e p(1) = ¢. A reciproca segue
imediatamente. Suponha que g = p(1), temos ¢(c + v) = ¢, entdao v = p~(q) — v (p),
com ¢(c) = p = p(0). O
A necessidade de definir o arco aberto, segue do fato de v € L¥. Como con-
sequéncia da Proposigao 4.17, temos que se p,q € P, sao ¢-conectadas por um arco
aberto, entao a variavel aleatoria v pertence a K7, desde que fT o(c+ av)dp < oo para
todo a € (—e¢,1+ €). Com isso, podemos provar o seguinte resultado.
Corolario 4.18. Seja p,q € P, em que p = ¢(c). Temos que q € F¢ se, e somente se,

p e q sao p-conectados por um arco aberto.

Demonstrag¢ao. Supondo que ¢ € F¥, entao ¢ = p(c+v—1(v)ug) em que v € BY. Entao,
temos [, p(c + av)du < oo para todo a € (—¢, 1+ ¢), deduzimos que p(er) x p(c+ aw) é
um arco aberto contendo p e q. Reciprocamente, supondo que p e g sao (p-conectados por
um arco aberto, pela Proposigao 4.17 existe um intervalo aberto I D [0,1] e v € K¢ tal

que p(a) o< p(c+ av) pertence a P, com g = p(1). Se v € B?, entao ¢ = p(c+v) € Ff e
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a prova acaba. Caso contrério, seja w tal que

Jr v (c)dp "
 Jrue (e)dp

assim, [, w¢'(c)dp =0 e w € B?. Consequentemente, temos ¢ = @(c+v) = ¢(c+w) e
qe Ft. ]

Com isso, provamos que para ¢(c) = p, a ¢-familia de distribuigdes de proba-
bilidade F¢ ¢ o conjunto de todas as distribuigoes ¢ € P, tal que ¢q é ¢-conectada & p por
um arco aberto.

Corolario 4.19. Seja p = ¢(c) e ¢ = ¢(¢) tal que p,q € P, sio p-conectadas por um

arco aberto. Entdo os espagos de Musielak-Orlicz L e LY sao iguais como conjuntos.

Demonstragao. Segue a partir do Corolério 4.18 que p e g estao na mesma p-familia, entao
¢ =c+u—1(u)uyy e por (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema 5) o resultado
segue. O

Agora, vamos mostrar que conexao por arcos abertos generalizados é uma
relacao de equivaléncia.

Proposicao 4.20. A relacao Definicao 4.16 € uma relagcao de equivaléncia.

Demonstracao. As propriedades reflexividade e simetria seguem da definicao e agora,

vamos provar a transitividade. Considere p,q,r € P,
p(t) < p(c+tu), r(t) xplct+tv), te(—e1+e¢),

com p(0) = ¢(c) = p, p(1) = p(c+u) = ¢, 7(0) = (c) = p, r(1) = p(c+v) =7 com
u,v € L¥. Temos que p é p-conectada & q e r, respectivamente. Precisamos provar que ¢

e r sao p-conectadas também. Considere

q(t) o< e+ (1 —t)u +tv) x p(c +u+t(v — u))

definido com c+u = &, p(t) < p(c+t(v—u)),v—u € L?, tal que ¢(0) = p(¢) = p(c+u) = ¢,
q(1) = p(¢+ (v — u)) = ¢(c +v) = r. Portanto, q e r sdo @-conectados. O

Por fim queremos provar que uma ¢-familia F7 ¢ convexa para alguma expo-
nencial deformada .

.

Lema 4.21. Seja ¢ uma exponencial deformada fivada. Assumindo que (o=1)"(x) ¢é

ap"(ap” (2) + )  ¢"(¢" (@)
Pap=t (@) + k) "7 (@)
entao F(z) = o(ap™(x) + k), para algum o > 1 fizado e k € R, é uma fungio convera.

continua a

(4.30)
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Demonstragao. Sabemos que se F”(x) > 0, Yoo > 1 e Vz, entdo F(x) é uma fungao

convexa. Temos

F(2) = a?¢"(ap™ (x) + k)¢’ (¢~ (2)) — a@'(ap™ (z) + k)¢" (¢~ (z))
[¢' (=" (2))]? ’

pelo fato de que ¢ é uma fungao crescente [¢'(ap~!(x))]*> > 0. Consequentemente, temos

F"(z) > 0 se, e somente se,

a?" (™M) + k) (9 (2) — ag(ap™ (z) + k)" (¢~ (x)) > 0,

o que segue de (4.30). ]

Proposicao 4.22. Seja p € P, tal que ¢(c) = p. Assumindo que

ap"(ap” (@) +F) _ ¢ (@)
" (ap~Hz) + k) ~ (¢ (x))

para algum o > 1 fizado e k € R. Entao, a p-familia de probabilidades F7é conveza.

Demonstragao. Notemos que para qualquer p(¢) =r € Ff, F¢ = F7. Suponha ¢ € F?,
e considere p(A) = Ap + (1 — \)q para qualquer A € [0,1]. Mostraremos que p(\) € F¢ |
VA € [0,1] provando que [, ¢((1 —a)e™(p) + ap™ (p(N))dpu < co para a € (—¢,1+¢).
Em outras palavras, vamos mostrar que p(\) e p sdo y-conectados por um arco aberto
para todo A € [0, 1].

Para a € (0,1), devido a convexidade de ptemos

/TsO((l —a)p ' (p) + e (p(N)))dp < /(1 — )™ (p) + a0 (p(N)))dp

T

= /T(l — a)p+ ap(N)dp

= (1—04)/Tpdu+a/Tp(A)du

= 1.
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Para a € (—¢,0), de acordo com a convexidade de agp™!(z) a p(x), temos

/T (1 — ) (p) + o™ (p(A) )y

< [ e0aw o)+ (1 = Naw™(a) + (1~ a)p™ ()i

= [ eag™ ) + (1= @) )] + (1= Nlag™ (@) + (1= @)~ )
</ Mp(ap™ (p) + (1 = @)™ (p)) + (1 = Nplap™(q) + (1 — @)™ (p))dp
=3 [ ete oDt (1= 3) [ plag )+ (- ) )

At (1- ) / o (q) + (1 — )~ (p)dn,

desde que ¢ € F?, temos pelo Corolario 4.18 que ¢ e p sao ¢-conectadas. Consequente-

mente,

/T (1 — @)™ (p) + ™ (p(N))dpt < o0

entao p(A) e p sdo p-conectadas por um arco aberto, para todo a € (—e¢, 0).
Agora, se @ € (1,1+¢), pelo Lema 4.21, F(z) = p(ap~!(z) + k) é uma fungao

convexa, entao
plap™ (A + (L= Ny) + k) < Mplap™ () + k) + (1 = Nplap™ (y) + k), (4.31)

em que A € [0,1] e k uma constante. Tomando k = (1 — a)p~!(p), temos

/Tso(aso‘l(p(A)) + (1 —a)p ' (p))dp < A/Tw(ozso‘l(p) + (1 —a)p ' (p)dp
+(1=) [ play™(@)+ (1= 2o (i

=X+ (1=)) /T plag™(q) + (1 — )™ (p))dp

< 00,

desde que g € F¥ e, portanto, p e ¢ sao p-conectadas por um arco aberto. O

Nessa segao, generalizamos os arcos abertos exponencias definidos em (CENA
and PISTONE, 2007), assim como demos uma generalizagao da divergéncia de Rényi
para exponencias deformadas ¢(-) como na Defini¢ao 3.13. Provamos que a p-familia F¥
coincide com a componente conectada a p, com p = ¢(c) e que sobre certas condigoes
em p(-) a p-familia F¢ é convexa, assim como foi feito para familias de exponenciais em
(CENA and PISTONE, 2007) e estudado mais recentemente em (SANTACROCE, SIRI,
and TRIVELLATO, 2016). Lembrando que, no caso nao atoémico, esses resultados s
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foram possiveis para fungdes que satisfazem a condigao (a3’) na defini¢ao de exponencial
deformada. No caso puramente atomico, qualquer fungao que satisfaca as condigoes (al)
e (a2), é uma exponencial deformada e pode ser usada para conectar duas densidades por
um arco e como consequéncia, para generalizar a divergéncia de Rényi.

Queremos encontrar uma forma de conectar duas distribuicoes na variedade
estatistica generalizada, no mesmo sentido que foi feito em (CENA and PISTONE, 2007,
Definigao 13), por arcos mistura abertos. Em (CENA and PISTONE, 2007) uma vari-
edade mistura foi obtida utilizando o Gateaux-gradiente do funcional gerador de cumu-
lantes (2.2), sendo suportada pelas fun¢oes com integral igual a 1, ndo necessariamente,
densidades positivas. Dessa forma, o caminho que encontramos para essa conexao por
arcos, nos quais os arcos mistura sao um caso especial, depende do Gateaux-gradiente
da fungao normalizadora 1) que aparece na equagao (3.18). A partir de agora, vamos
concentrar nossos esfor¢os em estudar propriedades dessa fungao de normalizacao . Co-
mecaremos na préoxima se¢ao, vamos estudar o comportamento da fungao normalizadora

1, considerando se a fungao ¢ satisfaz a condic¢do (a3’) da Defini¢ao (3.13) ou nao.

5 0 COMPORTAMENTO DA FUNCAO NOMATLIZA-
DORA

Sabemos que existem fungdes que satisfazem as condigoes (al) e (a2) da De-
finigdo 3.13, mas nao satisfazem a condigao (a3’), por exemplo, a fungao dada em (3.16).
Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a), o comportamento da fungao normalizadora
¥, que aparece em (3.18), foi estudado em relagdo a condigdo A, considerando expo-
nenciais deformadas. Nessa secao, vamos analisar como a fun¢ao normalizadora 1 se
comporta, considerando que a funcdo ¢ satisfaz (al) e (a2), mas nao satisfaz (a3’). A
nossa conjectura é que a funcao normalizadora se comporta de forma diferente proximo

ao bordo do seu dominio com relagéo a condicao (a3’).

5.1 A condigao A, e o comportamento da fungao normalizadora

préximo ao bordo do seu dominio

Para estudarmos o comportamento da funcao normalizadora v proximo ao
bordo do seu dominio, precisamos relembrar alguns resultados obtidos em (VIGELIS and
CAVALCANTE, 2013a) sobre o comportamento de 1 em relagao a condi¢ao As.

Seja a funcao de Musielak-Orlicz dada por:

De(t,u) = @(t, c(t) + u) = @(t, (1)), (5.1)
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em que a func¢do ¢(-) ¢ uma exponencial deformada, ou seja, satisfaz as condigoes (al)-
(a3’) da Defini¢ao (3.18). Lembramos que, a func¢ao @, satisfaz a condigao As ou @, € Ay

se uma constante K > 0 e uma fungao nao negativa f € fﬁf pode ser encontrada tal que
ad.(t,2u) < D, (t, u), para todo u > f(t), e p-q.t.p.teT. (5.2)

Sabemos também que, se P, € Ay, entdo [, p(c + u)dp < co para todo u € L¥, neste
caso, E¥ = L¥ = L¢ e entdo o conjunto B? = K¥ N B? tem bordo dB¢ vazio (VIGELIS
and CAVALCANTE, 2013a). Uma funcéo u € BY pertence ao bordo de BY se, e somente
se, [ ¢(c+ au)dp < oo, para todo a € (0,1) e [ ¢(c+ au)du = oo, para cada o > 1.
Se uma fun¢do de Musielak-Orlicz nao satisfaz a condigdo Ay ou ®. ¢ As, temos que
E? C LY C L? e portanto o bordo dB¢ de B¢ é diferente do vazio (VIGELIS and
CAVALCANTE, 2013a, Proposi¢ao 5). Além disso, podemos encontrar fungoes u, € 0B?
tais que [, @(c+ u,)dpu < oo e fungdes u* € OBY tais que [, o(c+u*)dp = oo (VIGELIS
and CAVALCANTE, 2013a, Proposigao 5).

A func@o normalizadora 1) aparece em (3.18), pelo fato de que para u € Kf a
funcao ¢(c+ u) nao necessariamente pertence a P,. Assim, se faz necessario uma funcao
Y K¢ — R, tal que

e+ 1 — (u)uo) (5.3)

pertenca a P,. Quando restringirmos ¢ ao conjunto B¢ temos que 9 (u) > 0 (VIGELIS
and CAVALCANTE, 2013b). Para uma fungdo u € 0B¥, o comportamento da fungao
normalizadora ¢(au) quando a 1 1 depende de se [}, (c+u)du < oo ouse [ o(c+u)dy =
oo. Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposi¢ao 6) esse comportamento foi
parcialmente elucidado.

Proposigao 5.1 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a, Proposi¢ao 6)). Seja u uma
fungao no bordo de B?. Para o € [0,1), denotamos i, (a): = ¥(au), cuja derivada a
direita € indicada por (1) (a). Se [.p(c+ u)dp < oo entio (o) = Y(au) converge
para algum B € (0,00) quando « T 1. Por outro lado, se fT o(c + u)dp = oo entao
(¢u) (a) tende a oo quando o T 1.

Como nosso primeiro resultado nessa se¢ao, elucidamos totalmente o compor-
tamento da 1) proximo ao bordo do seu dominio, para a parametrizagao (5.3) a partir de
uma exponencial deformada .

Proposicao 5.2. Seja uma fungao u € OB?, tal que fT o(c+ u)dp = oo, onde p € uma

exponencial deformada. Entao v¥(au) — oo quando o 1 1.

Demonstra¢io. Suponhamos que, para algum A > 0 a funcio ¥(au) < A para todo
a € [0,1). Denotemos A = {u > 0}. Observemos que,

/ ole+ au — Iug)du < / o(c+ au — Iug)dp < / o(c+ au —P(au)ug)dp = 1,
A T

T
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obtemos que [ qelc+u— Aug)dp < 0o. Adicionalmente esté claro que

/ olc+u— Mug)dp < / e(c)dp < 1.
T\A A

Como um resultado temos que [ ¢(c+u — Aug)dp < oo. Pela condigao (a3’) segue que

Jpelc+u)dp < oo, 0 que é uma contradicao. O

Portanto, para uma fungao de Musielak-Orlicz @, que nao satisfaz a condigao

A,, dada como em (5.1), para uma exponencial deformada ¢(-). A fungao normalizadora
se comporta da seguinte forma:

(i) para toda funcao u € OB? tal que [, p(c + u)du < oo, entdo (au) — 3, com
B € (0,00) quando a 1 1.

(ii) para toda funcdo u € dB¢ tal que [, p(c+ u)dp = oo, entdo 1(au) — oo quando

a1l
A seguir, faremos o estudo do comportamento da func¢ao normalizadora ¢ proximo ao
bordo de Bfconsiderando uma fungao que satisfaz as condigoes (al) e (a2) da Definigdo

3.13, mas nao satisfaz a condigao (a3’) (ANDRADE et al., 2017).

5.2 A definicao da exponencial deformada ¢ e suas consequéncias

Para iniciar esse estudo, vamos provar que a condi¢ao (a3’), da defini¢ao de
exponencial deformada, é equivalente a existéncia de constantes A, « > 0 e uma funcao

nao negativa f € I:f tal que
ad.(t,u) <@, 5, (tu), for all u > f(¢). (5.4)

Proposicao 5.3. Uma fun¢ao mensurdvel uy satisfaz a condigio (a3’) da defini¢ao de
exponencial deformada se, e somente se, para alguma func¢ao mensurdvel c: T — R tal
que fT (c)dp < oo, podemos encontrar constantes X,Oz > 0 e uma fun¢ao nao negativa
fe f/f tal que

ad.(t,u) < @, 5, (t,u), for all w > f(t). (5.5)

Demonstra¢ao. Suponhamos que u satisfaz a condi¢ao (a3’). Seja ¢ : T — R uma funcéo
mensuravel qualquer tal que fT e(c)dp < co. Como u é uma fun¢do mensuravel com

[ (e — Aug +u)dp < oo entio

/ o(c+u)dp = / o(c — Mg + u + Aug)dp < oo.
T

T

Este resultado implica que L¥0 C L®. A inequacio (5.5) segue a partir da Proposigao
3.12.
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Agora, supondo que a inequacao (5.5) é satisfeita. Pela Proposi¢ao 3.12 temos
que L®x0 C L®. Portanto, u € L% implica que u + \ug € L[Pe%uo C [P Ou,
equivalentemente, se u é uma funcao mensuravel tal que ngp(c + u)dp < oo, entdo
J¢(c+ u+ Aug)dp < co. Como um resultado, concluimos que [, (¢ + u + Aug)dp <
oo para todo A > 0. Seja ¢: T — R uma fungdo mensuravel qualquer satisfazendo

Jpe(@©)du < oo e denotamos A = {¢ > c}. Assim, para cada A > 0, segue que

/ (¢ + Aug)dp = / wle+ (€ =)+ Aug)dp < / p(c+ (€ —c)xa + Aug)dp < oo,
T T T

o que mostra que uy ¢ dado como na Definigao 3.13. O

Desta proposigao, concluimos que, a condigao (a3’) nao é satisfeita se, e so-
mente se, existe uma fungao mensuravel v : T — R tal que fT (¢ + u)dp = oo, mas
fT ¢(c +u — Aug)dp < oo para algum A > 0. Queremos mostrar que, supondo uma
fungdo ¢ que nao satisfaga (a3’), entdo podemos encontrar uma fungao u € B¢ com
Jp (e +u)dp = oo, mas (au) — , com € (0,00), com o 1 1, ou seja, a fungao nor-
malizadora se comporta de uma forma se ¢ satisfaz (a3’), como vimos na se¢do anterior,
e de outra forma se a fungao ¢ nao satisfaz (a3’). Para provar isso precisamos de uma
resultado anterior.

Lema 5.4. Considere ¢ : T — [0,00) uma fung¢ao mensurdvel tal que [, p(c)dp < oo.

Suponha que, para cada X\ > 0, nao podemos encontrar « >0 e f € L% tal que
ad.(t,u) < Doy, (t,u), para todo u > f(t). (5.6)

Entao uma sequéncia estritamente decrescente 0 < X\, | 0, e sequéncias {u,} e {A,}
de func¢oes mensurdveis de valor finito e conjuntos mensurdveis disjuntos dois a dois,

respectivamente, podem ser encontrados tais que
Iy (unxa,) =1, e lo_, , (unxa,) <277, para todo n > 1. (5.7)

Demonstragao. Sejam {\,;,} uma sequéncia estritamente decrescente tal que 0 < A, | 0.

Definimos as fungoes nao negativas
fm(t) =sup{u > 0:27"D.(t,u) > Py, (t,u)}, para todo m > 1,

em que adotamos a convengao que sup ) = 0. Desde que (5.6) nao é satisfeita, temos que
Is,(fm) = oo para cada m > 1. Para cada ntimero racional r > 0, defina os conjuntos
mensuraveis

Ap,={teT :27"0.(t,r) > Doy, u(t, 1)},

¢ a funcao simples wy,, = 7Xa,,,. Para r = 0, estabele¢a uy,, = 0. Seja {r;} uma
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enumeragao de ntmeros racionais nao negativos com r; = 0. Defina a fungao simples
nao negativa v, , = maxj<;<k Unm,,, para cada m,k > 1. Pela continuidade de ®.(t,-) e
Do, u(t,+), segue que vy T fin quando k — oco. Em virtude do Teorema da Conver-
géncia Monotona (ISNARD, 2007, Teorema 5.34), para cada m > 1, podemos encontrar
algum k,, > 1 tal que a funcdo v,, = v, satisfaz Is, (v,,) > 2™. Claramente, temos
que Co(t, v, (1) < 00 € 27D (t, v (t)) = Peex,ug(t, Vi (t)). Pelo Lema 3.11 existe uma
sequéncia crescente {m,} de indices e uma sequéncia de conjuntos mensuraveis, disjuntos
dois a dois {A,} tais que I, (vm, Xa,) = 1. Tomando A, = A\, up = vy, € A, obtemos
(5.7). m
Agora podemos provar o principal resultado dessa sec¢ao.
Proposicao 5.5. Assuma que ¢ € uma fungao que satisfaz as condigoes (al) e (a2), mas
nao satisfaz a condigio (a3’) na Definicio 3.13, entio existe u € OBY tal que [, ¢(c+

u)dp = 00, mas P(au) — S, com € (0,00), com a1 1.

Demonstracao. Sejam {\,}, {u,} e {A,} como no Lema 5.4. Dado qualquer A > 0, tome
ng > 1 tal que A > A, para todo n > ng. Denote o conjunto B = T'\ [J;2,,, A, entao
definimos w = Y7 | ‘unxa,. De (5.7), segue que

/Tgo(c +u — Aug)dp = /Bgo(c — Aug)dp + i /An o((c — Aug) + up)dp

n=ng

_ /ng(c— Ao )dy
n i { /A n (e — Aug)du + chmo(unxAn)}

n=ng

< / (e — Aug)du + Z 27" < oo0.
T

n=ng

Consequentemente, para a € (0, 1), podemos escrever

/Tgp(c—l—ozu)du:/T<p<c+a(u—)\uo)+(1—a) al

-«
ga/go(c+u—)\u0)du+(1—a)/gp<c+
T T

< 00.

Uo) dp
a\
11—«

u0> du
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Por outro lado, para a > 1, segue que

/Tgo(c—i—au)du > /B<p(c)du—|— i /ncp(c—l—un)du

> /B<P(C)du+ i {/A SD(C)dMJrLDC(UnXAn)}
z/TsO(C)du+ i 1= co.

Podemos encontrar ' < 0 tal que

w = )\,UQXB + Z UnX A,

n=ng

satisfaz [, w¢/, (¢)dp = 0. Claramente, [, ¢(c+ w)dp = oo, [, ¢(c+ aw)dy < oo para
a e (0,1) e [,p(c+aw)du = oo para o > 1, ou seja, w € IB? e temos também que

/ o(c+w — Aug)dp < oo para algum A > 0 fixado.
T

Suponha que ¥(aw) T 0o, entao para todo K > 0 existe § > 0 tal que 0 < |a — 1| < §
implica que 1 (aw) > K. Seja X" > X tal que [, ¢(c+w — N'ug)dp < 1, tomando K = \”

temos
p(c+aw —P(w)ug) < p(c+ awpsoy — A"ug) < (e + wewso0p — A"u),

que é uma fungao p-integravel. Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada (IS-
NARD, 2007, Teorema 7.22) temos

lim [ o(c+ aw — N'ug)dpu = / o(c+w — N'ug)dp,
atl Jop T
entao
1=1lm [ ¢(c+ aw — P(aw)ug)du
atl Jop

< 11%1 ole+ aw — N'ug)dp = / e+ w— Nug)dp < 1,
“Jr T

0 que é uma contradicao. 0

Concluimos nessa se¢ao, que se a func¢ao ¢ nao satisfaz a condic¢ao (a3’) da
Definigao 3.13, entao a funcao normalizadora ¢ préximo ao bordo de BY se comporta de

forma diferente. Enquanto que para um exponencial deformada ¢(-), temos que
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(i) Vu € 0B¢ tal que [, ¢(c+u)dp = oo, entéo ¥ (au) — 0o, quando o — 1.
Para uma fungao ¢(-) que satisfaz as condigoes (al) e (a2), mas nao satisfaz a condigao
(a3’) da Defini¢ao 3.13, temos que existe w € B¢ tal que [, ¢(c+w)dy = oo e P(aw)
converge para um valor finito, quando o« — 1 .

Saber como a fun¢ao normalizadora 1) se comporta préximo ao bordo de BY é
crucial para garantirmos a existéncia de arcos mistura na variedade estatistica generali-
zada.

Na préxima secao, chegamos a um dos resultados principais desse trabalho.
Iremos conectar densidades de uma mesma @-familia por arcos que sao, na verdade, um
caso mais geral dos arcos mistura e iremos garantir que estes arcos estao bem definidos

em variedades estatistica generalizadas.

6 ARCOS MISTURA GENERALIZADOS

Com o intuito de encontrar condigoes para o estudo da dualidade representa-
cional na variedade estatistica generalizada, queremos agora definir outra classe de arcos
que pode nos ajudar nesse caminho da dualidade no sentido da representacao conjugada
u* = 0p(u) < u = (0Y*)(u*) = (0v)H(u), como refletida por ¢ <+ ¥* (ZHANG, 2004,
2013). Assim, vamos utilizar o Gateaux-gradiente da fun¢do de normalizagdo ¢ para
definir essa nova classe de arcos. A funcao normalizadora 9 : K¢ — R é convexa e
Gateaux-diferenciavel (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema 10) e sua Gateaux
derivada ¢ dada por (3.21).

6.1 O subdiferencial de uma funcao convexa

Nesta secao, vamos lembrar algumas propriedades de fungoes convexas de
valor real estendida em espagos de Banach, isto é, fung¢bes com valores em R U {£o0}.
Principalmente, discutiremos os subdiferenciais de fungoes convexas semicontinuas inferi-
ormente e suas propriedades.

Seja F um espaco de Banach. Uma fungao f é uma fungao convexa em F,
com o epigrafo (ASPLUND and ROCKAFELLAR, 1969)

epi f={(z,a):x € E, a €eR, a> f(z)}.

Se f(x) > —oo para todo z e f(z) < 400 para pelo menos um valor de z, chamamos f

uma funcgao proépria. O conjunto

dom f={x € E: f(zx) < oo}
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denota o dominio efetivo de f. Uma fungao f : F — (—o00,00] ¢ dita ser semicontinua

inferiormente (s.c.i.) se para todo A\ € R o conjunto
[f <A ={zeE: flz) <A}

é fechado.
Seja E* o espago dual de E. Um vetor z* € E* é dito ser um subgradiente de
femaxeFE se
(x*,2) < f(x+2)— f(x) forall z € F.

Denotamos por df(z) o conjunto de subgradientes de f em z e o subdiferencial de f
¢ a aplicagdo multivalor x +— 0f(x) de E para E*. Pela definicdo df(x) é sempre um
subconjunto fechado e convexo de E* para cada x. Supondo que f é uma funcao convexa

finita em z. Tem se x* € 0f(x) se, e somente se,
(z,2") < fl(x;2), Vz€E,

em que

syt JEH12) = @)

t—0t t
é a derivada direcional de f em z na direcao z € E. O subdiferencial pode ser vazio nos

pontos do dom f, entao denotamos por

D(0f) ={x € E:0f(x) # 0},

o dominio de df e temos que D(0f) C dom f. Dizemos que f é subdiferenciavel em x
para todo x € D(Jf).
Uma fungao convexa f : E — (—00, 0] é dita ser semicontinua inferiormente

se para cada A € R o conjunto
[f <A ={z € E; f(x) <A}

é fechado (BREZIS, 2011). Seja f uma funcdo propria, convexa e semicontinua inferior-
mente, entdo int dom f C D(9f) (BARBU and PRECUPANU, 2012, Coralario 2.38). A
conjugada de f é a funcao f*: E* — R definida por

fr(z*) =sup{(z,2") — f(x):x € E}, z" € E". (6.1)

Observe que se f é propria, entao “sup” em (6.1) pode ser restrito ao pontos x € dom f.

A conjugada f* é uma fungao convexa e semicontinua inferiormente em E* e juntamente
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com f satisfaz a bem conhecida desigualdade de Young

(z,27) < f(z) + ("), (6.2)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, * € df(x). Se f ¢ uma fungao semicontinua
inferiormente, o subdiferencial f* da funcao conjugada f* coincide com (9f)~'(BARBU
and PRECUPANU, 2012, Proposigao 2.33).

E conhecido que se f é uma funcéo convexa, propria e semicontinua inferior-
mente entao

int dom f C D(0f) C dom f,

e foi mostrado em (BRONDSTED and ROCKAFELLAR, 1965) que D(0f) é, de fato,
denso em dom f.
Fato 6.1 ((BAUSCHKE, BORWEIN, and COMBETTES, 2001, Corolario 2.19),(BORWEIN
and VANDERWERFF, 2010, Corolario 7.2.3)). Suponha x € D(0f). Entao, x € int dom f
se, e somente se, Of € localmente limitado em x.
Fato 6.2 ((BAUSCHKE, BORWEIN, and COMBETTES, 2001, Lema 2.20),(BORWEIN
and VANDERWERFF, 2010, Lema 7.2.4)). Se int dom f # 0 e x € D(9f) \ int dom f,
entao Of (x) € ilimitado.

Uma funcao f : F — E* ¢é dita ser Gateaux-diferenciavel em zy € F se existe

uma aplicagao linear A : £ — E* tal que
1
lim — || f(zo + tv) — f(xo) — Av[| =0,
t—0 t

para todo v € E. A Gateaux derivada ou Gateaux-gradiente de f em xq é denotado por
A = grad f(zg). O subdiferencial de uma fungao convexa esté intimamente relacionado
ao Gateaux-gradiente. Podemos ver essa relacao no seguinte fato.
Fato 6.3 ((BARBU and PRECUPANU, 2012, Proposigao 2.40)). Se a fun¢do conveza
f € Gateauz-diferencidvel em xo € E, entao 0f(xg) consiste de um nico elemento x* =
grad f(xo).

Na proxima se¢ao, nos investigamos o subdiferencial da fungao de normalizagao
1, que aparece na equagao (3.18). Este resultado sera tutil para garantir que o arco mistura

generalizado esta bem definido.

6.2 Subdiferencial da fungao de normalizagao v

Como ja vimos anteriormente, a variedade mistura (CENA and PISTONE,
2007), (PISTONE, 2013b), é baseada no gradiente da func¢do geradora de cumulantes.
Queremos fornecer uma expressao para a qual podemos conectar duas densidades em

uma mesma -familia, nesse mesmo sentido, para ¢ uma exponencial deformada. Entao,
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definimos os arcos pela expressao dada por (ANDRADE et al., 2018):

p(t) = FH((1 = t)F(p) +tF(q)), (6.3)

em que
e )
F — Jpuee (97 (p))dp

t € [0,1] e para p, ¢ pertencem a uma @-familia de distribuigao de probabilidades. Pode-

(6.4)

mos reescrever o funcional F'(p) como

O'(c+u—1(u)up)
Jr w0 (e +u — P(u)ug)du’

u e B?, (6.5)

com p = @.(c+ u— P(u)uy) e a expressao (6.5) ¢ o Gateaux-gradiente de ¢ em uma
fungao u € B?. Lembrando que para a fungao exponencial ¢(u) = exp(u), com uy = 1,
temos que o funcional F(p) = p e o arco (6.3) se torna o arco mistura p(t) = (1 —
t)p + tq, ja conhecido e estudado anteriormente nas familias exponenciais (CENA and
PISTONE, 2007),(SANTACROCE, SIRI, and TRIVELLATO, 2016),(SANTACROCE,
SIRI, and TRIVELLATO, 2017) e (PISTONE, 2013b). Por esse fato, chamaremos esses
arcos (6.3) de arcos mistura generalizados.

Para os arcos definidos pela expressao (6.3) estarem bem definidos é necessario
que o conjunto dos funcionais (6.5) que pertencem ao subdiferencial da fun¢ao de normali-
zagao 1Y seja convexo. A partir de agora, vamos trabalhar para provar a convexidade desse
conjunto de funcionais (6.5). Como pelo Fato 6.3, o Gateaux-gradiente e o subdiferencial
sao relacionados, entao como passo inicial vamos investigar o conjunto dos subgradientes
da fung¢ao de normalizacao 1.

A partir da investigagao feita na Se¢ao 4.2, vamos considerar nessa busca pelos
arcos mistura generalizados, fungoes que satisfazem as condigoes (al)-(a3’) da definigao
de exponencial deformada. Vamos considerar também, que as fungdes de Musielak-Orlicz
dada da forma (3.17), ndo satisfazem a condigdo A,. Consequentemente, temos que o
bordo do dominio da ¢-familia B¢ ¢ nao vazio (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a).

O dominio efetivo da fungao de normalizacao v é o conjunto
dom ¢ = {u € B? : (u) < 0o} .

Precisamos encontrar as fungoes que formam o dominio, entao vamos provar algumas
propriedades de . E importante lembrar que vamos investigar a convexidade desse

conjunto de funcionais (6.5) com a fungao ¢ definida no conjunto

B = {u e L¥: /Tugp;@)du - o}, (6.6)



65

pois neste conjunto garantimos a unicidade da representacao de um elemento ¢ pertencente
a p-familia de distribuigoes de probabilidade F?. Temos assim, o nosso primeiro resultado
nessa se¢ao.

Proposicao 6.4. A funcio de normalizagao v : Bf — R U {oo} é semicontinua inferi-

ormente.

Demonstragao. Dado a € R, seja C, = {u € B? : ¢(u) < a}. Para provar a afirmacao, é

suficiente mostrar que C, é fechado. Definimos um conjunto

B:{uEBf:/gp(c—i—u—auo)duﬁl},
T

e vamos provar que B é um conjunto fechado e que B = C,. Seja {u,} uma sequéncia
pertencente a B, tal que || u, — u ||¢,— 0. Deste modo, u,, — u, u-q.t.p. Desde que ¢ é
uma fun¢ao continua, temos que ¢(c + u, — aug) — p(c+ u + augp), p-q.t.p. . Pelo lema
de Fatou (ISNARD, 2007), segue que

/ olc+u — aug)dp = / liminf p(c + u, — aug)dp
T

T n—oo

n—o0

< lim inf/ o(c+ u, — aug)dp
T

<1

assim, v € B e B é um conjunto fechado. Agora, vamos provar que B = C,. Seja u
uma fung¢ao que pertence a Cy,, entdao ¥(u) < a. A funcdo ¢ é uma fungao estritamente

crescente, de modo que

/TSO(C +u — aug)dp < / plc+u—P(u)ug)du = 1,

T

assim, v € B.
Supondo que existe w € B\ C,, entdo w € B, o que implica que fT olc+w—
aug)dp < 1ew ¢ C,, o que implica que ¥(w) > a. Entao

/ o(c+w — aug)dp > / o(c+w — Y(w)ug)dp = 1,
T T
logo fT o(c+w—aug)dp > 1. Isto contradiz a suposigao de que w € B. Portanto B = C,,
e C,, é fechado. 0

O resultado da proposicao anterior é muito importante na nossa investigacao,
pois existem varias propriedades, extremamente tteis, de fungoes convexas, semicontinuas
inferiormente. Pela investigacao na Secao 5, sobre o comportamento de 1 no bordo,

juntamente com o fato de a fungdo ¢(-) é uma exponencial deformada, ou seja, satisfaz as
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condigoes (al)-(a3’) e ainda v ser semicontinuo inferiormente, pela Proposigao 6.4, entao
temos que existem fungoes u em 0BY, tais que 1(u) < oco. Consequentemente, o dominio

efetivo da fun¢ao de normalizagao é o conjunto

dom ¢ = B U{0B?} < (6.7)

em que {0B¢} . € o conjunto dos pontos no bordo de BY tal que ©(u) < co.

O subdiferencial de ¥ em uma fungao u € dom 1 é o conjunto
Op(u) = {u* € (L))" : / wodp < Y(u+v) —(u), for all v € Bf}, (6.8)
T

em que (L%)* denota o espaco dual de L®. Lembrando que o espaco dual ¢ dado pela
soma direta (3.15) da continua em ordem L%®¢ com a componente singular (Lq’C):. Nos
sabemos que , para todo u € B? a fungao de normalizacao 1 ¢ Gateaux-diferenciavel
a o Gateaux-gradiente é dado por (6.5) (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b, Lema
10). Consequentemente, pelo Fato 6.3 0v(u) consiste de um tnico elemento, o Gateaux-

gradiente dado por

D) — . £etu= V()

= , € B?
Jr o (¢ +u — P(w)uodp hE

De fato, nos provamos a seguir que (6.5) pertence a 0¢(u), para todo u € B?.

Proposicao 6.5. Seja u uma fungao pertencente ao dom ). Supondo que o funcional

o' (c+u—P(u)up)
S o' (¢ +u — p(u)ug)dp

(6.9)

pertence a L%, entdo (6.9) pertence a 0 (u).

Demonstragio. Temos que o funcional (6.9) pertence a L®:. Seja v uma funcio em BY
tal que ngp(c + u + v)dpu < co. Em outras palavras, u + v € dom 1, entao temos que
Jrpletu—(u)ug)dp =1e [ o(c+u+v—1(utv)ug)du = 1. Assim, pela convexidade
de ¢ temos

/T o+ (@ +v) — () yuale! (c 4+ u — (uuo)dpt <

/TSO(C +u — (u)uo)dp — /TSD(C +u+v — Y(u+ v)ug)dp = 0.

Entao

/T v e+ u — Pluluo)dps < / o (¢ 4 1 — (o) dpu(ap (e + v) — 9 (ue) g

T
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e portanto
e ru sty <0 o

Se u+v € B? \ dom v, entao ¥ (u + v) = oo, entao

Jrve'(e+u—y(u)uo)du
S wo! (¢ +u — p(u)ug)dp

< Y(u+v) —Y(u).

Consequentemente, a inequagao (6.10) ocorre para todo v € Bf e o resultado segue. [

Conhecemos assim, o subdiferencial de 1 das funcoes u € BY. Precisamos
encontrar o subdiferencial de ¢ for u no conjunto {0B¥}.~. Sabemos que ¢ ¢ uma

funcao convexa, prépria e semicontinua inferiormente, entao
int dom ¢ C D(0v) C dom ),

em que int dom ¢ = BY e D(9¢) \ int dom ¢p = {9B%}.o. Desde que int dom ¢ # 0,
entao pelo Fato 6.2, para v € D(0%) \ int dom v, 0v(u) é ilimitado.

Na demostracao da Proposigao 6.8, temos que todo funcional do tipo (6.9) que
pertence ao espaco L%, pertence ao subdiferencial. Na verdade, podem existir funcionais
do tipo (6.9) que ndo pertencem ao espago dual (L‘I’C)* e consequentemente nao perten-
cem ao subdiferencial. Desde que, estamos interessados em provar que o conjunto dos
funcionais (6.5) é convexo e estes funcionais sdo continuos em ordem. Precisamos analisar
somente a parte continua em ordem do subdiferencial, isto é, a parte do subdiferencial que
pertence a L®: Precisamos investigar sobre que condigdes o funcional (6.9) pertence ou
nao a L%, para u € {0B¢} ... Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares.
Lema 6.6 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2014, Lema 3.11)). Seja ®. uma func¢do
de Musielak-Orlicz que nao satisfaz a condicio Ay.  Adicionalmente, assumindo que
O.(t,be(t)) = oo para p-q.t.p. t € T. FEntao existe uma sequéncia estritamente cres-
cente 0 < A\, T 1, e sequéncias {u,} e {A,} de fungoes nao negativas de valor finito,

mensurdveis, e conjuntos mensurdveis disjuntos dois a dois, respectivamente, tais que
—n
I, (unxa,) =1, e I, (Aupxa,) <277, para todo n > 1.

Agora vamos provar que se a func¢ao de Musielak-Orlicz ®. nao satisfaz a
condi¢ao Ay, podemos encontrar uma funcao u que pertence a classe de Musielak-Orlicz
L*. mas o funcional @7, (¢, u(t) ndo pertence ao espago L®:. Esse resultado é crucial para
acharmos condigdes sobre as quais o funcional (6.9) pertence ou nio ao espago L.
Proposigao 6.7. Seja ®. uma fungao de Musielak-Orlicz que nao satisfaz a condi¢ao A
e que ®.(t,be(t)) = oo para p-q.t.p. t € T. Entao podemos encontrar uma fun¢io nao

. N‘I)c o
negativa u € L% tal que I (P, (t,u(t))) = co.
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Demonstragao. Sejam {\,}, {un} e {A,} dado como no Lema 6.6. Selecione uma sub-
sequéncia {\,, } C {\,} para qual a série Y .- (1 — \,,) converge, e (1 —X\,,) +27™ <1
para todo k > 1. Pelo fato de que A — Is (Auy, x4, ) ¢ continua para A € [0,1],
podemos encontrar X, € (A, 1) tal que Is, (Ajun,Xa, ) = (1 — Ay,) + 27" Defina

R o C Y N
U=} p_y Agln,X4,, - Entao podemos escrever

Iy, (u ZLD (Nt X)) = > _[(1=An,) +27"] < o0, (6.11)
k=1 k=1

/ (O, (t,u(t)))dp = Z / Nt (B, (£, Nt (£)) g

> Z)‘k N = )\ Lo, (Ntng X an,) = Lo (Antn X a,, )]

oo )\/

>3 (=) 2 -2
k=1 Tk

SDREE
k=1

Consequentemente segue que
I (2], (t,u(t))) = / w(t)® (t,u(t)))dp — I, (u) = oo,
T

o que conclui a prova. O]

A proposicao anterior deixa claro que podemos encontrar um u € L%, em que
Dr, (tu(t)) ¢ L*® . Seja u como na Proposicdo 6.7, vamos provar que para \ € 0, 1],
Ig,(Au) < oo e para A > 1, I, (Au) = oo. De fato, seja u = > 77| Nun, Xa,, -

Para A € (0, 1), pela equacao (6.11) temos

Is,(\u) < I, (u ZLI,C Nt XA, ) < 0©.

Para A > 1, tomando um nimero natural ko > 1 tal que A\, > 1. Entao

pOdemOS escrever
=1 k=1

A partir do resultado da Proposicao 6.7 podemos finalmente chegar a condi¢ao

para a qual podemos encontrar uma funcao que pertence ao bordo de BY, mas o funcional
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do tipo (6.9) dessa funcao nao pertence ao espaco L%,
Proposicao 6.8. Seja . uma funcao de Musielak-Orlicz tal que , . satisfaz a condi¢ao
Va, nao satisfaz a condi¢io Ay e D (t,bs(t)) = co0. Entao podemos encontrar w € OB?

tal que ( -
O(c+w—P(w)ug o:
T (e - w0 — pw)uo)dn © (6.12)

Demonstragao. Tomando ky > 1 e denotando o conjunto B = T\ U;‘;ko A, entao

definimos @ = 3 ;%\ Njtn, Xa,, .- Podemos escolher X' < 0 tal que
w = Nugxp + 0

satisfaz [, w¢/'(c)dp = 0. Em outras palavras, w € B?. E facil ver que [ ¢(c+ aw)du <
oo para o € (0,1) e [, ¢(c+ aw)dy = oo para a > 1, entdo w € 9B?. Ainda resta
mostrar (6.12). A partir da Proposi¢ao 6.7 temos que

ety = [ oo e Xuds 3 [ g O, i =
T
desde que

[ X0 (¢ Nuo)da < X [ (X + 1)) — @l Nuo)
B

<N [ plc+ (N4 1Dug) — plc+ Nug)dp

?\Q\\

Assim,

T (@0 0(0) = [ (O, (0 (O)du— To,(w) = o

consequentemente /(¢ + w) ¢ L*:. Pelo Teorema 3.10 desde que ®, € Vs, temos que
®* € A, e portanto L® = L. Concluimos que ¢'(c + w) ¢ L%. Como L% é um

conjunto linear , temos que (6.12) ocorre. O

Como uma consequéncia da Proposicao 6.8 temos que é possivel encontrar
u € {0Bf}_ . tal que
¢'(c+u—¢(u)uy) 1o
Jr o' (e +u — Y (wuo)dp ’

e portanto o funcional (6.9) ndo pertence ao subdiferencial da fungao normalizadora em

u, ou seja,
O (c+u—1(u)up)
fT UOQO/(C +u— @Z)(U)Uo)d,u g—i a¢(u)
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Nesta se¢ao, concluimos que para u € dom 1 nem todo o funcional do tipo

o' (c+u—1Y(u)up)
/TuOsO’(c +u — ¥(u)ug)dp

(6.13)

pertence a L%, mas se o funcional pertence ao espaco L%, entdo o funcional pertence ao
subdiferencial 0 (u).

Na proxima secao, finalmente provaremos que o conjunto formado pelos funci-
onais pertencentes ao subdiferencial da fun¢ao de normalizagao 1) é convexo. Garantimos

assim, que o arco mistura generalizado como definido em (6.3) esta bem definido.

6.3 Convexidade do conjunto de funcionais

Vamos mostrar que o conjunto dos funcionais

¢ (¢ 4+ u — Y (u)uo) o
{IT w0 (e +u—p@udy dom ¢} ML (6.14)

é convexo. Da Proposigao 6.5, o conjunto (6.14) esta contido na imagem de 09(-), o

conjunto dado por

Im 0y = U {0¢¥(u) : v € dom ¥} . (6.15)

Sabemos que nem sempre o conjunto (6.15) é convexo.

Em (ROCKAFELLAR, 1970, Teorema 5) foi mostrado que sejam X um espago
de Banach reflexivo e uma fungao convexa, propria, semicontinua inferiormente, Fréchet
diferenciavel e que satisfaz a condi¢ao que o dominio do subdiferencial esta contido no
interior do do dominio da funcao f. Entao a imagem da aplicagao grad f : D — X* é um
conjunto convexo, em que D é o dominio do subgradiente. Mas no nosso caso, o espaco
de Musielak-Orlicz L® néo é reflexivo para qualquer funcao ®., na verdade o espaco L®e
s6 é reflexivo se a fungao @, satisfazer a condi¢ao A, e a condigao Vs ao mesmo tempo,
0 que nao é caso em que estamos trabalhando. Além disso, nao temos que a fungao de
normalizagao 1 é Fréchet diferencidvel. Tivemos que encontrar outro meio de chegar a
essa convexidade do conjunto (6.14).

Seja ¥* a funcao conjugada de 1. Pelo fato que ¥* é uma funcao convexa,
semicontinua inferiormente e proépria, int dom ¥* e dom 9* sao conjuntos convexos e
a imagem de dv ¢ o dominio efetivo de 9y*, desde que (9¢)~! = dyv* (BARBU and
PRECUPANU, 2012, Proposi¢ao 2.33). Assim,

int dom ¥* C D(0¢*) C dom ¢* (6.16)
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¢ 0 mesmo que

int dom ¢* C Im 9¢ C dom ©". (6.17)

A fim de provar que o conjunto (6.14) é convexo, analisamos o conjunto (6.15) em trés
casos. Sejam u*, v* elementos em (6.15) tais que
Caso 1. u*v* € int dom ¢*, entdao pela convexidade de int dom ¢*, para A € (0,1),
temos Au* + (1 — A\)v* € int dom ™.
Caso 2. Se u* € int dom ¥* e v* € D(0¢*) \ int dom ¢*, entdo A\u* + (1 — A\)v* €
int dom ¢*, para A € (0,1) (BAUSCHKE, BORWEIN, and COMBETTES,
2001, Fato 2.1).
Caso 3. Sejam u*, v*elementos em (6.15) pertencentes a D(0¢*) \ int dom *.
Fica claro aqui, que nos Casos 1 e 2 a convexidade é satisfeita, pois a combinacao convexa
de elementos do conjunto 6.15 é ainda um elemento desse conjunto. Ficamos assim com
o Caso 3 pra trabalhar essa convexidade. Queremos provar que , para A € (0,1), A\u* +
(1 — A)v* pertence a (6.15). A fim de resolver este problema nos vamos provar que
D(0¢*) = int dom ¢*. Assumindo que ¢ é uma funcdo estritamente convexa, entao v é
uma funcdo estritamente convexa. Na proxima proposi¢do mostramos que 0¢*(u*) é um
conjunto unitario.
Proposigao 6.9. Seja ¢ uma fungao estritamente convexa, entao OY*(u*) € um conjunto
unitdrio, em que u* € OY(u), com u € D(OY).

Demonstracao. Assumindo que 1 é uma funcao estritamente convexa temos que para

A€ (0,1) e Vuy # us € dom

Supondo que 9¢*(u*) ndo é um conjunto unitério, isto &, O*(u*) = {uy, ug, ...}, em que
uf € D(0Y),i=1,2,.... Tomando uy,us € OY*(u*). Pela desigualdade de Young (6.2)

(Mg + (1 — Nug, u*) < p(Aug + (1 — Nug) + 9" (u"), (6.19)
em que A € (0,1) e como consequéncia de uy, uy € OY*(u*), temos

Y(ur) + 9" (u*) = (ug, u’), (6.20)

W(ug) + 9% (u”) = (ug, u’). (6.21)

Tomando o produto de (6.20) por A, o produto de (6.21) por (1 — A) e adicionando as

duas equagoes obtidas, temos

AMp(ug) + (1 — No(ug) + % (u*) = (Aug + (1 — XNug, u™). (6.22)
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De (6.19) e (6.22) obtemos
M(ur) 4+ (1 = A)p(uz) < (Mg + (1= Mug),

o que é uma contradi¢ao por (6.18). O que implica que 9¢*(u*) é um conjunto unitario

e isto completa a prova. O

Assim, o conjunto Jy*(u*) é unitario, entdao 9y* é localmente limitado em
u* € D(0¢*) e portanto pelo Fato 6.1 concluimos que u* € int dom ¥* o que implica que
D(0y*) C int dom 9*, por (6.16) temos que

Im 0y = D(0¢*) = int dom ". (6.23)

Portanto, pelo Fato 6.2, ndo existe funcional u* em (6.15) tal que u* € D(9¢*)\int dom 9)*.
Assim, (6.15) é um conjunto convexo e como consequéncia, o arco mistura generalizado
estd bem definido, desde que o conjunto (6.14) é um conjunto convexo. De fato, sejam u,

v fungoes no dom v tal que

. Pletu—Y(u)ug)
to Jr w0 (¢ + u — b (u)uo)dp (6.24)
e o O (c+v—1p(v)uy) 625

- Jpuo' (¢ + v —Y(v)ug)dp

pertencem a (6.14). Claramente,

* Jp w0 (¢ + u — (w)ug)dp
dy = _
/TW e (et u— bluo)dp

/u vdy = fTuospl(c+v — (v)ug)dp _
T 0 fT up' (¢ + v — Y(v)ug)dp

Notamos que, os funcionais (6.14) s@o os tnicos elementos em (6.15) que satisfazem
Jpuou*dp = 1. Para A € (0,1) temos

/ up((1 — N)u™ + M*)dp = 1,
T
entao existem fungoes wy € dom ¢ tal que

¢'(c+wy — P(wx)uo)dp
[ 0! (¢ + wx — (wy)ug)dp

= (1 — A\)u* + \v*, para cada X € (0,1).

Assim, o conjunto (6.14) é um conjunto convexo.

Nesta se¢ao, provamos que o arco mistura generalizado esta bem definido para
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uma exponencial deformada ¢ estritamente convexa e para uma fungao de Musielak-Orlicz
@, que satisfaz a condigao V5 e nao satisfaz a condigao A,. Na proxima secao, discutimos
como podemos trabalhar com esse arco mistura generalizado aberto, ou seja, sem que

necessariamente as densidades sejam os extremos do arco.

6.4 Arco aberto mistura generalizado

Na segao anterior, provamos que o arco mistura generalizado dado por
pla) = F 1 ((1—a)F(p) +aF(q)), (6.26)

estd bem definido para a € [0,1]. Nesta segdo nosso objetivo ¢ duplo: primeiramente,
garantir que o arco aberto também estd bem definido; e em segundo lugar, fornecer
algumas propriedades desses arcos. Para tais objetivos, usamos (6.23), que estabelece
que D(0vy*) = Im v é um conjunto aberto, entdo noés podemos estender a combinagao
convexa em (6.26) entre F(p) e F(q) além destes pontos extremos enquanto mantemos
a positividade de (1 — «a)F(p) + aF'(q). De fato, pelo conjunto D(0¢*) = Im 0v ser
aberto, existe €; > 0 tal que B(F(p),€1) é a bola aberta de raio € centrada em F(p)
com B(F(p),e) C D(0¢*). Similarmente, existe €3 > 0 tal que B(F(q),e2) C D(9¢*).
Tomando € = min{e;, €2} garantimos que a combinacao (1 — a)F(p) + aF(q) pode ser
estendida a o € I = (—¢,1+¢) D [0, 1].

Defini¢ao 6.10. Para um exponencial deformada ¢, dizemos que p e ¢ estao em P, sao

@-conectados por um arco mistura aberto se existe um intervalo I D [0, 1] tal que

pla) = F~ ((1 = a)F(p) + aF(q)) (6.27)

_ ¥ )
Jruoe’ (0= (p))dp

Em (CENA and PISTONE, 2007) foi mostrado que densidades conectadas por

arcos mistura abertos tem razao limitada por constantes positivas. Em (SANTACROCE,

pertence a P, para cada a € I, em que F(p)

SIRI, and TRIVELLATO, 2016) os autores mostraram a implicagao reciproca, fornecendo
uma caracterizagao de modelos mistura abertos. Aqui, pode se ver que o papel funda-

. . ) <~ F
mental por ser conectado por arcos mistura abertos generalizados é dado pela razao LACIRPS

F
qual tem que ser limitada. O funcional F'(p) na definigdo de arco mistura aberto sati(:%az
F(p) > 0. Assim, a combinagao (1 — a)F(p) + aF(q) em (6.27) tem que satisfazer a
mesma propriedade, isto é, (1 — «)F(p) + aF(q) > 0. Assuma que p e ¢ sdo conecta-
das por um arco mistura aberto dado de acordo com (6.27) pertencente a P, para todo

a € (—e1,1+e2) D[—e,1+¢]| com e > 0. Desde que p(—e¢) e p(1 + ¢€) € P, entao

F(p(—¢)) = (1+¢e)F(p) + (—¢)F(q) >0,
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o que implica que
Flp) ¢

—\ 6.28
F(q)  1+4e¢ (6.28)
e
F(p(1+¢)) = (=¢)F(p) + (1 +¢)F(q) >0,
que nos da
F(p) 1+¢
—< < . 6.29
Flg) e (6:29)
Combinando ambas desigualdades (6.28) e (6.29), temos
F 1
c ) 1+e (6.30)

< <
I+e " Flg = ¢

Reciprocamente, se temos (6.30), entao (1 — a)F(p) + aF(q) > 0 e (6.27) pertence a P,
Assim, temos que p e ¢ sao p-conectadas por um arco mistura aberto se, e somente se,
a razao % é limitada. Pelo fato de que Im 0y é um conjunto aberto, entao existe um
intervalo I D [0, 1] tal que (1 — a)F(p) + aF'(q) pertence a Im 0y e temos

/Tuo [(1—a)F(p) + aF(q)]du =1, para todo « € I D [0,1],

para todo a € I. Entao, existem fungoes w, € dom v tal que

(1 = a)F(p) +aF(g) = T uf;ij +w1ia_—¢$(uliil>?o)dﬂ’

com
SOI(C + Wo — ¢(wa)u0)

fT UOSO/(C + Wo — w(wa)UO)d/J’

isto ¢, a combinagao convexa (6.27) é também uma funcao do tipo (6.4) para todo o € I.

pla) = F~1 ( ), for all « € I D [0,1],

Entao, o arco mistura aberto estd bem definido. Outra propriedade dessa conexao por
arcos mistura abertos generalizados é que esta é uma relacao de equivaléncia.

Proposicao 6.11. A relacao na Definicao 6.10 € uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. As propriedades, reflexividade e simetria seguem da definicao. Quanto a

transitividade, considere p, ¢ e r € P, tal que
p(N) = F ' (1= N)F(p) + AF(q)) € P, e q(B) = F ' (1 — B)F(q) + BF(r)) € P,
com A, 5 € [—¢,1 + ¢] para algum € > 0. Podemos tomar

p(—e) = F (1L +€)F(p) + (=€) F(q)) e a(—¢) = F~ (1 +e)F(q) + (—e)F(r)),
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e defina a distribuicao de probabilidade

pr=F (1= 15 JF0(=2) + 75 Fla(=9))
:F1<<ij__—;i2F(p) - j_228F(r)).

Se temos
p(l+e)=F ' ((=)F(p) + (1 +¢)F(q)) e q(1+¢) = F ' ((—=e)F(q) + 1 +¢)F(r)),

podemos definir uma distribuicao de probabilidade como

P2 =F (=52 Fo(1+2) + ST—Fla1+2))
= (S5 F 0 + T R).

O arco mistura aberto generalizado,

r(a)=F " (1= a)F(p1) + aF(p)), @ € (0,1),

conecta as distribuicoes de probabilidade r(%) =pe r(ﬁzaﬂ) =r. O que

garante a transitividade. O]

Nessa secao, propomos uma classe de arcos na variedade estatistica generali-
zada, aos quais chamamos de arcos mistura generalizados pelo fato de os ja conhecidos
arcos mistura serem um caso especial desses. Para definir esses arcos, pensamos na du-
alidade no sentido da dualidade representacional. Assim, os arcos mistura generalizados
sao definidos a partir de funcionais no espaco de Musielak-Orlicz L®<, que é o espaco dos
funcionais continuos em ordem definidos em L®. Encontramos condicoes para obter esses
arcos de forma que as densidades nao sejam os pontos extremos desses arcos e garanti-
mos que conectar duas densidades por um arco mistura generalizado é uma relagao de

equivaléncia.

7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Variedade estatistica generalizada é uma linha de pequisa em Geometria da
Informagao que vem se desenvolvendo nos ultimos anos. Nesse trabalho, uma importante
contribui¢ao para o desenvolvimento dessas variedades foi dado. A construgao de arcos
no mesmo sentido dos arcos exponenciais e mistura. Com a construcao desses arcos, um

passo importante para o estudo da dualidade nas variedades estatisticas generalizadas foi
dado.



76

Os arcos mistura foram construidos baseados no Gateaux-gradiente da funcao
normalizadora. Uma vez que a conexao por arcos é definida a partir de exponenciais
deformadas, foi de extrema relevancia, para a conexao por arcos, entender como a fungao
de normalizacao 1 se comporta proximo ao bordo do seu dominio, considerando que a
funcao de Musielak-Orlicz . é dada por uma funcdo ¢ que satisfaz as condigoes (al) e
(a2), mas nao satisfaz a condigao (a3’), juntamente com o fato de ela nado satisfazer a
condicao A,.

Durante a investigagao desses arcos generalizados, provamos que a generaliza-
¢ao da divergéncia de Rényi proposta em (SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016)
estd bem definida. Provamos que essa generalizagao estd bem definida para arcos gerados
a partir de exponenciais deformadas.

Investigagoes futuras irao iluminar como podemos definir transportes parale-
los ngll?pg e T,Sl_, ;3 na variedade estatistica generalizada, para estudarmos dualidade nessa
variedade. Ajudarao também a entender como a divergéncia de Rényi generalizada pode
ser relacionada com <7’,§; ,1)3, ngll?m, (-, )) Podemos ainda pensar em como construir uma
estrutura C*-diferenciavel em P,, baseada em fungdes que nao satisfazem a condigao (a3’)
ou ainda, baseada em fungoes que perdem a injetividade a partir de um certo valor, como
acontece por exemplo em, g-exponencial de Tsallis. Uma ramo de investigagao é utilizar
a exponencial deformada para generalizar outras divergéncias, como a divergéncia gerada
pelo g-logaritmo de Tsallis. Aplicagoes dessa variedade estatistica generalizada sao um

dos principais objetivos de investigacao.
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