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RESUMO

E praticamente inevitével que amostras de materiais obtidas experimentalmente apresen-
tem impurezas e/ou defeitos estruturais como resultado dos processos de sintese e pds-
sintese, os quais podem afetar drasticamente suas propriedades fisicas. Em particular, eles
foram observados diversas vezes nos recentemente descobertos materiais bidimensionais
(2D), uma nova classe de materiais que consistem em uma tnica camada de atomos que é
estavel em temperatura ambiente, tais como o grafeno e o fosforeno. Um exemplo de de-
feito estrutural bastante comum em amostras de materiais 2D ¢é a fronteira de grao (FG).
FGs sao as interfaces que separam dominios com orientacoes cristalogréaficas diferentes,
formando os chamados materiais policristalinos. Neste trabalho, consideramos o fosforeno
(monocamada) devido a sua relagao de dispersao altamente anisotrépica, a qual permite
investigar o papel da anisotropia na propagacao de elétrons. Um fosforeno policristalino
¢ modelado por uma dispersao parabdlica com massas efetivas que variam abruptamente
com a posicao ao passar de um dominio cristalino para outro. Essa abordagem também
pode ser utilizada como plataforma para estudos de analogias quantum-o6ticas, tal como
a refragdo anfotérica (refracao positiva ou negativa, dependendo do angulo de incidéncia)
de elétrons em heteroestruturas. Em particular, é observada uma modificacao da lei de
reflexao e um efeito de colimacao de um feixe de elétrons ao variar a orientacao da regiao
de incidéncia do feixe. Simulacoes de pacotes de onda gaussiano se propagando em sis-
temas com uma FG foram feitas utilizando o método split-operator de modo a ilustrar
o efeito da FG e comparar suas trajetorias com as de elétrons balisticos, os quais sao,
basicamente, solucoes do tipo onda plana da equacao de Schrodinger 2D com massas
efetivas anisotrépicas. Este problema é semelhante ao de um tunelamento quantico. As
leis de conservacao da energia e do momento linear na diregao paralela a interface foram
utilizadas a fim de obter as dire¢oes de propagacao das ondas refletidas e transmitidas.
E observado que a curvatura da superficie de energia constante no espaco dos vetores de
onda pode influenciar a direcao de propagacao de pacotes de onda gaussianos para um
dado valor do vetor de onda médio. Reflexao interna total também pode ser observada
mesmo na ausencia de potenciais externos.

Palavras-chave: Fosforeno. Método Split-Operator. Pacote de Onda Gaussiano. Refracao
Anfotérica. Fronteira de Grao.



ABSTRACT

Experimentally obtained samples of materials inevitably present impurities and/or struc-
tural defects as a result of their synthesis and post-synthesis processes, which may drasti-
cally affect their physical properties. In particular, they were reported many times in the
recently discovered two-dimensional (2D) materials, a new class of materials consisting
of a single layer of atoms that are stable at finite temperatures, such as graphene and
phosphorene. One common example of structural defect present in samples of 2D mate-
rials is the grain boundary (GB). GBs are the interface of domains with different lattice
orientations forming the so-called polycrystalline materials. In this work, we consider the
monolayer phosphorene due to its higly anisotropic dispersion relation, which allows us
to investigate the role of anisotropy on the propagation of electrons. A polycrystalline
phosphorene is modeled by a parabolic dispersion with spatially-dependent anisotropic
effective masses that varies abruptly from one domain to another. This approach can
also be used as a platform for studies of quantum-optical analogies, such as amphoteric
refraction (positive or negative refraction depending on the incidence angle) of electrons
in heterostructures. In particular, it is observed a modification of the reflection law and
a collimation effect of an electrom beam as the orientation of the incidence region varies.
Simulations of gaussian wave packets propagating through a GB were performed by the
split-operator technique in order to illustrate the effect of the GB and compare its trajec-
tories with the ones for ballistic electrons, which are basically the plane-wave solutions of
a tunneling-like problem obtained by the 2D Schrodinger equation with anisotropic effec-
tive masses. The energy and momentum conservation of the component parallel to the
interface were used to predict the direction of propagation of the reflected and transmitted
wave packets. It was shown that, the curvature of the constant-energy surface can influ-
ence the direction of gaussian wave packets for a given value of the average wave vector.
Total internal reflection can also be observed even in the absence of external potentials.

Keywords: Phosphorene. Split-Operator Method. Gaussian Wave Packet. Amphoteric
Refraction. Grain Boundary.
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curva tracejada e pontilhada azul (pontilhada vermelha) representa a

posicao do CM a esquerda (direita) da FG em x = 0. A curva tracejada

estao representadas em cada regiao, juntamente com os vetores veloci-

[ amarela representa a trajetoria classica. As elipses de energia constante

dades do PO incidente, refletido e transmitido.|. . . . . . . . . . ... ..
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1 INTRODUCAO

A obtencgao experimental do grafeno em 2004 [I], impulsionou intimeros estu-
dos acerca deste e de outros materiais similares, os quais sao constituidos por uma tnica
camada de algum material lamelar. Os materiais lamelares sao formados por camadas
de atomos fortemente ligados entre si e com as ligacoes entre essas camadas sendo relati-
vamente mais fracas, normalmente, através da interacao de van der Waals, como ocorre
no grafite, que é mostrado na Figura |1l Eis que surge uma nova classe de materiais: os

materiais bidimensionais (2D).

Forcas intermoleculares
de van der Waals

Figure 1: Grafite como um exemplo de material lamelar. Uma tnica camada deste
constitui o grafeno. As interagoes intermoleculares de van der Waals sao ilustradas como
linhas pontilhadas que ligam cada camada. [2]

Até entao, acreditava-se que a obtencao de um cristal com apenas um atomo
de espessura nao era possivel. Estudos de Landau[3], Peierls[4], Mermim e Wagner|[5, [0]
mostraram que cristais puramente 2D sao termodinamicamente instaveis, uma vez que
flutuacoes térmicas levam a deslocamentos atomicos transversais a direcao do plano, os
quais sao da ordem da distancia interatomica. Porém, devido as interacoes entre os planos
serem bem mais fracas que as ligagoes entre os atomos do plano [7], os materiais lamelares
podem ser exfoliados obtendo-se, assim, os materiais 2D. Os materiais que compoem esta
nova classe possuem propriedades fisicas excepcionais, tornando-se candidatos promissores
em diversas aplicagoes, como em dispositivos eletronicos. Estudos recentes propuseram
a construcao de estruturas formadas pelo empilhamento de materiais 2D, as chamadas
heteroestruturas de van der Waals (veja a Figura, que tém a habilidade promissora de
serem construidas de forma a combinar propriedades de cada camada individual. Dessa
forma, as propriedades dessas estruturas podem ser ajustadas de modo a serem utilizadas

em uma enorme variedade de aplicagdes [8]. Exemplos de materiais 2D incluem o grafeno,
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o fosforeno, o nitreto de boro hexagonal (hBN), os dicalcogetenos de metais de transigao
(TMDC)| como o dissulfeto de molibdénio (MoSs) e o disseleneto de tungsténio (WSey),

entre outros.

Graphene =t ﬁ
hBN ‘
MoS, -
Wse, ‘
Fluorographene ‘

Figure 2: Exemplo de uma heteroestrutura de van der Waals com cada material
constituinte ilustrado a direita. De cima para baixo: grafeno, nitreto de boro hexagonal
(hBN), dissulfeto de molibdénio (MoS,), disseleneto de tungsténio (WSes) e
fluorgrafeno. [§]

O material 2D que serd objeto de estudo deste trabalho é o fosforeno, uma
unica camada de atomos de fosforo obtida a partir da esfoliagdo de sua versao bulkﬂ, 0

fésforo negrd?
1.1 Do fésforo negro ao fosforeno

O fésforo (simbolo P), com nimero atémico 15 e peso atomico 30,974 u.a., é um
elemento nao-metalico que pertence ao grupo V A da tabela periédica. O primeiro registro
historico de sua aparigao se da por volta de 1046-771 A.C. na China antiga. Entretanto,
somente por volta de 1669 o fésforo foi isolado em sua forma alotropica conhecida como
fosforo branco. Outros exemplos de alétropos sao: o fésforo vermelho, azul, violeta e o
negro (veja a Figura 3). Apesar de ter sido o ultimo a ser isolado, o fésforo negro é o
alétropo mais estével do elemento f6sforo[9)].

Cada plano do fésforo negro possui uma estrutura enrugada com formato
hexagonal visto do topo de cada plano (veja as Figuras [4] e f(a)). Uma tnica camada

constitui o fosforeno. Este arranjo de dtomos proporciona um comportamento altamente

1Sigla em inglés para Transition-Metal Dichacogenide.

2A expressdo em inglés bulk se refere aos materiais dos quais suas versdes 2D sdo extraidos. Esta
expressao é normalmente usada para se referir ao volume interior de um material.

3Vale ressaltar que a exfoliacio ndo ¢é a tnica maneira de se obter materiais 2D, como veremos mais
adiante.
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Figure 3: Amostras de alétropos do fésforo. Da esquerda para a direita: Fésforo branco,
vermelho, violeta e negro. [10, [11]

anisotropico de suas propriedades fisicas, como serd abordado mais adiante.

Figure 4: Estrutura cristalina do fésforo negro. E possivel observar a estrutura enrugada
de cada plano. Um tunico desses planos de dtomos de fésforo constitui o fosforeno. [12]

A configuragio eletronica do fésforo ¢ [Ne|3s3p3, onde os elétrons do cerne
de gds nobre [Ne] nao participam das ligagoes quimicas e muito menos do transporte
eletronico por estarem fortemente ligados ao ntcleo. Os cinco elétrons de valéncia 3s23p?
formam as ligagoes responsaveis pela existéncia de formas cristalinas do fésforo. Os
elétrons 3p® juntamente com um dos elétrons na camada 3s formam uma hibridizacao
do tipo sp®. Trés dos orbitais hibridos formam as ligacoes intraplanares (veja a Figura
b)), enquanto que cada atomo de fésforo possui dois elétrons de valéncia, como mostrado
na Figura [5|c). Curiosamente, o nome fosforeno nao reflete a natureza quimica deste ma-
terial, o qual nao possui ligacoes sp?. Ao invés disso, o nome foi dado devido & sua
semelhanca conceitual com o grafeno. De acordo com a nomeclatura ITUPAC EL seu nome
deveria ser fosfano 2D[9).

A forma enrugada do fosforeno resulta em propriedades mecéanicas peculiares,

como por exemplo, a razao de Poissorﬂ negativa (= —0,027) para a diregdo z quando a

4Sigla em inglés para International Union of Pure and Applied Chemistry.
5A razao de Poisson é uma propriedade mecanica que relaciona a deformacdo em uma dada direcéo
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(@) ) hemchiie e (b)

Figure 5: (a) Vista do topo da estrutura cristalina do fosforeno com as diregoes
armchair e zigzag indicadas. (b) Vista lateral dos orbitais de valéncia ligantes indicados
em amarelo e (c¢) dos pares de elétrons restantes em cada dtomo de fésforo.

tensao e a compressao ocorrem ao longo da direcao x. Dessa forma, ao tensionar nessa
direcao ocorre um aumento do tamanho da amostra na direcao transversal, assim como, ao
comprimir em uma dada dire¢do o material diminui de tamanho na diregao transversal[9].

A estrutura de bandas da monocamada, de algumas camadas e do bulk exibem
um gap direto, variando de 0.3 eV (bulk) até 2.0 eV (monocamada) (veja a Figura[6fa)).
A presenca de um gap direto para qualquer nimero de camadas torna o fosforeno um
exemplo diferente dos TMDCs, os quais apresentam uma transicao de gap direto para
indireto ao irem da monocamada para a sua versao bulk. Entretanto, deve ser enfatizado
que alguns materiais menos conhecidos dessa classe possuem gap direto tanto em mono-
camadas como em multicamadas, tal como o dissulfeto de rénio (ReSs). Do ponto de
vista de aplicacoes em dispositivos eletronicos, a presenca de um gap direto independente
do nimero de camadas é uma vantagem, pois é mais facil fabricar dispositivos estaveis
usando algumas camadas do que somente umal9]. A estrutura de bandas do fésforo negro
¢ anisotrépica, cujo gap de 0.3 eV foi previsto tanto através de medidas com ARPESﬂ
como por simulagdes computacionais (veja a Figura [6[b))[13].

Devido a sua alta anisotropia, o fosforeno apresenta dicroismo, isto é, a taxa de
absorcao de luz é diferente para diferentes direcoes de polarizagao da luz incidente. Para
um feixe de luz que incide perpendicularmente a amostra e com polarizagao ao longo da
direcao armchair, por exemplo, este fenomeno é mais robusto para feixes com frequéncias
proximas a largura do gap de energia da estrutura de bandas[I4]. Devido a esta alta

anisotropia das propriedades oticas, estas podem ser usadas na determinacao dos eixos

com uma tensao aplicada transversalmente.
6Sigla em inglés para Angle-resolved photoemission spectroscopy, uma técnica experimental capaz de
medir a relagado de dispersao através da emissao de fétons pela amostra.
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Figure 6: (a) Comportamento do gap de energia com o aumento do nimero de camadas
calculado através de diversos métodos computacionais diferenciados pela legenda. (b)
Estrutura de bandas do fésforo negro bulk obtida de simula¢oes computacionais, com as
bandas inferiores fitando medidas ARPES (em branco com fundo preto).[13]

cristalograficos (ou eixos de anisotropia).

De forma semelhante a outros semicondutores, a dimensionalidade reduzida
no fosforeno, torna possivel a existéncia de éxcitons e complexos excitonicos, tais como
trions e biéxcitons. Estes possuém alta energia de ligacao (~ 800 meV para éxcitons).
Esta alta energia de ligacao se deve ao fato de que em camadas finas como o fosforeno a
blindagem eletrostatica é reduzida, o que fortalece a interacao eletrostatica em filmes finos
(veja a referéncia [9]). Uma alta energia de ligacao estabiliza éxcitons e trions (éxcitons
carregados) contra flutuagoes térmicas. Isso aumenta o tempo de vida dessas particulas
compostas, o que é desejavel para aplicacoes tais como transporte de luz por trions e
computagao quantica conduzida oticamente[9].

Devido a sua anisotropia, os portadores de carga no fosforeno apresentam difer-
entes massas efetivas para diferentes direcoes, sendo maior na dire¢ao zigzag e menor na
direcao armchair, fazendo com que esta ultima seja a mais favoravel para o transporte
eletronico. Também possui altos valores para a mobilidade eletronica, aumentando con-
tinuamente com o aumento do nimero de camadas até que a espessura esteja em torno de

1

10 nm, atingindo valores maiores que 1.000 cm?*V~!s™! ao longo da direcao zigzag. Para

buracos, a mobilidade pode atingir valores ainda maiores, sendo aproximadamente 26.000

Is~! para uma amostra com cinco camadas

cm?V~1s~! para monocamada e 6.400 cm?V~
de espessural9]. A mobilidade eletronica dos portadores de carga é definida como o coefi-

ciente de proporcionalidade entre a velocidade de deriva dos portadores e o campo elétrico
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aplicado (no regime linear) e que, no modelo cléssico (de Drude) da condugao elétrica nos

materias, é dada por[15]
qr
= (1.1)

m*’

onde g é a carga dos portadores (¢ = —1,6 x 107! para elétrons), 7 é o tempo de espal-
hamento e m* é a massa efetiva dos portadores. O tempo de espalhamento 7 é o tempo
médio entre dois espalhamentos do elétron com impurezas no material (considerando que
este é o inico mecanismo de espalhamento presente). Com isso, um valor alto da mobili-
dade, para uma dada massa efetiva, significa um alto grau de pureza da amostra.

Para que um material seja vidvel em aplicagoes tecnologicas, é necessario que
haja um padrao no que diz respeito a sua qualidade e sua pureza. Algo que pode ser usado
para verificar a pureza de um material é a presenca de efeitos quanticos. A aplicacdo de um
campo magnético B em um gés de elétrons bidimensional, por exemplo, leva a formagcao
de niveis de Landau, que muitas vezes sao observados experimentalmente através da
presenca de oscilagoes de Shubnikov—de Haas e do efeito Hall quéntiaﬂ Para que os

niveis de Landau sejam observados é necessario que[I5]
uB >>1, (1.2)

que vem do fato de que os niveis de Landau estao associados, semiclassicamente, a presenca
de orbitas eletronicas circulares, a qual ocorre somente quando o livre caminho médio é
muito maior que o raio ciclotronico. Dessa forma, estes efeitos sao facilmente mascarados
por desordem na amostra e, assim, a presenca deles pode comprovar o grau de pureza do
material, efeitos estes que ja foram observados em amostras de fosforeno[9]. Este grau de
pureza somado com a alta anisotropia da relacao de dispersao fazem com que o fosforeno
se torne uma excelente plataforma para investigar fenomenos fisicos associados com massa

efetiva anisotropica.
1.2 Aplicagoes do fosforeno

Dentre os materiais 2D, o grafeno é, sem duvidas, o que chamou maior atengao
da comunidade cientifica devido as varias propriedades interessantes como alta mobilidade
eletronica, resisténcia mecanica, condutividade térmica e flexibilidade, o que proprociona
ao grafeno uma enorme variedade de aplicacoes nas mais diversas areas como eletronica,
geragao de energia, biosensores, aviacao, entre muitas outras [10], [I7]. Apesar disso, a

auséncia de um gap de energia limita a performance de muitos dispositivos baseados em

"Em um experimento de efeito Hall, as oscilacdes de Shubnikov-de Haas consistem nas oscilacoes da
resistividade & medida que B aumenta. O surgimento de degraus no grafico da resistividade Hall por B
esta associado ao efeito Hall quantico.
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grafeno. Por isso, novos materiais tem sido investigados, recebendo destaque o MoSs e o
fosforeno.

A seguir, serao discutidas brevemente algumas aplicagoes do fosforeno e/ou do
fosforo negro em dispositivos eletronicos e optoeletronicos. Devido ao seu papel funda-
mental no desenvolvimento tecnoldgico atual, uma énfase maior serd dada aos transistores,

de modo que as demais aplicagoes serao brevemente mencionadas.

1.2.1 Transistores de efeito de campo

O transistor é um dispositivo que controla sinais elétricos, tendo como suas
principais fungoes a amplificacao e o chaveamento. Na amplificacao, a amplitude do sinal
¢ aumentada mantendo a frequéncia inalterada, cuja aplicagdo é comumente encontrada
em alto-falantes, por exemplo. Ja o chaveamento consiste em converter o sinal recebido
em um estado que pode ser com ou sem a passagem de corrente pelo dispositivo; a
estes estados dao-se o nome de on ou off, respectivamente. Esses estados representam
os bits 0 e 1 e, com isso, possuem inumeras aplicacoes na eletronica digital presente nos
computadores de hoje. Os dois tipos principais de transitores sao: o bipolar de juncao
e o de efeito de campo (FET, do inglés, Field-effect transitor), onde o tltimo tipo tém
recebido maior atencao em aplicacoes utilizando materiais 2D devido a alta performance
que estes os proporcionam e por seu processo de fabricagao exigir um numero reduzido
de etapas, tornando possivel sua fabricacao em larga escala[I8]. O FET recebe este nome
porque o mecanismo que controla o fluxo dos portadores da entrada para a saida do
dispositivo é um campo elétrico, diferentemente do bipolar de juncao que é através de
uma outra corrente em uma das duas jungoes p-n presentes neste tipo de transistoﬂﬂ

No FET, os portadores movem-se de um terminal chamado fonte para outro
chamado dreno através de uma regiao uniforme do semicondutor, o canal. O controle do
movimento dos portadores no canal é feito pelo campo criado por uma tensao aplicada em
um terceiro terminal, chamado de porta, e a fonte (veja a Figura[f[(a)). A Figura[7[b) ilus-
tra um FET de jungao, que consiste em uma pastilha de um semicondutor (normalmente
o silicio) dopado negativamente (tipo n, isto é, com excesso de elétrons de condugao) que
forma duas juncoes com pastilhas do mesmo semicondutor, porém positivamente dopados
(tipo p, com falta de elétrons de condugao). A fonte e o dreno possuem uma diferenca
de potencial V5. A tens@o entre a fonte e a porta é V;, que cria um campo elétrico que
controla a dopagem do canal, controlando assim a corrente entre a fonte e o dreno Ig,.
Dependendo do tipo de dopagem das pastilhas, o campo elétrico tem a fun¢ao de aumen-

tar ou diminuir /4. Este efeito é utilizado para se obter a funcao de chaveamento de um

8Para mais detalhes sobre os transistores bipolares consulte a referéncia [18]
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Flgure 7: (a) FET em um circuio simples com os terminais indicados[19]. (b) Esquema
geral de um FET de jungao indicando a fonte (F), o dreno (D), a corrente entre o dreno
e a fonte Iys (drain-source), a voltagem da porta Vj (gate), a voltagem entre o dreno e a
fonte V4, a juncao p-n-p e o canal de portadores em amarelo, que neste caso sao
elétrons. (¢) Zoom de uma célula de meméria presente no interior de um
microprocessador Apple A4 obtida por um microscépio eletronico. A ordem de grandeza
das dimensoes do microprocessador é de centimetros, enquanto que a do zoom é de
micrometros[20]. (d) Esquema de um FET de fésforo negro obtido por AFM. A
espessura do filme de fésforo negro é de aproximadamente 6,5 nm[21].

Transistores como o mostrado na Figura[7j(a) sdo componentes individuais que
podem ser encontrados em circuito simples. A producao do primeiro circuito integrado
(CI) em 1958, pelo americano Jack Kilby, abriu as portas para a possibilidade de miniatur-
izacao da eletronica, permitindo, assim, que mais e mais transistores e outros componentes
sejam conectados podendo formar circuitos mais complexos, que aumentam a velocidade
de processamento dos computadores. Um CI é formado por um grande ntimero de tran-
sistores, diodos, resistores e capacitores fabricados na mesma pastilha de semicondutor e
interligados entre si através de filmes metélicos, compondo um circuito completo com di-
mensoes microscopicas[I8]. Outro fator importante que contribuiu para a miniaturizagao

foi o avango das técnicas de fabricacao, que tornaram possivel a producao em larga escala
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de dispositivos com dimensoes microscopicas. No final da década de 60, Gordon Moore,
um dos fundadores da Intel® | observou a tendéncia do aumento do niimero de transistores
em um CI e viu que esse nimero dobrava a cada dezoito meses e o custo caia pela metade.
Essa observacao ficou conhecida como Lei de Moore. Hoje em dia, temos microchips que
possuem dezenas de bilhdes de transistores (veja a Figura [7[c)). Entretanto, essa taxa
de aumento do nimero de componentes em um CI deve cair em breve, uma vez que a
miniaturizacao esta atingindo os limites impostos pelas leis da fisica para um dispositivo
a base de silicio. Uma alternativa para contornar este problema é investigar novos mate-
riais (como os 2D) ou outros fenémenos capazes de executar as tarefas requeridas pelos
dispositivos. Isto é um dos principais fatores pelos quais os materias 2D tém recebido
enorme atencao de pesquisadores envolvidos nas areas de nanociéncia e nanotecnologia.
Dentre as aplicagoes do fosforeno, os FETs foram um dos primeiros e os mais
estudados. Estes dispositivos sao caracterizados principalmente por dois fatores: a mobil-
idade p e a razao on/off. Este dltimo consiste na razao entre as correntes nos estados on
e off, de modo que uma razao grande caracteriza um bom transistor, ja que os valores das
correntes sao muito diferentes, sendo possivel distinguir melhor os dois estados. Embora
os FETs de grafeno apresentam uma mobilidade maior que os de fosforeno, este possui
uma razao on/off 10* vezes maior & temperatura ambiente, o que o torna um canditado
mais adequado para este tipo de aplicacao. Além disso, possui mobilidade maior que
os dispositivos baseados em silicio[22]. A Figura [7]d) mostra o esboco de um FET de
algumas camadas de fosforeno, que foi tirado de dados obtidos por microscopia de forca
atomica (AFM)EL que consiste em obter o formato da superficie de uma amostra através
da interagao eletrostatica entre uma ponta (geralmente feita de ouro) e os sitios atomicos
localizados no material. O fosforeno faz o mesmo papel do silicio no FET ilustrado na

Figura [7[(b), com algumas diferengas nas conexoes dos terminais[21].

1.2.2 Optoeletronica

Dispositivos optoeletronicos sao aqueles que podem gerar, detectar, contro-
lar ou interagir com luz. Alguns exemplos incluem os lasers, LEDﬂ, células solares e
fotodetectores[22]. Um fator interessante que o fosforeno proporciona a optoeletronica é
que a variagao do gap com o numero de camadas cobre uma grande porcao do espectro
eletromagnético, indo de parte do visivel até a regiao média do infravermelho, que é abaixo

da regido espectral coberta pelos TMDCs (veja a Figura .

9Sigla em inglés para Atomic-Force Microscopy.
10Sigla em inglés para Light-emitting diode, que significa diodo emissor de luz.
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Figure 8: Espectro eletromagnético e o intervalo do gap de energia coberto pelos
TMDCs, fésforo negro (BP) e grafeno (graphene) em uma transigdo do bulk para suas
versoes em monocamadal[25]

1.2.3 Outras aplicacoes

Algumas das aplicagoes revolucionarias do grafeno também tem se mostrado
possiveis com TMDCs e fosforeno. Um bom exemplo disso é a eletronica flexivel, onde
ja foi observado que o fosforeno se mantem estavel em um substrato flexivel (veja a
Figura [[(a))[23, 24]. J& para aplicagdes termoelétricas, tais como geradores e coolers
termoelétricos, alta condutivadade elétrica e baixa condutividade térmica sao desejaveis.
Tanto o fésforo negro bulk quanto o fosforeno possuem tais caracteristicas a temper-
atura ambiente em uma das direcoes. O transporte de calor, assim como o eletronico, é

anisotrépico, porém a condutividade térmica é maior ao longo da direcao zigzag, conforme

ilustrado na Figura [9)(b). [9]

(a)

( b) Transporte Eletronico

Q00 =
&
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Figure 9: (a) Amostra de fésforo negro depositado em um substrato flexivel, onde o
esquema do dispositivo é mostrado acima[24]. (b) Figura esquemética de uma camada
de fésforo negro indicando as direcoes favoraveis ao transporte de calor e de elétrons.

Transporte Térmico
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1.3 Técnicas de fabricagao

Através da aplicagao de altas pressoes, o fésforo branco (1,2 — 1,3 GPa) e o
fésforo vermelho (8 GPa) sofrem uma transigao para o fésforo negro. De fato, esta foi a
primeira técnica de sintetizacao deste material. Outro método de obtencao é através da
dissolugao de fésforo branco em uma solucao de bismuto a 300 — 400 K por vinte horas
seguido de um resfriamento lento até a temperatura ambiente, porém esta técnica tem a

desvantagem do bismuto ser téxico e as amostras obtidas serem muito pequenas[9].

(a ) Optical
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Figure 10: Oxidacao de uma amostra de fosforeno obtido através de exfoliacao

mecancia. As imagens foram obtidas por (a) microscopia ética e (b) AFM. [9]

Uma vez obtido o fésforo negro, o fosforeno pode ser obtido através de ex-
foliagdo mecanica, que continua sendo a principal técnica de sintetizacao. Entretanto,
a energia de exfoliacao do fésforo negro é bem maior do que a do grafeno, o que ex-
plica a relativa dificuldade em aplicar esta técnica. Isto é associado com alta energia de
ligacao entre as camadas, o que leva um certo debate sobre o fato dessas ligagoes serem
realmente de van der Waals. Um estudo relativamente recente acerca da natureza das
ligagoes entre as camadas de fésforo negro é feito na referéncia [26]. As amostras produzi-
das por este método possuem boa qualidade, o que é ideal para pesquisa basica, porém
tal qualidade nao é possivel de se obter em grande escala, o que seria ideal para aplicagoes
tecnologicas. Outra desvantagem da exfoliacao mecanica é a ocorréncia de degradacao
da amostra devido a oxidagao. Uma amostra experimental pode ser vista na Figura [10],
onde observa-se a mesma exposta se degradando devido ao oxigénio em trés momentos:
Inicialmente obtida, 1 hora apds e 24 horas apds a sua deposi¢ao no substrato. A oxidagao

¢ indicada nas imagens 6ticas por pontos pretos sob a amostra e nas imagens de AFM por
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picos no mapeamento correspondente a amostra de fosforeno. Vemos que depois de 24
horas a amostra se degrada bastante, o que tornaria inviavel a sua aplicacao em disposi-
tivos. Porém, o problema da oxidacao pode ser contornado encapsulando a amostra com
algum material inerte. Uma alternativa ao método da exfoliacao mecanica é o método
da exfoliagao liquida[d] que consiste em separar as camadas do fésforo negro através de
um solvente liquido. Um fator importante em muitas aplicacoes, tais como transistores,
¢ que a amostra deve ter uma darea suficientemente grande de modo a ser moldada no
formato dos dispositivos, porém esse fator nao é algo controlavel em exfoliacao mecanica.
Recentemente foi utilizada uma técnica que torna possivel a sintetizacao de amostras com

grandes dreas através do agregamento de amostras menores[27].
1.4 Defeitos em cristais bidimensionais

Normalmente, a primeira abordagem ao se estudar materiais sélidos, do ponto
de vista tedrico, é considera-los como um arranjo periédico de ions e desprezar o formato
das superficies (no caso 3D) ou bordas (no caso 2D), utilizando-se de condigoes de con-
torno periédicas para elimina-las da descricao. Entretanto, a presenca de defeitos e efeitos
de superficie (ou borda) é praticamente inevitavel nas amostras obtidas em laboratério.
Como esses defeitos podem alterar drasticamente as propriedades fisicas dos materiais,
eles nao devem ser totalmente ignorados em uma descricao tedrica mais precisa. Em
materiais 2D, existem essencialmente dois tipos de defeitos: pontuais e lineares. Exemp-
los de defeitos pontuais incluem: vacancias, defeitos do tipo Stone-Wales, intersticiais e
impurezas (veja a Figura . J& os defeitos lineares mais comuns em materiais 2D sao

discordancias, bordas e fronteiras de grao (FGs) (veja a Figura [12)).

Vacancia
Stone-Wales

3 5 E - E E -y E 3 5 5 - 9 - .

Intersticial Impureza

Figure 11: Tlustracao dos defeitos pontuais em cristais. A cor diferente da impureza
indica que este atomo é de um elemento diferente dos demais.
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A auséncia de um atomo em um sitio da rede cristalina constitui uma vacancia.
Nos defeitos Stone-Wales nao ha auséncia de dtomos, porém ocorre uma distor¢ao nas
ligagoes quimicas entre os atomos ou até mesmo a auséncia de ligagoes, o que também
pode ser visto como a rotacao de uma parte da rede cristalina seguida de um rearranjo das
ligagoes. Intersticiais sao dtomos localizados em posi¢oes que nao correspondem a sitios
da rede cristalina, situando-se nos espagos vazios entre sitios da rede. E as impurezas
constituem os atomos de elementos diferentes dos que constituem o material em si que,
em geral, localizam-se em sitios da rede cristalina. Defeitos Stone-Wales e vacancias ja

foram observados experimentalmente em grafeno[28] 29].

(a) destiamento (b)
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Figure 12: Ilustragao de defeitos lineares em cristais 2D. (a) Exemplo de discordancia,
onde algumas linhas na parte de cima estao deslocadas em relagao a um conjunto de
linhas na parte de baixo. (b) Representacao de bordas em uma nanofita, onde foram
indicadas bordas livres e passivadas. As bordas sao normalmente passivadas com
hidrogénio ou outro elemento presente nas redondezas da amostra. (c¢) Esquema de um
material policristalino onde foram representados dois dominios (graos) e a FG como
sendo a vizinhanca entre os dois dominios.

grao

As discordancias consistem no deslocamento de um conjunto de linhas (ou
planos, no caso 3D) de atomos em relacdo a outro de modo que os atomos de cada
conjunto deixam de estar alinhados transversalmente a diregao do deslocamento; isto

origina uma tensao mecanica intrinseca no cristal (veja a Figura[12(a)). A construcao de
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nanoestruturas (como nanofitas ou pontos quanticos) ocasiona a presenca de bordas (veja
a Figura [12b)), cuja forma pode afetar de forma dréstica as propriedades eletronicas,
como ocorre nas nanofitas de grafeno onde, dependendo da largura da nanofita, elas
se tornam metalicas ou semicondutoras para bordas com formato armchair e sempre
sendo semicondutoras para bordas zigzag, as quais possuem um estado dentro do gap de
energia[30]. E por fim, a FG consiste na linha que une duas regides de um cristal com
diferentes orientagoes cristalograficas (veja a Figura (c)) As regioes com orientagoes
bem definidas sao chamadas de graos ou dominios cristalograficos. Em uma amostra real
é comum a aparicao de varios dominios formando os chamados materiais policristalinos.
Amostras policristalinas de fosforeno foram recentemente observadas[31], 32], mostrando
que este tipo de defeito é recorrente neste material, o que torna importante sua inclusao

em descricoes tedricas que visam a aplicagao em dispositivos eletronicos.
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Figure 13: Amostras experimentais de grafeno com a presenga de FGs observadas
através de microscopia de escaneamento eletronico. (a) Figura adaptada da referéncia
[33]. (b) Figura adaptada da referéncia [33] destacando a FG e a inclinagao relativa
entre os dois dominios. (¢) Amostra de fésforo negro policristalino tirada da referéncia
[31], onde dois graos sao destacados por circulos brancos a fim de deixar mais clara a
diferenca entre suas orientacoes cristalograficas. A imagem foi obtida por microscopia de
transmissao eletronica de alta resolucao.

A maneira que estes defeitos afetam os materiais varia bastante dependendo do
tipo de defeito e do material considerado. Alguns defeitos cristalinos tendem a modificar
a estrutura eletronica. Entretanto, calculos mostraram que devido ao fato do fosforeno
ser um semicondutor formado por apenas um tnico elemento, é possivel haver defeitos
que sao eletronicamente inativos, isto é, ndo afetam muito as propriedades eletronicas|34].
Um fator que contribui bastante para a importancia de se estudar defeitos em fosforeno

é que calculos computacionais sofisticados mostram que a energia de formagao deles é
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menor que nos outros materias, fazendo com que eles sejam mais propicios a aparecer em
amostras experimentais conforme discutudo nas referéncias [34] e [35]. A Figura[13(a) e
13(b) mostram um exemplo de FG observada em grafeno, enquanto que na Figura [13|c)

vemos uma amostra de fésforo negro policristalino.
1.5 Escopo da dissertacao

Neste capitulo foi feita uma introdugao sobre materiais 2D, a estrutura cristalina
do fosforeno, algumas de suas aplicagoes tecnoldgicas e técnicas de fabricacao e concluindo
com uma breve se¢ao que discute, de forma geral, defeitos cristalinos em materiais 2D.

No Capitulo [2, a estrutura de bandas do fosforeno serd obtida pelo método
tight-binding. A partir deste, serao feitas duas aproximacoes que resultam em modelos
mais simples como o continuo e o de massa efetiva. Uma comparacao entre os trés modelos
serd feita de modo a justificar o uso do modelo de massa efetiva no restante do trabalho.

No Capitulo [3 a equagdo de Schrodinger serd utilizada para calcular a trans-
missao de elétrons em FGs em fosforeno dentro do modelo de massa efetiva. Para isso,
sera feita uma extensao da teoria encontrada em grande parte dos livros-texto de mecanica
quantica introdutoéria, de modo a poder envolver sistemas onde a massa efetiva muda em
diferentes regioes. Um outro tipo de resultado importante discutido nesse capitulo é a
relacao entre os angulos de incidéncia, de reflexao e de transmissao.

O Capitulo {4 introduz o conceito geral de pacote de onda e, em seguida, o
método split-operator, utilizado para obter-se a evolucao temporal de pacotes de onda.

No Capitulo , analisamos a refragdo anfotérica (definida no Capitulo |3)) em
FGs em fosforeno e a propagacao de um pacote de onda gaussiano bidimensional nesse
tipo de sistema. Em seguida o método split-operator serd aplica em sistemas com FGs de

modo a provar alguns conceitos e complementar alguns resultados obtidos no Capitulo [3]
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2 ESTRUTURA DE BANDAS DO FOSFORENO

O objetivo principal deste capitulo sera analisar a estrutura de bandas do
fosforeno. Partindo do método tight-binding, passando pelo modelo continuo, seré obtida
a aproximacao de massa efetiva, que serd o modelo utilizado para descrever as bandas de

energia, que por sua vez, descreve a propagacao de elétrons em um material.
2.1 O método tight-binding

A estrutura eletronica do fosforeno serd analisada a partir do método tight-
binding, do qual obteremos a relacao de dispersé(ﬂ O Hamiltoniano tight—bz’ndingﬂ no

formalismo de segunda quantizagao é dado por

HTB = Zami + Z tijC;er, (21)
Z (i)

onde g; sao as energias on-site, n; = cjci ¢ o niumero de elétrons no i-ésimo sitio atomico,
T

t;; sao os parametros de hopping e os operadores ¢; e c; sao os operadores de criagao
e aniquilagdo, respectivamente. operador ¢; (c¢;j) cria (destroi) um elétron no sitio
atomico i (7). A soma se estende sobre todos os sitios da rede cristalina. Para uma
descricao adequada é necessario considerar os cinco hoppings indicados na Figura (a).

Os valores destes sao tirados da referéncia [36] e sdo mostrados na Tabela

Table 1 — Valores dos parametros de hopping.

E (eV)
t | 1,220
to | 3,665
ts | -0,205
ts | -0,105
t5 | -0,055

O proximo passo é diagonalizar esse Hamiltoniano encontrando seus autoval-
ores, os quais correspondem as energias (ou excitagoes) do material. Para isto, vamos
dividir a rede cristalina em quatro subredes A, B, C' e D, conforme ilustrado na Figura

14(b). Esta divisao leva a um modelo de quatro bandas, como serd visto mais adiante.

!Neste trabalho, os termos bandas de energia e relacdo de dispersio serdo utilizados como sinénimos.

2Para mais detalhes sobre o método tight-binding veja a referéncia [37]. O formalismo de segunda
quantizacgdo é discutido na referéncia [38]. J4 o método tight-binding no formalismo de segunda quan-
tizagdo pode ser visto na referéncia [39].
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Figure 14: (a) Setas indicando quais os parametros de hopping entre os 4tomos e os
angulos as e . (b) Vista do topo da rede cristalina do fosforeno indicando as subredes e
o angulo de ligacao a;.

Reorganizando o primeiro somatoério da Eq. (2.1]) a fim de explicitar as subre-

des, temos

Z gin; = Z uAajai + Z uBbZTbZ- + Z uccgci + Z uDdIdi, (2.2)

onde uy pop € a energia on-site da subrede A, B, C'; D e os operadores de criagao e
de aniquilagao foram renomeados de acordo com a respectiva subrede a qual atuam, com
cada soma em 7 sendo somente sobre os sitios da respectiva subrede.

Com o objetivo de simplificar o segundo somatorio do lado direito da Eq. ,
é conveniente, antes de qualquer coisa, separa-lo de acordo com o respectivo parametro de
hopping entre duas subredes. Observando a Figura[L14[(b), o hopping t; se d4 entre dtomos
das subredes A e B que sao primeiros vizinhos. Entretanto, o hopping entre atomos da
subrede rede A e B que sao terceiros vizinhos é t3. Além disso, estes sao os mesmos
entre atomos das subredes C' e D, que sao equivalentes a A e B por uma certa rotagao
da rede cristalinaﬁ. A Tabela [2| mostra a correspondéncia entre os hoppings, as subredes,

tipo de vizinhanca e o nimero de vizinhos. Vemos dois pares de subredes associados a

Table 2 — Correspondéncia entre os parametros de hopping, as subredes, tipo de
vizinhanga e ntimero de vizinhos.

Hopping Subredes Tipo de vizinhanca | N° de vizinhos
t (A,B) e (C,D) 1°’s vizinhos 2 vizinhos
to (A,C) e (B,D) 1°’s vizinhos 1 vizinho
ts (A,B) e (C,D) 3°’s vizinhos 2 vizinhos
ty (AD) e (B,C) 2°’s vizinhos 4 vizinhos
ts (A,C) e (B,D) 3°’s vizinhos 1 vizinho

cada hopping, onde um par é obtido do outro através de alguma operacao de simetria.

3Este e outros tipos de simetria serdo explorados um pouco mais adiante neste capitulo.
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Estas operacoes de simetria serao consideradas a fim de facilitar os calculos que serao
feitos a seguir, ja que para o segundo par de subredes em cada hopping a algebra é muito
semelhante ao primeiro par.

Vemos que ao fazer uma rotacao no sistema de coordenadas de 180° em torno
do eixo x obtemos as seguintes trocas: y — —vy, z - —z2, A <> C e B <+ D. Chamemos
esta transformacao de 7;. Da mesma forma, consideremos a transformacao 7, dada pela
rotagao de 180° do sistema em torno do eixo z, o que resulta em: z — —z, y — —v,

A+ B e C <« D. Dessa forma, basta calcular os termos

(1) (3)
Hl == Ztlajbj —|— Zt;),ajbj —|— C.h.,

i?j i?j
2.
) (2.3)

(2) (4)
HQ = Ztg(zjcj + Ztm}dj + th}cj + C.h.,
i, i, 1,J

e obter o restante das contribuicoes através da soma destes sendo transformados pelas
operacoes de simetria necessarias que foram definidas anteriormente. Cada soma EE? é
feita considerando i # j e apenas sobre os vizinhos correspondentes ao hopping t, cujo
vetor 5;1 que os liga tem componente x positiv. Os vetores 5n sao mostrados na .
Com isso, precisamos considerar uma outra transformacao dada pela reflexao z — —z de
modo a levar em conta os vizinhos restantes cujo vetor que os liga possui componente x
negativa. Chamemos esta ultima de 73, que apenas faz v — —x.ﬂ. Na Eq. , o termo
Zz(lj) tlajbj significa que um elétron ¢é destruido no sitio j da subrede B e criado no sitio ¢
da subrede A, e assim por diante. Porém, a contribuicao inversa, isto é, ser destruido no
sitio ¢ da subrede A e ser criado no sitio j da subrede B e assim por diante, estao contidos
no termo c.h., que significa o conjugado hermitiano dos termos que o precedem. Dessa

forma, podemos escrever a Eq. (2.1)) como

(2) (5)
Hrp = Z eini+Hi+Ho+TiH1+ToHo+ T3 {’H1 +Ho— ( Z tga;rcj + Z t5CL;ij —|—C.h.>} ,
i 0] 1]
(2.4)
onde as subtragoes no ultimo termo leva em conta o fato de nao haver necessidade da
transformacao 73 em termos proporcionais a t, e t5, conforme explicado na nota de rodapé

4. A forma como as transformagoes 77 2 3 atuam em H; e H, serao explicadas mais adiante.

A fim de diagonalizar o Hamiltoniano da Eq. (2.4)), utilizamos as transformadas

4Para o hopping t3, por exemplo, temos que cada dtomo da subrede A possui dois terceiros vizinhos
pertencentes & subrede B, porém a soma sobre o termo tgaij em H; contém apenas a contribuicao de
um desses vizinhos.

5Somente os termos proporcionais a ty e t5 ndao necessitam dessa reflexdo, pois o vetor que liga os
atomos nao possui componente z e hd somente um tnico vizinho correspondente.
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Figure 15: Vetores ¢, que ligam os atomos no fosforeno. Cada vetor é diferenciado com
cores de modo a facilitar a visualizagao.

de Fourier dos operadores de criacao e aniquilacao dadas por

1

T —ik-R; T
a, = —F—— e Ta,

J /NAZ k ( )
2.5

para a subrede A, onde N4 é o ntimero de sitios da subrede A. O mesmo vale para os

operadores das demais subredes. Os vetores ﬁj localizam os atomos da rede cristalina.
Para o nosso caso, estudamos um cristal com o mesmo niimero de atomos em

cada subrede, isto é, Ny = Ng = No = Np = N. Assim, substituimos nas Egs. as

transformadas de Fourier, obtendo

(1) (3)
Y kR iR, 13 _ikR, ¥R
Hl:ZZNlG k-Ri ik RjangWLZZNge k-R; ik R]aTEbE/_f_C.h.’

bR LR
(2) " o (4) ¢ o
_ Y2 _ik-R; ik'-R; T Y4 _ik-R; ik'-R; T
Ha=> > ¢ et ager + >N e e aldy, (2.6)
bR bR
(5) ’ B
5 L. _'V .ﬁ/. —).
+ E E N kI ik RJa%c,—f», + c.h..
i R
— — - .. 7.”. D, /. D
Sendo R;—R; = 4,, e reescrevendo as exponeciais complexas como: e~ FFigih fi —
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ik-bn p—i(k—F")-F i, obtemos

N N
Gl Kk Jm gk
(2)
ty in B 7
%2222]\2[62kn6—7,(k k") J(I ck/+zz 14 zko —z(k E)-R; %d]; (27)
IRk 30 Kk
+ZZ ls kP il E)ﬁﬂagclg,—i-c.h..

3P k K’

com [ = 9y, m = I3, T = g, 0 = d4,0) € P = 05, de modo que a subtitui¢do das exponenciais
complexas transformou um somatoério sobre 7 em uma soma sobre os vetores que ligam os

atomos com componentes x positiva. Utilizando a relacao

1 NN
N2 TR = o, (2:8)
chegamos em

7_[1 — Z(tlei]z.& + tgeiE~53)a£bE + C.h.,

k

Ho = z:[(tgeil;'g2 + t5eiE'g5)aTEc,-€- + t4(e“z'g4 + eiE'gi)aTEdE +c.h., 29)
k
com 0s vetores 5;1 dados por (veja a Figura

51 = ay sen(ay/2)T — ay cos(ay /2)y,
by = as cos(B)§ + as sen(B)2,
03 = ay sen(ov /2)7 + (ag cos(ay /2) + 2a5 cos B, (2.10)
04 = aysen(ay /2)T + (ay cos(aq /2) 4 ag cos B)y + ag senfz,
&, = ay sen(ov /2)# — (a1 cos(ay /2) + ag cos B)j) + ag senfz,

05 = —(2ay cos(ay/2) + ag cos B)y + as senfiz,

onde a; = 2,22 A é a distancia de primeiros vizinhos entre as subredes A e B ou entre C'
e D, ay = 2,24 A é a distancia de primeiros vizinhos entre as subredes A e C' ou entre B
e D, e os angulos sao dados por: a; = 96,5°, as = 101,9° e g = 72°.

As transformacoes de simetria 7; 2 3 serao aplicadas nos termos do Hamiltoni-
ano conforme mostrado na Eq. . E possivel observar, por exemplo, que fazer y — —y
¢ o mesmo que fazer k, — —k,, ja que as componentes de & ek se multiplicam no produto

escalar. Dessa forma, ao efetuar as transformacoes de simetria, a mudanca de sinal em
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x,y, z é feita nas componentes k,, kyﬂ Assim, temos

TiH, = Z(tlezkmlz—mgély + t362kz531—zky53y)cgdl_€, +ch.,

k
757_[2 — Z [(t2e—ig‘(§2 + tSG—ZEgE))b};;dE + t4(6—i/;~(§4 + e—ZEg&)bECE} _|_ C.h.7

E
(2) &

)
7?3 |:H1 + HQ — (ZtQQ;‘[cj + Z t5aicj + Ch):| =
2% 2

. ) . ) » ) TRV
§ : [(tle ik d10+ikyd1y + tse 'Lk163ac+lky63y)a/l-%blg T t4(€ 1k 04 +ikyday +e zk154z+zky64y>a;%dlz
E

+ (tle_i];‘gl + t36_1E53)C£ﬁdE _|_ t4(e’ik‘z(54z—ik5y54y + eikm(sﬁz_ikydly)b%ck‘] + Ch
(2.11)
Aplicando as transformagoes da Eq. (2.5)) no primeiro termo da Eq. (2.4]), obtemos

=

Z gin; = Z(UAC‘;TQGE + uBbIT;b,; + uccjzc,; + uDd;%d,;). (2.12)
i k

Assim,
Hreg = Z [UAGZ*GE + uBbj;b,; + UccECE + uDdgd,; + tAB(lz)agb,g + tAc(E)aTEc,;
k (2.13)
+ tAD(lZ)agd,; + tAB(E)*CEdE + tAC(E>*bL~dE + tAD(E)bL*CE] +c.h..

Consideremos um estado de um elétron no espago dos momentos dado por
|U5) = (¢aal + ppbl + dock + ¢pdl) [0), (2.14)

onde a funcao ¢; representa a amplitude de probabilidade de um elétron com vetor de
onda k ser encontrado em algum sitio da subrede : = A, B,C,D e |0) é o estado de
vacuo. Para obter a relacao de dispersao F (l;), inserimos o estado ‘\IIE,> na equagao de
Schrodinger

Hrp |Vp) = E|Vz). (2.15)

Como os elétrons sao férmions, os operadores de criacao e aniquilacao satis-

fazem as relacoes de anticomutacao

{op B} =0,
{% 5,1} = Ogf0as;

com «, 3 = a,b,¢,d. O anticomutador de dois operadores é definido como: {A, B} =

(2.16)

6As componentes z dos vetores 6, sdo irrelevantes, j4 que se anulam no produto escalar com k, que
por sua vez nao possui componente z.
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AB + BA. Note que ap|0) = 3;]0) = 0. Assim, nos termos com k =+ k' na Eq. (2.15)),
podemos anticomutar os operadores de criacao (primeira das Eqgs. (2.16])) provenientes de
|\I/,—€>,> de modo a obter sempre um operador de aniquilagao aplicado no estado de vacuo,
o que da zero. Ja para os termos com k=Fk , devemos utilizar a segunda das Egs. (2.16]),
onde devemos considerar apenas os termos no qual o operador de criacao proveniente de
|\If,;,> ¢ da mesma subrede que o de aniquilagao presente em HT. Por exemplo, temos
Tpopt T T _ b Tt
que aEbEbE = aE(l — bng) = a; — a;;b;;bl%" de modo que o segundo termo se anula ao ser
aplicado em |0). Igualando os termos que multiplicam o mesmo operador de criagdo dos

dois lados da Eq. (2.15)), obtemos um sistema com quatro equagdes, o qual, escrevendo

em forma matricial, é dado por
Ho = E(K)®, (2.17)

onde

k
b 2.18
7 (2.18)

0s autovetores sao

d = : (2.19)

e os elementos da matriz ’H][;] sao dados por

tap(k) = 2t; cos[kyay sen(ay /2)] exp|—ikya; cos(ay /2)]
+ 2t3 cos|kyaq sen(ay /2)] exp{iky|a; cos(aq/2) + 2ay cos(5)]}, (2.20)
tAC(E) =ty explik,as cos(B)] + ts exp{ —iky[2a; cos(aq /2) + ay cos(5)]}, '
tap(k) = 4ty coslkyay sen(ay /2)] cos{k,[as cos(aq /2) + az cos(5)]}.

Ao separarmos a rede cristalina em quatro subredes, obtemos uma célula
unitdria com quatros atomos. Conforme ja foi mencionado, isto fornece um sistema de
autovalores 4 x 4, com quatro autovalores como solugoes. Estas solucoes correspondem
as quatro bandas mostradas no grafico da Figura [16, Para energias menores que 1 eV,

este resultado concorda em boa aproximagao com métodos mais sofisticados, como o da

70 restante dos termos com k = k’ se anulam, pois operadores com subredes diferentes anticomutam,
fazendo com que operadores de aniquilagao sejam aplicados no estado de vacuo.
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referéncia [36], por exemplo.

S X r Y S

Figure 16: Estrutura de bandas do fosforeno, mostrando os pontos de simetria da zona
de Brillouin. Ilustracao adaptada da referéncia [40].

Se as energias on-site forem iguais em todas as subredes, isto é, uy = up =

uc = up = U, podemos facilmente chegar a um modelo de duas bandas através da

1 (1 1
uz%<1 _1), (2.21)

4
nos autovetores de 7—[][;.], a fim de obter os novos autovetores

@1 .
<%) = UD, (2.22)

1 (da+¢p 1 (¢a—¢p
O = — L Dy = — : 2.23
1 ﬂ<¢3+¢c) 2 ﬂ(asB—cbc) 22

e 1 é a matriz identidade 2 x 2. O novo Hamiltoniano sera dado por

2 7
2
utrHY Y = (7{5 ) (2.24)
k 0

transformacao unitaria

onde
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com

W _ ( Uttap(F)  Lap(R) + Lac( >>
B \[tap(k) + tac(R)* U+tap(k) )
0 tan(k) — tac(k >)'

(B U~ tan(k)

(2.25)
—tap(k

7 - ( 4

[tap(k) —tac
Ao diagonalizar os dois Hamiltonianos acima, observa-se que ’HE] ¢ o de menor energia,
o que corresponde as duas bandas préoximas ao gap. Pode ser visto também que ®; é o
autovetor de Hl[;], enquanto que 5 é o de 7-_4;2]. Dessa forma, ao considerar apenas Hg},
estamos dentro de um modelo de duas bandas. Este modelo é 1til em problemas que
envolvem pequenas transi¢coes de energéticas ou um pouco maiores que o gap, que Sao
mais acessiveis em laboratério. Sua diagonalizacao é bastante simples, o que nos fornece

a relacao de dispersao
Ey(k) = U +tap(k) £ |tap(k) + tac (k). (2.26)

Ao observar a Figura , vemos que o gap (A) de energia estd situado no ponto
I, isto é, k = 0. Desse modo, obtemos A = E,(0) — E_(0) ~ 1,52 ¢V. Este valor é
menor do que o valor experimental obtido (/& 2 eV), porém concorda com resultados de
simulagbes computacionais, como os da referéncia [36].

Os autoestados em termos do vetor de onda sao obtidos substituindo as ex-

pressoes para energia na equacao de autovalores: ’H?CDI \=F A(/;)CDI A, Obtendo-se

PO (2.27)
lA_\/§ et ) .

onde A = %1 e 0; = arctan(C/D), com

C = —2t; cos[k,aq sen(ay/2)] sen[kyaq cos(ay/2)] + to sen(kyas cos 3)
+ 2t3 cos(kyay sen(ay/2)) sen{k,[a; cos(ay/2) + 2ay cos (]}
— tssen{k,|2a; cos(ay /2) + aq cos B},
5 sen{ky[2a; cos(an/2) + ay cos A} (2.28)
D = 2t; cos[kyaq sen(ay /2)] cos[kyas cos(aq /2)] + to cos(kyas cos [5)
+ 2t5 cos(kyay sen(ay/2)) cos{ky[a; cos(a1/2) + 2as cos ]}
+ t5 cos{ky[2ay cos(a/2) + ag cos 5]}
Uma observacao importante é que, embora a forma dos autovetores da Eq.
(2.27)) seja idéntica a do grafeno, o angulo 6} é diferente. No caso do grafeno, esse angulo

de fase é extamente igual ao angulo polar no espago dos momentos (= arctan(k,/k,)).
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2.2 O modelo continuo

Partindo do modelo de duas bandas, podemos obter o Hamiltoniano do modelo
continuo fazendo uma expansao de Taylor em duas dimensoes dos termos da matriz Hg]
em torno do ponto I' e considerando termos de até segunda ordem em k, e k,, pois a
dispersao ao longo de I'-X ¢ aproximadamente parabdlica para as bandas mais proximas
do gap (conforme serd discutido na préxima secao). A série de Taylor em duas dimensoes
de uma funcao f é dada por

(k ~n!V)" £(0). (2.29)

J(k) =V F0) =

n=0

Com esta formula, obtemos o Hamiltoniano do modelo continuo, que é dado por

+ 0y k2 + n, k2 8 + vk + v, k2 +ivk
H,;—< Uo T Tzxhy T Tyky Valig T Tyhy ZX?!7 (2.30)

NS k2 gk —ixky  ug k2 k2
onde
ug = 4ty,
Ne = —2t4[ay sen(ay /2))?,
N, = —2ta]a; cos(ay /2) + ay cos )%,
=ty +t5 + 2(t1 +13),
Ve = —(t1 + t3)[as sen(ay /2)]?, (2.31)
vy = —ti|as cos(a /2)]? — tslay cos(ay /2) + 2ay cos 3] — ta(ag cos )% /2
— t5[2a; cos(ay /2) + ay cos 3]%/2,
X = taas cos 4 2t3[ay cos(ay/2) + 2as cos f]
— t5[2a; cos(ay/2) 4 ag cos B] — 2t1a, cos(aq /2).
Os valores numéricos das constantes acima sao listados na Tabela [3l

Table 3 — Valores numéricos das constantes na Eq. (2.31)).

ug | -0,42 eV

ne | 0,58 eVA®
n, | 1,01 eVA®
) 0,76 eV

v, | 3,93 eVA?
v, | 3,83 eVA?
x | 5,25 eVA
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Os autovetores do Hamiltoniano da Eq. (2.30) s@o os mesmos mostrados na

Eq. (2.27), porém com

Xky
0> = t ) 2.32
% arctan (54_%0&%4-%/]{;5) ( )

A relacao de dispersao é dada por

Ey =g + n.k +nyk £ \/((5 + Y2 k2 4+ 7y k2)? + x2k2, (2.33)

onde o sinal de — (+4) se refere a banda de valéncia (condugao). Em outras palavras,
temos + para elétrons e — para buracos. Podemos ver na expressao acima que, para
pequenos valores de k, e k,, a dispersao ¢ aproximadamente parabdlica na direcao I'-
X. Na direcao I'-Y, a dispersao é semelhante ao caso relativistivo: E = \/p?c? + m?c?,

conforme afirmado na referéncia [41].
2.3 O modelo de massa efetiva

Ao observar as bandas de energia mais préximas ao gap, presentes na Figura[16],
vemos que tais curvas sao suaves o suficiente para serem aproximadas por uma parabola.
Apesar do tipo de concavidade ser o mesmo nas direcoes I'-X e I'-Y', o foco das pardbolas
seriam diferentes devido a anisotropia dessas dire¢oes. Desse modo, as bandas de energia
podem ser aproximadas por expressoes da forma

2 2
=2 v (2.34)

2m,  2m,’

onde my(,) ¢ a massa efetiva da particula na direcao z(y) e p; = hk;. As massas efetivas
serao diferentes nas diregoes = e y para sistemas com dispersao anisotropica e iguais para
o caso isotopico, de modo que a diferenca nas massas efetivas incorpora a diferenca nos
focos das parabolas nas direcoes I'-X e I'-Y. Com isso, esta aproximacao é chamada de
modelo de massa efetiva. B importante mencionar que no caso do grafeno, que possui
dispersao linear, esta aproximacao nao é adequada. O modelo de massa efetiva para o
fosforeno é obtido expandindo a relacao de dispersao da Eq. em série de Taylor e
considerando apenas os termos até segunda ordem em k, e k,, j& que a aproximagao ¢
parabdlica. Tendo feito isto, obtemos

n’k2 Rk

+

€ €
2mg - 2mg

E+:U0+5+

: (2.35)

para elétrons, e
2 272
hok2 B hok,

h h
2my  2my

E_ZUO—5—

(2.36)
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—— Tight-binding

Continuo

------ Massa efetiva

Figure 17: Estrutura de bandas do fosforeno para baixas energias obtida pelos modelos
tight-binding (curvas continuas pretas), continuo (curvas tracejadas azuis) e massa
efetiva (curvas pontilhadas vermelhas).

para buracos. A massas efetivas sao dadas por

. B2 A K2
mx = — mLB = —
2(Y2 +12) 22 — ")
e h

M m M
2(yy + x2%/26 +ny) Yo 2(yy +x2/20 — )

com e (h) para elétrons (buracos). Seus valores numéricos sao dados por: m¢ = 0, 846my,

e __

h _
m, = 1,14mg, my

0,166mg e m) = 0,182mq, sendo mg = 9,1 x 107" kg a massa de
um elétron livre[42].

Podemos ver na Figura [I7] o gréfico da relagao de dispersao para baixas en-
ergias. Vemos que para energias proximas do gap, os trés modelos concordam com boa
precisao, mostrando que, apesar da simplicidade, o modelo de massa efetiva pode ser
utilizado como uma boa aproximacao nesse regime. Além disso, podemos ver que o mod-
elo de massa efetiva concorda melhor com os outros modelos na direcao I'-X (zigzag),

confirmando o fato da dispersao ser parabdlica nesta direcao para pequenos valores de k.
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3 TRANSMISSAO DE ELETRONS EM FRONTEIRAS DE GRAO

Neste capitulo, desenvolvemos um formalismo para se obter a transmissao de
elétrons em FGs em um sistema com massa efetiva anisotropica. A abordagem usada
serd muito semelhante ao estudo de tunelamento em barreiras de potencial e potenciais
escada encontrados em problemas de mecanica quantica introdutoéria. Dessa forma, uma
extensao do modelo de massa efetiva sera utilizado, onde uma equacao de Schrodinger
bidimensional com massa anisotropica sera resolvida a fim de encontrar a probabilidade
de transmissao. Além disso, serd feita uma andlise acerca das direcoes de propagacao dos
elétrons em diferentes regioes utilizando elipses de energia constante, como serd discutido

adiante.
3.1 Hamiltoniano de um sistema quantico anisotrépico

O Hamiltoniano de um sistema com massa efetiva anisotrépica, com energia

dada pela Eq. (2.34)), é dado por

2 2
=L B
2m,  2m,

(3.1)

A expressao acima é valida somente se os eixos coordenados (EC) x e y forem paralelos
ao que chamaremos de eixos de anisotropia (EA) 2’ e ¢/, onde no fosforeno correspondem
as direcoes zigzag e armchair, respectivamente. Entretanto, se os EA fizerem um angulo
a (no sentido anti-horario) com os EC, teremos uma expressao um pouco diferente para a
energia. Como os momentos definem os eixos de anisotropia através da Eq. , obtemos
a energia de um sistema rotacionado fazendo um rotagao nos momentos de um angulo «,

dada pela a relacao
Pl = P COSQ + pysena,  pj, = —p, sena + p, cos av. (3.2)

Substituindo-as na Eq. (3.1]), obtemos

1 2 2 1 2 2 1 1
2y _(cos o sen a)pi+_(sen a | cos Oé)pz+<___> cos aesena pypy. (3.3)

2\ m, my 2\ m, my My My




A fim de simplificar a notacao, definimos as massas efetivas reduzidas, dadas por

1 cos’a  sen’a
— = +

Y

. My m,
1 sen’a cos®«
- — + ,
Fy My my
1 1 1
— = | — — — ) cosasena,
Hay Mg MYy

onde o novo Hamiltoniano é agora dado por

2 2
T p X
p i y+ppy'

H =
2y 20ty flay

3.2 Probabilidade de transmissao
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(3.4)

O sistema estudado serda uma FG em um cristal 2D. Para aplicarmos o modelo

de massa efetiva consideramos que o sistema seja dividido em duas regioes, 1 e 2 (veja a

Figura . O Hamiltoniano em ambas as regides tem a forma da Eq. (3.5)) com as massas

efetivas reduzidas da regiao 1 (2) obtidas com a = a; (= ag).

regido 1 =0 * regido 2
X

Figure 18: Esbogo de uma FG de fosforeno. Na regiao 1 (azul) os EA sao rotacionados
de um angulo a4, enquanto que na regiao 2 (verde) esse angulo é ay. Acima temos as

elipses de energia constante correspondentes a cada regiao.

O sistema ilustrado na Figura |18 possui invariancia translacional na direcao vy,

o que leva o Hamiltoniano a comutar com p,, e, assim, a funcao de onda pode ser escrita

como VU (z,y) = ¢(x)e™¥ (com p, = hk, = —ihd, e p, = hk,). Entao, o Hamiltoniano de
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Schrodinger na regiao ¢ pode ser escrito como

R 82+@_m2ky
2#9&1 ’ 2,Uyz Mayi

0y, (3.6)

o que nos da uma equacao diferencial de segunda ordem. Consideramos, primeiramente,
solugoes do tipo ¥ () o< exp(ik, ), que representam ondas planas, que em alguns trabalhos
da literatura relacionada a este assunto, sdo referidas como elétrons balisticos [44], 45].
Substituindo-a na equacao de Schrodinger H; ¥, = E'W; obtemos os dois valores possiveis

para k,, dados por

ke =k = ok £k, (3.7)

7
,uxyi

. 2ua (#m’ G >k2
t 2 . 2 Yy
h Nyz Mxyi

 2unE WGk
— = o

Com isso, considerando uma onda plana vindo da esquerda, as funcoes de onda nas regioes

onde

(3.8)

1 e 2 sao dadas, respectivamente, por

Ui (z) = okl @ + ,r,eikl_xj

» (3.9)
1/12(37) — tesz x)

com r (t) sendo o coeficiente de reflexao (transmissao).

Para obtermos r e t, sera necessario saber as condi¢oes de contorno para a
funcdo de onda na interface das duas regides (z = 0 neste caso). Para isso, é preciso
conhecer o operador densidade de corrente de probabilidade J. O procedimento € o
mesmo que no caso da equagao de Schrodinger unidimensiona]ﬂ. Entretanto, deve-se levar
em conta aqui a anisotropia da massa. Partindo da equacao de Schrodinger dependente

do tempo, multiplicamos ela pelo complexo conjugado da funcao de ondaﬂ:

2 2
VH(7, 1) :m*(pz + 2 +p"”py)qf(f,t) — UHihd, V. (3.10)

200 2y Pay

Agora, vamos considerar o complexo conjugado da equacao de Schrodinger multiplicada
pela funcdo de onda. Como H* = H), temos
v P

\IJH\IJ*(F,t):\I!< + v ey
200 2y oy

)w*(f, t) = —inlo, ", (3.11)

!Para mais detalhes veja a referéncia [43]

2Ser4, desprezado qualquer termo de potencial, uma vez que na derivacio de J, este termo serd can-
celado em uma subtragao, como serd mostrado adiante.
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Subtraindo as Eqgs. (3.10) e (3.11)), temos

2 2 2 2 * )k
xp*(p‘” 4+ +pxpy)\11—qf(pw + +p¢py)\p*:

200 20y Hay 200 2y oy (3.12)
= ih(U* 0, + VO, U*) = iho,|V|?.
E possivel observar que,
2 2 h2
\1/*273—95\1/ - \11229—9”\1/* LA TR A D)
He He 7? (3.13)

0, (V*0, ¥V — W0, V"),

T

e que uma expressao semelhante também existe para

2 2
v vy g P g
2y 2y

Também é possivel obter a seguinte relacao

* ok 2
pllrg gl Py g 0w wo,0,07),
Hay Hzy My
hQ
= —M—(\p*amay\y — 09,0,V* 4 0,979,¥ — 9,9*0,V), (3.14)
xy
h?
= —ﬂ—[@(llf*@ﬂ) — 0,(V9,9)].
xy

A motivagao de escrever expressoes assim vem da equacao da continuidade

com p = |¥U|%. Neste ponto, j4 poderfamos escrever a subtracao das Eqs. (3.10) e ([3.11]
como uma equacao da continuidade e, entao, obter uma expressao para J. Porém,
obteriamos uma expressao assimétrica em relagao as componentes x e y do vetor J. Para

obter um expressao igual para todas as componentes de f, note que poderiamos muito
bem ter somado e subtraido d,V0,V* na Eq. (3.14)), assim, obtendo

* ok 2
\Ij*pmpy\p . \ij:cpy U* — _h_

Oy (¥ 0, V) — 0,(¥0,¥)]. 3.16
I W = 5, (00) — 0,00,V (3.16)

Dessa forma, temos as duas formas equivalentes

v llug gl luge g (ge,w) - 9,(w0,0%), (3.17)
Hay My Koy
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. 50 1
prleluy P Puge gy grg, 0 0, (00,0%)), (3.18)
Mxy Mccy /Lty

Somando as duas expressoes equivalentes acima obtemos uma forma simétrica em x e y:

* ook h2
v PPy el g

0, (V*0,¥ — Vo, ¥*) 4 0,(¥*0, ¥ — ¥o,¥")]. (3.19
R W = [0, (10,0 — W0,) £ 0, ) (319)

Assim, a componente x de J é

Al 1
20 | o py (3.20)
1 1 1 1 ’
_k [\p (—ax i —ay) Vv <—a$ ; _ay> \p} .
2 Ha My Mo Hay

E possivel escrever J, em uma forma mais compacta em termos do operador velocidade,

o qual é dado por

i hl 1
o= Py —.(—89; T _ay), (3.21)
Ops Mo oy ¢ x Hay

Pode ser visto que v} = —v,. Assim,

J, = 1 |:\I/*UI‘I’ + ‘I”U;\I/*:| ,
2 (3.22)
= Re[U* 0, V].

Entao, para um problema estaciondrio (V(r,t) = 1(r)exp(—iFt/h)), a componente x de
jpara a regiao 7 é dada por

A equacao da continuidade representa uma lei de conservacao para a
probabilidade. Em um estado estacionario, a densidade de probabilidade é independente
do tempo, o que implica também na conservacao da densidade de corrente de probabil-
idade. Isso pode ser mostrado ao considerar o fluxo de J através de uma superficie em
formato de caixa envolvendo a interface em x = 0 ilustrada na Figura (19| e, em seguida
utilizar o teorema da divergéncia do calculo vetorial (em 2D). O fluxo nas arestas cujo
vetor normal é paralelo a interface (053 e 054) se torna muito pequeno ja que fazemos

seu comprimento ir a zero e, com isso, desprezamos a contribuicao delas ao fluxo total.
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Dessa forma,

/VszfJﬁmz—/@sz
S oS S

— /651 JJ_(O+)dl1 + /352 JJ_(O_)CUQ = /851 JJ_(O+)dll - /351 JJ_(O_)dl]_? (3‘24)
:/ (JL(07) = JL(07))dly =0,
951

onde na primeira igualdade o teorema da divergéncia foi usado e na segunda foi usada a

equagao da continuidade. Assim, obtemos
J1(07) = J1(07), (3.25)

que expressa a conservacao da componente de J que é normal & interface (J).

A

In3

s

n€— S
051

0S5
— 712

¢6S4

4

1
x =0
Figure 19: Esquema da superficie de integracao do teorema da divergéencia 2D que
involve a interface em x = 0. As curvas da fronteira de S possuem vetores normais
unitarios n; indicados.

As condigoes de contorno para as fung¢oes de onda sao, portanto, a continuidade
da prépria fun¢ao de onda (que vem da conservagdo da probabilidade) e da componente
do operador velocidade que é normal a interface aplicada na fungao de onda de modo a
conservar J, (veja a Eq. (3.23)). Isto contrasta com o caso de massa efetiva isotrdpica,
no qual é suficiente a continuidade da funcao de onda e sua derivada, pois ,u;yl se anularia
e as massas efetivas na dire¢ao normal a interface se cancelariam.

Devemos achar a relagao entre a probabilidade de transmissao 71" e o coeficiente

de transmissio £. Isto é obtido da continuidade de J na interface. Como consideramos



o1

uma interface paralela a diregao y, J, deve ser continuo. Assim, na regiao 1

) .- 7 k ) i
¢ikvxl¢1 — (e—zkfgc + T*e—zkl x)h( _ _01 4 Y )(ezkfx 4 T@Zkl ac)’
M1 ,uxyl
+ —
_ (efiij _i_r*eiklx)h{(k_l + ky )eiij + (k_l + ky )Teiklx:|’
Hz1 Nzyl Hz1 ,uacyl
+ +
_ {(k_l i ky ) i (k_l _i_&)eikfx,r*eiklx_'_
a1 /vLmyl a1 /Jlmyl (3 26)
(k_l_ + ky )reiklxeikfx + (k_l_ 4 ky )|r|21,
_ h{ BB ke ke B ke —ikte _ FL le’
Ha1 Ha1 M1 Hz1
) . o
—n [ﬂ + (e — ﬁm?} ,
Mzl Haz1 Ha1
e com isso
Rely* =} A2 S ST 27
elpivayn] = ") = Jar. (3.27)
M1 M1
Na regiao 2, temos
) kT k )
Jo = t*e‘lk;zh<—2 + —y>tezkz+f = 2], (3.28)
M2 Hay2 M2
A conservacao de J, nos leva a
J.'El - Jx27
h(ﬂ _ ﬂw) _nl2 e,
Haz1 Haz1 Hz2
(3.29)
L= |rf? = B2,
Hzok1
21K
P2 142 4 o2 = 1.
Haz2k1

Sabendo que as probabilidades de transmisssao (1) e de reflexdo (R) devem obedecer a

uma relacao do tipo

T+ R=1, (3.30)
conclui-se que
T =Het2 o o2, (3.31)
a2kt

Para obtermos ¢, fazemos uso das condigdes de contorno obtidas anteriormentef]

@/)1(0) = 7»02(0) € Ux1¢1($)|m:0 = U:c2¢2($)|z:0- (3-32)

3As condicoes de contorno obtidas aqui coincidem com um caso particular das que sao validas para
heterojungoes abruptas (que também possuem mudanga abrupta na massa efetiva) discutidas na referéncia
[46].
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Da continuidade de 1), temos

1+r=t, (3.33)
e, da continuidade de v,, temos
—q L . _— —1 k .
}‘,—L(_Zaz_i_ Y )(ezki"x_'_rezklm) :h(_laz+ Y )tezk;z 7
Haz1 Hayl =0 a2 Hzy2 =0
k ki ki ks k
C(l4r)+ 4 +r—L = (—2+—y)t,
Myl Haz1 M1 M2 ,Ua:yZ
k ki ki
Y ¢4 14 (t — 1>_1 — ﬁt’ (3.34)
May1 a1 M1 Ha2
<k_1_|_ ky >t+u — ﬂt
M1 ,U:Eyl M1 Haz2
2
L U
Haz1 M1 Hz2
e, com isso, obtemos
2
L — (3.35)

Hzl1R2
(/ﬁ:]_ + Hx2 )

Para analisar a dependéncia angular da transmissao é importante notar que,
no caso anisotrépico, J e k nao sao mais colineares. A dire¢ao de propagacgao é dada pela

velocidade de grupo o, que pode ser obtida da relacao

1 -
7= ViE(k), (3.36)

onde Vj é o operador gradiente em relagao as componentes do vetor de onda. Por ser
proporcional ao gradiente, v é perpendicular a curva de energia constante no ponto k (veja
a Figura 20j(a)). A velocidade de grupo para um Hamiltoniano da forma da Eq. (3.5]) ¢

dada por
v . ke Ky .
ﬁ:h(k——i-ﬁ)x—i—h(——i-—y)y. (3.37)
Ha Koy Hay My

Seja ¢ a direcao de propagacao do elétron incidente. Na Figura (b), pode
ser vista a probabilidade de transmissao T como funcao de ¢, para um energia £ = 100
meV. E possivel observar que, para a; = 45° e ap = 15°, nao é possivel haver transmissao
para incidéncia normal (¢; = 0). Isto e outras observagoes serdo explicadas nas proximas

sessoes.
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(a) (b) .,
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Figure 20: (a) Elipse de energia constante para o = 0. O vetor de onda k situa-se sobre
a elipse enquanto que o vetor velocidade de grupo ¢ é perpendicular a elipse no ponto k.
Os angulos 0 e ¢ sdo medidos em relagao ao eixo k,. (b) Gréfico de T'(¢1). A curva
continua vermelha corresponde a a; = 15°, ag = 45°, e a curva tracejada azul a

ay = 45°, ap = 15°. Os valores de m, e m, usados sao os correspondentes ao elétron no
fosforeno, dados pela Eq. (2.37)) e a energia é E' = 100 meV.

3.3 Diregoes de reflexao e transmissao

Os resultados obtidos até agora neste capitulo nos dao informagao apenas da
probabilidade de um elétron ser transmitido através da interface para a regiao 2. Uma
questao importante neste tipo de problema é a direcao de propagacao das ondas refletidas
e transmitidas, dados os valores de k, e E. Os angulos do vetor de onda k e da velocidade
U serao representados, respectivamente, por 6 e ¢, onde qualquer indice que venha a

aparecer, especifica a que cada angulo se refere.

3.3.1 Reflexao

As relacoes entre os angulos da velocidade da onda incidente ¢; e da onda

refletida ¢, com o vetor de onda sao dados por

+ + +
k, k k k
tgpr = U—?f = <—y + —1)/<—1 + —y> (3.38)
v

zl Hy1 ,U/a:yl M1 Hazy1

tgg1, = % = (ﬁ+ ) )/(k—l_Jr ky ) (3.39)

xl Myl Mmyl a1 Mmyl
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onde o sinal de + (—) se refere a onda incidente (refletida). Substituindo as expressoes

para ki (Eq. (3.7)) nas Eqgs. (3.38) e (3.39), e dividindo as duas, obtemos

tg¢1r _ R1 — (/leyl/uyl - Mxl/ﬂxyl)ky
tg¢1 K1 + (,ua:yl/,uyl - /Lzl/,uxyl)ky

(3.40)

Em geral, a reflexao nao sera especular. Para mostrar isso, é necessario rela-

cionar ¢; com ;. Da Eq. (3.37)), podemos obter:

() me( )y
! h Myl Moyl 7 ! h Hz1  Hazyl

Assim, a relacao entre 6; and ¢; pode ser obtida dividindo as duas expressoes acima:

+ _

ky B tggbl/ﬂxl - ]‘//J/xyl‘

Para p,1 = p, (isto é, para o caso isotrépico) temos 1/p1,,1 = 0, o que implica 6; =
@1 + 2nm, com n inteiro, mostrando que os vetores momento e a velocidade sao paralelos,
como de costume.

Vamos agora obter k; como funcao de ¢;. Primeiramente, reescrevemos a

energia como fungao de 6, e ky:

t20 1 t0
5o (co L N cot 0
2:“11 2,Ulyl Myl

> (hk,)?. (3.43)
Substituindo esta relacao na definicao de k1, temos

Kl = (COt 0, + &) ky, (3.44)
,uxyl
ou, utilizando a Eq. (3.42)) para obtermos em fungao de ¢1, temos

- 1/,Uy1 - ,le/:u?cyl
1=
tg¢1/ﬂm1 - ]-/,Ufzvyl Y

(3.45)

Substituindo a expressao acima na Eq. (3.40)), obtemos uma expressao simples que rela-

ciona os angulos de incidéncia e refracao, dado por

tghi, = — tgdy + 2 5 oL (3.46)

zyl

Pode ser visto facilmente que, no limite em que 1/p,,; — 0 encontra-se que tgpr, =
—tgo1, o que implica em ¢, — ™ — ¢1, isto é, a reflexao é sempre especular. A expressoes
obtidas até aqui consideram a interface paralela ao eixo y. Para uma interface paralela

ao eixo x obtemos expressoes semelhantes fazendo a substituigao i1 — 1,1 € vice-versa.
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3.3.2 Transmissao

Vamos agora relacionar o angulo da onda transmitida ¢, com ¢;. A razao entre
as componentes do momento pode ser relacionada com o angulo de incidéncia usando a
Eq. (3.42)), ao passo que o ¢5 pode ser obtido de uma forma mais direta como

tgcbz:(ui+ ! @)/(L@+ ! ) (3.47)

y2 Hozy2 ky g2 ky Hay2

com ki dado pela Eq. (B.7), k, = |k|{ senf; e |k|f sendo a magnitude do vetor de onda

incidente na regiao 1, que é dado por

2F
c0s? 01/ pz1 + sen6y /1 + 2 cos by senby /g,

ST
=

1T = (3.48)
Note que o valor de £, usado é o mesmo em expressoes que envolvem grandezas nas duas
regioes devido a conservacao do momento na direcao y. Da mesma forma, o valor de F
usado nas expressoes para |E |7 e ki é 0o mesmo devido & conservacio da energia.

Alguns trabalhos na literaura comparam a propagacao de elétrons com a de
luz (como as referéncias [44] e [45], por exemplo), de modo que uma FG é andlogo a uma
interface entre dois materiais com indices de refragao diferentes. De fato, o fendmeno de
refracao da luz é analogo a transmissao de elétronsﬁ Estes tipos de sistema servem como
plataforma para se estudar o fenomeno de refracao anfotérica, isto é, refragao positiva ou
negativaﬂ, dependendo do angulo de incidéncia ¢;[44] [45]. Para ver isso, vamos considerar
o caso particular em que a; = 0, sem perda de generalidade. A Figura mostra o
comportamento de ¢, como funcao de ¢; para quatro orientacoes diferentes da regiao 2:
as = 0°,45°,90° e 135°. Pode ser visto que para as = 0, obtemos o resultado trivial
¢2 = ¢, resultando em um refragao positiva. O mesmo vale para oy = 90°. Para
ag = 45° (ap = 135°), os sinais de ¢1 e ¢o sdo opostos quando ¢; > 0 (¢ < 0) e iguais

caso contrario, o que caracteriza uma refracao anfotérica.

3.3.3 Reflexao Interna Total

A transmissao pode ser observada somente quando as componentes do vetor de
onda na regiao 2 sao reais, caso contrario as ondas seriam evanescentes, isto é, ondas que
decaem rapidamente. Esta condigao nos da um intervalo de ¢; para o qual ha transmissao.

Qualquer valor de ¢; fora desse intervalo nos d4 um valor complexo para k; e, assim,

4Vale ressaltar que essa comparacio é apenas um analogia. Lembrando que a relacao de dispersao dos
elétrons no modelo de massa efetiva (parabdlica) é diferente da luz (linear), o que implica em diferentes
relagoes entre o angulo de incidéncia e de refragao.

5Lembrando que uma refracio positiva consiste no caso em que os angulos dos raios incidente e
refratados possuem o mesmo sinal. J4 no caso da refracao negativa temos que esses sinais sao opostos.
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¢o (graus)

—60

7I80 7I60 7I40 7I20 (I) 2I0 4IO GIO 8I0

¢1 (graus)
Figure 21: Angulo de refracio (¢2) como fungao do angulo de incidéncia (¢;) para
a3 = 0° e ag = 0° (curva tracejada vermelha), 45° (curva pontilhada e tracejada preta),
90° (curva continua azul) e 135° (curva pontilhada verde). Os valores de m, e m,,
correspondem aos encontrados para o fosforeno dados pela Eq. e a energia é dada
por £/ =100 meV.

obtemos reflexdo interna total. De acordo com a Eq. (3.8)), valores reais de k3 sdo obtidos

se, e somente se
2 1.2
2Hm2E Mszy
2 >0,
h MMMy,

(3.49)

onde a igualdade vale para o angulo critico ¢f, que corresponde a um vetor de onda com
01 = 0. Assumindo a igualdade na expressao acima e usando Eq. (3.43]), obtemos uma

equacao algébrica de segunda ordem para cot 05, dada por

cot? 05 4 2 Pat ot 07 + Hot fothaz 0, (3.50)
Myl Hy1 Mgy
o que nos da
cot 9; - Haz1 + \//vbml(/vbz2 - le) . (351)
ljlmyl mxmy

Com os dois valores de cot 0 obtidos da expressao acima, obtemos os angulos criticos que

determinam o intervalo de ¢, através da relacao

1 t 05/ 11,
¢(1: — /,in‘i‘co 1//’6 yl. (352)
cot 05/ o1 + 1/ pay
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E importante notar que a férmula acima é valida somente se fi.9 > fi,1, 0 que implica em

1 1

)

Ha2 Mzl
2 2 2 2
COS” Qg sen‘ap COos” o sen‘og
+ < +

My m, My my

(3.53)

—(cos® ag — cos® ay) + —(sen®ay — sen’a;) < 0,
my my

1 1
(— - —> (cosag — cos? ay) < 0.

My My
Uma vez que consideramos m, > m,, devemos ter |a;| > |az| para manter a desigualdade
acima satisfeita. Para o caso |ay| < |az|, pode-se concluir facilmente que qualquer valor de
¢1 no intervalo —90° < ¢; < 90° tem um correspondente na regiao 2 (veja a Figura[22] (a)).

Assim, ¢; situa-se no intervalo —90° < ¢; < 90° ﬂ Por outro lado, pode ser visto que,

para |aj| > |az|, temos um intervalo mais limitado (veja a Figura [22| (b)).

(a) (b)

Figure 22: Esbogo das curvas de energia constante na regiao de incidéncia (elipse
continua preta) e de refracao (elipse tracejada azul) de uma juncao, tal que (a)

ap = 15° ap = 45° e ¢y = —60° e (b) a3 = 45°, ay = 15° e ¢1 = 0°. As setas pretas e
azuis que terminam sobre a elipse sao os vetores momento e as que comecam sobre a
elipse sao os vetores velocidade (que sao perpendiculares as curvas, como indica a

Eq. ) Os valores de massa usados foram os da Eq. e a energia ¢ 100 meV.
Em (b) a refragdo ocorre somente no intervalo —52,42° < ¢; < —2,53° como obtido das
Egs. e . A linha tracejada vermelha indica que para ¢; = 0°, o valor de k,
nao possui nenhum valor correspondente na elipse da regiao 2. A seta verde mostra a
componente k, que ¢ conservada.

Conforme mencionado no final da secao anterior, vimos na Figura que a
transmissao é possivel para qualquer angulo no intervalo —90° < ¢; < 90° se a; = 15°
e ap = 45° (curva vermelha solida) ja que qualquer valor de ¢; nos da um valor de k,,
que por sua vez possui um valor correspondente na elipse da regiao 2 (veja a Figura

22(a)). J& no caso oy = 45° e ap = 15°, nao hé transmissao para incidéncia normal

5Embora podemos obter solucoes possiveis para angulos fora desse intervalo, nao faz sentido considers-
las, pois a onda nunca atingiria a interface
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porque este angulo esta fora do intervalo de ¢, permitido para esta configuracao, que é
—52,42° < ¢ < —2,53° e, dessa forma, nao possui um valor correspondente na elipse da
regiao 2, conforme ilustrado na Figura (b) pela linha tracejada vermelha. Isto explica
o perfil distorcido para baixo da curva tracejada azul mostrada na Figura (b)
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4 PROPAGACAO DE PACOTES DE ONDA: O METODO
SPLIT-OPERATOR

No capitulo anterior, estudamos a propagacao de um elétron através de uma
FG considerando que sua funcao de onda tinha a forma de uma onda plana de modo
que, ao longo de toda a discussao, pudemos analisar o comportamento de um elétron com
um vetor de onda ]};2 isto é, o vetor de onda possui um valor bem definido. Porém, ondas
planas sao praticamente impossiveis de se obter na pratica tanto para elétrons quanto para
a luz. O que normalmente se observa é uma superposicao de varias ondas com diferentes
valores de k de modo que, em certas regioes do espaco, a interferéncia é ora construtiva,
ora destrutiva. Além deste ponto de vista pratico, existe uma outra questao conceitual
que torna importante o estudo de superposicoes de ondas planas, e esta relacionado com o
principio da incerteza da mecanica quantica, que ao considerar um valor bem definido de
k impossibilita a determinacao da posicao do elétron. Entretanto, conforme ja discutimos,
existe a possibilidade de considerarmos superposicoes de ondas planas, que nao possuem
um valor bem definido de & e que podem ser combinadas a fim de terem uma posicao no
espago razoavelmente bem definida. A este tipo de superposicao chamamos de pacote de
onda (PO).

4.1 Pacotes de onda

A fim de entender como funciona a constru¢ao de um PO, consideremos o caso
unidimensional, por simplicidade. A Figura (a) mostra sete ondas planas senoidais
com diversas amplitudes e diversos comprimentos de onda A = 27 /k. Uma superposigao
delas resulta na onda mostrada na Figura (b) Vemos que, no ponto onde todas as
ondas planas possuem seu valor maximo a interferéncia é construtiva, de modo que ao
se afastar deste ponto, a interferéncia vai de construtiva para destrutiva, resultando em
uma onda com regioes de amplitude mais expressiva do que outras. Ao superpor ondas
planas de forma discreta, com valores de k espacados entre si, essas regioes se repetem
periodicamente em x. (Quanto maior o nimero de ondas planas a serem somadas mais
distantes ficam essas regioes com amplitudes mais expressivas. De modo a obter um
pacote de onda concentrado em uma tnica regiao em = (veja a Figura 23|c)), devemos
fazer uma superposicao continua, onde k& pode assumir qualquer valor real. Isto é obtido

através de uma transformada de Fourier. Considere que a fun¢ao de onda no instante
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Figure 23: (a) Ondas planas senoidais com diversas amplitudes e comprimentos de onda.
(b) Superposigao das ondas planas ilustradas em (a). (c) Pacote de onda localizado em
uma regiao finita de z. (d) Pacote de onda de largura Az e posigdo média zy. (e)
Médulo ao quadrado da transformada de Fourier de W(z,0) com largura Ak e nimero
de onda médio kg, o qual representa a amplitude de cada onda plana em fungao de k.

inicial ¢ = 0 seja dada por
1 < ;
U(z,0) = —/ U (k)e*2dk, 4.1
(@0) = —= [ ¥(h (4.

onde \If(k) ¢ uma funcao de k que determina a amplitude de cada onda plana componente.
Dado ¥(z,0), temos

(k) = \/% /_Z U(x,0)e”*dg. (4.2)

Uma propriedade importante das transformadas de Fourier é que, se o PO
no espago real (em z) for largo (veja a Figura [23(d)), o seu correspondente no espago
reciproco (em k) serd estreito, como ilustrado na Figura [23{e), e vice-versa. Esta ¢ uma
propriedade geral das transformadas de Fourier, que pode ser vista fisicamente como uma
manifestagdo do principio da incerteza de Heisenberg. O valor médio do PO (z = ) é

dado pela expressao

gy VW) [d [ dy @ () e Y ()
0= (W) [da [dy|®(7F 02 (4.3)
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onde a integragao é feita sobre todo o espaco. Em duas dimensdes, a coordenada y seria
obtida através de uma expressao analoga, a qual troca x por y. Este serda denotado como
sendo seu centro de massa (CM), em analogia com corpos rigidos na mecanica cldssica, o
qual pode ser considerado como a posicao média do elétron que é representado por \IJE|
Quanto mais estreito for ¥(k), mais bem definido ¢é o valor do momento do elétron, o qual
se aproxima de py = hky. Dessa forma, kg é visto como o nimero de onda médio. Assim,
uma largura Ak muito préxima de zero corresponde a um valor de £ bem definido, isto
¢, uma onda plana.

Em geral, as ondas planas da Figura 23|a) obedecem a uma relagao de dis-
persao E(lg) A velocidade de grupo mostrada na Eq.—, que no caso 1D temos

10F

nos da a velocidade do PO como um todo. Porém, cada onda plana que compoe o PO

possuem um velocidade dada por
1FE

SRk

que é conhecida como velocidade de fase. Se u tiver alguma dependéncia em k, ondas

u (4.5)

planas com diferentes valores de k possuem velocidades diferentes. Dessa forma, se um
PO se propagar em um meio onde u depende k, as ondas planas que o constituem terao
velocidades diferentes, que faz com que o PO se disperse com o passar do tempo (veja a
Figura . Tal tipo de meio é dito dispersivo. O que determina se o meio é dispersivo ou
nao é a relagao de dispersao F(k). Para a luz temos E(k) = chk, de modo que a Eq.
nos dé uma velocidade de fase constante, fazendo com os elétrons nao tenham dispersao,
com seu PO mantendo sempre a sua forma. J4 para os elétrons, temos E(k) = h*k?/2m,
de modo que u = hk/m, que é inversamente proporcional & sua massa efetiva. Isto faz
com que um PO que represente um elétron tenha uma dispersao.

De maneira andloga, a transformada de Fourier em 2D e sua inversa sao,

respectivamente, dadas por
~ o 1 © o . i ~ 1 00 o .
(k) :%/_OO/_OO\II(r,O)e Mdr e \P(T,O):%/_m/_m@(k)ek dk,dk,, (4.6)

com 7 = (z,y) e k = (ks k,). A generalizagao dos conceitos discutidos no caso 1D é feita
para o caso bidimensional é feito de forma imediata. Mais detalhes sobre as propriedades
de PO 2D serdo discutidos no Capitulo [5

LAo longo deste trabalho, iremos descrever a propagacio de |¥?|, ao invés da funcio de onda W.
Entretanto, nao ha discordancia em se referir & ambas as fungdes como PO, ja que a distribuigao espacial
delas é mesma, mudando apenas o fato de que ¥ apresenta oscilagoes moduladas por uma fungao nao
oscilante, como mostrado na Figura [23|c).
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Figure 24: Dispersao de um pacote de onda. Para um tempo ¢ > 0, além do movimento
do seu valor maximo x((t), o pacote se alarga no espaco real devido a diferenga de
velocidade de fase entre as ondas planas que o compoe.

4.2 O método split-operator

A propagacao de um PO é um problema dependente do tempo e, portanto,
devemos considerar a equagao de Schrodinger dependente do tempo. Resolvé-la analitica-
mente é normalmente uma tarefa dificil. Solu¢oes numéricas sao, muitas vezes, a primeira
abordagem para tentar resolver problemas quanticos dependentes do tempo. Felizmente,
o problema de propagacao de PO nao é tao complicado de se resolver numericamente, uma
vez que os métodos para isso tem, normalmente, uma 6tima precisao. O método utilizado
neste trabalho é a técnica split-operator. Conforme veremos a seguir, esse técnica permite
escrever o operador de evolucao temporal em um forma aproximada ao dividi-lo E] em suas
partes cinética e potencial.

O operador de evolucao temporal na mecanica quantica ¢é definido pela relagao

WP L+ AL) = UL+ AL L) (7, 1) (4.7)

onde U(t+ At,t) é o operador de evolucao temporal. Se o Hamiltoniano for independente

do tempo (que é 0 nosso caso), temos[3§]

- (4.8)

—iAtH
U(t+At,t):exp< )
Como pode ser visto pela Eq. (4.7)), a agdo deste operador sobre a fungao de onda a
propaga por um intervalo de tempo. O Hamiltoniano do sistema considerado é escrito
como

H=T,+T,+T,,+ V(7), (4.9)
onde os operadores energia cinética sao dados por

72 B2 7
T,=—-—02, T,=—-—0., T, =——200, (4.10)
2/'L.'E 2,uy Ty

2Em ingleés, split significa dividir.
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e o potencial é independente do tempo. Como os operadores energia cinética e potencial

nao comutam entre si, nao podemos separar a exponencial da soma em um produto

(T+V)/h £ o—iAT/h =iV /R

de exponeciais das parcelas, isto é, e "t Podemos fazer a

aproximagao 48]

AT +V)\ (At AT N % ,
exp(T) Nexp( o7 )exp( - )exp( 57 )—I—(’)(At ). (4.11)

onde O(At3) sao termos de terceira ordem e maiores em At. Uma vez que as componentes
da energia cinética comutam entre si, podemos escrever (serd omitido, a partir de agora,

o simbolo de aproximacao)

—iAt —1AtT, —1ALT, —1AtT,
U(r,t+ At) = exp< ZQh V) exp (%) exp( ! - y) exp (%)
—i AtV .
X exp( o )\I/(T,t),

—iAtT, —iAtT, —iAtT, .
exp <T) exp( : y) exp (Ty)f(r,t),

(4.12)
Assim, para obter a fungao de onda W(7,t + At), devemos encontrar a funcao 1, (7,t)
e multiplica-la pela exponencial como indicado acima. Para isto, devemos resolver as

seguintes equacoes:

£(7 1) = exp(_iQAhtV) U7, 1), (4.13)
ey (7. ) = exp (%)g(ﬁ 0, (4.14)

. —iAtT, .
ny(7,t) = exp( h y)nxy(r,t), (4.15)

. —iAtT, .
77x(7”7t) = eXp(T) ny(rvt)a (416)

Como estamos resolvendo um problema numericamente, devemos representar
as expressoes acima em uma forma que posse ser implementada por um computador. Uma
abordagem comum para isso é escrever os objetos matematicos presentes no problema em
diferengas finitas. Para isso, assumimos que o sistema é representado por um grid 2D

com o espaco discretizado em N, (N,) passos com cada passo tendo o tamanho Az (Ay)
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na dire¢ao = (y), como mostrado na Figura

Ax
~—

=l \

> N, elements

—_——
N, elements

Figure 25: Esboco do grid computacional usado na simulagao com N, (IN,) passos na
dire¢do x (y), o que nos da um total de N, N, pontos. O tamanho dos passos em cada
direcao sao dados por Az e Ay.

Podemos representar fungoes f(z,y) como matrizes com elementos f(i, 7), onde
os indices (,7) indicam o ponto no grid. Entdo, a ordem de tais matrizes sao N, x N,,.
Por conveniéncia, consideramos ¢ =0,1,2,...,. N, —1e j=0,1,2,..., N, — l.ﬁ

Tanto o potencial quanto o PO inicial sao pré-definidos no problema. Uma
vez que operador na Eq. depende somente do potencial (o qual depende somente
da posicao), este pode ser aplicado ao PO inicial apenas multiplicando ponto a ponto
(ambos sao fungoes na representagao das posigoes). A aplicacdo das exponenciais contendo
operadores de energia cinética, tais como nas Egs. -, sao mais complicados de
lidar, uma vez que estes sao derivadas na representacao das posicoes. O primeiro passo é
utilizar a forma de Cayley para a exponencial de operadoresE]

exp(eA) = (1 — %4) B (1 + %) + O(e'), (4.17)

onde € é um escalar e A é qualquer operador. Entédo, as Eqgs. (4.16)-(4.14) podem ser

3Esta convencdo é baseada naquelas presente em linguagens, tais como C e Python, para indexar
elementos de matrizes (arrays em inglés).
4Um derivagao desta expressio ¢ fornecida na referéncia [49].
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escritas como

hAL hAt
(1 — Z4u aﬁ) 1. (7, 1) ~ (1 + Z4u aﬁ)ny(ﬁ ), (4.18)
ihAt . ihAt .
<1 Y 85) 0y (T, 1) ~ <1 + I (95) Ny (T, 1), (4.19)
Y Yy
hAL hAL
(1 — ;M—azay) Ny (P 1) & (1 + ;M—axﬁy>§(ﬁ 1), (4.20)
Ty Ty

onde usamos a expressao para a energia cinética das Eqs. e aplicamos o operador
(1 —eA/2) em ambos os lados das equagoes correspondentes.

O proximo passo é escrever Egs. — em diferencas finitas. Primeira-
mente, vamos focar na Eq. . Em diferencas finitas, as derivadas primeiras sao dadas

por . .
0,670 = SIEDZELIZD L oqape), (1.21)
e, com isso,
Lo 1 Ei+1,+1)—¢€ti—1,j+1) Ei+1,5—-1)—&(—1,j—1)
Du0y8(7 ) = 2Ay [( 2Ax ) B < 2Ax )}’

= 4A31:Ay[€(i+ Lj+1)—€i—1,j4+1)—&G+1,5—1)+ &6 —1,5 —1)].
(4.22)

Assim, o lado direito da Eq. é dado por
(145000, )€(700) = €009+ 4D -6 L +D) =€+ =D +E(i-1,5-D)]
o (4.23)
onde definimos
ihAt

A= ————.
SpzyAzAy

(4.24)

Temos uma expressao semelhante para o lado esquerdo da Eq. (4.20), com a tnica
diferenga sendo um sinal de menos antes de A. Os elementos £(i, j) sdo conhecidos para

um dado problema; o objetivo é encontrar 7,,(i, j). Para isso, observe que, em diferencas
finitas, a Eq. (4.20) é dada por

Ny (2, J) — A[nzy(i + 1,7+ 1) = mey(i — 1,5 + 1) — nxy(i +1,7—-1)+ ny(i -1,j-1)]=
§,)) T AL+ 1Lj+1) —&(—174+1)—&i+1,j-1)+&(i— 1,5 —1)],

(4.25)

que ¢ uma equacao linear nos elementos das matrizes n,, e {. Temos, entao, uma equagao
linear para cada combinacao do par (i,7) e, portanto, um sistema de equagoes lineares.

Uma abordagem comum para resolver este sistema ¢é escrevé-lo em forma matricial, que
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¢ dada por
Méyﬁwy = Mfyé; (426)
onde
£(0,0
£(0,1
: 00
€08, — 1) < W
: ¢ (1)
£€= £(1,0) = : (4.27)
1,1 )
&( :, ) TN — 1)
§(1L, N, — 1)

com &7 (i) sendo uma matriz coluna contendo todos os elementos da i-ésima linha de &,

tal que
£(0,0) §0,1) ... &0,N, = 1) £(0)
R A Y NI
(V-1 €L 61N -\

A mesma defini¢ao ¢é valida para 7,,,.
Para construir a matriz Mfy é instrutivo escrever a Eq. (4.25) para alguns
valores de (7, j) e tentar encontrar algum padrao. Assim, para o lado direito da Eq. (4.25)),

temos
(i = 0,5 =0) = £(0,0) + A[(1, 1) = &(=1,1) = £(1, =1) + &(=1, 1)},
(i = 0,5 =1) = &(0,1) + A[E(1,2) — £(~1,2) — £(1,0) + &(~1,0)],
(=0, =2) = £0,2) + A[£(1,3) = £(=1,3) = £(1, 1) + E(=L, 1)],
(4.29)
(i=1,j=0) = &(1,0) + A[(2,1) = £(0,1) — £(2, =1) + £(0, 1)},
(i=1,7=1) = &(1,1) + A[£(2,2) = £(0,2) = £(2,0) +£(0,0)],

(i = 1aj = 2) — 5(172) + A[5(273) - 5(073) - S(Q’ 1) + 5(07 1)]
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(i=Np—1,j=Ny—=3) = &(Na — LNy = 3) + A[E(Ne, Ny —2) = (N =2, N, — 2)
—&(Nay Ny —4) + ( —2,N, —4)],

(i=No—1,j =Ny =2) = &{(No = 1, Ny = 2) + A[§(Na, Ny = 1) = &§(Nz — 2, N, — 1)
— &(Nay Ny = 3) + §(Ne — 2, N, = 3)],

(1=Ny—1,j =N, —1) = &Ny — 1, Ny — 1) + A[E(Ny, Ny) — E(No — 2, N,)

- g(NIa Ny - 2) + g(Na: -2, Ny - 2)]
Podemos notar a aparigao de indices como —1,N, and N,. Porém, tais indices estao
fora do intervalo para (i,7), o que parece um contradi¢ao. Porém, eles definem o tipo de
condicoes de contorno nas bordas do sistema.

Os principais tipos de condigoes de contorno sao as de paredes rigidas e as
periddicas. As de paredes rigidas confinam a particula (ou a onda) no interior do sistema,
o que implica que o potencial fora da regiao ¢ infinta. Isto leva a conclusao de que a fungao
de onda ¢ nula nas bordas o que implica em elementos de matriz contendo os indices fora
do intervalo de definicdo como sendo nulos. As condigoes peridédicas afirmam que a funcao
de onda em uma borda é a mesma na outra borda. Por exemplo, se o sistema é peridédico
na direcao z, entao

U(r=0,y,t) =¥ (xr = L,,y,t), (4.30)

onde L, ¢ a periodicidade em z. Entao, sempre que o indice —1 for encontrado, este se
refere ao fim do sistema, isto é, i = -1 -i=N, —1louj=-1—j =N, — 1. Para
os indices N, e N,, estes se referem ao indice zero. A seguir, iremos construir /\/lfy uma
unica vez que seja valido para ambas as condi¢oes de contorno. Sempre que um elemento

com indice no contorno aparecer, multiplicaremos ele por A\, o qual serd dado por

0 parades rigidas,
A= (4.31)
1 condicoes de contorno periddicas.
Das Egs. (4.29)), o lado direito da Eq. (4.25) é dado por
1 S e =AS -
§(0)
S 1 S e .
i & (1)

M€ = S 1 S . . (4.32)

TN _
S NN, — 1)
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onde,

S = —A A - , (4.33)

—AA
e 1 é a matriz identidade de ordem N, x N,,. Os espacos em branco correspondem & zeros.
Portanto, ./\/lfy ¢ uma matriz em bloco N, x N, com elementos sendo matrizes N, x N,.
Note que, a maior parte dos elemntos sao zeros. Tais matrizes sao chamadas de matrizes
esparsas.

Agora falta resolver as Eqgs. e . E possivel notar que estas tem o
formato idéntico e, com isso, basta analisar uma delas, fazendo o mesmo procedimento
para a outra. Vamos resolver, entao, a Eq. . Em diferencas finitas, a segunda
derivada de uma funcao é dada por

(Az)?

o, (7 ) = +O(Az?). (4.34)

Desse modo, nossas simulacoes possuem um erro da ordem de At? no tempo e de Axz? e
Ay? na posicao.
Assim, o lado direito da Eq. (4.18)) é dado por

thAt N . ) } ) .
(1+ 200 (i) = Bn(id) + Bl (i 1.3) (- 1AL (439

onde definimos

thAt thAt

Bi=1—-———— By= ————.
' 2412 (Ax)? ’ Ao (Ax)?

(4.36)

Diferentemente do sistema anterior, apenas o indice 7 varia, o que torna o procedimento
bem mais simples e eficiente de ser implementado. A forma matricial é bem mais facil de
ser construida.

Analogamente ao procedimento do sistema anterior, a forma matricial do sis-
tema é dada por

Mﬁnw(J> = Mﬁﬁy(])’ (437)

onde 7,(j) é a matriz coluna contendo todos os elementos da j-ésima coluna de 7, tal
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que
1y(0,0 1y(0,1) 1y(0, Ny — 1)
Ny 17 Ny 1a 1) ny(laNy - 1)
77y = )
(4.38)
My(Nz —1,0) ny(Ny = 1,1) ... ngy(Ne — 1, Ny — 1)
= (m(O (1) ... (N 1))
Em forma matricial, o lado direito da Eq. (4.35)) pode ser escrito como[49]
By B o —ABy 1y (0, J)
By By By 1y (1, )
M, = By Bi B m(2.5) | (4.39)
/\BQ ny(N:E_Lj)

Vemos que a matriz Mf tem ordem N, X N,. Essas matrizes sao conhecidas como
tridiagonais se A = 0, ou como tridiagonais ciclicas se A = 1. A equagao matricial
¢ resolvida para todos os valores de 5 a fim de obter a matrix 7, completamente e, com
isso, obtendo W (i, j, t + At).

Existem diversas rotinas de programacao especificas para resolver este tipo
de sistemas de equacgoes, que podem ser encontradas em bibliotecas para a linguagem
de programacao de sua escolha. Para sistemas que envolvem apenas matrizes tridiag-
onais, podemos utilizar a subrotina TRIDIAG do Numerical Recipes[50]. No caso das
tridiagonais ciclicas, podemos usar a subrotina CYCLIC, também no Numerical Recipes.
Entretanto, se o problema envolver equacoes matriciais como a da Eq. , as duas
subrotinas citadas anteriormente nao lidam com este tipo de sistema e, com isso, algumas
adaptacoes devem ser feitas, ja que as matrizes envolvidas sao blocos tridiagonais com
elementos sendo matrizes tridiagonais. Uma alternativa é utilizar a linguaguem python,
que possui bibliotecas que sao facilmente implemantadas nos cédigos-fonte. A biblioteca
utilizada neste trabalho foi a scipy.sparse do pacote Scz’py©[51], a qual impoe menos
restricoes acerca dos formatos de matrizes esparsas. Outro detalhe importante é que a
matriz dada pela Eq. ¢é geralmente muito grande, o que requer muita memoéria do
computador, porém a biblioteca scipy.sparse lida com matrizes esparsas de modo a nao

armazenar os zeros poupando, assim, bastante memdria.
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5 RESULTADOS

No Capitulo [3], discutimos a propagagao de ondas planas em FGs de fosforeno
dentro do modelo de massa efetiva, onde, ao analisar a direcao de propagagao dessas
ondas planas, mencionamos a possibilidade de refracao anfotérica nesse tipo de sistema
(Subsegao . Utilizaremos estes resultados para as trajetérias das ondas planas inci-
dentes, refletidas e transmitidas. No Capitulo[d] introduzimos o conceito de PO, de modo
que denotamos a posi¢ao de seu maximo como sendo o seu CM. Com isso em mente,
juntamente com a analogia entre propagacao de ondas planas com raios luminosos feita
no Capitulo 3] as trajetdrias correspondentes as ondas planas serdo chamadas aqui de tra-
jetérias classicas. Ainda no Capitulo 4], introduzimos a técnica split-operator que permite
estudar a propagacao de um PO. Assim, consideraremos um pacote de onda gaussiano e
analisaremos o seu comportamento em sistemas com EA nao alinhados com os EC e as
consequencias da massa efetiva anisotrépica na sua propagacao. Por fim, analisaremos a
propagacao de PO em FGs mostrando como estender o método split-operator para este

sistema.

5.1 Refracao anfotérica

Ao discutirmos a refragao anfotérica na Subsegao [3.3.3] analisamos o caso em
que nao ha rotagao na regiao 1, isto é, a3 = 0, e variamos as. Nesta secao, faremos o
inverso. Sera considerado o caso onde ap = 72°E|. A Figura [26| mostra ¢, como funcao de
¢1 para a; = —15°,0°,45° e 90°. Podemos ver que obtemos refragao anfotérica em todos
0S Casos.

A presenca de refracao anfotérica torna possivel a colimacao de um feixe de
elétrons da regiao 1 para a regiao 2. Esse efeito é mais robusto quando ¢, possui o mesmo
sinal independentemente do valor de ¢, pois para qualquer angulo de incidéncia, os raios
refratados se inclinam no mesmo sentido, de modo a colimar o feixe. Se o sinal de ¢,
mudar, alguns raios que compoem o feixe se inclinam na direcao oposta, de modo a se
espalhar mais. Na Figura vemos as trajetorias de um feixe de elétrons para valores
de oy correspondentes a Figura . A Figura (b) mostra que, dentre eles, o caso em
que a; = 0° possui uma maior colimacgao, pois, pela Figura [26] vemos que o intervalo

de variagao de ¢2 é o menor entre eles (= 26°). Os angulos de incidéncia que compoem

o feixe sdo ¢; = £30°,+45° e +£60°. Vemos que, para o; = 90° (Figura (d)), 0S

IEste valor de ay foi escolhido de modo & termos a menor variacio possivel de ¢o quando oy = 0°.
Assim, obtemos um efeito de colimagdo mais robusto, conforme detalhado & seguir.
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80 1 —_— ] = —15°
- a;=0°
601 — a1 = 45°
« a1 =90°
40 1
—~ 201
w0
=
Z 0
o0
S~—
2
20 -
_40 4
_60 4
780 .
—80 —60 —40 —20 0 20 40 60 80
¢1 (graus)
Figure 26: ¢o como fungao de ¢ para a3 = —15° (curva tracejada e pontilhada preta),

0° (curva tracejada vermelha), 45° (curva continua azul) e 90° (curva pontilhada verde).
Em todos os casos, ay = 72° ¢ E = 100 meV.

feixes para ¢; = £60 sao totalmente refletidos, pois estao fora do intervalo permitido
para essa configuracao. As retas em azul claro representam os raios refletidos, nos quais

observamos reflexao especular apenas para «; = 0°, conforme discutido anteriormente

(veja Eq. (B-10)).
5.2 Pacote de onda gaussiano bidimensional

Neste trabalho, sera utilizado num PO gaussiano simétrico de largura d, cen-

trado em 7y = (zo, Yo), que é dado por

1 (v —20)® (W—w) .~ -
v 0) = - — ko - 7. 5.1
(ZE,y, ) d\/ﬂexp[ 242 22 + ko T ( )
Para uma dada energia E, o moédulo do vetor de onda médio ko = |%0|(COS 0, send) é
obtido da relacao de dispersao
nk2, Wk, | Blkook - 29 29 0 send
g ke | ko, | Wokoskoy h2|k0|2(cos 4 Sen’d | cosfsen > (5.2)
241, 241, Hay 241y 241, Py

Assumindo o angulo de incidéncia ¢ como dado, obtemos o valor de  através da Eq. (3.42)).
A transformada de Fourier da Eq. (5.1]) é dada por

~ 1 ky — kog)?d? k, — koy)?d*> - -
\If(kx,k’y) = (271')_2 eXp | — ( 20 ) - ( Y 20y) k : :|7
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Figure 27: Trajetérias de elétrons com angulos de incidéncia dados por ¢; = +30°, +45°

e £60° para diferentes valores de oy e g = 72°. Os valores de utilizados para «; sao (a)
—15°, (b) 0°, (c) 45° e (d) 90°.

isto é, uma gaussiana no espago reciproco centrada em /;0, cuja largura é 1/d.

Na Secao 3.2, concluimos que a direcao de propagacao de ondas planas em
sistemas descritos pelo Hamiltoniano da Eq. corresponde a direcao da velocidade
de grupo v, cujo angulo é dado por ¢. Entretanto, ao superpor ondas planas deste tipo,
formando um pacote de onda como o da Eq. , temos uma distribuicao de vetores de
onda com largura Ak = 1/d em k, e k, e centrada em /;0, que por sua vez, corresponde
a uma velocidade de grupo 4, obtida a partir da Eq. , com k = lgo. Devido a
forma da funcao @(E) (Eq (5-3)), os valores de k, que possuem contribuigao significante
para a superposicao, que forma o PO, estao no intervalo k, — Ak < k, < k, + Ak.
Isto corresponde a dois vetores velocidade na elipse de energia F, denotados por 173)[ para
k, £ Ak, onde os valores de k, sao obtidos da Eq. (ambos com o sinal positivo)
substituindo k, por k, £ Ak. Devido a assimetria da elipse, o angulo entre ¥ e ¥ ¢é
diferente do angulo entre iy e 7j;, 0 que ocasiona em uma assimetria na distribuigao dos
angulos das velocidades de grupo. Assim, a diregao de propagagao do PO é, em geral,
diferente da direcao de 7. A Figura mostra o desvio angular total § = |¢pT —¢|—[p™ — 9|

em funcao de ¢. A direcao de propagacao do PO se aproxima de ¢, quando seu valor



73

correspondente de /;0 situa-se um um ponto da elipse cuja curvatura é pequena, onde ha
uma maior simetria em relacao a vy e v+, conforme mostrado nas elipses da Figura
para um inclinacao dos EA de a = 30° e ¢ = 0°, —30° e —60°. E possivel observar que,
dentre os valores de ¢ ilustrados, o de —60° é o que possui a maior simetria para o valor
de «a escolhido. Portanto, o formato da superficie de energia constante em um problema
genérico é importante na determinagao da direcao de propagacgao de um PO, fato que
nao teve muita atencao em problemas com massa efetiva isotrépica, ja que a superficie de
energia constante é sempre Simétric. Vale mencionar que se /;0 tiver a mesma direcao
de a1, mesmo sendo um ponto de curvatura altissima, a diregao de propagacao do PO

corresponde a vy, ja que este esta situado em um ponto simétrico da elipse.

I

10 I
k, h

I

]

1 —
] k,
-5 - I -
| 0,
l —
I Yo
| Uy
-10 1 | ¢ = —30°
T I T T T T T T T T
—80 —60 —40 —20 0 20 40 60 80
¢ (graus)

Figure 28: Desvio ¢ em funcao de ¢ para a = 30° (curva tracejada vermelha). Zooms
das elipses de energia constante sao mostradas para os angulos de incidéncia ¢ = 0°,
—30° e —60° (indicando com uma seta o ponto correspondente na curva § X ¢)
juntamente com os vetores EO, Up € 175:. Os valores dos desvios correspondentes a cada
angulo sao: §(0) ~ 4,45° 0(—30) =~ 1,16° e 6(—60) ~ —0,37°. As manchas vermelhas
centradas no ponto %0, mostradas em cada um dos zooms das elipses, correspondem a

funcao \i/(lg) dada pela Eq. (5.3)), para £ = 100 meV e d = 100 A.

E importante mencionar que, o valor de § nao determina de forma precisa o
desvio angular do PO, ja que este também possui contribuigoes fora da elipse, como pode
ser observado nas manchas vermelhas em torno de ko nas elipses mostradas na Figura .
A Figura 29 mostra uma comparagao entre o angulo de @y (correspondente as trajetérias
cléssicas) e o angulo descrito pelo CM do PO gaussiano obtido através do método split-

operator, onde foram escolhidos os mesmos angulos da Figura [28] confirmando o fato

2Uma circunferéncia no caso 2D.
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de que ¢ = —60° possui a melhor concordancia dentre os trés casos em relagao as suas
trajetorias classicas. As trajetorias dos POs na Figura 29| correspondem a posigao do CM

para cada instante de tempo .
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‘\‘ -=== ¢ = —60° (Trajetéria Cldssica)
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Figure 29: Comparagao entre as direcoes de propagacao de um PO obtidas pelo método
split-operator e suas trajetdrias classicas correspondentes. Para ¢ = 0°, trajetéria
classica é mostrada na curva continua vermelha e a trajetéria do CM do PO nos
triangulos vermelhos. Para ¢ = —30°, trajetdria cléssica é mostrada pela curva
tracejada e pontilhada verde e a trajetoria do CM do PO pelas cruzes verdes. Para

¢ = —60°, trajetoria classica é mostrada na curva tracejada azul e a trajetéria do CM
do PO nos pontos azuis. Em todos os casos, usamos E = 100 meV e d = 100 A. O
desvio angular obtido é de, aproximadamente, 7,94° para ¢ = 0°, 2,23° para ¢ = —30° e
—0,07° para ¢ = —60°.

5.3 Propagacao de pacotes de onda em fronteiras de grao

Utilizando o método split-operator, simulamos a propagagao de um PO gaus-
siano em um sistema que apresenta duas regioes com orientacoes cristalograficas diferentes,
isto é, a1 # ap. Dentro do modelo de massa efetiva, a diferenca na orientacao dos EA
se reflete apenas no valor das massas efetivas reduzidas fi,, p, € ftzy em cada regiao. A
extensao do método para este tipo de sistema é feita de forma imediata ao considerar que
as massa efetivas reduzidas sdo agora fungoes do espago, o que implica em p, — . (7),
onde o indice ¢ varia na diregdo z, ja que a FG é ao longo de y (veja a Segao . Da
mesma forma, temos também i, (i) e (). Supondo que a FG se situa em z = 0,
onde —L,/2 < x < L,/2 no grid computacional, temos que para x < 0, p;(1) = i1,
1y () = fy1 € pay(i) = payr, € para x> 0, p1,(i) = fian, fy(1) = fly2 € flay(i) = fay2. O
indice 1 (2) se refere as massas efetivas reduzidas das Eqs. para a = ag (= ag).

Os valores de a; e ap escolhidos sao baseados em configuragoes estudadas nas referéncias
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[34, 35]. Foram escolhidas um exemplo de cada referéncia, as quais sdo mostradas na
Figura [30] A razao de se escolher a configuracao 1 se deve ao fato de que, dentre aos
casos estudados na referéncia [34], esta apresenta a menor energia de formagao, fazendo
com que seja o caso mais provavel de se ocorrer dentre os estudados. A configuracao 2
foi escolhida porque, dentre as FGs assimétricas estudadas na referéncia [35], esta possui
a maior diferenca entre os angulos dos dois dominios, de modo que podemos investigar a
influéncia da anisotropia no problema de uma forma mais clara. Na Figura |[30(a), temos
uma FG simétrica com um angulo de misorientacao dado por 71,1°, que é o angulo total
entre as duas regioes (|ag|+|az|), 0 que nos dd a; = 71,1°/2 e apy = —71,1°/2. Na Figura
30(b), temos uma FG assimétrica com um angulo de misorientacao dado por 37,42°, o

que nos dd a; = 0° e ap = 37,42°. Para todos os resultados a seguir, utilizamos os valores

() HI I (D) ]

~ T

Figure 30: FGs em fosforeno tiradas das referéncias (a) [34] e (b) [35]. Em (a) os
angulos dos EA sao dados por a; = 71,1°/2 e ag = —71,1°/2 e em (b) temos a3 = 0° e
(i = 37,42°.

E =100 meV,d =100 A, Az = Ay = 7,00 A, At = 0,7 fs, L, = L, = 3000 A= 300
nm (tamanho do sistema) e as massas efetivas sao as fosforeno obtidas no Capitulo [2|
As condigoes de contorno escolhidas foram as de paredes rigidas (A = 0), de modo que
fizemos o sistema grande o suficiente a fim de evitar efeitos de borda.

A Figura [31) mostra instantes de tempo sucessivos de |¥(x,y,t)|* para a con-
figuragao da Figura (a) para um angulo de incidéncia ¢; = —45°, onde a linha trace-
jada amarela representa a trajetéria classica. Podemos observar que o PO é total-
mente transmitido. Se observarmos a expressao da probabilidade de transmissao obtida
das Eqgs. e , vemos que estas dependem de fi;1, flz2, E € k, (pois, k1 e
Ko também dependem somente dessas varidveis). Porém, para qualquer configuragao
simétrica (a2 = —ay), a Unica massa efetiva reduzida que se altera é fi,,, de modo que
todas variaveis mencionadas anteriormente sao iguais em ambas as regioes. Isso implica
em T = 1, explicando o fato de haver a transmissao total observada na Figura |31l De

modo a termos uma descricio mais quantitativa, calculamos os valores esperados (z) e
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Figure 31: Evolugao temporal de |¥(z,y,t)|* no espago real em instantes de tempo
sucessivos para a; = 71,1°/2 e ag = —71,1°/2. O angulo de incidéncia é ¢; = —45° e a
posicao inicial do CM é o = —400 Ae yo = 300 A. A linha pontilhada amarela
representa a trajetéria classica. Vale mencionar que a escala no eixo z é diferente para
os quatro tempos sucessivos, onde o maximo da escala corresponde ao valor maximo de
|U|? para cada instante diferente. Isto foi feito por questoes de visualizacio, j4 que em
instantes sucessivos sua amplitude cai de forma consideravel, conforme mencionado na

Segao

(y) do CM em fungao do tempo. Na Figura [32(a) vemos que () cresce linearmente em
t partindo de 2y = —400 A, de modo que a velocidade do CM é constante. Isso porque
a velocidade de grupo é igual em ambas as regioes, ja que p, é o mesmo. J& (y) comega
decrescendo de 3y = 300 A e apés atingir a interface comeca a crescer. Esta tltima con-
clusao caracteriza uma refragao negativa, ja que o angulo de incidéncia e o de refracao
possuem sinais opostos. Além disso, calculamos também as probabilidades de transmissao
e reflexao em funcao do tempo. As probabilidades de transmissao e reflexao de um PO

em um dado tempo ¢ sao dadas por

y/2 Ly/2 - Ly/2 0 .
5 dy ) a9 )P fL:/Qdny/de\\If(r,t)P

Lu/2 Lz /2 _ 9 € y/2 Ly/2 (5'4)
f Ly/2 dy | La /2d$|\1’(7”7t)| I /2 dy |~ I /de\\lf 7, t)|?
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com Ly, sendo o comprimento do sistema total ao longo do eixo x(y). Como podemos ver
na Figura (b), a transmissao vai a4 1, de modo que a transmissao vai a zero, mostrando

que, de fato, ha transmissao total. Calculamos também a trajetéria do seu CM em cada

(@) w — (b)

r<z>
o~ 1250 —_—<y> R
o — T
— 1000 [}
E o
<
O o '_9
= o
o Qo
o) <
Q S
o] —
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0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
t (fs) t (fs)

Figure 32: (a) Posicdo do CM correspondente ao caso da Figura |31/ onde a curva
tracejada vermelha (tracejada e pontilhada azul) representa a coordenada x (y) do CM.
(b) Probabilidades de reflexao e transmissao correspondente ao caso da Figura 31| onde a
curva tracejada vermelha (tracejada e pontilhada azul) representa a probabilidade de
reflexdo (transmissao) do PO.

regiao separadamente, como mostrado na Figura |33 utilizando a expressao da média de

x e de y do CM na regiao da esquerda, que é dada por

Ly Ly * =
), = f L.y2 4T z [” L//2 dyV (7, t)*x V(7 t) . = f L,/2 4T z [” L//2 dyW (7, t)* yW (7, t)
L= Ly/2 Ly N L= .72 7,72 .
- L//2dxf_L£/2d?/|‘I’<Tat)|2 I L//2 z [” L//Qd | W (7 t)|?
5.5

Para a regiao da direita, temos

o P de [N, dy (7 1) U (7 1) y i7" de 5%, dy vyt
T)r = Ly L, - € Y)r = L. z,
fL/deffL:%dyN’(Tvt)P fL/Zd fL//2dy|\If(r t)[?

(5.6)

Vemos que a trajetéria classica fita muito bem a trajetoria do PO, ja que o valor de ¢,

corresponde a um ponto na elipse de energia constante que possui uma pequena curvatura
conforme indicado acima da trajetoria correspondente na Figura (33|

Para a FG assimétrica, mostrada na Figura [30|(b), a transmissdo do PO serd

diferente se considerarmos que este se propaga da regiao 1 para a 2 e vice-versa. Isso

porque o valor de o em cada regiao tem uma forte influéncia na transmissao dos elétrons,

conforme discutido no final da Se¢ao[3.2] A fim de explorar essa diferenca, iremos analisar

os dois casos. No caso de uma propagacao da regiao 1 para a 2 (a; = 0° e ap = 37,42°)

escolhemos ¢; = 60° (veja a Figura [34). Podemos observar que a reflexdo é especular,
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Figure 33: Trajetéria do CM correspondente ao caso da Figura . A curva tracejada
azul claro representa a trajetoria classica. A curva tracejada e pontilhada azul
(pontilhada vermelha) representa a posigao do CM a esquerda (direita) da FG em z = 0.
As elipses de energia constante estao representadas em cada regiao, juntamente com os
vetores velocidades do PO incidente, refletido e transmitido.

ja que a; = 0°. Na Figura (a), vemos que (z) cresce linearmente, mostrando que as
componentes x da velocidade de grupo dos pacotes refletido e transmitido se somam de
modo a deixar a componente = da velocidade do CM total constante no tempo. Ja (y),
apresenta dois crescimentos lineares em ¢t conectados por uma regiao que varia suavemente
de uma inclinacao para outra. Isso mostra uma mudanca suave na componente y da
velocidade de grupo antes e depois de atingir a interface. A probabilidade de transmissao
(& 0,6) neste caso é maior que a de reflexdo, como mostrado na Figura [35(b).

A trajetéria do CM é mostrada na Figura[36] A dire¢ao de propagagio do PO
refletido coincide com boa precisao com a trajetoria classica, ja que o valor de ¢y, corre-
sponde a um valor de lgl,. situado em um ponto de pouca curvatura na superficie de energia
constante, o que é diferente para o PO transmitido, conforme mostrado, respectivamente,
nas elipses tracejada azul e pontilhada vermelha da Figura [36]

Para simular a propagagao no sentido inverso ao da Figura [34] consideramos
que o PO incide da regiao 1, porém sob uma reflexao no sistema em torno do eixo y,
obtendo ay = —37,42° e ap = 0°. Isto é equivalente a um PO vindo da regiao 2 no caso
anterior. Na Figura 37, consideramos o mesmo angulo de incidéncia ¢ = 60°. Para esse

valor, o vetor k; se situa em um ponto com baixissima curvatura, fazendo com que a
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Figure 34: Evolugao temporal de |¥(z,y,t)|* no espago real em instantes de tempo
sucessivos para a; = 0° e ap = 37,42°. O angulo de incidéncia é ¢; = 60° e a posicao
inicial do CM é 2y = —400 A e yo = —600 A. A linha pontilhada amarela representa a
trajetoria classica.
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Figure 35: (a) Posigdo do CM correspondente ao caso da Figura |34 onde a curva
tracejada vermelha (tracejada e pontilhada azul) representa a coordenada x (y) do CM.
(b) Probabilidades de reflexao e transmissao correspondente ao caso da Figura |34 onde a
curva tracejada vermelha (tracejada e pontilhada azul) representa a probabilidade de
reflexdo (transmissao) do PO.
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Figure 36: Trajetoria do centro de massa correspondente ao caso da Figura . A curva
tracejada amarela representa a trajetoria classica. A curva tracejada e pontilhada azul
(pontilhada vermelha) representa a posigao do CM a esquerda (direita) da FG em z = 0.
As elipses de energia constante estao representadas em cada regiao, juntamente com os
vetores velocidades do PO incidente, refletido e transmitido.

direcao de propagacao do PO incidente coincida perfeitamente com a trajetéria classica.
Podemos ver que, ao contrario do caso anterior, podemos observar uma reflexao total,
ja que o valor de ¢; escolhido corresponde a um vetor de onda, cuja componente y nao
possui um estado acessivel na regiao 2, de acordo com a discussao feita na Subsecao
para |ai| > |as|. Isso pode ser observado na Figura [37, onde vemos a auséncia
de um PO transmitido. A reflexdao total para este caso é confirmada com o fato de
que (x) é sempre negativo, de modo que o PO nao atravessa a interface (veja a Figura
38(a)). A Figura [3§(b), mostra que a probabilidade de transmissao é sempre nula, com
excessao de um pequeno intervalo de tempo que corresponde ao momento em que o PO
estd em contato com a interface. Isso mostra que ha uma pequena penatracao na regiao
2 e, posteriormente, a transmissao vai a zero novamente, comprovando que ha, de fato,
reflexao total.

A trajetéria do CM é mostrada na Figura[39) A dire¢ao de propagagiao do PO
incidente coincide perfeitamente com a trajetoria classica, porém o refletido tem um desvio
consideravel. Isso porque ¢y, corresponde a um valor de Eh« situado em um ponto de alta
curvatura na superficie de energia constante, conforme mostrado na elipse tracejada azul

da Figura[39 Além disso, podemos ver que a reflexao nao é especular, pois ag # 0° e 90°.
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Figure 37: Evolucao temporal de |¥(z,y,t)|? no espaco real em instantes de tempo
sucessivos para a; = —31,42° e ay = 0°. O angulo de incidéncia é ¢; = 60° e a posicao
inicial do CM é 2y = —500 Ae yo = —400 A. A linha pontilhada amarela representa a
trajetoria classica.
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Figure 38: (a) Posicdo do CM correspondente ao caso da Figura |37 onde a curva

tracejada vermelha (tracejada e pontilhada azul) representa a coordenada = (y) do CM.

(b) Probabilidades de reflexao e transmissao correspondente ao caso da Figura |34 onde a

curva tracejada vermelha (tracejada e pontilhada azul) representa a probabilidade de

reflexdo (transmissao) do PO.
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Uma observacao que vale para todos os casos desta secao é que o PO sempre
se alarga na direcao perpendicular a orientacao da respectiva regiao. Isso porque, a
velocidade de fase é inversamente proporcional a massa efetiva, de modo que o alargamante
mais rapido em uma dada direcao é resultado do menor valor de massa efetiva nessa mesma
direcao. Essa disperao também resulta na diminuicao da amplitude do PO com o tempo,

conforme discutido na Secao [4.1] do capitulo anterior.
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Figure 39: Trajetoria do centro de massa correspondente ao caso da Figura . A curva
tracejada e pontilhada azul (pontilhada vermelha) representa a posicao do CM a
esquerda (direita) da FG em o = 0. A curva tracejada amarela representa a trajetéria
classica. As elipses de energia constante estao representadas em cada regiao, juntamente
com os vetores velocidades do PO incidente, refletido e transmitido.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A introducao no Capitulo [l foi feita partindo de uma breve discussao sobre
materiais 2D, a estrutura cristalina do fosforeno, mencionando algumas aplicacoes tec-
nolégicas e técnicas de fabricacao e concluindo com uma breve secao que discute, de
forma geral, defeitos cristalinos em materiais 2D. Ao explorar sua estrutura cristalina, a
Secao procura construir o fésforo negro passo a passo, partindo do atomo de fésforo,
mencionando o tipo de hibridizacao ocorrida e a distribuicao eletronica resultante do ma-
terial. Ainda na Secao definimos as diregoes armchair e zigzag, que desempenham um
papel importante na discussao de qualquer calculo ou medida que explore a anisotropia
deste material. Em seguida, foram mencionadas algumas de suas aplicagoes tecnologicas,
dando um pouco mais de énfase aos FETs. Algumas técnicas de fabricacao do fosforeno
foram mencionadas destacando-se suas vantagens e desvantagens. Por fim, foram discu-
tidos brevemente alguns dos defeitos mais recorrentes em cristais 2D, separando-os em
defeitos pontuais e lineares, juntamente com algumas mengoes a trabalhos recentes que
reportam alguns desses defeitos em grafeno e fosforeno.

No Capitulo[2] obtemos a estrutura de bandas do fosforeno pelo método tight-
binding. A partir deste, foram feitas duas aproximacoes que resultaram nos modelos
continuo e de massa efetiva. Uma comparacao entre os trés modelos foi feita de modo
a justificar o uso do modelo de massa efetiva que, apesar de simples, espera-se uma
boa concordancia com os demais para baixas energias. Os calculos feitos neste capitulo
tiveram como objetivo encontrar o valor das massas efetivas para o elétron, que foram
usadas diversas vezes no restante deste trabalho.

O objetivo fundamental deste trabalho é mostrar o efeito de FGs no transporte
eletronico do fosforeno. Com isso em mente, a abordagem mais simples e a primeira a
ser feita é a de considerar elétrons balisticos e calcular a probabilidade de transmissao
utilizando a equagao de Schrodinger. Isto é feito no Capitulo[3] onde foi feita uma extensao
da teoria encontrada em grande parte dos livros-texto de mecanica quantica introdutoria.
Um outro tipo de resultado importante discutido nesse capitulo é a relacao entre os
angulos de incidéncia, de reflexao e de transmissao, além da possibilidade de reflexao
total para certas configuracoes e angulos de incidéncia o que, por si so, é interessante ja
que nao ha barreiras de potencial que reflitam ou refratam esses elétrons, mas somente
uma diferenca na orientacao cristalografica entre duas regides no material. Também foi
visto que, em sistemas anisotrépicos, a diregao de propagacao dos elétrons é diferente do

vetor de onda, ja que é a velocidade de grupo que dita a direcao do fluxo de particulas,
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isto é, é proporcional a densidade de corrente de probabilidade.

O Capitulo (4] introduz o conceito geral de pacote de onda. Em seguida, o
método split-operator é discutido em detalhes, o qual é utilizado para obter-se a propagacao
de pacotes de onda no espaco real.

Por fim, no Capitulo [§] analisamos a refracao anfotérica em FGs presentes
em fosforeno e a propagacao de um pacote de onda gaussiano bidimensional em um
sistema descrito por um Hamiltoniano com a forma mostrada na Eq. . Vimos que
a diregao de propagacao que corresponde aos elétrons balisticos ¢ diferente da observada
pela evolugao de um pacote de onda gaussiano obtido pelo método split-operator, isto
quando o vetor de onda se situa em um ponto com uma curvatura apreciavel da superficie
de energia constante. Isso dd origem a uma assimetria na distribuicao das velocidades das
ondas planas que compoem o pacote de onda. Em seguida extendemos o método para
calcularmos a propagacao em FGs como o objetivo de provar alguns conceitos e resultados
obtidos nos capitulos precedentes. Foi possivel concluir que os resultados obtidos com o
split-operator sao semelhantes aos obtidos considerando-se elétrons balisticos, onde as
divergéncias encontradas sao explicadas pela curvatura das elipses de energia constante.

Resultados calculados como o deste trabalho tem como objetivo inicial estender
a teoria de transmissao de elétrons pela equagao de Schrodinger. Isso é importante tanto
do ponto de vista académico como de aplicacoes tecnolégicas, pois resultados fundamentais
como esses ajudam a dar um pouco de intuicao em cédlculos mais complexos e resultados
experimentais nesse tipo de sistema.

Um proximo passo a ser feito na linha de raciocinio deste trabalho é imple-
mentar o método split-operator dentro do modelo continuo, onde as funcoes de onda sao
espinores, da mesma forma j& estudada no grafeno [47, 52]. Como os resultados deste
trabalho nao levam em conta a granularidade do material, seria interessante acrescentar
as discussoes feitas aqui com a implementacao de algum método mais sofisticado para a
evolugao de pacotes de onda (feita para o grafeno na referéncia [53]), de modo a investigar
o efeito do formato das FGs no espalhamento de pacotes de onda ao atingirem a interface.
Célculos de transporte eletronico dentro do modelo tight-binding também podem comple-
mentar a discussao feita aqui, envolvendo, se necessario, calculos de primeiros principios
que podem acrecentar a descricao ou até mesmo obter uma precisao maior nos resultados
obtidos. Vale mencionar que, os trabalhos tedricos ja existentes na literatura até o mo-
mento que envolvem FGs em fosforeno estudam somente as propriedades eletronicas, isto
é, estrutura de bandas, densidade de estados, etc; porém, até hoje, calculos de transporte

ainda nao foram reportados neste material.
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