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RESUMO

O presente trabalho de dissertagao de mestrado destina-se a estudar o problema de fron-

teira livre que surge como limite dos problemas singulares aproximados

Lu = div(A(x)Vu) = I'(x)5.(u) em )
U= em Of)

onde §2 e ¢ sao suficientemente suaves, a matriz coeficiente A = A(z) é Holder continua, I'
é estritamente positiva, limitada e continua, 5. converge para a Delta de Dirac dg, quando
¢ tende a 0%,

Naturalmente, buscamos estabelecer propriedades uniformes em ¢ para as solugoes u. dos
problemas e-pertubardos acima. Propriedades de regularidade serao transportadas para a
solucao do problema limite. Sera obtida a convergéencia, na distancia Hausdorff,de alguns
dos conjuntos de niveis {u. > €}. Assim, a solugao limite e sua fronteira livre usufruird das
mesmas propriedades geométricas associadas ao minimizantes u., do problema variacional
acima.

Além disso, estabelecemos uma condicao de fronteira livre no sentido integral.

Palavras-chave: Problemas de fronteira livre. Perturbagoes singulares. Limite.



ABSTRACT

This master thesis intents to study the Free Boudary Problem arising as a limit of the

singular approximated problems

Lu = div(A(x)Vu) = I'(x)5.(u) em )
U= em Of)

where © and ¢ are smooth enough and the matrix coefficient A = A(z) is Hélder con-
tinuous, I' is strictly positive, boundary and continuous; and (. converges to the Dirac
delta &g, as € goes to 0.

Naturally, we pursue establish uniform properties in ¢ for the solutions wu. of the e-
pertubated problem above . Regularity properties will be transported to the solution
of the limit problem. it will be obtained the convergence, in the Hausdorff distance, of
some level sets {u. > €}. Thus, the limit function and its free boundary will enjoy the
same geometric properties associated to the minimizers u., of the variational problems
above.

Moreover, we establish a free boundary condition in the integral sense.

Keywords: Free boundary problems. Singular perturbations. Limit.
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Notacoes
.  é um subconjunto aberto, limitado e conexo de R¥;
B,(x¢) é uma bola aberta de centro zg e raio r
kB, (x0) = Bpr(x0), k > 0;
v denotara um vertor unitario normal a uma superficie S.;

Se X ¢ um conjunto em R”Y, denotamos X = intX;

M(Q) = {u; p é uma medida de Radon em Q};

definida por

0" (A, a) = limsu
(49) r— s(s)rs

onde I'(s) = [ e "2* ' dx ¢ a fungio Gamma.
Ns(E) ={z e RY : dist(z,E) < 0}, E C RY;
(-,-) é o produto escalar usual em RY;

ut = max(u,0), u~ = max(—u,0);

Xs € a funcao caracteristica do conjunto S;
1

uw(x)dr = ——— u(z) dz.
]{BT(ggo) | B (20)| By (o)

15.

16.
17.
18.
19.

B} = Bs (x), u(z.) = e d. = %dz’st(xs, o0)

Qo ={r€Q:0<u(r) <a}ed,=dist(x,08,).
QF =0\ Q, ={r€Q:u(zr) >a}l

A= dist(Q),09Q), onde Q' CC Q

|S| ¢ a medida N-dimensional de Lebesgue do conjunto S em RY;

HN1(S) ¢ medida de Hausdorff (n-1)-dimensional do conjunto S;
Se0 < s< oo, ACRY eac RY, adensidade s- superior de Hausdorff de A ¢é
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1 INTRODUCAO

Uma importante questao em matematica é se, dados 02 uma hipersuperficie
suave e compacta em R”, ¢ : 9 — R uma funcao nao-negativa, e Q : © — R uma funcio
limitada e estritamente positiva, podemos encontrar uma outra hipersuperficie compacta

T :=0Q" C Q de modo que o seguinte problema eliptico,

Lu=0 em Q\
u=¢ em 0f)
u=0, u,=0Q em T

onde v o vetor interno normal unitario a T, seja solivel. Note que, além de u ser uma
incognita, a regiao aonde a equacao é satisfeita também ¢é, a principio, desconhecida.
Assim, chamamos a fronteira da regiao procurada, Y, de Fronteira Livre do Problema.
No presente trabalho iremos apresentar uma técnica de pertubacao singular usada
para atacar esta classe de Problemas de Fronteira Livre.
Comecemos com alguma motivagao: Para simplificar, assumimos que L = A,

@ =1 e que u é uma solugao para o problema

Au=0em Q\Q
u= em 0N (1.1)

u=0, u,=1em 7.

Estendendo u por 0 em €, obtemos, via principio do méximo, que u > 0 em €, e a
fronteira livre do problema se torna T = d{u > 0}. Entao u satisfaz,
1. Au=0 em {u > 0},
2. Au=0 em {u=0}
3. u, =1 em 0{u > 0}.
Se 0{u > 0} é suave e B é uma bola centrada em d{u > 0} entao pelo Teorema

do divergente, obtemos

/ Auwyp de = / u, dH L = / Y dH !
B Bno{u>0} Bno{u>0}

para toda 1 € C§°(B). Neste caso, Au =1 em d{u > 0}, no sentido da medida. Assim,
Au tem o mesmo comportamento que a medida Delta de Dirac, ¢y suportada na origem.

Portanto, podemos dizer que u satisfaz , no sentido da medida, a seguinte EDP,
Au = do(u). (1.2)

Mais ainda, Au é uma medida de Radon suportada na fronteira livre T.
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Note que a equacao [1.2| é uma equacgao singular, entao questao agora é: Como
desenvolver uma teoria de existéncia e regularidade para esta equagao?

Dado um potencial f, sabemos que o minimo do funcional

I0) = [ 5190 + 7o)

se existir, deve satisfaz a equacao

Au = f (u).

Olhando de volta para a equacao (1.2 queremos que nosso pontencial satisfaca

Portanto, a funcao cuja derivada é a delta de Dirac é a fungao Heaviside, dada por
X(0,400)(T), s€ T # 0, € % em 0 . Assim, dando uma abordagem variacional ao problema,
vemos que encontrar uma solugao u para (1.2, é, na verdade, encontrar um minimizante

para o funcional descontinuo
1 2
J(v) = §|VU| + X{v>0} d.
Q

dentre as fungoes u € H'(2) com u = ¢ em 9.

Uma vez que o funcional J é descontinuo, nao é possivel usar a teoria classica do
calculo das variacoes para encontrar encontrar um ponto critico que minimiza J. Tal
minimizante é entao construido como limite de pertubagoes singulares. Isto é, considere-
dando {f.}.~0 uma aproximacao da identidade para a medida delta de Dirac suportada

na origem, as solucgoes u., dos seguintes problemas

Au = f-(u) em
u= em 02,

convergem para a solugao ug da equagadl.2]e portanto, ug é também solugao do problema
de fronteira livre original [[.I} A teoria de existéncia e regularidade para o problema de
fronteira livre limite é desenvolvida analisando o comportamento assintético das solugoes
u. e de seus conjuntos de niveis O{u. > £} em 2. Podemos encontrar esta teoria comple-
tamente desenvolvida para o operador Laplaciano em ALT, HW. ; CAFFARELLI, L.A.
(1981) e CAFFARELLI, Luis A ; SALSA, S. (2005

Neste trabalho, apresentamos a teoria de existéncia e regularidade, desenvolvida
em MOREIRA, Diego R ; TEIXEIRA, Eduardo V. (2007), para a equagao na forma

div(A(x)Vu)



13

onde a matriz A(z) é apenas Holder continua. Neste artigo, os autores usam técnicas
similares as usadas no caso Laplaciano para estudar o problema de fronteira livre que é

aproximado pelos seguintes problemas de Dirichlet

div(A(z)Vu) = Th.(u)  em (1.3)
U= em Of). |

onde 2, um dominio limitado de R™, e ¢ sdo suficientemente suaves, I' € L*({2) e estrita-
mente positiva , e a matriz coeficiente A = A(x) é Holder continua e . é uma aproximagao

da identidade da medida delta de Dirac, dg, no sentido de que

com (€ C5°([0,1]) e folﬁds =1.

A ideia é que a equacao [I.3] aproxima o problema de fronteira livre

div(A(x)Vu) =0 em QF :={z € Qu(x) > 0} (1.4)

(A(z)Vu, Vu) = 2I' ao longo da fronteira livre 9{u > 0} N . (1.5)

em um certo sentido que serd discutido mais adiante.

Informagoes sobre o problema de fronteira limite, tais como regularidade e propri-
edade geométricas da funcao limite e sua fronteira livre, podem ser obtidas através das
propriedades de u. e dos conjuntos de niveis d{u. > £} que sdo uniformes em ¢.

Embora tenhamos dados de contorno suficientemente suaves, estamos interessados
em estabelecer regularidade interior. Assim, nossas estimativas e-uniforme serao estima-
tivas de cardter local. Isto é, estabelecidas para subdominios Q' CC €.

Em MOREIRA, Diego R ; TEIXEIRA, Eduardo V.| (2007) os autores fazem uma
abordagem detalhada da condicao de fronteira livre em quatro sentidos: sentido integral,
sentido da medida, sentido pontual e no sentido da viscosidade. Também desenvolvem
um estudo sobre a regularidade da Fronteira Livre do Problema mostrando que a mesma
é C1, assumindo regularidade Lipschitz em Q para a matriz coeficiente A = A(x).

Entretanto, no presente trabalho estabeleceremos a condicao de fronteira livre ape-
nas no sentido integral, dando uma certa continuidade a abordagem variacional dada ao
problema durante todo o trabalho. Estudos sobre a regularidade da fronteira livre serao

esperancosamente deixados para trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

Nossas equacoes de estudo sao regidas por operadores uniformemente elipticos de
segunda ordem. Entao, nesta se¢ao apresentamos alguns resultados cléssicos da teoria de

operadores elipticos de segunda ordem que serao usados durante todo este trabalho.

2.1 Operadores elipticos

Vamos trabalhar com operadores da forma,

Lu=>ay(z Dmu—FZb )Diu + c(x)u. (2.1)

1,7

Lu:Z(a” )D;u) . —I—Zb )Diu + c(x)u. (2.2)
i,J
onde z € R". Dizemos que operador L esta na forma Nao-divergente quando L se escreve

como em 2.1} Se L se escreve como em 2.2 dizemos que L estd na forma Divergente.

Definicao 2.1. Um operador L, ou na forma Divergente ou na forma Nao-divergente, é

dito ser uniformemente eliptico, em um aberto (2, se existe uma constante A > 0 tal que

Al < Z% )& < €]

VEER” eVa € Q. F as constantes 0 < X < A sao chamadas constantes de Elipticidade.

Neste trabalho estaremos interessados em operadores da forma (2.2) sem os termos
relacionados a b;(x) ou ¢(x), i.e, o operador diferencial na forma divergente associado a

matrz A, que serd denotado a partir de agora por
Lu = div(A(x)Vu).

onde a matriz A(x) = [a;;(z)] serd fixada a partir da seccao 3.

Quando necessario, para enfatizar a dependéncia da matriz, escreveremos
Lp(u) = div(B(x)Vu).
Definigao 2.2. Uma fungio u € H'(Q) € dita ser uma solugao fraca da equagao

= I'(2)f:(u) (2.3)



15

Se

/Q (A@)Vu, Vi) + T(@)Bew)p) dr =0, Vi € CF(Q).

Observacao 2.3. Quando a igualdade integral acima for satisfeita para (>,<) e para
toda ¢ € C3° () nao-negativa, dizemos que u € uma supersolugdo ou subsolugao, respec-

tivamente.

Teorema 2.4. (GILBARG, David ; TRUDINGER, Neil S.| (2015), Teorema 8.1-Principio
do Méximo Fraco). Seja u € H'(Q). Entao,

Lu>0= supu <supu”
Q o0

Lu<0=infu>infu".
Q 0

Corolario 2.5. (GILBARG, David ; TRUDINGER, Neil S. (2015) Teorema3.3- Principio
de comparacao)

Seja L eliptico em Q com c(z) < 0 em Q. Suponha que u,v € C%(Q) N C°(Q)
satisfazendo Lu = Lv em €, u = v em 0X). Entdo u = v em Q. Se Lu > Lv em § e

u<wvem 02, entao u < v em €.

Teorema 2.6. (HAN, Qing ; LIN, Fang-Hua.| (2000), Teorema 4.17-Desigualdade Har-
nack de Moser)

Seja u solugao fraca nao-negativa de
Lu = g(x) em Q.

Suponha que g € LY(S2) para algum q >

|3

. Entao, existe C' = C(n,\,A,q) >0

sup u < C| inf w+ 7’2_%||g||Lq(Br(ﬂfo))
By (z0) B%(xO)

para cada B,(xy) CC €.

Lema 2.7. (GILBARG, David ; TRUDINGER, Neil S.| (2015), Lema 3.4- Lema de Hopf)
Assuma que L na forma nao-divergente, uniformemente eliptico e € tal que Lu > 0 em 2
com c(x) =0 em Q. Seja xy € I tal que:

i) u € continua em xq;

i) u(zo) > u(z) para todo x € Q;

it1) O satisfaz a propriedade da esfera interior.

Entao vale,
- —t
lim u(zg) — u(xg — tv)
t—0+ t

> 0.
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onde v € o vetor normal exterior a 92 em xg.
Observacao 2.8. O lema de Hopf também € vdlido para operadores na forma divergente,

mas precisamos ter por hipdtese a continuidade Holder dos coeficientes a;; (|GILBARG,

David ; TRUDINGER, Neil S. (2015), notas cap. 3).

Teorema 2.9. (GILBARG, David ; TRUDINGER, Neil S| (2015), Teorema 3.5 - Principio
do Maximo Forte)

Seja L uniformemente eliptico, na forma nao-divergente. Assuma que Lu > 0 (<
0) e c(z) =0 em um dominio Q (nao necessariamente limitado). Se u atinge seu mdzimo
(minimo) no interior de ), entdo u € constante. Se ¢ < 0 e C¢ limitado, entao u nao
atinge se mdzximo nao-negativo (minimo ndao-positivo) no interior de ) a menos que seja

constante.

Observacao 2.10. Assumindo a Hélder continuidade de a;;, o Teorema continua
valido para operadores na forma divergente com c¢(x) = 0, uma vez que o Lema de Hopf

se verifica.

Teorema 2.11. (GILBARG, David ; TRUDINGER, Neil S. (2015), , Teorema 8.8,
Teorema 8.32)
Assuma que u € CH*(Q) N HY(Q) € uma solugao fraca de

Lu = g(x)

onde A(z) = [ai;()]nxn € C*(Q), g € L®(Q), laijllce@ < K. Entdo, para qualquer

subdominio Q' CC Q temos

ullgra@y < € (lullz=@ + llgllz=@) (2.4)

onde C = C(n,\K,d), d = dist(Q,00).
Além disso, se A(x) = [aij(2)]nxn € C¥NQ) e ||ayllcor < K, entdo

u € Hio(Q) com |[ull g2y < C (Ilull o) + gl o)

e u satisfaz a mesma equagdo na forma nao divergente, i.e.,

N N
Z aij(v) Diju(x) + Z D;a;j(x)Diu(x) =0 a.e em Q
1,j=1 i=1

Observacao 2.12. A estimativa2.4] é chamada estimativa C* de Schauder.



17

Teorema 2.13. (GILBARG, David ; TRUDINGER, Neil S| (2015), Coroléario 8.35- Es-

timativa C"* de Schauder até a fronteira)

Assuma que 02 € CY, ¢ € C*(Q), A e g como na primeira parte do teorema
acima. Se u € HY(Q) € solugao fraca de

Entdo u € C1*(Q) e vale

[ullgra@ < € (lullz=@ + llgllz=@ + llellcra@)

onde C = C(n, A\, 00).
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Figura 1: Grafico das funcoes f..
3 O PROLEMA REGULARIZADO

Considere os seguintes problemas de Dirichlet,

Lu = div(A(x)Vu) =T'(x) 5. (u) em 2 (3.1)
U= em O} .
onde assumimos que:
D' e L>*(Q) einfag =7 > 0.
ii) A(z) = (a;j(x)), é uma matriz simétrica, com coeficientes a;;(x) € C*(2), a € (0,1),

e constantes de elipticidade 0 < A < A, i.e.,

A < A(z) < AL

iii) o € CY*(Q) e p > 0.
iv)oQ € Che,
E o termo de pertubacao [, é constrido da seguinte maneira: fixada uma funcao
suave, nao negativa 3 satisfazendo
1. B> 0em (0,1), com suppB C [0,1] e fol B(s)ds =1,
,3) e decrescente em (3, 1].
E para cada 0 < ¢ < 1, definimos o termo de pertubacao como,

2. [ é crescente em [0

Nosso objetivo nesta secao é estudar as propriedades geométricas locais da familia

de solugoes {u.}.

3.1 Existéncia e regularidade de solugoes minimais

A equagao (3.1) deve ser entendida, neste momento, como uma rela¢ao inte-

gral. Logo, procuramos por solugoes u € H)(Q) = {ve H'(Q):v— ¢ € Hy(Q)} que
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satisfacam
/Q ((A(@) Ve, Vi) + T(@) o)) diz = 0 (3.2)
Vi € C5(Q).

Observe que a falta de monotonicidade da equacao [3.1| nao nos permite aplicar o
principio de comparacao. Portanto, a unicidade de solucoes pode nao ser verdadeira.

Para a existéncia, observamos que as pertubacoes

sao suaves o suficiente para que possamos empregar o Calculo das Variacoes a equacao

B.1] Isto é, pensamos em u. como o minimizante do funcional de energia

Fo(u) = /Q %(A(x)Vu, V) + T(z) B. () dz

onde B.(u) = / Be(s)ds = /6 B(s) ds, e cuja existéncia é dada pelo seguinte teorema.
0 0

Teorema 3.1. Para cada € > 0 existe u. € H(Q) que minimiza F. em H)(). Além
disso, u. > 0 em §Q e satisfaz (3.2).

Demonstragdo. Da elipticidade de A, (A(x)Vu, Vu) > \||Vul||®. Logo,
1

Fo(u) = /Qé(A(x)Vu,Vm—I—F(m)BE(u)da:

> [ SITuP + @) B(w) do
Q

A
> Z|Vul?
JENZ

Dada uma sequéncia {u,,} C Hj tal que ||ty @) — 0o quando m — oo existe, pela

desigualdade de Poincaré, uma constante universal C' = C'(992) > 0, tal que

/ |um]2 de < C (/ |Vum|2d:)s+/ \um|2d7-l"_1> )
Q Q 0

Uma vez que u,, = ¢ em OS2,

[t aret = [ jepane,
o0 oN

E ainda,
sy < (C + 1)/Q\Vum]2dx+(_§’.
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Logo, / |Vun|? dz — oo quando m — oo , em particular F.(u) — oo. Ou seja, F.(u) é

coercionno subconjunto fracamente fechado(na verdade, convexo) H.(Q2) de H'(Q).
Além disso, F. é fracamente semicontinua inferiormente. De fato, se u,, — u em

H(Q), podemos assumir, passando a uma subsequéncia se necessdrio, que ,, — u q.t.p

em €2 . Logo, usando a elipticidade de A e o lema de Fatou obtemos,

1
liminf F.(u,;,) = liminf/§<A(:v)Vum,Vum>—i—F(x)BE(um) dx
m—00 m— 00

Q

> / %(A(x)Vu, Vu) + D(2)B.(u) dx = F. (u).

Para finalizar, se 0 < k = in(g) Fe e {un} C H(Q) é tal que F.(um) — £ quando
Hg

m — 0o, entdo da coercividade de F. temos que {u,,} é limitada em H'(Q) e por este ser
um espaco Hilbert, podemos assumir, a menos de subsequéncia, que u,, — u. em H(Q).

Da semi-continuidade fraca de F, e de H, ;(Q) ser fracamente fechado segue que,
Fo(ue) = K.
Da Teoria do Célculo em espacos de Banach, segue que u. é um ponto critico do

funcional F.. Portanto, F.(u. + t1), t € R atinge seu minimo em ¢ = 0, assim

d
0 = _fe(us + “/})|t:0

dt
= % (/Q %(A(:::)V(ue + t1), V(ue + t)) + I'(x) B (ue + t1)) dx) o

= /Q %(A(x)Vue,Vw+F($)Be(ue)¢d1’

Vi € C5°(Q2). Isto é, é satisfeita e portanto u. é uma solugao fraca de 3.1}
A regularidade de u. segue do Teorema [2.13] Para mostrar que u. > 0 em €2,
escrevamos 2 = {0 < u.} U {u. < 0}. Supondo, por contradi¢ao, que {u. < 0} # (), segue

de suppfB: = [0,¢] que
Lu. =0 em D := {u. <0}.

Pelo Principio do Méximo Fraco, teorema [2.4 temos que
inf u, > inf(—u_) = 0.
e 2 i)

O que é uma contradicao. Portanto, D = ) e u. > 0 em . O
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Sendo u. solugao fraca de [3.1] temos,

/Q (A(2) Ve, Vi d — — /Q T (@) Bo(u) da. (3.3)
Assim,

/ W Lu. dx = —/(A(x)Vua, V) da. (3.4)
Q Q

Y € C(Q).

Logo, considerando a distribuicao
Tr.(0) = [ WLue Y € CF()
Q

temos que Ty, > 0, Tpu, € D'(Q) = (C22(€)). Assim, pelo Teorema de Riesz, Lu.(z)dx
¢ uma medida de Radon dada por [3.4]
Além disso, Lu. é suportada em Q. = {x € Q:0 < u. < e}, pois suppf. = [0,¢].
Dessa maneira, uma vez que o campo vetorial A(z)Vu, € CH*(Q) vale a Férmula
de Green, i.e, para toda ¢ € C°(Q) N H'(Q) e B,(xg) CC Q temos,

/ YLu. + (A(x)Vue, Vi) de = / V(A(z) Ve, v) dH"

Bp(zo) 9Bp(x0)

onde v é o vetor unitario normal exterior a 9B, (zo).

3.2 Regularidade Lipschitz uniforme

Se u é uma solucao para a equagao obtida como o limite de u, fazendo e — 07,
entao, assumindo que d{u > 0} é de classe C', para zg € 9{u > 0} , pelo lema de Hopf

temos,
—tv) —
lim inf ulwo = tv) = ulwo)
t—0+ t

>0

onde v é o vetor normal unitario exterior a {u > 0} em z,. Por outro lado, para0 < t < 1,
zo +tv € {u=0}°. Logo,

lim inf ulzo +tv) — u(zo)
t—0+ t

= 0.

Ou seja, nao é possivel que u seja diferenciavel ao longo da fronteira livre. Portanto, a
melhor regularidade que devemos esperar para u ¢ a continuidade Lipschitz.

Isto indica que esta deve ser a regularidade 6tima uniforme esperada para a familia

{u5}5>0 .

Observacao 3.2. (Renormalizagdo Lipschitz)
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Em muitos momentos € til recorrer a propriedade de renormalizacao do problema.
Isto €, se u € H'(B,(z0)) N C%(B,(xg)) € uma solugio de

Lu =T(x)p(u) em B,(xo).
entao, definimos a renormalizag¢dao de u, w : BE(O) — R, por

w(y) = éu(:co + €y).

Note que w € H'(Bx(0)) N C°(B=(0)) e,

ediv(A(xg + ey)Vw) = div(A(ze + ey)V(ew)) = div(A(zo + ey)V(u(zo + €y))
= T(wo +ey)B:(u(zo + ey)) = el'(z0 + ey) B(w)
Logo, w € solugao fraca de
Le(w) =T'(xo +ey)B(w) em Bz(0)

onde A*(y) = Az +ey), y € Bz(0).
Além disso, se u € diferencidvel em xq, temos Vw(0) = Vu(xy).

A renormalizacdao w nao muda as constantes de elipticidade, i.e, ainda temos que
A < A® <AL

Portanto, as constantes que aparecem nas estimativas de Schauder e na desigualdade de
Harnack nao sao afetadas pela renormalizacao. Assim, ao considerarmos a familia de

operadores {L*}e~qo definida por
Lf(w) = div(A*Vw),

podemos identifica-los simplesmente por L.
Isto posto, usaremos o fato de que provar que u é Lipschitz em B, (x() equivale a
prova que w é Lipschitz em Bz (0).
Lema 3.3. Seja w € CH*(By(0)) N H(B1(0)) solugdo de
Lw = g(z)

com ||g||lpe(Byy < D. Se w(0) <1 entao existe uma constante universal Coy > 0 tal que
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Demonstracao. Pela estimativa C** de Schauder,
V()| < C (I, + gl )

E pela desigualdade de Harnack (Moser),

||w||L°°(B

[T

, < C (infw + ||9”L”(B1)>
B,

4

~ 1
< O (w(0) + lgll=emlBil7)

Portanto,
Vw(0) < CC (1+ D(IBi|* +1)) = Cy

onde Cy nao depende de w. n

Lema 3.4. Seja v € CH*(Q N B1(0)) N HY (N B1(0)) solugao nao-negativa de

Lv=0 em N B1(0)
u=0 em Y := 00N By(0).

Assuma que 0 € 02 e V| € limitado em Y. Entdo existe uma constante universal C' > 0

tal que
1. v(z) < Cdist(x,00Q) sup |Vv|, Vo € B1 N Q.
T 2

2. “VUHL‘X’(B%HQ) < CSl;p |Vul.
Demonstragao. (1) Tome xy € Bin Q e seja h = dist(xo,09), M = sup |[Vo|, e 7 = @
Y

Considere w(y) = %v(mo + hy) e veja que:
i) w0) =71
i) LA (w) = div(A(zo + hy)Vw) = 0 em By (0).
Seja 1 € T tal que

h = dist(xg,0Q) = ||zg — 1]

Assim, existe y; € 0B tal que x1 = x¢g + hx, e portanto,

w(y1) = %U(fl) =0.

Como Vw(y) = Vu(zg + hy) temos que

IVw(y1)| = [Vu(z1)] < M.



24

Pela desigualdade de Harnack, existe uma constante universal ¢ > 0 tal que
7c = w(0)e < w(y)

Vy € B%(O). Como queremos mostrar que 7 < C'M e sabemos que |Vw(y,)| < M, a
ideia agora é construir uma fungao barreira ( figura [2)) que toca w por baixo em ;.

Seja Z" tal que,

LwZ" = em R:= Bl(O)\B%(O)
Zh =1 em 9B1(0)
Zh"=0 em 0B1(0),

e cuja existéncia segue da existéncia da funcdo de Green em R. Note que Z" € CV*(R)
e, pelo principio do méximo, Z" > 0 em R.
Defina, agora,
Zn(y) =1CoZ"(y), yER

e observe que, Z, = 0 < w em 0By, Z = ¢ < w em (‘33% e Lan(w) = Lan(Zy) em R.
Dessa maneira, também pelo principio do maximo, w > Z, em R e w(y;) = Zn(y1) = 0.

Em particular,
= )+ ) — (0 Z) ()

t—0+ t

>0

onde v é o normal unitério interior a By(0) em y;. Logo,

Oyw(yr) > 0, Zn(y1).

Fixado 0 < R < 1, arbitrariamente, para cada x € dB; podemos encontrar y € B;
tal que Br = Bgr(y) C By e x € 0B, N OBg. Assim, como Z" > 0e Z"(y) =0 Vy € 0B,

usando o Lema de Hopf e a continuidade de 8,2", temos
0<6<infg,2z"
OB,

onde 0 depende apenas das constantes de elipticidade ( que nao sao alteradas pela renor-
malizagao A") e R.
Note que,
0,7, = c10,Z" > c10 > 0.

Logo,

M = |Vw(yi)| = [0,w(y1)] = Oow(yr) = 0, Zn(y1) = c70.
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Figura 2: Barreira

Assim,
v(xg) < Chdist(xg, 0Q) M.

1
de Cf = —.
onde C} 7

1
Para (2), defina v*(y) = ﬁv(ato + hy), y € B1(0). Pela estimativa de Schauder e
desigualdade Harnack,
(1)
p\T e
Cev*(0)  Cev(xo)

Vo (0)]

IN

- h dist(xg,00)
E por (1), B
C'cChdist(zg, 00)
< = C. .
|Vo(zg)| < dist (2o, 0%) Sl%p Vol gsgp Vol
Para finalizar, tomamos C' = max{C{, Cy}. O

Agora estamos prontos para provar a estimativa Lipschitz uniforme em .
Daqui por diante, Q CC Q serd um subdominio fixado arbitrariamente, e A=
dist(Q,00).
Teorema 3.5. Fxiste uma constante universal C' = C (Q/) tal que, para € suficientemente
pequUENO,
IVtte]| oo oy < C-

Demonstracio. Seja xo € Q' e € <A.
Note que ou xg € 2. ou xy € Q7.
Caso 1: 1z € Q.. Neste caso, 0 < u.(zg) < e e B(xg) C €. Assim, podemos

considerar a renomalizagao

w(y) = u(ro +<y), y € By0)
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Vemos que,

o Vw(0) = Vu(zy);

ew(0) = %us(:vo) <1

o Ls(w) =T'(xg + cy)B(w), em By(0).

Entdo, w € C%(By) N H'(By) e pelo lema[3.3]

[Vuc(zo)| < Co

onde Cy nao depende de €.
Caso 2: 25 € Q.

Como suppf. = [0, ], temos que
Lu. =0 em QF.

Se d.(zg) >

w| >

, entao

1" ’ A
Q:Qﬁ{:chQ:dE(:I:)Zg}CCQ;r
Da estimativa Schauder, existe uma constante universal ¢ > 0 tal que

HVUEHLOO(Q”) < cfjuc| () < csup .
0
Logo, |Vu.(zo)| < C1, onde C é universal.
Finalmente, para ry bem préximo da fronteira 0Q} i.e., se de(xo) < §, temos que
3d.(xg) <A< dist(zg, 02).
Seja yo € 00 tal que d.(xo) = |xog — yo| e d = dist(yo, 0N2). Considere,

onde yo + dy € OF N Ba(zy) e Do = T-H(QF), T(y) = o + dy.

Assim,

Lji(w) =0 em ByN D,
w=0 em BiNoD..
Como Vw = Vu., w(0) = 0 em By N0D,, segue pelo primeiro caso que |Vw|| é limitado

em B; N9D.. Logo, pelo lema [3.4]

||Vw||L°°(B%ng) < (.
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E portanto,
||vu6||L°°(Bdei) < (.
2

Agora observe que, Vz € 0f),

2lyo — wo| = 2d.(z0) = 3d-(w0) — d-(0)
< dist(xg,0Q) — d-(xg) < dist(yy, Q) =d

Logo, xg € B%(yo) e portanto,
[Vue(zo)|| < Co.

Tome L = max{Cy, Cy,Cs} e entao,
el poory < L

onde L nao depende de €.
m

Concluimos entao que a familia {u.}.~¢ é localmente uniformemente Lipschitz.

3.3 Propriedades geométricas dos conjuntos de niveis

Uma parte central nesta teoria é mostrar que proximo aos conjuntos de niveis
0S). ¢ possivel controlar u. por uma ordem de dist(z,dS).), i.e., u.(xz) ~ dist(z,08.).
Comecamos mostrando limitacoes inferior e superior que refletem, respectivamente, uma
propriedade geométrica de nao-degenerescéncia e uma condi¢ao de crescimento linear fora
dos conjuntos de niveis d{u. > €}. Estas, por sua vez, implicam em uma condigao de

nao-degenerescéncia forte e na densidade positiva uniforme dos conjuntos {u. > ¢}.

Teorema 3.6. (Ndo-degenerescéncia)
Dada uma constante Cy > 1, existe uma constante Cy > 0 dependendo de C, tal

que: se kg € B e u.(xg) > Cie, entao
UE(ZE()) Z nga(Io).

Demonstragao. Sejad = d.(zg) = dist(xg,0:), 1 = u:(zo) e « = =. Queremos encontrar

RS

uma constante universal ¢ > 0 tal que
o > cC.
Note que By(zo) C ©F. Considere a renormalizagao

w(y) = Suelz +dy), y € B(0)



Note que ,
div(A(x)Vu.) = T'(x)B(ue)
= T'(xo + dy)B.(dw) = div(AVw)

com y € B1(0). Logo, como suppf. = [0, €], temos que

Lja(w) =0 em B;(0)

onde A(y) = A(xo + dy),y € B1(0).
Pela desigualdade Harnack , existe constante universal C' > 0 tal que

supw < C inf w
B1(0) B%(O)

Portanto,
Ca = Cw(0) <w < Cw(0) = Ca em B%(O)

onde C = C~ L.

Agora, considere a seguinte funcao corte:

¥ =0em B1(0), ¥ =1em Bi(0)\ B1(0)

1
e onde v é suave em B;(0). Defina, ¢ : B;(0) — R pondo

min{w(y), Cary(y)} em Bi

s(y) =
w em Bl\B%.

Por 3.5, w minimiza o funcional

|
E(v) = /B (0)§<Adw,w>+F(a:o+dy)Ba(dv) du

dentre as fungoes v € K = w + Hy(B1(0)).

Como
0 em B\ By

C—w= _ _
—tw+ 3 (Cap — |w — Carp]) em By
temos ¢ € K, e portanto E(s) > E(w). O que implica
1
A = / = ((A7V¢, V¢) — (A"'Vw, Vuw))
B1(0)

> / [(xzo + dy) (B:(dw) — B:(ds)) :== B
B1(0)
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Vamos estimar A e B.

Note que,

1
A = —/
2 J By (0)n{Cap<u}

< / (Ca)2 (AT, Vi)
B1(0)
< (CA|¢|12y))0® = Ca?

(Ca)? (AN, Vip) — (AN w, Vw)

Para B, veja que

B > /B [(o + dy) (B.(dw) — B.(d)) = / [0 + dy)Be(dw)

10 B1wo

> ian/ B.(dw).
B

By
1)

Como w > Ca em Bi e sendo B, nao-decrescente, obtemos
2

B > infT / B.(CA) = IB.(CN)|B|
B

B1
10

> IBa(Q015>|Bi| :IB(Q01>|Bi| ="

onde Z = igf I'. Portanto,
1

?C>A>B>C* = a>4/—:=c¢>0.

Corolario 3.7. (Crescimento Linear)
Para cada Q' CC Q existe uma constante C = C()) > 0, independente de ¢ tal

que
Cod. (7o) < u(w0) < COd.(70)
sempre que v9 € {u. > C1ey NQ e d.(z) < %
Demonstracao. Do Teorema segue a primeira desigualdade, pois se d.(zg) < % entao

xo € BZ. De fato,

A
2=

7 = A —% < dist(xg,0) — % < dist(xg, ) — d.(z0)

< dist(092.,00) < dist(x.,09).

Para a segunda desigualdade, considerando ¢ suficientemente pequeno, temos con-
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Ug

Cd;

{ue > €} IQe¢ {ue <€}

Figura 3: Seccao do grafico de u. controlada superior e inferiormente por ~ d..

tinuidade Lipschitz uniforme, pois 29 € Qf e d.(zo) < %.

Logo, para yo € 02, tal que d.(xo) = ||zo — yo||, temos

Jus(0) = u(yo)| < lluell Lipgeryllzo = woll < Lilzo = woll-

Assim,

IN

Lds (.To) +e

U (x
< Lds(xo) + él()) .

ue (o)

O que implica,
us (o) < Cd. ()
C1L
C,—1

Agora provaremos que as solugoes u. sao fortemente nao-degeneradas proximos

onde C' = O

aos conjuntos de niveis d{u. > ¢}. Esta propriedade por sua vez implica na densidade
positiva uniforme ao longo dos conjuntos de nivel Ce.
Lema 3.8. Sejam D dominio limitado de R" e v uma funcgao Lipschitz continua em D
tal que

Lv=0 em {v>d}

para algum § > 0 previamente fizado. Assuma que existem constantes C >0 e C > 1 tais
que

v(x) > Cdist(zg, 0{v > 0})
sempre que © € {v > C6} com d, = dist(z,0{v > §}) < idist(x,0D). Entao, eviste

uma constante co = co(C,C) > 0 tal que

sup v > (1 + ¢p)v(x)
By, (z)
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para todo x € {v > C8} com d, < 3dist(z, D).

Demonstrag¢ao. Seguiremos os argumentos em RICARTE, Gleydson Chaves.| (2010).
Suponha , para efeito de contradi¢do, que existam sequencias 0, — 0 e {2y }r>1 em
{v > C8} com dy, := dist(zy, d{v > 6} < Ldist(xy,dD) tais que

sup v < (1+ dg)v(xy).
By, (z)

Defina wy, : B, — R pondo

v(wy + dry)
W) ==y
Veja que,
d
1. Vwk = —va;
(@)
2. sup wg < (1+0) ;
B1(0)

3. wp >0 ewg(0) =1,

d
4. Lar(wy) = T;k)LAk (v(zp +dpy)) =0, em Bi(0), e com A*(y) = A(xy, + dpy) .

Logo, podemos estimar a norma Lipschitz de wy em Bs.

de  _ ||U|\Lz‘p<D>.

\V/ 0o < ||IVv|| 1
[ Vwe||z (B2) > Vol (D)U(xk) > C

A estimativa acima nos fornece equicontinuidade para {wy}r>1 em Bs(0), e por (2),
{wy}x>1 é equilimitada em B;. Assim, a menos de subsequéncia, w; — w de modo
uniforme em B;.

Aplicando a desigualdade Harnack para a func@o positiva (1 + ;) — wy em By

obtemos,
0<(1+60k) —we < Cr[(1+0k) —wi(0)] = Crdy, [af| <7 < 1.

onde C,. depende apenas da elipticidade e de r. Passando ao limite em k, temos que

w=1em Bj.

Y — xk. Como 0B,

Seja agora y € d{v > 0} tal que ||z — yi|| = di e defina z, =
é compacta, podemos supor, a menos de subsequéncia, que z, — 2z € B;. De w, — 1

uniformemente em B, segue que wg(2) — 1. Portanto,

J <l<1
v(rg) ~ ‘

1+ 0(1) = wk(zk) =

Q)
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O que é uma contradigao.

Teorema 3.9. (Ndo -degenerescéncia forte)
Para Q' CC Q, existe uma constante C' = C(Q) tal que

sup u. > Cp
BP(xO)

A

/ A
para p < 5 © Sempre que o € Q N{u. > Cie}, Cy > 1, de(z) < T

/ A
Demonstragao. Seja xg € Q N {u. > Cie} e d.(xg) < e E seja z. tal que d.(xo) =
|zo — .|| e denote 6. = 3dist(z.,0Q).

A ey
Como feito na prova do crescimento linear, 3 < 0. Ede z. € Q NoQL, temos

JBa(z:) cN:2() cc @ (3.6)

B% ((I?E) C Bs. (.TE)

E em particular,
zo € Bs(z.) C Bs.(z:) = BL.

Logo, segue que
Lu. =0 em QF N Bs(z.)

e além disso,
i) u. = ¢ em 00, x. € 007,
ii) ue(zo) = Cre e xo € Ba(.);
iii) Do teorema , u(z) 2 Code(x), Vo € {uc. = Cre} N Ba (z.).
A ideia agora é construir um caminho poligonal ao longo do qual u. cresce linear-
mente, comecando de xg.

Pelo lema [3.8] existe ¢y = ¢o(Ch, Ca) > 0 tal que

sup  ue > (1 4+ cp)us(wo)-
B () (%0)

Em particular, existe 21 € 0By, (4,) (7o) tal que

us(x1) > (1 + co)ue(xp).
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Figura 4: Construgao do caminho poligonal

Veja que

v

(14 co)uc(zo) — ue(20) = coue(wo)

> ¢Chd(xg) = coChl|zo — 21|

ue(1) — ue(xp)

ua(ml) > (1 + CQ>01€ > 016.

Pela inclusao [3.6] podemos aplicar novamente o lema [3.8) a ;. Assim, obtemos x5 €
OBg, (a1)(1) tal que
uc(z9) > (1 + o) (o)

E da mesma forma que para z,
Ue(2) — uc(x1) > coCallra — 1] € we(w2) — uc(xo) > coCal|za — x|

Continuando com esse processo de interagao, obtemos uma sequéncia de pontos {zy }x>1
satisfazendo
Louc(zr) — uc(zp-1) > coCollvp — wpall e uc(zy) — u(wo) > coCol|mr — moll;
2. ue(wg) > (1+ co)fuc () ;
3. ||zg — zp—1|| = de(ay).
Por (2), u.(xy) — oo quando k — oo . Ou seja, o processo acima é finito.Isto é,
depois de um nimero finito de passos a sequéncia de pontos {z}r>1 sai da regiao onde

U, cresce linearmente.
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Observando que
B% (ZE()) C BA (l’a)

entdo, para cada 0 < p < & existe, pela discussao acima, ng € N tal que
Ty € By(20) € @ngi1 & By(wo)

Consideramos, entao, os seguintes casos:
1) Se ||Zngt1 — o || < g entao, necessariamente, ||,,+1 — Zo| > g Por, (1) temos,

sup ue > U (Tny) > coChl|n, — ol + ue (o)
B (xo0)

> coCal|lzn, — w0l > 00025-

Usando (3) e o crescimento linear

N

i) Se 01— 2| > 5. entio o — | <

em QF N Bz (x.) temos,

Sup  Ue Z Ua—:(xno) ZC2ds(xno)
Bg(ﬂm)

= CQHmno-H xng” >

S

0002 Cg

Tomando C' = min{——= } temos

A
sup u. > Cp, V0<p< —.
By (w0) 12

Corolario 3.10. (Densidade Positiva uniforme)
Egzistem constantes universais Cy = C3(Q) > 1 e Oy = C4(Q) > 0 tais que : se
/ A
xo € Q, de(z9) < i ue(wg) = p > Cre e Cap < p < € entdo para pi, € suficientemente
pequenos,
| Bo(o) N {ue > p}|

>C
| Bp(o)] )

Demonstracao. Pelo Teorema anterior,

sup u. > C’p.
Bp(:r:o)



{ug>8} - T~

{ue <€}

Figura 5: Ideia geométrica da prova do corolario 3.10

Assim, existe yo € Be (x0) tal que
us(yo) > C’g.

Pela continuidade Lipschitz para ¢ < 1, temos

ue(Yo) = ue(e) < [[Vate| ooy 122 = w0l

V. € 09.N Q. Logo,

CF < ue(yn) < Lze = wol| +<.

E portanto,

p

. Ou seja, d.(yo) < é=.

(% —¢)

VUEHLC’O(Q’)

> &P

2
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onde ¢ = C/”quH

oo @)

2

Tomando 0 < k < min{g, 1} temos que,

Bnp(yﬂ) C B

<
2

»(H0) N By ().

Pela desigualdade de Harnack em B : ,(Yo), existe ¢ > 0 universal tal que,

Ue (x) > Cle (?/0)

Va € B,(yo). Logo,

cCCs

Podemos escolher C5 > 1 de modo que
de modo que Csu < p temos,

us(z) > eC

> 1. Assim, se u é pequeno o suficiente,

G

2 /Jll
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Va € B,y(yo). Logo, Bi,(yo) C By(xg) N {ue > p}, e portanto,

|Bp(x0> N {us > :u}| ‘Bﬂp(yo)‘ k)" =
Bw)] B T

3.4 Estimativa para a medida Hausdorff

Os préoximos lemas tem por objetivo uma estimativa uniforme para medida Haus-
dorff dos conjuntos de niveis 0{u. > Ce}.

Lema 3.11. Seja 2o € Q' N 89&8 ey > 3Cie. Entdo, existe C = C(Q') tal que para

<8
=%

/ IVae|? dz < Crp!
{Cre<uc<y}INB,(xo)

Demonstragao. Seja ¢ = min{(u. — Cie)™,v — Cie} > 0. Pela férmula de Green,temos

/ oLu. dz + / (A(2) V., Vo) dr — / (A(2) Ve, v) dH .
Bﬂ(IO) Bp(a“())

8Bp(x0)
Logo,
/ (A(x)Vue, Vo)ydr + / (A(z)Vue, Vo) dx
Bp(zo)N{us>7} B, (z0)N{Cre<uc <7}
= / O(A(2)Vue, vy dH" .
BBp(xo)ﬂQJCClE
Assim,
/ (A(x)Vu., Vo) dr < / o(A(z)Vu, vy dH" .
Bp(z0){Cre<uc<v} OB, (o), .

Agora observe que,

0, em {0<u. <Cie},
=19 u.—Cie, em {Cie <u.<n},
v — Cie, em {us > ~}.
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Logo,
(A(x)Vu., Vo)dr = / (A(x)Vue, Vu,) dz
Byp(x0)N{Cre<ue <7} Bp(zo){Cre<uc<v}
> A / | Vu.|]? dx.

By (z0)N{Cre<ue<v}

E pela regularidade Lipschitz uniforme,

[ st@veaer <Al [ ode < LlAloB ).

leemaBP(‘TO) leamaBP(wo)

Portanto,
L||A||w,
[ i < A
By (zo)N{Cre<us<v}
L||A||w,
Escrevemos C' = w e o lema esta provado . O
/ A :

Lema 3.12. Seja xy € Q N 00¢,e, de(xg) < G e > 3C1e. FEwiste uma constante

/ A . )
universal C* = C*(£2') > 0 tal que, para C*y < 2p < 6 entdao para vy e € suficientemente

pequenos (y < p), temos
{Cie < ue <7} N By(xo)| < Cyp™?

onde C = C(Q).

Demonstracao. Considere a cobertura
0L, . N Byy(x0) C | JB

onde B é uma bola aberta centrada em algum ponto de 89&6 N By,(zo) e de raio C*y,

com C* a ser determinada. Pelo Teorema de Heine-Borel, extraimos uma subcobertura
m

finita U Bj, onde m depende apenas da dimensao, i.e, ) xp, < m(n).

j=1
Note que,

8Qg’15 N ng(flfg) - U BC*'y(xj) C N% (Q/) N B4p($0).

j=1



De fato, para todo z € U Beso(5), existe 1 < jop < m tal que x € Bexy(xj,), logo

j=1
|z —xo| < |z — 2| + |2j, — 20| < C*y+2p < 4p.

E como d.(zg) < %, temos Ba,(19) C Q' e assim,
A

dist(z, Q) < dist(x, ;) + dist(z;,, Q) < 2p < 3

Defina agora w. = min{(u. — Cie)*,y — Cie} + Cie.

Vemos que,
Cie, em {0 <u. <Cie},
w, = us, em {Cie <wu. <7},
oem {uzAq)

Afirmacgao 1 : Vj existem B]l, B2 sub-bolas tais que:
1. Os raios de B}, B2 ~ ~ por constantes dependendo de Q.

2. wgz%yemB}ewaggfyemB?.

1
Com efeito, sejam L = ||Vuc||y, e y; € ZBj tal que
8

cor
wy) = swp ==

BC*W(%’)
1

onde C' = C(Q) é dado pelo teorema .
Escolhemos C* > 0, grande o suficiente, tal que

1
CC*">4e —<L
¢ &
Defina B} = B (z;) e B = Ba (y;).
Pela continuidade Lipschitz uniforme, Vo € B3

Y Y
(7)) —uc(ry) < Ljlw — || < L = .
ue(w) = ueli) < Lo — | < Lo =2

Como u,(z;) = C1e temos
g v
Ug(CL’j) S g + 016 S 25

De e ainda da continuidade Lipschitz uniforme, Va € le,
us(z) = ue(y;) — Lz — y;ll

CCh s,
4 8L

>

38
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Pela definicao de w,, temos

3
wszzy em B; e w5§§7 em B]2».

Provando a afirmacao 1.
Defina agora m; = W,
B;
Afirmacao 2: Existe uma constante universal M tal que |w. — m;| > M~y, em

pelo menos uma das duas sub-bolas B}, B;.
Com efeito, caso contrario, Vk € N, dx; € B}, y; € BJZ tais que :

we(wn) =myl 1 Jwely) —myl _ 1
gl k gl k
Logo,
|we (k) — we(yx)| — 0 (3.8)
quando k — oo. Por outro lado, Vo € B} ey € BJ?,
(x) — w, 3 2 1
wl@) w3 21
~y 4 3 12

Contradizendo 3.8

Usando a desigualdade de Poincaré na bola, obtemos

VM? < ][ |we —my| dx < C(C*’y)z][ |Vw,|| dx.
B;j B;j

onde C' = C(n). Isso implica que,

2072
oo < f
—— < Vuw.||dx = Vu.l|| dz.
cicp < 1, 19 |7
B;jn{Cie<ucs<v}

Logo,
V|| dz > |B;| M

Bjn{Cie<uc<~v}

2
onde M* = %
Uma vez que p < £, temos x € B¢, ., e Vo € By(xg) N {Cie < u. < v}, temos

pela nao- degenerescéncia,

Cl > dist(l’, 8(2(;15 N B2p<x0))'
2
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Portanto,
Bp(ZE()) N {015 < U < ’}/} C NCLQ (anlf N ng(l‘g)>
Assim, se C* suficientemente grande,
Bp<£L'0) N {018 < U < ’}/} C U QBJ C B4p(£l§'0>.
j=1

Finalmente, de

> / Ve || dz < m / |V || da

i=l9p, iN{Cre<us<v} U2B;n{Cre<uc<~}
temos
/ Vel dz > / | V|| da
Buyp(z0)N{Cre<us<v} U2B;n{Cre<uc<~}
1 & M+ &
= m Z - m Z ‘Bj|
]:12Bjﬁ{01a<ue<7} J=1
M*
> U B; o(z0) N {Cre < u. <7}

Pelo lema [3.11], obtemos

|B,(x0) N{Cie < u. <7} < C'y4" Lot

M*

E escrevendo C = %04”_1 o lema estd provado.
O

Estamos prontos para obter a estimativa para a medida Hausdorff dos conjuntos
de niveis 99, ..

Lembremos que a medida Hausdorff é o resultado de uma construcao conhecida
como construgao de Carathéodory.

Sejam E C R, 0 <y <ooe0 <4< oo. Defina,

A (o]
1nf{z (dmm ) EcUAj,dmmAjsa}

J=1

X
2

onde a(y) = D e ['(y) = / e “27 1 dr é a funcao Gama de Euler.
0

m
(2 +
Note que para d; < dy tem-se Hj (E) < Hj (E). Portanto, Hj(-) ¢ uma fungao

mondtona nao-crescente de § em [0, +00].
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Definicao 3.13. Para E e vy como acima, definimos

H(E) = lim H](E)

6—0

a Medida de Hausdorff v-dimensional do conjunto E em RV .

Teorema 3.14. ( Estimativa uniforme para a medida Hausdorff)

Se zo € Q' N 8(2316, de(zo) < {5, p> 7 > 3C1e e C*y < 2p < {5, entao

‘N’Y<an1s) N Bp<x0)| < O57Pn71
onde Cs = C5(Q) € uma constante universal. Em particular,
W00, 0 Byfao) < Op

para C' = C(Q).

Demonstragao. Pelo corolério |3.10, tomando 1 = C3y temos que

|B7]<CC> N Qg16|
| By ()]

> Cy, Ve oy,

m

Considere 89318 N B,(xg) C U B; uma cobertura finita, onde B; sao bolas abertas
j=1
centradas em 892;16 N B,(xp) com raio r; = n e onde , pelo Lema de Heine-Borel, m =

m(n). Temos as inclusoes,

Nn(aﬁaa) N B,(xo) C U B; C Nn(aﬁaa) N By(o)-

J

Logo,

|./\/;7(an18) N B,(z0)] < Z | Bj]
J

IA

1 m
o 21BN,
=1

IA

1 m
54 Z ’Nn(aggls) N Bp+n($0) N lesl
=1

m
= 54|N77(69516) m Bp+77<w0) m lea|‘



Pela continuidade Lipschitz, se y € N (9Q,.) N Byyy(x0) N QF, . entéo

Cie < u.(y)

IN

Llly — &|| + Cye

1
Lo+ =
77"‘37

1
(LC?, + 5) v,

IN
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onde L = Lip(uc) , ' € usando propriedade de fnfimo, & € 00¢, . étal que [ly—z|| < n.

8
Mas entao

N;,(@les) N Bp—l—n(x[)) N les C {015 < U < I/)/} N ng(Io)

onde L = (LCg + %) Usando o lema m, temos

n—lm

|Nn(aQaa) N Bp(m0)| < E%On_l

2n71m _

Concluimos o teorema pondo Cy = L e observando que

4

N’Y(({)lea) N BP(:L‘()) - Nﬂ(aﬁgla) N BQP(:EO)

uma vez que C3 > 1.

Para a medida Hausdorff, observe que

W 0080 Bya) < a1 (TEE) - Yoo

e -

< m@wg(aaae A Byys(xo)|

< me(n)Cs(p+6)" 1 =Cp" ' + o(6).
Fazendo § — 0 obtemos,

H' (09, 0 B,(x0)) < Cp" .
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4 O PROBLEMA LIMITE

A partir de agora faremos a analise do problema de fronteira livre obtido ao fazer

o parametro ¢ — 0" na equacao

Lu = div(A(x)Vue) = T(x)B:(us)  em Q (4.1)
we = o em 0f). |

Empiricamente, iremos encontrar

div(A(z)Vu) = I'(x)do(u)
u=

que, assim como a equagao regularizada, nao possui monotonicidade. Portanto, nao

devemos esperar por unicidade de solugoes.

4.1 A solucgao limite

Destinamo-nos agora a mostrar a existéncia de uma solucao para a equacgao (1.4}
obtida tomando-se o limite de uma subsequéncia de {u.} quando ¢ — 0%.

Pelo principio do maximo, sup u. < M := sup ¢ e adicionando este fato ao teorema
Q Q
, temos que {u.}.so é localmente limitada em H'(f2). Assim, para cada subdominio

Q' cc Q, é possivel obter um limite local. Mais ainda: temos o seguinte resultado.
Proposicao 4.1. (Ezisténcia do Limite) Existe uma subsequéncia {uy}72, de {u.}52, tal
que:

1. up — ug em HE (Q);

2. up — ug uniformemente em compactos K C €.

Demonstragdo. Sejam 0 < &y < 1 e Q' um subdominio de Q2 tal que dist(Q',00Q) =
8. Como {u.} ¢ limitada em H'(Q') e uniformemente Lipschitz em €, existe uma
subsequéncia {u } tal que
Loul —u' em HY(QY,
2. ul = u'sobre compactos em Q.
onde os limites sdo tomados fazendo ¢;, — 0.
Para simplificar, poremos k — oo para significar ¢, — 0.
Considere agora, 22 CC Q tal que Q' C Q% e dist(Q?,09) = 2. Pelos mesmos
argumentos anteriores, existe subsequéncia {u2 } de {u! } e uma funcao us, tal que
LouZ —u® em H'(Q?),
2. u?, = u® sobre compactos em 7.

Continuando este processo, obtemos uma sequéncia de subdominios QF CC Q tais
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que
Q= Q" e dist(Q™,00) = —
gl ist( )=
e subsequéncias {u" } tais que
Lol = u™ em H'Y(Q™);
2. ul} = uy, sobre compactos em ™.
Note que , de supu; < M := sup p, segue que
Q Q
supu™ < M (4.2)

om

Afirmacao 1: v = u™ em Q™ e Vu™! = Vu™ q.t.p em Q™, Vm € N. Com efeito,

para cada z € Q™ seja B,.(z) CC Q™. Entao,
™ (@) —u™(2)] < Jum () = ul (@) + T (@) - e ()]
e da convergéncia uniforme em B,, fazendo £k — oo, obtemos
ju™t (x) — u™(x)| = 0.

Para ver que Vu™! = Vu™ q.t.p em Q™, lembramos que, por definicao,

Qm m
Vi=1,...,n,9% € C&(Q™) euec H(Q™). Assim,
[ ot —um| = | [ awt - um| =0
Vi=1,--- ,nepeCr2"). O que conclui a prova da afirmagao.
Defina agora ug : 2 — R pondo
up(z) = u™(x), se z € Q"
Veja que ug € H}(Q), pois, se K C Q é compacto entao existe m € N tal que K C Q™.

Assim,
uolx = u™ € H(K).
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Observamos ainda que ,

81'U0¢ = —/ anﬂ/) = —/ UmaﬂP = aiumw-
Qm m m

om

Utilizando a unicidade de derivadas fracas, segue que dju,,, = djug em Q™ Vi=1,--- ,n.

k

Denote uy = u, .

A partir de agora verificaremos que {uy}r>1 € ug sdo as fungoes procuradas.
1
1) up — up em Hy, (§2).

Seja F' C () compacto. Como antes, F' C Q™ para algum m € N. Logo, uy = u™
em Q™. Além disso, {uy }x>m € subsequéncia de {ul }.
Seja ¢ € C{°(F'). Uma vez que podemos estender ¢ a uma fungao em C°(Q™)

pondo 1) = 0 em Q™ \ F temos que,

m Yug + VVuy

lim [ vYup+ VoYV, = 1
k—o0 F k—oo Qm

= VU, + VYVu,, = / Yug + ViyVuyg.
F

Qm

Como 1 foi tomada arbitrariamente, temos que uj, — ug em H'(F).
2) ug — up uniformemente sobre compactos.

Dado F' C € um compacto, F' C 2™ para algum m € N. Como ug = u"™ e {ug tr>m
é subsequéncia de {u"}, a convergéncia uniforme de u, para uy segue da convergéncia

uniforme de u} para u™. O

Para o que segue denotamos Qp = {z € Q : ug(z) > 0} e F(ug) = 0Q N Q.
E, assim como na secgao anterior, Q' CC Qe A= dist(Q,09).
Teorema 4.2. uy € C2N(Q), Lug >0 em Q e

Lug =0 em €.

Assim, Lug € uma medida de Radon suportada na Fronteira Livre e dada por

/Q WLug = — /Q (A(2) Vi, Vi) dz, Vi € C(Q). (4.3)

Em particular, Luy, — Lug no sentido das medidas de Radon.
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Demonstracio. Dado Q' cC €, pelo teorema , existe constante C' = C’(Q/) > ( tal que
lug(z) —up(y)| < Cllz —y|, VkeNez,yeQ.
Pela convergéncia uniforme em ﬁ, segue que
[uo(2) — uo(y)| < Cllz =y, ¥V 2,y €.

Logo, ug € C2H(Q).

Note que €2y é aberto. De fato, caso contrario, teriamos xg € {2y e uma sequéncia
de pontos =, ¢ Qp com x — my. Para B,(xy) CC , existe kg € N tal que z; €
B,(0), Vk > k. Logo, sendo g lipschitz em B,, temos

0 < ug(xp) = k11_>1r(r>1o up(zx) = 0.

Contradicao.

Entao , Vay € Qg e B,(xp) CC €y, temos que uy é continua em m.

De ug(xg) > 0, existem 0, p; > 0 tais que ug > 6 em B,, (zo). Em particular, u; > 6,
para k suficientemente grande. Sem perda de generalidade, podemos tomar p = p;.

Uma vez que g, — 0, temos 0 > ¢ para k < 1. Assim, uma vez que suppf., =
0, e segue que Luy = 0 em B,(xg). Entao V¢ € C§°(B,(x0)), como uy, — ug em H'(B,)
temos,

/B ( )(A(a:)Vuo, V) de = klim (A(x)Vuy, Vi) de =0
p (o

oo By (z0)
pois

/

/B (AT V) dr € (B, (a0))

Portanto, Luy = 0, no sentido fraco, em B,(xy).

Como 1z, foi tomado arbitrariamente em €2y, segue que
LUO =0 em Qo.

Para cada ¢ € C§°(Q2), como ainda ¢ valido trocando B,(xg) por suppy, e

uy, — ug fracamente em H} () , temos

loc

i [ oLu == Jin [ @40V V) = - [(A@TV0 V0. @9

Portanto,

/

Tpo(t6) = / $Lug = — / (A(x)Vup, Vo) € (C2(Q) =D'(Q).  (46)
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De e Try, > 0,VEk, de acordo com , temos Tp,, > 0 em D'(Q). Assim,
segue pelo Teorema de Riesz, que Lug é uma medida de Radon dada por [£.6]
Além disso, por [4.5] temos

k—oo Jq Q

Vi € C§° (), e portanto, Lux — Lug, no sentido das medidas de Radon. Por sua vez,

essa convergéncia implica que

0 < limsup Luy(F(uo)) < Lug(F(up)).
k—o00
E sendo Luy = 0 em {ug = 0}°, concuimos que Lug > 0 em Q e é suportada na Fronteira
Livre. O

O préximo passo € obter as mesmas propriedades geométricas da familia de solugoes

{uy} para .

Teorema 4.3. (Nao-degenerescéncia forte)

ug € fortemente nao-degenerado. Isto €,

(a) Para mg € Q N Qy com dist(zo, F(ug)) < 2, existe uma constante universal
C=0C(Q) >0, tal que

>

sup ugp > Cp, V p< —.
By (o) 12

(b) Para xo € F(ug) N, existe uma constante universal C = C(Q') > 0 tal que

A
sup ug > Cp, V p< —.
By(z0) 3

Demonstracio. Sejam xq € Q NQy, e yo € F(ug) tal que ||zg —yo|| = dist(zo, F(ug)) < s,

e p = up(xg).
Uma vez que ¢ — 0, temos Ciep < p para k suficientemente grande. Como

0=ug(yo) = kh_)rgo uk(yo), temos ainda que uy(yo) < € para k > 1. Assim,

uk(yo) < ex < up(xg) = L.

Usando a convergéncia pontual e a continuidade da funcao wuy((1 — t)zg + tyo) em [0, 1],

existe yx no segmento (g, yo) tal que ug(yx) = €. Ou seja,
A
Yi € 0y e [l — yill < [lzo — yoll < I

Portanto, d., (z9) < % e pela nao-degenerescéncia forte, existe uma constante universal
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C =C(Q) > 0 (e independente de k) tal que

A
sup u > Cp, para p < —.
By (o) 12

Da convergéncia uniforme em B,(x() segue que

sup ug > Cp
Bp(ﬂfo)
para p < +. De fato, caso contrério, para k > 1, uy(z*) < Cp, para algum z* € B,(z).
Se 2o € F(uo) N, seja p como especificado. Tomando g, € 832 (x0) N Qp, temos

Yo € Q' N QY e dist(yo, F(ug)) < £ < £. Logo, aplicando o caso anteiror a g, temos

Sup Ug > Sup ug = —p.
Bp(wo) B o) 4

Teorema 4.4. (Crescimento Linear fora da Fronteira Livre)
Seja o € Q' Ny, com dist(zo, Fug)) < 4. Entdo existe, constante C' = C(Q') >0
tal que
Codist(xo, F(up)) < uo(wo) < Odist(wo, F(ug))

onde Cy € a constante obtida em [3.06].

Demonstracao. Seja ug(zg) = a. Uma vez que ug(xg) = klim ug (o), temos que
—00

= ug(xg) — Uo(zl’o) < ug(zg) parak > 1.

N9

E como ¢, — 0, temos § > Ce; para k suficientemente grande. Assim,
Uk(ﬂfo) Z Clc’fk.

A
Veja que de, (zg) = dist(xg, 082,) < 7 bara k > 1. De fato, seja yo € F(up) tal que
lxo — yol| = dist(xg, F(ug)). Como ug(yo) = 0, tem-se uy(yo) < & para k > 1. Logo,

existe yx € (2o, yo) tal que ug(yx) = €x. Assim,
. A
dist(zo, 2,) < [|zg — yrll < [lxo — yoll < T
Logo, pelo crescimento linear fora dos conjuntos de niveis,

Uk (.Io) Z CQdffk (ZE())
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Seja g, € 082, tal que

W~ >

2o — k|| = de, (z0) <

Entao, a menos de subsequéncia, g — § € Bs (o). Como ug(yx) = ek, pela convergéncia
uniforme obtemos uy(y) = 0. Ou seja, ¥ € F(up).

Assim, fazendo k — oo em wuy(xg) > Cs|xg — yi|| obtemos
uo(zo) > Col|zo — yl| > Codist(zo, F(uo)).
Da continuidade Lipschitz de uy em Q' temos,
|uo (o) — o(yo)| < [|Vuoll Lipierydist(zo, F(uo)).
Como uy(yp) = 0, segue que
uo(o) < [|Vol| Lperydist(zo, F'(uo)).

E portanto, C' = ||VuoHLip(Q’)- -

4.2 Propriedades geométricas dos conjuntos 2, e €2

Veremos agora as propriedades geométricas do conjunto de positividade, €2y, e da
fase zero, €2 que sao herdadas das propriedades geométricas dos conjuntos de niveis €2, .
A primeira propriedade, estabelecida no teorema [4.7 a seguir, tem por objetivo

mostrar que €y é o limite na distancia Hausdorff dos conjuntos

Qk = {uk > Cl€k}, Cl > 1.

Comecemos lembrando a definicao de distancia Hausdorff.
Definigao 4.5. Sejam X,Y subconjuntos nao-vazios de um espago métrico (M,d). A

distancia Hausdorff entre X e Y ¢é dada por:

(X, ) = mx fsup (inf o)) sup (inf o))

Sejam {X;} e Y subconjuntos nao-vazios de um espago métrico (M, d). Dizer que

Y é o limite de { X} na distancia Hausdorff significa que

k—o00
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Ou seja, dado 6 > 0, dkg € N tal que Vk > ko,

sup (inf d(x,y)) < 0. (4.7)
zeX} yey

e
su inf d(x, <. 4.8
sup (inf o) (49

Observe que quando M = R”, as desigualdades em [4.7] e [4.8 nos dizem que :
Ve X, dist(x,Y) <0, ie.,

T &€ ./V;;(Y),
e, analogamente, Vy € Y, dist(y, Xi) < 0, i.e.,
y € Ns(Xg).

Motivados por essa observagao, temos a seguinte
Defini¢ao 4.6. Dizemos que uma sequéncia de conjuntos {Xy}r>1 converge (localmente)
para um conjunto Y na distancia Hausdorff se, quando dado um compacto K e § > 0
existe ko = (0, K) tal que ¥V k > ko tem-se

KnX, C./\/;;(Y)QK

KNY CNs(X)NK.

Portanto, podemos enunciar a primeira propriedade da seguinte maneira:

Teorema 4.7. Dado 6 > 0, entao para k suficientemente grande

Q' N CNs(Q)NQ

Q' N CNs(%)NQ.

Demonstrac¢ao. Provemos a primeira inclusao.
.. . . A
Suponha, por contradicao, que existam « > 0, que podemos assumir ser a < 5 e

uma sequencia de pontos
T € Ql N e ¢ Na(Qo) N Q,,

tais que:
a) dist(xy, Qo) > «;
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b) uk(xk) > Clé-fk;

¢) A menos de subsequéncia, z; — x € Q e dist(xg, Q) > o

De (c), concluimos que
0= U0($0> = lim uk(l’o)
k—o0

Logo, para k> 1,

| >

uk(zo) < ep e |lzp — o < = (4.9)

De (b) e[4.9] exite yx € (o, zx) tal que
uk(Yr) = €.

Como y;, € 09,, temos d., (z;) < %. E pela nao-degerescéncia, existe constante C' =
C() > 0 tal que

A
sup u, > Cp, p < —.
Bp(zk) 12

Seja z € B,(z) tal que uy(2) = sup ug. E observe que
Bﬂ(xk)

Ba(zo) C 0\ Qo. (4.10)
De fato, se x € Ba () entdo,

dist(x, Qo) > dist(Q, xg) — dist(zg,z) > — > 0.

e

Tomando, p = §, temos que p < {5. E para ||, — 20| < p, temos

B,(zx) C Ba(x).

Neste caso, a menos de subsequéncia, z, — 2z € Ba(xg) C Bs(wo). De ug(z) — uo(2),
segue que
sup wug > ug(z) = lim ug(z) > Cp.
Ba (330) k—o0
2
Por outro lado, pela inclusao m , temos up = 0 em Bag (o). O que é uma contradigao.
Similarmente, para provar a segunda inclusao, suponha, por contradigao, que exista

o < ¢ tal que Vk exista

T, €Q N0 e x, ¢ No(U)NQ.
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Em particular, uy(z) < Ciey, em B%(xk)
A menos de subsequéncia, podemos assumir que z, — . Entao, para ||z) — x| <

§ temos Ba () C Ba(xx). Logo,

B (IEQ) C Q\QO

B
Se zo € {ug = 0}° entdo para k > 1, x5, € {up = 0}°. O que seria uma contradicao.
Se 79 € F(uo), entdao tomando p = ¢, pela nao-degenerescéncia na fronteira livre
temos,

sup ug > Chp.
Bﬂ(ﬂct))

O que nos leva a uma outra contradigao.

]

Como consequéncia da nao-degenerescéncia e do crescimento linear de uy obtemos

densidade positiva do conjunto 2y ao longo da fronteira livre.

Teorema 4.8. (Densidade Positiva Uniforme ao longo da Fronteira Livre)

’

Egiste uma constante universal 7 = 7(Q") > 0 tal que para xo € F(ug) NEY,

Bya) Nl 8
| By (x0))| 12
Em particular, |F(ug)| = 0.
Demonstracao. Pela nao-degenerescéncia,
sup ug > CB
By (w0) 2

todo p < 2
ara 1t0do —.

Seja yo € Bz (xo) tal que uo(yo) > Cg. Pela continuidade Lipschitz, existe cons-

tante universal L > 0, tal que
uo(yo) < Lz —woll, Va € F(uo).

Logo,

C :
ig < dist(yo, F'(up)).

Assim como foi feito em [3.10] podemos escolher 7, > 0 de modo que

Brp(yo) C Bex,(yo) N Bp(o)
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onde C* = % Usando a desigualdade de Harnack em B¢+ p(yo), entao

*

uo(x) > cug(yo) > ¢ 5 P> 0

para alguma ¢ > 0 universal e Vz € By, ,(yo).
Assim, B, ,(yo) C B,(zo) N, e portanto,

|Bo(20) N &%|  |Brp(yo)l _ .
= =11 -
| Bp(0)] | Bp(20)]

—7>0 (4.11)

Para o que falta, veja que, pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue,

1B, ) =0 a.ecxz ¢ Q. (4.12)

Isto é, nao ocorre, possivelmente, em um subconjunto A C f de medida nula.
Assim, nos diz que
|F(ug)| = 0.

Em seguida, obtemos uma estimativa para a Medida Hausdorff.

Teorema 4.9.

Egziste uma constante universal C = C (') > 0 tal que
NG (F(uo)) N By(wo)| < Cop™
para cada xo € F(ug) NQ e d < p <A . Em particular,
H"H(F(u) N By(0)) < Cp" 1.
Demonstracio. Sejam o € F(ug) NQ e § < p <A . Do teorema
Qo N B,(z0) C Ns() N B, (o).
Seja x € F(up) N B,y(xo). Note que
dist(x,Qp) = 0.

Logo,
dist(x, Q) < dist(z, Qo) + dist(Q, Q) < 9.
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Assim, 2 € N3(Qy). Além disso, como

0 = up(x) kh_}r(r)lo ug(x)

entao, para k > 1,

uk(x) < ey

Isto é, x ¢ ) e portanto,
dist(x,0Q) = dist(z, Q) < 0.

Logo,
F(ug) N B,(xg) C N5(0Q%) N B,(xo).

Considere, agora, © € N3(F(up) N By(zp)). Seja y € F(ug) N By(xg) tal que
dist(x, F(ug)) = ||z —y|| < 9.
Assim,
dist(x, 0) < dist(x,y) + dist(y, 0) < 20.

Além disso,

[ = ol <z =yl + lly = woll <0+ p < 2p.

Ou seja,
Ng(F(U()) N Bp(l‘o)) C NQ&(@Qk) N ng(l'()).

Assumindo que g € § < p KA, pelo teorema [3.14] existe C' > 0 universal tal
que,
INs(F(ug)) N B,(zo)] < Cop" 1.

Para a Medida de Haudorff H"~', seja { B;}7, uma cobertura finita de F'(ug) N
B,(z¢), onde B; = Bj(x;,0) com z; € F(ug) N B,(zy) e, novamente, por Heine-Borel,
m=m(n) .

Veja que

N5(F(ug)) N By(o)) C U B; C Nas(f(uo)) N Byas(o)-

J
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Assim,

Hy (Fluo) N Bylzo) < Y a(n—1) (dm;”Bj)n_ =3 a(n—1)5m!

- S =Sl

m@ma(ﬂuo) N Bypas(20)|

m2c(n)C(p +20)""' = m2c(n)Cp™ ! + o(9).

IN

N

Portanto,
L (F (o) 1 By (o)) = lim M3~ (F(up) (1 By (o)) < Cp.
O

O proximo Lema é um resultado mais fino de convergéncia e serd usado, mais
adiante, para estabelecer uma condicao de Fronteira Livre.
Lema 4.10. Vu;, — Vug em (L2 .(Q))". Em particular, dado Q' CC Q,

loc

/(A(:L')Vuk,Vuk) dx — /(A(x)Vuo,Vu0> dx.
o

Q/

Demonstragao. Seja K C Q um compacto e 7 > 0 tal que N3, (K) C Q. Sejam zy € K e
Y € C3°(Br(xg)), ¥ > 0. Como Luy =0 em Qp, para § > 0, tome
no = (ug — 6) Y € HY (B, (z0)) N HE () como fungao teste para concluir que:

0= / noLuo — / (A(2) Vg, Vo) da

Bz (o) B (o)

= / (A(x)Vug, Vug)p dx + / (A(z)Vug, Vi)ug dz

{uo>d6}NB+(x0) {uo>6}NB+(x0)

— / 0 (A(x)Vug, Vio)ug dx.

{uo>6}NB+(x0)

Fazendo 6 — 0 obtemos,

/ (A(x)Vug, Vug) de = —/ up(A(z)Vug, Vo) de.
B-(z0) Br(z0)
Usando o mesmo argumento acima e o fato de que uy, é solugao fraca para Lu = I'(z) ., (u) >

0, segue que

/ (A(2) Vg, Vbt < / g (A(2) Vg, Vi,
Br(z0)

Bz (o)
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Agora, da convergéncia uniforme local de u para uy e da convergeéncia fraca de Vuy para
Vug em L?*(B,(xg)) temos,

limsup/ (A(z)Vug, Vug)pdr < lim —ug(A(x)Vug, Vo) dz
k—o0 Br(z0) k=00 Bz (o)

_ / —uo{A(z) Vg, Vi)
B (z0)

= / (A(x)Vug, Vug)y) de.
Br (o)
Além disso, como C§°(B,(z0)) é denso em H'(B,(x)), fazendo 1) — 1 obtemos, portanto,

limsup/ (A(x)Vuyg, Vuy) dx S/ (A(x)Vug, Vug) dx (4.13)
Br(xo0)

k—o0 Br (;1;0)

Agora, por elipticidade,

(A@)-(p—q),p—a) = Alp—dql>, Vp,qeR" (4.14)
Logo, obtemos que
/ (A(2)Vuo, Vig)de < limint | (A(2)Viug, Vug). (4.15)
B (o) k—ro0 By (z0)

Segue de (4.13) e (4.15) que

lim (A(x)Vuyg, Vug)de = / (A(x)Vug, Vug)dz.

k=00 J B, (o) B (x0)

Isto, juntamente com (4.14]) nos fornece a seguinte desigualdade:

A lim |Vug — Vug|?dz < lim Vg — Vug|*dz
k—o0 BT(~TO) k—o0 BT(:DO)
< lim (A(x) - (Vug — Vuyg), Vug, — Vug)dr = 0.

k—o00 B, (330)

Ou seja, Vu, — Vug in L2 _(©2). Em particular, dado Q' cc Q, tomamos T > 0 tal que

loc

Q' c | Brlw) C N3 () Q.
J:()EQ,
Assim,
lim [ (A(z)Vug, Vug)de = / (A(x)Vug, Vug)dz.

k—o00 Q' Q
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4.3 Caracterizagao variacional de u

Vamos, agora, obter uma caracterizagao variacional para wug. Isto é, iremos provar
que ug € um minimizante local para algum funcional de energia. Este fato, serd empregado
na obtengao de certas propriedades da Fonteria Livre, F'(ug), tais como as densidades
uniformes de € e €2 e a medida de Hausdorff para a Fronteira Livre Reduzida ( definicao
4.15)).

Definigao 4.11. Considere o funcional Ey : H'(Q) — R dado por

1
Eul€) = [ 5(A@VE TE) + M do
Para cada O C § aberto, sejam
Eo(-,0) = Eplo
e
F(-,0) = Flo.

E para simplificar a notagdo, denotamos F, (u, Q) = Fi(u, O).
Teorema 4.12. A funcio uy € um minimizante local para Ey sobre H*.
Demonstragdo. Sejam B,, CC 2 e £ uma fungao no conjunto admissivel, i.e, £ € H'(Q)
com ¢ = up em 0B,,. Precisamos mostrar que
Eo(u0> BT‘O) < E0(€> BTO)'

Uma vez que uy — ug em H'(B,,),

/ 1<A($)Vuo, Vug) dr < lim inf/ 1<A(20)Vuk, Vuyg) dz.
Bro 2 k—o0 B’I‘O 2

E dado h > 0 pequeno, pelos teoremas [4.7] e [4.9] temos

| T@xusords < Pl Bl < NG(0) 1 By
B

70

IA

IT|leoChry™" < ||IT||ocChrg ™ +/ I'(z)B:, (ug) dx.

By,

para k > 1. Isto implica que

Ey(ug, By,) < liminf Fy(ug, B,,) + Chry .

k—o0

onde C' > 0 é uma constante universal.

Sabemos que u; ¢ um minimizante para Fj, entao a ideia agora sera interpolar
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linearmente ug e uy . Defina

. ug + m%(uk — ) em By,in\ By,
§ em B,,.

Observe que &' = uy, em 9B, 15, Logo,
Fi(k, Bry) < Fr(ur, Brgyn) < Fi(Eks Brosn)-

Provemos agora que podemos comparar Fi (£, Byyyn) com Eo(€, By,).

De fato, veja que

x| —r Up — U
V& = Vg + | |h °(Vuy, — Vug) + %l‘ em Bygin \ Br,.
Portanto,
2
vl < (19l + 2L - g+ )

< (|Vu0| + |Vuy, — Vug| + luk—ﬂ)

Jur, — ol \?
< C+————-| .
< ( 4l

onde C' é obtida da continuidade Lipschitz uniforme de uy e ug em By,,. Assim, usando

o fato de que para a,b > 0 tem-se 2ab < a? + b?, concluimos que

2
U — U
|V§£\2 < CO+2M

72 em B, in \ By

Uma vez que B, < X(0,400) temos,
1
Pl Bon) = [ GGV V) + T (@) Bl da
7‘0+h

SIVELE 4 T@) B () do+ [ (A@)VE, V) + Dla)Buy () d

/T0+h\BT0 B'ro
2
< [ (G ) + T8 ) do + Fule.B)
r0+h\Br0
A 2
< +||F||oo |Broth \ Bro| + -5 e luk — uo|* dx + Fi (€, Br,)
ro+h\BrO
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Figura 6: Densidade positiva

Tomando k suficientemente grande, tal que |u;, — ug|> < h? obtemos,

3A
Fileh Bun) < (% + 0] 1Brsn\ Bl + 76, B

< Cohri ™t +o(h) + Eo(&, Byy).

Finalmente, temos,

EO(U'O? BT‘Q)

IN

li]gn inf Fy(uy, By,) + Chrg ™

—00

< lilzn inf Fy (€8, Brgyn) + Chry ™
— 00

< (C + éo)hrg_l + O(h) + EO<£7 Bm)

Fazendo h — 0, concluimos a demonstracao. O]

Como consequeéncia da caracterizacao variacional de uy temos a densidade positiva
da fase zero da solugao ao longo da Fronteira Livre.
. ’ ~ . .
Teorema 4.13. Seja xy € F(ug) N QY. Entao existe uma constante universal 7 =

() > 0 tal que : Se p < % entdo,
1951 By(ao)| = 7"
Demonstra¢ao. Seja z um funcao tal que

Lz=0 em B,(x) (4.16)

z =1y em 0B,(zo).
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Pelo teorema anterior,

1 1
/ §<A(x)Vu0, Vug) + T(2) X up>0} dr < / —(A(x)Vz,Vz) + I'(x) X250y do.
BP(IO) Bﬂ(IO)

De z > uy em B,(zo), temos,

1
/ L FA@TH0, Vo)~ (A2 Ve < [Tl / (201 = X{uso) 2
Bp By (xo

z0) 2
[Tlloc[{uo = 0} N B,|.

N | —
(VAN

Como z é solucao do problema de Dirichlet usando o teorema do Divergente, obtemos

/ (AV2,Vz)de = / (AVz, Vuyg).
Bp(xo)

BP(zO)

E pela simetria de A,
(AVug, Vz) = (AVz, Vug).

Logo,

/B | {AG) T, V) — (A(2) V=, V2) de = L / (A(2)V (o — 2), ¥ (ug — 2)) de.

BP(IO)

Usando a desigualdade de Poincaré , obtemos

1 1 A
—/ —(A(x)Vug, Vug) — (A(2)V2z,Vz)der > —/ IV (ug — z)||2 dx
By(a0) 2 JBy(w0)

2 2
AC
20% J B, (wo)

v

|(up — z)|2 dx

para alguma constante universal C' > 0. Pela nao-degenerescéncia, existe yo € 05, tal

que

uo(yo) > cp

onde ¢ = C(Ql). Para x > 0 suficientemente pequeno, pela continuidade Lipschitz,
c
up(z) > Elp em 0B,(x¢) N By(yo).

Como Lz =0 em B, = B,(x), entao,

o(ao) = /83 () K (20, y) dH™(3)

_ /a oy Km0, y) dH™ ()

1

> —p.
> 5P
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onde K(z9,y) = (A(x)V,G(x0,y), ) , K(zo,y)dH" ' =1 e G(z,y) é a funcio de
0B
Green em B,,. ’

Pela desigualdade de Harnack em By (zo),
2(x) > Cz(x0) = coap em Bo(20)

para alguma constante universal C' > 0. Usando novamente a continuidade Lipschitz de
ug, existe constante universal v > 0, pequena o suficiente, tal que ug(z) < 2p em B, (o).
Em particular,

c
2(z) — up(x) > EZp em B, ,(zo).
Assim,

AC
H{uy=0}N B, > —/ lug — 2| dx
8 T[] o p? B, (z0)
éCQpQ * n
TIBw(l"O)\ =T7p"

v

O
Os teoremas expressam que existe uma porgao de B,(zo) com volume de

ordem ~ p" dentro de Q e 2§ (Figura [6]). Concluimos entdo que a fronteira livre F(uo)
possui ao menos uma boa estrutura i.e., nao ocorrem cipides ao longo da fronteira livre.
Isto nos deixa esperangosos de obter boa regularidade para F'(ug). Para mais detalhes veja
MOREIRA, Diego R ; TEIXEIRA, Eduardo V. (2007), CAFFARELLI, Luis A.| (1987),
CAFFARELLI, Luis A.| (1989) e CAFFARELLI, Luis A. (1988) .

Outra consequéncia do teorema acima é que F(ug) coincide com a fronteira livre
no sentido da medida (veja definigao a seguir).
Definicao 4.14. Um ponto x € 0.F, a fronteira de E no sentido da medida, se

lim B @O EL o B @A EL
r—0 rn r—0 rn
Isto €, v € 0, F se E e E° tem densidade positiva em torno de x.
Definigao 4.15. Seja E um conjunto de perimetro localmente finito em R™. Um ponto
x estd na fronteira reduzida de E, x € O,.qF, se
1. ||OE||(B,(x)) >0, Vr >0,
2t vely)d|oE] = vi(o)

B (x)
3. lvg(x)| = 1.

Basicamente, O,eqF2 € 0 conjunto dos pontos onde € possivel definir, no sentido da medida,

um vetor unitdrio normal exterior a E de modo que este valide o Teorema do Divergente.
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Lema 4.16. (EVANS, Lawrence Craig ; GARIEPY, Ronald F. (1991), Lema 1, se¢do
5.8) Seja E um congunto de perimetro localmente finito em R™. Entdo OeqF C 0.F e
H" YN O.E \ 0,.aF) = 0.

Estamos prontos para obter a estimativa para a Medida Hausdorff da Fronteira
Livre.
Corolario 4.17. 1. Para zg € F(ug) N Q' existem constantes universais C,C depen-

dendo apenas de Q' tais que
Cp"™' < H"H(F(uo) N By(x0)) < Cp"™" (p <)

2. H" Y (F(ug) \ F(uo)rea) = 0.

Demonstragao. (1) .A segunda desigualdade esta provada no teoremald.9, Para a primeira
desigualdade, observamos que o teorema [4.9| implica que 2y é um conjunto de perimetro

localmente finito. De fato, dado um compacto K C R", considerando
KN F(uw)c| B

uma cobertura finita por bolas abertas centradas em F(ug) e de raio p suficientemente

pequeno (p <A) temos
H' (K N F(ug)) < H ™ (By(x;) N Flug)) < 0.

Assim, de acordo com (EVANS, Lawrence Craig ; GARIEPY, Ronald F | 1991, pg. 222),
segue que {1y tem perimetro localmente finito.

Entao, para p <A, e usando a desigualdade isoperimétrica (EVANS, Lawrence
Craig ; GARIEPY, Ronald F. (1991), Teorema 2,secao 5.6.2), obtemos

min{r, 7}p" " = min{|Q N B,(xo)l, |B,(z0) \ |} < C| Dxa,ll(By(xo))
< H" Y F(up) N B,(x0))-

(2) Como Qg tem perimtero localmente finito e F(ug) coincide com F'(ug)* := 0,80 N €,

entao por |4.16| segue o resultado. L]

Em particular, este corolario nos diz que para H" ! a.e z € F(ug) é possivel definir

um vetor unitario normal exterior a {ug > 0}, no sentido da medida.
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5 CONDICAO DE FRONTEIRA LIVRE

Ao tentar determinar qual problema de fronteira livre ug deve satisfazer, uma
importante questao que aparece é: Qual é a condigao que deve ser satisfeita ao logo da
fronteira livre? Este tipo de questao investiga a condi¢ao que representa o “balanco de
fluxo”entre as fases zero e positiva. Esta é a chamada Condicao de Fronteira Livre do
problema.

O objetivo a longo prazo é verificar, em um sentido o mais classico possivel, a
regularidade da fronteira livre (Veja MOREIRA, Diego R ; TEIXEIRA, Eduardo V.| (2007)
para a regularidade). Intuitivamente, como podemos escrever F(ug) = ug'(0), se uq fosse
de classe C!, a ideia natural seria tentar usar o Teorema da Funcao Implicita para estudar
a regularidade da fronteira livre. Assim, seria importante estudar o comportamento do
gradiente de uy ao longo da fronteira livre. No entanto, ug é apenas Lispchitz continua, o
que induz a necessidade de dizer em que sentido esta condigao deve ser satisfeita.

Como mencionado na introdugao deste trabalho, descreveremos a condicao de fron-

teira livre apenas no sentido integral.

5.1 Condicao de fronteira livre no sentido integral

Para dizer qual seria uma candidata natural a condicao de fronteira livre, podemos

pensar no problema 1-dimensional,
ug = I'B(ue).
Multiplicando a equagao acima por u; e integrando, obtemos

1" I d 1 ! 2 d
/uaued:ﬁ—/%§(u5) dx—/F%(Ba(ua))dx'

Uma vez que B.(u:) = 1 em {u. > €}, usando integracao por partes, obtemos

dl,, d
/ ——(u.)?dr = / —I'dx — / I'B.(u.).
{0<u.<e} A2 2 {0<u.<e} AT 8{0<uc<e}

Assumindo que Be(u:) = X{uy>0}, quando € — 0, temos

dl, ., d
/{U():O} da 2 ° {uo=0} dx {uo=0} "

Como

uy =0 em {ug=0}°
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segue que,
(ug)? = 2I" em d{ug > 0}

Para o nosso caso, eis o resultado preciso:

Teorema 5.1. (Condicao de Fronteira Livre)
Assuma que A = A(x) € COHQ), T € L*(Q) N H}

he(Q). Seja B = B,(zy) CC Q
com g € Flug) =00 NQ e € HY(B;R™). Entio,

lim [(AVug, V) — 20 ¢ - v dH™ ™ =0 (5.1)

70 Bn{uo=~}

onde v € o vetor normal unitdrio exterior a {uy > v} ao longo da superficie BN{uy = ~}.

Demonstra¢io. Comecamos observando que sob a hipétese de A € C%(Q), os minimi-
zantes u. € C12(Q)N HE (), para qualquer « € (0, 1), pelos teoremas ¢[2.13, Dessa

maneira, podemos usar livremente as formulas de Green.
Sejam ¢ € H}(B) e G = BN {uy > 0}. Multiplicando a equagao

div(AVu,, ) = I'B, (ue,)
por ¥0;u,, e usando a identidade
div(Yoju., AVu,) = (AVu,,, V(¢o;u.,)) + Y0;u., div(AVuy., )

obtemos,

¢aju5kF65k (uEk) = div(¢aju€k’4vu€k) - <Avu5k7 V(¢aju5k)>

Integrando sobre B temos,

/(AVugk, V(@0jue,)) + Yoju., I'Be, (ue,) = / div(¢0;u., AVue,) = 0.
B B

Logo,

_/B<Avu€k’v(¢aju€k>> :/B¢aju€kFBsk(ugk) :/B(F¢)aj<Bsk(U€k>>'

Usando integracao por partes,

/B (AVie,, V(05us,)) = / 0,(T) By (1), (5.2)
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Uma vez que temos a seguinte identidade q.t.p,

0;(AVu,,,Vu., ) = 2(AVu,,,V(0uc,)) + ((0;A)Vue,, Vue,),
entao,
(AVue,, V(POjuz,)) = (AVue,, V(9jus, )Y + (AVue,, V) Oju., (5.3)
= (A, V)Oyue, + 5 [0,(AVue, Vue) — ((0,4) Ve, V).
substituindo em e integrando por partes, temos

/ (AVt1ey, V) Dty — = (At Vit )00 — = ((D;4)Vitey, Vit ) = / 0,(T) By (1),
B 2 2 B

Por reflexividade B, (u.,) — ¢, 0 < ¢ < 1 em L*(B). Uma vez que B, (s) =
1, Vs > e, concluimos que ¢ = lem G = BN {uy > 0}.
Pelo lema {4.10], fazendo £, — 0. obtemos,

/<AVUO, v¢>8JU0 — 1<14VU0, VUO>@]¢ — 1<(8]A)VU0, VU())w = / @(F@/J)gb
B 2 2 B

Tomando p <A, temos que pela continuidade Lipschitz de uyg em B e pelo crescimento
linear,
{0 <wup <v}NB CN(F(u)) N B).
2

Portanto, pelo teorema
{0 <o <A}N Bl < CApmt,
Co
para alguma constante universal C' > 0. Logo,
{0 < up <~} NB|— 0, quando v — 0.

Em particular, podemos reescrever a ultima equagao da seguinte maneira,
1 1
/ (AV oy, ViV — ~(AVuy, Vo) —  ~((9;4) Vg, Vo) s + o1(7)
B{uo>7) 2 2
= / 9;(I'h)g.
B
onde

1 1
0'1(’}/) = / <AVU0, V@/}>8]u0 — §<AVUO, VU0>8J¢ — 5((8JA)VuO, VUO>¢
Bn{0<uo<~v}
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e, lim,_y0:(y) = 0.

Por outro lado, como
div(AVug)pdjug = 0 em B N {ug > v}
temos,
/ (AVug, V(jug)) do = / POjue({AVug, v) dH" "
Bn{uo>~} Bn{uo=~}
= / (AVug, Vug)pr; dH" " (5.4)
Bn{uo=~}
Assim como foi feito em [5.2] obtemos

/ <AVUO, V(w8]u0)> dxr = / <AV'LLO, Vw)ﬁjuo dr +

Bn{uo>~} Bn{uo>~}
1 1
+ 5 / aj <AVUQ, VUO>¢ dr — 5 / <(8]A)VUO, VU())ZD dr =
Bn{uo>~} Bn{uo>~v}
1
= / <AVU/O, V@b)aﬂto dx — 5 / <AVU/Q, VU())aj’l/) dx +
Bn{uo>~} Bn{uo>~}
1 1
+ 5 / <AVUO, VUO>1/}V]‘ dHn_l - 5 / <(a]A)VU07 VUQ>77/) dz =
Bn{uo=~} Bn{ug>~}

_ / 0,(T¥)6 — u(3) + 5 / (AVug, Vo) tbv; dH™.
B

Br{uo=7}

Agora por |5.4] concuimos que

/ @(Fzﬂ)gb dr = g1 (’7) + % / <AVUO, VUO>w1/j dHn_l. (55)
B

Bn{uo=~}

A demonstragao ficard concluida se pudermos mostrar que ¢ = 0 em B\ G. De fato, uma

vez que ¢ = 1 em G, teremos:

o1(y) + % / (AVug, Vug )y, dHn_lZ/}gaj(F¢)¢dx:/Gaj(F¢) dr =

Bn{uo=v}

= [ aepdiat = [ Tend v o)
Bn{upo>~}

Bn{uo=~}

onde

o) = / 0,(T)é do

BN{0<uo<v}
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e lim,_,0 o2(7) = 0. Em particular,

((AVug, Vug)ypr; — 2T) dH™ ™ = 2(09(7y) — o1(7)).

Bn{uo=~}

Afirmagao: ¢ =0em B\ G.

Com efeito, como B\ G = BN, da densidade positiva da fase zero da solugao uy,
teorema [4.13] concluimos que int(B \ G) # 0. Logo, seja B,(s) uma bola no interior de
B\ G e considere gy > 0 pequeno o suficiente de modo que B, ,(s) ainda esteja contido
no interior de B\ G, para todo o < oy.

Seja 7, uma funcao corte, suave e nao-negativa satisfazendo:

1. n, =0 em B,(s);
2. N, =1em Q\ B ,(s).
Uma vez que u. ¢ um minimizante global para F., para todo € > 0, entdo F, (u.,) <

F.,. (noue, ). Isto é,

1 1
/ §(AVu5k, Vu.) +I'Be, (ue,) dx < / §(AVnguak, Vneue) + I'Be, (n,ue, ) de.
Brio(s) Brio(<)
Assim,

1
| tBawds < [ A0 Vo) + DB () ds

Brio(s) Brio(s)

< A / 1150, |I* dz 4+ | Tl oo Brsa (<) \ Br(S)]
Br+o‘(§)

< 2A / w2 IV |* + 0z llue, 1* dz + [ITloc | Brro (<) \ Br(<)].
Br+o‘(§)

Uma vez que B, (ue, ) = ¢ em L*(By14,), e, = 0 em B, ,, e pelo lema (4.11), aplicando

o limite quando ¢; — 0 na desigualdade acima, obtemos :
[ Tods < ITelBran (0 \ B
Br+a(§)

Agora, fazendo o — 0, concluimos que ¢ = 0 q.t.p em B,(s) e portanto, ¢ = 0 em
B\G. O

Da teoria de Schauder para equagoes na forma divergente, uma vez que Lug = 0
em {ug > 0}, temos que uyg € C'({ug > 0}). Entdo, se tivéssemos d{uy > 0} € C*,
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seguiria, pelo teorema acima, que

(AVug, Vug) = 2I" na fronteira livre.

Assim, o teorema acima nos fornece a condi¢ao em um sentido fraco aproximado.

Como dito na introdugao deste trabalho, em MOREIRA, Diego R ; TEIXEIRA |
Eduardo V.| (2007) ha uma abordagem da condigao de fronteira livre em quatro sentidos.
Além do sentido integral, estd dentre estes uma condicao de fronteira livre sentido da
Viscosidade, devido a Caffarelli. Vide (CAFFARELLI, Luis A/ (1987), CAFFARELLI,
Luis A. (1989), CAFFARELLI, Luis A.| (1988)).

Para encerrar esta seccao, daremos uma breve ideia de tal condicao, de acordo com
MOREIRA, Diego R ; TEIXEIRA, Eduardo V.| (2007)).

Assumindo que T" é continua, para pontos regulares de F'(uy), i.e., pontos xy €
F(up) tais que existe B,(yo) com z¢ € 0B, e B,(yo) C Qo ou B,(y) C (2\ Q)" temos,

2T

uo() = Avv) (& =m0, )" + 0|z — o) (5.6)

onde v é o vetor unitario normal a 9B,(yy) e interno a €.
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6 CONCLUSAO

Como sugerido no inicio deste trabalho , o objetivo central é encontrar o problema
de fronteira livre do qual uy é uma solugao.
A condigao de Fronteira Livre no sentido da Viscosidade, [5.6] fornece uma espécie

de derivada normal fraca,

2T
(Av,v)

Sendo assim, conclufmos que para Q := {uy = 0}, T := 9{uy > 0}, up é uma

u, = Q = ao longo de  F'(uy). (6.1)

solucao para a equacao
Lu=0 em Q\Q

u= em Of) (6.2)
u=0, u,=¢ em T.

em qualquer pedaco C! da fronteira livre.
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